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BTS ELECTRONIQUE

Transformation de Laplace
Dans ce chapitre nous allons introduire un outil mathématique puissant, la transformation de Laplace, pour
I'étude des circuits linéaires en régime transitoire. Cette transformation permet d'associer a toute fonction du
temps f(t) une fonction F( p ) d'une variable complexe p=a+ jb. Elle permet de remplacer les opérations
analytiques de dérivation et d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété facilite la résolution
des équations différentielles. L'application de la transformation de Laplace permet de plus d'avoir a écrire
ces équations.
Intégrales généralisées ((ou intégrales impropres)
Définition : Soit f une fonction définie sur [a ;+oo[, continue ou continue par morceau sur cet intervalle .

Si I(x) aune limite finie quand x tend vers +«, on dit que I’intégrale rw f (t) dt converge , et on pose
a

lim [ f (t)dt=A. On note alors rw f (t)dt = A.Dans le cas contraire , on dit que rw f (t) dt est divergente.
a a

X—+ooda

Théoréme :
- - N , +00 +00
Si f est une fonction a valeurs réelles ou complexes telle quej |f(t)|dt converge , alors j f (t)dt
a a
converge .

Fonctions causales
Une fonction de la variable réelle t est dite causale si pour tout t strictement négatif . Ona: f(t)=0.

Définition : on appelle fonction échelon unité ( notée U (t) ) définie sur O par

LU

0 Vt<0 , , .
U (t)= et représentée sur la figure 1 .
1 Vvt>0

Pour toute fonction f définie sur [0 ,la fonction f xU est une fonction causale.

Remarque
— U n’est pas continue en 0, elle est continue a droite de 0 au voisinage de 0.
On rend une fonction causale en la multipliant par la fonction échelon— unité.
Fonction rampe unité L
f(t)=0 sit<0 . .

La fonction rampe unité est définie sur [J par . ou f(t)=tU (1) | 1
f(t)=t sit>0

Fonction échelon- unité retardée de a
Soit f une fonction numérique de la variable réelle t définie sur [J , et soit g la fonction définie par
g(t)= f(t—a) , a étant un réel positif, on dit que la fonction g est retardée de a .

La fonction h définie par h(t) = f(t+a) , a étant un réel positif , est dite en avance de a .
Remargue : Dans le plan rapporté & un repére (O;i; j ) ; la courbe représentative de cette fonction g se

déduit de celle de f par une translation de vecteur ai y
U(@-1)=0sit<l i jl —_
_ . Soit g(t)=f(t-)U (t-1). ——
U@-)=1sit>1 9 2 !



Fonction échelon- unité retardée de 2 {

{f(t)zo sit<0

f(t)=sint sit>0

Fonction retardée de = :

f (t—x) =sin(t
Fonction créneau

Soient a et b deux réels tels que 0<a<b etk un

—mU (t

f(t—-m)=0 sit<m
f (t) =sin(t
— 1)

g(t) =sintU (t)

nombre réel .La fonction créneau est définie par
g(t) =k (U (t-a)-U (t-b))

Du graphique a la formule

o Sur I’intervalle J-;1] , on reconnait

« Sur I’intervalle [1:2[, avec f(t)=tU (t),

on obtient le segment [AB,]et pour passer
de [AB,] a[AB ], Il suffit d’ajouter —(t—-1)U (t-1) .
Donc sur J—o0; 2], f(t)=tU (t)-(t-DU (t-1).

e Sur [2;3[, avec I’expression ci-dessus
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U(t-2)=0sit<?2
U@t-2)=1sit>2

—m) sit>n

f(t)=0
f(t)=k
f(t)=0 sit>b

f(t)=tU ().

sit<a
sia<t<b

de f(t), on obtient le segment [BC,]Jet ona vu que

pour passer de [BC,] a[BC], il suffit d’ajouter —(t—2)U (t-2).

ft)=tU (t)-(t-DU (t-1)-(t-2U (t-2).

e Sur [3;+[, avec I’expression ci-dessus de f (t), on obtient la demi-droite [Cu) et on a vu que pour passer
de la demi-droite [Cu) a [Ct), il suffit d’ajouter (t-3)U (t-3).
En définitive , pour tout nombre réel t, f(t)=tU (t)-(t-)U (t-1) - (t-2)U (t-2)+(t-3)U (t-3).

Donc sur ]-o; 3],

o Sur I’intervalle J—oo;t,] , on reconnait f(t):tEtU ).

o Sur I’intervalle [t,;2t, [, avec f(t)= tEtU ®,

0

on obtient le segment [AB,]et on a vu pour passer de

[AB,] a[AB ],il suffit d’ajouter —tE(t—to)U (t-t,).

t —00 0 1 2 3 +00
tU (t) 0 t t t t
—(t-DU (t-1) 0 0 —(t-1) —(t-1) —(t-1)
—(t-2)U (t-2) 0 0 —(t-2) —(t-2)
(t-3)U (t-3) 0 0 0 0 (t-3)
f(t) 0 t 1 —t+3 0
Cas général
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Donc sur 1—oo; 2t,], (t) =tEtU (t)—tE(t—to)U t-t,).

0 0

e Sur [2t, ;3t, [, avec I’expression ci-dessus de f(t) , on obtient le segment [BC,]et on a vu que pour passer

de [BC,] a[BC], il suffit d’ajouter —tE(t—zto)u (t-2t,) .

0

Donc sur 1-o; 3t,], f(t) =tEtU (t)—tE(t—to)U (t—to)—tE(t—ZtO)U (t-2t,).

0 0 0

o Sur [3t,;+o[, avec I’expression ci-dessus de f(t), on obtient la demi-droite [Cu) et on a vu que pour

passer de la demi-droite [Cu) a [Ct), il suffit d’ajouter tE(t—3to)U (t-3t,) . En définitive , pour tout nombre

0

réelt, f(t) =tEtU (t)—tE(t—to)U (t—to)—tE(t—ZtO)U (t—2t0)+tE(t—3t0)U (t—3t,)

2.A I’aide d’un tableau , donner I’expression de f(t) sur chacun des intervalles ou elle est définie
Remarqgue : dans I’expression obtenue pour f(t) on va donc remplacer (t-21) par (t-t,), (t-1) par (t-2t,) et
(t-3)par (t-3t,). D’autre part la droite (OA ), ou Aa pour coordonnées (1; 1), de coefficient
directeur 1 est remplacée par la droite ( OA’) , ou A’ a pour coordonnées ( t, ; E ) de coefficient

directeur E/t, et de méme , par symétrie , la droite ( B’C’ ) a pour coefficient directeur —E/t,.

cas général :
t —0 0 t, 2t, 3t, +o0
Eiu (t) 0 Ei E Ei Ei
tO tO tO tO tO
“Eetu et 0 Een | B | -Eeey)
tO tO tO tO
—E(t—ZtO)U (t-2t,) 0 0 0 —E(t—Zto) —E(t—Zto)
tO tO tO
(E/t,)(t-3t,)U (t—3t,) 0 0 0 0 (E/t,)(t—3t,)
f(t) 0 (E/ty)t E —(E/t,)t+3E 0

De la formule au graphique
Déterminer la représentation graphique de la fonction causale f(t) définie sur 0 par :

ft)=tU(t)-2tt—HU(t-1)+2(t-2)U(t—-2) - (t-3)U(t-3).
1. a I’aide d’un tableau donnant I’expression de f(t) dans chacun des intervalles a considérer.
2. En donnant I’expression de f (t) sur chacun des intervalles 1-o0;0] ; [0;1[ ; [1;2[ ; [2;3[€t [3;+].

t —00 0 1 2 3 +00
tU (t) 0 t t t t
“2(t-1U (t-1) 0 0 -2(t-1) —2(t-1) -2(t-1)
2(t—-2)U (t-2) 0 0 0 2(t-2) 2(t-2)
—(t-3)U (t-3) 0 0 0 0 —(t-3)
f(t) 0 t —t+2 t—2 1
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b. «Sur I’intervalle ]-;1] , on reconnait f(t)=tU(t).
on retrouve I’axe des abscisses pour ]-oo;0]et le o
segment [OA]pour [0;1].

« Sur I’intervalle [1;2[, avec f(t)=tU (t), on obtient le
segment [AB,]et pour passer de [AB,] a[AB, ],puis
de[AB,] a[AB ] .1l suffit d’ajouter -2(t-1)U (t-1).
Donc sur J—-oo; 2], f(t)=tU (t)-2(t-)U (t-1).
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e Sur [2;3[, avec I’expression ci-dessus
de f(t), on obtient le segment [BC,Jetonawvu
que pour passer de [BC,] a[BC], il suffit d’ajouter
2(t-2)U (t-2). Donc sur J—o0; 3], f(t)=tU (1)-2(t-)U (t-1)+2(t-2)U (t-2).

e Sur [3;+[, avec I’expression ci-dessus de f (t), on obtient la demi-droite [Cu) et on a vu que pour passer
de la demi-droite [Cu) a [Cv), il suffit d’ajouter —(t-3)U (t-3).
En définitive , pour tout nombre réel t, f(t) =tU (t)-2(t-)U (t-1)+2(t-2)U (t-2) - (t -3)U (t-3).

Exercices

1.Représenter graphiquement la fonction définie par:  a. f(t)=tU ()~ (t-)U (t-1)-U (t-2).
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b. f(t)=tU (t)-2(t-)U (t-1)+({t-2U (t-2). C.g(t)=tU (t)-2(t—2)U (t—7)+(t—27)U (t—27x)
2. Représenter graphiquement la fonction définie par :
a.f()=costU () ; b. f@)=sintU (@) ; c f@H)=t2U@®) d. f(t)=e'U () e. f(t)=e_(t_’)U(t—r).

TRANSFORMEE DE LAPLACE
Définition : On appelle transformée de Laplace d'une fonction causale f la fonction L [ f] définie par

F(p)=L [f(®)] :J'+°° f (e Pdt= lim J'X f (t)eP'dt, oll p est un nombre complexe.
0 X—+0090

Dans ce chapitre , on choisira pour p un réel strictement positif .
La transformée de Laplace de la fonction échelon en utilisant la définition est :

L[u (t)]:joxe‘p‘dtz{_—le‘p‘} _1 e” , lim e”™ =0, onendéduit L [ U ()]-
0

1
p p p X—>+00 p
Translation : Considérons la transformée d’une fonction décalée dans le temps :

L[ft-au (t-a)]= jo“’ fit—alJ (t—a)e "dt= ja‘” fit—alJ (t—a)e "dt=e P jo“’ f ()e Mdt ; oul
U (t) est la fonction échelon unité .En effectuant le changement de variable x =t—a, il vient :

L [ft-au (t—a)]zj;w f(x)e—P(X+a)dx=e—pajo+°°f(x)e—dex Donc L [f(t-a)J (t-a)]=¢ PF(p).
Théoréme du retard : pour tout t >z, Si o(t)= f(t—7)U(t-17), alors

L [o®)]=e"PL [ f()U®)]=ePF(p),

L [f-oU (t—r)]zjxf(t—r)xe_ptdt =jx Tf(u)e‘p(“”)du=e‘pTIoX “f(u)e Pdu.

lim x—t=+0 et puisque la fonction f admet une transformée de Laplace, ||m J' f(u)e PUdt =F(p),

X—>+0

d’ol nmj f(t—t)xe Pldt=e PTF(p).

X—>+0

Effet de la multiplication pare™@
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Théoréme : Si F(p)=L [ f()U (©)], alors L [e—at f (U (t)} _F(p+a),(ael)
Considérons la transformations suivante : L [e‘at f (U (t)} - J':oe‘e“e‘pt f(t)dt =j0+°oe‘(a+p)t f (t)dt
Donc L [e‘at f (U (t)} =F(p+a).

Transformée de Laplace de t — e ®U(t), aréel ou complexe

Il faut calculer L [ e %y (t)} j e ?U (e Pldt j e~ @ Pigt posons 1(x) = _[ e (gt

Si p+a=0, I(x)=_[0 dt=x ,donc lim 1(x) =+ et I’intégralel(x)z_[0 e (P34t diverge.

X—>+00

. . _a-(pa)t
Si p+a=0, |(X)ZJ e(pratge _ | —€ S I e~(Pra)x on suppose que R,(p+a)>0
0 p+a p+a p+a

donc lim e ™% =0 et jim 1(x) = . On adonc L[ ety (t)] — SI Re(p)>-R.(a).
p+

X—>+00 X—>+00 p +a

Transformée de f(at)U(t) ; o> 0,effet d’un changement d’échelle sur Ia variable

Théoréme : Si F(p)=L [ f(t)U (t)], alors L (f(at)U (t))=£F[£J, avec o.>0.
o o

Soit f une fonction admettant F comme transformée de Laplace et o un réel quelconque strictement positif.
Ona: L (f(at)U (1) = j;w f (at)e”Pidt . En faisant le changement de variable u = at, on obtient du = o dt

soit dt =d—u. De plus, pour t=00na u=0, et pourt tend vers +o0.On obtient donc
a

00 00 —B 0 _B
L (fetu @)= flatePd=["f@e a”d—”=ir fue a“m:#(ﬁj et L (f(at)U (t)):iF[EJ.
0 0 a o0 o o o o
E 2
Exemple : L (costU (t)):ZL,donCL(cosoatu )=+ o zp;"’ = zp .
p-+1 o p 10)(p+03) P +w
()

Fonctions puissances t —t"( ne N *)

n=1 Considérons la fonction f,(t)=tU(t), on obtient : L (f,()U (1)) =Jo+wt><U (t)ePldt =jo+wte‘ptdt

On peut procéder & une intégration par parties, en posant : u(t) =t et v'(t)=e ™, on obtient : u'(t) =1 et

X X
1 o _te Pt _te Pt -pt _
v(t)=——e " d’ot (si p=0). Ixte‘ptdtz fe +ijxe‘mdt= e Lo | lem XL L
p 0 p 0 pJo p pp 0 p p p

On obtient pour p>0 : L (tU (t)))=IO+wte‘ptdt=i2.DonC F.(p)=L (tU (t))=i2
p p

nN=2:L(f,()U W)= j t?xU (t)e "dt j t?e "dt . On peut procéder a une intégration par parties, en

posant : u(t) =t et v'(t)=e ™, onobtient : u'(t)=t et v(t)=—%e_pt d’ou (si p=0).
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p p X—>+00

X
X _t24-pt 2 X _4+2,—pt
Jl)t%‘”‘dt:[—t € ] +—J'0 te‘ptdtzl—t € ] I te~P'dt , on remarque que lim x% P =0 et
p

L (tU @)= lim J'Xte‘Ptdt=i2

X—>+00d0 p

Généralisation : Transformée de LAPLACE de t"U (t) (nel).

dou : J.(:wtze‘ptdtzis et Fy(p)=L (U () == .
p p

On sait déja que pour p>0, Fy(p) =% ; F(p) =i2 et F,(p) =%.On peut procéder a une intégration par
p p

parties, en posant : u(t) =t" et v'(t)=e ™, on obtient : u'(t)=nt"" et v() =—%e‘IOt d’ou (si p=0).

X—>+00

(% n—pt ~t"e ™ n-Lg—Pt gt Xepx lo=Plge - gj : n.—px _
ln(x)_J'ot e Mgt = [ ] J' t I t t ;si p>0 lim x"e ™ =0
Donc Iintégrale F,(p)=L (t"U (t))=_[0 t "e P'dt est convergente et lim I,(x)="F,(p).

X—>+00

, . n-2 n-2
supposons désormais p > 0. Fn(p)=% - ,(p) et Fn_l(p)zT (P ; Fn_z(p)zTFn_3(p,............

F3(p) =%F2(p) et F,(p) =%F1(p) =i3 donc on déduit de proche en proche que
P

|
en proche les transformées de Laplace des fonctionst — t".On conclut que F,(p)=L (t"U (t)) =%. neN.
p

Fi(p+a)=L ("e™U ())=— " ; p+a>0 nell etn=1:F(pra)=L (U ()=——
(p+2) (p+a)

Fonction cosinus
On considére la fonction causale, définie sur [J par: f(t) =cos(ot)U (t), avec o= 0.la formule d’intégration

par partie s’applique aux intégrales impropres , pour peu que les intégrales convergent , ona, pour p>0 :

+o0
L ((cos(@tiU ()= j0+ cos(wt)e—f’tdt{%sin(mt)e—m} +£ j0+ sin(mt)e_ptdt:0+£ j0+ sin(ot)ePldt
0

+00

(o)

L j " sin(ot)ePldt = j " cos(wt)e Pt =£H—1005(cot)e pt} —Br‘” cos(wt)e™ ptdtJ - B[L P j ™ cos(ot)e ptdt}
wJ0 0 (0] [0 wJ0 0\o 0

0

2 oo _ 2 ) pe0 _ o + p? (o _
=%—%J‘O cos(mt)e P'dt ; {1+%JJ‘0 cos(wt)e ptdtzm—ge mzp IO cos(wt)e ptdtzﬂ2

)

__brta
(p+a)’+0°

2 2 2 2 2 2

+00 2
j cos(ot)e Pldt = x—2 P donc L ((cos(wtlU (t))=— P el ((cos(wt)e‘atu (t))z
0 pPe+0° P H+o P+ w

Fonctions sinus
Soient w = 0et p>0.dans le calcul de la transformée de Laplace de t — cos(wt)J (t), on a obtenu
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I"égalité IO cos(ot)e P dt_mj'o sin(ot)e”Pdt, on en déduit : L ((sin(wt)lJ (t))_jo sin(ot)e” Pt = D S ro?
L ((si __ o ; . a B o)

et L (Ginwtu (1) o7 PUiSL ((sin(te*u (t))_i(ma)2+co2

Transformée d’une dérivée d’ordre 1
Théoréme : soit f une fonction continue sur ]0;+oo[, dérivable par morceaux sur ]0;+oo[, dont la dérivée f'

est continue par morceaux sur 10;+oof .
Si F(p)=L [f(tU ()], alors L [ f'(tJ (t)]=pF(p)- f(0*). On note f(O*):tlir(r)l f (t)

Remargue importante :
La formule L [f "ty (t)] = pF(p) - f(0")est fausse si f n’est pas continue sur ]0;+oo[ .

Intégrons par partie : L [ f'(tJ (1) |= [ f (t)e‘pt}X + pjox f(t)e P'dt = f (x)e”™* - f(0") + pF(p)

0
Donc, sous réserve que lorsque t tend vers I'infini la fonction f (t) diverge moins vite qu'une exponentielle,
ce qui est le cas pour toutes les "bonnes" fonctions physiques, nous avons lim f(x)e™™ =0 et enfin :

lim f(t)e ™™ =0,donc L[fmu ®]=p[  f@)ePdt—f0")=pF(p)-f(O").
0

t—>+0
Transformée d’une dérivée d’ordre2
Théoréme : Soit une fonction admettons une transformée de Laplace.
Si f 'est continue sur ]0;+oo[, dérivable par morceaux sur ]0;+oo[, et si f"est continue par morceaux

sur J0;+oo[ , alors L [ £t (t) = p°F(p)— pf(0") - F'(0"). L [f'@®U (©)]=pF(p)- (0" .
L[ freu (t)]:[f (t)e ™ ]o +[ 7 pf (e Pdt=pL [ F(OU (0]~ F1(0)
L[f'0u @]=pL [f®U @] 0% =p[pF(p)-f(0)]-f'(0") = p*F(p)- pf (07) - f(0%)
L[f'®U ©]=p?F(p)-pf(0")-f(0%)
Dérivée d’une transformée de Laplace
Théoréme admis : Si F(p)=L [f(tU (t)], alors L [t f (U (t)]=F'(p)
Considérons la dérivée par rapport a p de la transformée de Laplace d’une fonction f(t) :
dF(p) d
“dp dp

mP= :_pU; f “’emdtJ =, tf e "o, soit encore L [t f (o (9] =[;"t f (e ™dt=—F (p)-

UOM f(t)e‘ptdtj. Comme la variable p n’apparait que dans I’exponentielle nous avons :

L[H100 ][t 10e "at=Fip).

Exemple : on sait que : L [e‘a‘U (t)Jzﬁ, soit g la fonction causale sur [ définie par g(t)=-t f(t)}J (t)
Donc g(t)=t f(t) pour tout réel t .donc g a pour transformée de Laplace G=-F".

Or F(p):ﬁ, donc Fl(p)z_(p+1a)2 .Donc G(p) = (p+1a)2 :

Théoréeme admis : Si F(p)=L [f(t)u (t)], et si (p(t)zj; f (U)J (t)du alorsL [(p(t)]=%F(p), avec p=0

Inversement, considérons la transformation de Laplace de la primitive d'une fonction f(t) :

7



£ Fomesoutra co

ca SsOalra .

_ ~+00 400 —pt , . _ _l —pt +00 oo +00 l _pt
L [o®] IO UO f(u)du} dt . Intégrons par partie : L |i(p(I)]-|i -~ jo f(u)dul +j0 fO et
Avec la méme réserve sur le comportement de la primitive de la fonction f (t)lorsque t tend vers I’infini ,

nous obtenons : L Uo+wf(u)lJ (t)du}ziF(p).

Exemple : soit la fonction causale f définie sur (1 par f(t)=e'U (t), une de ses primitives est la fonction
g(t) =—e U (t)+c quiprend lavaleur —1 pour t =0.donc la primitive de f qui s’annule pour t =0 est
g(t) = L—e " )U (t).Par linéarité de la transformation de Laplace , nous avons directement la

111 F(p) U(p+1) 1

transformée de Laplace de cette fonction : G(p) =—- = = =
p p+l p(p+1) P p p(p+1)

Théoréme de la valeur initiale admis
On suppose que f ’ admet une transformée de Laplace . On admet que

lim U(:wf'(t)e‘ptdtj J'O {nm f(t)e” ptjdt Onsaitque: L [ f'(tU (t)]= pF(p)- f(0").

p—>+o0 —>400

Alors, comme lim f'(t)e ” =0,0na: lim pF(p)=f(0") sila limite est finie
p—>-+o0 p—+0

Théoréme de la valeur finale admis
On suppose que f ’ admet une transformée de Laplace . On admet que

] O ot _ +oof v pt . Ve Pt g
:;ToUo f(t)e dtj J’O {;I;Tof (t)e jdt.Or, lim £ '(t)e”™ = (1) et donc

i to _nt B o " , _
m“o f(t)e Pdtj_[f(t)]o = lim £(1)- f(0") DeL[f®U ®)]=pF(p)-f(O"),
on déduit alors : Iin?) pF (p) =tlim f(t) siles limites sont finies.
p— —>+0
Linéarité
Etudions quelques propriétés utiles de la transformation de Laplace. Tout d'abord remarquons que la
transformation de Laplace est une application linéaire. Calculons la transformée de la fonction

gt)=2 )+ f,): L [g®U ®)]=L Uom[x f,(t) + fz(t)]dtj:xl_ Uo“” fl(t)e‘ptdt}r ul U0+OO f2(t)e‘Ptdtj

Donc: L [A fy(t)+u f,0) ]=AL [ f®)[+uL [ f,()].

I. | .e Transformée d'une fonction périodique

Considérons une fonction périodique de période T pour t >0 et identiquement nulle pour t <0 :
La fonction f(t) peut étre vue comme une somme de fonctions définies chacune sur une période :

F(t) = fL(0)+ Fo(t) +omnt fn(t)+....=ifk(t) )

La fonction f,(t) se confond avec f(t)sur la premiére période [0, T] / \ / S

A /\ Jf/ /\\\\

et est nulle & I'extérieur. ? D o
La fonction f,(t) est définie sur la seconde période [T, 2T]. 0

Elle se déduit de la fonction f,(t) par un décalage d'une période /\\‘
f,0) = f(t-T)= {,(t-TIJ (-T). ’ \

figure2

De méme : f,(t) = fy(t—2T) = fy(t—2T)J (t—2T) 0 T aT 3T
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et fk (t) = fk (t - kT) = fl(t - kT’J (t - kT) ifz(‘) figure3
Nous pouvons donc encore écrire : f () = i fi (t) = i f,(t—KT)J (t—KT) i /,/\\
k=0 k=0 | ‘ AN t
Calculons la transformation de Laplace de cette expression : g & = =
L[feu @]=L Z fi(t—KTJ (t—KT)|= ZL (ft-KT)J (t-KkT)) £,(0) fgres
k=0 k=0 f’/ 5

00 . /J \\
LIfou ©]=ePTrR(p ol Fy(p)=L [ MU @®] estla ; - i

k=0

transformée de Laplace de la fonction définie sur la premiére période. Nous pouvons encore écrire :

o0 _ F . o0
L[f(t)U (t)]ZFo(p)kZ;‘)e piT :l—oe#p)T , car %=1+x+x2+x3+ ....... +X" = )X
= k=0

A partir des propriétés que nous venons de passer en revue nous pouvons calculer les transformations de
Laplace d'un certain nombre de fonctions. Ces transformations sont rassemblées dans des tables. Nous
donnons en appendice les transformées de quelques fonctions de base continues par morceaux.

Autre démonstration : On suppose que f est T-périodique . on a :J'Om f@)e Pdt=>" J'k(Tk“)T f(t)dt.
k=0

Or,onpose u=t—KkT eten utilisant la périodicité de f, on obtient :

(k+1)T oty [T —pukT) g T U PKT o pkT [T —pu
jkT f(t)e dt_jo f(u+KkT)e o|u_j0 f(u)e ™e P Tdu=e jo f (u)e ™ du

Théoréme admis : J'+°° f (t)e~Pidt —fe‘p” J‘T f(w)e "du =0 (P)
. 0 B 0 - 1_e T '
k=0

Original d’une fonction

Définition : Si L [ f©U (1)]=F(p), ondit que fest I'original de F Onnote f(t)=L *[F(p)].
On admet que I’original s’il existe , est unique .

Propriété Linéarité : L *[F+G]=L *[F|+L *[G] et L *[kF |=kL "*[F] pour tout réel k

Rechercher les originaux des fonctions rationnelles F suivantes :

F(p)z% et F(p)zz; ; onécrira p®+4p+5=(p+2)?+1et on déterminera les réels a, b et
pc+4p+5 pe(p+1)

ctelsque:F(p)=%+£+L.OnécritF(p)= 5 P = pz = p+§ - 22 '
p p p+1 pc+4p+5 (p+2)°+1 (p+2)°+1 (p+D“+1

L —1[ 2p J:costu t): L _1[—p+2 Jze‘ZtcostU (t) ;L‘l[pzlJrJ:sintU ®

p? +1 (p+2)%+1

L‘l[;Jze‘ZtsinU (t) ,d’ol L (F(p))=ecostU (t)—2¢*sintU (t)=e ' (cost—2sint)J (t).

(p+2)% +1
F(p)=— -~ +——, d’ol L *(F(p))=tU ()-U ) +eU ()=(t-1+eHU (1).
p p p+1

Etude d’un systeme différentiel Déterminer les solution causales du systéme différentiel :
{x‘(t) =—oy(t) - kx(t)
y'(t) = wx(t) —ky(t)

qui vérifient les conditions initiales x(0)=1et y(0)=0 ; wel ' .



ga Svalra .

on pose L (x(0)— X (p) et L (y(©)~Y(p) - on obtient : |~ ¥ )77k (YO) =KL (x©)
| L (y®)=oL (xO)-kL (y0)

pX(p) —1=-oY(p) -k X(p) - {(p+k)X(p)+wY(p) =1
Y(p)=o X(p)-kY(p) (p+K)Y(p)-o X(p)=0
La résolution de ce systeme linéaire conduit a X =L tyY(p)z=—2
y (P) (p+k)? +w? (p) (p+k)* + o
D’ou la solution causale du systeme différentiel : x(t) = (e‘k‘ cos oot)U ) ; y@t)= (e‘kt sin mt)u (t).

L (X)) =Y (p)—k X(p) :{
L (y'®)=oX(p)-kY(p)

) . ) RCs'(t)+s(t) =e(t) . . ]
Equation différentielle d’ordre 1 : 0)=0 . déterminer la fonction de transfert solution
S =

avec e(t)=EU(t) .L (s(t) =S(p) ; L (e(®))=E(p)et L (s'(t))=pS(p)-s(0"), soit L (s'(t))=pS(p)

d’ou la relation : RC pS(p) +S(p)=E(p), on en déduit : (RC p+1)S(p)=E(p), soit S(p) = E(p)

(RCp+1)
E \ E E 1 1 a b
L (e(t))=EL (U(t)=—,dou S(p)=————=—x—— ———.S(P=— = ———— |
(()) L p (P) p(RC p+1) RCXp(p+1/RC) (p p(p+1/RC) p p+1/RC
apres calcul ,on obtient a=RC et b=-RCd’ou ZS(p)=E— ijRC .On obtient alors: s(t)=E@-e'F)ut).

3.a. f(t)=cost : L ((cos(tiU (1))= Io+wcos(t)e‘ptdt=%I;w(eit+e_it)e_ptdt=%j;we_(p_i)t +e(P+tgt pour R,(p) >0

1] 1 1 1p+i+p-i 1 2
L ((cos(tV ) =2 | ——+——|=-PEPTL_2 R _ P
2| p-i p+i| 2 p41 2p°+1 pc+l
—qint - : I —ptge _ L [0 it  mitya—ptge LT —(p-ipt
b. g(t)=sint : L ((sint (t))_J. sin(t)e Pldt = 'J.o " -e e dt—2i'|.0 e
1 1 | 1 p+i-p+i 1 2i 1
L ((sint) (t)) P . pri_1 -
p—i p+i| 2i p2+1  2ip241 p’4l

—e (Pt pour R,(p)>0

L ((cos(ot)J (1)) = Io+wcos(mt)e‘ Ptat ZE-[(: (€' + e~ Plgt = E-[o e (Pio)t | g=(pHio)tyy

((COS(mt)U (t)) {p 1I0)+ pjloo} %p+:§+ p2—I0) =% p22p 2 0 ; 2
+o +o +o

L ((sin(tl (1) = J' " sin(ot)ePidt - J'O+°O (60 _ g iotyg Pty % I0+°°e—(p—im>t
._i{l_l}lpﬂw p+io _ 1 2io ®

2| p-io p+io| 2 p?ie? 2|p +w2:p2 2

_ e (priotgy

+o0

e. L (etU (t)): r""ete—ptdt:l I*‘”e(l—p)tdt: I*we—(p—mdt: L oent| __1 avec Re(p)>1
0 2J0 0 p-1 0 p-1

f. L (e —[Tetem (Pt | L e | 1
(e U (t)) jo dt j =] o
Exemple 1 :Une fonction f étant définie a I’aide de I’échelon unité , il faut savoir la définir «par

morceaux » sans utiliser U . Soit f la fonction définie sur [ par : f(t)=3U (t)-(t-1)U (t-1) +(t-3)U (t-3)

10
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u@w |U (-1 U (t-3) f(t)=
t<0 0 0 0 f(t)=0
tef0:] f(t)=3
te[2;3) |1 1 0 f(t)=3-(t-1)=-t+4
t>3 1 1 1 ft)=3-(t-1)+(t-3)=1
Exemple 2

g(t)=0 sit<0

On considere la fonction g définie sur [ par : g(t)zkt si0<t<a
a

gt)y=k sit>a

. . L
-2 -1 ¢ 1

la fonction g change de forme au point t=0 et t =a .on écrit g(t) =g, (tJ (t)+ g, (t)

Sit<0,onabien g(t)=0g,(t)x0+g,(t)x0=0 .Si0<t<a,ona: g(t)=g,(t)x1+ gz(t)><0=g1(t)=§t

Sit>a,ona: g(t)=g,(t)x1+g,(t)x1=g,(t)+g,(t), donc gl(t)+g2(t)=§t+g2(t)=k

Dol gz(t)=k-§t,on en conclut g(t) = XU (t)+[k—5tJu M.
a a

Exemple 3 :Une fonction étant définie & I’aide de I’échelon unité , il faut savoir la définir «par morceaux »
sans utiliser U . Soit f la fonction définie sur [J par: f(t)=tU (t)-2¢t-D)U (t-D)+({t-2U (t-2)

{

u® |U - U (t-3) | ft)=
t<0 0 0 0 f(t)=0
te[0;1] |1 0 0 f(t) =t
te[1,2] |1 1 0 ft)=t—2(t-1) =t +2
t>2 1 1 1 f(t)=t-2(t-D)+(t-2)=0

La représentation graphique de f est Inversement , I’échelon unité permet de définir « en une ligne » une

fonction « définie par morceaux ».

Exemple4 :Une fonction étant définie & I’aide de I’échelon unité , il faut savoir la définir «par morceaux »
sans utiliser U . Soit f la fonction définie sur [J par: f(t)=tU (t)-2(t-n)U (t—n) + (t - 2m)U (t —2m)

A<

U@ |U(@t-n |U(@t21 | ft)=

<0 0 0 0 f(t)=0

te[0;n] 0 0 f(t)=t

te[n;2n] 1 (t—m) 0 ft)=t—2(t—n)=—t+2n
t>2n 1 (t—m) (t-2m) f(t)=t—2(t—n)+({t—2m1)=0

11
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La représentation graphique de f est Inversement , I’échelon unité permet de définir « en une ligne » une

fonction « définie par morceaux ».

L (f(t)=L

(U ®-2t-mU (t-m)+({t-2mU (t—2m))

. La transformée de Laplace de tU (t)est

=L (U (0)-2L ((t-1U (t-n)+L (t-2mU (t-2n)

LW )=,
p

combinaison linéaire : L (f(t)):iz(l—ze—pﬂe—ZPK)Z

p
L (eat)z_

1. Origine de A :
p-a

4’0l L ((t-nU (t-n) = e_zn
p

=L )
p-a

-2pn

, On obtient , par

1

—2(1—e ) .

P
=e® donc L ‘1(i) =

Ae™

2. L _a =sinat , donc L * - =£sinat:>L [lsinatJ=;
(p2+a2) (p2+a2) a a (p2+a2)
3 F(p)=—P*tt . ___ 3l _apsb, ¢ 2+l 2
(P*+1)(p-1) TP +)(p-1) pP+l p-1 pPel p1
_ _ 3p+1 _ —2p+1 2
f(t)=L (F(p))=L | —="= =L
=t "(F () ((p%l)(p—l)J [p v J
Donc
G i
p°+1 p-1 pe+1 p? +1
f (t) = —2cost +sint + 2e'
4. y'-y'-2y=sint y(0)=y'(0)=0
L (y"-y=2y)=L (sint) ; L (y)=Y(p); L (y)=pY(p)-y(©) et L (y")=p?¥(p)-p(y(©0)-y'©O)

1

2 (p) = pY (D)= 2Y(p) =——— ona: (p—p-2)Y(p)=—
peY(p) - pY(p)-2Y(p) 71 (p*=p-2)Y(p) 71 (p2+1)((p2_p_2))
1, 3
1 _10" 10 1 1 1

Y(p)= +— .

(p2+1)((p—2)(p+1)) (p +1) 6(p+1) 15(p-2)

1,3

L—l(Y(p)):L—l 1 _L—l 10p 10 1 1 1

(P2 +1)((P-2)(p+D)

(p +1) 6(p+1)+15(p—2)

1 3 1 3
7p_7 N N
L (y(oop (20" 20 1 1 1 4, j10” 10 1 4] 1 R
(¥ (02+1) 6(p+1) 15(p-2) (o) | 6 ((pen) 5 ({52
_1 I U S St
y(t) 10cost 10smt 6e +15e
X'=2x-3y
5. {y.:y_ZX x(0)=8 et y(0)=3; L (x)=X(p), L (y)=Y(p). L (x)=pX(p)-8 et L(y)=pY(p)-3.

12
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(p-Dv(p)+2x(p)=3 =ty Y=

X(t) =5e7" + 3™ et y(t)=5e" —2e*
Quelques exemples simples pour commencer : trouver la transformée des fonctions suivantes:

2
2

{(p—Z)X(p)+3Y(p)=8 5 3 5 2

1. f(t)=5cos(3t+7x/4) or cos(a+b)=cosacosh-sinasinbet cos(z/4)=sin(r/4)=-~— d'ou

f(t)_S\f(cos?,t sin3t) soit F(p) = 5\/7{ 5 J
p°+9

1 __a b
(p+3)(p+4) p+3 p+4

2. Connaissant I'image trouver l'original F(p)=

on multiplie par p+3 les deux membres et fait p=-3 d'otla= =1 de méme en multipliant par p + 4

-3+
et faisant p =—4on obtient b=—1 __1idonc F(p)= ! 1 gon f(ty=e ' —e™ .
—4+3 p+3 p+4
p+2 3 1 2

ce qu'on va écrire F(p)=F(p)+F,(p).

f@ _ F)
p p
c'est a dire que f,(t)=2| | f,(t)+ f(0) | d'ou la premiére méthode possible. On va d'abord décomposer F, ,
2

| p(p+1)(p2+9)_(p+1)(p2+9)+ p(p+1)(p? +9)
on identifie donc F,(p) = 1p(p) .or F'(p)=pF(p)- f(0) ( formulaire )soit F(p)=

en déduire f,(t) puis on va intégrer 2f,(t), identifier f(0) pour finalement obtenir f(t).
Mais on peut aussi choisir une seconde méthode que nous allons examiner a titre pédagogique:

en exprimant que F(p)=p Z(p) en se rappelant toujours que F'(p)= pF(p)— f(0) avec toujours

f (0)=lim pF(p) quand p tend vers l'infini. Ici on voit que f(0)=0. On en conclut donc que I'on pourra
calculer f,(t)simplement en dérivant f,(t) et multipliant par 1/2 le résultat. On va donc calculer f,(t)

F,(p) = 2 3 _a, b Cp2+d = il vient facilement a=2 puis p=-2-1
p(p+D(p*+9) p (P+D (p°+9) 9 10 5
on fait ensuite p=1dans les deux membres, soit i=g—i+c+d .on faitalors p=2:
10 9 10 10

1 1 1 2c+d

—==-—4+="—— etlonrésout ce systeme de 2 équations : Il vient ¢ = _ L et d= ~ L doi
39 9 15 13 45 15

1 1/45p 1/15 2 1, 1 1

- ui conduit a f,(t =———e ———cos(3t ——sm 3t
F2(p)= 9p 5(p+1) p?+9 p2+9 q 2(1) 5¢ ~5°0%) (30)
f(t)——[ e +%sm(3t)——cos(3t)J soit f(t)=fl(t)+fz(t),soitf(t)z——%et ;1005(3t)——sm(3t)
On pouvait bien évidemment mettre en ceuvre la troisiéme solution en écrivant directement
F(p)= p+22 ~2, b + Cp2+d et en exploitant la méthode vue ci-dessus; on obtient

p(p+1)(p°+9) P (pP+1) (p°+9)
p+2 2 1 (11/90)p  1/30

directement le F(p)= .résultat pour F(p) soit

p(p+1D(p2+9) 9p 10(p+1) (p2+9) (p®+9)

13



2 1 11/90)p  1/30
F(p) = - 2 - 2

9p 10(p+1) (p°+9) (p°+9)
On notera que si les trois méthodes conduisent au méme résultat final, c'est évidemment la troisiéme qui se
révéle ici la plus rapide. Mais ce n'est pas toujours le cas.

et son original identique au résultat ci-dessus.

Exercice 2 )

Trouver les solutions causales de I’équation différentielle

n

=

$"(t) +s(t) = f (t)
s(0*)=s'(0")=0

Si s(t) vérifie I’équation différentielle , alors la transformée 3

N |
N
155)

de Laplace de s(t)U (t) (avec U (t) fonction causale unité) 2|10 1 ™2

=

L (s"(OU (1) +L (s(U () =L (f (U (1))

Calcul de S(p) : Si S(p)désigne la transformée de Laplace de s(t),ona:
L (s"(®U (1) = p*S(p) - ps(0) ~s'(0) = p*S(p) et L (s()U (t))=S(p).

+o0 T +oo a 1 rl2 1
L (fQU @) =] fePdt=["""f e Pt FtePdt=["""f(t)e Mdt+0=—[ 6P| =2[1-ePr/2
(f (U (1) -[0 (te .[0 (te +Iﬂ/2 (t)e IO (t)e + p|: e :|0 p|: € :|
L’équation différentielle se raméne & : (1+ pZ)S(p)zi[l—e‘p”’z}, dou S(p)=———- 3 [1‘e_pﬂ/2}
p P+ p?)

1 e—pﬂ/Z 1 p e—pﬂ'/z

S(p) = - == -
p+p®) p@A+p’) P (@L+p?) p@+p?)
Calcul de s(t), on passe aux transformeées inverses :

—pr/2 —prl2 —prl2
o e o o (25
0 [p(upz) oL+ p?) P @+ p?)  p+ pd) p @+ p?) oL+ pP)

d"aprés le formulaire ona: L (U (©))=— U (t)=L *[% L (cos(wt)U (1)) =—2—, d’ou
p p p? +
cos(@)U (=L | —P |, L —1 |—a—cost)u ).
p’+ 0’ p(+ p?)
De plus L (f (t—7)U (t) =e *"F(p), d’odl L {%Jz(l—cos(t—ﬂIZ)U (t-7/2)
pd+p7)

Et enfin s(t)=L ! [;J—L ! [ﬂJz[l—cost]U (t)—[1-cos(t-7/2]U (t-7z/2)

p(L+ p*) p(L+ p*)
s(t)=0 si t<O0 s(t)=0 si t<O0
tracé de s(t): <s(t)=1-cost si O0<t<n/2 s(t)y=1-cost si O0<t<n/2

s(t)=1-cost—(L—cos(t—x/2)) si t>nl/2 |s(t)=1-cost—1+cos(t—=/2) si t>n/2
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s(t)=0 si t<O y
=<s(t)=1-cost si O0<t<xm/2 X ‘./’\\ //\\
s(t)=sint—cost si t>x/2 / \\ / \\ I
\ / \ /
A \ / \ /
2:/3-/3] 4 | /3 [24/3 A/3[5/3] 2% [f/3/8/3] 3x \/311/3 4 [ Kk
\ / \ /
\ / \ /
\
\
\_/ \_/
Exercice 3

f(t)=0 si t<0
On considere le signale f (t) définipar: < f(t)=t si 0<t<10.
f(t)=0 si t>10
1. Représenter le signal f (t) dans un repére orthonormal .
2. On note F(p) latransformée de Laplace du signal causal f(t) .montrer que : F(p) =%—ﬂe‘mp
Y
3. le signal f (t) est envoyé en entrée dans un circuit intégré .11 subit une transformation .

1
1+1

Le signal de sortie g(t) est tel que sa transformée de Laplace vérifie : G(p) = o F(p). Calculer G(p).

4. Décomposer ﬁen éléments simples .En déduire la valeur de g(t) sur I’intervalle 1- ;0 ;
p1+1Up

[0;10[ et sur [10;+oo] .
1. voir figure ci-contre

2 .Lesignal f(t) étant causal, la transformée de Laplace de f (t)a un sens et

L (f (U (1) =J‘0+°° f(t)e Pt =J-10 P +J.+oo f (t)ePldt

No<

=

0 10

o)

- j;ote‘ Pldt +0 = %[—te‘ pt }20 + %ﬁoe‘ Pt +0

10 -10p -10p 4
L (t@u@)=—[-10e]- Llen] =2 2 €
P P 0 P P P -4 -2 10 2 4 [ 10 | 12 | 14
-10p -10p
Ainsi F(p)-L 10 e :iz_[lop;l}—wp
p p p p p
3. G(p)=—, 1 _ 210p+1 e—lOPZZ;_ize—lop ot G(p)=2;—i2e_lop
p°@+10p) { p°(1+10p) p°(1+10p) p p°(1+10p) p
2
4. onécrit:2—=%+£+ ° __ Pour p=0 1 =a+bp+ ik ,d’ou a=1; pour
p-(1+10p) p p (1+10p) (1+10p) (1+10p)
p=-1/10 : L - L+10P) DAXIOP) ¢ 4oy ¢ —1/1/10)2 =100
p p p
Pour p=1, on obtient : i=a+b+£ , d’ou bzi—a—izi—l—ﬁzﬂz—gz—lo
11 11 11 11 11 11 11 11
1 110, 100 o 1 1o 110 100 1
2(1410 2 1+10p) 2(1+10 2 2 (1+10p) p?
p°(1+10p) p= P P p“(1+10p) p p° P p) p

15
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En notant L ' la transformée de Laplace réciproque , on obtient : g(t)=L ~ [———+100

_ —1i_ 10 1 _ —li—lop
.gt)=L [pZJ L~ (pj +100L ((p+1/10)J L [pze J

Lom

1 10 1710 1

e—lO p J

p (p+1/10) p?

On a les propriétés suivantes (avec U (t) fonction causale unité ). L (U (t))=— ; U (t) =L ‘1[ 1J
D p

L (t"U (1) =

p“ - d’ou tU ()= L_IUZJ et L (e*'U (t)):ﬁ, d’ol e~ @10y (t):L‘l[

1
p+1/10

L (f(t—-7)U (t))=e"PF(p)avec F(p) transformée de Laplace de f (t).en choisissant r =10 et

y

b
i

tU (t)=L"" [%J .On obtient :
p

e—lOp o
L | =——|=(@-10)U (t-10) . Ainsi
P

* N
g(t) =tU (t) —10U (t) +100e 10 (1) — (t —10)U (t —10) —
g(t)=0 si t<0 — o
= 2 q 2 4 € 10 12 14 16 18 X
g(t)=t-10+10e"1° si 0<t<10
g(t)=t—10+10e 1% —t +10=10e""1® si t>10
Transformation de Laplace :Formulaire
Original Transformée Remarques
0 Vt<0 p>0
- L{u@pl|==
v {1 vt>0 [ ()J
e (1)U (1) L [e—a‘ f(HU (t)} —F(p+a) areel
tU (t) [ ptye L p>0
L (U (t))_j0 te Plgt = >
t?U (1) L (U (1)) :% p>0
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f'U (t) L |:f (U (t)] = pF(p) - F(0%) Les conditions initiales sont indispensables
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f(tu (t) L[f"®U ®]= p?F(p)-pf (0")~f(0") Idem
-t £V (1) L [-t f®U (t)]=F(p)
f(at)U (t) L (F(ot)U (1) =1F{£) aell *; f(at)est appelé « dilatée » de
o \a f
sin(wt)U (t) L ((sin(mt)u (t)) . ® i o réel
P t+o
sin(ot)e" WU (t) L ((sin(cot)e’atu (t)) _ ()% p+a>0
p+a) +o
sin(t)U (t) L ((sinV ()= 21 1 Re(p) >0
P+
cos(wt)U (t) L ((cosot)d (1) = ' p ' o réel
pT+w
COS(t)J (t) L ((COS(t)U (t)) — Zp . (Re( p) >0
P+
(cos(wt)e 2 (t) L ((cos(mt)e*atu (t)) = (p)% p+a>0
p+a)’ +o
p>0

[ IOM f (u)dujU ®

L Kjom f(u)du]U (t)} :%F(p)

ft—alJJ (t—a)

L[ft-au (t-a)]=e "F(p)

e P s’appelle le facteur de retard ; a>0

f(t)= i fi (1) ou f est
k=1

T—périodique

F(p)
1-ePT

L [FOU®]=R(pD e ™ =
k=0

F, (p) est la transformée de la restriction

de f a sa premiére période

g(t) =2 f (1) +n f2(0)

L [x fi(t) +p fz(t)] =1L [fl(t)]+ nl [fz(t)]

Linéarité deL
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