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CHAPITRE |1l : FONCTION D’'UNE VARIABLE REELLE ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

A. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE :

I. Généralités :
1. Fonction paire, impaire et périodique, Axe de symétrie et centre de symétrie :
a. Fonction paire :

Une fonction est dite paire sur un intervalle I de R si et seulement si :

° vxel—xel
. f(=x) = f(x)

Si f est paire alors la courbe (Cy) de f admet la droite (OJ) comme axe de symétrie.
Exemple : La fonction f(x) = x2est définie sur R. Elle est paire car Vx € R, —x € R et
f(=x) = (—%)? = x* = f(x).

b. Fonction impaire :

Une fonction est dite impaire sur un intervalle de I de R si et seulement si :

° Vxel,—x el

. f(x) = =f(=x).

Si f est impaire alors la courbe (Cs) de f admet le point O comme centre de symétrie.

Exemple :

la fonction f(x) = x3 est définie sur R. Elle est impaire car Vx € R, —x € Ret

f(=x) = (=x)° = —x* = —f(x).

C. Fonction périodigue :

Une fonction numérique f définie sur D est périodique, de période T (T > 0), si pour tout X,
X €D, (x+T)eD et f(x+T)=f(x).
Si T est une période de f alors kT (Vk € N)est aussi une période de f.

Exemple :

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 27 et plus généralement, les
fonctions

t > cos(at + @) et t — sin(at + @) sont périodiques de période 2z
w
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d. Axe de symétrie :

Soit a un nombre réel. La droite (A) d’équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (Cs)
de f si et seulement si :

a—x €Dy

a+x €Dy

fla=x) = f(a+x)

za—XEDf

Vxe]R,ona:{f(Za_x) — f(x) ou

Exemple :

La fonction f(x) = x2—2x+2 est définie sur R. La représentation graphique admet comme axe

de symétrie la droite d’équationx = 1lcarVx ER, 1—x € Ret1+x €R

FA-0 = fO+0) = 5

e. Centre de symétrie

Soit a et b deux nombres réels. Le point Q(a; b) est un centre de symétrie de la courbe (Cf )
de f si et seulement si

a—x €Dy

a+x €Dy
fla=x)+f(a+x)=2b

za—XEDf

vxER’Ona:{f(Za—x)+f(x):Zb ou

Exemple

Démontrer que le point (-2 ;3) est un centre de symétrie de la courbe représentative de f

définie par : f(x)=3x_1.
X+ 2

2. Limites :

a. Limite en un point :

Soit f une fonction définie sur un intervalle l et a, I € R.
lim f(x) =1 signifie que lim(f(x) —1) =0 ou f(x) =1+ ¢(x)aveclim ¢(x) = 0.
xX—>a xX—>a x—>a

b. Limite en infinie :
° Fonction polyndme :

Théoreme : La limite d’une fonction polynome en +co ou en —oo est égale a la limite de son
mondme du plus haut degré.

Exemple : lim (3x* + x? = 5x +2) = lim (3x*) = +
X——00 X—>—00

o Fonction rationnelle :
Théoreme : la limite d’une fonction rationnelle en +co ou en —oo est égale a la limite en
+00 ou en —oo du rapport de ses mondmes du plus haut degré du numérateur et du
dénominateur

. . 2x3 . 2x
Exemple : lim lim = = lim — =+

X—+00 5x2—x+3 x—+00 5x2 x—+00 5

2x3+x2—x _



< Fomesoutra com

CR SCREFR
Docs a portée de main

C. Opérations sur les limites :

Si les fonctions f et g définies sur un intervalle I admettent les limites [ et I’ en a avec :
a€RU{—o0,4+}, ,I' € R alors:

. chi_{rgl(f(x) +gx)=1+1" }Ci_r)r(ll(f(x) X gx) =lxU; }Cigrcll(/lf(x)) = Al
o« ImIB=G@ 20 lim JFG) = VI 2 0 limlf@)] = 11

. Silim f(x) = letlimg(x) = l'alorslim(g o f)(x) =’
x-a x-l x-a

Théoréme de comparaison

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalles 1.1 et I' deux réels :

. Si f(x) = g(x)et ligp g(x) =+ alors liJrrn f(x) =4
X—>+ 00 X—>+00

. Sif(x) <glx)et ligp g(x) = —o alors liJrrn f(x) =—
X—>+ 00 X—>+00

) Si|f(x) =1l <g(x) et ligp g(x) =0alors lir}l flx)=1
X—+00 X—+00
. Si f(x) < g(x) <h(x) et lim f(x) = lim h(x) =1 alors lim g(x) =1
Xx—+00 xX—+00 X—+0o
Exemple : Soit f(x) =—4x+3—cosx. Calculer la limite en —oceten +oo

NB : les quatre théoremes ci-dessus sont aussi valables quand 1’étude des limites se fait en a€
R ou en — oo,

d. Fonctions équivalentes

Les fonctions f et g sont dites équivalentes au voisinage de a s’il existe un intervalle I
contenant a et une fonction & definie sur | tels que pour tout x € | :

fx)=gM@[1+ s(x)]avec}lci_r)rcll e(x) =0.0nécritf - g.

Remargues :

e Sig(x) # Osurlalors f -~ g signifie que lim £% = 1

x—-agx
e Cette notion peut s’étendre au voisinage de +o0 ou de — .

e En+oou—:a, X"+ a,_ X" 1+.....+ay - a,X"(n € N).
Exemple : au voisinage de 0.

Dans ces exemples, les fonctions f considérées sont infiniment petits au voisinage de 0, ¢’est-
a-dire

que lim f(x) = 0.
x=0 e 14+x)*-1+ax

X
. Sin(.X')""x [ V1+X"‘1+E
1 x
° ln(1+x)v~xx ° mv\ _E
e cos(x)~1—=— e tan(x) -~ x

2
o e¥—1wx
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Propriété :
Si f, g, f1, g1 sont des fonctions définies au voisinage de a telles que f —~f, et g—g: alors

fxg— fixg: et Zwﬁ,gthetgliO
g g1

e. Limites et branches infinies

Soit f une fonction de représentation graphique (Crx)

Asymptote verticale

La droite d’équation x = a, a € R est asymptote verticale a (Cr) si et seulement si nous avons
I’un des cas suivants .

lim f(x) = 4+ (ou — ) ou lim f(x) = 4+ (ou — ) ou limf(x) = +o (ou — )
X—a
> <

Asymptote horizontale

La droite d’équation y = b, b € R est asymptote horizontale a (Cr) en +oo(respectivement en
—OO)

si et seulement si liT f(x) = b (respectivement lim f(x) = b).
X—+00 X—>—00

Asymptote obligue :

La droite d’équation y = ax + b, a € R*, b € R est une asymptote oblique a (Cr) en +oo
(resp. en —oo) si et seulement si lirﬂp [f(x) — (ax + b)] = 0 ou bien si
X—>+00
f(x) =ax+ b+ @(x)aveca # 0et lim ¢@(x) = 0 alors la droite d’équation y = ax + b est
X—>00
une asymptote oblique. Le signe de ¢(x) permet de situer la courbe (Cy).

Branches paraboliques :

Soit lim f(x) = et lim @ _ g
X—00 x—oo X

e Sia = 0 alors (Cr) admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe des
abscisses.

e Sia = oo alors (Cr) admet une branche parabolique de direction celle de I’axe des
ordonnées.

e Sia € R* on effectue le calcul ii_)rg[f(x) —ax] = b.

» Si b = oo alors (Cr) admet une branche parabolique de direction la droite (D)
d’équation
y = ax.

> Si b € R alors la courbe (Cr) admet une asymptote oblique d’équation (A):y = ax +
b.
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3. Continuité
a. Continuité en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R contenant a.

f est continue en a si et seulement sia € Iet lim f(x) = f(a)
xX—a

b. Continuité sur un intervalle

Définition
Une fonction f est continue sur un intervalle I lorsqu’elle est continue en tout élément de |

Exemples :

e Toute fonction polyndme est continue sur R.

e Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
e Lafonction x = /x est continue sur [0; +oo]

e Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R.

Propriété 1
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle | de R, 1 € R,n € N:

» Lesfonctions f*, f+ g, fxg, A fsontcontinuessur l.
» Si g(x) # 0surlalors g est continue sur I.

> Sig(x) = 0 alors /g est continue sur .

Propriété 2

e L’image d’un intervalle I par une fonction f continue est un intervalle noté f(I).

e Silestfermé (I = [a;b]) alors f(l) est un intervalle fermé ou un singleton.

e Siln’est pas fermé, f(I) peut étre un intervalle fermé, ou un intervalle ouvert ou
encore un intervalle ni ferme ni ouvert.

c. Théoréeme des valeurs intermédiaires

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a; b] et si k(k € R) est compris entre f(a) et
f(b) alors il existe au moins un réel ¢ € [a; b] tel que f(c) = k. Autrement dit 1’équation
f(x) = k admet au moins une solution dans [a; b].

Corollaire : si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
[a; b] telle que f(a) et f(b) sont de signes contraires alors 1’équation f(x) = 0 admet une
unique solution o dans l'intervalle ]a; b|[.

NB : Déterminer une valeur approchée ou un encadrement de a se fera par la méthode
de balayage ou de dichotomie.

d. Prolongement par continuité

Soit f est une fonction continuesurlde R, a € I, b € R.
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Si lim f(x) = b alors f admet un prolongement par continuité au point a et ce prolongement
xX—a

gx)= f(x) sixel

est la fonction g définie sur I U {a} nar: {
g {a}p g(@) =b

x%-1
x+1

Exemple : Soit la fonction f définie sur Dy = |—o0; —1[ U |—1; +oo[ par f(x) =

—1 & Dy donc fn’est pas continue en -1 mais la fonction f est continue sur les intervalles
]—o0, —1[ et |—1, +oo] car elle est une fonction rationnelle.

. . . (x-1D(x+1) .
railleurs 1 = lim————= =1 -1) =-2.
par ailleurs xLTf(x) lim == xl)rzll(x )

Donc f est prolongeable par continuité en -1et son prolongement par continuité en -1 est la

x2

gx) =?_11 six #—1
g(=1) =-2

fonction g continue sur R et définie par:

4. Dérivabilité
a. Dérivabilité en un point

Définition
Soit f une fonction et D¢ son ensemble de définition contenant a

fx)-f(a)
—-a

f est dérivable en a lorsque lim est un réel.

x-a X
Ce réel est appelé nombre dérivé de fen a et noté £(a).

Théoréme : Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Remargue : La réciproque de ce théoréme est fausse.

b. Interprétation graphigue du nombre dérivé

Le nombre dérive de fen a, f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f
au point d’abscisse a. Cette tangente a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a)

Dérivées de fonctions
Les fonctions polyndmes et les fonctions rationnelles sont dérivables sur tout
intervalle ou elles sont définies.

e Lasomme et le produit de deux fonctions dérivables sur un méme intervalle | est
dérivable sur I.

e Le quotient de deux fonctions dérivables f et g noté gsur un intervalle I tel que :

vx € 1,g(x) # 0, est dérivable sur I.
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e Fonctions dérivées usuelles

f(x) a(@€R) |ax(a€R) | x",n€N* 1 Vx | sin(x) | cos(x)
X
0 a nx" 1 -1 1 cos(x) | —sin(x)
f(x) x? | 2Vx
e Opérations sur les fonctions déerivees
1 U
vV vV
fx) |U+V aV,a u.v VU Uut,n uev
ER EN
-v'\u'.v-u.yv' U’
V2 V2 24U
fl(x) | U aV’ u'.v VU nU'U™t | V.UV
+ V' +U.V'

d. Dérivée et sens de variation
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R.

e Sivxel,f'(x)> 0alors f est strictement croissante sur I.

e SiVXEIf'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur I.

e SivVX el f'(x)=0alors f est constante sur I.
Conséguence : Extremums d’une fonction
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle Ja; b[ et a € ]a; b|
Si f’ s’annule sur |a; b[ en a en changeant de signe alors on obtient I’un des tableaux :

X a b X a a b
f'(x) + - f'(x) - 0 +
0 | " |1 I~ ] w0 | T~ "
f(a)

f(a) est le maximum de fsur ]a; b[

e. Fonction continue strictement monotone

Théoréme :

Soit f une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle | :

f(a) est le minimum de f sur ]a; b].
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e fréalise une bijection de | dans f(I)

o fadmet une application réciproque notée f~1définie sur f(I) a valeurs dans I,
continue et strictement monotone de méme sens de variation que f
e Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,LJ), les courbes représentatives de f et
de f~1sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x
e L’équation x € I, f(x) = A, A € R admet une solution unique dans I’intervalle I
a un élément de £ (I) et B un réel tel que f(B) = a. Si f'(B) est non nulle alors £~ est
1

dérivable en a et (1)’ = 1 = :
aet(f) (@ =7 sm = 7w

f. Inégalité des accroissements finis

Soit la fonction f définie sur [a; b] de R et dérivable sur ]a; b[ . s’il existe deux réels m et M
telsque: Vx € [a;b], m < f'(x) < M alorsona : mSMSM

b—a
Exemple :
Soit la fonction f définie sur [60; 61] par f(x) = vVx

1. Donner un encadrement de f'(x) sur [60; 61]
2. En déduire un encadrement du réel A = V61 — V60

g. Concavité et convexite :
Définition :
Soit une fonction f dérivable sur un intervalle 1.
e festconvexesi f'est croissante sur I.
e f estconcave si f'est décroissante sur I.

> Propriétél :
Soit une fonction f définie et deux fois dérivables sur un intervalle I.

o festconvexesivx el f""(x) >0;
e festconcavesivx el f'"(x) <0;

> Propriété2 :

Si 7> s’annule en Xo€ I et change de signe de part et d’autre de Xo, le point d’abscisse Xo est
un point d’inflexion a la courbe représentative de f.

» Remarque :

e La courbe représentative d’une fonction convexe est située au-dessus de toute
tangente.

e La courbe représentative d’une fonction concave est située en-dessous de toute
tangente.

e La tangente en un point d’inflexion traverse la courbe.

Exemple :

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3
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f est deux fois dérivables sur R car f est une fonction polyndome.f’(x) = 3x? et f"(x) =
6x.

X —00 0
+oo
HONIE dﬁ +
f'() ‘
Concavité | f""(x) <0 f'(x)>0
(Cf) tournée vers le (Cf) tournée vers le
bas haut
R
fca
14

Le point O est un point d’inflexion a (Cy) car f'(0) = 0 et f" change de signe en 0.

1. Fonction logarithme, fonction exponentielle, fonction puissance
1. Fonction logarithme

La fonction logarithme népérien x — In(x) est la primitive sur ]0 ; +oo[ de la fonction x ~ i
qui s’annule pour x = 1.
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a. Propriétés algébriques et limites usuelles

> Propriétés algébrigues

VaeR], VbeR], VreQ
Ina>Inb<a>b In(ab)=Ina+Inb In(%j:—lnb In(%):lna—lnb
In(ar)zrlna

> Limites usuelles

. . . (Inx . (Inx .

liminx=+ o« limlnx=-— « I|m£— =0 lim— |=1 limxIinx=0
X—>+ x—0" X—>+ X x>l x =1 x—0"

*

b. Dérivées :
o Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K alors In(w)
est dérivable sur Ketona: (In(w))’ = ";'
. Si U est une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule pas, alors

S
(nJul) =%

2. Fonction Exponentielle

La fonction exponentielle x — e* est la fonction réciproque de la fonction logarithme
népérien. Elle est continue, dérivable sur R et égale a sa dérivée.

a. Propriétés algébrigues et limites usuelles
Pour tous nombres réels x et y et pour tout nombre rationnel r, on a :

o VxeRe*>0;VxeRIn(e) =x;Vx €]0;+oo[, ™ =yx;

’

x €R y € ]0; +oo[
{}I=ex@{x=ln(y)

- 1
e e'=1:el=e¢;e 1=;;ex+y=exey
1

—-X — . p'X — X\r . pX — — . pX —

e e =—; =(e");ef=e?ox=y;ef<eYox=y
. er—1 . x . x - . x

e lim =1; lim e* =+40o0; lim e*=0; lim —=+4o; lim xe* =0
x->0 X X—>+ 00 X—>—00 X—>+00 X X—>—00

b. Dérivée :

Si u est dérivable sur un intervalle K alors la fonction e* est dérivable sur Keton a:
vx €K, (e*®) =u'(x)ev™

3. Fonction puissance
a. Définition

Soit & un réel, on appelle fonction puissance ™€ la fonction définie par : f(x) = x.

10
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R*sia € Z~

R si a entier naturel
R: siagZ

On se limiteraaucas x > 0 Va € R.
On note f(x) = x* = e*In(x)

Ona:f'(x) = ax*?

xa+1

Une primitive defest:{ E-FC si @ # —1 et c une constante

In|x| + ¢ sia = —1 et c une constante

b. Croissance comparée

Soit a un nombre réel et strictement positif . On a:

Inx x
lim —=0; limx%In(x)=0; lim —=+4o ; lim x%e ™ =0.
x—+o0 x@ x>0 x—>+o00 x% X—+00
>

c. Fonction de type u®

Soit @ un nombre réel et u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K.
la fonction [u(x)]* = e®!(() est dérivable sur K eton a:[(u(x))"] =
afu()] Tu()]**

1. Fonctions circulaires réciproques
1. Fonction Arc sinus

Sur I’intervalle [%”g] , la fonction sinus est continue, strictement croissante et prend ses

valeurs sur I’intervalle [—1; 1]. Elle admet donc une fonction réciproque, continue,
strictement croissante, définie sur I’intervalle [—1; 1] et prenant ses valeurs sur ’intervalle
T, z]

221

C’est la fonction Arc sinus notée : x » Arcsin(x).

y = arcsin(x)est équivalenta x = siny avecy € [_7” g].On démontre que la fonction arc

sinus est dérivable sur ]—1; 1[ et I'on a : (arcsin)’ (x) = J%
—X

On en déduit le tableau de variation et le tableau de valeur valeurs :

x 0 1 1 V3 1

2 V2 | 2
arcsin(x) 0 n n n n
6 4 3 2

11
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Ny

arcsin(x)

La courbe (C”) représentant la fonction arc sinus se déduit de la courbe (C) représentant la
fonction sinus sur [—g; g] dans la symétrie orthogonale par rapport a la droite (D)

d’équation y = x.

b4
v = Arcsinx t /'/
a2 t-------- .
) / %
¥y=x L
Hoem-- e
Lo l
o | 1
—m’Zi -:'I 1 ﬂ:fZ "X
| ://
|___/_1'/_____ _1_
7 [ ________
s _
// f2

2. Fonction arc cosinus

Sur I’intervalle [0; 7] , la fonction cosinus est continue, strictement décroissante et prend ses
valeurs sur I’intervalle [—1; 1]. Elle admet donc une fonction réciproque, continue,

strictement décroissante, définie sur I’intervalle [—1; 1] et prenant ses valeurs sur ’intervalle
[0; T].

C’est la fonction Arc cosinus notée : x = Arc cos(x).
y = arccos(x) est équivalenta x = cosy avec y € [0; ]

On démontre que la fonction arc cosinus est dérivable sur |—1; 1[ et ’on a :

12
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1

(arc cos)'(x) = e

On en déduit le tableau de variation et le tableau de valeur valeurs :

\

arccos(x)

Nl =

~| G

arccos(x)

2

s
3

N

ol _

La courbe (C’) représentant la fonction arc

cosinus se déduit de la courbe (C) représentant la fonction Cos x sur [0; r] dans la symétrie

orthogonale par rapport a la droite (D) d’équation y = x

BrCCos|x)
., —cosix]
T fl¥] = x

3. Fonction arc tangente

Sur I’intervalle ]—g ; g[ la fonction tangente est continue, strictement croissante et prends ses

valeurs sur R. Elle admet donc une fonction réciproque, continue, strictement croissante

|

T

définie sur R et prenant ses valeurs sur I’intervalle ]— g s

C’est la fonction arc tangente notée : x - arctan(x).

13
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y = arctan(x)est équivalenta x = tany avecy € ]—g; g[

On montre que la fonction arctan est dérivable sur R et I’on a : (arctan)’(x) = !

1+x2
On en déduit le tableau de variation et de valeurs suivant :
X —00 + oo
///////////)' 2
Arctan x
X 0 1 1 V3
- _
—— 3
> V3
p - arctan(x) | 0 T T n
lim Arctg (x) = ) et lim Arctg(x) = > 6 4 3

La courbe (C’) représentant la fonction arc tangente se déduit de la courbe (C) représentant
la fonction tangente sur ]— g ; g[ dans la symétrie orthogonale par rapport a la droite (D)

d’équation y = x.

eX+e X

La fonction cosinus hyperbolique notée ch est définie sur R par : ch: x —» ch(x) = >

e *+e*
2

Elle est paire car pour tout réel x: ch(—x) = = ch(x).

14
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On I’étudie donc sur I’intervalle [0 ; +00[. On a immédiatement
ch(0) =1 et lirﬁp ch(x) = +oo.
X—+ 00
Elle est dérivable sur R et : ch(x)'(x) = ex_z—e_x = sh(x) qui est positive sur [0; +oo],
négative sur |—oo; 0]. La fonction ch est croissante sur [0; +oo[, et décroissante sur |—oo; 0]

b. Etude de la fonction hyperboligue sh

eX—e™*
2

La fonction sinus hyperbolique notée sh est définie sur R par : sh: x — sh(x) =

e X—¢

Elle est impaire car pour tout réel X : sh(—x) = > - —sh(x).On I’étudie donc sur
I’intervalle [0; +oo[. On a immédiatement sh(0) = 0 et lirp sh(x) = +oo. Elle est dérivable
X—+co

surRet: (sh)'(x) = e — ch(x) qui est positive, donc la fonction sh est croissante sur
R.

2

C. Propriétés
Pour tout X, y et des nombres réels, on a :
ch?(x) —sh?(x) =1 ch(x) + sh(x) = e*  ch(x) —sh(x) = e ™.

(ch(x) + sh(x))" = e* (ch(x) = sh(x))® = e~
ch(x + y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) .

B. DEVELOPPEMENTS LIMITES
l. Développement limité d’une fonction au voisinage de 0.

Définition 1

On dit qu’une fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 en
abrégé (DL}), S’il existe des réels ag, a4, ..... a, et une fonction & définie au voisinage de 0
avec lir% (x)=0telsque f(x) =ay + a; X + a,X*> +...... +a, X" + X"e(x).

X—

Le polyndme aq + a; X + a, X% +...... +a,X"est appelé la partie réguliere du développement
limité et la quantité X™e(x) est appelé la partie complémentaire.

Définition 2

Un développement limité d'ordre n au voisinage de a admet un développement limité d'ordre n
au voisinage de a s'il existe un polynéme B, de degreé inférieur ou égal a n tel que pour
toutx,x €I

fX)=as+a;(x—a)+a,(x—a)*+...... +a,(x —a)" + (x — a)"e(x — a) avec

lime(x—a)=0.
x—-a

Le polyndme P, est: P,(x) = ag + a;(x —a) + a,(x —a)? + -+ a,(x — o)™

15



< Fomesoutra com

CR SCREFR
Docs a portée de main

I1. Formules de Taylor - Young et Mac-laurin

1. Formule de Tavlor —Young

Soit f une fonction de classe C™ . La fonction f admet un développement limité d'ordre n au
voisinage de a, donné par la formule suivante :
( B ) n ( B ) nr
f=f@+x-a)f (@+—7F—f"()+——7—f"(a) +
_ n
+ %]‘(n) (a) + (x —a)"e(x —a)

NB : Une fonction est dite de classe C™au voisinage de a lorsqu’elle est n fois dérivable sur
un intervalle contenant a et que sa dérivée n*™€est continue en a.

2. Formule de Maclaurin

Dans la formule de Taylor —Young, lorsque a=0, on obtient la formule de
Maclaurin :

3
f(x) =fQ0) +xf’ (0)+ f”(0)+ f”’(0)+ +—f(”)(0)+x &(x)
Corollaire :

Si une fonction f est de la classe C* au voisinage de O (c'est-a-dire f est indéfiniment
dérivable au voisinage de 0), alors f admet un développement limité a tout ordre au voisinage
de 0.

3. Développements limités usuels

Exemple: un DL{ de e*.

f=e"=>f0)=e"=1 , .

/ — pX ’ — p0 — X X
fl)=e :‘{(0)_9 TpPet =1ttt +— ()
FOG) = e = FMOo)=1)

. ﬁ =1—-x+x%24 ...... + (D)™™ + x™e(x)
2 3
. In(1 + x) =x—x7+x?+ +(—1)”‘1£+x”e(x)
. sin(x) = x L L H(=1)PZ RASI x?P*e(x)
3! 5! ) (2p+1)'
2 4
. cos(x) =1 —z—l+z—|+ ot (= me-l_ x%Pe(x)
¢ (+0¥=1+ix+ %xz o KR yn ()

I11.  Propriétés
1. Troncature

Si f admet un DL, alors f admet un DL{* pour tout m < n. En effet si un DL{ de f est :
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fx)=ap+aix +ax? + oo+ Qpx™ 4+ A x™ + L + a,x™ + x"e(x)

alorsun DLY* de fest: f(x) = ag + a;x + a;x? + ....... +a,,x™ + x™e(x) avec a chaque
fois lin(} ex)=0
X

Exemple :

. x%  x3  x* x5 x®
UnDL§ de e* étant: e* =1+ x + —+ =+ —+ =+ — + x%¢(x)Donc un DL} de e*
2! 3! 4! 5! 6!

x? x3 x*
X — - - - 4 : —
e*=1+x+ T + T + 2 + x*e(x) avec }Cl_r}(l)s(x) 0.
2. Linéarite
Soient: f(x) = P,(x) + x™e(x) un DL} defet: g(x) = q,(x) + x™e(x) un DL} de g.
Un DLy de(Af + ng),v4, p € Rest:
(Af + ug)(x) = AP, (x) + uq,(x) + x"&(x) avec !Cin(‘)l g(x) =0.

Exemple :
Un DL§ de Chx avec Chx =

eX+e™*
2

3. Produit
Soient: f(x) = P,(x) + x™e(x) un DL defet: g(x) = q,(x) + x™e(x) un DL{ de g.

Le produit f x g admet un DL} dont la partie réguliere s'obtient en effectuant le produit
P,(x) par gq,(x) que I'ontronque & I'ordre n.

Exemple : Un DL} de e* cos(x)
4. Parité

Si f admet un DL et si de plus f est une fonction paire (respectivement impaire), alors la
partie réguliere du développement limit¢ n’admet que des mondmes de degrés pairs
(respectivement des mondmes de degrés impairs).

Exemple : un DL de sin(x) et cos(x).

5. Quotient
Soient: f(x) = P,(x) + x™e(x) un DL} defet: g(x) = q,(x) + x"e(x) un DL{de g.
Si de plus g(0) # 0, alors le quotient g admet un DLy et la partie réguliere du DLy :

(g) (x) s’obtient en effectuant la division suivant les puissances croissantes de x de la partie
réguliére du numérateur par celle du dénominateur a l'ordre n.

Exemple :

DL} : tanx avec tanx = ——

COoSXx
6. Primitive

Soit f une fonction admettant un DL
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DL} ' : f(x) = ag+ a;x + azx? + ... + Apogx™ T+ x" e ().

Si F est une primitive de f, alors F admet un DL{ et ce DL§ est donné par :
2

F(x) =F(0) +agx + alx? + +%xn + x"e(x).

Exemple : Un DLg de ﬁ

S =1-x+x%2—x3+x*+x*e(x). Ladérivée de In(1 + x) est [In(1 + x)]' = —

1+x 1+x
donc
In(1 + x) est une primitive de ﬁ donc

2 X3 x4 xS x2 X3 X4 xS
In(1 =In1l ——t—=———+—+x5 =x— —+———+—+x°
n(l+x)=Inl1+x 2+3 4+5+xez(x) X 2+3 4+5+xe(x)

7. Dérivation d’un développement limité

Si f est une fonction admettant un développement limité a l'ordre n au voisinage de 0 de
partie réguliere P, (x), alors f" admet un développement limité a I'ordre n — 1 au voisinage de
0, développement limité dont la partie réguliére est P, (x).

Exemple :

Développement limité au voisinage de 0 a I’ordre 3 de x = A2

8. Développement d’une fonction composée

Si f est une fonction admettant un développement limité a I’ordre n au voisinage de 0 tel
que :

f(x) = B,(x) + x™e(x) avec lin% g(x) = 0 ; Si u est une fonction admettant un
x—
développement limité a 1I’ordre n au voisinage de 0 tel que u(x) = Q,,(x) + x™&(x) avec
lirré e(x) =0 etu(0) = 0, alors la fonction f o u admet un développement limité au
x>

voisinage de 0 dont la partie réguliere est obtenue en remplacant dans P (x) chaque x™ par
(Q(x))n en ne conservant que les termes de dégre inférieur ou égal a n.

Cas particulier :

Si f est une fonction admettant un développement limité a 1’ordre n au voisinage de 0 de
partie réguliere B, (x), alors :

e Lafonction x = f(ax) avec a # 0 admet au voisinage de 0 un développement limité
a I’ordre n de partie réguliére B, (ax);

e Lafonction x = f(xP)admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre np
de partie réguliere B, (xP).

Exemple :

Développement limité au voisinage de 0, a I’ordre 2, de x ~ In(1 + 3x).
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Remargues :

e Etablir un développement limité de f au voisinage de a revient a établir un
développement limité au voisinage de 0 en posant y = x — a.
e Etablir un développement limité de f au voisinage de +oo revient a établir un

développement limité au voisinage de 0 en posant y = i .
Exemple :
Développement limité au voisinage de ¢, a I’ordre 4, de x » In(x) :

Développement limité au voisinage de +o, a I’ordre 3,de x » Vx2 + x + 1:

IVV. Détermination des limites

Exemplel :
. . eX—
Calculons la limite lim
x—-0 X

Exemple2 :

Calculons la limite lim xIn (1 + 32—6)

X—+00

V. Application a I’étude locale d’une fonction au voisinage de 0.

Soit le développement limite de f au voisinage de O :
f(x) =ay+ ax +ax? + ... + a,x" + x"e(x), a, étant le premier coefficient non nul
au-dela du terme du premier degré. On a:
v ay, = f(0), a; = f'(0) et une équation de la tangente au point d’abscisse 0 est : y =a,X + &,
v f(x) — (ag + a1x) ~ a,x™ au voisinage de 0.
e Sinest pair, alors la courbe reste localement d'un méme c6té de la tangente.
e Sinestimpair, alors on a un point d'inflexion (la courbe traverse sa tangente).

Exemple : Considérons la fonction f(x) = e*et (Cy) sa courbe représentative.
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2
Aupoint zéro:e* =1+ x + x? + x2%&(x) avec lir‘% s(x)=0
X—

Au point A(0; 1), (Cr) admet pour tangente la droite d’équation (A):y = £(0) + xf’(0) soit
y =1+ x.SiTet M sont les points d’abscisse x de la tangente et de la courbe, alors,

N 2 - 2 _
T™ = x? + x%¢(x). D’ou au voisinage de zéro, TM ~ %Soit T™ >0
Donc la courbe (C;) est au-dessus de la tangente ().

V1. Application a I’étude locale d’une fonction au voisinage de oo

\ . . 1 . . . . . 1, .
Apres avoir posé y = ~ S le développement limité de f au voisinage de co a ’ordre n est :

f(x)=ay+ax+ z—z + x"e(x), a, étant le premier coefficient non nul au-dela du terme du

premier degré. On a :
une équation de ’asymptote a la courbe représentative de fen co est : y =a, X+ a,

f(x) — (ap + ayx) ~ ~*au voisinage de oo.
La position relative de la courbe représentative de f et son asymptote s’obtient en étudiant le
signe de =2

X

Exemple :
1

Soit la fonction f definie sur [0; +oo[ par f (X) =e *+/x?+1 et (C) sa courbe représentative
Y - 1
dans un repeére (0, 1,j). On pose x = ~
1 -u
e xWx2+1= eTVuZ + 1(u > 0).
Au voisinage de 0 :
2 2
Vu? +1=1+ u? +ule(u) ete ™ =1—-u+ u; + u?e(u)

e 1
e UJul+1l=1—-u+u?+u?ec(u) = TN/u2+ =E—1+u+u£(u)

D’ou : f(x) =x—1+§+§s(1) avec lim s(l) =0

X X—00 X

La droite d’équation y = x — 1 est asymptote a (C) en +oo, f(x) — (x — 1) > 0 et
donc la
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courbe est au-dessus de I’asymptote.
VII. Compléments des développements
h + x +— x bt
Snx =X —_— . P ——
3! 5! 2p + 1)!

2p+1
+ x2P*+2¢(x);

x?  x* x%P
_ £ A 2p+1 .
chx =1+ + 57+ .. +(2p)!+xp £(x);
thx = X3+2x +x%e(x);
Xx=x-—o+—o¢ xbe(x
Argshx = x3+3 . +( 1)n1'3---..-(2n—1) L 242 (x);
rgshx = x g.-5 ' U 2:4-...-2n 2n+1 * B

3 5 x2n+2

X X
A = —t—+ ...
rgthx x+3+5+ +2n+1

+ x2"+2¢(x);

4 +x3+3x N +1 3:...2n—-1) x2”+1+ 2nezg (),
rcsinx = x ctgst T h o It 1 b e(x);
T
Arccosx = 5~ Arcsinx
x3 5 2n+1
Arct =x——+—— ....+(-D" 2n+2
rctanx = x 3+5 +(-1) 2n_|_1+x e(x)
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TRAVAUX DIRIGES

Exercice 1 :

1. Soit la fonction numérique f définie sur IR, paire, de période 4 telle que :

si 0<t<1 alors f(t)=t
si 1<t<2 alors f(t)=1

Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [-6 ; 6].
Etudier la continuité et la dérivabilite de fen O eten 1
2. Soit la fonction numérique g définie sur IR, impaire, de période 4, telle que :

si 0<t<1 alors g(t)=t
si 1<t=<2 alors g(t)=1
9(2)=0

Représenter graphiquement la fonction g sur I’intervalle [-6 ; 6].

Exercice 2 :

Calculez les limites suivantes :

X+ 2 2—/x xInx Si”(x_zj
D Ilim ———— 2)lim—; 3) lim—; 4) lim———= 5) lim(z — x) tan x
X—>+ 0 ,X2+X—6 x4 X° —16 -1 X -1 T 1-2cosx x_,%
3
Exercice 2

Apres avoir précisé le ou (ou les) intervalle(s) ou la fonction est dérivable, déterminer dans
chaque cas la fonction dérivée :

i(x) = x*tan(5x) ;

q(x) = arcos (1;—zz) ;u(x) = sin(arctan(x));

t(x) =vV1 —x?arcsin(x) — x.

Exercice 3 : Déterminer le développement limité au voisinage de O de :
1. f(x) = sin3x al’ordre 5.
1

2. f(x) =1+ x)3 al’ordre 4.
3. f(x)= f_—x a ’ordre 3.

1 \ 1o
4. f(x) = — a ’ordre 6.
5. f(x) =In(cosx) al’ordre 5.

1 <1

6. f(X') = m a I’ordre 3.
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7. f(x)=excosx+§—x—1él’ordre4.
8. f(x) =v1+x x In(1+ x) al’ordre 3.

Exercice 4 :

1+In(x+1)
x+1

Soit la fonction f R de vers R définie par f(x) = %x +

On note (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0, 1,]) d’unité
graphique : 2cm.

1.
Déterminer Df I’ensemble de définition de f
Calculer les limites de f aux bornes de Df.

Montrer que la droite (D):y = lx est asymptote oblique a (C) en +oo

Etudier la position relative de (C) et de (D).
Etudler les variations de f puis dresser son tableau de variation .

S

N

a. Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution a.
b. Vérifierque —0,6 < a < —0,5.

a. Donner le développement limité de f'a I’ordre 2 au voisinage de 0.
b. En déduire une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0
puis la position de (C) par rapport a (T) au voisinage de ce point.
5. Représenter (C), (D) et (T) dans un repére orthonormé d’unité graphique 2cm.

Exercice 5 :

On considere la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

f(x)z{(1+x) si x>0

esix=0

(C) la courbe représentative de f

1.
a. Donner ’ensemble de définition Ds de f.
Donner le développement a I’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction
x ~ In(1 + x).
b. En déduire le développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction

lln(l + x)l
xXw |—| -
X
2. Enremarquant que le développement limité a ’ordre 2 de f en 0 est donné par :
o = (1 x+11x2 2600
fx) = 5 oa | e TxTel).

a. Etudier la continuité de la fonction f a droite en 0.
b. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier.
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c. En utilisant le développement limité d’ordre 2 de la fonction f au voisinage de 0.
Donner une équation de la tangente (A) a (C) au point d’abscisse 0 et préciser les
positions relatives de (A) et de (C)au voisinage du point d’abscisse 0.

a. En étudiant les variations sur [0; +oo[ de la fonction g définie par :
gx)=x—1+x)In(1+x)

b. Donner le signe de g sur [0; +oof.

c. Dresser le tableau de variation de f sur [0; +oo].

a. Montrer que (C) posséde au voisinage de +co une asymptote dont on donnera une
équation.

b. Représenter graphiquement la courbe (C) dans un repére orthonormé d’unité
graphique 2cm. ( On placera la tangente (A)).

Exercice 6

Le plan est muni du repéere orthonormé (O, 1, J). Unité : 1 cm.

On considere les fonctions ch, sh et th définies sur R par :
eX+e™* eX—e™*

ch(x) = sh(x) = T="—et th(x) = =2

ch(x)’
1. a) Etudier la fonction sh.
b) Etudier la fonction ch.
c) Démontrer que les courbes de sh et ch sont asymptotes 1’une de ’autre en +oo.
d) Représenter graphiquement ch et sh dans le méme repére.
2. a) Exprimer th(x) en fonction de e?* puis en fonction de e ~2*.
b) Etudier la fonction th.
c) Représenter graphiquement th.
3. a) Démontrer que : V x € R, ch?(x) — sh?(x) = 1.
b) Démontrer que : V x € R, ch(ix) = cosx et ish(ix) = sinx.

Exercice 7

Soit f la fonction définiesur R par: f(x) = 1_7'3_)( six # 0et £(0) =0. On désigne par
(C¢) la courbe representative de f .

1. Montrer que f est continue en 0.

2. a) Donner le développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction x - e* ,
puis le développent limité que 1’on note DL (e ™).

b) En déduire le développement limité a I’ordre 2 de f au voisinage de zéro ,
développement limité que I’on notera DL3 f (x).

¢)En utilisant le DL% £ (x), montrer que la fonction f est dérivable au point 0 et déterminer

f“(0).
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d) En utilisant le DL§f (x), donner une équation de tangente (T ) de f a (Cy) au point
d’abscisse 0 et préciser la position de cette tangente (T) par rapport a (Cr) au voisinage du
point d’abscisse 0.

3. a) Dresser le tableau de variation sur R de la fonction g définie par :
gxX)=A+x)e™*—-1.

9
x2

b) Monter que pour tout nombre réel non nul x ,f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
Exercice 8

Soit f la fonction définie par :

xex six <0
f)y=4 0 six=0
x%1n (x7+1) six > 0.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. a) Trouver le développement limité en - co de xei a I’ordre 2.
b) En déduire une équation de I’asymptote (D) a (Cf) en - oo.
c) Préciser la position de (Cr) par rapport a (D) .
3. a) Trouver le développement limité en + co de x?1n (1 + i) a l’ordre 2.
b) En déduire une équation de I’asymptote (D) & (Cr) en + oo.

c) Préciser la position de (Cf) par rapporta (D") .
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