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MODULE 3 Maths et physique

Durée: 36 h

OBJECTIF OPERATIONNEL DE PREMIER NIVEAU
DE COMPORTEMENT

COMPORTEMENT ATTENDU

Pour démontrer sa compétence, le stagiaire doit, avoir un raisonnement pratique de
mathématiques et physiques selon les conditions, les criteres et les précisions qui
suivent.

CONDITIONS D’EVALUATION
+ Individuellement.
+ A l'aide d’'un test a compléter.
+ A l'aide de probléme a résoudre

CRITERES GENERAUX DE PERFORMANCE

+ Respect des formules et raisonnements mathématiques.
+ Appliquer les formules et les raisonnements de la physique.

PRECISIONS SUR LE CRITERES PARTICULIERS DE
COMPORTEMENT ATTENDU PERFORMANCE
A. Avoir des connaissances de base e Théorémes de la droite.
sur les théories mathématiques de la e Relations métriques dans le plan.
droite et du plan. e Calculs des surfaces par les intégrales.

B. Avoir des connaissances de base sur e Théorémes et axiomes des volumes.
les théories mathématiques dans e Calcul des volumes.
'espace.

e Appliquer les théories d’équilibre.

) ) e Relations des systemes d’équilibres
C. Avoir des connaissances de base sur y 9

: . N torseur.
les lois statiques et cinétiques.

D. Savoir appliquer les théorémes usuels * Déf'inir‘ les relations appliq.uées ala drqite.
des mathématiques appliquées o Theo_remes (,je_Pythagore,_Th. de Thales.
« Géométries et Algebres ». o Rglatlons métriques des triangles.

e Trigonométrie.

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ TeChnlClgrirS)e;inllrlzz
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Calcul des intégrales simples.
Calcul des volumes.

Résolution des systemes d’équilibre.
Lois d’équilibre.
Torseur nul.
Calcul des moments
Résolution des systemes hypothétiques.

E. Savoir résoudre un probleme statique.

e Chute libre.

F. Savoir résoudre un probleme
cinétique.

OBJECTIFS OPERATIONNELS DE SECOND NIVEAU

LE STAGIAIRE DOIT MAITRISER LES SAVOIRS, SAVOIR-FAIRE, SAVOIR-PERCEVOIR
OU SAVOIR-ETRE JUGES PREALABLES AUX APPRENTISSAGES DIRECTEMENT
REQUIS POUR L'ATTEINTE DE L’OBJECTIF DE PREMIER NIVEAU, TELS QUE:

Avant d’apprendre a (A) et (B)

1. Capable de résoudre des problémes pratiques de mathématiques

appligués a la droite.

2. Capable de résoudre des problemes pratiques de mathématiques appliquées
au plan.

3. Capable de calculer des volumes par la méthode des intégrales.

Avant d’apprendre a (C) (D) et (E)

4. Capable de résoudre des problemes liés aux lois fondamentales de la statique.
5. Capable de résoudre des problemes liés a la théorie d’équilibre.

Technicien Spécialisé
Gros ceuvres
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Partie A

Géneralités : théoremes et relations metriques :

a. Théoremes

1. Théoreme de Thales

Le théoréme de Thales est en fait le théoréme proprement dit et sa réciproque.
Le théoréme constitue une premiere et importante étape dans la "numérisation" de la
géométrie : une égalité¢ de rapport implique un parallélisme. Comme chacun peut le constater,
il est plus facile de raisonner sur des nombres que sur des points ou des droites...

Enoncé
Dans un triangle ABC, si M est un point du c6té [ AB], N un point du coté
[ AC], et si la droite (MN) est parall¢le a la droite (BC), alors on a les égalités
suivantes :

AM AN _ MN
AB AC  BC

Soit ABC un triangle quelconque,

Hypothéses : M = [AB] .
N = (AC) ®
(MN) // (BC)
AM ~ AN _ MN c

AB  AC  BC

Conclusion :

Un des corollaires du théoréme de Thalés est le théoréme de la droite des milieux.

2. Théoreme de la droite des milieux

Enoncé
Si dans un triangle, une
droite passe par les milieux
de deux cotés alors elle est
parallele au troisieme cOté.

Soit ABC un triangle
quelconque,

Hypothéses : I milieu de [AB] et
J milieu de [AC] Ad 7 # ®
Conclusion : (1) // (BC)

[

Gros ceuvres
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3. Propriéetés des milieux

Enoncé

Si dans un triangle un segment
joint les milieux de deux cotés
alors ce segment mesure la moitié
du troisieme coté.

1
1= BC
Z

Soit ABC un triangle quelconque,
Hypothéses : I milieu de [AB] et J

milieu de [AC]
Conclusion : 1J =% BC

Droite des milieux

Réciproque
Enonce
Si dans un triangle la paralléle a un coté
passe par le milieu d’un deuxiéme coté
alors elle coupe le troisiéme c6té en son
milieu.

Soit ABC un triangle quelconque,
Hypothéses : I milieu de [AB]
11y // (BC)
J & (AC)
Conclusion : J milieu de [AC]

4. Théoréme de Pythagore

Enoncé

ABC est rectangle en A ssi BC? =
AB* + AC* (ie. le carré¢ de
I'hypoténuse est la somme des carrés
des 2 autres cotés)

Dans un triangle rectangle, le théoréme de
Pythagore permet de calculer la longueur
d’un c6té connaissant la longueur des deux

autres coOteés.

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘
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Réciproque

Enonce
Si dans un triangle ABC, on a BC? =
AB? + AC? alors le triangle est rectangle
en A.

La réciproque du théoréme de Pythagore permet J
de démontrer qu’un triangle est rectangle.

b. Relations métriques

On se place dans Fplan affine (associé¢ au plan vectoriel 3) muni d'une distance.

On considérera, dans toute la lecon, un triangle ABC non aplati (i.e. A, B et C non alignés).

Définition :
Un triangle ABC est rectangle en A si les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.
Si c'est le cas, le coté [BC] sera appelé I'hypoténuse du triangle ABC.

Coté opposeé

o [AC] est le c6té opposé de 1’angle

! hypoténuse y o
/ __}_______ _— B = fﬁ??’
~ [AB] est le coté adjacent de 1’angle

Y Tel

@dj acent

Proposition 1 :

. . 1 s .
L'aire d'un triangle rectangle en Aest S = 2AB x AC (c’est la moitié de I'aire d'un
rectangle).

Proposition 2 : Caractérisation :

Le triangle ABC est rectangle en A <= 2AIl = BC ou | est le milieu de [BC]
<= A est sur le cercle de diamétre [BC]

(c'est le Théoréme de I'angle droit (cas particulier du Théoréme de l'angle inscrit))

Proposition 3 : Relations métriques :
On note H le pied de la hauteur issue de A. On suppose de plus H #]BCJ, alors :
i) ABC est rectangle en A <=BC x AH = AB x AC (Formules des aires)
i1) ABC est rectangle en A <= BA?=BH x BC
—= CA*=CH xCB
ii1) ABC est rectangle en A <= AH?=BH x HC

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ TeChnlClgrirS)e;RI :(Saz
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c. Trigonométrie

Définition :
On définit, dans un triangle rectangle en A, le —F _ AB _ cote adjscend 10
cosinus, le sinus et la tangente d'un angle - Be bypoicanze '
— e . . e AQ _ cols oppozs 01
F =A B aigu par les formules suivantes : sunE = §F = Typotennse 1010
= _ A2 _ cole oppoas
tanB = B — cole adjacent ER

Proposition 4:

Pour tout angle (géométrique) aigu, on a les propriétés suivantes :

ijtan® :%

111c0s2F +sin? F =1

iii] Larsque les angles F et T sont complémentaires, i.e. F4T - 0° (ce gui est le cas ici), on a sinE —cosl
i o, 31in{00°-F)=casF _; cos{I0°-F)=sinF

Proposition 6 : Valeurs remarquables

o |307)45%|60°
CioECe % % %
sinc % ~.-'2_'§ %
tarno % 1 | 3
‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ TeChniCigrirS)é;Rlizi




L)

ST/~ 7

Résumé De Théorie Et Guide De Traxaixs portée de Mittiule 02 - Maths Et Physique

Pratique

B. Intégrales simples

Une intégrale est le résultat de I'opération mathématique, effectuée sur une fonction, appelé
intégration. Une intégrale est donc composée d'un intégrande (la fonction a intégrer) et d'un
opérateur que l'on appelle intégrateur (le | ).

a. Approche intuitive

Représentation graphique d'une intégrale.

En  mathématiques, l'intégrale d'une
fonction réelle positive est la valeur de l'aire
du domaine délimité par I'axe des abscisses
et la courbe représentative de la fonction. £/

Pour les fonctions qui prennent des valeurs
réelles négatives (gardant un signe constant

par intervalles), une définition d'aire a
f fix) dx
0

oo

algébrique rend possible une aire négative.

b. Définition

Soit f une fonction continue définie sur un segment [a,b] a valeurs réelles. Pour simplifier,
supposons que cette fonction soit positive (a valeurs positives ou nulles).

L « S +
L'ensemble 5= *Sf _ {[:T’ y) eR |:1 <z<bet0<y< f(m)}estune région

du plan comprise entre la courbe représentative de f, les deux verticales X=a et X=b, et 1'axe

hf(:;r:)d:r:

des abscisses X. La mesure de I'« aire » de S cherchée, notée ~a , est l'intégrale de a
a b def. Celle-ci est alors appelée I'intégrale définie de f sur le segment [a,b].

Il est possible de définir une intégrale par la notion de primitive d'une fonction. La

« primitivation » est I'opération qui, a partir d'une fonction f, donne une fonction F dérivable
et dont la dérivée est égale a f : F'(X) = f(X)

En admettant que toute fonction continue sur un segment [a, b], admet des primitives,
l'intégrale de a a b est égale a F(b)-F(a) et ce nombre ne dépend pas de la primitive choisie.

c. Moyenne

Pour toute fonction continue (ou méme seulement continue par morceaux) sur un segment [a,
b] non vide et non trivial (c.-a-d. b>a), la valeur moyenne de f sur [a;b] est le réel m défini
par :

1 b
m:b_a_xfﬂ f(z)dx

Cette notion généralise celle de moyenne d'un nombre fini de réels en l'appliquant a un
nombre infini de valeurs prises par une fonction intégrable.

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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d. Propriétés des intégrales

Soient f et g deux fonctions continues sur | et @, b et ¢ trois réels de .

) /:ﬂrjdr=l]
.fﬂﬂﬁ=—fﬂﬂﬁ

2
b c c
\d )dr = \d
3. /t; flfI‘ I—I_/l; fl:r ! /-; flfI I(relationde Chasles)
b b
v/\eﬂ,/ Af(r;d:c:/x/ f(z)dx
4. a a
b b b
) fa{f(rj+g{rjjdr=/ﬂ f{rjdr+/ﬂ o(z) dz

b b
r)dzx -f:/ ) dr
6. Slf(T) < Q(.’F)SUI. [a; b],alorsfa I i — Ja 9( !

7. Inégalité de la moyenne : Si f est continue sur [a; b] et si pour tout X de cet intervalle,

b
m < f(z) <M m'fb—ﬂ-ﬁifa flz)dr < M(b—a)

ona: , alors

e. Intégration par parties

En mathématiques, l'intégration par parties est une méthode qui permet de transformer
l'intégrale d'un produit de fonctions en d'autres intégrales, dans un but de simplification du
calcul.

La formule-type est la suivante, ou f et g sont deux fonctions dérivables, de dérivées continues

et a et b deux réels de leur intervalle de définition.
I I

f(2)d(2)dz = [[(2)g(2)]’ — [ [(2)g(x)da

ou €ncore

f udy = uv — f vddu

ou u représente une partie de l'intégrande et dv représente l'autre partie ainsi que la variable
d'intégration.

Démonstration
La démonstration de cette formule est trés simple : en effet, elle découle directement de la

f r ’
propriété de dérivation d'un produit de fonctions u et v : (u-v) =u-vtu-v
On adonc:

/ o (2)o(z) dz — / (w) — / w(2)/(z) da

Exemple
Effectuons le calcul de :

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ TeChnICIeCr;]r?)Fs)eog:f\l/I::
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Ll

/ r cos(z)dz
0 grace a une intégration par parties.

Pour cela, nous posons :

f(X) = X, de telle sorte que f"(X) = 1,

g'(X) = cos(X), de telle sorte que §(X) = sin(X), par exemple.
I vient :

T

/3 r cos(x)dx

0

(@) g(@)]E - / ! f(a)g(z) da

a4

6 2

Effectuons le calcul de I'intégrale indéfinie suivante :

f re'dr

Pour l'intégration par parties posons :

U= Xetdv=e‘dx

Nous avons donc :

du=dxetv=¢"

Utilisons la formule de I'intégration par parties :

f udy = uv — f vdu
fmeif.'dm — me:i‘.' _ fﬂ:i‘.'dm

L'intégrale est maintenant beaucoup plus simple a calculer. On trouve :

fmeif.'dm — me:i‘.' _ e:i‘.' | (:I'

f. Intégration par changement de variable

En mathématiques, le changement de variable est un procédé qui consiste a remplacer une
variable ou méme une fonction par une autre fonction de celle-ci ou d'un autre parametre. Ce
procédé est un des outils principaux pour la résolution d'intégrales, en analyse.

Principe

C'est la régle d'intégration qui découle du théoréme de dérivation des fonctions composées.
Soit deux fonctions dérivables f,g et sachant, par la définition d'intégrale, que

[ r@paz= [ar@) - @+

alors ce théoréme permet d'obtenir

[ (Gt go )z = [alrost@] = sooe) .0
‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicigrigéogﬁ :22
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Exemple
Soit a calculer

2z cos(x?)dx

Si on pose le changement de variable U = x* et donc du = 2XdX alors

/QI cos(z?)dx = /cos(u)duzsin(u) - C' = sin(2?) + C

C.Calcul d’aires et de volumes
a. Description hiérarchique du domaine et intégrale

On ne peut calculer une intégrale multiple que si on a une description hiérarchique du
domaine :

e Pour une intégrale double :

{m;’y] E ﬁ # - E [a1b] vix) [

y € [u(z)0(z)]

L‘J(K)""'_""I"""""_',

a x b
o Pour une intégrale triple : =
T E [ﬂ,b] B (x.y \\\\\ !
(zy2) €A & { yeu@w(z)| < 7 T

2 € [aley) Ald)] )
o u(.x) : v vfx)

0

A ————— g

Remarque : On peut avoir les variables dans un autre ordre, l'important est que les bornes de
chacune ne soient définies qu'en fonction des précédentes.

On définit alors les intégrales doubles et triples comme des intégrales simples emboitées :

[[ seaza= [ b ( {{}] ftz,yldy) dz

‘ Technicien Spécialisé
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&

f(z.y,2)dzdydz = Um mr1y}f{m,y,z}ldx dy
A a u(z) a(z,y)

b. Formules de calcul d'Aires et de Volumes
On travaille ici dans un repére orthonormal.

A:[f dr dy
A

o Dans le plan, l'aire géométrique du domaine A est :

V:[/ dz dy dz
A

o Dans l'espace, le volume géométrique du domaine A est :

1. Intégrale double en coordonnées Polaires

T = peosl

, et
flz.y) = g(p,0)

La figure ci-dessous indique le mode de calcul.

2. Intégrale triple en coordonnées

La figure ci-dessous indique le mode de calcul.

Cylindriques
x = pcosl
y = psind
z2=2z (z,4,2) € D& (pBz) € A
b \\.._M
tf(-":!y,z} = g[p,ﬂ,z] /
e (]
y :

3. Intégrale triple en coordonnées

Sphériques
‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ TeChnlClgrirS)e;L&\l/I:zz




L e 7 S

Résumé De Théorie Et Guide De Traxaixs portée de Mittiule 02 - Maths Et Physique

Pratique
x = pcosfcosp 2
y = psinflcos @ M
z = zsing D i
(z,y,7) € D & (phy) € A 0 i :
' y
b ¢ :
f(@.y,2) = g(pf.9) |
et [ :
La figure ci-dessous indique le mode de s :
calcul. 2

e Remarque : Il s'agit de la convention des mathématiciens : les physiciens utilisent un

autre angle.
mw
¥ € [_ ] _]
o s 2°2 - .
En mathématiques, en général, . Les physiciens utilisent 1'angle entre

, _ [0,7]
o (zet OM qui appartient donc a )

SINE COSy
Ils échangent ainsi et
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Annexes

Démonstrations

Théoréeme de la droite des milieux

Sur la figure, (1J) est la droite des
milieux dans ABC qu’on veut
prouver paralléle a (BC).

Soit K le symétrique de J par
rapport a I, on a alors I milieu de
KJ
IJ=—
[JK] et 2

Comme I est par hypothése le A Wi W7

milieu de [AB], les diagonales de 2

AJBK se coupent en leur milieu commun I, donc AJBK est un parallélogramme.

Ses cotés [AJ] et [KB] sont paralléles et de méme longueur, et il en est donc de méme pour
[JC] et [KB].

Donc KBCJ est un parallélogramme.

Par les propriétés du parallélogramme, les cotés opposés [KJ] et [BC] sont parall¢les, la droite
(1J) est donc parallele a (BC).
BC
J =

Comme les cotés opposés sont égaux, de KJ = BC on déduit : 2.

Proposition 1 :

Démonstration : Soit A' le symétrique de A par rapport a I.

Par construction, BACA' est un parallélogramme (car les diagonales se coupent en leur
milieu).

Ainsi, ABC est rectangle en A ssi BACA' est un rectangle (un rectangle étant un
parallélogramme ayant un angle droit)

donc ABC est rectangle en A ssi 2AI = BC (un rectangle étant un parallélogramme dont les
diagonales ont méme longueur)

Proposition 2 : Caractérisation :

Démonstration : On a, avec I milieu de [BC], BC = BI + 1C = 2BI.
Ainsi, ABC est rectangle en A ssi Al = BI
i.e. sst AE C(I, BI), cercle de diametre [BC].

Remarque : Via le produit scalaire, la démonstration est immédiate avec :

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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AB AC=0S(AI+IB)(AI4+10)=0<> AT2= B2

Proposition 3 : Relations métriques :

Démonstration :
1 i
1) L'aire de ABC est S = 2Base x hauteur = 2BC x AH (c'est la moiti¢ de l'aire d'un rectangle)

1
Et si ABC est rectangle en A, S = 2AB x AC (car (AB) est la hauteur issue de B ou (AC) celle
issue de C)
Ainsi, par identification, on a bien BC x AH = AB x AC (Formules des aires).

1 1
Réciproquement, si BC x AH = AB x AC, l'aire du triangle ABC est donc S = iBC x AH = i
AB x AC

Mais on a également, S = %AB x CH' ou H' est le pied de la hauteur issue de C.

D'ou nécessairement, AC = H'C i.e. H' = A avec A, B, H' alignés

donc (AC) L (AB) et ABC est rectangle en A.

i1) Si ABC est rectangle en A, on a :

BA? =B(C? - AC? par le théoréme de Pythagore

BA?=B(? - (AH? + HC?) avec ACH rectangle en H et Pythagore

BA%=BC(? - (AB? - BH? + HC?) avec ABH rectangle en H

D'ou 2AB? = BC? + BH? - CH?

Or B,C et H étant alignés, on a BC> = (BH + HC)? ou H =]BC]|

=BH+HC*+1BHxHC

dong, il vient 2AB*=2BH? + 2BH x HC = 2BH(BH + HC) = 2BH x HC > 0

(Les mesures algébriques nous assurant que H =]BCJ)

La réciproque s'obtient alors en remontant les calculs (avec H =]BCJ)

De plus, B et C jouant des rdles arbitraires, on obtient par permutation la seconde

équivalence.

ii1) Semblable a ii)

Si ABC est rectangle en A, on a BC? = AB? + AC? par le théoréme de Pythagore
=—AHI4+HEB*+AH*+HC?avec ABH et ACH rectangles en H
—1AHYI+HBY+HC?

De méme, on a BC>=(BH + HC)?> = BH?> + HC? + 2BH x HC (avec B, C et H alignés)

D'ou par identification AH? = BH x HC

Et réciproquement, en remontant les calculs.

Remarque : Démonstration identique par le produit scalaire en remplagant les mesures
. = & - = . o, .

algébriques par des vecteurs avec %-U=|[%l[x[[?llssi Fet Zsont colinéaires.

Proposition 4 : (Egalité de trois rapports)

Démonstration : Posons BC = xBC' et AB = yBA

Par Pythagore, on a BC> = AB? + AC? d'ou x?’BC"? = y’BA"” + AC?

et BC?=A'B*+ A'C” d'ou x?BC"” = x?BA"” + x>A'C"”

et I'égalité¢ y’BA"” + AC? = x?BA"? + x2A'C" (*)

D'autre part, en calculant l'aire du triangle ABC de deux manieres, on a :

dou A'C'x AB=AC x ABie A'C' xyBA'=AC x AB et AC=yA'C!
Enfin, avec (*), on obtient y’BA" + y?A'C"”? = x?BA"” + x2A'C"?, i.e. X =y
B __AH _ _AC
Ainsi, e~ 47F— A'CY.
D'ou le résultat.
AB_ A’

]

En particulier, B¢ — Be?
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. AR . 4 ALs
ce qui prouve que le raggort B¢ est indépendant de la longueur des cotés.
AB AC

Donc les rapports sc sc =! xssont indépendants de la longueur des cotés et ne dépendent
que de l'angle &.

puisque par hypothése I'angle A est droit).

Proposition 5 :

Démonstration :

1) Par définition, dans un triangle rectangle en A, on
Ac
BoAC_BC_sia®
tanB _AB_AB_CDE-?

BC
i1) Dans ABC rectangle en A, on a
o . g ARI Ap2 ABILACE
cos2F 43in?F =Fritari=  FcT -
avec BC? = AB? + AC? d'apres le théoreme de Pythagore
R . |
iii) Dans ABC rectangle en A, on a ™ & = 5¢

1

= _ AL _ -
et en échangeant les roles de B et C, on a <98C =5 =#in E d'ou le résultat.

Proposition 6 : Valeurs remarguables

Démonstration :

1) On se place dans un triangle équilatéral de c6té 1, puis on considere le triangle ABH
rectangle en H ou H est le pied de la hauteur issue de A.

On a 4 =30t

F =60t

Ce qui nous donne la 17 et la 3°™ colonne (par complémentarité).

i1) On se place dans un carré¢ ABCD de c6té 1, puis on considere le triangle isocéle ABC
rectangle en B.

OnaX=C=45%¢t

Ce qui prouve la seconde colonne.

Théoreme de Pythagore.

Considérons un triangle rectangle dont les c6tés sont de longueurs a, b et ¢. Ensuite recopions
ce triangle trois fois et placons le triangle et ses copies de maniére a avoir le c6té a de chacun
aligné au coté b d’un autre, et pour que les jambes des triangles forment un carré dont le coté

est a + D, comme dans I'image. Puis, nous essayons de trouver l'aire du carré formé par les

Ny r Lo 2 . . \ . . .
cotés c. Evidemment, c'est C*, mais c'est aussi égal a la différence entre l'aire du carré
extérieur et la somme des aires des triangles.

Laire du carré est (& + b)? (car son coté est @ + a b b a

b) et 'aire totale des triangles est quatre fois l'aire ) °

d'un seul, c'est-a-dire 4(ab / 2), donc la B I P 5

différence est (@ + b)> — 4(ab / 2), ce qu'on !
o 2 2 i s ¢

peut simplifier comme &~ + 2ab + b” — 2ab, . a

) 2 . . :
ou bien @° + b”. Nous avons démontré que 'aire

du carré de coté C est égale a a2 + b2 ; en effet,
¢’ =a’+ b’ CQFD
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Changement de variables
Intégrale double

x = z(u,w)

Y= UD) e crive (zy) €D (wv) €A flay) =g(uv)

f/ flzy)dzdy = ff glu.v )|D{ 2| o do

On notera la valeur absolue du jacobien. (voir annexe)

Intégrale triple

r = z(u,v,w)

y = y(up,w)

2 = 2(uw z42) €D (upw) €A flay,e) = glup,w)

W) bijective , et

/ f flz.y,2)dedy dz = / / / g(u,v,w) |§f :3:::;!]]

On notera la valeur absolue du jacobien.

du dv dw

Matrice jacobienne

En analyse vectorielle, la matrice jacobienne est une matrice associée a une fonction
vectorielle en un point donné. Le déterminant de cette matrice est appelé jacobien.

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielles du premier ordre d'une fonction
vectorielle.

Soit F une fonction d'un ouvert de R" a valeurs dans R"™. Une telle fonction est définie par ses
m fonctions composantes a valeurs réelles :

X fll:mla-"imﬂ)
F:| |+ '
T fﬂl(mll"'!m'ﬂ)

Les dérivées partielles de ces fonctions en un point M, si elles existent, peuvent étre rangées
dans une matrice a m lignes et n colonnes, appelée matrice jacobienne de F

Gros ceuvres
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5331 Cai??ﬂ
53’31 5$ﬂ

Cette matrice est notée :

O(fr,-- s fm) D(fi,..., fm)

ou
O(x1,. .., Tn) D(zy,...,2,)

Jr(M)

Pouri=1, ..., m, la i ligne de cette matrice est la transposée du vecteur gradient au point M
de la fonction y;. La matrice jacobienne est également la matrice de la différentielle de la
fonction.

Exemple

.. . . 3 Lo
La matrice jacobienne de la fonction F R — R définie par :

Fzy,29,23) = (3:1, 5:.':3,4333 — 2x3, rq8in (3:1))

est:
1 0 0
0 0 2

Je(xy, X0, 23) =
F( 1,42, 1‘1) 0 8$2 —9
xzcos(xy) 0  sin(xq)
Exemple :
Volume d'un cylindre, de révolution ou non, de base un cercle de rayon £i.

V=hxnR*
L'application de la formule précédente donne immédiatement :

Exemple : volume d’'une sphere.

La sphére de rayon Het de centre (Jest I'image du pavé

C3 =0, R] = [0, 27] x _ET T
2' 2 ,
par la fonction
@ (r,8¢)— (r cos(8) cos(y), r sin(8) cos(y), r sin(p))

Un calcul immédiat donne :

Gros ceuvres
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oM oM i
V(V(Cs)) = fr:,—, (8r’ 90" B0 drdfdy
= 2 cos(yp) drdf dy
Ca
R 2w ;
= f r""drx[ d&x[ cos(i) dg
0 0 -3
_ g
= S‘HIR.

Quelques classiques.

Prisme droit. (Parallélépipede rectangle, cube.)

Aire latérale : Volume :

X x
hauteur périmétre de base hauteur aire de base

Cylindre droit.

Aire latérale : Volume :

x x
hauteur périmétre de base hauteur aire de base

Pyramide réguliére ou cdne de révolution.

Aire latérale : Volume :
L 1
. X . 3 x
apothéme périmétre de base hauteur aire de base

Sphére de rayon R.

Aire latérale (*) : Volume (*) :
47w x R? iw x B
3
r< R

Tore de rayons Het r ( ).

Aire latérale : Volume :

472 x Rxr 272 x Rx r?

. Technicien Spécialisé
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Partie B
1.Définition :

En mathématiques, le vecteur est un objet véhiculant plus d'information que les nombres
usuels, ou scalaires, et sur lequel on peut effectuer des opérations simples.

On peut se représenter un vecteur comme un segment orient¢ (une « fleche ») dont
I’emplacement dans le plan n’a pas d’importance, seuls comptent sa longueur, sa direction et
son sens. On peut donc le faire glisser librement dans le plan, parallélement a lui-méme.

¥ Les bipoints (A,B), (C,D), (E,F) sont équipollents. lIs
constituent trois représentants d'un méme vecteur.

Les grandeurs vectorielles s'opposent aux grandeurs scalaires. Elles sont caractérisées par
quatre propriétés :
e leur norme (ou longueur), qui est un scalaire ;

e leur direction ;
e Jeursens;
e et éventuellement, leur origine, ou point d'application.
Sa direction Son sens Sa norme

_ 7
u Direction / /

2. Opérations sur les vecteurs dans le plan et I'espace

. . . 3 2
Les vecteurs dont il sera question dans cet article sont ceux de l'espace IR ou du plan R
a. Produit d'un vecteur par un scalaire

Le terme « scalaire » désigne ici un nombre réel. Le
produit d'un vecteur L par un scalaire a est un vecteur
noteé
o

a-u ~
de méme direction et sens que 1, mais dont la
longueur vaut

—
a- /]

=l
2
=1

,sia>0
de méme direction mais de sens contraire que 1, et dont la longueur vaut

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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—a- ||ﬁ| ,sia<0.

il s'agit d'un vecteur nul sia=0

7

Ona

lii=u,0.d=0etald=0 3T
1 est donc 1'élément scalaire neutre, et 0 1'élément scalaire :
absorbant pour cette opération. Le produit d'un vecteur
par un scalaire est distributif sur I'addition des scalaires

(a+b)-di=a-u+b-d
mais il n'est pas commutatif : la notation il - Gna pas de sens.
Notez que deux vecteurs sont colinéaires (parall¢les) si et seulement s’ils sont proportionnels,
c'est-a-dire s'il existe un nombre a tel quet = @+ 17,

b. Somme de deux vecteurs

R AT .

La somme de deux vecteurs et U est un vecteur, noté U+ ', qui est construit de la
manicre suivante :

on amene l'origine du deuxiéme vecteur a 'extrémité du

premier, la somme est le vecteur qui joint l'origine du
premier vecteur a I'extrémité de second.

I1 s'agit du troisiéme coté d'un triangle formé par les deux
premiers vecteurs.

On peut aussi le construire d'une autre manicére :

on amene les origines des deux vecteurs en un méme point,
on trace un parallélogramme dont les vecteurs sont deux
cotés, la somme est alors la diagonale du parallélogramme
partant de I'origine.

Dans les deux cas, on place les vecteurs bout a bout ; mais si
l'origine d'un vecteur correspond a l'extrémité de 'autre, on utilise la méthode du triangle, si
les origines sont confondues, on utilise la méthode du parallélogramme.

Si l'on a trois points A, B et C, alors on a la « relation

de Chasles » : - -

AB+ BC = AC \v NERAN
on dqult de kcela que kY
AB+BA=A4=0 w \ |+
ce qui permet de définir 'opposé d'un vecteur, et donc _ I V—-\
la soustraction : en posant la notation ' -
—E = —1- AE
ona

B A
L'opposé d'un vecteur est le vecteur de méme direction, de méme longueur, mais de sens
opposé.

Ona:u+0=1u

(JEst I'élément neutre de 1'addition des vecteurs. L'addition des vecteurs est commutative

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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U4+T=74+1uU
Le produit d'un scalaire par un vecteur est distributif sur I'addition des vecteurs :
a-(i+¥)=a-i+a-7U

c. Produit scalaire de deux vecteurs

e Définition
Si tet U'sont deux vecteurs faisant un angle géométrique a, on appelle produit scalaire, et on
note U - U, le nombre (réel) valant :
- v = |[|dl] - [|7]] - cos(e)

Le produit scalaire est nul si I'un des vecteurs est nul ou si I'angle entre eux est droit (c’est-a-
dire si et o = 7/2 rad = 90 °), les vecteurs i et U'sont dans ce cas orthogonaux, strictement
positif si l'angle est aigu et strictement négatif si I'angle est obtus.

Cette opération a été introduite pour simplifier les
calculs sur les projections orthogonales. En effet u
si vu est la longueur algébrique de la projection
de ¥U'sur une droite orientée selon i (vu est positif

si la projection est dans le méme sens que ¢, o
négatif s'il est dans le sens opposé), alors on a
-7 =1y -||d] V

Ainsi, si la norme de T vaut 1, alors la longueur
algébrique de la projection orthogonale de U'sur la
droite estli - U. De la méme manieére, si uv est la
longueur algébrique de la projection de % sur une
droite orientée selon?]', alors on a

07 =u, - ||

e Propriétés
Le produit scalaire est commutatif
Uu-v=7-4
I1 est distributif sur 1'addition des vecteurs
U-(0+w)=u-v+u-w
Le vecteur nul est 1'é1ément absorbant du produit scalaire
1-0=0-1-0 S
u - U s'appelle le carré scalaire du vecteur U etsenote 12 ; ainsi : U2=1U"-U
Le carré scalaire d'un vecteur est égal au carré de sa norme

U2 = ”ﬁ:” 2 etdonc '*/t?= ”ﬁ:”

Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul
1l 7 sietseulementsi U-7 =0

1,7

Dans le plan rapporté a une base orthonormale ( ' )
U- U =1Up Uz + Uy - Cyggions Uty Uy) , TV Ty)

et deux vecteurs dans une base

E"| _’) . . " F' f
orthonormale ( J de coordonnées polaires respectives (7; Ei':] et (r'; 6 j .On

a:ﬁ'f: ||ﬁ||||f||cc|s|fﬂ’, T

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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i-7=rr.cos(6 —0)
-7 =rr'.(cos(f).cos(8") +sin(f).sin(6"))
ii-7=(r.cos(8)).(r".cos(8") + (r.sin(#)).(r".sin(¢'))
U-T=UypUy + Uy y

i,5,k)
Dans I'espace rapporté a une base orthonormale ( J:
UT=Up Vg + Uy Uy + U - T,

d. Produit vectoriel de deux
vecteurs dans I'espace

Notons tout d'abord que deux vecteurs non AV
colinéaires et U définissent un plan

vectoriel ; un troisiéme vecteur ' est o

. L : - /
coplanaire aux deux précédents si et y - y
seulement s'il peut s'écrire comme une 4 /

combinaison linéaire des deux premiers, c'est- - i -
a-dire s'il existe deux réels a et b tels que £ 4
w=a-u+b-v

=

Trois vecteurs non coplanaires forment une base. La base (4, ¥, West dite directe si on peut
l'imager avec la main droite, 2L étant le pouce, 1 étant 1'index et 14/ étant le majeur.
On définit le produit vectoriel des deux vecteurs et U, noté & /\ U, comme étant le vecteur :

(i, 7)
: sinlfti’_}j

tel que ( A t” forme une base directe.
On ¢étend la définition précédente au cas ou U et U sont colinéaires en posant :

UNT =10

normal au plan vectoriel de base

dont la norme vaut ”ﬁ:” ) ”f”
2.7, (@

u, v, [

e. Produit mixte

o Définition et propriétes

Etant donnés trois vecteurs & , Uet U, on appelle produit mixte de ces 3 vecteurs la quantité :
[, 7, = (G A T) -

On peut démontrer que l'on a : [ﬁ! Z, IE:] - [_’1 ?E_,ﬁf] = [ﬁ! i, E"]et:
[T, i, 0] = [, T, U] = [U, @, 7] = — [€, T, ]
et aussi :
Ur Uy Us
[, 7, @] = |t vy .

w, wy w.
autrement dit :
[t, T, W] = (upryw. 4+ vowyu, + weuyt,) — (Utyw, + vpw.u, + wyu,t,)

Technicien Spécialisé
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Remarques :
Si deux des trois vecteurs sont €égaux ou colinéaires, le produit mixte est nul.

f. Double produit vectoriel

On peut combiner trois vecteurs U, Uet ’u—,-:par deux produits vectoriels successifs.
C'est ce qu'on appelle un double produit vectoriel.

Exemple : UM (AW )

Attention : comme le produit vectoriel n'est ni associatif, ni commutatif, il est nécessaire
d'utiliser comme ici des parenthéses et le résultat va dépendre a la fois de 1'ordre dans lequel
les opérations sont effectuées et de I'ordre de présentation des 3 vecteurs.

3. Notions sur les torseurs

a. Définition

Un torseur est un champ de vecteurs, antisymétrique de S i
T 5 d

E. Un torseur | )4 en un point 4 est défini par :

e Un vecteur libre & appelé Résultante du torseur B

e Unvecteur 4 dépendant du point A ou il est J
exprimé appelé Moment du torseur en A et
vérifiant:

Ay

(A B Mizy= Ma+ B AR

Remarque:
La résultante du torseur est indépendante du point ou est défini un torseur.

b. Application des torseurs a la représentation d'un champ de force

Soit un champ de force défini dans I'espace a trois dimensions de base orthonormée
directe V' -/ %) par la donnée de la force 7 appliquée en un point A(2,30).
F= IF".I:::-S &7+ ”.F".sm {}?‘Fou Fifcos &7 ain &0

Le moment de la force  en son point d'application 4Aest nul d'ou: Heua) =0

Si on veut calculer le moment de la force Mwz) au point 521,00 ,
on obtient HFi# = Taf cos FE
sens négatif).

(intensité de la force 7 multiplié par le bras de levier Zeosé

En appliquant la notion de torseur, on peut définir le torseur force [ ]-* au point A, associé a
# par:
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= . 5
e la résultante du torseur force [ ]4‘ ¢gale a la force &

s My =

e le moment en 4du torseur force [ ]ﬂegal a Mra=0

Le moment au point B de la force # est défini par la formule de transport donnée plus haut
soit:

0 |[Ffcoz# |0 i
Mrm=Mra+ FAAB=|0+|Fsin #~|-2= 0
0 0 0 |2fcos &
Ou:
iﬁ&‘gm =-2F cos S
Remarques:

e La notion de torseur de force permet donc de parler globalement d'une force et de son
moment en tout point de 'espace.

e Les deux vecteurs définis dans un torseur sont de natures différentes. Pour un torseur
de force, le vecteur résultant est une force ayant des composantes dont les unités sont
des (N), alors que le moment en un point est un moment dont les composantes ont des
unités en (N.m).

e Attention quand l'on demande de définir un torseur, il est nécessaire de donner une
réponse pour la résultante et une réponse pour le moment.
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Partie C

A. Genéralités
La mécanique est la partie de la physique qui étudie le mouvement des corps et
les forces auxquelles ils sont soumis. Elle exige donc des définitions précises de
grandeurs telles que le déplacement, le temps, la vitesse, 1'accélération, la masse ou la force.

La mécanique classique concerne trois grands domaines : la statique, la cinématique et la
dynamique.

a. Lastatique

La statique a pour objet 1'étude des forces qui s'exercent sur un corps en équilibre. Lorsqu'un
solide est au repos, la somme des forces qui lui sont appliquées est nulle.

b. La cinématique

La cinématique étudie les mouvements indépendamment de leurs causes. La vitesse moyenne
d'un corps entre deux instants tl et t2 correspond a la distance parcourue par ce solide durant
cet intervalle de temps, divisée par la durée correspondante t2-t1.

c. Ladynamique
La dynamique s'intéresse aux mouvements d'un corps sous l'action des forces auxquelles il est
soumis.

La dynamique définit de maniére précise les notions de force et de masse.

B. Concepts de base
e Modéles d'étude

Un systéme mécanique est un ensemble matériel (objet de I'étude) qui peut étre, un point
matériel, un solide, un ensemble de solides, une partie d'un solide, un échantillon de fluide, ou
tout autre association de corps physiques souvent affectés d'une masse.

Le choix d'un modéle dépend étroitement du résultat recherché. Des modeles tres simples bien
adaptés et mis en ceuvre peuvent aboutir a des résultats tout a fait réalistes.

Ces mod¢les d'étude se distinguent en partie par le type de systéme étudié:

e le point matériel: dans ce cas les actions mécaniques extérieures sont des forces toutes
appliquées au point considéré. Il est tout a fait satisfaisant lorsque le systéme n'est
soumis qu'a des actions a distance comme en astronomie, pour 1'étude du mouvement
des planétes.

e le solide indéformable: les actions mécaniques sont réparties sur la frontiere du solide
(action de contact) ou dans la masse (actions a distance). du fait de la multiplication
des points d'application, 1'étude nécessite de plus la considération des moments de
force.
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Et bien d’autres...

Mécanique du solide

Mécanique du point

Référentiels galiléens :

11 s'agit de référentiels dans lesquels le principe d'inertie est vérifié.
Les référentiels terrestres, géocentriques et héliocentriques sont considérés comme galiléens.

Un référentiel est un solide par rapport auquel on étudie le mouvement, c’est un repére spatial

associ€ a une mesure de temps.

Repére d'espace :

| Id
I:I 1 F— T . .‘
On appelle repére le systéme de repérage dans -
I'espace associé au référentiel
— T}
Repére a une dimension : OM _ x. 1 ; OM=x
Mouvement rectiligne de M
F Y
y
|'II:.
L Fd
I - >
;o o }!
| ‘1[ P y
> - >
0 , X
X X
Repere a Z_d;mensions : Repére a 3 dimensions
—> - : O —>
OM =x. | +y. ] ; OM = "v/-(x2+y2) OM —x 1 +y. I + 7. k - OM = \[_(x2+y2+zz)

Mouvement plan de M

Mouvement de M dans 1'espace

¢ Moment d'une force:

Prenons I'exemple d'un batonnet posé sur un bureau.
ses extrémités dans un sens, et I'autre dans le sens opposé avec la méme
force, le stylo va pivoter, suite au couple qu'on lui aura fait subir. Pour

Si on pousse I'une de
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définir les conditions d'équilibre d'un corps, il est nécessaire d'introduire la notion de moment M d‘une force,
qui est un vecteur mesurant I'effet rotatif de cette force.

Le moment d'une force Fs'exercant au point A par
rapport au pivot P, est défini par :

—

Mgz, =PAANF=F A AP

ou Mdésigne le produit vectoriel. ==

Ce pseudovecteur est a la fois orthogonal & Fet au
bipoint APet finalement normal au plan dans lequel
se déroule la rotation que peut provoquer la force,
et son sens donne le sens de rotation (la rotation est

M (I_:})IP

positive dans le plan orienté par Mf‘x'-f-‘-).
Le moment algébrique d'une force est compté positivement si cette force contribue au mouvement, et
négativement si elle s'oppose au mouvement.

Si d est la distance orthogonale du pivot P a la droite d'action, ¢’est-a-dire PH, alors sa

norme vaut :

—
N

Mgp|| = ||F] -2

La longueur d est appelée bras de levier. Dans le cas bidimensionnel, il est fréquent de
considérer la norme du moment comme le moment lui-méme, celui-ci ne comportant qu'une
composante non nulle.

Un couple est un ensemble de deux forces égales, paralleles et de sens contraire.

C. Les trois lois de Newton
1% loi : Principe d'inertie :

Lorsque les forces qui s'exercent sur
un solide se compensent, son centre
d'inertie est soit au repos, soit animé
d'un mouvement rectiligne et uniforme
dans un référentiel galiléen.
Réciproquement, si le centre d'inertie
d'un solide est au repos ou animé d'un
mouvement rectiligne et uniforme
dans un référentiel galiléen, alors les
forces qui s'exercent sur lui se
compensent.
— —»

Z F ext — 0 F 1+

b

E+E+ﬁ=0

—> —
F ot F sho.. = (le sigle X signifie somme en

mathématique )
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Ceci introduit la notion de vecteur force résultante.

Vecteur force résultante

Un solide est généralement soumis a plusieurs forces. Calculer leur effet séparément se révele
souvent fort complexe. Comme les forces peuvent étre représentées par des vecteurs, il est
souvent plus simple de considérer la force résultante R, somme vectorielle de toutes les forces
agissant sur le solide. (revoir les opérations sur les vecteurs)

<

7
ﬁi:::# L
— U

R 3

Deuxiéme loi de Newton : principe fondamental de la dynamique :

Le principe fondamental de la dynamique de translation (PFDT) s'énonce ainsi :

Soit un corps de masse m constante,l'accélération subie par un corps dans un référentiel
galiléen est proportionnelle a la résultante des forces qu'il subit, et inversement
proportionnelle a sa masse m.

a=lzﬁ

Ceci est souvent récapitulé dans I'équation : m

Soit : EE‘ = ma >

2

—> = > —» >
Fe 1:;17L F2+ 1::3+...=m1"I

Xt G

~

v r . r M =g b r r .
ou deemgne les forces exercées sur I'objet, m est sa masse, et € correspond a I'accélération
de son centre d'inertie G.

Remarque : Si F oxt = 0 alors 4 5= 0 et, par conséquent, G reste constant en
direction, sens et norme (on retrouve la premicre loi de Newton).

On remarque donc, d'aprés I’exemple du batonnet cité ci haut, qu'un solide peut &tre soumis a des forces de
somme vectorielle nulle, sans pour autant étre en équilibre.

On démontre qu'un solide est en équilibre si et seulement si la somme des forces auxquelles ce solide est soumis
est nulle, ainsi que la somme des moments algébriques de ces forces.
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Les deux équations utilisées dans les calculs du Principe Fondamental de la Statique (qui est
un cas particulier du principe fondamental de la dynamique) sont :

La somme des efforts extérieures a un objet est égale au vecteur nul (équilibre
translationnel) :

Zﬁerf=a

La somme des moments en un point, ici le point A, est égale au vecteur nul (équilibre
rotationnel) :

S Mz(A)=10

Remarque:
e La projection de ces deux relations vectorielles permet d'obtenir six équations dans I'espace et trois
équations dans un plan.

Autrement dit :
Il existe au moins un repere Galiléen tel que pour tout ensemble matériel (E) en équilibre par

rapport a ce repere, le torseur représentatif des actions extérieures qui lui sont appliquées est
¢gal au torseur nul :

(E) en équilibre = :TEE :\ = t 0 :x

2
: j ext

Z I."'-Iexr.x = a

3eme loi de Newton : Principe des actions réciproques :

Lorsqu'un corps A exerce sur un corps B une action

—> .

) ) F Force (norrmale) Exercie
mécanique modélisée par la force AB , alors le par Ta table sur le livre
corps B exerce sur le corps A une action mécanique

—

modélisée par la force F B/A -
Ces interactions sont telles que : Force (de gravitation)

— — exercée par la terre

F F sur le livre

* AB €t B/A ont la méme droite d'action o o

— — & 1'équilibre ona : 5,+5 =0
« F AB = - F B/A
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D. Chute libre d'un corps

Une chute libre est un mouvement accéléré sous le seul effet de la pesanteur. On distingue
la simple chute dans un champ de pesanteur uniforme au voisinage de la Terre (Galilée,
1605), et la chute céleste (Lois de Kepler).

Il est convenu que les autres forces agissant sur le corps, sont négligées, en particulier la
résistance de l'air. Pour le cas ou 'on considére la résistance de l'air, on parle de chute avec
résistance de l'air.

Chute libre sans vitesse initiale

En supposant que le corps n'est soumis qu'a la pesanteur, si un corps ponctuel P est laché d'un
point de cote z0 sans vitesse initiale, alors :

az = — g (composante selon I'axe des z de 'accélération, deuxieme loi de Newton)

vz =— gt + V0 = — gt (composante selon 1'axe des z de la vitesse)
1

z=——gt" + = N
2 (Composante selon 1'axe des z de la position)

Avec :
e 7z la hauteur du corps par rapport au sol
e gl'accélération du champ de pesanteur terrestre (environ 9,81 m.s-2)

e tle temps en secondes

La vitesse V a I'impact est donnée par:

V= ‘\KEZQZD

On peut représenter sur un graphe la distance parcourue par un solide en chute libre en
fonction du temps. L'instant t=0 correspond au moment ou le corps est laché.

On constate que, sous l'action du champ gravitationnel, la vitesse du solide s'accélere : il
parcourt 20 m pendant les deux premieres secondes, puis environ 60 m durant les deux
suivantes.

[} ] _=-|-|.|_lllllll

E

= 20

=

.

=

=

ol

e

[ ]

=

o \
= s0

=
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Chute avec vitesse initiale

On peut considérer qu'une balle jetée en I'air a une trajectoire parabolique, en négligeant la
résistance de l'air. Le vecteur vitesse de la balle est la somme de deux composantes
indépendantes : une composante horizontale VH et une composante verticale VV. Au cours
du lancer de la balle, la composante horizontale demeure constante, alors que la composante
verticale varie en norme et en direction.

E. Frottements

e Lorsqu'un corps est en mouvement, il est toujours soumis a des frottements (résistance de
l'air ou de 1'eau, adhérence de la route, etc.). Ces derniers exercent sur le corps une force
qui s'oppose a sa vitesse.

e Autrement dit : c’est la force qui agit pour s’opposer au mouvement d’un objet qui glisse
sur un autre

e La force de frottements firottements doit étre englobée dans la somme vectorielle ZF de
toutes les forces appliquées au solide, qui intervient dans la relation : £F=m.3

'P

Les forces a prendre en compte lorsqu’un
objet est posé sur un support :

- Le poids (vertical): P

 Les forces de contact

- tangentielle : F;
- normale : N
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Annexe 1 : Historique

Jusqu'au début du XVlle siecle, les savants se référaient encore aux théories
d'Aristote pour expliquer les lois du mouvement. lIs classaient les corps en deux
catégories : les lourds et les Iégers.

@ @ Galilée met en place les bases de: La dynamique moderne.

Le mouvement est une distance parcourue a partir d'un certain point et dans un
temps donné

Il constata que la vitesse des solides en chute libre augmentait de facon réguliére, et que cette
accélération était la méme quelle que soit la masse du solide, a condition de négliger la résistance de

|'air.

@ @ [saac Newton développa les analyses de Galilée en donnant des
définitions rigoureuses de la force et de la masse, notions qu'il relia a
I'accélération.

Il énonca trois principes qui régissent la mécanique classique d'aujourd'hui.

@l @ Albert Einstein généralisa les lois de Newton pour les appliquer a des
corps se déplacant a des vitesses proches de celle de la lumiére, et exposa
ses révisions dans sa théorie de la relativité.
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Partie D : exercices résolus

Exercice 1 : Utilisation du théoréme de Pythagore :

Dans les triangles suivants, repérer I'hypoténuse si possible.

A
N T b} I
L [ | ﬁ [
M p v e
c K
Réponse :
Dans le triangle MNP rectangle en M, I'hypoténuse est [NP].
Le triangle ABC n'est pas rectangle, il n'y a pas d'hypoténuse.
Le triangle TUV n'est pas rectangle, il n'y a pas d'hypoténuse.
Dans le triangle JIK rectangle en I, I'hypoténuse est [JK].
Exercice 2 :
Soit un triangle RST rectangle en S tel que RS=2cm et RT= 5cm.
Donner la valeur exacte de ST puis la valeur arrondie au millimétre.
Réponse :
Dans le triangle RST rectangle en S.
D'apres le théoréme de Pythagore: T
RT’= RS*+ST
ST> =RT’-RS’
ST>=52-22
ST?=25-4 5 em
ST>=21
ST= 21 (valeur exacte)
ST =~ 4,58 cm soit ST = 46 mm
ST mesure environ 46mm
R 5

. 2 cm
Exercice 3 :

Soit un triangle EFG tel que EF = 7cm, EG = 11cm et FG= 13 cm.
Le triangle EFG est-il rectangle ? Pourquoi ?

Réponse :

Le coté le plus long est [FG]

FG*=132 =169
EFP+EG*=72+112=49+121=170
FG*#2 + EG?

Le triangle EFG n'est pas rectangle
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Exercice 4 :
Utilisation du theoréme de Thalés :
A
On considere la figure ci-contre :
ABC est un triangle, M est un point de [AB], N un point
de [AC] et [MN] et [BC] sont parall¢les. On a les
mesures suivantes : M
AB=8cm; AM=6cm; AC=12cm; MN =4cm N
Calculer BC et AN 5
C
Réponse :

ABC est un triangle, M est un point de [AB], N un point de [AC] peut donc appliquer le
théoréme de Thalés :

AM AN MN 6 AN _ 4
4B AC BC ¢, 8 12 BC
6 AN

e Pour calculer AN, on utilise 1’égalité : 2
8XAN = 6x12 ou encore : 8&XAN =72 ;d’ou AN=72/8=9
AN mesure 9cm

6 4

e Pour calculer BC, on utilise 1’égalité : S i(E
6xBC = 8x4 ou encore : 6xBC =32 ; d’ou BC=32/6 5,3
BC mesure environ 5,3cm

Exercice 5 :

Etudier la fonction définie sur T2 par f(x)=x"— 4x, et calculer, en unités d’aires :

;)

1. L’aire du domaine délimité par [ fJ I’axe des abscisses, et les droites d’équations :
x=-1 et x=0
()

2. L’aire du domaine délimité par 7, ’axe des abscisses, et les droites d’équations :

x=0 et x=4
Réponse :
La fonction f est un trindme du second degré, de la forme f(x)=ax’+bx+c ou a=1, b=-4 et c=0.
A
:|—0:J;——:|: ]—m;E]
Puisque a>0, f est strictement décroissante sur 2a et strictement croissante

sur [2;+e2].
Elle atteint donc son minimum pour X=2, lequel minimum vaut f(2)=2-4x2=-4
De plus puisque f(X)=x*-4x=x(4-x), on déduit le tableau de signes de f :

Technicien Spécialisé
Gros ceuvres

‘ Ofppt/drif/cdc/btp




L e 7 S

Résumé De Théorie Et Guide De Traxaix portée de Ritiule 02 : Maths Et Physique

Pratique

X 1] 4

flx)=x-4x| + 0 — 0 +
1) Puisque pour tout X £ [-1;0], f(x) =0, I’aire du domaine délimité par (Cy), I’axe des abscisses,
1}
[ #(xds
et les droites d’équations x=-1 et x=0 sera donnée, en unités d’aires, par -}
3

X
Fixy=2 -2+
A T’aide d’une primitive de f sur [0 ;1], définie par 3 , on calcule :

1]
[ F(xidx = B(0) - F(-1)
-1

= [%3 —sz*J—[E_B—I)E —zx[—nf} =_[%1— 2] =%
7

L’aire du domaine vaut donc * unités d’aire
2) Puisque pour tout X £[0;4], f(X) =0, I’aire du domaine délimité par (C), I’axe des abscisses,

74
—\ | f(x}de
et les droites d’équations x=0 et x=4 sera donnée, en unités d’aires, par .
1]
A=l -y
A I’aide de la méme primitive définie par 3 , on calcule :
4
[finds=F-F )
o
3 3

_4 T 9 — 20 =E_3g=_2

Et 3 Et 3

32

L’aire du domaine vaut donc = unités d’aire
Exercice 6 :

, o f(x)=x"+2x" +2x+4
Soit la fonction définie sur = par
. _ I (x]
Etudier les variations de

(= .
Démontrez que est positive sur [-2 ;0]

Calculez I’aire de la partie D du plan limité par (C), les axes de coordonnées et de la droite
d’équation x = -2

Réponse :

1) f est définie et dérivable sur I et pour tout X € B | f/(X)=3x*+4x+2

Le calcul du discriminant de f'(X) nous permet d’en déduire le signe de f'(x), donc le sens de
variation de f :

£ =474x3x2=16-24=-8<0, donc f'(x) garde un signe constant.

Plus précisément pour tout x € | (x)>0 donc f est strictement croissante sur F .

2) On calcule f(—2}=[—2]3+2x[—2]2+2x[—2]+4=ﬂ et f(0)=4.
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Puisque f est strictement croissante sur = | pour tout réel x£[-2;0], on aura f(-2) =f(x) =f(0),
¢’est-a-dire f(x)=0
3) Puisque pour tout réel x £ [-2;0], f(X) 20, I'aire en cm” de la partie D du plan limitée par (C),

1]

| Ftxyan = F0)- # (-2}
les axes de coordonnées et la droite d'équation x=-2 sera égale a -2 ou
F est une primitive de f sur [0 ;2].

4
Flxi= L £+x§+4x

Une primitive de f sur [0 ; 2] est donnée par 4 3 , donc

p 0 2x0t . (208 2x(-2)° 3
Iflfx}dx=F[D)—F[—2)=z+ ; +0% +45 0% - y + ; +(=2)" +4x[-2)
;)

~ _[ —15] 18
3 3 Unités d’aires
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Exercice 1 :

Soit un espace vectoriel muni d'un repere orthonormé
Smtlesvecteursﬂ(_-?‘”) B¢ 2.6,2) Crsl, ) Of 4.4, 5)

a)- Calculez les produits scalaires: 4 &, A.C, 4 .ﬁ, BEZ ED
b)- Calculez les produits vectoriels: 445, AT, Aal Al Ead Cab

Réponse :

A B= ( 3x-2) + (4x6) + (1X 3) =27 ; de méme pour les autres
A4 B=[(4x3)— (1x6)] ¥ - [(3x:3)-(1x2)] T+ [(-3x6)-(4x-2)] k

-18 i -—+7 J. -2 k. ; de méme pour les autres
Exercice 2 :

Soit deux vecteurs & et ¥ tels que:

-2 <073

. - 5o
— =fr v -
o] =4, T 7

=) T

[ =5 o 4

a)- Représentez les vecteurs dans le plan (D7)

b)- Calculez les coordonnées cartésiennes de #, ¥ et ¥ dans la base (f.7.x)
c)- Calculez directement: .V & W %W
d)- Calculez directement : # AV, wAd VAW

Réponse :

Les vecteurs se disposent simplement dans le plan a 1’aide de leur longueur qui peut étre
figurée par un cercle du rayon correspondant et de I’angle mesuré a partir d’un vecteur de
base (Figure 1).

Les coordonnées sont obtenues pour chaque vecteur en écrivant les relations de trigonométrie
dans le triangle rectangle ayant le vecteur considéré comme hypoténuse et de cotés portés par

les axes de la base. On obtient pour le vecteur U (Figure 2) :
On a done U = _XHT + }-teT avec Xy = H‘t_ cos _,{ et Y = ”E

/3 . IL —
X :'2*":—;}: \/EHT]'“ :E’:I:"T‘!: V32
On obtient de la méme maniére :

sin T soit
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Xy ==2v2, ¥, = =2v/2 et Xy = =34, ¥, = =33 .
. ¢) On calcule les produits scalaires 4 'aide de la formule TV = Hf ” ” C0S (I_’ l_’)

avee (Tﬁ?) =, (I_'r W) =met (?Tﬁx) =0, cosmr=—-letcosO=1

U.V==080U-W=——6elV  -W=12

d)On caleule les produits vectoriels 4 'aide de la formule UAV = ”Tl II_ sin (f_ 1_) &
or les vecteurs sont tous collinéaires sin0 = sinw = 0, tous les produits

vectoriels sont nuls dans ce cas.
UAaV=0,UAW=T0etV AW=

h -
]
L R=4
— T = A
- T
s -,
- - .,
Iy - R=2 \
/ ' S \
A : - 'J\. \ '
/ ) 1 ' ".
! ) \ . —
1
T v | Hw | | 1 F
1 ! T ==
| xu i
1 T 1
V| ¥ '
.._‘ ;
A y !
\ ‘.“ o
. - -
i e
A = “ W
v ———" 2T
B IEASEE R,

FiG. 1 — Tracé des vecteurs dans le plan

LT

Fica. 2_— Coordonnées du vecteur [V
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Exercice 3 :

Soit un torseur T de résultante: &7 =% %Jet de moment au point 0: M(0)(2,-3,0)
1. Calculer le torseur T au point A (2,-1,4)
2. Calculer le torseur T au point B (6,-3,-2)

Réponse :

T

1. Au point A, le torseur
e Sarésultante X7 —£9)
e Son moment résultant au point A défini par la formule de transport :

Mia _#M(0), RADA

=(2,-3,0) + (3,-1,4) ™(2,-1,4)
=(2,-3,0) + (0,-4,-1)
=(2,-7,-1)

T

#est caractérisé par les deux vecteurs :

2. Au point B, le torseur "B est caractérisé par les deux vecteurs :

e Sarésultante R(3,-14)

e Son moment résultant au point B défini par la formule de transport :

M _M(0), R A0B

= (27_350) + (35_174) ﬁ(6,_35_2)
=(2,-3,0) + (14, 30,-3)
= (16, 27,-3)

Exercice 4 :

Soit deux vecteurs et ¥tels que:

i w=g"§,ﬂ)=f
el = Fet 6
- 4.7

."rﬁ =

_ A=
IF#l[ = Zet :

~ 2.
Ji = —
Wl = det T

a)- Représentez les vecteurs dans le plan (0.4)

b)- Calculez les coordonnées cartésiennes de &, ¥et Wdans la base (r.7.&)
¢)- Calculez directement : &% & W V.3 @AYV WAL VAW
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Avant d’entamer tout exercice de statique en général, il faut d’abord :
e Choisir un systeme, choisir les repéres d’espace et de temps
e Faire I’inventaire des forces extérieures appliquées a ce systeme
e Enoncer les trois lois de Newton.

Exercice 1 :

I) — Un skieur descend a vitesse constante une pente d'une inclinaison de 30° par rapport a
I'horizontale.
1 — Faire un schéma et préciser le systéme mécanique ainsi que le repere d'espace
choisi.
2 — Lister I'ensemble des forces extérieures que subit le systéme mécanique choisi.
Représenter ces forces sur le dessin dans le cas de figure ou la descente s'effectue avec
frottement des skis sur la neige.
3 — Apres avoir énuméré les 3 lois de Newton, déterminer laquelle de ces lois sont
concernée par le probléme ci-dessus et expliciter.

Réponse :

I) — 1) Le systéme mécanique a considérer est le skieur et I'ensemble de son équipement
e le poids P du systéme considéré
e laréaction normale R
e la force de frottement f, qui a méme direction que le vecteur vitesse mais en sens
inverse.

3)- Premiére loi de Newton (ou principe d'inertie): dans un référentiel Galiléen, lorsqu’un
solide est isolé ou pseudo-isolé, son centre d’inertie G est :
e soit au repos, G est initialement immobile
e soit animé d’un mouvement rectiligne uniforme
Fen=0=1v=Cte
Alors :
C'est cette premiére loi de Newton qui est concernée par le probléme posé
Deuxiéme loi de Newton (ou relation fondamentale de la dynamique): dans un
référentiel Galiléen, la somme des forces extérieures appliquées a un solide est égale

au produit de la masse du solide par I’accélération 4G de son centre d’inertic G :

ZFH::H; a6
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Troisieme loi de Newton (ou loi des actions réciproques): lorsque deux solides S1 et
S2 sont en interaction, les forces qu'ils exercent l'un sur l'autre sont directement
opposees :

Fi2=—Fn

Exercice 2 :

Un skieur de poids P=900N est en équilibre sur un plan incliné d’angle a=30° par rapport a
I’horizontale. La force de frottement exercée par le plan incliné est représentée fait un angle
B=20° avec ce plan incliné.
1. Déterminer les intensités (normes) des forces F et R (réaction normale du plan incliné)
en utilisant la méthode graphique : par construction vectorielle
2. Déterminer les intensités des forces F et R en utilisant les projections des forces dans
le repere choisi de facon adéquate.

Réponse :

1) Le skieur est soumis aux forces suivantes :

= = e \ o
P | vertical R perpendiculaire au planincliné F |ncI||I1ee_d ":n gngle LLEL LU L
vers le bas vers le haut aup f""lll"Ctll‘l\%l
appliqué au centre d'inertie appliqué au centre de la surface vers fe hau .
P=mg de contact des skis avec le sol appliquée au point de contact entre la

perche et le skieur

2) Meéthode graphique :

Pour le poids, on a P =m.g =900 N. On peut prendre 1’échelle 1 cm pour 100 N.

Le skieur est en équilibre donc d’aprés la premicre loi de Newtonz Fext =0.ce qui donne ici la

relation : F + R + P 0 donc on en déduit que F + R = —P On construit donc, a 1’échelle les

vecteurs P et— P En faisant partir les autres vecteurs du centre d’inertie du skieur (représenté par le
point G), on trace leurs directions en respectant les angles: puis on compéte la construction en
respectant les sommes vectorielles. Le skieur est représenté uniquement par son centre d’inertie sur le
schéma ci — dessous :

D’apres 1’échelle utilisée, on en déduit que F =480 N et R =620 N

3) Meéthode des projections :

Gros ceuvres
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coordonnées de vecteurs
e dans le systeme d'axes choisi

y ! >

B X
e - =7 "
R

/'/‘E)/ -7 )
® P 7
o
B

Fcozp

Fzinf

—Pzina

—Pcosa

=)

-
Le skieur est e, équilibre donc d’aprés la premicre loi de Newtonz Fext =0.cCe qui donne ici la

relation: F+ R+ P =0.0n projette cette relation sur les deux axes Gx et Gy.

SurGx - 0+ FCOSB — Psina =0 done F = 21% _ 479N

cosf
surGy: R+ Fsinf—Pcosa =0 donc
R =Pcosa — Fsinf=Pcosa — Psinatanf = 615N

Exercice 3 :

Etude d'une chute verticale :

1) Chute libre :
Par définition, un solide est en chute libre s'il n'est soumis qu'a son poids.
On peut étudier la chute dans le vide, elle est parfaitement libre..
Dans l'air, un objet en chute, est soumis a la poussée d'Archimede et la force de frottements
fluide, exercées par l'air, mais ces forces sont faibles et négligeables par rapport au poids dans
certaines conditions : faible hauteur (quelques meétres) et faible vitesse.
2) Chute verticale libre, sans vitesse initiale :
Une bille métallique de masse m est lachée a 6,0 m du sol, sans vitesse initiale, d'un point pris
comme origine d'un axe vertical
-
(O, ] ) orient¢ vers le bas. (g = 9,80 N.kg'1 )
a) S'agit-il d'une chute libre ? Justifier.
b) Faire un schéma en représentant axe, origine et force(s).
c) Etablir I'équation différentielle du mouvement vérifiée par la vitesse v.
d) Déterminer les €quations horaires du mouvement ( a, v et y en fonction du temps)
e) Déterminer I’instant t; et la vitesse v, ou la bille frappe le sol

Réponse :

a) La poussée d'Archimede P, dans l'air est négligeable par rapport au poids P de la bille. La
vitesse de la bille et la hauteur de chute sont faibles, la force de frottement fluide exercée par
l'air sur la bille est donc négligeable par rapport au poids. Le poids est donc la seule force
exercée sur la bille. La chute est donc libre.

‘ Ofppt/drif/cdc/btp ‘ Technicien Spécialisé
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b) On étudie la bille (systéme) dans le référentiel terrestre galiléen, auquel on DI!.
—r

associe le repere (O, ] ). |
- |
] Vertical vers le bas. !

—> L

P ) e

Force : poids vertical vers le bas, P=m. g LS

c¢) Deuxieme loi de Newton : Dans un référentiel Galiléen, la somme des forces
extérieures appliquées a un solide est égale au produit de la masse m du solide par

I'accélération de son centre d'inertie.
—> —» —> —> D
=m. d ;m.‘g =m. d = & - a
Dans ce cas, le mouvement est rectiligne vertical,
> >V o7
a - a - yetOM —y ]

v -
On projette sur l'axe :a=ay=g ; a=dv/dt = dv/dt=g (équation différentielle)

d) Pour déterminer la solution de I'équation différentielle, on cherche la fonction v qui admet
g comme dérivée :

v=g.t+k; (k; étant une constante)

Pour déterminer la constante k; , on utilise les conditions initiales :

At=0s,v=k =vo=0ms' = v=g.t , soit dy/dt=g.t

La fonction y qui admet g. t comme dérivéeest: y="2g. t>+k, ( k, étant une constante)
At=0s, y=k=yo=0m = y=)g.t?

Equations horaires du mouvement : y=1%g. t? v=g.t et a=g

e) Soit A le point du sol a la verticale de O, ya=6,0m. ya="%2g.t% ; t?=2ya/g

t = \f_ 2yalg= ‘f_(2 x 6,0/9,80)=1,1s (2 chiffres significatifs en accord avec les
données)

Calculdev;: vi=g.t; , vi=980x I,1=11 m.s™

Dans d'autres exercices, vy et yo peuvent €tre non nulles, les constantes k; et k, interviennent
alors.
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