Chapitre 3
Le théoréme de Gauss
Objectif particulier 1.3

Employer le théoréme de Gauss pour résoudre des problémes de distributions de charges
continues afin de déterminer le champ électrique.

Le flux électrique

Le champ électrique produit par des charges peut étre visualisé par les lignes de champ électrique. Les
lignes de champ électrique obéissent aux régles suivantes:

1. Les lignes de champ électrique partent des charges positives et se terminent sur les charges
négatives.

2. Les lignes de champ électrique ne se croisent jamais.

3. Les lignes de champ sont paralléles a la direction du champ électrique en chaque point.

4. Le nombre de lignes de champ électrique par unité de surface est proportionnel a la grandeur du

champ électrique en chaque point.
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Le flux électrique donne une indication du nombre de =

lignes de champ électrique traversant une surface. =~ = | —m—————c =
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Pour un champ électrique uniforme, le flux électrique
traversant une surface perpendiculaire au champ >
électrique se calcule simplement avec —

(DE = F AJ_
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ou D, est le flux électrique en newtons métres carrés par coulomb,

E est le champ électrique en newtons par coulomb
et A4, est la surface perpendiculaire en métres carrés.

Note: Le cas ou un champ électrique uniforme traverse une surface (plane) perpendiculaire illustre la
situation la plus simple pour le calcul du flux électrique.
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Si la surface n'est pas perpendiculaire au champ kKt >
électrique mais que le champ électrique est >
uniforme, la projection de la surface dans un plan ———
perpendiculaire au champ électrique donne un flux > '\‘
électrique qui se calcule encore simplement avec - Dl
// >ﬂ"“‘
b = EA’ > o0t
ou D, est le flux électrique en newtons métres carrés par coulomb,
E est le champ électrique en newtons par coulomb
et A’ est la projection de la surface sur un plan perpendiculaire (au champ électrique
uniforme) en meétres carrés.
Note: Le nombre de lignes de champ électrique traversant la projection d'une surface sur un plan
perpendiculaire (au champ électrique uniforme) est le méme.
Pour un champ électrique uniforme, le flux électrique X
se calcule avec 0
>
B x —
O = E e A =FA4 cosl E
ou D, est le flux électrique en newtons métres carrés par coulomb,
E est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb,
A est le vecteur surface en métres carrés,
E est le champ électrique en newtons par coulomb,
A est la surface en métres carrés
et 0 estl'angle entre E et A en degrés.
Note: Le vecteur A est dirigé perpendiculairement a la surface. Il s’agit d’'une surface plane.
1. Un champ électrique uniforme de 4-10° newtons par coulomb traverse une surface de 4 cm?

a) Quel est le flux électrique traversant la surface si I'angle entre le champ électrique et la normale a la
surface estde 0° ?

b) Quel est le flux électrique traversant la surface si I'angle entre le champ électrique et la normale a la
surface est de 30° ?

c) Quel est le flux électrique traversant la surface si I'angle entre le champ électrique et la normale a la
surface est de 60° ?
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d) Quel est le flux électrique traversant la surface si I'angle entre le champ électrique et la normale a la
surface est de 90° ?

Démonstration du théoréme de Gauss

Si le champ électrique n'est pas uniforme ou si la surface n'est pas plane, le flux électrique se calcule avec
D= J‘ J EedA

ou D, est le flux électrique en newtons métres carrés par coulomb,
E

est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb
et d est le vecteur élément de surface infinitésimal en métres carrés.
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Cette intégration est souvent simplifiée par la géométrie de la surface ou la symétrie du champ E. La
surface de Gauss est une surface fermée choisie pour que l'angle soit de 0° ou 90° entre E et dA partout
a la surface, ainsion aura E ¢dA =0ou EedA =F dA.

Par exemple, une particule chargée produit un champ électrique radial autour d'elle. Dans ce cas, la surface

de Gauss est une sphére avec la particule au centre. Le champ électrique a la surface de la sphére
entourant une particule chargée est constant, ainsi, le flux électrique net (pour une surface fermée) est

(©c) = ffEedA =E §fda=E(47,)

Surface de Surface de
Gauss Gauss
ou (q) E)net est le flux électrique net en newtons métres carrés par coulomb,
E est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb,
dA est le vecteur élément de surface infinitésimal en meétres carrés,
E est le champ électrique en newtons par coulomb,
dA est I'élément de surface infinitésimal en métres carrés
et r est le rayon de la surface de Gauss en meétres.

A I'aide de I'expression du champ électrique pour une particule chargée, on a

kgq. . 4 A
E= qzmt — Gine > - (CDE)M :E(47'Cr2):( Dint 2}(4717'2):@
dngyr dmeyr €0
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ou E est le champ électrique en newtons par coulomb,
k est la constante de la loi de Coulomb (8,99-10° N-m?/C?),
G ine est la charge a l'intérieur de la surface de Gauss en coulombs,
A est la permittivité du vide (8,85-10™% C*/N-m?),
r est le rayon de la surface de Gauss en métres
et (q) E)net est le flux électrique net en newtons métres carrés par coulomb.

Ce dernier résultat, obtenu pour une sphére entourant une charge seule, est valide pour n'importe quelle
surface fermée entourant une distribution de charge. Cette relation s'appelle théoreme de Gauss. Le
théoréme de Gauss donne la relation entre la charge totale a l'intérieur d'une surface fermée et le flux
électrique net (traversant cette surface fermée), soit

ﬁfi o dA =i
Surface de €o
Gauss
ou E est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb,
dA est le vecteur élément de surface infinitésimal en métres carrés,
G est la charge a l'intérieur de la surface de Gauss en coulombs
et A est la permittivité du vide (8,85-10™% C*/N-m?).

Le théoréme de Gauss sert généralement a trouver I'expression du champ électrique ou le flux électrique.

2. Soit la distribution de charge et les
surfaces fermées ci-jointes avec les
valeurs de charge suivantes:

Q1:+50 HC ,
QQ:-ZO l,lC ,
Q3:+35 HC
et g+~-15uC
Sy
a) Quel est le flux électrique traversant la surface S; ?
b) Quel est le flux électrique traversant la surface S, ?
c) Quiel est le flux électrique traversant la surface S; ?
d) Quel est le flux électrique traversant la surface S, ?
3. Soit un fil rectiligne de longueur infinie chargé uniformément. La densité linéaire de charge du

fil est A =500-10° C/m.
Note: La surface de Gauss pour un fil rectiligne est un cylindre fermé avec le fil au centre.
a) Quelle est I'expression du flux électrique produit par une longueur ¢ de fil ?

b) Quel est le flux électrique produit par une longueur de 20 cm de fil ?
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c) Quelle est I'expression du champ électrique a une distance r du fil ?

d) Quelle est la grandeur du champ électrique a la distance de 5 cm du fil ?

Les isolants chargés

Les charges sont immobiles a l'intérieur d'un isolant parfait; il peut y avoir la présence de charges et d'un
champ électrique a l'intérieur d'un isolant parfait en équilibre électrostatique. Le théoréme de Gauss permet
de calculer le champ électrique pour les distributions de charges ayant une géométrie simple. La surface de
Gauss employée possede, comme avant, la méme symétrie que la distribution de charge.

Pour une distribution de charge a symétrie sphérique, on emploie une surface de Gauss de forme
sphérique dont le centre coincide avec celui de la sphére isolante. Pour une sphére isolante ayant une
densité volumique de charge constante, la densité volumique de charge est alors

_9_30
V 4na’
ou Y2 est la densité volumique de charge en coulombs par métre cube,
0 est la charge totale de la sphére chargée en coulombs,
|14 est le volume de la sphére chargée en métres cubes
et a

est le rayon de la sphére chargée en meétres.

L'expression du champ électrique a I'extérieur de la sphére isolante est trouvée a l'aide d'une surface de
Gauss ayant un rayon plus grand que celui de la sphére isolante chargée.

——————— (™
Surface de .~ ~._ Surface
Soit I’isolang” “de Gauss
3EondA=z~:A=E(41:,2)=g , X
1 \
Surface de €o " III
Gauss \ |
\ {
k \ /
= E - —Q 3 = —2Q \ /’
Ingr r
\\\\\\\\\\\\\\\\\ r>a
ou E est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb,
dA est le vecteur élément de surface infinitésimal en meétres carrés,
E est le champ électrique en newtons par coulomb,
A est la surface en métres carrés,
0 est la charge totale de la sphére chargée en coulombs,
&, est la permittivité du vide (8,85-10"% C*/N-m?)
r est le rayon de la surface de Gauss en métres
et k

est la constante de la loi de Coulomb (8,99-10° N-m?/C?).

L'expression du champ électrique a l'intérieur de la sphére isolante est trouvée a l'aide d'une surface de
Gauss ayant un rayon plus petit que celui de la sphére isolante chargée.
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La densité volumique de charge sert a déterminer la
quantité de charge a lintérieur de la surface de

Gauss, soit

4
= STEFSJP

4 3j 30 \_/
— Ty =7
3 47T,a3 a
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ou q i est la charge a l'intérieur de la surface de Gauss en coulombs,

r est le rayon de la surface de Gauss en métres,

Y2 est la densité volumique de charge en coulombs par métre cube,

0 est la charge totale de la sphére chargée en coulombs
et a est la rayon de la sphére chargée en metres.
Ainsi, on a

3
{:ondAzEA=E(4nr2 )= Q
Surface de €o a &o
Gauss
r kQOr
= E= O ;= Q3
ITeoa a
ou E est le vecteur champ électrique en newtons par coulomb,
dA est le vecteur élément de surface infinitésimal en métres carrés,

E est le champ électrique en newtons par coulomb,

A est la surface en métres carrés,

r est le rayon de la surface de Gauss en métres,

q est la charge a l'intérieur de la surface de Gauss en coulombs,

£, est la permittivité du vide (8,85-10™'2 C¥/N-m?),

0 est la charge totale de la sphére en coulombs,

a est la rayon de la sphére en métres
et k est la constante de la loi de Coulomb (8,99-10° N-m?/C?).

EA
E=kQ
k ( a3 r
2
Pour r=a, le champ électrique calculé par I'une ou a E=kQ
l'autre des expressions est le méme. 2 2
a "

4, Soit une sphére isolante avec un rayon de 12 cm et une densité volumique de charge de

8 uC/m®.

a) Quelle est la charge totale de la sphére isolante ?

b) Quelle est la grandeur du champ électrique a une distance de 15 cm du centre de la sphére ?
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C) Quelle est la charge a l'intérieur d'une surface de Gauss ayant un rayon de 6 cm ?
d) Quelle est la grandeur du champ électrique a une distance de 6 cm du centre de la sphére ?

5. Soit un cylindre isolant de longueur infinie avec un rayon de 12 cm et une densité volumique
de charge de 8 uC/m°.

a) Quelle est I'expression du champ électrique a I'extérieur du cylindre isolant a la distance r de I'axe du
cylindre ?

b) Quelle est la grandeur du champ électrique a I'extérieur du cylindre en un point situé a 15 cm de l'axe
du cylindre ?

c) Quelle est I'expression du champ électrique a l'intérieur du cylindre isolant a la distance r de I'axe du
cylindre ?

d) Quelle est la grandeur du champ électrique a l'intérieur du cylindre en un point situé a 6 cm de I'axe
du cylindre ?

Les conducteurs chargés

Le champ électrique a l'intérieur d'un conducteur est nul si les charges sont immobiles. En effet, s'il y avait
un champ électrique dans le conducteur, les électrons libres se déplaceraient. Donc, en électrostatique
(lorsque les charges sont immobiles), le champ électrique dans les conducteurs est toujours nul.

E \ I / Surface du

On montre que le champ électrique prés de la > S, conducteur
surface d'un conducteur en équilibre électrostatique
est perpendiculaire a cette surface. En effet, si le
champ électrique n'était pas perpendiculaire a la - —>
surface, il y aurait une composante paralléle a la
surface qui causerait un déplacement des électrons
libres situés a la surface du conducteur.

On montre également que l'intérieur du conducteur est neutre et que toute la charge se trouve sur la
surface du conducteur. En effet, en prenant une surface de Gauss juste sous la surface du conducteur, le
flux électrique net devient nul (puisque le champ électrique est nul dans un conducteur) et donc la quantité
nette de charges est nulle a l'intérieur du conducteur.

Dans le cas ou il y aurait une charge située dans une
cavité isolée a l'intérieur d'un conducteur, une charge
de grandeur égale et opposée est induite sur la face
intérieure de la cavité afin que la charge nette a
l'intérieur du conducteur soit encore nulle.
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Le théoreme de Gauss sert maintenant a trouver
I'expression du champ électrique prés de la surface
d'un conducteur. La surface de Gauss choisie est un
cylindre avec les extrémités paralleles a la surface

urface du conducteur

T
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du conducteur (I'une au-dessus et l'autre en- + H‘i + + +

dessous). Le flux électrique traverse j/f i | Surface %
perpendiculairement  I'extrémité extérieure du //j i~ = de Gauss %
cylindre. Alors, on a e

((I)E)net:EA:ﬂ :> E:E

€0 &0
ou (q) E)net est le flux électrique net en newtons métres carrés par coulomb,
E est le champ électrique en newtons par coulomb,
A est la surface en métres carrés,
o est la densité surfacique de charge en coulombs par métre carré

et & est la permittivité du vide (8,85-10™% C*/N-m?).

6. Une sphére conductrice ayant un rayon de 8 cm porte initialement une charge de 80 uC. Par la
suite, une charge ponctuelle de -20 uC est introduite au centre d'une cavité sphérique ayant
un rayon de 2,5 cm a l'intérieur de la sphére.

a) Quelle est la grandeur du champ électrique prés de la surface extérieure de la sphére conductrice ?

b) Quelle est la grandeur du champ électrique pres de la surface intérieure de la sphére conductrice
(dans la cavité) ?

c) Quelle est la charge totale sur la surface intérieure de la cavité de la sphére conductrice ?

d) Quelle est la charge totale sur la surface extérieure de la sphére conductrice ?

7. Un cylindre creux et conducteur porte initialement une densité linéaire de charge de 9 uC/m.
Le rayon du cylindre est de 3 cm. Par la suite, une tige mince ayant une densité linéaire de
charge de 5 uC/m est entiéerement glissée au centre du cylindre creux. La tige et le cylindre
ont, tous les deux, une longueur infinie.

a) Quelle est la grandeur du champ électrique prés de la surface extérieure du cylindre avant que la tige
chargée soit glissée a l'intérieur ?

b) Quelle est la densité linéaire de charge portée par la surface extérieure du cylindre creux aprés que
la tige chargée soit glissée a l'intérieur ?

C) Quelle est la grandeur du champ électrique prés de la surface extérieure du cylindre apres que la tige
chargée soit glissée a l'intérieur ?

d) Quelle est la grandeur du champ électrique a 2 cm du centre du cylindre aprés que la tige chargée

soit glissée a l'intérieur ?
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Réponses

. a) 1,6 N-m%C b) 1,386 N-m?/C c) 0,8 N-m?/C d) 0 N-m%C

N —

AL 2kM\
3. a)dy=— b)11,30-10° N-m*Cc)E =

) r
4. a)57,91 nC b) 23,16-10° N/C c) 7,238 nC d) 18,10-10° N/C

2
r
PR 1)433910° NIC Q) E = 2
2 sl Eo
a) 84,30-10° N/C b) 288,0-10° N/C c) +20 uC d) +60 uC
7. a)5,400-10° N/C b) 14 uC/m c) 8,4-10° N/C d) 4,5-10° N/C

d) 180-10° N/C

5. a)E= d) 27,12.10° N/C

o

. a)9,61-10° N-m?/C b) -2,260-10° N-m?/C c) 0 N-m?/C d) -1,695-10° N-m?/C
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