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fiche n%1 fiche n°L (suite)
CALCUL ALGEBRIQUE Racines carrées
Ja est l'unique solution positivee I’équationx2 =a.
Fractions \Ja est défini si et seulement ai> 0.
a . . 2 >
b est défini si et seulementlsi= 0. Ja=0 (\/a) =a va“© =|a|
3 geas a)_ -fah (B-Y8 asoetbso
~=0sa=0 Sgr(bj_Sgr(ab) 5~
a c_ad+he a c_ac a.c_ ad Ja+b<+a+vb  Maisen généraka+b = Ja+b
b d bd b d bd b'd bc O<a<be+Ja<b
a b>0 b>0
= Ja=be Ja<be sia>0
ac= b_2 a_a a=h? a<b?
b c hc b b b>0
c Ja>beb< Oou{ o
Puissances a>b
a’=1 a"=ax..xa (nfois) sineN* Valeurs absolue; . a a
a1 Yo b bina Al asiax donc ~lal<a <|a et|0l= 0
a T an a'"=Ya a’=e""sla>0 2] —-a sia<0 |a| = Max(a,~a) 0]
b
2P % af = gP*c a _ b (ab)czabc la|>0 \a\:\/¥ pour touta réel
a’ al_|a|
2 (a)° |ab|=|a||b] —|=r— sib=0
a® xb® = (ab)® _Cz(_) bl |b]
o b® \b la+b|<|a|+|[b|  Mais en général|a+b|«|a|+|b|
Inéqgalités .
Pour comparer deux nombres réels, on étudie le signieud O<a<b=]a|<|b| Mais: a<b<0=|b|<]a
diffét;enct;e: a<beb-a>0. ) |a|=b< a=boua=-b
a<b et <c:a<c'(onn(')tea< <c) \a\<bc>—b<a<b Sib>0
a<beta<b' =a+a<b+b b b b
O<a<betO<a<b = aa'<bb' (seulement s'ils sont positifs) \a\> —a<-boua>
a<b=a+c<b+c Inverses L1
ac<bc sic>0 a<bo <= sietseulement aietb sont de méme signe.
a<b= i b a
ac>bc sic<O
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fiche n2

IDENTITES REMARQUABLES

Identités usuelles
(a+b)? =a?+2ab+b?
(a-b)? =a%—-2ab+b?
(a-b)(a+b)=a’-b?
(a+b+c)?2=a?+b?+c?+ 2ab+ 2ac+ 2bc
@+b)®=a’+3a%b+3ab%+b°
@-b)®=a’-3a%b+3ab%-b°
a®—b® = (a-b)@?+ab+b?)
a®+b® =(a+b)(@® -ab+b?)
a"-b"=(a-b)@" *+a"b+a"p%+..+ab"?+b" Y

n-1 n-1
an _ bn — (a_ b)z an—l—kbk — (a_ b)z a.kbn—l—k
k=0 k=0

La formule a" + b" ne se généralise quensést impair
n-1
a"+b" = (a+b)) (-Hka" T p"
k=0
Formule du bindbme de Newton

R ol LR BOSEEE ! ALLA B n n!
(a+b) —Z[kJab _Z(kja b avec[k]

s = ~ ki(n—k)!

Propriétés [n?kJ = @ et[nllj:@{kil]

ConséguenceZ(Ej =2 D (1) [EJ =0
k=0 0

k=t
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fiche n3

SOMMES ET PRODUITS

Propriétés des Sommes

n n n n n
Z?\.Uk=7\.zuk Z(Uk+vk)=zuk+zvk
k=p k=p k=p

k=p k=p

n q n
Sip<g<n: D u =D U+ D Uy
k=p k=p

k=g+1

n n

Y a=a(n-p+l) D Uiy = Uy) = Unyg — U
k=p k=p

Sommes usuelles

n n
Zk:n(n+1) Z:kzzn(n+1)(2n+1)
k=1 2 k=l 6

n 2 2 n _ oyl
Zk3=M Xk = 12X =S,(x) sixz1l
k=1 4 k=0 1-x

n
Sixz1l: Y kM=8,(x) D kk-1)x?=8"(x
k=0 k=0
Propriétés des Produits

[Truec =2"P] T u H(Uka)=[H uk](Hka
k=p k=p k=p k=p

k=p
n q n
Sip<g<n:[]uy =£Huk]( 11 UKJ
k=p k=p k=g+1
lﬂla:an—pﬂ ﬁuk+1 :m
k=p kep U Up

Produit usuel

n
[[x=n Propriétés(n+1)!= (n+1) xn! et Ok 1
k=1
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fiche n4

ENSEMBLES

Inclusion
Un ensembleA est inclus dans unnsembleE (Ac E) si tout
élément de\ est élément dE. Alors A est une partie de.
SiAcBetBcC alorsAcC.
A=B< AcB etBc A.
L’ensemble des parties @eest noté ~ (E).

Intersection de deux parties deée
ANB={xeE /xe Aetxe B}.
Deux ensembleA et B sont disjoints SiANB = .
Propriétés AnB=Bn A
(AnB)NnC=An(BNC) nott AnBNC
Ac BNC sietseulementshc B et AcC
Réunion de deux parties dé=
AUB={xeE/xeAouxeB}.
Propriétés AUB=BU A
(AuB)uC=AuU(BUC) note AuUBUC
AUBcC sietseulementshcC etBcC

Distributivité
(AnB)uC=(AuC)n(BUC)
(AuB)NnC=(AnC)u(BNC)

Complémentaire
A={xeE/xgA.

Propriétés A=A Amﬂzgi B AUA=E
Ac B siet seulement 8 « A
Lois de Morgan AUB=ANB ANB=AUB

Différence de deux parties dé=
A—Bz{XeE | xXeA et xg¢ B}.

Donc A—-B=ANB.

fiche n4 (suite)

Différence symétrigue de deux parties d&

AAB={xeE | xeA ou (exclusif) xe B}.

Donc AAB = (AU B)-(ANB).

Donc AAB = (AUB)N(AUB) = (AnB)U(ANB).
Partition d'un ensembleE

Des partiesA, Ay, ..., A, deE forment une partition dg si :
- Elles sont deux a deux disjointegy: " A; = sii # j.

n
- Leur réunionesk: | JA =E.
i=1
Cas particulier une partieA et son complémentaire.
Produit cartésien de deux ensembles

ExF={(xy)/xeEetyeF} E?={(x,y)/xcEetycE}
Par récurrence, on généralise au produit de plusieurs ensemlt
EP est lensemble dgslistes (X, Xp) d’éléments dé.

bles et
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fiche n5

RECURRENCE

Premier théoréme de récurrence
Soit P(n) est une propriété définie pour tout entiex n.

Si les deux condtions suivantes sont vérifiées :

1) Initialisation: P(n,) est vraie.

2) Heredité: Chaque fois queP n( st vraie pournxng, alors
P(n+1) est vraie.

Alors P(n) est vraie pour tout entigr> ng.

Conseils de rédaction d’'une récurrence

. Bien définir la propriétéP(n) .

. Initialisation : Déterminer le premier entien, et démontrer que

P(n,) est vraie.

. Hérédité: Supposer queP(n) est vraie pour un entien>ng.
Démontrer que (pour ce rMP(n+1) est vraie.

« Conclusion: En appliquant le théoréme, conclure qurén) est
vraie pour tout entiem= nj.

Deuxieme théoréme de récurrence (récurrence forte)

Soit P(n) est une propriété définie pour tout entiex n,.

Siles daix condtions suivantes sont vérifiées :

1) Initialisation: P(n,) est vraie.

2) Heérédité: Chaque fois que (pour un entiee ny) P(K) est vraie
jusgu’an (c’est-a-dire pour tout enti&rtel que n, < k< n), alors
P(n+1) est vraie.

Alors P(n) est vraie pour tout entigr> ng.

Conseils de rédaction

Hérédité: Supposer queP(n,), P(n,+1, ..., P(n) sont vraies

pour un entiern>ny.
Démontrer que (pour ce M(n+1) est vraie.
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fiche n%

ENSEMBLE DES REELS

Majorants d’une partie

Un réelM est majorant d’'une partedeR si: Vxe A x<M.

Tout réel plus grand qud est aussi un majorant de

SiM e A, alorsM est le plus grand élément denoté Max A.
Borne supérieure

La borne supérieure d& eg le plus petit desmajorants deA (s'il
Vxe A xX<M
Ve>0 IXxe A M-g<x<M

(M est majorant, mais, pour togit- 0, M —g n’est pas majorant)
Minorants d’'une patrtie

Un réelm est majorant d’'une partiedeR si: VXxe A x=>m.

Tout réel plus petit qum est aussi un minorant de

Sime A, alorsmest le plus petit élément ée noté Min A.
Borne inférieure

La borne inférieure dé eg le plus grand desninorants deA (s'il
vVXe A m<x

Ve>0 Ixe A m<x<m+eg

existe) :M = SupA < {

existe) :m=Inf A= {

(m est minorant, mais, pour togt>- 0, m+¢ n'est pas minorant)
Propriété fondamentale de I'ensemble des réels

Toute partie majorée non vide &e posséde une borne supérieure.

Toute partie minorée non vide & posséde une borne inférieure
Partie entiére d’'un réel

On appelle partie entiere d’un réek plus grard entierinférieur ou
égal ax.

Notations: Ent(x) ou| x |.

Propriété caractéristiquevx eR Ent(X)< x < Enti )+ 1.

La fonction partie entiére est une fonction en escalier croissante

U
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fiche n%7

TRIGONOMETRIE

Définitions
A tout réel® on associe I'unique poif du cercle trigonométrique
tel que® soit une mesure de 'ang(@,OM). Alors :
e CosD est 'abscisse du poi.

e sin® est 'ordonnée du poimd.

e tand= ﬂ et cotand = @
coso

sind
Formules de base
cog 0+ sirfo=: =1+tarf® ——— =1+ cotarf
cos 0 sin“ o
Lignes trigonomues usuelles
0 0 /6 /4 /3 /2
1
coso 1 ﬁ ﬁ = 0
2 2 2
1
sin® 0 = Q ﬁ 1
2 2 2
tan® 0 1 1 J3
an N
1
cotard \/\73 1 «@ 0
Symétries
Ccos(0)= co® sin(-0)=—sind tan-0)=— tarp

tan(t—6)=— tarp
tan(t + 6 )= tard

tar’(;t - e) = cotarp

tar{;t + e) = —cotarp

cost—0)=—co® sin(n—0)=sind

cosft+0)=—co® sin(t+6)=-sind

CO{Tt - 9) =sin® sin(7t - 6) =cos)
2 2

cos{Tc + GJ =-sind sin[7t + 6) =cos)
2 2

fiche n7 (suite)

Formules d’addition
cos@+b)= com cob— sia sim

cos@—-b)= coa cob+ sia sim

sin@+b)=sina cob+ coa sin

sin@—b)= sina cob— coa sin

tana+ tarb

1-tana tarb

tana— tarb

1+ tana tarb

Formules de duplication
cosa= coda- sifa= 2cda- 4 1 24ia
sin2a = 2sim cos

2tana
1-tarfa
Transformation de produits en sommes (linéarisation)

cosa codb = % [cos'{+b } cos(-b cos a= % (I+ cosa

tan@+b)=

tan@—-b)=

tan2a =

sinasinb = —% [cos&+b )} cos{—b ) sin’ a=%(1— cosa

sinacosb:% [sin@+b ¥ sind—b ) sinacosa:% sin2

Transformation de sommes en produits

Cosp+ Cog| = ZCOiEHZ——q cegg—q
cosp— cog|=-— ZsiFPJZr—q siél);—q

sinp+ sinq = Zsinp;r—q cosl?;—q

sinp- sinq = 2(:osp;—q SiFP;—q
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fiche n8

INOMBRES COMPLEXES

EnsembleC
L’ensemble C est muni de deux opérations internes (addition
multiplication). 1l a une structure de corps commutatif.

Il posséde un élément natgui vérifie i* = —1.

Il ne possede pas de relation d’'ordre compatible avec les opérat
Forme algébrique

vzeC 3(xy)eR® z=x+iy.

X =Re(z) est sa partie réelle gt=Im(z) sa partie imaginaire.

zest réel ssim(z) =0 z est imaginaire pur s$ke(z)= 0

S Z.<:>{Re(z)= Reg

Im(z) =Im(z")

Il 'y a bijection entreC et le plan de repére orthonorn@®,id,v).

Tout pointM (x, y) a pour affixez=x+1iy.
Nombre complexe conjugué

VzeC Z=x-iy six=Re@z)ety=Im(2).

zestréelsse=7 z est imaginaire pur ssi=-Z

Propriétés z+z'= 7+ 7'

Re(z)= izz etim(z) = 2=

Module d’'un nhombre complexe

VzeC |Z=x*+y* six=Re@)ety=Im(z).
Le module de est la distanc®M siz est I'affixe deM.
|z| =0 2z=0

Propriétés |z =|z| |Z|=\/E
lz|=|4x|z]  |Z|=|F" ZZ =H |2+ 2] <|7+|z]

or

fiche n8 (suite)

Argument d’'un hombre complexe non nul
Si et siM est le point d’affixez, arg(z) est l'angle (G,OM) et
par abus de langage toute mesure de cet angle.
Re(z) Im(2)

Siz#0:arg@z)=0< coP=——
4 E

et si=

zest réel ssargz)=0 (t)

z est imaginaire pur ssirg(z)sg )

Propriétés arg@z)=-arge) (& arg@z")=narg¢) ('

arg(zz’)= arge i argt ) (2 arg(;jz arge )- argt ) (2
Notation exponentielle

VO eR cosh+i sird=e°.

Forme trigonométrique d’'un complexe non nul
Pour toutzeC*, il existe un unique réel >0 et un réeld unique a

2kn prés keZ) tels que z=r(cosd+i sim )=re’. Etr =|7.

z=7'<|7=|z] et argt = argt ) (2
Formules d’Euler

0 -i0
et sirﬂ=l
2

0, -i0
V0 eR cose=e +€

Formule de Moivre
vneZ VOeR (cosO+isim § = cosm0+i sind.
Racinesn-eémes d’'un complexe non nul

Les racines-émesdeZ sort les slutions dez" = 7.
.[a 2kn

) i| —+——
SiZ=Re*, ily anracinesz, = yRe

n n

] pourk e [O,n—1].

Leur somme est égale a 0. Elles sont toutes obtenues en mult
'une d’entre elles par les racineemes de l'unité.

2km
Il'y an racines-émes de I'unitéo, =e " = (o) pourk e [O,n—-1].

10

pliai
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fiche n9

APPLICATIONS

Application
Une applicatiorf d’'un enserhle E vers un ensemblg associe a tout
elémentx deE un unique élémentdeF : on notey = f(X).

Si y= f (x), alorsx est_unantécédent dg ety est Iimage dex.

Restriction et prolongement d’une application
Sif est une application de dansF etsi Ac E, la restriction dé a
A est l'application notég , de A dansF qui coincide aved pour
tout élément d&: Vxe A f,5,(X) = f(X).

Sif est une application dedansF et si E — B, une applicationy de
B dansF est un prolongement dedB sif est la restriction dg aE,
(f =g,g), doncsi:vxeE g(x)= f(x).

La restriction est unique, mais pas le prolongement.

Image directe
Sif est une application dé dansF etsi Ac E, on appelle image

(directe) deA parf 'ensemble des images des élémentA de
f(A)={yeF/IxeA y=f(x)}
Propriétés Si Ac B alors f(A) c f(B)
f(AuB)=f(AuU f(B)
f(AnB) c f(A)n f(B) (égalité sf injective
Image réciprogue
Sif est une application dé dansF etsi Bc F, on appelle image
réciprogue d® parf I'ensemble des antécédents des élémeris:d
f(B)={xeE/f(x) e B}
Propriétés Si Ac B alors f (A) < f (B)
fY{(AUB) = f YA U fB)
f Y ANB)= f YA N fB)
Si Ac E,alorsAc ff(A)] (égalité sf injective).
Si Bc F, alors f[ f (B)] = B (égalité sf surjective).

1]

fiche n9 (suite)

Injectivité
Une applicatiorf de E dansF est injectivesi tout élémenty € F
posséde au plusm antécédent dais
Pour tout élémeny € F, I'équation f & )= y possede au plus une
solution dang.
La fonctionf est injective si et seulement si pour toyst x, deE
ona:f(x)=f(X)= X=X,

Surjectivité
Une applicatiorf deE dansF est surjectivesi tout élémenty e F

posséde au moing1 antécédent daiis
Pour tout élémenty e F, I'équation f & )=y posséde au moins
une solution dank.
Bijectivité
L'application f eg bijedive si tout élémenty e F posseéde ur
unigue antécédent daBs
Pour tout élément € F, I'équation f & )=y posséde exactement

une solution dank.
f est bijective d& dansF ssi elle est injective et surjective.

Si f est bijective deE dansF, on lui associe une applicatign
réciproque f 1 de F dansE qui & tout élément dE associe sor
unique antécédent y = f 1(x) < x = f(y).

L'application réciproquef ! est bijective dé& dansE.

Composée de deux applications
Sif est une application de dansF etg une application d& dans
G, on appelle composée tiparg I'application deE dansG définie
par:vxeE (go f)(X)=g[f(X)].
Sif etg sont injectivesgo f est injective.
Sif etg sont surjectivesgo f est surjective.

Sif etg sont bijectivesgo f est bijective e(go f)™*= f tog™,

Sif est bijective d& dansF, alors : f 2o f =Id; et fo f 1 =1d.
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fiche n°10

POLYNOMES

On noteK =R ou K =C etXla fonctionx — Xx.

Définitions
Un mondme suK eg delaforme ax® ollkeN etacK .
Un polynémeP surK est une somme finie de monémes.
Si le polyndmeP n’est pas nul, il existe un uniquesN et un unique
(3y,....a,)e K™ aveca, = 0 tels que :P=a, +a, X +...+ a,X".
a,, ..., a, sont les coefficients dé et a, son coefficient dominant.
K[ X] est 'ensemble des polynémes a coefficients #ans

Degré d’'un polynéme
SiP est non nuln est unige et s'appelle le degré &e
Par convention, le polyndme nul a pour degré.
d°(P + Q) < Max(d°P,d°Q) d°(PQ) = d°P+d°Q
d°(P-Q) =d°Pxd°Q d°P'=d°P-1siP'#0
K,[X] est 'ensemble des polyndbmes= K[ X] tels qued°P <n.

Egalité de deux polynémes
Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le rdégré et
les mémes coefficients.
Division euclidienne
Si A et B appartiennent &K[X] et B=0, il existe un unique coup
(Q,R) de polynbmes d&[ X] tels queA=BQ+ R et d°R< d°B.
Si R=0, A est divisible paB ou multiple deB, etB est diviseur dé.
Racines d’'un polynéme
Un élémento € K est racine du polynbme si P ()= 0.
o est racine d@ si et seulement 9 est divisible par(X —a.).
Ordre de multiplicité d’une racine

a. est racine d’ordren deP siP est divisible pa(X —a)™, mais pas pa

(X—a)™ : P=(X-a)"Q avecQ(a) # 0 et d°Q = d°P—m.

o est racine multiple d’'ordne du polyn6meP si et seulement si :
vke[om-1 P®(@)=0 et P™M(q)=0.

fiche n°10 (suite)
Formule de Taylor

F)(k)(“)(x —a)*.

VPeK[X] VaeK P(X)=)
k=0

Théoreme de D’Alembert-Gauss
Tout polyndme non constant admet au moins une raaine.
Conséguence 1Un polynéme de degméa au plus racines distinctes.
Conséquence 2Un polyndmeP € K, [ X] qui s’annule au moins1+1

fois est le polynéme nul.
Polynémes irréductibles
Un polyndmeA non constat est irréductible dan&[X] s’il n'admet

pas de diviseuB dansK][ X] tel quel< d°B < d°A.
DansC[X], les seuls polynémes irréductibles sont de degré 1.

Dans R[X], les seuls polynébmes irréductibles sont les polyn6me

degré 1 et les polyn6mes de degré 2 aved).
Factorisation d’'un polyndme non constant

Dans ([ X], tout polyndmeP non constant admet une factorisation de
forme : P(X) =aH(X —a, )™ oua est le coefficient dominant de
et ou lesa sont toutes les racines complexes distincteB deec leur
ordre de multiplicitém, .

Si PeR[X], ses racines dang sont soit réelles soit complexd

conjuguées avec le méme ordre de multiplicité.
En calculant(X —a)(X —a) on obtient un polyndbme dR[X] de la

forme X2 + bX +c avec un discriminant négatif.
Donc dansR[ X], tout polyndmeP non constant admet une factorisati

m; <
de la forme :P(X) = a(H(X — oy )" )(H(X2 +b; X +¢;)" ) olla est
le coefficient dominant d®, ou les o, sont toutes les racines reell
distinctes deP avec leur ordre de multiplicitén , et ou les polyn6me

X2+ b; X +¢; ont un discriminant négatif et ont pour racines les rac
complexes conjuguées Beavec leur ordre de multiplicitsn, .

12
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fiche n°11

LOGARITHME NEPERIEN

Définition
La fonction logarithme népérien est 'unique fonction dérivabie
10+0[ qui vérifie In1=0 et vx e]0e]  (In)'(X) = ~.
X

. Tt
Expression In x = IT
1

Interprétation géométrigueSi a>1, Ina est laire (en unitég
d'aire) de la partie de plan limitée par la courf® @'équation

yzl, laxe Ox et les droites d'équations=1 et x=a. Si
X

O<ax<1, Ina est 'opposé de cette aire.
Propriété fondamentale
In(axb)=Ina+Inb pourtous réela>0 etb>0.

Conséguencesln(ak) =klIna pour tout entiek.
1 1 a
Inlva)==Ina Inf=|=-=Ina Inf—|=Ina-Inb
( ) 2 (a) (bj

Limites (o > 0)

. . . In@@+x
[im Inx= - im x*Inx=0 Iim ( ):1
x—0" x—0" x—0" X
. . Inx . Inx
im Nnx=+4x lim —=0 im —=1
X—>-+0 X—+0 X% x->1x—-1
Signe
X |0 1 +o
In - 0 +
Courbe ° : .
X |0 + B
o0
In +
— 00

INn1=0etlne=1 (e~ 2,71¢)
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fiche n?12

EXPONENTIELLE

Nombre de Neper
Le nombree estl'unique réel podif tel que Ine=1 : e~ 2718.

Définition
La fonction exponentielle est la fonction réciproqudadfonction
logarithme népérien. Pour toxt on noteexp(x) = e*.

y=e“ < x=Iny pourtout réex et tout réely > 0

Inx _

ConséquencesvxeR In(e*)=x et V¥xel0+of €
Propriété fondamentale

e*P = e? x &® pourtous réels etb.

Conséquences(e?)k = e*® pour tout entiek.

ea/z _ /ea e @ _ i e b _ e
e? e

X.

Dérivée
La fonction exponentielle est dérivable &ur vxeR (e*)'=e*.
Limites (o > 0)

a e -1
lim e*=0 lim [{“e* =0 lim =1
X—>—00 X—>—00 x->0 X
eX
lim e* =+o0 lim — =+ im x*e*=0
X—>-+00 X—>+o0 X & X—>+00
Signe
Elle est positive ¥xeR €*>0 .
Courbe
=ourbe i
X | —oo + 00

eXF0/+w /

14
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fiche n13
lAUTRES FONCTIONS EXPONENTIELLES

Définition
La fonction exponentielle de base> 0 est la fonction définie
xIna

par:vxeR exp(X)=a"=e€
L’exponentielle est la fonction exponentielle de base
Propriété fondamentale
a*"Y = a*xa¥ pourtous rélsx ety.
Mémes conséquences que pour I'exponentielle.
Dérivee
La fonction exponentielle de base ed déivable sur R:
vxeR (a¥)=a*Ina.

Limites
. x |t sia<l _ « |0sia<l1l
Iim a” = . Iim a” = )
X—>—00 03 a>1 X—>+00 +oo Sla>1
Signe
Elle est positive ¥xeR a*>0.
Courbes

a<l a>1
Croissances comparées
X

. a .
im — =40 sia>1eta>0.
X—>+o0 X%

15



Résumé du cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

fiche n?14
IFONCTIONS PUISSANCES
Définition
Si o est un réel ¥xel0 4o f, (X) = x* =e*N*,
- p
Cas particuliers x¥™ = ¥/x xP/4 =JxP = (3&)
Certaines fonctions puissances sont prolongealifes a
Propriété fondamentale
Xx* xy* = (xy)* pourtousx>0 ety>0.
x)" x*
Conséquencesx = (xk)“: (x"‘)k (J =
y o
Autres propriétés
X% x xP = x@PB (xo‘y3 — xP ﬁ — g9 P
xB
Dérivée
La fonction puissance est dérivablewete]0,+oof f', (X) = ax*™.
Limites
i +o Si <0 i Osia<0
lim x* = _ lim x% = )
x—0* 03 a>0 X—>+00 +o0 Sia>0
Courbes
1
0| 1 2 3 0| 1 2 3 o) l
a<0 O<ax<l1 a>1
Croissances comparéeéo. > 0)
X
fim x*Inx=0 im "X _o lim £ = 4o
x—0* X—>+o0 x* X—>+o0 x*
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fiche n°15

Fonction cosinus

FONCTIONSTRIGONOMETRIQUES

Fonction Arccosinus

La fonction cosinus est définie si®, périodique de périod@rn ef

paire. La fonction cosinus est continue et dérivableRsur
Sa dérivée est définie pak’x eR  (cos)'(x )= — sinx.

Elle n'admet pas de limite ero et en—oo.
x| O /2 T
coss 0O - -1 - O

1 0
cos| T T—
-1

I
cosx = 0 XEE )

cosa= cob< a=b (2 )oua=-b @

La fonction cosinus réalise une bijection[@er] dans[-1,1].

Sa réciproque est la fonction Arccosinus.

La fonction Arccosinus est définie si#l,1] a valeurs danfO, «].

vxe[-11] y=Arccosx< x= coy etye [0

La fonction Arccosinus est continue gud, 1] et dérivable suf—1,1].
-1

V1- %2

La fonction Arccosinus est strictement décroissantg-<iyt].

Sa dérivée est définie patvx €] -1,1] (Arccos) 'k )=

fiche n°15 (suite)

Fonction sinus
La fonction sinus est définie siR, périodique de périod@r
impaire. La fonction sinus est continue et dérivableRsur
Sa dérivée est définie palyx eR  (sin)'(x)= cox.
sinx

Elle n"'admet pas de limite ero et en—co. Mais lim —— =1.
x—>0 X
x| O /2 T
sin| 1 +

0 - -1
sino/'l\

sinx=0<x=0 ().

sina=sinb< a=b () oua=n-b (2

Fonction Arcsinus

La fonction sinus réalise une bijection @%ﬂ dans[-1,1].

Sa réciproque est la fonction Arcsinus.

et

La fonction Arcsinus est définie s{#1,1] a valeurs dan%—g,g]

vxe[-11] y=Arcsinx< x=siny etye [—g g}

La fonction Arcsinus est continue siil,1] et dérivable suj-1,][.

1

1-x2
La fonction Arcsinus est strictement croissante[sfiyl].

Sa dérivée est définie palvx €]-1,1] (Arcsin)'(x)=

X -1 0 1
Arccos| I - -1 - | \\\\
T /2 ~
Arccos| = T———_, K | \\

X -1 0 ]
Arcsin'l Il + 1 + ||
0 /2

Arcsin /2 / /
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fiche n°l5 (suite)

Fonction tangente

La fonction tangente est définie sDr=|R—{%+ kr/k eZ}, périodique de

périodern et impaire. La fonction tangente est continue et dérivablb .sU

Sa dérivée est définie pak’xe D (tan)'(x)= % = 1+ tarf x.
cos™ X

x | —m/2 0 =n/2
tan' + 1 +
—00

tanx=0=x=0 @)

tana=tarb< a=b
Fonction Arctangente

La fonction tangente réalise une bijection}#eg,%{ dansR .

Sa réciproque est la fonction Arctangente.

La fonction Arctangente est définie dRra valeurs dan%—g,%[.

VxeR y=Arctanx < x= tany etye}—g %{

La fonction Arctangente est continue $uret dérivable suR .

Sa dérivée est définie pavx eR  (Arctan)'(x)= 1 1 5
+ X

X —o0 0 +00
Arctan' + 1 +

0 /2
Arctan | /2 /

-
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fiche n°16 fiche n°16 (suite)

SUITES USUELLES

Suites vérifiant une récurrence linéaire d’ordre 2

Suites arithmétiques
Une suite (,, )esg arithmétique s’il existe un rédb (appelé raison

de la suite) telqueVneN u,4 =u, +Db.
Alors son terme général esyneN u, =uy +nb.
Pour tous les entiersetp: u, =u, +(n— p)b.

_ n Up + Uy
Pour tous les entierp<n : ZUK =(n- p+1)T
k=p
Suites géométrigues
Une suite @, )ed géométique s'il existe un réed (appelé raison

de la suite) tel quevVneN u, =au,.

Alors son terme général estneN u, =a"u,.

Pour tous les entiersetp: u, =a" Puy,.

n _an—p+1
Pour tous les entierp<n : Y u, =u,~——— sia=1.
1-—
k=p

Convergence ded")

as<-1 -l<ax<l a=1 a>1

Pas de limite| lim a"=0 | lim a"=1 | Im a" =+w
N—>+o N—>+00 N—>+00

Suites arithmético-géométriques
Une suite (, )eds arithmético-géométrique s'’il existe des rée

a=0 etbtels quevneN u,, =au, +b.

Si a=1, il existe un unique réet (point fixe) tel quea. = aa. +b.
Alors, la suite de terme généra} =u, —o est géométrique d

raisona. On en déduit/,, puisu, en fonction den.

S

11

Une suite , )suitune elation linéaire de récurrence d’ordre 2 §
existe deux réela = 0 etbtels que vneN u,,, =au,.;+bu,.
L'équation x? = ax+b est appelée équation caractéristique assd
a la relation de récurrence.
Elle équivaut &2 —ax—b = 0. Son discriminant est = a + 4b.
Premier cas: A > 0.
L’équation caractéristique posséde deux racines distigtesq, .
Alors il existe deux réels. et B tels que :
vneN u, =a(g)" +B(g,)"
On détermine les réels et B a l'aide des conditions initiales.
Deuxieme cas A =0.
L’équation caractéristique possede une racine dogble
Alors il existe deux réels. et B tels que :
vneN u, =(an+p)q"
On détermine les réels et B a l'aide des conditions initiales.
Troisieme cas: A<O.
L’équation caractéristique posséde deux racines comp
conjuguées que I'on met sous forme trigonométriqae= re et
o =re’.
Alors il existe deux réels. et tels que :
vneN u, =r"[acosn0)+p sinqo )]
On détermine les réels et B a l'aide des conditions initiales.

il

ciée

exes
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fiche n°17

ISUITES NUMERIQUES]

Définition
Une suite numérique est une applicatioriNl®u N * dansR .
La suite de terme généra), (image de I'entien) est notéew, )
Sens de variations
La suite @, )es crossantesi:Vne N u,,,—Uu, 0.

La suite @, )est décroissante s¥neN u,,—U, <0.

Si la suite est a termes positifda suite ¢, ) est croissante ssi|:

M£1_
u

u ..
4 > 1 et décroissante ssi/n eN

Un

Bornes d'une suite
La suite est majorée s'il existe un réetd que :vheN u, <M.

La suite est minorée s’il existe un réetel que :VneN u, >m.

La suite est bornée si elle est majorée et minorée.
Suite convergente
La suite @, )es corvergene sielle admet une limite réelle.

vneN

n

im u,=¢si:Ve>0 3 Vnzny |u,-/<e

N—+o0
Suite divergente
La suite est divergente si elle n’est pas convergéingea deuxcas: le
terme général tend vetisco ou bien il n'a pas de limite.
m u, =40 si: VA-0 dp VvVnzrny u,>A

N—-+o0
Compatibilité avec I'ordre (¢ et ¢' réels)
Si, a partir d’'un certain rangy, <v,, et :
. Si les suites U, )et {,,) convergent vers/ et ¢'alors ¢ </
(inégalité large méme si I'inégalité sur les termes généraux est st
. Si (u,) diverge verst+ o, alors ¢, )diverge vers+o.
. si (v,) diverge vers-«, alors (1, )diverge vers- .
Théoréme d'encadrement
Si, & partir d’'un certain rangy, < u, < W, etd les suies (v,) et (,)
sont convergentes vers le mérhealors la suite W, st convergente g
sa limite est/ .

rict

—

fiche n°L7 (suite)
Opérations algébriques sur les limites

TR v, U, + Vi,
0 A {4+ 0

+ o0 A + o0

—© A — o0

+ 00 + 00 + o

— 00 — o0 — 00

+0 | —oo | Indétermination
un Vn unVn
4 A o
0 0'#0 0
) 0 Indétermination
o0 o0 o0
U, A Uy / v,
4 0'#0 e

?#0 0 [e'e}
0 0 Indétermination
00 A o0
b4 00 0
) 0 Indétermination

Image d'une suite par une fonction(¢ etL réels ou infinis)
Si f est une fonctio définie sur un intervallel telle que
lim f(x)=L e si (u,) est une suite d’éléments deui a pour
X—>/

limite 7, alors la suite de terme général, (a pour limitel.

Convergence des suites monotones
Toute suite_croissante majorést convergente et sa limite est
majorant. Si elle n'est pas majorée, elle diverge vers
Toute suite décroissante minost convergente et sa limite est
minorant. Si elle n’est pas minorée, elle diverge vers
Suites adjacentes
Deux suites W, )et (v,) st adjacenes si (, ) est croissante ¢
(v,) décroissante, et sim (v,—u,)=0.
N—+o0
Alors les deux suites sont convergentes et ont la méme
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fiche n°17 (suite)
Négligeabilité

(u,) est négligeable devart,), notéu, = o(v,), s'il existe une
suite (¢,,) qui vérifie VneN u, =¢,v, et lim g, =0.
n

—>-+00

Si v, # 0 a partir d’'un certain rangy, = o(Vv,) Si et seulement S

. u
lim > =0.
n~>+oovn

Siu, =0(v,) etsila suitg(v,) est convergente, alors la sufte,)
converge vers 0.

Négligeabilités usuelles

e n*=o(rf) sio<a<p.

e (nn)*=o(rf) siaa>0 etp>0.

e n*=0o(") sia>0etp>0.

e n*=o(d") sia>0eta>1.

Propriétés

e Siu,=0(v,) etv, =o(w,), alorsu, = o(w,).

e Siu, =0(V,), alorsu,w, = o v, w,).

e Siu,=0(\v,) etu', =0(v,), alorsu, +u’, = o(V,) .
e Siu,=0(v,) etu’, =o(v',), alorsu,u’, = o(V,V,).

¢ = o(|vn|a) .

Mais la relation de négligeabilité n'est compatible ni avec

« Siu,=0(v,) eta>0, alors|u,

division (et donc les puissances négatives) ni avec la compositior
Equivalence

(u,) est équivalente &), notéu, ~ v, , s'il existe une suitée,))
qui vérifie VneN  u, = v,(1+¢,) et lim g, =0.
N—+00
Si v, #0 a partir d’'un certain rangy, ~V, si et seulement g
. u
lim - =1.
N—+00 Vr,|

Si u, ~V,, alors les suitegu,) et (v,) sont de méme nature
admettent la méme limite.

4

I3

fiche n°17 (suite)

Equialences usuelles

Propriétés

Mais la relation d’équivalence n’est compatible ni avec I'addition
avec la composition.

En +o, un polyndbme est équivalent a son terme de plus

degré et une fraction rationnelle est équivalente au quotient

termes de plus haut degré de son numérateur et de
dénominateur.
Si lim u, =/(#0), alorsu, ~ 7.

N—+o0

Si lim u, =0, alors:

N—-+oo
<+ In+u,)~u,.
* en—1~u,.
¢ (@+u,)-1~au,.
< sinu, ~u, .
<+ tanu, ~u, .

2
h e

% l-cosu, ~ 1u
2

Si limu,=1,alors: Iru, ~u,—-1
N—+00

u, ~ v, siet seulement sij, — v, = o(v,). On écrit u, = v, + o(V,,) .
Siu, ~v,, alorsv, ~u, .
Siu,~v etv. ~w,alorsu, ~w,.
Siu, ~v,,alorsyw, ~v.w,.
Siu,~v, etu, ~V, ,alorsuu,~VvVv,.

, C u, Vv
Siu, ~v, etu, ~V ,alors—"-~-".

u, Vv

n n

Siu, ~v,, alors|u|” ~|v,|".

21

haut

de
SO

ni



Résumé du cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy 22

fiche n°18 fiche n°18 (suite)
SERIES NUMERIQUES o "
Séries a termes positifs

Définition . Lasérie(2u,) converge ssi la suite5{ @st majorée.

Soit (U, ) une suite numérique. - Lasérie(2u,) diverge ssilm S, =+o.

N—+o0
On appelle série nudrique de terme général, , notée(2.u,), la . Si, a partir d'un certain rangy, <V, :
suite de terme généray, = iuk - sila série(2.Vv,) converge, alors la séri@.u,,) converge.
k=0 - silasérie(2.u,) diverge, alors la sérig>.V,,) diverge.
Sommes partielles d'une serie . Siu, ~V,, les sérieg> u,) et (XV,) sont de méme nature.
n
La somme partielle d’ordne de laséie (Xu,) estS, = > uy . Convergence absolue _ _
= La série(2u,) est absolument convergente si la s¢pgu,|) (de

Série convergente
La série(2_u,,) est convergente si la suit&§,( e}t convergente.
Sa limite est appelée somme de la sérieet est nQtég

terme générdlu,, |) est convergente.

Toute série absolument convergente est convergente mais la
réciproque est fausse.

+00 n
S— Zuk — Iim Zuk _ Séries géométrigues et leurs séries dérivees
k=0 N—>+o0, =5 Elles sont convergentes si et seulement sk xx . 1
+00 R 1
- k
La sommeR, = Zuk = S-§, estle reste d'ordrede la série. Z X" = 1-x
k=n+1 k=0
Série dlve,rq'ente ' . i‘i‘ e 1
La série(2_u,) est divergente si elle n'est pas convergente. ~ 1- x)2
Propriétés B ) _ _ ] L * 2
. Une condition nécessaire, mais pas suffispole que la sérig Zk(k—l)xk‘z =—
soit convergente est : lim, = .0 k=0 d-x)

N—>-+00 Ari ;
Séries exponentielles

Conséquence : si linu, = ,0a série est divergente.

note Ell t t tautelet: S° X~ &
« On ne change pas la nature d’'une série en supprimant 4 €s sont convergentes pour taueelet. Z kI =€
premiers termes. Mais on change sa somme. Séries de Ri k=0
: L N ri iemann
. Si)eR*,les série{2 u,) et (2Au,) ont méme nature. cfies de Rlema 1

(2Ju, +v,]) sontde méme nature.
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fiche n°19

DENOMBREMENT

Cardinal d’'un ensemble fini
Si E # J, c’est l'uniquen eN* tel queE soit en bijection avegln] .

CardE = n est le nombre d'éléments Best Card? = 0.
Propriétés

. CardA=CardE —CardA

. CardAuB)=CardA+ CardB - Card(An B)

CardAu Bu C )= CardA+ CardB + CardC — Card(An B)
— CardAnC } CardBnC)+Card AnBNC)

Formule du crible Car CJA(] = zn: (—1)"‘1[ > Card(A N...n Ak)J

]si1<...<ik£n
« CarddxB = CardA)x CardB)
Partition
Une famille & ,...A, ) de @rties deE est une partition dE si :
1) Leur réunion est égaleta: E= A U...UA,.
2) Elles sont deux a deux disjointeg\:N A; = sii = j.
Alors CardE = Card\ + ..+ CardA,.
Arbre de dénombrement
Si une situation se décomposekeétapes aya respectivementy,...,
n, issues possibles, alors on peut schématiser cette situation f
arbre et le nombre total d’'issues est= n; x...xn,.

Notation factorielle
Sin=0, nl est le produit de tous les entiers compris entrenl et
Par définition :0!=1.
Propriété& (n+1)!=(n+1) xn!
Nombre dep-listes avea épétition
Unep-liste avec répétition dé est un eément (xy,...,x,) de EP.

Si CardE =n , le nombre de-listes avec répétition deest :nP.

C’est aussi le nombre d’applicatiodsin ensemble @ éléments dans

un ensemble a éléments.

par

fiche n°9 (suite)

Nombre dep-listes sangépétition (arrangements)
Une p-liste sans répétition dE est un &ment (x;,...,X,) ouU les X;

sont des éléments distinasE.
Si Carde =n , le nombre de-listes sans répétition deest :

p_ nl
A (n-p)!

C'est aussi le nombre d’applications injectivd'sin ensemble &
éléments dans un ensemble éléments.

Nombre de permutations
Une permutation dE est une lpection deE dansk. Si CardE =n , une
permutation dé& correspond a uneliste sans répétition de
Donc le nombre de permutationsEestnl .
C’est aussi le nombre de bijectiosE dansF si Carde = CardF =n .

si0< p<n AP =0 sinon

Nombre de parties ap éléments (combinaisons)
Si CardE =n , le nombre de partiepaléments est :
nl

n | n _
( jz— ( j:O sinon
p) p(n-p) p
eromstes (0)=(" ) ("57)-(5)(n)
Propriétés = + si 1< p<n

p n-p p p p-1

n

Formule de Vandermondez a9 |

St

Nombre de parties d’'un ensemble & ééments
Le nombre de parties d’'un ensembie&émentsest 2" .

Nombre de manieres d’ordonner des objets
Le nombre de maniéres d’ordonmenbjets est nl.

Nombre de tirages dep objets parmi n
. Tirages successifs avec remise” .

si0<p<n

. Tirages successifs sans remisg? = ( : Y si0o<p<n.
n—p)!
. . . [n nl .
. Tirages smultanes( j =———si0<p<n.
p(n-p)!
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fiche n220

ESPACES PROBABILISES

Expérience aléatoire
Il s’agit d'une expérience a laguelle on peut associerdimbde Q

(univerg de tous les résultats possibles (éventualitfs

Evénements
Un événemenA est une partie d&€2. Il est réalisé s € A.

Si A=, c’est 'événement impossible

Si A=Q, c'est 'événement certain

SiAna quun élémént A= {o}), c’est un événement élémentairg
Opérations sur les événements

L'événementAn B est réalisé sh etB sont réalisés.

Si AnB=J, les événements etB sont incompatibles.

L'événementAu B est réalisé sh ou B est réalisé.

L'événementA est 'événement contraire de 'événemAnt

L’événementA— B = AN B est réalisé sh est réalisé, mais p&s
Tribu (ou algébre) des événements

On appelle tribu (ow - algebre) d’événements toute partie de

() qui vérifie :

1) Qe. /.

2) VAe./ Ae./.

3) Pour toute suit€A,),on d’éléments de/ : UA] e. /.

n=0
La tribu engendré@ar une famille de parties d@ est la plus
petite tribu contenant cette famille.
Propriétés des tribus
De./.
Si A et B sont des éléments de/, alors: AnBe./,
AuBe. v/ etA-Be./.

Pour toute suit¢A,),.x d’éléments de/ : (A €./ .

n=0

fiche n20 (suite)

Espace probabilisable
Un espace probabilisabl€ (4 gssocié a I'expérience aléatoire est
la donnée de l'univer§) et d'une tribu.~/ d’événements.

Probabilité
Une probabilité P sur l'espace probabilisable Q(.7s )est une
application de 'ensemble des événementsdansR* qui vérifie :

1) P(Q)=1.
2) Pour toute suite (A)),n déléments de ./ deux a deux

+00 +00
incompatibles :P(UA,J =Y P(A).
n=0 n=0
Propriétés
P(@)=0.
0< P(A) <1 pour tout événemelrit.
P(A)=1-P(A).

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(An B).

Formule du crible P(O Akj = Zn: (—1)"1( P(A n..n A")J

Si (A,) est une suite croissant&fe N A c A,,,) d'éléments deg

./, alors :P([jAhJ =

n=0
Si (A,) est une suite décroissantene N A , < A,) d’éléments deg

./, alors :P(ﬁﬁhJ =
n=0

Espace probabilisé
Un espace probabilisé&(.~4; P, ést la donnée de l'unive@, d’'une

tribu .~/ d’événements et d’'une probabilké

2.

Kil<...<ik§n

lim P(A,).

N—+00

lim P(A,).

N—+00
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fiche n20 (suite)

Cas d’un univers fini ou dénombrable
Dans le cas o2 est un univers fini ou dénombrable, on prend
général pour tribu d'événements =.~ Q (. )
Si Q={w;/iel} oul est un ensemble fini ou dénombrable,
probabilité P est déterminée par les probabilités des événen
élémentairesp, = P({o; }) :
P@)=0etsiA=Q, alorsP(A)=> p; ot J={iel/o; A}

ied

Réciproquementune famille de nombreg(p;)
probabilité surQ ssi:viel 0<p <let) p =1.

iel

définit une

Equiprobabilité dans le cas d’un univers fini
Si Q est un univers fini, il y a équiprobabilité sar si tous les
événements_élémentairesit méme probabilité (tous lep; sont

égaux). AlorsP(A) = CardA
CardQ

pour tout événemenrt.

Probabilité conditionnelle
Soit @,/ ,P) un espace probabilisé @& un événement d¢

probabilité P B )} Q Alors l'application Py qui, a tout élémeni
P(AN B)
P(B)
sur Q,/) : la probabilité conditionnée pBt
Propriétés P;(A)=1-P5(A).
Ps(AU A) = P3(A) + Bz (A) - B (AN A).
Formule des probabilités composées
P(ALN .0 Ay) = P(A)Pa (A2)Pr na, (A)--Pannn, (A
si pour toutk € {1...n-1}, on aP(A n..n A) =0
Cas particulier P(An B) = B5(A)P(B) = PA(B)P(A)
siPA)z0etPB)= 0

de ./, associe le réel positR; (A) = est une probabilit§

r, 4

el

er

1”4

e Raincy 25

fiche n20 (suite)

Systeme complet d’événements
(Bi)ic; est un systéme complet d’événements s'ils sont 2 «

incompatibles B "Bj =& si i= ), si leur réunion esQ) et si
viel P(B)=0.
Cas particulier un événemeri et son contraireB .

Formule des probabilités totales
Si (B;)i, estunsysteme compld®venements :

P(A) =Y. P(AnB) = YR, (AP(B).

iel
Cas particulier P(A) = Ps(A)P(B) + IlB(A)P(ﬁ) :
Formule de Bayes
Si (B;)i, estunsysteme compld®venements :
R, (AP(By)
> R (AP(B)
iei
Indépendance de deux événements
A etB sont indépendants §i(An B) = P(A)P(B) .

AlorsAetB, A etB, A et B sont aussi indépendants.
Deux tribus./ et .~ sont_indépendantes tout élément de/ est
indépendant de tout élément de :
V(AB)e./ x.2 P(ANnB)=P(AP(B).
Indépendance de plusieurs événements
Soit (A);c; une famille d’événements avketini ou dénombrable.

Les événement#y sont_deux a deux indépendastgpour tous # j,
A et A; sont indépendants.
Les événementsA sont mutuellement indépendargs pour toute

HA}HP(A) .

ied ied
Alors les événementB, avecB = A ou B = A sont indépendants
L'indépendance mutuelle entraine l'indépendance deux a deux.

iel

Pa(By) =

partie finieJ del, on a :P(
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fiche n21
VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Définition
Une variable aléatoirX sur (©2,./,P) est une application d&
dansR telle que pour tout intervalledeR on ait X *(I) e .~/ .
Si./ =.7(Q), toute application d€& dansR convient.

Elle est discréte si 'ensembbé¢ Q ( ekt fini ou infini dénombrable.

Ensemble des valeurs prises paX
X(Q)={x/kel} oul est un ensemble finil(=[Ln]) ou
dénombrable  =N*). On supposey < X, < ...
Notation: (X = %) = {® € Q/ X(®) = X}
Les événements(X = X )yc
d’événements.
Loi de probabilité (ou distribution) de X
Vkel pe=P(X=x).
Propriété: Z P =1 (somme finie ou somme d’'une série).
kel
Fonction de répatrtition
vxeR F(X =P(X <X])
F est une fonction en escalier croissante, continue a droite ex
réel et admettant pour limites im F(x)=0 et lim F(x)=1.
X—>+0

X—>—0

Détermination pratique
Vxe]l-o,%[ F(X)=0 VX e X, Xl FX)=p+...+ Py
Etsil ={1...,n}, alors :Vx € [%,,+[ F(x)=1
Loi de X : On peut retrouver la loi de la variable aléatiir& 'aide
de sa fonction de répartitidh:
P =F (%) Vk=2 p=F(%)-F(%)
Probabilités d’événements
P(X<a)=F(a).
Pla< X <b)=F(b)-F(a).

P(X>a)=1-F(a).

forment un systeme comple

tout

fiche n21 (suite)

Espérance mathématique d&
E(X) = Zka(X = X) Sous réserve de convergence absolue
kel
Dans le cas ol est fini, la variableX a toujours une espéranc
Mais sil est infini, elle n'a une espérance que si la série
absolument convergente.
L'espérance mathématique Heest la valeur moyenne de
La variable aléatoirX est centrési E (X )= 0.
Théoreme de transfeifsous réserve d’existence) :
E(Y) = > 0(%)P(X = %) siY =¢(X).
kel
ConséquenceE(aX +b) =aE(X) +b.

Linéarité: E(X +Y) = E(X) + E(Y).
Positivité: Si X(Q) cR", alorsE K »> Q
Variance de X

V(X) = E([X — E(X)]?) sous réserve d'existence
Dans le cas oliest fini, la variableX a toujours une variance. Ma
sil est infini, elle n’a une variance que)s? a une espérance.
La variance d&X mesure la dispersion deautour de sa moyenne,
Propriétés V (X)> 0.

V(X) = E(X?) -[E(X)]?.

V(aX +b) =a?v(X).

VX+Y)=V X)+V )+ 2cov(X,Y).

avec cOVK Y =EXY ) EX EY ).

Ecart-type
o(X) =4V (X) silavariable aléatoir® a une variance.

La variable aléatoirX est reduite s6 X F 1
Propriété: o(aX +b) =|a|o(X).
Variable centrée réduite associée A

Cest X* = X-m

siX a une espérancee et un écart-type = 0.

(¢}

est
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fiche n22 fiche n22 (suite)
LOIS DISCRETES FINIES] Loi hypergéométrique 7 (N.n.p) (N € N* ,neN*, p ]oa ,Np € N*)
[NDJ(N - D)J
Loi uniforme 7{n) (neN*) X~ 7 (N,n,p) ssi X(@Q)c[0,n] et P(X =k) = LkA n-k ) N”_ k
X = 77(n) ssi X(Q)=[Ln] etVk e[Ln] P(X:k):% (nJ
. N-n
. n+1 . n? -1 Espérance E(X) = np Variance: V(X)=npd- p)
Espérance E(X) =—— Variance: V(X) = _
v 2 ) 12 Exemple: On effectuen tirages_successifs sans rerlr\l(lselsimultan@s
Lol un|f0r'me //{”a' bl) (acZ bez eta<b) dans une méme urne qui contidhboules avec une proportignde
On introduit :n = Card{a,b]) =b-a+1. boules blanches. Alors le nombxede boules blanches obtenues suit
X >~ ([a, b]) ssi X (Q) = [ab] et vk e[ab] P(X =k)== la loi hyperg€ométriquer” (N.n, p).
n
2
Espérance E(X) = a;b Variance: V/(X) = n12—1 \LOIS DISCRETES INFINIES
Loi de Bernoulli . Z (p) (p e]0d) Loi géometrique Z(p) (p €]0Y)
o X 2 (p) ssiX(Q) =N* etvkeN* P(X=k)=(1-p)*'p
,, PX=0=1- g
X . Z(p) ssiX(@)=1{01} et: ( ) P ) 1 . 1-p
PX=D)=p Espérance E(X) =— Variance: V(X) =—
Espérance E(X) = p Variance: V (X)= p(L- p) P o p
Epreuve de BernoulliSuccés ou Echec (p : probabilité de succes Exemple: On répéte_de maniéere indépendaetedans les mémes
- . . conditions, une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succes est
L b|n0m|alé Z(n.p) (neN* etpeloll) n p (par exemple lancer indéfiniment une piece dont la probabilitg de
X~ . Z(np) ssiX@Q)=[0,n] etP(X =k) = (k)pk(l —p)nk « pile » estp). Alors le rangX (ou temps d’attente) du premier
Espérance E(X) = np Variance: V (X) = np(L— p) succegpremier « pile ») suit la loi géométrique (p)..
Schéma de BernoulliOn répéten fois, de maniére indépendaree Loi de Poisson? (A) (% €]0,+[)
dans les mémes conditions, une épreuve de Bernoulli dont . X,
probabilité de succés ept (par exemplen tirages_successifs avec X 7(2) ssi X(Q) =N etvkeN P(X=k) :ﬁe
remisedans une méme urne contenant une propogiaie boules| Espérance E(X) = Variance: V(X) = A
blanches). Alors le_ hombr¥ de succégboules blanches) suit la lgi . L. ,
binomiale. 7(n, p) Exemple: Flux d’'individus pendant une période donnée ou nonbre
RN _ L d'objets présentant un défaut dans une production en série.
St_ab!%',te' SIX eg sont deux varlables. aleat.q/;res indépendantgs ¢ Stabilité: SiX etY sont deux variables aléatoires indépendantes de
lois .~ (n, p) et .7 (m, p), alors X +Y suit la |OL,%(TL +m, p) lois (A et. A (n) , alorsX +Y suit la |0|/(A + 1.
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fiche n23
\GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Fonction
Une fonctionf d'un ensembleE vers un ensemble= associe a tou
élémentx deE au plus un élémentdeF (donc O ou 1).
Son ensemble de définitioD; est 'ensemble des élémentde E

qui sont associés a un élémgmte F (qui possédent une image).
On a une fonction réelle d'une variable réellEst F =R .

Sa courbe représentative dans un repére est I'ensemble des
M(xy) tels quexe D; ety= f(x).

Fonction paire
Une fonctionf estpaire si:

- Dj; estsymétrique par rapport a Ov'x € D
- VxeDy f(-x)="f(x).
On I'étudie surD; N[0+ et on compléete sa courbe par symé

par rapport a 'axe des ordonnées.
Fonction impaire
Une fonctionf est impdre si :
- D; ed symétrique par rapport & 07x € D
- WxeD; f(—x)=-1(x).
On I'étudie surD; N[0,+[ et on compléte sa courbe par symé
par rapport au poir®.
Fonction périodique
Une fonctionf estpériodiques’il existe un réell > 0 tel que :
- Dy estinvariant par translation @e vxe Dy (x+T)e Ds.

- UxeD; f(x+T)=f(x).
La période est le plus petit réEl> dWi convient (s'il existe). Or
étudief sur Dy Nn[aa+T] (a quelconque) et on complete

(—X) S Df .

(—X) (S Df .

courbe par des translations de vectddis ol k e Z.

[

o1t

rig

rig

fiche n23 (suite)

Fonction bornée
Une fonctionf est_majoréesur un intervalld s'il existe un réeM
(majorant) tel que Yxel f(X)<M.
Une fonctionf est_minoréesur un intervalld s'il existe un réen
(minorant) tel que ¥xel f(x)>m.
Une fonctionf est_bornéesurl si elle est majorée et minorée.
Fonction monotone
Une fonctionf estcroissantesur un intervallé si, pour tousa etb
del vérifianta<b,onaf(a) < f(b) (f conserve le sens).
Une fonctionf est_strictement croissangar un intervalld si, pour
tousa etb del vérifianta<b, onaf(a) < f(b).
Une fonctionf est_ décroissantsur un intervalld si, pour tous et
b del vérifianta<b,onaf(a)> f(b) (f change le sens).
Une fonctionf est _strictement décroissargar un intervalld si,
pour tousa etb del vérifianta< b, onaf(a) > f(b).

La fonctionf est_(strictement) monotors elle est (strictement

croissante ou décroissante.
Extremum d’une fonction sur un intervalle

Une fonctionf admé sur | un maximum globalen ael si:
vxel f(x)<f(a).
Une fonctionf admet sut un maximum locaén ae | s'il existe

a>0telque :Vxelnla—o,a+aof f(X)< f(a).

Une fonctionf admet sur un intervalle un minimum globalen
ael si:vxel f(x)=f(a).

Une fonctionf admet sul un minimum locaken ae |
o>0telque :¥xelnla-o,a+af f(Xx)=>f(a).
La fonctionf admet era un_extremum global (loca$i elle admet
un maximum ou un minimum global (local).

s'il existe

28
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fiche n24 fiche n24 (suite)
LIMITES Caractérisation séquentielle d'une limite
‘ lim f(x)=/¢ s et sellementsi pour toutesuite (u,) convergeant
Définition x—>a _
Une fonctionf définie au vosinage deacR (réel ou+ ) admet versa, la suite(f (u,)) converge verg .
enaune limite / R si: Opérations algébrigues sur les limite¢/ et ¢' réels)
YWe7'(f) We7 (@ VxeD, "W f(x)eV Somme
Application aux différents cas(aeR et /eR) z ;/ ;:Z
)I(iTaf(X)zé Si:Ve>0 Ja >0 Vxe Dy |X—a|<a:>|f(x)—€|<8 +oo /" +00
. - —® A —®
XI_|>rrloof(x):€ si:ve>0 3B>0 VxeD; x>B=|f(x)-(<e o 7o g
; . — — 0 — 0
XIerl)of(x) =/ si:Ve>0 3B>0 VxeD; x<-B=|[f(X)-/|<e o o [ Indétermination
lim f(X) =40 si:VA>0 Jo >0 Vxe Dy |x—a| <a= f(X)>A Produit(compléter par la régle des signes)
X—>a u \V/ uv
lim f(X) =— si:VA>0 Jo>0 VxeD; [|x-al<a= f(x)<-A 4 0 o
XH_ a ) © 0'#0 ©
Xlnloo f(X)=+0 si:VA>0 3B>0 VxeD; x>B= f(x)>A - 0 Indétermination
lim f(x)=-o si:VA>0 3B>0 VxeD; x>B= f(X)<-A _® ©_ . _
X +o0 Quotient(compléter par la régle des signes)
Xﬂ)rrjwf(x):jtoo Si:VA>0 3B>0 VxeD; x<-B=f(xX)>A u Vv u/v
lim f(X)=-o si:VA>0 3B>0 VxeD; X<-B= f(x)<-A | 0#0 e
X— —0
o . {+0 0 o0
Limites & gauche et a droite B 0 0 | Indétermination
Une fonctionf admet enacR une limite a gauchg eR si la © /" o
restriction def a D; "] —o, g admet la limite/. Les définitions I4 0 0
© o | Indétermination

s’obtiennent en remplagaht—a| <o para—a<x<a.
Composition de limites(a, b et ¢ réels ou infinis)

Une fonctionf admet enacR une limite & droite/ eR si la

restriction def a D; N]a,+o[ admet la limite/. Les définitions Si lim u(x) =b et silim v(x) = ¢, alors lim (vou)(x) = /.
. X—a x—b X—a
s'obtiennent en remplagapt—al< o para<x<a+a. Méthode: En posantX = u(x) , on obtient -
Unicite lim (vou)(X) = lim v(X) =¢
x—>a X—b

Si une fonction admet enunelimite ¢, cette limite est unique.
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fiche n224 (suite)
Compatibilité avec I'ordre (aréel ou infini, ¢ et ¢' réels)

Si, pour touix au voisinage da, f(x) < g(x) et:

o Silim f(x)=/¢ etlim g(x)=/¢",alors¢ </
X—>a X—a

(méme si I'inégalité sur les fonctions est stricte).

« Si lim f(x) =+, alors lim g(x) =+c.
x—>a X—>a

« Si lim g(x) =—w, alors lim f(xX)=-ow.
X—a X—a

Théoreme d’encadrement(a réel ou infini)

Si, pour toutx auvoisinage @ a, u(x) < f(x) <v(x), et si les deux
fonctions u et v admettent ena la_méme limite réelle

lim u(x) = lim v(x) = ¢, alors la fonctiorf admet era une limite
X—a X—a

égale a/ : lm f(x)="¢.
X—>a

Limite d’'une fonction monotone

Sif est une fonction croissante Jarlf (a etb réels @ infinis) :
- Sif est majoréd, a une limite réelle eb. Sinon Iimb f(X) = +o0.
X—>

- Sif est minoréef a une limite réelle ea. Sinon lim f(X) = -
X—a

Sif est une fonction décroissante $am (a etb réels ou infinis) :
- Sif est minoréef, a une limite réelle eb. Sinon Iimb f(X) = —0.
X—>

- Sif est majoréd, a une limite réelle ea Sinon lim f(X) =+
X—>a

30



Résumé du cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

fiche n25

‘INTERPRETATION DES LIMITES

Ccas ou[lim f(x)=¢
X—a

La courbe dé admetun« pont limite » A(a,¢) (ou point d’arrét).
On obtient le coefficient directeur de la tangenteAean étudiant Ia|
f(x)—¢
X—a
étudie les limites a gauche ou a droiteajle

Cas oy lim f(x) =
X—>a
La courbe dé admetuneasynptote veticale d’équationx=a.
Cas oy im f(x) =/
X—>00
La courbe dé admetuneasynptote hoizontale d’équatiorny = ¢ .
Cas oy lim f(x) =
X—>00

Les courbes deet deg sont asynptotessi lim [ f (x) — g(x)]=0.
X—00

limite de guandx tend versa (ou des demi-tangentes si I'gqn

En particulier, la droite d’équatiog = ax+ b est asymptote a la courhe
def si lim[ f(X) —ax—P =0 .
X—>00
f(x)

Etude de la branche infinieon étudielim ——= .
X—o X

Si lim T _ o : branche parabolique de directiow.

X—=0 X
Si lim ) =0 : branche parabolique de directior.
X—wo X
. f(X) _ e
Si lim ——= =a (#0) : on étudielim [ f(X) —ax].
X—o X X—>00

Silim [ f(X) —ax] =« : direction asymptotiqug = ax .
X—>00

Si lim [ f(X) —ax] =b : asymptote oblique d’équation=ax+b.
X—0
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fiche n26
COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS

Soientf etg deux fonctions définies au voisinage aeR .
Négligeabilité
f est négligeable devagtau voisinagale a, noté f zo(g), s'il existe
un voisinageV de a et une fonctione définie surV qui vérifie :
vxeV f(x)=¢e(x)g(x) et lime )= 0.
X—a
f(x)

Sig ne s'annule pas au voisinagealef =o(g) ssi lim —— =
a x—a g(Xx)

0.

Propriétés de la négligeabilité au voisinage de
Si f=0(g) et sig=o0(h), alors f =o(h) .
a a a

f,=0(9,)

a

f ;0(92)

flzo(g)

= f,+ f,=0(Q) .
fzjo(g) Y%

= fif, jo(glg 2) -

Si f=0(g), alors|f[* =o(|g|") sia>0.
a a

La relation n’est compatible ni avec la composition, ni avec la divisi
Neégligeabilités usuelles

x* =o(x’) si 0<a <P
+00
En +o0 (Inx)* = o(x’) sia>0 etp>0
+00
x* =o(€™) sia>0etp>0
+00
xago(xﬁ) si 0<B<a
EnO 1 _
(Inx)“zo(—) sia>0etBf>0
0 XB
ox 1 .
En —o €7 =0l —|sia>0etpf>0
=

fiche n26 (suite)

Equivalence
f est équivalente & au voishage dea, noté f ~g, s'il existe un
a

voisinage V de a et une fonctione définie surV qui Vvérifie :
vxeV f(X)=[1+e(X)]g(x) et limex)= 0.
X—a

Donc f -9 si et seulement si —g=0(Q) .
a

lim wzl.
x-a g(X)

Si f~g etsi limg k)=, alors limf )=/ (avec/ cR).
a X—a X—a

Sig ne s’annule pas au voisinageajef ~g ssi
a

Si lim f(x) = lim g(x) = ¢ (réel non nyl, alors f ~g.
X—a X—a a

Propriétés de I'équivalence au voisinage de
Si f;g,alorsg;f .

Si f~g etsig~h, alorsf ~h.
a a a
fi~0

a

Si alors f; f,~g,0, et %~& (s’ils sont définis).
a

fzggz 2202
Si f ~g, alors|f|* ~|g[* pour touto.
a a

La relation n’est compatible ni avec la composition, ni avec I'additid
Equivalences usuelles

Polyndme~ Terme de plus haut degré

n.

En +o - - . .
Fraction rationnelle- Quotient des termes de plus haut degré
IN(1+ x) —(;x e —15x @+ x)* —l;ax
. 2
sinx ~x tanx ~Xx 1— cosx X
En O 0 0 0 2

Polynﬁme; Terme de plus bas degré

Fraction rationnelleg Quotient des termes de plus bas defgfé

En1 Inx;x—l
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fiche n27

CONTINUITE

Continuité en un point
La fonctionf doit étredéfinie ena et au voisinage da
f est continue ea si lim f(x) = f(a).
X—>a

f est continue a gauche ou a droiteadgil n'y a égalité qu’avec I3
limite a gauche ou a droite.

Prolongement par continuité en un point
Une fonctionf définie au voisinage dea, mais pas era est
prolongeable par continuité ensi elle admet une limite réellé

ena. Son prolongement est la fonctioh continue era qui est
f(x)=f(x) etf(a)=".

définie par :vx € Dy
Continuité sur un intervalle
f est continue sur un intervallesi f est @ntinue en tout point dé
l'intervalle |.
Si | =[a,b], f doit étre continue en tout point da B , dontinue &
droite ena et continue a gauche bn
Opérations
« Siu est continue sur un intervalleet si k est une constante
alorsku est continue sur l'intervalle
. Siuetvsont continues sur un intervallealorsu+ v etuv sont
continues sur lintervallé.

) ) ) u )
. Siuetvsont continues sur un intervallealors = est continue
Y

sur l'intervallel privé des points ous’annule.
« Siu est continue sur un intervalleet siv est continue su
limage u(l ), alorsvou est continue sur l'intervalle
Fonctions usuelles
. Les fonctions polyndmes, rationnelles, logarithr
exporentilles, puissances, trigonométriqgues sont continueg
leur ensemble de définition ainsi que la fonctioms | x|.

. La fonction x — Ent(x) = | x| est continue suR —Z, mais pas
surz..

D

fiche n27 (suite)

Image d’'un intervalle
f()={f(x)/xel}
Donc l'équation f(x)=m admet des solutions daris (pas
forcément une unique solution) si et seulememhsif | . ()
Théoréme des valeurs intermédiaires
L'image d'un intervallel par we fpnction continuef est un
intervalle (pas forcément de méme nature).
ConséquenceSif est continue sur l'intervalle et sif prend deux
valeurs distinctes, elle prend au moins une fois toutes les vg
intermédiaires. En particulier, si elle prend une valeur positiv
une valeur négative, elle s’annule au moins une fois. sur
Fonction continue sur un segmentd,bl
L'image d’'un segment par une fonction continue est umsag
Conséquence Si f est continue sur un segmerd ff , dlle est

bornée, possede un minimums= I[nfb]f(t) et un maximum
tela,

M = Sup f(t) qu'elle atteint (il existece dh Jet d € [a,b] tels

te[a,b]
quem=f €)etM = f (d)), et elle prend au moins une fois tod
valeur comprise entna et M.

Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
Sif est continue et strictement monotone sur un intervalle(l )
est wn intervalle de méme nature (ouvert ou fermé) lquibtenu en
prenant les valeurs deou les limites dé aux bornes dé (il faut

intervertir les bornes $iest décroissante).
Théoreme de bijection

Si f est _continueet strictement monotonsur un _intervallel, f
définit une bijection dé dans f [ ) Sa fonction réciproqué ~*
est continue et strictement monotone (méme sen§ guef ( ).

Les courbes deet f ! sont symétriques par rapport a la draite
d’équation 1y = Xx.

leurs
e et
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fiche n28

DERIVATION

Dérivabilité en un point
La fonctionf doit étre défiie ena et au voisinage de

f est dérivable ea si son taux d’accroissememM a une
f(x)—f(a) _ jim f(a+h)— f(a)
X—a h—0 h
La fonction est dérivable a gauche ou a droiteads son taux
d’accroissement ea admet une limite réelle a gauche ou a dro
Elle est dérivable ea ssi ces deux limites sont égales.
Développement limité d’'ordre 1
Si f est dérivable em, il existe wn voisinageV de 0 tel que :
vheV f(a+h)=f(a)+hf'(@)+he(h) avechlings b Q
—

lim
X—a

limite réelle era: f'(a) =

Conséquence Toute fonction_dérivableen a est _continueen a
(réciproque fausse).
Exemples classiquesToujours avec line h( ¥ Q

h—0

In(L+ h) = h+he(h) e =1+ h+he(h)
sinh=h+he(h) tanh=h+he ()
Interprétation géomeétrique
. Sif est dérivable en, sa courbaeprésentative admet au pofat
d’abscissea une tangente d’équationy=(x—a)f'(a)+ f(a).
La tangente eA est horizontale si et seulementfsia % ). 0

. Si le taux d'accroissement deen a tend vers+oo, sa courbe|
admet erA une tangente verticale.

. Si le taux d'accroissement flena admet a gauche et a droite @
limites réelles différentes, sa courbe admet deux demi-tang
distinctes a gauche et a droite du point le pointA est un point
« anguleux ».

. Si le taux d’accroissement flena admet a gauche et a droite g
limites infinies, sa courbe admet deux demi-tangentes vertic{
le point A est soit un point d’inflexion soit un point d
rebroussement.

@+ h)* =1+ ah+he(h)
cosh= L+ he b

ite

€S

eg
hle
e

fiche n28 (suite)

Dérivabilité sur un intervalle

f est dérivable sur un intervalles f est dériable en toutae |l .
f(x+h)— f(x)

Alors sa fonction dérivée est la fonctiom— lim -
h—0

Toute fonction dérivable sdirest continue sur,

Dérivées usuelles

f(x)=c f'(x)=0

f(x)=x f'(x)=1

f (x) = x“ f'(x) = ax®?

F(x) =+ Fr(x) ==

X

(%) = Vx f'(x)=%

F(x) = In )=t

f(x)=¢€" f'(x)=e"

f(X) =sinx f '(x) = cosx

f (X) = cosx f '(X) = —sinx

f (x) = tanx f'(x) = =1+ tar? x
co x

f (X) = cotanx f'(X) = ——=— =—1- cotarf x
sm X

f (x) = Arcsinx fi(x)= ;
1-x

f (X) = Arccosx fi(x)=— ! 2

l—x
f (x) = Arctanx f'(x)=
1+ X

34
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fiche n28 (suite)

Opérations
. Siu etv sont dérivables sur I'intervalleet sik estune constante

. u , .
alorsu+v, uv etku sont dérivables sur et — est dérivable sur
v

privé des points ous’annule.

u u'v-uwv'
U+v)=u+v' (v)'=uv+uw (ku)=ku' |—|=——5—
\%) V2
. Siu est dérivable sur lintervalle et siv est dérivable suu 1(,)

alorsvou est dérivable sur: (vou)'= (Vou)xu'.

} l:_i _ u’ ayr_ o=l uyr_ el
(uj ¥; (Vu) N (u*)'=au'u (e"y=u'e
(In u)':% (sinu)'=u'cosu  (cosu)'=-u 'siru

. Si u est dérivable et bijective de l'intervalledans l'intervalle
u(l), sa réciproquei™ est dérivable sua(l)—{u(x)/ u'(x) = 0}
1

uou™

Sens de variation

Sif est une fonction dérivable sur un intervélle

et (u)=

. fest constate surl siet seulement sixel f'(x)=0.
. fest croissante slirsi et seulement sixe |l f'(x)>0.
. fest décroissante susi et seulement sixe |l f'(x)<0.

. Si ¥xel f'(x)>0 (sauf peut-étre en un nombre fini

points),f est strictement croissante $ur
« Si Wxel f'(X)<0 (sauf peut-étre en un nombre fini

points),f est strictement décroissante kur
Extremum local

Une fonctionf dé&ivable sur un intervalle ouvertl admet un
extremum local erae | si et seulement si sa dérivéde s’annule

en changeant de signe &n
Dérivée d'ordre n
Sous réserve dexistencef @ = f etvneN ™9 = (f™}),

e

e

fiche n28 (suite)
Classes de fonctions
Sur un intervalld, une fonctiorf est :
. de classeD" si elle est dérivable fois surl.
. de classeC" si elle est dérivable fois et si f (" est continue sur.

. de classeC” si elle est indéfiniment dérivable su(elle admet des

dérivées de tout ordre).

- n (n .
Formule de Leibniz (uv)™ = Z(kJu(k)v(”‘k) siuet vsontD".
k=0

Les fonctions polynémes, rationnelles, logarithme, exponentiglle,

trigonométriques sont de clas6& sur leur ensemble de définition.

Les fonctions x> x* sont de classeC! sur leur ensemble de
définition si <0 ou a>1, et sur J0yo [ Si O<a <1 (donc en

particulier X — &). La fonction x — \ x\ est de class€” surR*,
Prolongement de la dérivée
Sif est continue sura[b, ,]de classeC! sur ]a, b] et si sa dérivéef

admet une limite réelle em alorsf est de class€® sur fa p].

Doncf est dérivable ea et f'(a) = lim f'(x).
X—a

Si lim f'(x) =, la fonctionf n'est pas dérivable em et la courbe]

X—a
admet une tangente verticale au point d’'absa@sse
Théoreme de Rolle(a < b)

Si f est continue sufa,b] et dérivable sufja i, et si f(a) = f(b),
alors il existec €]a, I tel que f '(c) =0.
Eqgalité des accroissements finiga < b)

Si f est continue sufa,b] et dérivable sur]la, i, alors il existe

celaf telquef(b)-f(a)=(b-a)f '(c).
Inégalités des accroissements finis
Sif est dérivable sur un intervalletsi ac | etbel :
Premiére inégalitési a<b)
Sivxel[a,b] m<f'(x)<M , alors :mb-a)< f(b)- f(a)<M(b-2a)
Deuxieme inégalitéa etb sont quelconques dahs
Sivxel [f'(x)|<M,alors:|f(b)-f(a)<Mfb-a.
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fiche n29

CONVEXITE

Ensemble convexe
Une partieD du planest conexe si pour tous poinés etB deD, le
segment[A B] est contenu dan®, c'est-a-dire que pour toyt

t €[0,1], le barycentre d¢A,t) et (B,1-t) appartient .
Fonction convexe
Une fonctionf est covexe sir un intervallel si :
V(b)el? vte[0]] fl[ta+@-t)b]<tf(a)+ @L—t)f(b)
Sa courbe est en dessous de ses cordes.

Fonction concave
Une fonctionf est cacave ar un intervallel si:
V(a,b)el? vte[0,1] f[ta+(l—t)b]=tf(a)+@1-t)f (b)
Sa courbe est au dessus de ses cordes.
La fonctionf est concave sursi la fonction £f )est convexe sur

Cas des fonctions dérivables une fois
Une fonctionf dérivable sur un intervalle| est convexe si ef
seulement si sa dérivék' est croissante.

C’est équivalent a dire que sa courbe est au dessus de ses tangentes.

Une fonctionf dérivable sur un intervallé est concave si et
seulement si sa dérivée' est décroissante.

C’est équivalent a dire que sa courbe est en dessous de ses tangentes.

Cas des fonctions dérivables deux fois
Une fonctionf dériveble dex fois sur un intervallé est convexe s
et seulement sivxel f"(x)>0.
Une fonctionf dérivable deux fois sur un intervallest concave si eft
seulement sivxel f"(x)<0.

Point d’inflexion
Un point d’inflexion est un point ou la courbe traverséasgete.
Sif est dérivable deux fois sur l'intervallgle pointA d’abscissea
est un point d’'inflexion de la courbe si et seulement si la dérivée

s’annule era en changeant de signe.

36
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fiche n30
PLAN D’ETUDE D’UNE FONCTION

. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction s'il n'est
donné dans I'énoncé.

. Réduire éventuellement cet ensemble par la recherche
parité et de la périodicité de la fonction.

. Etudier de la continuité de la fonction.

. Déterminer les limites de la fonction aux bornes de I'enser
d'étude et aux points ou les théoremes de continuité
s'appliquent pas. Interpréter géométriguement ces limites.

» Etudier la dérivabilité de la fonction.

. Déterminer la limite du taux d’accroissement aux points oy
théorémes de dérivabilité ne s’appliquent pas. Interpl
géomeétriguement ces limites en termes de tangentes.

. Calculer la dérivée de la fonction et étudier le signe de (
dérivée (une étude de fonction auxiliaire est parfois nécess

. En déduire le sens de variation de la fonction.

. Résumer tous les résultats précédents dans un tableau af
avoir vérifié la cohérence. Calculer les coordonnées des p
« particuliers » rencontrés dans I'étude et des points a tan
horizontale (f'(x)=0). Ne jamais mettre de valeu

approchées dans un tableau.
. Eventuellement calculer la dérivée seconde pour étudis
convexité de la fonction et déterminer les éventuels pqg
d’inflexion de la courbe.
. Tracer la courbe représentative de la fonction :
- Choisir astucieusement la position du repére dans le pl
l'unité de longueur si elle n'est pas donnée dans I'éno
Sinon, respecter l'unité imposée par I'énoncé.
- Placer les asymptotes et les points particuliers (avec
tangente).
- Tracer la courbe en placant quelques autres points
oublier de vérifier la cohérence avec le tableau de variation

Raincy
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fiche n31

PRIMITIVES

Définition
Une fonctionF eg primitive d une fonctionf sur un intervalle) si
F est dérivable suretsi:vxeJ F'(x)= f(X).

Existence
Toute fonctionf continue surun intervalleJ admet une infinité de
primitives surd. Elles sont toutes obtenues a partir de I'une d’'e
elles en ajoutant des constantes.

Unicité
Etant donnée une fonctidncontinue surun intervalleJ, un réel
ae J et unréeb quelconque, il existe une unique primitivelef
surJ qui vérifie F(a) =b.

Primitives usuelles

f(x)=c F(X) =cx+k
f(x)=x* (a#-1) F(x):ix“+l+k
a+l
=t F(x) = In| x| +k
X
f(x)=¢€" F(x)=e*+k
f(X) =sinx F (x)=-coxx+k
f (X) = cosx F (x) = sinx+k
f(x) = 1 itarfx F(x) = tanx+k
cos x
f(x)= 12 F (x) = Arctanx+k
1+x
Arcsi k
£ = 1 F(x)={ resinx +
1-x — Arccosx+ K

ntre

fiche n31 (suite)

Opérations algébriques sur les primitives

f=u+v F=U+V+k
f =\ F=AU+k
Primitives obtenues par composition de fonction
f=uu® (a%-1) ot yedg
o+l
u'
f=— F =In|u|+k
u
f=ue" F=¢e"+k
f(X) =u'sinu F =-cosu+k
f(X) =u'cosu F =sinu+k
f(X)=—  —u'l+tarfu) F =tanu+k
cosu
f(x)= u > F = Arctanu+ k
1+u
' Arcsinu + k
f(X) = —— F(X) =
NG — Aracosu + k

Interprétation géométrique
Si f est une fonction continue et positive sur l'intervaléeb|

(aveca<b), la fonctionF qui, a tout réet de [a b], associe l'aire
de la partie de plan située sous la courbé ekelimitée par 'axe
des abscisses et les droites d’équatiwasa et x =t, c'est-a-dire
laire de D={M &ky)a<x<tetO<y<f(x)}, est une
primitive de la fonctiorf sur [a b].

Expression d’'une primitive
Sif est continue sur un intervalleet si ae J, alors la fonctiorF

X
définie par :vVxeJ F(X) :_[ f(t)dt est l'unique primitive dd
a

surJ qui s’annule em.
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fiche n32

INTEGRALES DEFINIES
Subdivision d’un segment
Si a<b, on appelle subdivision dda,b] toute suite finie
strictement croissante = (xg,...,X,) OU X, =a et x, =b.

Le pas de la subdivision et = Max{x,,, — % /k € [O,n—1]}.

La subdivision est réguliere sk e [O,n—-1] X, =a+ kB .
n
Intégrale d’une fonction en escalier
Une fonctiong est en escalier siig, b] s'il existe une subdivisior
o=(X,...%, ) adaptée ap, c'est-a-dire telle que, pour tot
ke[On-1], ¢ soit constante sy, X1l : ¢(X)=¢.

b n-1
Alors l'intégrale dee sur[ab] est :I(p(t) dt = Z(Xm —%)C .
a k=0
Elle est indépendante de la subdivisierchoisie.
Fonction intégrable
Soitf une fonction bornée siig,b] (aveca<b).

L’ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui minofent

admet une borne supérieure f ( )

L’ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui majorent

admet une borne inférieude f (. )
La fonctionf est intégrable sy, b] si les deux bornes sont égales.

b
Alors l'intégrale def sur[a,b] est :f f@R)dt=1"(f)=17(f).

Fonctions continues par morceaux
Une fonctionf est contiue par morceaux suy@,b] s'il existe une

subdivisionc = (X, ...,X, ) telle que, pour touk e[0,n-1], f soit
continue sur]x, X.4[ et admette un prolongement par continy

té

f, sur[x. x.,] (limite réelle & gauche et a droite de toy.

b n—1 %1 -
Alors f est intégrable s, b] et : j f(tydt=> j f (t)dt.
a k=0 %

fiche nB2 (suite)

Fonctions continues
Toute fonction continue sym, b] est intégrable sum, b] .
Extension de la définition
Si f est une fonction continue sur un intervalles F est une
primitive quelconquelef surJ, alors :

b
Y(ab)ed? [fO)dt=[FOL =F(b)-F()

a a b
Conséquences j f(t)dt=0 et j f(t)dt=— j f(t)dt.
a b a

Expression d'une primitive
Sif est continue sur un intervalleet si ae J, la fonctionF définie

X
par Vxe J F(x):jf(t)dt est I'unique primitive def sur J qui
a

s'annule era. DoncF @)= OetvxeJ F'(x)=f(X).

Calculs d’aires

Sif est une fonction continue spa, b] (aveca<b):
. laire (en unités d'aire) de la partie de plan limitée @ar Ox et

b
les droitesx=a et x=b est:../ = ﬂ f(t)[dt .
. laire (en unités d'aire) de la partie de plan limitee @ar C, et
b
les droitesx=a et x=b est:.-/ = ﬂ f(t)—g(t)|dt.

Relation de Chasles

b c b
Sif est continue sut:V(a,b,c)e 3% [ f(t)dt = [ f (t)dt+ [  (t)c
a a Cc
Intégrale d’'une fonction continue paire ou impaire

a a a
Sif est impaire j f(t)dt=0 Sif est paire J‘f(t)dt - 2j f (t)dt
0

—-a —-a
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fiche n32 (suite)
Linéarité de l'intégrale
Sif etg sont continues suk:

b b b
V(a,b)e J? V(a,B)eR? j[af(t)+sg(t)]dt=ajf(t)dt+;3jg(t)dt

Signe d’'une intégrale
Sif est continue sur un intervalleet $ (a,b) € J2 :

b
. Sia<betsivte[ab] f({)=0, alorsjf(t)dtzo.
a

b
. Sia<betsivte[ab] f()<O0, alorsj f(t)dt<0.
a
Comparaison de deux intégrales

Sif etg sont continues sur un intervalletsi (a,b) € J2 :

. Sia<betsiVte[ab] f()<g(t), alorsj13 f(t)dt < _Tg(t)dt.

Inéqgalités de la moyenne
Sif est continue sur un intervallet $ (a,b) € J? :

b
. Sia<betVte[ab] m<f(t)<M ,alorsm(b—a)sjf(t)dts M((b-a).

b

j f (t)dt

a

. SivteJ [f(t)<M, alors:V(ab)eJ? <Mlb-al.

Majoration d'une intégrale
Sif est continue sur un intervallet $ (a,b) e J? :

b

j f (t)dt

a

e Sia<bh,ona:

b
s£|f(t)|dt < (b—a)tll/[lggﬂf ).

Nullité d’'une intégrale

Soit f une fonction continue sya,b] (aveca<b) et de signe constarAlors :

b

jf(t)dt=0<:>Vte[a,b] f(t) =0. Donc pour montrer que l'intégrale n’e

a
pas nulle, il suffit de montrer quedt.e [a,b] f (t)=0.

[2]

fiche n32 (suite)

Valeur moyenne d’une fonction continue entrex etb

Si f est une fonction continue suret § (a,b) e J2, alors la valeur

b
moyenne dé entrea etb est :p = b_laj f(t)dt.
a

Intégration par parties

Siu etv sont deux fonctions de clas€ sur un intervalle :

b b
V(a,b) e J2 j u'®)v(t)dt = [ut)v(t)]2 - j u()v'(t)dt .

Changement de variable

Si ¢ est de class€® sur un intervalle et sif est continue sup(J),

b
alorsj flo(t)]e' (t)dt =

Sommes de Riemann

Sif est une fonction continue sfa&, b] aveca<b et sic =(Xy,...,X,)
est une subdivision dga,b], on appelle somme de Riemann to

n-1
sommeS =3 (X, — %) f (%) ou vk e[0,n-1] ¥, €[X, %l
k=0

Si f est continue sufa,b], toute somme de Riemann g b] tend

b

vers I’intégralej f (t)dt quand le pas de la subdivisientend vers 0.

a

b _ ANl _
En particulier :J. f(t)dt = lim Hz f(a+ kbaj.
" i = n

Equation différentielle

Si g est une fonction continue sur un intervallele pimitive G, les
fonctions f dérivables suld qui vérifient Vx e J

sont les fonctions telles qualK eR  Vxe J

o(b)

j f (u)du en posant = o t( et du = ¢'(t)dt .

¢(a)

Prolongement des fonctions de clas&"

Sif est une fonction de clas€" sur]a b] aveca<b etsif™ aune
limite réelle ena, alorsf admet un prolongement de clas§é sur

[a.b].

f(x) = Ke°™

F() =1()9(x)
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fiche n33

FORMULES DE TAYLOR

n désigne un entier naturel.
Formule de Taylor a 'ordre n avec rese intégral

Sif est une fonction de clas™? sur un intervde I, dors pour
tousa etb del :

&b g (B ey
f(b)—kZ::‘)Tf (a)+£n!f Dbyt

Cas des polyndmes
Si PeR,[X], alors pour toua réel :
0, pt) (a)

VxeR P(X)=)Y]
ko k!

(x-a)"

Eqalité de Taylor-Lagrange
Sif est une fonction de clas€"*! sur un interalle I, alors pour
tousa etb distincts dans, il existec compris entra etb tel que:

f (b) — i (b_ a)k f (k) (a) T (b_ a)n f(n+1) (C)
o k! n!

Inégalité de Taylor-Lagrange
Si f est une fonction de classe™?! sur un intervale si

vtel ‘f(”*l)(t)‘ <M, alorspourtousa etb de lintervallel :

n _ k b_ n+1
t)-Y LA @) <M -
Ty k! (n+1)!
Formule de Taylor-Young

Sif est une fonction de clas@" sur un intervattentenant,
alors il existe une fonctiort  telle quim ¢(x) =0:
X—a

vxel f(x)= i(x;—f‘)k £ (@) + (x—a)"&(x)
k=0 .

ce que l'on écrit :f (x) = i(x;_?)k £ (a) +o((x— a)“) .
k=0 '

41
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fiche n34 fiche N34 (suite)
‘DEVELOPPEI\/IENTS LIMITES Propriétés
. Sif admet unDL,(a) , il est unique.
Développement limité en 0 .Si f admet unDL,(a) .elle admet des développements limités

Soit ne N etl un intervalle contenant O et non réduit a 0.
Une fonctionf définie surD =1 ou D=1-{0} admet en 0 ur
développement limité d’ordre (on note DL, (0) s'il existe un
polyndmePR, de degré inférieur ou égahael que :

vxeD f(x)=P,(x)+x"e(X) avec IirQs XX Q

dordre g<n etR, estobtenu entronqudlt a l'orgi@n ne

garde que les termes de degré inférieur ou égal a
«Si f est paire (impaire) et i admet un DL,(0) , alors le

polyndmeP, est pair (impair).
. Sif est définie em, elle admet unDLy(a) si et seulement si glle

174

Clest équivalent a f (x) = P,(x) + o(x") au voisinage de O. est continue era. Sif n'est pas définie em, elle admet un
Le polyndmeP. est la partie réguliére dL.  (0) DLy(a) siet seulement si elle est prolongeable par continuiéé ¢n
n n X

Développement limité era . Sif est définie em, elle admet unDL;(a) si et seulement si glle
Méthode de calcul On effectue un changement de variable|en est dérivable em. Sif n'est pas définie e, elle admet un
posant :h= x—a. On se ramene & la recherche de I'existence ¢'un DLy(a) si et seulement si son prolongement par continuité est
DL, (0) de la fonctiorg définie parg(h) = f (a+h). dérivable era. _ o
La fonctionf admet era un DL,, @) s'il existe un polynémeP, de - Sif Aadmet unDL,(a) et sila partie réguliefy,  n'est pag le
degré inférieur ou égalratel que : polyndme nul, alors T~ R(x-2).

vxeD f(x)=PR,(x-a) +o((x—a)”). Condition suffisante (non nécessaire) d’existence
Le polyndmex — P,(x—a) est la partie réguliére dDL,, a (. ) Sif est une fonction de classe”  sur un interviallentenanta,
- RS Y T (k)

Développement limité a l'infini elle admet uDL..(a) f (X) = @ x—a) +of(x=a)"

Méthode de calcul On effectue un changement de variable|en n(@  T(x) k; k! ( ) (( ) )

1 R : _
posant :h==. On est donc ramené a la recherche de l'exist¢nce | Recherche d’'une tangente en un point
X

_ o 1 Si la fonctionf admet un DL,(a) , ars I'équation de la tangente
d'un DL, (0) de la fonctiorg définie parg(h) = f (E) au point d’abscissa est : y = B(x—a). La position par rapport &
La fonctionf admet & Finfini unDL,, ¢ )s'il existe un polyndmd la tangente est donnée par le premier terme suivant non nul.

P, de degré inférieur ou égahiel que : Recherche d'une asymptote
1 " On cherche urDL de f & linfini. Si f(x) = ax+b+@(x) avec
vxeD f(x) =R, [—jﬂ)([—j J XIi_r)nwcp(x) =0, la courbe def admet une asymptote obliqye

d’équation y=ax+b . La position par rapport a I'asymptote |est

Parfois, I'étude conduit a des termes qui sont des pwssaneﬁas de donnée par le premier terme non nuiua Finfini de ¢ .

On parle alors de développement asymptotique a linfini.
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fiche n34 (suite)

Développements limités usuels en 0

L xR +o(x")
1-x
2 n
=1 Xy Xy ...+X—+0(X”).
1 2! n!
2 3 n
IN@+x) = x>+ X 4+t o).
2 3 n

@+ x)* 1+ % vt OL(O;I—l) N OL(OL—l)...I(oc—n+ 1)Xn +o(x".
: n!
x° 2n+1
SinX=X= -tk (I e 0.
3! 5l (2n+1)!
2 4 2n
2! 4] (2n)!

Opérations algébriques(On se raméne d’abord en 0)
Sif etg admettent de®L, (a) de parties régulieRes Qgt

. S o et B sontréels, alorsaf +3g admebL,(a) dont la parf
réguliere estaR, +BQ,
. fg admetDL,(a) dont la partie réguliere est obtenue en tronq
P.Q, al'ordren.

. f admet unDL,(a) siQ,(a)= 0 . Pour l'obtenir, dans®. (a)
g

de g, on met en facteur Q,(a) , ce qui permet décr
r__f X avec imu=0 . SiQ,(a)=0 , on se ramene au ¢
g Qa) 1-u x—a
précédent en factorisant par des puissance¢xden) , mais |
obtenu ne sera pas

Composition

Sif admet unDL,,(a) , silim f(x) =b & sig admetun DL, (b), alors
X—a

gof admet unDL,(a) dont la partie reguliere est la tronca
d’'ordrende Q, o P, (composée des parties réguliereg ef).

ie

uant

ire
as

ordre

ure
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fiche n35 fiche n35 (suite)
\SYSTEMES D'’EQUATIONS LINEAIRES Méthode du pivot de Gauss

Objectif: A l'aide d'opérations élémentaires, transformer | le
systéme en un systéme triangulaire équivalent simple a résoudre.
Etape 1 on choisit une ligne de réference que 'on met dang

ApXy +. B pXp =y (coefficient de x; non nul et le plus simple possible), puis| on
-------------------------------- transforme toutes les lignes sauf pBr < al; +BL; (avec
An1Xg +-t Ay pXp =Dy o # 0) pour annuler le coefficient dg  dahs

Systeme den équations linéairesa p inconnues

Les ,x, sontemconnues. Etapes suivantes Ensuite, on ne change plug; , et pon
l&s etlds sontescoefficierts. recommence le méme procédé avec l'inconmye sur le systeme
Une solution du sstére est un élément(x,....x) d®kP  qli formeé par L,,....L, , ... et ainsi de suite jusqu'a ce que l'on|ait

épuisé les lignes ou les inconnues.
. R Si, au cours de ces transformations, on trouve une équation|de la
Systeme homogene

Le systeme est homogéne ¥i b =0 . Il admet au moins|une form.e O+t Oxp\: b: _ k
soltion (0,...,0). . S! b=0,le systeme n'a pas de solution. Le processus s'arréte.

T « Si b=0, on continue le processus en supprimant la ligne.
Ensemble des solutions

On se place dans le cas ou I'on n'a pas troBvweds
Sile systéme ihal est triangulaire, les termes de la diagonale étant
non nuls (pivots), le systeme est un systéme de Cramer €t on
obtient la solution par substitution depuis la derniére ligne jusfu’a
la premiére. On peut aussi effectuer des transformations
symétriques sur la matrice complétée pour obtenir une matrige de

vérifie toutes les équations.

Systeme & Cramer
C'est un systeme cari@ = p)  qui admet une unique solution.

Systemes équivalents
Deux systémes sont équivalents s'ils ont le méme ensemble de
solutions.

Opérations élémentaires sur les lignes
- Echange de deux ligned; < L;

- Ajoutd’ure autre lige: L < L +L;.

« Multiplication d’'une ligne par unréedt =0 L; < al, la forme : ! 0 bl
Elles transforment un systéme en un systéme équivalent. ,
Il en est de méme pour toute transformation de la forme: 0 - 1jbj
Li < alj +BL; a condition quea.# 0 . Si le systéme final comporte moins d’équations que d’'inconnues,
Matrice complétée du systeme on considére certaines inconnues comme « parameétres », [et on
ay - ap|b exprime les autres en fonction de celles-la. Le systéme a alors une
C'est la matrice des coefficientsa=| @ . & [} |. infinité de solutions.

1 v Bnplhy
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fiche n36
[ESPACES VECTORIELS
Définition
Un ensemblé eg unespace ectoiiel sur K =R ouK =C s'il est mun
ExE—E
d’'une addition interne =7 et d'une multiplication externe (p
(u,vV)>u+v
B KxE—E N
opérateurs daris) qui vérifient :
(o, u) > au

. V(e E? u+v=v+u.

e VUvwWeEd (U+v)+w=u+(V+w).

« Il existe un unique élément (neutre§g
YueE u+0g=0g+u=u

. Pour tout vecteun deE, il existe un unique vecteur @enoté —u tel
que :u+ (-u)=(-u)+u=0g

« YueE 1lu=u.

. VaeK V(uVv)eE? a(u+Vv)=au+ayv.

e Y(a,p)eK? VueE (a+p)u=au+pu.

. VY(a,B)eK? YueE a(pu)=(ap)u.

Propriété: au= @ < o = 0ou u=0g dans un espace vectoriel
Exemples fondamentaux

K", .~/(D,K) (applications de D das K),

numeériques), K[X]  (polyndmes)K, [ X] (degrén

A (K) (matrices).

Sous-espaces vectoriels
Une partieF d’'un espace vectoriekbs un ous-epace veetoriel deE si
et seulemenr si:
. FzU.
. VaeK V(uv)eF? aut+veF
Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.
Tout sous-espace vectoriel contient le vecteurQl
Une intersection de sous-espaces vectorielsEdest un sous-espage
vectoriel deE (donc non vide). C’e faux pour une réunio

de tel que:

~ =K~ (suites
.)//n,p(K) et

fiche n36 (suite)

Somme de deux sous-espaces vectoriels
La somme F+G={u+v/uecFetveG} de deux sous-espaces
vedoriels e E est uin sous-espace vectoriel ge
La somme est direc{@otée F ® G ) siF NG = {0g}.

F et G sont_supplémentaires F ®G = E : tout vecteur deE se
décompose de maniére uniqueen v avecF ve&G

Sous-espace vectoriel engendré
Le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs , u,..e$
I'ensembledes combinaisons linéaires de ces vecteurs :

n
UeVect<Up,..t, > 3y ..o EK" U=> oy, .
k=1

Famille génératrice
Une famille (y, , ..., u, ) de vecteurs appartenant a un sspace

vedoriel F est génératrice dé si Vect< u,...u, >= F, c'est-a-dire
si tout vecteur d& est combinaison linéaire dg , .u,

Toute famille qui contient une famille génératrice est génératrice

Si l'un des vecteurs d'une famille génératrice est combinajson

linéaire des autres, la famille privée de ce vecteur est génératrice.
Famille libre

Une famille (u, , ..

.,u, ) de vecteurs @eed libre g:
V(oy, .oy )e K" oy +...+a U, =0 @ ay=..=a, = C

Unefamille (u,) est libre ssiu, # O
Une famille (u, ,u, ) est libre ssiy al, ne sont pas colinéaires.
Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
La famille est libre ssi tout vecteur d¥ect< u,...,u, > s'écrit de
maniére_uniqueomme combinaison linéaire dg , .u,

Famille liee
Une famille (u; , ..., u, ) de vecteurs deeg liee siele Nest pas
libre, donc si:3 ¢ ,..a, }* (Q...0) g +...+ 03U, = 0.
La famille est liée si et seulement si l'un des vecteurs

combinaison linéaire des autres.
Toute famille qui contient une famille liée (par e

est

) est liée.
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fiche n36 (suite)

Base
Une famille (u, , ..., u, ) de vecteurs d’'un sous-espace viettbr est
une baseleF si elle est libre et génératrice.
Une famille (uy, , ...,u, ) est une base Eei et seulement si :

YueF 3!@q,...0n) €R" U=oqlh +...4+ 0pUp -
(@,,...,0.,) sont les coordonnées delans la basey; , ..u, ).
Espace vectoriel « de dimension finie »
C’est un espace vectoriel qui a une famille générdiine
Tout espee vectoriel E = {Og} de dimension finie admet une base.
Dimension d’'un espace vectoriel
Théoreme de la dimensiorBi un espace vectoriel posséde une base
vecteurs, toutes les autres basesomcteurs.
Ce nombren s'appelle la dimension d&: dim E=n.
Par convention dim {Og} = 0.
Une droite vectorielle est un espace vectoriel de dimension 1.
Un plan vectoriel est un espace vectoriel de dimension 2.
Un hyperplan d’'un espace vectorielde dimensiom est un sous-espaq
vectoriel deE de dimensiom-1.
Bases canonigues
dim K"=n Base canonique {1Q...0) , ...(0Q...))
dimK [X]=n+1 Basecanonigue : (1,X,....X").
dim. 7 (K)=np Base canonique(E ;)..., (ou E ; est la matrice
IKj<p
dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la iig
et de la colonngqui vaut 1)
Sous-espaces vectoriels d'un espace de dimension
SiF est un sous-espace vectorielEle dimF < dimE.
Et F = E siet sedment si: dimF = dimE.
dim(F + G) =dimF + dimG - dimF nG).
F etG sont supplémentaires s6inG = {0:} et dimF + dimG = dimE .
Lerang de (4 , ...u, ) estladimension déect< u,...\u, >.

ne

fiche n36 (suite)

Familles de vecteurs d’'un espace vectoriel de dimension
. Toutes les bases omtvecteus.
. Toutes és familles libres ont au plusvecteurs.
. Toutes les familles génératrices ont au maimscteurs.
. Toute famille libre den vecteurs est une base.
. Toute famille génératrice devecteurs est une base.
. Toute famille libre peut étre complétée en une base.
. De toute famille génératrice, on peut extraire une base.
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fiche n37

APPLICATIONS LINEAIRES

Définition
SoientE et F deux espacesectoriels. Une applicatiohde E dans
F est linéaire (ou est un homomorphisme) si :
VaeK Y(u,v)eE? f(au+v)=oaf (u)+ f(v)
Un endomorphismdeE est une application linéaire &sdansk.
Un isomorphismest une application linéaire bijective BelansF.
Un automorphismeeE est un endomorphisme bijectif &e
Opérations sur les applications linéaires
La somme de deux applications linéaires est linéaire.
Le produit d'ure application linéaire par un scalaire est linéaire.
L'ensemble - (E,F) des applications linéaires de dansF et
I'ensemble - E ) des endomorphismes demunis de ces deu
opérations sont des espaces vectoriels.
La composée de deux applications linéaires est linéaire.
La réciproque d’'une application linéaire bijective est linéaire.
L’ensembleGL(E) des automorphismesklest un groupe.
Propriétés
Sif est une application linéaire ded&nsF :
L’image du vecteur nulz ~ deest le vecteur nud  de
L'image d’'une combinaison linéaire de vecteurs Elest la
combinaison linéaire de leurs images affectées des m
n
coefficients :f[z o U

J = iai f (Ui).
i=1 i=1

L'image d’'un sous-espace vectorigl' Eest un sous-espad
vectoriel deF : f(E')={ve F/3uecE' v= f(u)}.
L'image réciproque d’'un sous-espace vectofiel

Fdest un
sous-espace vectoriel e f 1(F') = lueE/f(u)eF}.
Novyau d’une application linéaire
Kerf=f1(0-})={ueE/fu)=0g}.
C’est un sus-espace vectoriel de
L'application f est injective si et seulement sKer f = {Og .

PaY

e

fiche n37 (suite)

Image d’'une application linéaire

Imf = f(E)y={veF/JueE v=f(u)}.

C’estun us-espace vectoriel die

L'applicationf est surjective si et seulement dmf = F
Image d’'une famille de vecteurs

Sif est une application linéaire &edansF :
L’ image d’'une famille liée dé est une famille liée de.
Sif est_injective 'image d’une famille libre d& est une famille libre
deF.
L'image d’'une famille génératrice d’'un sous-espace vectdfiel
E est une famille génératrice du sous-espace vect6(El) F. de
Si f est_injective I'image d’'une base d’'un sous-espace vectoBel
deE est une base du sous-espace vectdr{@") F.de
Forme linéaire

Une forme linéaire sUt e une gplication linéaire dé&= dansk.

Si dimE =n, le noyau d’'une forme linéaire non nulle darest un

hyperplan (sous-espace vectoriel de dimensien).
Projection

14

wek

Si E, etE, sont supplémentairesue E u=u, +u, avec{ E
U, €

2
La projectionp sur E; suivante, est définie pap(u) =u,
Propriétés C’est un endomorphisme &e
Ppep=p.
Kerp=E,.
Imp=E, ={ueE/p(u) =u}.
Projecteur
Un projecteur suk eg un enemorphisme d& tel que : pop=1p .

Sip est un projecteur si, alors :
Imp et Ker p sont deux sous-espaces supplémentair&s de

p est la projection sum p = {u € E/ p(u) = u} suivantKerp.
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fiche n37 (suite)
Symétrie
_ . o {Ul €k
Si E, etE, sontsupplémentairesue E u=u, +u, avec .
u, e E,
La symetre s par rapport aE; suivar, est définie ps(u) = u;, —u,.
Propriétés C’est un automorphisme @e
Sos=ld;.
E, ={ue E/s(u) =u}.
E, ={ueE/s(u) = -u}.
[nvolution
Un endomorphismeest involuif si ses=Idg.
Sis est un endomorphisme involutif, aloker(s—Id.) = {u e E/s(u) = u}
et Ker(s+1d.) ={ueE/s(u)=-u} sont deux sous-espaces vectolig
supplémentaires d&, et s est la symétrie par rapport Eer(s—Idg)
suivant Ker(s+ Idg).

Théoreme du rang (dimensions finies)
SiE etF sont de dimensions finies, etfsst uneapplication linéaire d&
dansF, alors : dimE = dim(Kerf )+ dim(Im f).
Conséquences
. Sifestinjective :dimE <dimF.
. Sif est surjective :dimE > dimF.
. Sif est bijective (isomorphisme) dimE = dimF .
. Si dimE = dimF, alorsf est bijective ssiKer f = {0 }.
« Si dimE =dimF, alorsf est bijective ssimf = F
Matrice d’une application linéaire en dimension finie
Soit E un espace vectoriel de dimensjrde base~ = (g,....¢,) etF un
espace vectoriel de dimensionde base~ = €],....€,,) -
Si f est une application linéaire de dansF, on appelle matrice dkla
matriceA des vecteursf (g) ,..f,(g,) dans la base.

Si u est un vecteur d& de matriceX dans la base~ , alors le vecteur
f (u) a pour matriceY = AX dans la base'.

fiche n37 (suite)

Reéciproquement, toute matrice de; ,(K) peut s'interpréter commy

matrice d’'une application linéaire d& dansF, ou de K" dans K"

rapportés a leurs bases canoniques.
Opérations sur les matrices
La matrice def +g esM; + Mg

La matricede Af estiM

La matrice dego f esMgxM
Un endomorphisme est bijectif si et seulement si sa matrics
inversible. La matrice de sa réciprogde® @, )"

e

U
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fiche n38

MATRICES

Matrices an lignes etp colonnes

o a

lalignei

A= .
lacolonne;j

g ed I'élément de{
8 8nn

Matrice lignesi n=1. Matrice_colonnsi p=1.

Matrice nullesi V(i,j) &;=0.

Matrice carrée d'ordrasi p=n.

Matrice carrée diagonatg & ; = O pour tousi = |

Matrice I,, unité d’ordren : matrice diagonale avegi a; = .1

Matrice carrée triangulaire supérieuies; j = O pour tousi > j

Matrice carrée triangulaire inférieusea ; = O pour tousi < j .

-/ p(K) = ensemble des matricesndignes etp colonnes dont les

éléments sont daks

.7 (K) : ensemble des matrices carrées d’'ordd®nt les éléments

sont dan«.

Egalité de deux matrices
Elles doivent avoir les mémes dimensions (i, j) a; =b;;.

Addition de deux matrices
SiAe. 7, ,(K),Be. 7 ,(K) et C=A+B,alorsCe.~ (K).

On additionne les €léments terme a tervi; j) ¢ ;=g +h;.

Multiplication d’'une matrice par un scalaire
Si Ae.//nyp(K), LeK etC=2AA, alorsC e‘//n,p(K)'

On multiplie tous les éléments par V(i j) ¢; =21a;.

Multiplication de deux matrices
SiAe./,,(K),Be. .7, (K) et C=AB, alorsC . 7, ,(K).

de A par la colonnej de B:

On multiplie la ligne i

b

b

p
V{||) C:: =Y‘a:.,bu,:

fiche n38 (suite)

Transposée d’'une matrice
Si Ae./ ,(K) etC="A,dorsCe. 7 (K).

On intervertit les lignes et les colonnesAde V(i, j) ¢ =a;;.

Propriétés '(A+B)="'A+'B  '(AA)=A('A) '(AB)='B'A

Matrice carrée symétriqust ‘A = A, antisymétrigusi 'A=—A.
Propriétés algébriques

A+B=B+A

LA+ B)=AA+AB

A(pA) = (Ap) A

L(AB) = (LA)B = A(LB)

A(B+C)=AB+ AC

SiAe /4,(K) : Al =1,A=A.

La multiplication des matrices n’'est pas commutativ&B = BA.

Si AB = BA, on dit que les matricéset B commutent
Un produit de matrices peut étre nul sans qu’aucune des matrices so

Inverse d’'une matrice carrée
Une matrice carréd d’ordre n est nversible s’il existe une matrice carr

B d'ordrentelle que :1 = AB=BA. Alors B= A".

Propriétés (A" H1=A (AB)"1=B"1A YA =(A)T
AB=C<=B=AC BA=C < B=CA™

Une matrice diagonale ou triangulaist inversible si et seulement si

éléments de sa diagonale sont non nuls.

Méthodes de calculMéthode de Jordan-Gauss ou Inversion du systén

Polynbme annulateur.
Puissances d’'un matrice carrée

(A+B)+C=A+(B+C)
(A +uWA=LA+PA

M= 0= A= 0ouA=0
(AB)C = A(BC)
(A+B)C=AC+BC

AKX = Ax..x A (kfoissi keN*) A% =
Propriétés: AKA™ = Ak+m (AK)M = Akm
(Ak)fl:(Afl)k :Afk t(Ak):(tA)k

Formule du binbme seulementfset B commutent

3 3 (mjAka".
o\ K

. m
Si AB =BA, alors :(A+B)" = jAkBmk =
(A+B) z[k 3

t nul

e

es

ne o
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fiche n38 (suite)

Puissances d’une matrice diagonale

d 0 ... 0 d)< o ... o0
sip=| . . .  alors D =|  © '

o0 : .0

0 ... 0 d, 0 ... 0 (d)

Structure de 'ensemble des matrices
L'ensemble. 7, ,(K) est un espaoeectaiel de dimensiomp.

Sa base canonique est formée des matriggs dont toyus les

éléments sont nuls sauf ; =1
L’ensemble. 7 K )est un espace vectoriel de dimensieh
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fiche n39

ICHANGEMENT DE BASE|

Matrice d’'un vecteur
Dans un espace vectorit de bse .~ = (,....e,), & but vecteur

n X
u=>"x8§, on associe la matrice colonie=
i1

Xn
Réciproquement, toute matrice dej,(K) peut étre interprétée comme

matrice d’'un vecteun deE dans la base~ .
Matrice d’'une famille de vecteurs
Dans un espace vectorielde bae .~ = (g,....e,) , la matrice de la famille

de vecteurs ¢ , ...up ) est la matrice de ,(K) dont les colonnes sor
les coordonnées des vecteuks |, Uy, dans la base

—

Réciproquement, toute matrice de;, ,(K) peut étre interprétée comne
matrice d’'une famille de vecteursy( , .u

Matrice d'une base
Dans un espace vectorlelde bae. ~ = (g,...,6,) , unefamille den vecteurs

p )Heanslabases .

est une base si et seulement si sa matrice est inversible.
Changement de base

Si un espace vectorielE posséle deux bases.~ =(g,...e,) et

2= €1,...£€,), on appelle matrice de passage de la base la base ~"
la matriceP de la famille de vecteurg;,...€,) dans la base

Toute matrice de passage est inversible. Réciproquement, toute matrice
inversible peut s’interpréter comme une matrice de passage.
Si un vecteud a pour matric&X dans. ~ et X' dans~ ,'alors: X =PX" .
Sif est un endomorphisme de matrkelans. ~ et de matriceA' dans.~ ,
alors : A= P'AP.

Matrices semblables
Deux matricesA et A' sont semblables’il existe une matric® inversible
telle que : A'= PAP.
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fiche n40
REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Valeurs propres d’'un endomorphisme
Un scalaire), est valeur propre d’un endomorphifaeE s'il existe
un vecter v deE non nultel que f (v) = Av .
0 est valeur propre desi et seulement siKerf # {O¢}. Donc un
endomorphisme est bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur pr
Valeurs propres d’'une matrice
Un scalaire) est valeur propre d’'une matAcgil existe une mace
colonneX non nulletelle que AX =X .
Si f est un endomorphisme d'un espd€ede dimension finie, ur
scalaire A est valeur propre fisi et seulement si il est valeur prop
de sa matricé dans une base (quelconque)e
Toutes les matrices semblables ont les mémes valeurs propres.
Les valeurs propres d’'une matrice diagonale ou triangulaire sor
éléments diagonaux.
Propriétés
Un scalaire » est valeur propre dune matrige ou d'un
erdomorphisne f de matrice A dans un espade de dimension finie, s
et seulement si la matriggA—Al)  n’est pas inversible.

Si L est valeur propre d'un endomorphisinde E, alors pour tout
entierk, A% est valeur propre dék=fo.of (k fois).
S'’il existe un polyndmé® tel que P(f)=0 ouP(A)=0 , alors le
valeurs propres deou deA sont racines du polyndnte (mais toutes
les racines d@ ne sont pas forcément des valeurs propres).

Sous espace propre associé a une valeur propre
On appelle sous-espace propre associé a la valeur piopre
endomaphismef deE I'ensenble : E, = {u e E/ f(u) = Au}.
E, est un sous-espace vectorielEdistinct de{Og | : dimE, >1.
Si 0 est valeur propre dealorsE, = Ker f .
Si 'endomorphismé a deux valeurs propres distincteés e}
alors: E,_ nE, ={0g}.

1 2

U7

bpr

fiche n40 (suite)

Vecteurs propres d'un endomorphisme
Un vecteur deE estvecteur prpre d’'un endomorphismiedeE s'il
est_non nukt s'il existe un scalairg.  tel qué(v) = Av

On dira quer est un vecteur propre associé a la valeur prapre
Pour chaque valeur propre, il existe une infinité de vecteurs pro

tous les vecteurs dg,  saOf
Sif ap valeurs propres distinctes; , .A, etwi , v, S
des vecteurs propres associés, alors la famifle ( v,.., ) estli

Conséguence Un endomorphisme d’'un espace de dimengio
posséde au plusvaleurs propres distinctes.
Vecteurs propres d'une matrice
Une matrice colonn& estvecteur propred’'une matriceA s’il est
non nulet s'il existe un réef.  tel qUAX = AX
On dira queX est un vecteur propre associé a la valeur prépre
Diagonalisation d’'un endomorphisme
Un endomorphisme est diagonalisable s'il existe une bask
forméepardes vecteurs propres fle
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s'il exists
base sur laquelle sa matrice est diagonale.
Un endomorphisme d& est diagonalisable si et seulement si
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est ég
dimension de.
Sif est un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimengjoin
possede valeurs propres distinctes, aldmst diagonalisable.
Diagonalisation des matrices carrées d’ordr@
Une matriceA estdiagonalisables’il existe une matric® inversible

telle que la matriceD = PAP soit diagonale.

Une matriceA est diagonalisable si et seulement si I'endomorphi
associé est diagonalisable.

D est la matrice diagonale dont la diagonale est formée pa
valeurs propres da, etP est une matrice dont les vecteurs colon
sont des vecteurs propresAlédans le méme ordre) qui forment u
base de 7,,(K).

DIres ©

pnt
pre.
H

e

e une

la
hle a

r les
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fiche n41
COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Loi conjointe d’un couple (X,Y) de variables aléatoires discretes
Si X(@={x/icl} et Y(Q)=1y;/jedf la loi conjointe est
définiepar: V(i,j)elxJ p;j=F(X=x)n(Y =y
Propriétés v(i,j)elxJ O0<p;<let > p ;=1

(i,j)elxJ

Lois marginales d'un couple K.Y) de variables discrétes
Ce sont les lois d¥ etdeY. Onles déduit de la loi conjointe :

LoideX:Viel P(X=Xx) :ZP[(X =x)N(Y =y
jed
LoideY: Vied PY=y)=>PF(X=x)n(Y=y)l.
iel
Lois conditionnelles de variables discrétes
La loi conditionnelle deX sahant (Y =y;) est définie par les

probabilités P(Y:yj)(x =) pourtoutiel .

La loi conditionnelle deY sachant (X =x) est définie par le

probabilités Ry _,,(Y = y;) pourtout je J .

Loi conjointe: P[(X =X) N (Y =y;)] = Rx_,(Y =Y)) (X =x)
Et: PI(X =x%) (Y =Yyl = Ry (X =x) Y =y))

Lois marginales Viel P(X=x)=)" Pv-y,) (X =X)P(Y =y))

jed
Et: Vied P(Y=y;)=D Rxx)(Y=Y;)P(X =X%)
iel
Loi de Z =1 (X.Y) silesvariables X et Y sont discrétes
Silonnote:vze Z(Q) K(z)= {(i,j)e I xJ3/f(x,y))= z} alrs:

VzeZ(Q) P(Z=2)= ) pjoup,;=PF(X=x)"(Y=y)

(,1)eK(2)
Théoréme de transfertE(Z) = > f(x,y;)p ;-
(i.j)el
Exemples E(X +Y) = Z(Xi +ypp EB(XY)= inyj' bij
(i,))elxd (i,j)elxJ

tS

fiche n41 (suite)
Somme de deux variables aléatoires discrétes
Il'y a deux maniéres de déterminer sa loi :

P(X+Y=2 =3 Fl(X=x)n(Y=2-X%)]

iel

PIX+Y=2=>P(Y=y,)n(X=2-Y)]

jed

Espérance E(X +Y) = E(X) + E(Y)
Variance: V(X +Y )=V (X )+V { )+ 2cov(X,Y)
Covariance du couple X.Y)
cov(X Y) =H[ X -E X)I[Y - E(Y)])
Praopriété: cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
Inégalité de Schwarz|cov(X,Y)| <V (X)V(Y).
Si cov(X,Y)=0, on dit queX etY sont non corrélées.
Coefficient de corrélation linéaire du couple X.Y)
o(X.Y) = cov(X,Y)
o(X)o(Y)
Proprieté: —1<p(X,Y)<1
Plus |p(X,Y)| est voisin de 1, plus la corrélation<det Y est forte.

Indépendance de deux variables aléatoires discrétes
X etY sont indépendantes si :
V(,j))elxd F(X=x)n(Y=y;)]=P(X=x)xP( =yj)
Propriétés : E(XY) = E(X)E(Y)
cov(X,Y)=0 donc p(X,Y)=0
V(X +Y)=V(X)+V(Y)
Indépendance den variables alétoires discrétes
Les variables aléatoires discréteX;

X sont mutuetien

indépendantes si v (x,...,X,) € R" P{ﬁ(xi = xi)} = ﬁP(Xi =X)
i=1 i=1

Alors toute fonction des variables; est indépendante de
fonction des variableX,,; ,.X,
Propriété: V (X; + ..+ X,) =V (X{)+...+V(X,) si les variables son

indépendantes.

’xk

foute
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fiche n42
ICONVERGENCES ET APPROXIMATIONS |

Inégalité de Markov
Si X est une variable aléatoire & valeurs positives ou nulles

posséle une géraiceE(X) = m, alors Vva >0 P(X =2 a) < m
a

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Si X est une variable aléatoire qui posseéde une espéf@ige= m
2

etun é&art-typed(X) =g, dors :Ve >0 P(|[X —m| = ¢) < %.

Convergence en probabilité
La suite de variables aléatoir€g,,) conwergeen probailité vers
une variable aléatoing si:ve > 0 lim P(|X,, —X| =¢) =0.
nN—+w

Loi faible des grands nombres

indépeanes, de mémeloi, d’espérancen et d'écart-types, alors
X +.+X

la suite(
n

“j converge en probabilité vers une varia

X1+...+Xn_n+2€):0.
n

Conséquence Si I'on répéten fois de maniére indépendante u
expérience aléatoire, la fréquence d'apparition d’'une isstiend
vers la probabilitd® ({w}) quandn tend vers l'infini.

nN—+0

certaine égale@m:ve >0 lim P(

Convergence en loi
La suite de variables aléatoires discréfés) de fanctions de
répatition F, converge en loi vers une variable aléatofrede
fonction de répartitiofr si: Vx e R HIETJ F.(¥)=F(x).

SivneN X,(Q) = X(Q), alors(X,,) converge en loi verX si et
seulement si ¥x e X(Q) lim P(X,=x)=P(X =X).

Si (X,) est une suite de variables aléatoires deux a deu

gu

I=A

e

fiche n42 (suite)
Approximation de la loi hypergéométrigue par la loi binomiale

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Si (Xy) est une suite de variables aléatoires telles que, pour tout
N, Xy suve la loi hypegéométrique #(N,n,p), alors lasuite (Xy)
converge en loi vers une variable aléatdirqui suit la loi binomiale
An,p) quandN tend vers l'infini.

ConséquenceSiX v /N,n,p) avech < 0,1N, alors la loi deX peut
étre approchée par la loi binomiale(n, p) -

vk € [0,n] P(X =k) =~ (2) pk(l _p)n—k

Si (X,,) est une suite de variables aléatoires telles que, pour tout
. - . A .
n, X,, suive la loibinomiale . (n, —), alors lasuite (X,,) converge en
n

loi vers une variable aléatoidéqui suit la loi de PoissonA4) quand
ntend vers l'infini.
Conséguence Si X ~ .~(n,p) avecn = 30, np <15 et p < 0,1,
alors la loi deX peut étre approchée par la loi de Poissafi) de
paramétrel = np :

k
(TZ’ -

vk € [0,n] P(X = k)~

enti

enti
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fiche n43

IFONCTIONS DE DEUX VARIABLES |

Définition
C'est une fonctiori de R? dansR : M = (x,y) — f(M)= f(x,y).
Droite affine

La droite affine passant par et devedeur directeuru= ¢ ) non nul

est:d,, =M cR*/Ft R AM =tuj= M cR*/3HteR M = A+tul.

p . . X=X, +ta
Elle admet une représentation paramétrigue

A

cartésienne de la formex+by+c=0.

Réciproquement sia, & (0,0)I’ensemble{(x, y)eR?*/ax+by+c= O}
est une droite affine de vecteur directeus b-4 ,. )

Demi-plans
La droite d’équatiorex+ by + ¢ = 0 définit deux demi-plans :

. ouverts :{(x, y) eR?*/ax+by+c< 0} et {(x, y) e R?*/ax+by+c> 0}.

. fermés :{(x, y) eR?*/ax+by+c< 0} et {(x, y) eR?/ax+by+c> 0}.
Segment

Le segment A B Jest lengmbk {M eR?/3te[0]] M = (1—t)A+tB}.

Produit scalaire usuel
Le produit scalaire usuel est I'application qui a tougeus u = (x,y) et

v=(x',y") associe le réet u,v >= xx+yy'.

Propriétés < u,v >=<v,u > pour tousu etv.
W< W,V > etw < u,w> sont linéaires pour tousetv.
<u,u>2>0 pourtoutuet<u,u>=0<u=0.

Toute application qui vérifie ces propriétés est un produit scalaire.

Norme euclidienne
La norme euclidienne est l'application qui a tout vecteu (Xx,Y)

associe le rédl| = J<uu> =x*+y*.

Propriétés |ul > >0 pour toutu et |u| = 0< u=0.

|oul = A[Ju| pour tout vecteun et tout réel .
Jlu-+v| <|u|+|Vv| pourtous etv (Inégalité triangulaire).

et une équatior

fiche n43 (suite)
Inégalité de Cauchy-Schwarz
|<u,v>| <|ulx|\v| pour tousu etv (égalité ssui etv sont colinéaires).
Distance euclidienne de deux points
La distance euclidienne est I'application qui a tous pdiht= (x,y) et
N = (x',y") associe le réed(M,N) =|N-M| = JX=%)% + (y-y)? .
Propriétés d (M ,N)> 0 pour tousM etN, etd(M,N)=0< M = N.
d(M,N)=d(N,M) pour tousM etN.
d(M,P)<d(M,N)+d(N,P) pour tousM, N etP.

Boules
Boules de centrA et derayon r >0 :

. boule ouverte B(Ar) = {M eR?/d(AM) < r}.
. boule fermée B, (Ar) = {M eR*/d(AM) <r/}.
Partie ouverte (ou ouvert)

Une partieD de R? esun owert de R> siD=@ ou si, pour tol
point Ae D, il existe unréelr >0 telqu(Ar)c D.

Exemples les boules ouverte®? & |, les demi-plans ouverts.
Propriétés Une réunion d'ouverts est un ouvert.
Une intersection d’'un nombre fidiouverts est un ouvert.
Partie fermée (ou fermé)
Une partieD de R? esun feemé de R? si son complémentaife est
un ouvert.
Exemples les boules ferméeﬂa2 ¢ |, les demi-plans fermés.

Propriétés Une réunion d’'un nombre finie fermés est un fermé.
Une intersection de fermés est un fermé.

Partie bornée
Une partieD de R? esbornée s'il existe une boule contenabt
D est bornée si et seulement 3K >0 VM eD |M|<K.

Propriétés Une réunion d’'un nombre finie bornés est un borné.
Une intersection de bornés est un borné.
Partie convexe

Une partieD de R? esconvexe si:V(M,N) e D> [M,N]c D.
D est convexe ssiV(M,N)e D* Vvte[01] (L-t)M +tN e D
Propriétés Une intersection de convexes est convexe (Pas la réuni
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fiche n43
Graphe d’'une fonction de deux variables

Cest:I'= { kyz)eR®/ky)eD, etz=f(x y)} (surface deR®).
Lignes de niveau

La ligne de niveak e R est/, = { &k y)eR? /& y)e D, et f(xy) =k}

C’est l'intersection du graphe avec le plan d’équatipe k
Limite en un point

Une fonctionf définie sur tn ouvert D= @ deR? admet au poin e D
une limite ¢ si:ve>0 Ja>0 VM eB(Aa)nD [f(M)-/<e.

Cette limite si elle existe est unique. On la note= lim f(M).
M—-A

Les propriétés sont identiques a celles des fonctions d’'une variable.
Continuité

Une fonctionf définie sur un ouvert D= @ deR? est continue au poi

AeD si :Ve>0 Ja>0 YMeB(Aa)nD ‘f(M)— f(A)‘<8.

Elle est continue sub si elle est continue en tout point e
Opérations algébrigues

Mémes opérations algébriques que pour les fonctiamed/aiable.

Conséquenceles polyndmes et les fractions rationnelles sont continue
leur ensemble de définition.

Composition
. Sif est une fonction dR? dars
de R dansR continue eri(A)
A
ConséquenceSif est continue sub, les fonctions|f| ,Inf e ,f¢
sin f , cosf , ... sont continues sil¥ si elles sont définies.
. Si ¢ ety sontdeux fonctionsdR daRs continue, &t sif est une

fonction de R? dansR  continue eA=(¢(a),y(a)), alors la fonction
t f(o(t),y(t)) est continue ea.
Conséquence 1Sif est continue en un poiAtdeD, alors pour touti de

continueAest si ¢ esune fonction
, alors la fonctipn f est continu

R?, la fonctiont = f(A+1tu) est continue en 0 (mais réciproque fauss
Conséquence 2Pour montrer qu’une fonctidm’est pas continue eh |l
suffit de trouver deux fonctionsp ety continues @rtelles que

(1)

t— f((p(t),\u(t)) ne soit pas continue en

fiche n43 (suite)
Propriétés des fonctions continues

Sif est une fonction continue siEhZ, alors :
. Sil est un intervalle ouvert dR, alors f * ( ) est un ouvert d&”.

. Sil est un intervalle fermé dR, alors f * ( ) est un fermé dBZ_

Toute fonction continue sur une partie fermée et borné® deest
bornée et atteint ses bornes.

Dérivées partielles d’ordre 1

Une fonctionf définie sur unouvertD = & admet enA= X, Yy, ).

. une dérivée partielle d'ordre 1 par rapportxasila fonction
fim %Y%) = T (%0, %)
X—=>Xo X_XO
. une dérivée partielle d'ordre 1 par rapporty asila fonction

x> f(xy,) estdérivable erx, : Zf(A) =
X

yis f(%,y) est dérivable ey, : O(A) = lim oY) = (%)
oy y=>Yo Y="Yo
Une fonction peut admettre des dérivées partielles sans étre contipu
Opérations

Mémes opérations algébriques que pour les fonctiansedaable.
Les formules de dérivation sont analogues.

Conséquence Les polyndmes et les fractions rationnelles admettel
des dérivées partielles d’ordre 1 sur leur ensemble de définition.
Sif admet des dérivées partielles/Art si @ est dérivable ernf A ,)

alorspo f admet des dérivées partiellesfen
099 1)  my o ey & 0@ ) Ay _ i fyem O
P (A) = (9 f)(A) ax(A) (A) = (¢ f)(A)ay(A)

Si ¢ ety sont dérivables en et sif admet des dérivées partielles
A= (p(a),y(a)), la fonctiong : t - f ((t),y(t)) est dérivable ea :

- D SN
()= 5 (A @)+ (A (@)

Gradient
Sif est une fonction qui admet des dérivées partielles d’ordreAl @m

appelle gradient dieenA le vecteur Vf (A) = (i(A),ny(A)J .
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fiche n43 (suite)

Dérivée directionnelle
Sif est définie sur un ouverD = et dhe D , alors, pour t

vecteur unitime u, on appelle dérivée deenA dans la direction da
f(A+tu)- f(A)
. :

le réel (s'il existe) :f',(A) = Itlm0

Développement limité d'ordre 1
Une fonctionf définie sur m ouvert D = & admet emA = (X, Y,)

u

développement limité d'ordre 1 s'il existe deux réglst b, et une
fonction ¢ telsque Ilim e¢(hk)=0 et:
(h k)~ (0,0

f (%, +h,y, +Kk) = f(X,Y,) +ah+bk++h?+k*e(h,k)
Toute fonction qui admet un développement limité d'ordre A @st
continue erA et admet des dérivées partielles d’'ordre Aen

Alors : Z];(A) =a etgfy(A) =b.

Mais la réciproque est fausse : une fonction peut avoir des déi

partielles d’'ordre 1 sans avoir de développement limité d’ordre 1.
Fonction de classe&C*

Une fonctionf est de classeC' sur un ouvertD = & si elle admet 6

tout point deD des dérivées partielles qui sont continuedDsur

Propriété: Toute fonction de class€!  sur un ouvert: @ adme

tout point A= (X,,Y,) deD un développement limité d’ordre 1 :

f (g +h,yp+ k) = f(xo,yo)+hgfx(xo,yo)+k2fy(xo,yo)+dh2+kza(h,k>

avec lim g(h,k)=0. Ceci sécrit aussi :
(h k)~ (0,0)
f(A+H) = f(A+<Vf(A),H >+|H[e(H) avec HIir(r(]o)g(H )=0.

ConséquenceSif est une fonction de classe! sur un ouvert non vid

D de R?, elle admet en tout poid de D une dérivée dans toy
directionu et f', (A)=<Vf (A),u> .

Propriété: Sif est une fonction de classg’ sur un ouver &

son gradient est, en tout point d’une ligne de niveau ou il ne s’anny

pas, normal & cette ligne de niveau (orthogonal a la tangente).

put

—

iVé

t e

te

fiche n43 (suite)

Extremum local
Une fonctionf définie sur mouvert D # @ admet eme D
un maximum local si:Ar >0 VM e B(Ar)nD f(M)< f(A)

« un minimum local si:ar >0 VM e B(Ar)nD f(M)= f(A).
Le maximum ou le minimum est absolu si I'inégalité est vraie en
point M deD.

Condition nécessaire d'extremum local

Si une fonctiorf de classeC' swn ouvertD = & deR?

admet u

extremum localenAe D alor% (A)=0 %(A) =0
X

Les points qui vérifient ces conditions s’appellent des points critigy

Dérivées patrtielles d’ordre 2
Sous réserve d'existence, il existe 4 dérivées partielles d'Brdre

2
g est la dérivée partielle dg
1) OX

par rappoxtselle existe.

o°f

. . of . :
est la dérivée partielle dgy par rappoxtshelle existe.

0 f

L : Oof . .
est la dérivée partielle dg par rappoytsielle existe.
X X

o f

? est la dérivée partielle dgy— par rappoytsaelle existe.

Fonction de classe 2

Une fonctionf est de classeC? sur sur un ouvertD # & si ell
admet en tout point dB des dérivées partielles secondes qui
continues sub.
Théoréme de Schwarz
Sif est une fonction de clas€@?
o f
(M).
Oyox

q

J

sur un oufede R? , alors por

. o°f
toutM deD : (M) =
oxoy

tout

ies.

11

ont




fiche n43 (suite)
Développement limité d’ordre 2

Toute fonction de class€?  sur un ouvert non Bdde R®> admet
en but point (Xq, Yp) deD un développement limité d'ordre 2 :

252

f(xo+hyo+k)—f(xoyo)+h (xoyo)+k (xoyo)+ h™—- (%, ¥o)

8y

8

(Xov Yo) + 2K a ~7 (Xo ¥o) + (0* +k*)e(h.k)

ou ¢ estune fonctlon querlfle lim &e(h,k)=0.
hk)>(00)

Notations de Monge
Sous réserve d’existence, on note :
o2 f 0% f 0% f
r=—- S= t=—

ox* oxoy oy?
Recherched’'un extremum local

Si la fonctionf est de @sse C? sur un ouvertD = & deR? , alor
pour chaque point critiqué = (X,, Y,)

. Sir-s> 0, alorsf admet un extremum local é: si r >0,
c’est un minimum, et sr <0 , c’est un maximum.

. Sirt-s?< 0, alorsf n'admet pas d’extremum local én
Si rt—s?=0, on ne peut pas conclure : il faut étudier « a la main
signe de f (x,y) - f (Xg, Yo) -
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