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Préface

Trois facteurs essentiels, nous semble-t-il, sont a la base du développement de toute nation :
Les ressources humaines, la langue et les sciences.

La recherche scientifique devrait donc, dans toute nation qui aspire au développement, étre la
préoccupation majeure des premiers responsables.
Au Burkina nous disposons d’un ministere chargé de la recherche scientifique. Cependant,
force est de constater que le pays dispose trés peu de scientifiques et de nos jours peu de
jeunes s’engagent dans les études scientifiques.
Le déficit des enseignants dans les disciplines scientifiques dans nos lycées augmente
d’année en année a un rythme inquiétant ; surtout les enseignants de mathématiques titulaires
de CAPES. ...
Ce que I’on ne doit pas perdre de vue, c’est que les mathématiques, au-dela de son aspect
disciplinaire, est aussi un outil pour le développement intellectuel de I’enfant et un outil pour
les sciences.
Les mathématiques, s’avérent donc étre pour les sciences, ce qu’est le fer pour les
immeubles, les tours, les ponts... Sans les mathématiques, la recherche scientifique
« agonise » ; sinon est inefficace.
Nous avons voulu par ce manuel et par le site mis en ligne :
(http://apodeyao.e-monsite.com), espérer présenter les mathématiques comme une
discipline pratique et non théorique, facile & comprendre par tous.
Ce manuel est structuré en cinq parties :

» La premiére partie résume en quelques lignes, notre conception de 1’apprentissage et la

résolution d’un exercice ou d’un probléme de mathématiques.
» La deuxiéme partie ébauche aussi en quelques lignes, des éléments de logique
mathématique utiles pour mieux comprendre un cours de mathématiques.

» La troisieme partie recense des outils de bases nécessaires pour une meilleure

compréhension des cours de mathématiques de Terminale D.

» La quatriéme partie concerne :

e Des rappels d’outils sous forme de cours « Ce qu’il faut retenir » qui sont
actuellement enseignés dans nos classes de Terminale D.

e Dans chaque chapitre, des exercices de difficultés variées vous sont proposés. Pour
certains exercices, des outils possibles pour traiter chaque question dans 1’exercice et
des propositions de réponses sont également proposés. Il reste entendu que pour un
travail donné, qu’il soit physique ou intellectuel, on peut avoir plusieurs outils ; des

outils principaux pour le travail et au cours de 1’exécution, d’autres outils (en passant)
sont souvent nécessaires. Le choix donc des outils a essentiellement porté sur les
outils principaux présents dans le chapitre et a tenu compte du programme
d’enseignement et du niveau moyen des €leves des classes de Terminale D.

e En début de chaque chapitre, un rappel historique sur la notion, son utilité pratique
dans la vie courante, (tirés du net) vous sont proposés. Car, il nous semble que la
connaissance historique des notions enseignées et leur utilité pratique dans la vie
courante sont des aspects qui pourraient susciter I’intérét chez les éleves pour la
notion, voir la discipline.

e Enfin la cinquieme partie est un répertoire non exhaustif de quelques travaux
possibles, des outils et des méthodes pour les exécuter en classe de Terminale D.

Tout en restant a votre écoute, je vous souhaite du courage et bonne chance dans vos études !
L’auteur
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PROPOSITIONS DE CONSEILS POUR LA RESOLUTION D'UN PROBLEME DE
MATHEMATIQUES

Tout apprentissage, qu'il soit formel ou informel est basé sur les trois principes pédagogiques
qui sont :

1) Accepter (I'apprenant est tenu d'accepter les définitions, les théorémes, les notions
etc.... qui lui sont enseignés. Il est difficile, voire souvent impossible pour lui de les
remettre en cause.)

2) Retenir (Une fois la notion acceptée, il revient a l'apprenant de la retenir, de la
mémoriser.) (Dans rare de situations, I’apprenant utilise les documents pour un
examen de qualification ou de certification) ; il faut alors retenir le savoir enseigné si
I’on veut étre déclaré qualifié ou si I’on veut obtenir un diplome a ’issue de la
formation.

3) Appliguer (Appliquer dans des activités variées ce qui a €té accepté et retenu;
I’application peut se faire pendant 1'apprentissage ou longtemps aprés l'apprentissage.
L’application pendant I’apprentissage se fait souvent a travers les exercices
d’application, les partiels, les devoirs, mais aussi les examens qui sont tous organisés
apres que vous ayez regu les cours c’est-a-dire les « outils ».)

Résoudre un probléme ou traiter un exercice de mathématiques, (ou de toute autre
discipline), se présente comme un travail : «le travail intellectuel ». Comme pour tout
travail il faut avoir des outils, il faudrait alors donc dans ce cas de travail (travail intellectuel),
avoir également des outils que nous appelons des outils intellectuels. 1l faudra alors, dans un
travail intellectuel donné, bien choisir les « outils » nécessaires et/ou convenables pour faire
le travail.

Les outils intellectuels pour le travail intellectuel sont « le savoir » qui est enseigné dans
nos classes.

En mathématiques particulierement, les outils intellectuels ne sont autres choses que
les définitions, les propositions, les théorémes, les régles, les corolaires, les lemmes, les
axiomes, etc.....

La résolution d'un probléme passe par les trois étapes suivantes :

1) Comprendre le travail demandé.
Cette étape est tres importante, car si vous n'avez pas bien compris le travail que I'on
vous demande, vous allez prendre des outils qui ne sont pas appropriés et le travail
serait laborieux sinon impossible.

2) Rechercher les outils convenables.
Une fois le travail compris, on recherche les « outils » c'est-a-dire le contenu du cours
nécessaire pour le travail.

3) FEaire le travail.
Il faut d'abord se poser la question comment faire le travail avec 1’outil ciblé? A ce
niveau, il faut se rappeler des exemples que I'enseignant a donner en classe, comment il
a traité la question? comment il a utilisé l'outil? se rappeler également de ses
experiences personnelles.

1) Pour comprendre le travail demandé.

» Ayez une disposition intérieure positive, en vous concentrant au plus, en refusant les
tremblements, les agitations intérieures et la peur. Acceptez que le travail est de votre
niveau et que vous avez les compétences pour le faire.

» Lisez I'énoncé en intégralité une premiere fois, en vous méfiant des toutes premieres
impressions ; elles peuvent étre trompeuses. Repérez a partir de cette lecture les parties du
cours mises en évidence dans I'énoncé.

» Relisez I'énoncé une deuxiéme fois (voire une troisiéme fois, ...) en faisant attention a

ngnamou @gmail.com ; goyn11@yahoo.fr; 50 36 00 86 / 70 29 26 66 / 75 59 80 80 / 78 85 55 12 Page 4



http://apodeyao.e-monsite.com/rubrique,curricula,1118841.html
file:///C:/Documents%20and%20Settings/Administrateur/Mes%20documents/goyn%204/1
file:///C:/Documents%20and%20Settings/Administrateur/Mes%20documents/goyn%204/2
file:///C:/Documents%20and%20Settings/Administrateur/Mes%20documents/goyn%204/3
mailto:goyn11@yahoo.fr

tous les details possibles surtout mettre & la lumiére le travail demandé; essayez de
reformuler s'il y a lieu I'énoncé pour mieux le comprendre.

I1) Pour rechercher les outils convenables.

» Dégagez en vous-méme ou au brouillon les outils ciblés : ce sont généralement des
définitions, des théoremes, des propriétés, des propositions, des régles ... Par I'énoncé du
probléme, on peut facilement retrouver les outils nécessaires pour le travail.

> Si la question est de "montrer que...", si il ne s'agit pas d'un calcul algébrique, ce qu'il faut
montrer est généralement la conclusion d'un théoréme ; ce théoréme est I'outil approprié
pour le travail; il s'agira alors de montrer que I'nypothése ou les hypotheses de ce
théoréme est ou sont réalisée(s).

> Si la question est de "enduire que..", l'outil ou les outils est ou sont souvent dans le travail
qui précéde cette question, c'est a dire tout juste au dessus de la question "en
dedUITE" ... vt

I11) Pour faire (ou exécuter) le travail.

1) Commencez la résolution par la premiere question (si possible) en respectant les
consignes suivantes :

a) Mettez sur les copies les données de I'énoncé.

b) Mettez le numéro de la question ; nommez ou conjuguez la question posée ; séparez
les questions en sautant des lignes.

c) Exploitez le fait que dans un probléme de mathématiques, les questions sont souvent
liées les unes aux autres. Souvent les solutions a une question posée sont données vers
le bas sous forme de désignation ou de considération.

d) La réponse trouvée a une question devient souvent "une porte de sortie ", un " outil"
une hypothése, pour les questions suivantes.

e) En général des questions du genre : Montrer que ... ; Démontrer que ... ; En
déduire que ..., lorsqu'il ne s'agit pas de calculs algébriques, font souvent appels a des
"outils" du cours (théorémes, propriétés, définitions,...) ; la relation ou la proposition a
montrer ou a démontrer est souvent la conclusion d'un théoreme, ou d'une propriété :
Lorsque vous voulez alors appliquer un théoréme comme outil, vérifiez que vous étes
dans le contexte et que les hypothéses sont réunies : (elles sont souvent des données
dans I'énoncé, ou des réponses a des questions précédentes).

f)  Tirez profit de la formulation et de I'enchainement des questions.

En particulier, une question commencant par : En déduire que ..., s'appuie
généralement sur le(s) résultat(s) de la (des) question(s) précédente(s).

g) Exploitez les indications ou les méthodes imposées.

h) Respectez les notations imposées et les unités données.

i) L'un des criteres d'évaluation de votre copie est la qualité et la rigueur de la rédaction ;

n'oubliez donc pas d'expliquer clairement votre raisonnement.

J) Vérifiez si vos résultats sont cohérents, sont logiques :

2) Les calculs, les résolutions algébriques pourraient étre faits au brouillon et rédigés
immédiatement sur la copie question apres question. Vérifiez les résultats avant de passer
a la question suivante.

3) Essayez de vous réserver un quart d'heure pour relire votre copie et faire les dernieres
mises au point si le temps vous le permet.

« Vous pouvez avoir plus d’informations sur cette approche (Approche par les Outils) sur le site :

http://apodeyao.e-monsite.com
Ou nous contacter a ’adresse e-mail ;: goynl11@yahoo.fr. Ou ngnamou@gmail.com.
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NOTION DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

Dans toute discipline d’enseignement, il y a une certaine logique qu’il faut appréhender pour
mieux comprendre la discipline. Les mathématiques en tant que discipline d’enseignement, de
discipline d’outils et méme de discipline d’éveil, n’échappent pas a cette régle. Mieux la logique
mathématique rigoureuse et beaucoup plus vaste que 1’on ne pense, semble beaucoup plus
« nécessaire » pour une meilleure compréhension de la discipline. C’est pourquoi, nous donnons
quelques éléments de logique mathématique non pas comme un cours, mais comme permettant
de mieux comprendre les régles, les théorémes, ... en mathématiques.

1) Proposition mathématigue ou assertion mathématique

Une proposition mathématique (ou assertion) P est une phrase (mathématique) que 1’on peut
qualifier sans ambiguité, sans hésiter, qu’elle est « VRAIE » ou « FAUSSE » mais jamais les
deux a la fois (principe du tiers exclu). En mathématiques, pour une proposition donnée, il n’y a
que les deux : soit ¢’est une proposition « Vraie », soit ¢’est une proposition « Fausse ».

Par exemple :

« 2 est un nombre pair » est une proposition vraie ;

« 15 est un nombre premier » est une proposition fausse.

« Le nombre 5 est un nombre de chance » n'est pas une proposition.

Si P est une proposition mathématique, sa négation est aussi une proposition

mathématique et est notée « non P » ou P .

2) Connecteurs logigues : « et » ; « ou »

Les connecteurs logiques « et », « ou » relient deux propositions P, Q, pour donner une nouvelle
proposition dite aussi proposition ou assertion composée.

a) Conjonction : et.

Si P et Q sont deux propositions mathématiques, la proposition « P et Q » notée « P AQ » est
vraie si et seulement si les deux propositions P et Q sont simultanément vraies ; et fausse dans les
autres cas : C’est a dire si les deux propositions P et Q sont simultanément fausses ou si 1’'une des
deux est fausse. Sa négation est « non P ou non Q »
Exemple :
e« 25estun multiple de 5 » et « 25 est un nombre pair » : proposition fausse.
e «Les diagonales d’un carré sont perpendiculaires » et « ses quatre cotés sont
de méme longueur » : Proposition vraie.

b) Disjonction : ou.

Si P et Q sont deux propositions mathématiques, la proposition « P ou Q » notée « Pv Q » est
vraie si et seulement si au moins une des deux propositions P ou Q est vraie, (les deux
propositions peuvent étre vraies) ; et fausse si et seulement si les deux propositions P et Q sont
simultanément fausses. Sa négation est « non P et non Q ».
Exemples :
e «25estun multiple de 5 » ou « 25 est un nombre pair » : proposition vraie.
e «Les diagonales d’un rectangle sont perpendiculaires » ou « ses quatre cotes
sont de méme longueur » : Proposition fausse

3) L’implication logique : « Si ..., alors ... » ou « implique » : symbole « = »

L’implication logique de symbole « = » relie deux propositions H et C donnant la proposition
« Si H, alors C » ou « H=C », et dont C est une conséquence de H. Elle sera fausse seulement
dans le cas ou H est vraie et C fausse. Elle pourrait se traduire par :
- Pour que C soit vraie, il suffit que H soit vraie.
- Hest souvent appelée hypothese et C conclusion.
Exemple :
e Si «deux droites sont paralléles », alors « toute droite sécante a 1’une est

ngnamou @gmail.com : goynl1@yahoo.fr: 50 36 00 86 /70 29 26 66/ 755980 80 /78 855512 1 29¢6



mailto:goyn11@yahoo.fr

sécante a ’autre » ; Proposition vraie.
e Si «une fonction numérique est continue sur un intervalle », alors «elle est
derivable sur cet intervalle » ; Proposition fausse. (fonction racine carrée !1)

4) L’équivalence logique : « ... si et seulement si ... », 0U « ... équivaut a ... » : « < »

L’équivalence logique ou bi-implication de symbole « < » relie deux propositions P et Q
donnant la proposition « P, si et seulement si Q » ou « P < Q », et dont Q est une conséquence
de P et aussi P est une conséquence de Q. Elle sera vraie si P et Q sont simultanément vraies ou
simultanément fausses.
La proposition « P<> Q » est synonyme de « P=Q et Q=P»; on dit aussi indifféeremment
que :
- P est une condition nécessaire et suffisante de Q
- P (est vraie) si et seulement si Q (est vraie)
- Pour que P (soit vraie) il faut et il suffit que Q (soit vraie).
Exemple :
e «axb=0»équivauta «a=0o0ub=0»; proposition vraie.
e «Une fonction numérique f est derivable en a» si et seulement si

L -1

X—a

admet une limite finie en a.» ; proposition vraie.

5) Quantificateurs

a) Quantificateur existentiel :
« Il existe au moins un » : symbole « 3 », « Il existe un et un seul » : symbole « 3 I'»

Le quantificateur existentiel « Il existe au moins un » de symbole 3 précéde un objet (souvent
noté X ou y ou z, ..) dans une phrase mathématique, pour exprimer qu’il existe au moins un
élément de I’ensemble auquel il appartient, qui verifie la propriété qui le suit dans la phrase.

Onnote: « 3xe A /P (X)»; que I’on lit, « Il existe au moins un x élement de A tel que P(x)

(soit vraie) » la propriété P (x) est appelée forme propositionnelle.
Exemple: « 3xe Rtelque x> -1=0 »
Si I’objet est unique dans I’ensemble on dit alors « Il existe un et un seul » ; on note alors,
«3 1 xeA/P(X)»
Exemple: « 3'xe Rtelque x> =0 »

b) Quantificateur universel. : « Quelque soit » ou « pour tout » : symbole « ¥ »,

Le quantificateur universel « quelque soit » ou « pour tout » de symbole V précéde un objet
(souvent noté x ou y ou z, ..) dans une phrase mathématique, pour exprimer que tout élément de
I’ensemble auquel il appartient, Vérifie la propriété qui le suit dans la phrase. On note :

« V Xe A, P (x).»que I’on lit « quelque soit (ou pour tout) x élément de A, P(x) (est vraie) »

Exemple: « V XeR, x?>0.»

Remargues importantes :

1) En mathématiques, tous les axiomes, toutes les définitions, tous les théorémes, toutes
les propriétés, etc..., sont des propositions vraies.

2) La plupart des théoréemes mathématiques sont formulés de la forme : « Soit... ; Si H,
alors C » ou « Soit... ; H implique C ». Ce qui fait que dans un travail, lorsque 1’on
veut utiliser un théoreme comme outil, il suffit de vérifier que I’on est dans le contexte
(ce qui vient apres Soit) et montrer que 1’hypothése H est vraie ; la conclusion C est
alors vraie d’apres ce théoréme.
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OUTILS DE BASE NECESSAIRES

1) INEGALITES DANS R ; PARTIES DE R.

1) Inégalités dans R

a et b sont des réels quelcongues.

» a<b équivauta a+c<b+c pourtoutréel c.

» a<b équivauta a x c <b x c pour tout réel c strictement positif.
» a<b équivauta a x c =b x c pour tout réel c strictement négatif.
>

Si O<a<b alors a®><b? ou §2% ou va<+bou a®<b®,

> Si a<b<0 alors a*>=b” ou iZ%OU a®<bd,
a

2) Parties de R
a et b sont des réels donnés.

{xeR /x#0}=R\{0}=]-o,0[ U ]0,+o[ =R}
{xeR/xza}=R\{a}=]-wo,a[ v ]a, +oo[.

{xeR /xzaetx#b}=R\{a,b}=]-o,a[ v]a,b[ v ]b,+o[ aveca<h.
{xeR/x<a}=]-mo,a[; {xeR/x<a}=]-x,a].
{xeR/x>a}=]a +o[; {xeR/x=a}=[a, +oof.
{xeR/a<x<b}=[ab];{xeR/a<x<b}=]a,h].

VVYVYYVYY

II) EQUATIONS, INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE DANS R

f(x)=ax+Db
(a et b des réels)

v : v
ax+b=0 ax+b=0 Signedeax+b
(@a=0) (@a=0) a=0

[

¢ ¢ vb !
b=0 b=0 X= — X oo P 4
a a
S:{_—b} ax+b | Signe c')Signe
- _ de —a dea
S=d S=R a .

1) EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS R.
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A 4

f(x) = ax? + bx +c oV b7 dac
(a, b et c étant des réels avec a# 0) f(x)=a x+5 e ahd

4a’
v
\ Discriminent }—» A=b’-4ac | Forme canonique |
¥ v v
A<0 A=0 A>0
¥
f(x) =0 admet
deux solutions
. f(x) =0 admet distinctes.
f(x) =0 napas une solution —b-+A
de solution _
double. X =
dans R _b 2a
Xy = —
0 2a X2 — M
2a
v v ¥
f (x) n'est pas
factorisable dans R f () =a(x—x,)’ ) =alx=x)(x=x,)
v
X |—o0 X X, 4o
X * Signe | Signe | Signe
f(x) est du signe de a f(x) est du signe de a f(x) | de 0 de O de
a | —a| a

IV) EQUATIONS ET INEQUATIONS AVEC RADICAUX DANS R

A=0

w_pr 1 SIA<O S=O

Aet X étantdesréels: ,/ X = A équivauta {

f et g sont des fonctions numériques ; a et b sont des réels.

ax+b>0
f(X) =ax+b équi 3
1)  f(x) +b équivaut a {f(x):(ax+b)2

2 V00 =10 équivauta{ f()20 ou{ 9020

f(x)=g(x) F() =909
f(x)=0
3) | f(x) <ax+b équivauta ax+b>0
f(x) < (ax+h)?
o . ax+b=>=0 ax+b<0
4 ax+b <y T(9) équivaud {(ax+b)2£f(x) > {f(x)zo
[ f(20
5) \/f(x)s\/g(x) équivaut a {f(x)sg(X)
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V) TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN.

Le plan (») est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i J).

Homothétie de
centre | et de

rapportk: h,

Symétrie
orthogonale
d'axe A :
SA

Rotation de

centre O et centrale de

d'angle o : centre | :
rO,a SI

Symeétrie
Nature de la Translation y

transformation deyecteur
f u: t-

le centre | et le
rapport k

le centre O et
l'angle o
x*SiM =0,
Définition M’ =0.
affine MM =u «si M =0,
f(M)=M" OM'=0M
signifie {(m CW‘): o

l'axe, la
droite A
*SiMeA
M=M"’
«Si MgA
A est
médiatrice
de [M M
tout point de
A est
invariant.

Eléments
caractéristiques

le vecteur u le centre |

«SIM =1,
M'=1.
«Si M =1,
| est milieu
de [MM]

*SIM =1,
M'=1.
«Si M =1,
IM' =k IM

Points
invariants :
(f(M)=M)

Siuzo,
aucun point
n'est invariant

si K #1, le centre
| est invariant.

le centre | est
invariant.

le centre O est
invariant.

Sif(M)=M"et
sif(N)=N"
alors

M'N' = kMN
M'N'=|k |[MN

M'N'= MN
M'N'= MN

M'N'= MN
M'N'= MN

{M N'= MN M'N' = —MN

) o

Définition
analytique : | gj y (a, b)
M(x, y) a pour X'=XCcosa - ysina
image X'=X+a y'=Xxsina+ycosa {
M'(x', y') y'=y+b
signifie que :

sil(a, b) siA:y=x |sil(a,b)
X'=y {x':(l—k)a+kx
y'= X y'=(@L-k)b+ky

X'=2a—-X
y'=2b-y

VI) PERIODICITE ET PARITE DE FONCTION :
CONSEQUENCES GRAPHIQUES ET CONSEQUENCES ANALYTIQUES

f est p—périodique f est paire ; signifie f est impaire ; signifie

signifie que : que : que :
V X € Ds; x+p € Dy VXEDs; —x€Ds et VX€EDs; —x €Dy et
etf(x+p)="Ff(x) f(—x) =—f(x)

F(=x)=f(x)
I
y CONSEQUENCES GEOMETRIQUES OU GRAPHIQUES

La courbe (C;¢) de f dans un
repere (O, 7,7 ) donné, est
invariante par translation de
vecteur k p 1. (k €Z)

La courbe (C;) de f dans
un repere ortho. (O, 7, 7),
est symétrique par

rapport a I’axe (Oy)

La courbe (C;) de f dans
un repere ortho. (O, 7, 7),
est symétrique par
rapport au point O

f peut étre étudiée sur un
intervalle de longueur p ;
par exemple sur

Er=Din[-3, 5]

f peut étre étudiee par
exemple sur
Ef = Dfﬂ[o, +00[

|
v CONSEQUENCE%} ANALYTIQUES l

f peut étre étudiée par
exemple sur
Ef = Dfn[O, +00[
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TRIGONOMETRIE

Enposanttan (x/2) =t; (x# (2k+1) 7 )
cos x = (1 —t?)+ (1+t?) ; sin x = (2t) + (1+ ) ;
tan x = (2t) + (1 —t*)

cos?’@ +sinfa@=1;—-1< cos@ <1;-1<sina <1

= 2|B EC=cotan a C
2473 ] 73
3aid 74
sit] & (X
376 i Ba ] 7
tan a
=AT
ay-1 112 cpsal 1R0. A
= 2
T, (-t 1176, (-5
a4, (-3m 14 {-m'd)
473, (-2 Jh.______l 33, (-73)
3o 2)-m2

C) Formules relatives aux angles associés
C1) Angles opposés

cos(-X ) =cos ;sin(-X )=-sin& ;tan(- & ) =-tan &

C,) Angles supplémentaires
cos(T -A)=-cos ;sin(7 -& )=sinx ;
tan(7 - )=-tan&
C;) Angles complémentaires
cos((77 /2)—& ) =sinX ;sin((7 /2)—AX ) =cos X ;
tan((7 /2)—&)=1/tanX
C,) Angles de différence 77
cos(T +a)=—cos ;sin(7 +&)=—sin ;
tan(7 +a ) =tanx
Cs) Angles de différence 77 /2
cos((77 [2)+x ) =—sin ;sin((7 [2)+a ) =cos ;
tan((77 2)+a ) =-1/tanX =-—cotanX

Pour tout réel

a(ds) | 0 | w6 /4 /3 w2 | T
o’ 0 30 45 60 90 | 180
tan a 0 \@ /3 1 \@ 0
cotan a \@ 1 @ /3 0

cos(at f)=coscx.cosf F sina.sinf
sin(ex f) =sina .cos f + sin S .cosa
tan(ax )= (tana +tan f)+ (1 F tana .tan )

A) Formules d'addition

cos2a =cos’a -sina = 2c0s°a -1 =

B) Formules de duplication

acos « +bsina =Va2+b2(

D) Formules de transformation
D,) de produit en somme : linéarisation

cosa .cos B = (%)[cos( + ) + cos(& — 5)]
sina sin B = (Y%)[cos(a — ) —cos(& + 5)]
sina .cos B = (W)[sin(a + ) +sin(a — )]
D.de somme en produit : factorisation
cos p + cos q =2 cos[(p + q)/2].cos[(p — q)/2]
cos p—cosg=-—2sin[(p + g)/2].sin[(p —0)/2]
sinp +sinqg=2sin[(p + g)/2].cos[(p — q)/2]
sinp—sinq=2sin[(p - q)/2].cos[(p + q)/2]

a b
cosa + sina
\Ia12+b2 Va2+b2
b

N 2 N a .
=Va” +b [cos(ﬁ—a)]oucosﬂ:—etsmﬂ:—
\/a2+b2 \la2+b2
J.o2 20 o a b
=Va“~ +b [sm(ﬂ+a)]ousmﬁ= /ﬁetcosﬂz =
va  +Db Va +b

1-2sina : sin2a =2sina .cosa

cos2a =(1-tan’a )+ (1 +tan’a ) ;
sin2a = (2tana )+ (1+ tan’ar )
tan2a = (2tana )+ (1 —tan’ar)

E) Equations trigonométrigues
CosX=C0s¥ | x=& +2k7 ou x=—& +2k7

sinx=sin® | x=& +2k7 ou x=7 - +2k7T
tanx=tan® | x=& +k7

(avec k un entier relatif)

F) Fonctions circulaires
f(x) = parité Pério. f'(x) variati.sur courbe invariante par asympt | au voisin.de 0
paire 27 —sinx décroiss. « S «Sp(D): |, t . - COS X =~
COS X [0, 7 /2] |Wk7 +7120)| x=k7 2 1-x2/2
sin X impaire 27 COS X croiss. sur |« Sp (D):x = «Sp 1o - sin X~
[0, 7/2] |(7w/2)+kz | I'kz ,0) | 2 X
tan x impaire T 1/cos’x | croiss. sur « S - 1.1 (D): tan x =
X # 7T [2+ k7T [0, 7/2[ | 17 ,0) kol X
cotan x impaire V4 —1/sin’x | décroiss. « S - .t .| (D):] cotanx=
X #k7 10, 7 12] | 1(k7T + 7 12,0) kri | x=k 7 1/x
f(x) |cos(ax+h) sin (ax +b) tan (ax + b) cotan (ax + b) D) Inéquations dans | —7 , 7 ]
période 2_77 2_;1- . . cosx<cos H xel-rz—a]ula, 7]
|a| |a| |a| |a| cosx > cos & [ xe [-a,a]
. ) S sinx<sin@ H xel-7,alulzr —a,x]
f(x) | —asin(ax+b) | acos(ax+b) | a/cos(ax+b) | —asin“(ax+b) | o5 ooy H xe [e 7 —al
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CHAPITRE 1

>

CALCUL DE PROBABILITES

Vers la fin du Moyen Age, l'usage des chiffres arabes s'est généralisé, I'arithmétique s'est
développée. Cela a peut étre facilité I'approche du calcul des chances par des nombres. Le
calcul des probabilités était né mais s'appelait la géométrie du hasard.

Par la suite, les premiers écrits contenant le concept de la probabilité numérique ont été
rédiges. Galilée (1564—1642) publie un énoncé qui traite le probléeme du Grand Duc du
Toscane. « Si on jette 3 dés combien existe-t-il de résultats différents possibles? » Outre ce
probleme, deux autres problemes anciens tres intéressants proposés par le Chevallier de
Méré, un joueur et viveur, & Blaise Pascal (un mathématicien, physicien, inventeur,
philosophe, moraliste et théologien francais 1623—1662) et a Pierre de Fermat (un juriste et
mathématicien francais, en 1665) les ont amené a créer des regles pour leur résolution.

Le premier probleme était : « Trouver le nombre n de jets de dés pour que les chances d'un
double six soient supérieures a 0,5 ».

Le deuxieme probléme était : « Trouver le partage du prix d'un jeu s'il est interrompu avant
qu'un participant ait obtenu un certain nombre de points pour gagner ».

Influencé par le Chevallier de Méré, Blaise Pascal a commencé une correspondance avec
Pierre de Fermat sur quelques questions générales des probabilités et sur ce deuxieme
probleme particulier Pascal I'a résolu en utilisant le triangle arithmétique des coefficients du
développement de (a + b)" . Ce triangle portant son nom (triangle de Pascal). Fermat I'a
considéré comme un probléme de disposition avec répétition. lls ont trouvé tous les deux la
méme solution.

C’est donc en se posant des questions sur les jeux de hasard que les calculs de probabilités
sont apparues.

Aujourd’hui, elles sont bien plus que cela : elles sont entre autre, présentes :
v sur le marché boursier, grace en particulier a la formule de Black et Sholes (1973) pour

laquelle ses auteurs regurent le prix Nobel d’économie en 1997.

v' dans le domaine médical, ou la notion de probabilité conditionnelle permet par exemple de

déterminer la probabilit¢ qu’un individu soit malade sachant qu’il présente certaines
symptdmes, ou encore permet de mettre en place la notion de fiabilité d’un test : « sachant
que le test a une maladie est positif, quelle est la probabilité d’étre réellement malade ? »

en physique, et plus précisement dans le domaine de la mécanique quantique, ou
contrairement a la mécanique classique (appelée mécanique newtonienne), on ne peut
déterminer avec certitude la position d’une particule et sa vitesse & un instant donné,
intervient alors la notion de probabilité de présence...

Le chapitre « Probabilités » fait suite au chapitre « Dénombrements » vu en classe de
Premiere. Il convient de maitriser les outils de dénombrements vus en classe de premiére
pour mieux faire un travail de probabilités.

Ce chapitre n'est pas compliqué, pour peu qu'on sache I'aborder et faire apparaitre les indices
pour déterminer le type de dénombrement, puis des indices pour déterminer le type de
probabilités dans une épreuve donnée. Il est alors important de bien insister sur ces indices
afin de permettre aux éleves de mieux réussir le travail demandé.

CE QU’IL FAUT RETENIR

A) Dénombrement (Rappels)

I) Vocabulaire des ensembles

Soit E un ensemble fini ; A et B sont 2 parties ou 2 sous-ensembles de E.

Chapitre 1 : Calcul de Probabilités Page 12
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1) Inclusion ; intersection ; union ; complémentaire ; produit cartésien

» Ac B signifie que tout élément de A est élément de B ; autrement dit : quelque soit x € E,
six €A, alors x € B.

» ANnB={xeE/xeAetx €B}

» AuB={xeE/xeAoux eB}

> A={xeE/xeA}.

» AxB ={(x,y)/x € Aety e B}; xetysontdes éléments de E.

2) Cardinal de E

Card (E) est le nombre d'éléments de E ; (E contenant un nombre fini d’éléments).

Card (A) < Card (E).

Card (AuB) =Card (A) + Card (B) - Card (AN B).

Si A et B sont disjoints c'est a dire AnB=® ; alors Card (AwB) = Card (A) + Card (B).
Card (A) = Card (E) — Card (A).

Card (AxB) =Card (A) x Card (B).

VYV VVYY

3) Partition de I'ensemble E
E,, E,, E;, ---, E, (1=k < Card (E)) des parties de E forment une partition de E signifie

* Vi, 1<i<k, E =®

que:q* Vi, 1<i<k et Vvj, 1<j<k; sii=#]j, alors EENE; =0
k

«+ E,UE, UE;u---UE, = JE, =E.

i=1

Card (E)= Card (E, )+ Card (E, )+ Card (E, )+ ---+ Card (E, )

1) Dénombrement

1) Suites ordonnées d'éléments

a) p-liste ou p-uplet
Si Card (E) = n et si p est un naturel non nul, le nombre de p-listes ou de p-uplets (suites
ordonnées de p éléments distincts ou non) de E est n”: c'est le Card (E®).

b) Arrangement
Si Card (E) = n et si p est un naturel tel que p < n; le nombre d'arrangements de p éléments
(suites ordonnées de p éléments distincts) choisis parmi n est A”.
AP=nx(n-D)x(Nn—-2)x...x(Nn—p+1).
(AP est le produit de p nombres consécutifs dont le plus grand est n)

¢) Permutation
Le nombre de permutations de n éléments distincts (suites ordonnées constituées de n éléments
distincts) est n! .

I
nN=nx(n-1)x(n—-2)x..x2x1: 1U=1; Ol=1;A’= n:

(n—p)!

2) Sous-ensembles (ou parties)

a) Combinaison
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Si Card (E) = net 0<p<n, le nombre de combinaisons ou de parties de E comportant p

. o /n o n! AP
éléments est :Cou () ; Cl=—— =

Cpin—pt p

b) Propriétés des C’

C)=1; CJ=1; C;=n.

n n
CP=ClP; CP=CP +Cl; (a+bh)"=) CPaPxbh"®=>CPa"PxhP.
p=0 p=0
c) Triangle de Pascal i 1

121
133 1
146 41
15101051

3) Pour se retrouver ; des indices : Tirage de p éléments parmi n éléments

Maniére de tirer Répetition Nombres de
les p éléments. d'éléments Ordre Nature tirages possibles
Tirages successifs Un element -liste ou
g : peut étre tiré L'ordre P nP
avec remise , ; . . p-uplet
plus d'une fois intervient
dans les Arrangement AP
Tirages successifs ” tirages des p (sip<n)
sans remise. Aucun element | glements Permutation n!
ne peut etre (Sl p= n)
tiré plus d'une ;
. : . . L'ordre
Tirages simultanés fois . . .
1 n'intervient Combinaison cP
des p élements n
pas
4) Exemples de dénombrements
a) Lancer de piéce de monnaie
v Onlancel;2;3;...; n fois successivement la méme piece et on lit la face supérieure.

Le nombre de résultats possibles est : 2 (pile P ou face F) ; 22:2%; ... ; 2",
v Le nombre de résultats comportant k fois "P" & I'issue des n lancers successifs est C .

b) Lancer de dé cubigue

v Onlancel;2; 3;...; nfois successivement le méme dé et on lit le numéro sur la face
supérieure. Le nombre de résultats possiblesest6 (1;2:3:4;5:6);6°;6;...;6"

v" On lance une fois 1 ;2 ; 3 ;...; n dés en lisant chaque fois le numéro sur la face supérieure.
Le nombre de résultats possiblesest 6 (1;2:3;4;5;6);6%;6°;...;6"
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B) Probabilités

1) Probabilité définie sur un univers fini

1) Vocabulaire des probabilités

Vocabulaire des probabilités

Vocabulaire des ensembles

Univers: Q=1{e,, e,, &,---, e}

Ensemble: Q=1{¢,, e,, €,,---, €}

Eventualite : e, de Q

Elément e, deQ (e €Q)

Evenement: A de Q

Partie A de Q (AcQ)

Evénement élémentaire {e, }

Singleton {e}

Evénement impossible : ®

Partie vide : @

Evenement certain : QQ

Partie plaine : Q

Evénement A ou B

Union de AetB: AUB

Evenement AetB

Intersection de AetB; AnB

Evénements incompatibles ou disjoints

Parties disjointes ANB =

Evénement contraire de A: A

Complémentaire de A dans Q : A

2) Définition de probabilité ; propriétés

a) Définition : (Outils pour déterminer la probabilité d'un événement A dans une situation de
probabilité non partculiere)

Soit Q un univers fini : Card (Q) =n..
La probabilité p définie sur Q est une application de P(Q2) vers le segment [0, 1] vérifiant :

o Si Q={e, e, &, ¢} alors > ple)=1=p(Q).
i=1

e Si A=0{ei} (avec k <n), alors p(A)zip(ei).

i=1
En particulier, p(®) =0 ;car: p(Q) = p(QuU®) = p(2) + p(P) =1 donc p(P)=0
p est aussi appelée loi de probabilité.

D’une maniére générale donc, la probabilité p (A) d'un événement A est la
somme des probabilités des événements élémentaires qui le composent.

Exemple : On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées 1 ; 2 ;3 ;4 ;5 ; 6 eton lit le
numéro de la face supérieure. La probabilité d'apparition d'un numéro pair est le double de la
probabilité d'apparition d'un numéro impair. Les numéros de méme parité ont la méme probabilité
d'apparition .
1) Calculer la probabilité d'apparition de chaque numéro a I'issue du lancer.
2) Calculer la probabilité de I’événement A : "obtenir un diviseur de 6"
Solution : Soit Q I"univers associé a I’épreuve : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
1) Calculons la probabilité d'apparition de chaque face a I'issue du lancer.

Désignons par pjla probabilité d’apparition de la face portant le numéro i.

D’aprés I’énoncéona: p, = p, = Pg =2pP, =2pP; = 2pP,; On sait que

P(Q) =P+ P, +P3+ Py +Ps+ P =1;donc p, +2p, +p, +2p, + p, +2p, =1

~Ldonc p=p,=pi=tet p,=p,=p, =2
=7 Pr=Ps=Ps =g € P =P, =P =7

2) Calculons la probabilité de I’événement A.

A={1,23,6},alors p(A)=p,+p,+ P+ Pg =

©o|lo
w|N
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b) Propriétés : (Outils pour déterminer la probabilité des événements AUB ; A ; Z)
= Si A et B sont deux événements quelconques, ona:p (AuB)=p (A) +p (B) —p (AN B).
« Si A et B sont deux évenements disjoints, on a : p(AuB)=p(A) +p(B).

= Si A est un événement quelconque, on a: p(A)=1-p(A); 0< p(A) <1.
Exemple : Soient A et B deux événements associés a une expérience aléatoire ; montrer que
p(B) = p(Bn A)+ p(BA).
Solution : Si A et B sont deux événements quelconques, onaB=(BNA) U (BN A)avec BN Aet
B N A deux événements disjoints ; alors p(B) = p((B NAU(BN K)): p(BNA)+ p(B A K).

c) Evenements indépendants : (Outil pour montrer que deux évéments A et B sont
indépendants ou non ; ou calculer la probabilité de AN B ; A et B étant indépendants)

= Deux évenements A et B sont indépendants si et seulement siona: p (AnB)=p (A) x p (B).

Exemple 1 : Soient A et B deux événements associés a une expérience aléatoire.
onap(B)=p(BAA)+p(BAA).(CarB=(BnA)U((BNA)avecBNAetBNnA disjoints).
Démontrer que, si les évenements A et B sont indépendants pour la probabilité p, alors les
événements A et B le sont également ; que peut-on dire des événements A et B ?

Solution : Supposons donc les évenements A et B indépendants : p (AN B) =p (A) x p (B)
p(B) = p(B N A)+ p(BAA), alors p(BA)= p(B) - p(B~ A) = p(B) - p(B) x p(A)

(car les évenements A et B sont indépendants) p(B N K): p(B) (1 — p(A)) = p(B) x p(A).

Ceci montre que les évenements A et B sont indépendants ; de méme si les événements A et B
sont indépendants, alors les évenements A et B le sont aussi.

Exemple 2 : Deux chasseurs Adama et Basile sont allés a la chasse. Ils apercoivent ensemble un

lievre et promptement chacun tire de son coté sur le lievre.

Les observations ont montré que Adama tue 5 liévres sur 6 et Basile tue 4 liévres sur 5.

On désigne par A I'événement "Adama a tué le lievre" ; par B I'événement "Basile a tué le liévre".

(On admet que : les évenements "le liévre est atteint "et "le liévre est tué " sont identiques).

Calculer la probabilité pour le lievre de ne pas étre tué apres ces deux tirs simultanés.

Solution : Les deux chasseurs ont chacun de son coté tiré sur le liévre, donc les événements A et B

sont indépendants ; d’aprés ’exemple 1 ci-dessus, les événements A et B sont indépendants ; les

événements A et B sont indépendants de méme que les événements A et B .

La probabilité pour le lievre de ne pas étre tué apres ces deux tirs simultanés est la probabilité de

I’événement A et B c'est-a-dire ANB ; donc p(ﬂmﬁ): p(ﬂ)x p(§): [1- p(A)]x[1- p(B)]
— v 11 1

p(AnB) S E =30

3) Des cas particuliers de probabilités

Soit Q un univers fini ; Q={e,, e,, €, --- e,} ; p une probabilité définie sur Q.

a) Probabilité uniforme ou équiprobabilité : (Outil pour déterminer la probabilité
d’un évenement A dans une situation d’équiprobabilité)

1
Card(Q)
Card(A) _ Nombre de cas favorables
Card(Q) ~ Nombre de cas possibles

Remarque : La situation de probabilité uniforme est souvent clairement exprimée dans
1I’énoncé ; sinon on peut la reconnaitre par des indices du genre : (jeux de cartes bien battues,

p est une probabilité uniforme sur Q si pour tout i, 1<i<n, p(e) =

Si A est un événement quelconque ; p(A) =

Chapitre 1 : Calcul de Probabilités Page 16



dé non pipé ou dé parfaitement équilibré, boules indiscernables au toucher, piece de monnaie
parfaite,....)

Exemple : A la kermesse du lycée, un jeu consiste & tirer simultanément 2 enveloppes parmi
12 dont une contient un billet de 2000 F ; 2 contiennent chacune un billet de 1000 F; 3
contiennent chacune un billet de 500 F et les six autres contiennent chacune un bout de papier
sans valeur.
Les enveloppes sont identiques et non transparentes.

1) Calculer la probabilité de ne rien gagner a ce jeu.

2) Calculer la probabilité de gagner exactement 2000 F a ce jeu.
Solution : Les enveloppes sont identiques et non transparentes, on est dans une situation de

probabilité uniforme. Le nombre de cas possibles est C/, = 66
1) Calculons la probabilité de ne rien gagner a ce jeu.
Le nombre de cas favorables est C2 =15 et alors la probabilité cherchée est
Ce 15 5
cz e 22
2) Calculons la probabilité de gagner exactement 2000 F a ce jeu.
Pour avoir exactement 2000 F, il faudra tirer soit 1 enveloppe de 2000 et 1 enveloppe

contenant un papier, soit 2 enveloppes de 1000 F ; le nombre de cas favorables est alors :

(Cll X Cé) +CZ2 =7 ; donc la probabilité de gagner exactement 2000 F est é .

b) Probabilité conditionnelle : (Outil pour déterminer la probabilité d 'un événement
conditionné a un autre évenement.).
A et B sont deux événements de Q.
Sip (A) #0; la probabilité de B conditionnée par A ; ou de B sachant A est :

ANB)
p.(B) =p (B/A) = P(ANB)
) (A
Remarques
e Dans le cas d'équiprobabilite p (B/A) = Card(B)
Card(A)

e A et B sont deux évenements indépendants ssi p (B/A) = p (B); ou p (A/B) = p (A).
e Si on connait la probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé et la
probabilité de A, alors on peut calculer la probabilité de I’événement « AetB » :

P(ANB) = p(A)x p,(B)
Arbre de probabilité conditionnelle

On traduit souvent la situation de probabilité conditionnelle sous la forme d’un arbre appelé
arbre de probabilité conditionnelle ou arbre pondéreé.

P(B

Probabilités
conditionnelles

PA)+P(A)=1
P(B B | P.(B)+Pa(B)=1
P_(B)+P._(B)=1
A A

Pa (B)

P.(B) B
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Remarqgue

La situation de probabilités conditionnelles n’est pas souvent clairement exprimée dans
I’énoncé ; toutes fois dans un énoncé, on peut la reconnaitre par des indices du genre :
(sachant que..., calculer la probabilité de.... ; ou si..., calculer la probabilité de.... ; ou encore
calculer la probabilit¢ de ..., sachant que...; ....). Toujours la situation de probabilités
conditionnelles se reconnait dans une épreuve ou deux éveénements sont réalisés
successivement ; le second événement étant conditionné au premier événement.

Exemple : Dans un troupeau d’animaux, il y a 10 % d’animaux qui sont contaminés par un virus.
On dispose d’un test de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :

19
» La probabilité qu’un animal contaminé ait un test positif est de 20

17
» La probabilité qu’un animal non contaminé ait un test négatif est de 20

On fait passer un test a un animal choisi au hasard dans ce troupeau.
On note V I’événement «I’animal est contaminé par le virus» et T I’événement «le test est positif».
1) a) Préciser les valeurs des probabilites p(V) ; p, (T); py(T)-.
Traduire la situation a 1’aide d’un arbre de probabilités.
b) En déduire la probabilité de I’événement V N T.
2) Déterminer la probabilité que le test soit positif.
3) a) Si le test est positif, déterminer la probabilité que ’animal soit contaminé.
b) Déterminer la probabilité qu’un animal ne soit pas contaminé par le virus sachant
gue son test est négatif.
Solution :
10 1 19
; T)=—e
100 10 () 20
Traduisons la situation a 1’aide d’un arbre de probabilités

19720
1/10 \% <

.F
9/10 320wl
=l

TR~

b) En déduisons p(V N T)

t pv(f):ﬂ.

1) a) Précisons les valeurs des probabilités : p(V ) = 20

p(v N T)

p(v)

D’aprés la formule de probabilités conditionnelles, p, (T)= ; donc

19 1 19
VNT)=

2) Déterminer la probabilité que le test soit positif ; c'est-a-dire p(T ).
OnaT=(V mT)uQmT) (union disjointe) donc p(T)=pvV AT)+ p(\7 mT)

p(T) = py (T)x p(v )+ p, (T)x pfv )= = ®_=

200 200 200 100
3) a) Si le test est posmf, déterminons la probabilité que I’animal soit contaminé.
p(vnT)_ 19 200 _19
p(T) 200" 46 46

c) Déterminons la probabilité qu’un animal ne soit pas contaminé par le virus sachant
que son test est négatif.

Il s’agitde p, (V)=
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o —_P(Vﬁf)_pv(f)xp(v)_ﬂ 9 200 _153
llagitde pe(V)- o) ~ 1-p(T) 20 10 154 154°

d) (Probabilités totales) : (Outil pour déterminer la probabilité d’un événement A dans une
situation de « probabilités totales »)

Soit A un évenement de Q ; soit B, B,, B, B, quatre évenements tous de probabilité non

nulle et constituant une partition de Q ; tels que :
A=(AnB)U(ANnB,)U(AnB,)U(ANnB,), alors:

* p(A)=p(AnB)+p(AnB,)+p(ANB,)+p(AnB,).
e p(A)= p(A/B)xp(B,)+ p(A/B,)x p(B,)+ p(A/B;)x p(B;) + p(A/B,)x p(B,) .

On peut illustrer cette situation également par un arbre pondeéré :

B, B,
p(A/B, B> Bs 4/B,)
A p(4/B1) P(A/R4) <l

p(A/B, P(A/B3)

4 P(4AB2) p(4d
A A A
A 4
Remargue

La situation de probabilités totales n’est pas souvent non plus clairement exprimée dans I’énoncé ;
toutes fois dans un énonce, on peut la reconnaitre par des indices du genre :
Dans 1’énoncé : (Si telle épreuve est réalisee, alors on réalise telle autre épreuve) ou dans les

questions : (sachant que la probabilité de...est...; calculer la probabilit¢ de ....; ou si la
probabilité de...est... ; calculer la probabilité¢ de .... Ou encore calculer la probabilité¢ de ....,
sachant que...;....). A la différence avec la situation des probabilités conditionnelles qui se

reconnait dans une épreuve ou deux événements sont réalisés 1’un aprés 1’autre, la situation de
probabilités totales se reconnait souvent dans une épreuve composée de deux épreuves qui se
réalisent I’une apres 1’autre ; la seconde épreuve étant conditionnée a la premiére épreuve.

Exemple : 4 concours différents C,,C,, C;, et C, sont lancés. Pour chaque concours, une

préselection sur dossiers a d'abord lieu ; si les dossiers sont retenus, on passe ensuite le
concours. Alain dépose ses dossiers pour les 4 concours. Il a 3 chances sur 10 de passer le
concours C; ; 2 chances sur 5 de passer le concours C, ; 1 chance sur 5 de passer le concours Cj et
1 chance sur 10 de passer le concours C,.

Si ses dossiers sont retenus et qu’il passe le concours, il a 2 chances sur 5 d'étre admis au
concours C; ; 7 chances sur 10 d'échouer au concours C; ; 3 chances sur 10 d'échouer au concours
Cs et 1 chance sur 10 d’étre admis au concours Cg.
Alain passe un concours.

1) Calculer la probabilité qu'il soit admis.

2) S'il est admis, quelle est la probabilité que ce soit au concours C4?

Solution: On a la deux épreuves successives: «avoir le dossier retenu» et «passer le
concours » ; il est clair que la deuxieme épreuve est conditionnée a la premiere ! on est alors dans
une situation de probabilités totales. Désignons par c; = p(C;) la probabilité pour Alain de passer le
concours C;i; et par a; = p(A;) la probabilite que Alain soit admis au concours C;. Ainsi d’aprés
I’énoncé on a :
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3 2 1 1 ..
¢, =p(C,) :E; ¢, = p(C,) :g; ¢; = p(Cy) :g et ¢, = p(C,) :E ; et s’il passe un
concours, désignons par A l’événement : « Alain est admis » ; on alors d’apreés 1’énoncé :

Pe, (A) =2 Pe, (A) == P, (A) = —0 et pc, (A) = 0

1) Calculons la probablllte qu'il soit admis ; il s’agit de p(A).
On a: A=(AnC,)U(ANC,)U(ANC,)U(ANC,) et d’aprés la formule de probabilités

totales, p(A)= p(AnC,)+ p(AnC,)+ p(AnC,)+ p(AnC,) ;

p(A)= p(A/Cl)X p(C1)+ p(A/Cz)x p( ) p(A/Cs)x p(C3)+ p(A/C4)>< p(C4) ; donc
2 3 3 2 7 1+ 1.1 39

P(A)=Sx =+ " xZ+—
5101051051010 100

2) S'il est admis, calculons la probabilité que ce soit au concours Cy

p(AﬁC4) _ p(A/C4)>< p(C4) _ 1 X100 _ 1
p(A) p(A) 100 39 39

Remarque : On pourrait se servir de I’arbre pondéré suivant :

11 sagit de calculer p,(C,)=

0 1
0 C{ 0, 0) Cy 0,9 B
A 0/6 ’ 3 o,1v‘ A
A Q(/S@ 9/7\% A
A A A A

e) Epreuve de Bernoulli ; Schéma de Bernoulli : (Outil pour déterminer la probabilité d'un
évenement dans une situation d’épreuve de Bernouilli ou de schéma de Bernouilli)

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve a deux issues notées "Succes"-S- et "Echec'- S -
ou-E-;avec p(S)=p et p(S)=q=1-p.
Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques dans les mémes
conditions et indépendantes les unes des autres.

La probabilité d'obtenir exactement k succés (0 <k <n) a l'issue des n épreuves est :

P =CKx p“x(1-p)"™ [avec p =p(S)]

Remarqgue

La situation d’épreuve de Bernoulli se reconnait dans une épreuve comportant deux (2)
éventualités : Succes et Echec.

Lorsqu’une épreuve de Bernoulli se répete n fois de fagon identique dans les mémes conditions et
indépendantes les unes des autres, on est dans une situation de schéma de Bernoulli.

Exemple : Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriqué peut présenter deux défauts :
le défaut a et le défaut b. Un sac est dit défectueux s’il présente au moins 1’un des deux défauts.
1) On préléve au hasard un sac dans la production d’une journée. On note A I’événement « le
sac présente le défaut a » et B 1’événement « le sac présente le défaut b ». On sait que
p(A) =0, 02 et p(B) =0, 01 ; on suppose que ces deux événements sont indépendants.
Calculer la probabilité (arrondie & 107 prés) de I’événement C « le sac est défectueux ».
2) On préleve au hasard et successivement 100 sacs dans la production d’une journée. on
considere que ces prélevements sont indépendants et se font tous dans les mémes conditions.
Calculer la probabilité d’avoir exactement 5 sacs défectueux.

Solution : 1) Calculons la probabilité de 1’événement C « le sac est défectueux ».
C=AuBetp(C)=p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB);
p(C)=0,02+0,01-0,02x0,01=0,0298 =0, 03.

2) Calculons la probabilité d’avoir exactement 5 sacs défectueux.
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D’apres 1’énoncé on est dans une situation de schéma de Bernoulli. En effet,

* 100 expériences identiques et indépendantes les unes des autres sont effectuées ;

* chaque expérience a deux issues : « le sac est défectueux » avec une probabilité¢ p = 0, 03
et « le sac n’est pas défectueux » avec une probabilitt q=1 - p =0, 97.

La probabilité demandée est donc p; ; p, =C:, % (0, 03)° x(0,97)* = 0, 0092.

I1) Variable aléatoire réelle

Soit Q un univers fini ; Q={e,, e,, €, -

1)

>
>

. €, } ; p une probabilité définie sur Q.

Définition ; Loi de probabilité d'une variable aléatoire X : (Outil pour déterminer la loi

de probabilité d 'une variable aléatoire)
Une variable aléatoire est une application souvent notée X, de Q2 vers R.

Les valeurs prises par une variable aléatoire X sont : X(g, ); X(e,); -+

souvent par

X5 Xy 5 Xg 50

; X (e, ) désignées
; Xpp -avee X, < X, < X; < ---< X et m<n

La loi de probabilité de X est la donnée des pi=p(X=x;) (1<i < m). Elle est souvent
représentée sous forme d'un tableau.

X

Xy

X

i m

X

p(X=Xx) = p,

Py

P,

pi pm

Avec p+p,+-+p+-+p,=1
Exemple : Une urne contient 4 boules bleues, 3 boules rouges, et 2 boules vertes, indiscernables
au toucher. On tire simultanément au hasard 3 boules de I’urne.

On définit X la variable aléatoire qui, a tout tirage de trois boules associe le nombre de boules
bleues tirées.

1) Etablir la loi de probabilité de X.

Solution : 1) X peut prendre les valeurs 0, 1,2 ou 3 et p (X = x)

X 3-x X 3-x
_CyxC7 CyxCy

(o5 84
X 0 1 2 3
5 10 5 1
p(X=x) 42 21 14 21

2) Fonction de répartition de X : (Outils pour déterminer et/ou représenter la fonction de
répartition d’une variable aléatoire)

Si
Si
Si
Si

Si

Si

F:R —]0,1]
X— F(X)=p (X <X)

x e |-, x,[; alors F(x)=0;

X
x e [x, %[;
xe[x,, x[;
x e [%, X, [;

S [Xi’ Xi+1[;

xe[x,,+o0;

alors F(x) = p,
alors F(x)=p, + p, ;
alors F(X) = p, + p, + P,

alors F(X) = p, + p, + Ps +---+ P,

alors F(X)=p, + p, ++--+p; +--+ p,, =1

Exemple : Avec les données de I’exemple précédent :
2) Déterminer et représenter graphiquement la fonction de répartition de X.
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Solution : D’apres la loi de probabilité de X, on a :

F(x) =0 sur ]—oo, O[ ; F(x) = % sur [0, 1] ; F(x) = % sur [1, 2[; F(x) = % sur [2, 3[ et

F(x) = 1 sur [3, +oo[. Représentons F dans un repere.

A
1t Y SEE—

|

-1

3) Caracteristigues de X : (Outils pour déterminer [’espérance mathématique E(X), la
variance V(X) ou [’écart-type o (X) d’une variable aléatoire X)
Soit X, la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée dans le tableau de la partie
1) Définition :

a) Espérance mathématique de X : E (X).

> E(X): X, X P+ Xy X Py + Xy X Py 400+ X, Py
b) Variance de X :V(X) ; Ecart-type de X : o (X)

> V()= b~ EOF = E(x?)-[EXF = 2 7 x py [E(XF

» o(X)= WX)

Exemple : Avec les données de I’exemple précédent (loi de probabilité d’une variable aléatoire) :
3) Déterminer I’espérance mathématique de E(X), la variance V(X) et I’¢cart type o (X) de X

Solution : Par définition E(X):Oxi +1><E +2><i +3><i _ 28 ;
42 21 14 21 21
2
V(X):Oxi+1x9+4x£+9xi_(§ :Eeto'()(): E
42 21 14 21 (21 1323 1323

Remarque

Dans le cas particulier d'un schéma de Bernoulli, la variable aléatoire X qui prend pour
valeurs le nombre k de succes a l'issue des n épreuves, suit une loi binomiale de paramétres
(n; p) ot [p = p(S)].

p(X=K=p, =Cyxp“x1-p)"*

EX)=nxp et (V(X)=nxpx(1—p) ;pour information)

Exemple Suite de I’exemple du point ¢) Schéma de Bernouilli.
On préléve au hasard et successivement 100 sacs dans la production d’une journée. on considere
que ces prélévements sont indépendants et se font tous dans les mémes conditions.
On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de sacs défectueux sur les 100.

a) Justifier que X suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.
Solution : La variable aléatoire X est régie par un schéma de Bernoulli ; en effet :
On a 100 épreuves identiques et indépendantes les unes des autres qui sont effectuées
successivement ; et chaque épreuve a 2 issues : « avoir un sac défectueux » de probabilté p = 0, 03
et « avoir un sac non défectueux » de probabilité g =1 —p =0, 97. Donc X suit une loi binomiale
de parameétre (100 ; 0,03).
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 1-1
Dans un groupe de 100 professeurs tous des "lecteurs" de journaux, on a remarqué qu’au total 55
professeurs lisent régulierement le journal "Le Pays" ; 30 au total lisent régulierement le journal
"L'Observateur™ dont 12 lisent exclusivement le journal "L'Observateur" ; au total 58 professeurs
lisent régulierement le journal "Sidwaya™ ; 15 au total lisent réguliérement les deux journaux
"Sidwaya" et "L'Observateur" ; 15 ne lisent régulierement que "Le Pays" et " Sidwaya "; 10
professeurs lisent régulierement les 3 journaux.
1) Quel est le nombre de professeurs qui ne lisent que "L'Observateur" et "Sidwaya" ?
2) Déterminer le nombre de professeurs qui ne lisent que "Le Pays" et "L'Observateur".
3) Déterminer le nombre de professeurs qui lisent :
a) exclusivement "Le Pays" ;
b) exclusivement "Sidwaya".

Exercice 1-2
Une urne contient 5 boules noires, 3 boules blanches et 4 boules rouges. On tire 6 boules de cette
urne.
En distinguant successivement les trois (3) types de tirages (tirages successifs avec remise, tirages
successifs sans remise, tirage simultané), déterminer :
1) Le nombre de tirages possibles.
2) Le nombre de tirages possibles comportant exactement 4 boules noires et 2 boules
blanches.
3) Le nombre de tirages possibles comportant exactement 2 boules rouges, 2 boules blanches
et 2 boules noires.

Exercice 1-3
Dans un jeu de 32 cartes, il y a 4 couleurs (trefle, carreau, ceeur, pique) et dans chaque couleur il y
a8 valeursou hauteurs: (7;8;9;10;J;Q; K; As).
A partir d'un jeu de 32 cartes, on veut former une main de 8 cartes.
1) Quel est le nombre de mains possibles peut-on former ?
2) Quel est le nombre de mains possibles peut-on former comportant exactement :
a) 2 aset 3 piques. (distinguer le cas ou I'as de pique est choisi et le cas ou il n'est pas choisi)
b) 2 cartes de chaque couleur.
c) 3 cartes d'une méme couleur et 5 cartes d'une autre couleur.

Exercice 1-4
A Pentrée d’un immeuble, on dispose d’un clavier de 12 touches portant les chiffres 1 ;2 ;3 ;4 ;
5;6;7;8;9etleslettres A; B; C.
Pour déclencher I’ouverture de la porte, il faut taper successivement 2 lettres suivies de 3 chiffres.
1) Dans cette question les 2 lettres sont distinctes ou non et les 3 chiffres sont distincts ou non.
a) Combien de codes possibles peut-il y avoir ?
b) Le régisseur se rappelle que la premiére lettre est A et le premier chiffre est 8.
Combien de codes peut-il proposer ?
2) Dans cette question les 2 lettres sont distinctes et les 3 chiffres sont distincts.
a) Combien de codes possibles peut-il y avoir ?
b) Combien de codes possibles comportant le chiffre 5 ?

Exercice 1-5
On dispose d'un dé truqué (pipé) dont les faces sont numérotées 1;2;3;4;5; 6.
Pour un lancer de ce dé on note p; la probabilité d'apparition de la face supérieure portant le
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o : , 1 1
numéro i. Des observations ont montré que: P, =P, = Pg = E v Pa=E=r Py = Z

1) a) Quel est I'univers Q associe a I'épreuve ?
b) Calculer p, la probabilité d'apparition de la face numerotee 3.

2) On lance ce dé une fois et on lit le numéro sur la face supérieure. On désigne par :
e Al'événement "obtenir un nombre premier".
e B I'événement "obtenir un diviseur de 6".
e C I'évenement "obtenir un nombre pair plus grand que 3".

a) Exprimer par une phrase les évenements suivants: A ; B ; AnB ; AUB.
b) Calculer la probabilité des événements A;B; C;AnB ; AnC ;

c) Calculer de deux fagons différentes la probabilité des événements A, B, AUB etAUC

Exercice 1-6
Dans I'armoire de la maman a Julie se trouvent 3 bracelets, 3 bagues, 4 colliers et 2 montres.
Pour la kermesse du lycée, Julie décide de "se parer" avec ces bijoux. Elle ouvre I'armoire de sa
maman en son absence pour faire son choix. Mais surprise par elle, elle prend au hasard et
simultanément 3 bijoux dans l'armoire.
1) Déterminer le cardinal de l'univers Q associé a I'épreuve.
2) Calculer la probabilité des événements suivants :
a) A :"Julie a pris 3 bijoux de méme nature ".
b) B : "Julie a pris 3 colliers ".
c) C:"Julie a pris au moins un collier ".
3) Son souhait était de prendre un bracelet un collier et une bague, ou un bracelet un collier et
une montre. Quelle aurait été la probabilité d’étre satisfaite ?

Exercice 1-7 (Sujet de bac Polynésie)
Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. Ces boules sont indiscernables au toucher.
On préleve n boules successivement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considéere les deux événements suivants:

e A:" On obtient des boules des deux couleurs";

e B:" On obtient au plus une boule blanche ".
1) a) Calculez la probabilité de I'événement C : "Toutes les boules tirées sont de méme

couleur™
b) Calculez la probabilité de I'événement D : "On obtient exactement une boule blanche".

c) Déduisez-en que les probabilités p(ANB); p(A) et p(B)sont:
PANB) =L p(A) =1~ p(B) ="
2) Montrez que P(ANB) = p(A) x p(B) si et seulement si 2" =n+1,
3) Soit (u,),., lasuite définie pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2 par:
u, =2""—(n+1)
a) Calculez les trois premiers termes de cette suite.

b) Démontrez que cette suite est strictement croissante.
4) Donner la valeur de I'entier n pour laquelle les événements A et B sont indépendants.

Exercice 1-8
Dans une clinique, on fait appel & un spécialiste chaque semaine pour consulter des malades.
Pour chaque malade hospitalisé, il décide chaque semaine de le consulter ou non.
Pour un certain nombre de cas concernant ces malades hospitalisés, il a fait le constat suivant :
» qu'il doit les consulter la premiere semaine ;
» que s'il les consulte la n-ieme semaine, la probabilité qu'il les consulte la (n + 1)-ieme
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. , . 3
semaine est égale a n ;

» que s'il ne les consulte pas la n-ieme semaine, la probabilité qu'il les consulte la (n + 1)-

- : . . 1
ieme semaine est egale a E .

On désigne par E, I'évenement : "Le spécialiste consulte ces malades la n-iéme semaine™ ; et par
p, la probabilité de I'évenement E, .
1) a) Que représente I'événement E, d'apres le constat du spécialiste ?
b) En déduire la valeur de p, =p(E,).
c) Déterminer p(E,.,/E,); puis p(E,.,/E,).
e En) et p(EMm En).
13 1

2) En déduire que pour toutn>0; =—np +—.
) q p pn+1 20 pn 10

d) Déterminer en fonction de p,,, p(E

3) Onpose q, = p, —%.

a) Montrer que (g, ) est une suite géométrique.
b) En déduire p, en fonction de n.
c¢) A partir de quelle-iéme semaine, la probabilité que le spécialiste consulte ces malades

o . .3
est —elle inférieure ou égale aE ?
Ondonne: IN(13)~2,56; IN2~07; In5~16

Exercice 1-9
Deux urnes U; et U, contiennent respectivement :
» Uj : 4 boules rouges et 3 boules noires.
» U, : 2 boules rouges et 4 boules noires.
On suppose que ces boules sont indiscernables au toucher.
1) On tire au hasard une boule de chaque urne.
a) Calculer la probabilité d'avoir 2 boules de couleurs différentes.
b) Si les 2 boules sont de couleurs différentes, quelle est la probabilité pour que la boule
rouge provienne de l'urne Uy ?
2) Dans cette question, on lance d'abord une piece de monnaie truquée dont la probabilité

. . 2
d'avoir la face « pile » est k

e Si le résultat est « pile », on tire 1 boule de l'urne Uj.
e Sile résultat est « face », on tire 1 boule de I'urne U,.
a) Calculer la probabilité de I'événement : « la boule tirée est rouge ».
b) Si la boule tirée est rouge, quelle est la probabilité qu'elle provienne de l'urne U, ?

Exercice 1-10 (tiré du net)

Certains genes peuvent avoir deux états : A (allele dominant) ou a (alléle récessif).

Les couples de génes sur des paires de chromosomes n'ayant pas forcément les mémes alleles, un
individu donné peut avoir I'un des trois génotypes suivants : AA ou Aa ou aa

Lors d'un appariement entre deux individus, I'enfant récupeére un alléle de chacun de ses deux
parents.

Par exemples :

e Siun parent a le génotype AA et l'autre Aa, I'enfant sera du type AA ou Aa avec des
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e 1
probabilités égales a >
e Siun parent a le génotype Aa et l'autre aa, I'enfant sera du type Aa ou aa avec des
e 1
probabilités égales a 3

e Si les parents ont les mémes génotypes, alors I’enfant a certainement le méme génotype.
e Siun parent a le génotype Aa et l'autre Aa, I'enfant sera du type AA ou Aa ou aa avec des

S .1 1 1 .
probabilités égales a 2 ; 2 ; Zrespectlvement.

Onnote p,, g, et r, les probabilités pour les deux parents d’avoir des genotypes AA, Aa, aa de

la génération n, respectivement.
1) A l'aide d'un arbre pondére, faire apparaitre tous les cas possibles d'appariements et les
génotypes de I'enfant qui en découlent.

2) En déduire les probabilités p, ,, r,,, puis q,,, en fonctionde p,, q, et r,.
3) Onnote a=p,—Tr,.
a) Montrer que pourtout NeN: p, -1, = .
b) En déduire, pour tout n € N, une expression de p,.,, I, pUis g,,, en fonction du seul

parametre « .
c) En déduire que pour tout N =1, les suites (p,), (q,) et (r,)sont constantes.

Ce résultat est connu sous le nom de "'loi de I'équilibre génétique de Hardy-Weinberg™. Ainsi,
quelles que soient les proportions initiales des trois génotypes, la répartition est stabilisée dés la
génération suivante.

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 1-11
On dispose de 2 urnes U; et U, contenant des boules indiscernables au toucher.
U; contient 3 boules rouges et 2 boules jaunes.
U, contient 2 boules rouges et 3 boules jaunes.
Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard 2 boules de chaque urne : on obtient ainsi
4 boules.
1) On note X la variable aléatoire qui a chaque tirage, associe le nombre de boules rouges
obtenues.
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X ..
2) Calculer la probabilité d'avoir tiré une et une seule boule rouge de l'urne U; sachant qu'on
a tiré 2 boules rouges.
3) On ne considére que l'urne Uy, de laquelle on tire toujours au hasard et simultanément 2
boules. On nomme succes (S) le tirage de 2 boules rouges.
a) Déterminer la probabilité pde S .
b) On renouvelle 10 fois de suite la méme épreuve dans les mémes conditions (en remettant
chaque fois les 2 boules tirées dans l'urne ).
- k étant un entier compris entre 0 et 10, déterminer la probabilité d'avoir k succes a l'issue
des 10 tirages .
- Déterminer la probabilité d'avoir au moins 1 succes sur les 10 tirages.

Exercice 1-12 : (Sujet de Bac)
Une usine produit des sacs. Chaque sac fabrique peut présenter deux défauts : le défaut a et le
défaut b. Un sac est dit défectueux s’il présente au moins 1’un des deux défauts.
1) On préléve au hasard un sac dans la production d’une journée.
On note A I’événement « le sac présente le défaut a » et B I’événement « le sac présente le
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défaut b ». Les probabilités des événements A et B sont respectivement p(A) =0, 02 et
p(B) =0, 01 ; on suppose que ces deux événements sont indépendants.

a) Calculer la probabilité de I’événement C « le sac préleve présente le défaut a et le défaut b »

b) Calculer la probabilité (arrondie & 102 prés) de I’événement D « le sac est défectueux ».

c) Calculer la probabilité de 1I’événement E « le sac ne présente aucun défaut ».

d) Sachant que le sac présente le défaut a, quelle est la probabilité qu’il présente aussi le
défaut b ?

2) On suppose que la probabilité qu’un sac soit défectueux est égale a 0, 03.

On préléve au hasard un échantillon de 100 sacs dans la production d’une journée. La
production est suffisamment importante pour que 1’on assimile ce prélévement a des tirages
successifs avec remise de 100 sacs dans les mémes conditions et indépendants les uns des
autres.
On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 100 sacs, associe le nombre de
sacs défectueux.

a) Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.

b) Quelle est la probabilité de 1’événement « au moins un des sacs est défectueux » ?
Interpréter ce resultat.

c) Calculer I’espérance mathématique de la variable aléatoire X. Interpréter ce résultat dans le
cadre de 1’énoncé.

Exercice 1-13
On dispose de 2 dés parfaits (non pipés) A et B.
» Ledé Aalface portant le n° 0 ; 2 faces portant le n° 1 et 3 faces portant le n°® —1.
» Ledé B a2 faces portant le n° 0 ; 2 faces portant le n° 1 et 2 faces portant le n°-1.
On lance une fois les 2 dés simultanément et on lit les numéros sur les faces supérieures.
On construit le nombre complexe a + bi avec, a le numéro sur le dé A et b celui sur le dé B.
1) a) Quels sont les nombres complexes possibles que I'on peut obtenir a l'issue de ce lancer ?
b) Calculer la probabilité d'obtenir chacun de ces nombres complexes.
2) Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :
a) E; "obtenir un nombre réel".

b) E, "obtenir un nombre complexe de module V2
c) E3 "obtenir un nombre complexe d'argument k%".(avec ke Z)

3) Ondésigne par X la variable aléatoire qui, associe apres le lancer simultané des deux dés,
le module du nombre complexe construit ci-dessus.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Déterminer et représenter graphiquement la fonction de répartition de X.
c) Calculer I'espérance mathématique E(X) et I'écart-type o (X) de X.

Exercice 1-14
I) Deux urnes U; et U, contiennent respectivement :
U; : 2 boules numérotées 1 et 2 ; U, : 4 boules numérotées 1; 2 ; 3 et 4.
Dans chaque urne les boules sont indiscernables au toucher.
On sait que l'urne U, a 2 fois plus de chance d'étre choisie que l'urne U;.
On choisit alors une urne et on en tire 1 boule.
1) Calculer la probabilité de tirer une boule numérotée 1.
2) On atiré une boule numérotée 1. Quelle est la probabilité qu'elle provienne de I'urne U, ?
I1) On rassemble maintenant les deux urnes en une seule, qui contient donc les 6 boules
précedentes.
1) On tire simultanément au hasard 2 boules de cette nouvelle urne. On désigne par S la variable
aléatoire qui, a chaque tirage, associe la somme des numéros des 2 boules tirées.
a) Calculer la probabilité de tirer 2 boules de mémes numéros.
b) Déterminer la loi de probabilité de S.
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2) Deux joueurs, Abel et Claude, décident que :
» si la somme des numéros des 2 boules tirées est impaire, Claude donne 100 F a Abel ;
» si lasomme des numéros des 2 boules tirées est paire, Claude recoit a F d'Abel. (a > 0).
On note X, la variable aléatoire qui, a chaque tirage associe le gain algébrique de Claude.
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'espérance mathématique de X en fonction de a.
c) Déterminer la valeur de a pour que le jeu soit equitable (c'est a dire E(X) = 0).

Exercice 1-15
Des études statistiques ont montré que 5% des jeunes filles d’une ville sont porteuses du virus
V.I.H. (On dit qu'elles sont séropositives).
On considére un échantillon de 100 jeunes filles prises au hasard. La ville est suffisamment
grande pour que ce choix soit des choix identiques et indépendants d'une personne.
On note X la variable aléatoire égale au "nombre de filles porteuses du virus V.1.H. de
I'échantillon "
1) Soit k un entier compris entre 0 et 100.
a) Exprimer en fonction de k la probabilité de I'évenement (X = k)".
b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X.
2) Un test est réalisé pour dépister le virus chez les filles. On a établit que :

. . . I . . 17
e Sachant qu'une fille est séropositive, la probabilité qu'elle ait un test positif est 20"

e Sachant qu'une fille est séronégative, la probabilité qu'elle ait un test négatif est 0

On désigne par M, I'évenement "étre séropositive™ et par T I'événement "avoir un test
positif "
a) Calculer la probabilité des évenements "M etT"; "MetT" et "MetT".

b) En déduire la probabilité de T puisde T .

c) Calculer la probabilité qu'une fille ayant un test positif soit seropositive.

d) Calculer la probabilité qu'une fille ayant un test négatif soit séropositive.
(On donnera tous les résultats sous forme de fractions irréductibles).

Exercice 1-16
Adama lance deux dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que les dés sont non-
trugués et donc pour chaque dé, toutes les faces ont la méme probabilité d'apparition.
Il lance les dés suivant les régles suivantes:
e Si les deux dés donnent le méme numéro alors il perd 10 points.
e Si les deux dés donnent deux numéros de parités différentes (I'un pair et l'autre impair)
alors il perd 5 points.
e Dans les autres cas il gagne 15 points.
1) Adama joue une partie et on note X la variable aléatoire correspond au nombre de
points qu’il obtient.
a) Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer I'espérance mathématique de X.
b) Représenter graphiquement la fonction de répartition de X.
2) Adama effectue 10 parties de suites. Les parties se font dans les mémes conditions et sont
indépendantes les unes des autres.
On appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le joueur gagne 15 points.
a) Expliquer pourquoi Y suit une loi binomiale. Quels sont les paramétres de Y?
b) Quelle est la probabilité que Adama gagne au moins une fois 15 points?
c) Déterminer I'espérance mathématique E(X) de X.
3) Le joueur joue n parties de suite dans les mémes conditions et de facon indépendantes les
unes des autres.
a) Quelle est la probabilité qu'il gagne au moins une fois 15 points?
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b) A partir de quelle valeur de n sa probabilité de gagner au moins une fois
15 points est strictement supérieure & 0,9999 ?

Exercice 1--17
» Une urne U; contient 2 boules rouges et 3 boules noires.
» Une urne U, contient 3 boules rouges et 2 boules noires.
Les boules sont indiscernables au toucher dans chaque urne.
On tire au hasard une boule de U;.
e Sielle est noire, on la place dans l'urne Us.
e Sinon on I'écarte du jeu.
On tire ensuite une boule de l'urne U,.
L'ensemble de toutes ces opérations constitue une épreuve.
On considére les évenements suivants :
e R; "laboule tirée de I'urne U, est rouge"
e N; "laboule tirée de I'urne U; est noire"
e R, "laboule tirée de I'urne U, est rouge™
e Ny "la boule tirée de I'urne U, est noire™.
1) a) Calculer p(R1) ; p(N1); p(R2/R1) et p(R2/Ny).

b) En deduire que p(R2) = %

c) Calculer p(Ny).

2) Un jeu consiste a répéter I'épreuve précédente n fois de facons indépendantes et identiques.
Si a l'issue des n épreuves, le joueur a tiré : 1, 2, ..., n boules noires de I'urne U,, il marque
1,2, ..., n points respectivement.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de points marqués a l'issue du jeu.

a) Calculer p(X=k); 0<k<n.

b) Déterminer I'espérance mathématique E(X) de X.

c) Quel est le minimum d'épreuves a effectuer pour que la probabilité de marquer au moins

1 point a la fin du jeu soit strictement supérieure a 0,90 ?

Exercice 1-18
On dispose de 2 urnes U; et U, contenant des boules indiscernables au toucher.

» U; contient n boules blanches et 3 boules noires (n >1).
» U, contient 2 boules blanches et 1 boule noire.
On tire au hasard 1 boule de U; et on la met dans U,, puis on tire au hasard 1 boule de U et
on la met dans U; ; I'ensemble de ces opérations constitue une épreuve.
1) On consideére les évenements suivants :
e A:"Apres I'épreuve, les urnes se retrouvent dans leur configuration de départ".

e B :"Apres I'épreuve, I'urne U, contient 1 seule boule blanche".

a) Montrer que la probabilité p(A) de I'événement Aest: p(A) = g(%) .
n+
b) Montrer que la probabilité p(B) de I'événement Best: p(B) = 3 .
2(n+3)

2) Camara mise 200 F et effectue une épreuve. A l'issue de I'épreuve, on compte les boules

blanches contenues dans I'urne U, :
e si U, contient 1 seule boule blanche, Camara regoit 20 x n F;

e si U, contient 2 boules blanches, il regoit 10 X n F ;

e si U, contient 3 boules blanches, il ne regoit rien.

a) Expliquer pourquoi Camara n'a aucun intérét a jouer tant que n ne dépasse pas 10.
Dans la suite, on considére n > 10 et on introduit la variable aléatoire X égale au gain
algébrique de Camara apres le jeu.
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b) Déterminer la loi de probabilité de X.
c) Calculer I'espérance mathématique E(X) de X.
d) On dit que le jeu est favorable a Camara si et seulement si E(X) > 0.
Montrer qu'il en est ainsi dés que lI'urne U; contient au moins 25 boules blanches.

Exercice 1-19
Les 6 faces d'un dé cubique sont marquées 1;2;3;4;5et6.
On suppose que lors d'un lancer du dé, toutes les faces ont la méme chance d'apparaitre, sauf
la face marquée 1 qui a 2 fois plus de chance d'apparaitre que les autres faces.
On note p; la probabilité d'apparition de la face marquée i.

1) On lance 1 fois ce dé et on lit le numéro de la face supérieure.

Calculer la probabilité d'apparition de chaque face.
2) On lance 2 fois de suite dans les mémes conditions le dé et on note i, j les numéros

apparus sur la face supérieure.

i est le numéro apparu au premier lancer et j est celui apparu au second lancer.
On pose S =i + j et on admet que les couples (i, j) sont des évenements élémentaires

et que p(i, j) = pixp; .
a) Déterminer la loi de probabilité de S.

b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
e E;:"Svaut2;3;5;7o0ull"
e E,:"Sestunnombre pair différent de 2 et 12."
e [E;:"S=12"
o FE,:"S=9".
3) Un jeu consiste a lancer le dé 2 fois de suite. La régle du jeu est la suivante :
> le joueur gagne 200 F si E; est réalisé ;
> le joueur perd 300 F si E; est réalisé ;
> le joueur gagne 600 F si E3 est réalisé ;
» le joueur perd 200 F si E4 est réalisé.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer son espérance mathématique E(X) et son écart-type o (X).

Exercice 1-20
Une urne contient n boules blanches (n > 0) ; 2 boules noires et 3 boules rouges. Ces boules
sont indiscernables au toucher. On tire simultanément 2 boules de I'urne.

1) Determiner en fonction de n, les probabilités p,; p,; p, suivantes :

a) p, : probabilité de I'évenement : "obtenir 2 boules blanches" ;
b) p, : probabilité de I'événement : "obtenir 0 boule blanche" ;
C) p, : probabilité de I'événement : "obtenir 2 boules de couleurs différentes".

2) Déterminer n pour que p, = % On vérifera que 43% = 1 849.

3) Onprend n =5 et on considére le jeu suivant :
> le tirage d'une boule noire rapporte 5 points ;
» le tirage d'une boule rouge rapporte 2 points ;
> le tirage d'une boule blanche enleve 2 points.

On désigne par X la variable aléatoire, égale au nombre de points marqués a tout tirage
simultané de 2 boules.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X.
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c) Déterminer et représenter graphiqguement dans un repére orthogonal, la fonction
de répartition F de la variable aléatoire X.

Exercice 1-21
» Une urne A contient quatre boules rouges et six boules noires.
» Une urne B contient une boule rouge et neuf boules noires.

Les boules sont indiscernables au toucher.

Partie A.

Un joueur dispose d'un dé a six faces, parfaitement équilibré, numéroté de 1 a 6.

Il le lance une fois : s'il obtient 1 ou 6, il tire au hasard une boule de lI'urne A, sinon il tire au
hasard une boule de l'urne B.

. (s . . 1
1) Soit R I'événement « le joueur obtient une boule rouge ». Montrer que p(R) = 5

2) Si le joueur obtient une boule rouge, la probabilité qu’elle provienne de I’urne A est-elle
supérieure ou égale a la probabilité qu'elle provienne de 1'urne B ?

Partie B.
Le joueur répéte deux fois I'épreuve décrite dans la partie A, dans des conditions identiques et
indépendantes (c'est-a-dire qu'a I’issue de la premiére épreuve, les urnes retrouvent leur
composition initiale).
Soit a un entier naturel non nul. Lors de chacune des deux épreuves, le joueur gagne a francs
s'il obtient une boule rouge et perd 500 F s'il obtient une boule noire.
On désigne par X la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du joueur en francs au
terme des deux épreuves.

1) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Exprimer I'espérance E(X) de la variable aléatoire X en fonction de a.

4) Un jeu est équitable lorsque E(X) = 0 ; Pour quelles valeurs de a a-t-on ce jeu
équitable ?

Exercice 1-22

Lors d'une kermesse, on dispose d'une roue de loterie partagée en 5 secteurs portant les lettres
A;B;C;D;E;commeindiquée ci-dessous. Le secteur A a pour mesure « °. Les mesures en
degrés de ces secteurs constituent dans I'ordre une suite arithmétique de premier terme «

(0 < a <360) etderaisonr; (r > 0).
ave

Lors d'une partie, on fait tourner la roue, et un repére fixe désigne le secteur obtenu a l'arrét ; on
admet que les probabilités d'obtenir les différents secteurs circulaires sont proportionnelles aux
mesures des angles de ces secteurs.
1) Montrer que les probabilités d'obtenir les secteurs A ; B ; C ; D et E sont respectivement :
a a+r a+2r o +3r o+ 4r
p(A)=—;p(B) =

:p(C) = :p(D) = et p(E) =
360 360 P©) 360 P() 360 PE) 360

verifient une relation que I'on preécisera.
2) Le billet de loterie pour ce jeu colte 500 F. La régle du jeu est la suivante :

» silerésultat est le secteur A, le joueur gagne 1500 F ;
» i le résultat est le secteur B, le joueur gagne 1000 F ;
» i lerésultat est le secteur C, le joueur gagne 500 F ;

‘oU « etr
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» si le résultat est le secteur D, le joueur ne gagne rien ;
> si le résultat est le secteur E, le joueur ne gagne rien.
Alice achete un billet et joue. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs les gains
algébriques de Alice a I'issue d'une partie.
a) Donner la loi de probabilité de X en fonction de « etr.
b) Déterminer « et r pour que I'espérance mathématique E(X) de X soit nulle.
3) Onfixe a =54etr=9
Calculer la probabilité d'obtenir un gain strictement positif a l'issue d'une partie.
4) Alice joue n fois de suite ; les n jeux sont supposés identiques et indépendants les uns
des autres. On appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que Alice ait un
gain strictement positif a I’issue des n jeux.
a) Expliquez pourquoi Y suit une loi binomiale.
b) Préciser les paramétres de Y ?
c) Soit k un entier compris entre 0 et n ; déterminer en fonction de n et k la probabilité
d'avoir exactement k fois un gain strictement positif a I'issue des n jeux.
d) Déterminer la valeur minimale de n pour que la probabilité qu'Alice gagne au moins

une fois un gain strictement positif, a I'issue des n parties, soit supérieure ou égale a % :
Ondonne:In3=1,1;In2=0,7;In5=1,6.

Exercice 1-23

Pour réaliser une loterie, un organisateur dispose d’un sac contenant exactement un jeton
blanc et 7 jetons noirs indiscernables au toucher et d’autre part d’un dé cubique équilibré dont
les faces sont numérotées de 1 a 6.

11 décide des regles suivantes pour le déroulement d’une partie.

Le joueur doit tirer un jeton puis jeter le dé :

* si le jeton est blanc, le joueur perd lorsque le jet du dé donne 6 ;

*si le jeton est noir, le joueur gagne lorsque le jet du dé donne 6.

A la fin de la partie, le jeton est remis dans le sac.

On note B I’événement « le jeton tiré est blanc » et G 1’événement « le joueur gagne le jeu ».
Partie A

1) Montrer que p(G) = % . On pourra s’aider d’un arbre pondéré.

2) Quelle est la probabilité que le joueur ait tiré le jeton blanc sachant qu’il a perdu ?
3) Un joueur fait quatre parties de facon indépendante et dans les mémes conditions.
Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux.
4) Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la probabilité d’en
gagner au moins une soit supérieure a 0,99 ?
Partie B
L’organisateur décide de faire de sa loterie un jeu d’argent :
* chaque joueur paye 100 F par partie ;
*si le joueur gagne la partie il recoit 500 F ;
*si le joueur perd la partie il ne recoit rien.
1) On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique (positif ou négatif) du joueur a
I’issue d’une partie.
a) Donner la loi de probabilité de X et son espérance mathématique.
b) Ondit que le jeu est favorable a 1’organisateur si E(X) < 0. Le jeu est-il favorable
a ’organisateur ?
2) L’organisateur décide de modifier le nombre n de jetons noirs (n entier naturel non
nul) tout en gardant un seul jeton blanc. Pour quelles valeurs de 1’entier n le jeu est-il
défavorable a I’organisateur ?
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions:

Exercice 1-1
o Cardinal d’un ensemble : (Définition, Propriétés)
Solution
En remplissant successivement les cases par les cardinaux des ensembles : PNS~O ;PnS;
SNO;S;Pn0O;0OetP,ona:

1) 5 professeurs

2) 3 professeurs

3) a) 27 professeurs
b) 28 professeurs

Exercice 1-2
1) Tirage de p boules parmi n boules !
p-liste ; arrangement ; combinaison
2) et3) Attention al’ordre
Solution

1) 12°; AS,; C& ; 2) CL(5* %32 x4%); CHA! x AZx AD); CixC?

6! 2 a2 a2). 6! ) ) A\ s , )
Y iz ® 3 g X AAL ClxcixC
Exercice 1-3
(Une main de 8 cartes est composée de 8 cartes choisies simultanement au hasard parmi les cartes).
1) ,2) Combinaison.
Solution

1) C%,; 2) a) CxCLxC2xCh+C2xC3xCy: b) (C2): ¢ AZ(cixcy)

Exercice 1-4
1) P-liste ; tirage successifs de 2 parmi 3 et de 3 parmi 9 avec remise
2) Arrangement.
Solution
1) a)3x9%; b)1'x3'x1'x9%;  2)a) AixAJ; b) Aix1x AZ xC. (car (4,5, 6) #
(6, 5, 4)) par exemple.

Exercice 1-5
1) Définition d’un univers ; définition de probabilité.
2) Vocabulaire de probabilité ; Propriétés de probabilité.
Solution

1) a) Q=1{, 2,3 4,5 6}; Card(Q)=6; b) p,==:(car p,+p,+Ps+ P, + Py + Ps =1)

1
3
2) @) A={2,3,5}; B={1,2,3,6}; C={4,6}

A est I’événement : « obtenir un nombre non premier » ;

B est I’événement : « obtenir un nombre non diviseur de 6 »

AN B est I’événement : « obtenir un nombre premier diviseur de 6 »

AU B est I’événement : « obtenir un nombre premier ou un diviseur de 6 »

2 7 1 5
b)p(A)=p2+p3+p5=§: p(B)zﬁ; p(C)zz: p(AmB)=p2+p3=E; P(ANC)=0
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¢) p(A)=1- p(A) :%; ou p(A)=p, +p, + ps =%-

p(ﬁ):l— p(B) :%; ou p(ﬁ): P, + Ps :%.

5 5
p AuB)=p(A)+p(B)—p(AmB)=6: ou p(AuB)= Py P+ Py Ps + P = -

(
(

11 11
P(AUC)=p(A)+ PC) = P(ANC) =05 U P(AUC)= P, +Pa+ Pyt Ps + Ps = 1
Exercice 1-6
1) Combinaison
2) Formule de probabilité uniforme sur une combinaison.
Solution
1) Card(©2)=C f2: 220
ci+ci+c? 3 c: 1 — Cy 41
2) a)p(p) =23 "4 ;b pB)==2=—; ¢)p(C)=1-p|C)=1-—L=—=
) ) p(A) 220 110 ) P(B) 220 55 ) PC) p( ) 220 55
1 1 1 1 1 1
3) La probabilité qu’elle soit satisfaite est : (C3 xCy x C4)+ (C3 XCy Cz) _3
220 11
Exercice 1-7
1) Probabilité uniforme sur une p-liste..
2) Reégles de calculs algébrigues dans R.
3) Monotonie de suite numériques.
4) Evenements indépendants.
Solution
5" +5" 1 5! x5t n
) a) p(C) TR ) p(D) 0 "= o
¢) AnB=D donc p(AnB)= p(D):Zin; A=C; donc p(A)=1- p(C):l—%;
5" n n+l
B = + — =
P(®) 0" 2" 2"

2) p(ANB)=p(A)x p(B)si et seulement si
Z—nn =£1_2T1_1)jxn2_4:1 ce quidonne 2" =n+1
3) a u,=-1;u,=0; u, =3;
b) U, —u, =(2"—(n+2))- (2" —(n+1))=2" 2" —1:2"(%—2%} >0 ; donc la

suite (u,) ., est croissante.

n>2

4) A et B sont indépendants si et seulement si p(An B) = p(A) x p(B) ; c'est-a-dire que

2" =n+1 ;autrement dit 2" —(n+1)=u, =0 or u, =0 et la suite est monotone
(croissante) donc n = 3.

Exercice 1-8
1) Evénement certain ; Probabilités conditionnelles ; ou arbre pondéré.
2) Probabilités totales ou arbre pondéré.
3) Définition de suites géométriques ;Propriétés algébriques de In.
Solution
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Ens1  Eooy Ens1  En-1

— 3 1 13 1
2) p(En+1) = p(En+l M En)+ p(Eml M En ) donc Prsa :Z Pn +_(l_ pn): — P+

10 20" 10
13 5 5(13)"" 5(13)"" 2
3)a =—0q,; §,=—; b)vn>lq,==|—| ;doncvn=1l p, =—=|—| +=;
n-1
c) p, Si si et seulement si o(13 +Esi, d'ou n>10
10 7\ 20 7 10
Exercice 1-9
1) Probabilité de I’événement A ou B avec A et B disjoints ; Probabilités conditionnelles ou arbre
pondéré.

2) Probabilités totales ou arbre pondéré.

Solution
1) Désignons par A I’événement « avoir 2 boules de couleurs différentes » ; par R; « tirer 1
boule rouge de I’urne U; » et N; « tirer 1 boule noire de 'urne U; » i1 =1, 2

a) On peut avoir (R1,Ny) ou (N1,R2) ; donc la probabilité d’avoir 2 boules de couleurs

différentes est p(A) = p :(EXE}F[EXZJ:(EXZJJF(EXE}:E
7 6 7 6 7 3 7 3) 21

b) La probabilité demandeée est p (R1/A) ou R; est I’événement « tirer une boule rouge de

4 2
i p(ANR) 773 _8
U ». Ainsi R)= - -°
1 PA(Ry) o(A) E T
21

2) Deésignons par R I’événement « la boule tirée est rouge ».
:ws
L45] U2
4177307 1;3/\'@
R N R N
a) La probabilitée de I'événement : « la boule tirée est rouge » est d’aprées la formule de

4 2 2 3 3
robabilités totales p(R)=p=| =x= [+| =x= |=—.
P P(R)=p (7X5j (6X5) 7

b) La probabilité demandeée est :

Exercice 1-10
1) Arbre pondéré ; Probabilités conditionnelles.
2) Probabilités totales ; Regles de calculs sur un arbre pondéré.
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3) Démonstration par récurrence ; Regles de calculs dans R ; Suite constante.

Solution
1)
Pn qn rn

Pére Aa aa

‘A\A p qn\ Pn On M
Meére AA AA Aa aa AA Aa aa

ilf\ A
Enfant AA Aa Aa Aa aa Aa aa Aa Aa aa aa

AA
. ) .
2) pn+1 pn + p qn +—= q pn +— qn ( 7} ’
q

rn+l = I’n2 +1rnqn +1ann +1qn2 = IFn +_n
2 2 4 2

2 2
Pria +0na + =1; donc 4.1 :l—(pn +q?nj _(rn +q?nJ
2

2
3) a) Pour tout naturel n, P, — I, (pn +q7"j —(rn +q7”j = p, — I, ;d’ou pour tout
naturel n, p, —r, =p, -1, =a.. Eneffet: p, —r, = . ; supposons que p, —r, =« et
=aorona p,, —r,=p,—r d’ou Pha— My =Pl =a.
Donc pour tout naturel n, p, —r, =p, -, =..

d, ’ q ? 2r. +q ?
b + 0 =l p, - +r +0| = —r)4+ 5
)pn+l [pn 2) (pn n n 2) ((pn n) 2 j

2
donc pn+__(pn_r) 2rn+qn =C¥+l_ pn+r 1+a dOU p”+l (HTaj

montrons que P, — T,

n+1

2 2 2

2 2
[ =[rn+q7”j =[rn—pn 2pn+q j ( ) , par suite qml:(l_za j

2
c) Pour tout naturel n p, ., = (“TQJ : rm:[l aj : qnﬂ:(l @ J

doll p :(1+aJ2_ . :(1—aj2_ q = 1-a?
" 2 T 2 no 2
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Chapitre 2

STATISTIQUES A DEUX VARIABLES

Bien que le nom de statistique soit relativement récent — on attribue en général l'origine du
nom au XVIII®siécle de I'allemand STAATS KUNDE - cette activité semble exister dés la
naissance des premiéres structures sociales.

Les premiers textes écrits retrouves étaient des recensements du bétail, des informations sur
son cours et des contrats divers. (Notamment en Chine au XXI11° siécle av. J.-C. ou en Egypte
au XVI111° siécle av. J.-C.). Ce systéme de recueil de données se poursuit jusqu'au XV1I° siecle
apres J.- C.

Ce n'est qu'au XVI1I° siécle que I'on voit apparaitre le role prévisionnel des statistiques avec la
construction des premiéres tables de mortalité. Antoine DEPARCIEUX écrit en 1746 I'Essai
sur les probabilités de la durée de vie humaine. Elle va d'abord servir aux compagnies
d'assurances sur la vie. ....

De nos jours les statistiques sont utilisées dans des domaines trés variés comme :

« en geophysique, pour les prévisions météorologiques, la climatologie, la pollution, les
études des rivieres et des océans ;

« en demographie : le recensement permet de faire une photographie a un instant donné
d'une population et permettra par la suite des sondages dans des échantillons
représentatifs ;

e en sciences économiques et sociales, et en économeétrie : I'étude du comportement d'un
groupe de population ou d'un secteur économique s'appuie sur des statistiques. Les
questions environnementales s'appuient également sur des données statistiques ;

e en sociologie : les sources statistiques constituent des matériaux d'enquéte, et les
méthodes statistiques sont utilisées comme techniques de traitement des données ;

o en marketing: le sondage d'opinion devient un outil pour la décision ou
I'investissement ;

o en physique : I'étude de la mécanique statistique et de la thermodynamique statistique (cf
Physique statistique) permet de déduire du comportement de particules individuelles un
comportement global (passage du microscopique au macroscopique) ;

e en médecine et en psychologie, tant pour le comportement des maladies que leur
fréquence ou la validité d'un traitement ou d'un dépistage ;

« en archéologie appliquée aux vestiges (céramologie...)

« en écologie (étude des communautés végétales et des écosystemes)

e enassurance et en finance (calcul des risques,...)

L’étude conjointe de deux variables statistiques sur une méme population est fréquente
dans le domaine des sciences exactes comme dans celui des sciences humaines. On cherche
alors a déterminer s’il existe un lien entre ces deux variables et, le cas échéant, quelle est la
nature de ce lien.

En général la démarche consiste a représenter sur un méme graphique les deux variables
statistiques. C’est ce que 1’on appelle,représenter un nuage de points.

On regarde ensuite si ce nuage de points se rapproche d’une courbe connue, afin de
déterminer la nature du lien éventuel entre les deux variables statistiques.

CE QU'IL FAUT RETENIR.

1) Nuage de points ; point moyen .

Soit la série statistique a 2 variables (X, y). X, X,, X;, *-+, X, les valeurs de la variable x ; avec
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Xi < Xig- Yoo Yoo Yoo ooy Y, les valeurs de la variable y ; y, correspondant a la valeur x; .

X X1 X2 X3 Xn
y Y1 Y2 Y3 Yn

1) Nuage de points
(Outil pour représenter un nuage de points d’une série statistique a deux variables dans un
repere)
Dans un repere orthogonal, I'ensemble des points Mi(xi, yi) est appelé nuage de points
associé a lasérie (x,y).(L<i<n).

2) Point moyen

(Outil pour déterminer ou calculer les coordaonnées du point moyen d’une série statistique a
deux variables).

Le point G(X,y)ou X = %(lej et y = %(Z yi] est appelé point moyen du nuage.
i=1 i=1

Exemple : Une banque dispose de 20 caisses. Le tableau ci-dessous donne le temps moyen
d'attente a une caisse en fonction du nombre de caisses ouvertes :

Nombre de caisses 1 3 4 6 8 10 |12 |13 |14 |16 |18
ouvertes x
Temps moyen d'attente |21 |19 |18 |15 |13 |11 |9 8 6 4 2
(en minutes) y

1) Construire le nuage de points M, (x,, y,) correspondant a cette série statistique.

Unités graphiques : en abscisse : 0,5 cm pour une caisse ouverte et en ordonnée : 0,5 cm pour
une minute d'attente.

2) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur le graphique
Solution : 1) Construisons le nuage de points

35 o

I

3

19
e
16 \‘i\.\‘

.

1% |
14
|
1%
1_____|___R'_\"- 82 10E)
h ! Ay
N I [
# | I e o .
f'————__l_________ G2
£ [
: | I v=-11x+1221
: I
1 | | |
: ! | |
| | | -
NEEEEEEEERL TR 14 15 16 17 18 19 20~ x

2) Calculons les coordonnées du point moyen G du nuage et plagons-le sur le graphique

% = 1+3+4+6+8+10+12+13+14+16+18 05454 ~9,5:y =114545 ~115 : G(9,5,115)

11

I1) Ajustement affine d'un nuage de points par des méthodes graphigues.
(Outil pour affirmer s’il est possible ou non, de réaliser par une méthode graphique un ajustement
affine d’un nuage de points d 'une série statistique a deux variables)

Dans un repere donné, lorsque la forme d'un nuage de points peut laisser penser qu'on peut
tracer une droite qui passerait le plus pres possible des points de ce nuage, on dit qu'on peut
réaliser un ajustement affine ou linéaire de ce nuage. Une telle droite est appelée droite
d'ajustement affine du nuage de points.
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Exemple : Dans I’exemple ci-dessus, les points du nuage semblent alignes, un ajustement
affine du nuage de points est donc possible.

I11) Méthodes graphigues d'ajustement affine d'un nuage de points.

On considére un nuage de points d'une série statistique a deux variables (X, y) dans un repére
donné. Conformément au programme en vigueur au Burkina, il y a 3 méthodes graphiques
d'ajustement affine ou linéaire du nuage de points.

1) Méthode du tracé au jugé.
(Outil pour réaliser graphiquement un ajustement affine au jugé d’un nuage de points d 'une
série statistique a deux variables)

A l'aide d'une régle on trace une droite que I'on juge passée le plus prés possible des points du
nuage.

2) Méthode du point moyen.
(Outil pour réaliser graphiquement un ajustement affine par la méthode du point moyen d’un
nuage de points d’une série statistique a deux variables)

On place le point moyen G(X, y ) du nuage dans le repere et, a I'aide d'une régle, on trace une
droite passant par G et le plus pres possible des points du nuage.

3) Meéthode du fractionnement ou méthode de Mavyer.
(Outil pour réaliser graphiquement un ajustement affine par la méthode de Mayer d’un nuage
de points d’une série statistique a deux variables)

> Le nuage de points est fractionné en 2 nuages N; et N, dont les effectifs difféerent d'au

plus 1.

> On détermine les points moyens partiels G1(X;,Y;) et Go(X,,Y,) de chacun de ces 2
nuages.

» On ajuste le nuage de points par la droite (G1G;) dont on peut déterminer une
équation.

Exemple : Mémes données que dans 1’exemple ci-dessus :
3) Déterminer les coordonnées des points moyens partiels G; et G, associés respectivement
aux cing premiers points et aux six derniers points du nuage.

Solution : G1(4,4 ; 17,2) et G, (13,8 ; 6,7) et (G1G>) a pour équation ;y =— 1,1 x+22,1; car

0.7 17,2 _ 1 117021~ ~1,1. (voir la droite dans le repére ci-dessus).
13,2-4,4
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 2-1

Un dé cubique dont les faces sont numérotées 1; 2 ;3 ;4 ;5¢et 6, a été "pipé" de maniere que
les probabilités d'apparition de chaque face a l'issue d'un lancer soient différentes. On teste ce
dé en faisant une série de 100 lancers. On appelle x les numéros portés par les faces du dé et y
le nombre d'apparition de la face portant le n° x. Le résultat du test est le suivant :

X 1 2 3 4 5 6
y 10 12 16 18 20 24

1) a) Représenter dans un repere orthogonal, le nuage de points de cette double série
statistique (x, y).
b) Déterminer les coordonnées du point moyen G.
c) Déterminer les coordonnées des points moyens partiels G, et G, correspondant
respectivement aux trois premiers nombresx et aux trois derniers nombres x.
d) Déterminer une équation de la droite d'ajustement (G,G, ) de cette série sous la forme
y = ax + b (a et b étant des réels) ; puis tracer cette droite (G,G,) dans le repére.
2) On concoit qu'avec un tel dé, la probabilité d'apparition d'un numéro sur la face
supérieure a l'issue d'un lancer, est la fréquence de sortie de ce numéro a partir du test

ci-dessus.
a) Déterminer la probabilité d'apparition de chaque numéro sur la face supérieure du
déa l'issue d'un lancer.
b) Calculer la probabilité d'obtenir un numéro pair a l'issue d'un lancer.

Exercice 2-2
Durant les 9 mois de sa grossesse, Awa a pris réguliérement son poids. Voici le tableau ou x
représente la variable "nombre de mois de grossesse” et y la variable "poids" en kg.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 50 50,25 51 51,50 | 52,25 | 52,5 | 52,75 | 53,25 | 53,5

1) a) Représenter le nuage de points de la série (X, y) dans un repéere orthogonal.

b) Ce nuage de points laisse-t-il penser a un ajustement affine ? Justifier !
c) Tracer a l'aide d'une regle, une droite jugée ajuster le nuage de points.

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G et celles des points moyens partiels
G, et G, correspondant respectivement aux points dont les abscisses sont les cing
premiers mois de grossesse et ceux dont les abscisses sont les quatre derniers mois de
grossesse.

3) a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (GlGZ).

b) Montrer que la droite (GlGZ) contient le point moyen G du nuage.

c) Tracer la droite (Glez) et placer le point moyen G dans le repeére.

Exercice 2-3 (Inspiré du Bac — D Burkina)
Le tableau suivant donne pour chaque année, le nombre de naissances enregistrées dans une

mairie.

Année 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Rang x; de I'année 1 2 3 4 5 6
Nombre de naissances y; 374 a 334 312 b 266

Lors d'un déménagement de cette mairie, les registres de naissances des années 2006 et 2009 ont
été égarés, de sorte que le nombre de naissances de ces années reste introuvable.

Mais un stagiaire qui y était affecté avant la perte des documents avait permis d'obtenir par la
méthode de Mayer, par regroupement des trois premiers mois et des trois derniers mois du
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nuage, la droite d'ajustement affine de y en x, d'équation y = —22x + 397.
1) A combien peut-on estimer le nombre de naissances durant les années 2006 et 2009 ?
2) a) Dans un repere orthogonal, représenter le nuage de points de la série (X, y).
b) Tracer la droite d'ajustement.
3) On suppose que I'évolution des naissances reste semblable au cours des années a venir.
a) Quel pourrait étre le nombre de naissances au cours de I'année 2014 ?
b) A partir de quelle année y aura-t-il moins de 100 naissances par an ?

Exercice 2-4

Un conducteur ohmique de résistance R est traversé par un courant variable d'intensité I.

On fait varier | et on mesure pour chaque valeur de I, la puissance absorbée P par le conducteur.
On a relevé les résultats suivants :

I (amperes) 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
P (watts) 0,5 1,7 4,5 7,3 12,5 16,2 24,5 28,8
x=1°

1) a) Reproduire et compléter le tableau ci-dessus par les valeurs de x (sous forme
de fractions irréductibles).
b) Construire dans un méme repére orthogonal, le nuage de points représentant la
série (I, P) et celui représentant la série (X, P).
c) Lequel de ces 2 nuages de points laisse penser a un ajustement affine ? Justifier !
d) Déterminer les coordonnées des points moyens partiels G, et G, correspondant
respectivement aux points dont les abscisses sont des entiers et ceux dont les
abscisses ne sont pas des entiers de la série ajustable.
e) Donner une équation de la droite (G,G,).
f)  Tracer cette droite, et placer le point moyen G de la série a ajuster dans le repere.
2)  Onsaitque P =Rx1?
a) Donner la valeur de R & 10-! prés pour chaque valeur de I.
b) Dresser le tableau des effectifs des valeurs de R.

c) Calculer la résistance moyenne R du conducteur ohmique.

Exercice 2-5
Une entreprise a fait son bilan durant les six derniéres années. Elle a désigné par :
v pi, sa production en kilogrammes durant I'année i ;
v" b, son bénéfice en milliers de francs durant l'année i ;
v i, le rang de I'année.
On a obtenu les données suivantes :

année 2005 2006 2007 2008 2009 2010
rang i de I'année 1 2 3 4 5 6
production p; (en kg) 2 4 16 20 36 64
Bénéfice b; (en milliers de F) 5 13 64 81 168 324
Xi = In Pi

Vi = In bi

Le but du travail est de trouver une relation entre le bénéfice b (en milliers de francs) de
I’entreprise et sa production p (en kg)

1) On pose x;=Inp; et yi=Inb;.

a) Reproduire et compléter le tableau par les valeurs de x; et y; arrondies & 10-* pres.
b) Calculer la production moyenne P et le bénéfice moyen b au cours de ces six
derniéres années.

2) On admet que par fractionnement, en regroupant les trois premiers points, puis les
trois derniers points du nuage de points de la série (X, y), la droite d'ajustement (D) de
yen

X a pour équationy=1,2x+0,9.
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a) Déterminer les coordonnées arrondies & 10-* prés du point moyen G (X, V).
b) Montrer que le point moyen G appartient a la droite d'ajustement (D).
c) Exprimer le bénéfice b en fonction de la production p sous la forme b = o x p”
(a, B, deux réels)
d) Quelle est la quantité de production p qui occasionnerait un bénéfice de 500 000 F ?
IN2~07;IN3~11;IN5=1,6;In7~19;In13~2,6;e"*~815;e"°~ 25

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 2-6

La production d'un produit (en kg) d'une entreprise pour les dix derniéres années est donnée
par le tableau suivant :

Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

Rang x;de I'année| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Production z; (kg) | 250 | 300 | 420 | 450 | 540 | 625 | 800 | 900 | 1200 | 1500

On pose yi= In z;.
a) Déterminer les valeurs de y; arrondies a 10-* prés.
b) Représenter le nuage de points de la série statistique (X, y) dans un repére orthogonal.
c) Onadmet que les variables x et y sont liées par la relation : y = 0,2x + 5,3.
a) Tracer dans le repére la droite d'équation y = 0,2x + 5,3.
b) Parait-elle ajuster le nuage de points de la série (X, y) ?
c) Donner une relation entre x et z sous la forme z = f (x) ou f est une fonction a définir.
4) En supposant que I'évolution reste la méme au cours des prochaines années, déterminer
en quelle année la production du produit dépassera-t-elle pour la premiere fois le
double de celle de I'an 2010.
Ondonne:In2=0,7; In3=11; In5=16; In7=1.9.

Exercice 2-7
On sait que la tension U aux bornes d'un générateur qui débite dans un circuit, vérifie la
relation U = E — R x| ou U est exprimée en volts ; E, la force électromotrice du générateur, est
exprimée en volts ; R, la résistance interne du générateur, est exprimée en ohms et I, l'intensité
du courant, est exprimée en amperes.

En faisant varier un rhéostat lors d’une expérience, on a obtenu le tableau statistique suivant
donnant les valeurs | de l'intensité du courant et les valeurs U de la tension au cours de
I’expérience.
I (en amperes) 1 2 3 4 5 6
U(en volts) 35 28 22 16 10 5
1) Dessiner le nuage de points de la série (I, U) dans un repére orthogonal.
2) On se propose de déterminer une équation d'une droite d'ajustement de ce nuage par la
méthode de Mayer.
a) Calculer les coordonnées des points moyens partiels G, et G, associes respectivement
aux trois premiers points et aux trois derniers points du nuage.
b) Déterminer I'équation de la droite (Gle) sous la forme y = ax + b. (a et b des réels).
c) Tracer (G,G,) dans le repére.
d) En déduire la résistance interne R en ohms, du générateur et sa force électromotrice E
en volts.
3) Donner une estimation de la tension U du générateur lorsque | = 6,5 amperes.
(N.B. On donnera tous les résultats arrondis & 10~ prés)

Exercice 2-8

1) Dans une entreprise, le prix de revient théorique de fabrication d'un produit A est
composé d'un prix fixe a (en centaines de francs) et d’une valeur b X n (en centaines de
francs) pour n unités produites. Soit a + bn (en centaines de francs) pour n unités
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produites.
Donner en fonction du nombre n d'unités produites, le prix de revient théorique y de
fabrication d'une unité.

2) Dans la pratique, on a releveé les prix suivants :

Nombre d'unités n 1 2 3 4 5 6 7 9 10 12

Prixunitairey | 1500 | 870 | 660 | 555 | 492 | 450 | 420 | 380 | 366 | 345
(en centaines de francs)

a) Représenter le nuage de points de la série (n, y) dans un repére orthogonal.
b) Un ajustement affine de ce nuage parait-il justifié ? Pourquoi ?

63
3) Onpose x = o

a) Calculer les valeurs de x sous forme de fractions irréductibles.

b) Représenter le nuage de points de la série (x,y) dans un autre repére orthogonal.

c) Déterminer les coordonnées des points moyens partiels G, et G, correspondant
respectivement aux cing premiers points et aux cing derniers points du nuage de points
de la série (x, y). (Donner les valeurs des coordonnées sous forme de fractions
irreductibles).

4) On se propose de déterminer une équation de la droite d’ajustement affine du nuage de
points de la série (x, y) sous la forme y = mx + p.

a) Déterminer 1’équation de la droite (G,G, ) sous la forme y = mx + p.

b) En déduire les valeurs de a et b de la question 1. (On admet que les conclusions
statistiques concordent avec le modéle théorique).

c) Estimer le prix de revient unitaire pour la fabrication de 8 unités puis de 11 unités.

d) Déterminer le prix de revient unitaire pour la fabrication de 20 unités.

e) Montrer qu'il est possible d'avoir un prix de revient unitaire inférieur ou égal
a 250 F puis donner le nombre d’unités a fabriquer pour avoir un prix de revient
unitaire a 250 F.

f)  Montrer qu’il est impossible d’avoir un prix de revient inférieur ou égal a 240 F.

Exercice 2-9
Le tableau suivant présente I'évolution du taux de chémage, en pourcentage de la population
active, dans un pays, entre 1994 et 2014

Année 1994 | 1996 | 1998 | 2000 | 2002 | 2004 | 2006 | 2008 | 2010 | 2012 | 2014
Rang x 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Taux vy, 8 10 12 14 16 18 19 21 24 26 30

1) On considére un repére orthogonal pour lequel : 1 cm représente 2 années sur l'axe des
abscisses ; 1 cm représente un taux de chémage de 4 % sur I'axe des ordonnées.

a) Représenter le nuage de points correspondant a la série (xi : yi) dans ce repeére.
b) Ce nuage de points laisse-t-il penser a un ajustement affine ? Justifier la réponse.
c) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage.
2) On prend pour droite d'ajustement affine de ce nuage la droite (D) passant par G et de pente
0,9.
a) Déterminer une équation de la droite (D).
b) Représenter (D) sur le graphique.
3) G, désigne le point moyen des 5 premiers points du nuage et G, celui des 6 derniers points.
a) Determiner les coordonnées de G, et G, .
b) Placer ces points sur le graphique precédent et tracer la droite (GlGZ). Le point G
appartient-il a (G,G,)?
c) Donner I’équation de la droite (G,G, ) sous la formey =ax +b
4) Répondre aux questions suivantes en utilisant la droite d’ajustement de Mayer:
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a) Quel est le taux de chdmage prévisible pour 2020 ?
b) A partir de quelle année le taux prévisible de chdmage dépassera-t-il 50 % ?
Exercice 2-10
Une population homogéne de bactéries placée dans un milieu liquide stable se multiplie par
divisions successives. On s'intéresse dans cette étude a I'évolution de la densité bactérienne y en
fonction du temps x. Une série de 9 mesures a donné les résultats suivants :
Temps : x 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
Densité:y | 0,4 0,7 1.2 2 4 7 13 25 45
z=Iny
1) Onposez=Iny.
a) Reproduire et compléter le tableau précédent par les valeurs de z arrondies & 10 prés.
b) Construire le nuage de points représentant la série (x, y) et celui représentant la série
(X, z) dans un méme repeére orthogonal.
c) Lequel des deux nuages de points laisse penser a un ajustement affine ? Justifier.
d) Tracer alors a I'aide d'une regle, une droite jugée ajuster ce nuage de points.
2) a) Calculer les coordonnées du point moyen M de la série statistique (X, z).
b) Soit A(1 ; 0,2) un point du plan :
- donner une équation de la droite (AM), puis représenter-la dans le repeére ;
- parait-elle étre une droite d'ajustement affine du nuage de points de la série (X, z) ?
¢) En déduire une relation entre x et y sous la forme y = ke®* ; (k et a étant des réels ).
Ondonneln2 ~0,7; In3~1,1; In5216; In7~19; In13 ~2,6; e'*~1636.

Exercice 2-11
Le tableau suivant représente I'évolution du chiffre d'affaire en milliers de francs CFA d'une

petite entreprise, entre 1994 et 2007
Rang X, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
Tax y, | 10 | 12 | 14 | 18 | 21 | 24 | 27 | 31 | 34 | 37 | 44 | 52 | 62 | 69

1) Le plan est muni d’un repére orthogonal : 1 cm représente 1 an sur I'axe des abscisses ; 1 cm
représente 10 000 sur I'axe des ordonnées.
a) Représenter le nuage de points correspondant a la série (x;, y;) dans ce repére.

b) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage. Puis placer-le-dans le repére
2) G, désigne le point moyen des 7 premiers points du nuage et G, celui des 7 derniers points.

a) Determiner les coordonnées de G, et G, .

b) Placer ces points sur le graphique précédent et tracer la droite (GlGZ).

c) Cette droite ajuste-t-elle judicieusement le nuage de points ?
d) Déduire de cet ajustement une estimation du montant du chiffre d’affaire de 1’entreprise

en 2013.
3) L’expérience d’une évolution linéaire du chiffre d’affaire de I’entreprise ne semble pas

satisfaire les responsables. On admet alors que la parabole d’équation y = %xz +2X+23
réalise un ajustement des points de ce nuage.
] . 1 .
a) Représenter la courbe d’équation y = 5 x% + 2x + 23 dans le repére.

b) Déduire de ce nouvel ajustement le montant du chiffre d’affaire de I’entreprise en 2013.
4) On sait qu’en 2013, le chiffre d’affaire de I’entreprise a été de 270 000 F CFA.
a) Donner I’ajustement le plus pertinent des deux ajustements.
b) Calculer le pourcentage des erreurs commises en utilisant les prévisions trouvées avec
chacun des deux ajustements.
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 2-1

1) Définition d’un nuage de points dans un repére orthogonal ; Coordonnées du point moyen d’un
nuage de points ; Equation de droite passant par deux points.

2) Définition de la fréquence d 'une valeur (quotient de 1’effectif de cette valeur sur I’effectif total)
Probabilité d’'un évéenement dans le cas general.

Solution
1) a) Représentons dans un repére orthogonal d’origine (0, 0), le nuage de point de la
série :

| h . 1
1 2 3 4 5 [ 7

b-u-'

b) Déterminons les coordonnées du point moyen G ; G (3,5 ; 16,67).
c) Déterminons les coordonnées des points moyens partiels G; et G, :

62 %)« s %)
3 3
22

d) Déterminons une équation de la droite d’ajustement (G1Gy) : y = 8 X+ 3

2) a) Déterminons la probabilité d’apparition de chaque numéro :
Désignons par p (i) la probabilité d’apparition de la face portant le numéro i ;
d’apres l’énoncé ona donc :

3. 16 4
=== == = 3

P 100 10 P2) 1oo 25 PO= 100725

18 1 24 6

4 = =2 p6) == —

P4 =100 50 Pd) 1oo 5 PO= 100725

b) Calculons la probabilité d’obtenir un numéro pair a I’issu d’un lancer.
Soit A, I’événement « obtenir un numéro pair a I’issu d’un lancer » ; alors :
9 6 27
A) =p(2)+ p(4)+ p(6) = —+—
P(A) = p(2) + p(4) + p(6) = 25 *etE " 50"

Exercice 2-2
1) Définition d’un nuage de points dans un repére orthogonal ;Méthode du tracé au jugé
2) Coordonnées du point moyen d’un nuage de points.
3) Equation de droite passant par deux points ; Condition pour qu 'un point appartienne a une droite
Solution
1) a) Représentons dans un repére orthogonal d’origine (1, 50), le nuage de points.
b) Ce nuage laisse penser a un ajustement affine car les points du nuage semblent étre
allignés.
c) Tragons une droite d’ajustement au jugé : (Voir figure suivante)
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2) Déterminons les coordonnés du point moyen G ; G[s, %) et les coordonnées des

points moyens partiels G, et G, : G, (3, 51)et Gz(%, 53).

3) a) Déterminons une équation de la droite d’ajustement (G1G) @ y = gx + %

b) Montrons que le point moyen G appartient a la droite (G,G,) : G [5, 4?67)

4 149 20 447 467

y=—S+—=—+—=—
9 3 9 9

c) Sur la figure la droite (G1G,) est en trait gras.

; donc le point moyen G appartient a la droite (G1G,).

¥

Exercice 2-3
1) Condition pour qu’un point appartienne a une droite
2) Idem qu’en exercice 2-2, 1)
Solution
1) Estimons le nombre de naissance durant les années 2006 et 2009 :
Année 2006, x =2 :y=-22 x 2+ 397 =353
Année 2009, x =5;y=-22 x 5+ 397 = 287
Les naissances en 2006 et en 2009 peuvent étre estimées respectivement a 353 et 287.
2) Représentons le nuage de points et tragons la droite d’ajustement dans un repére
orthogonal.

350
300

250

W= -2 x+ 397

200
187

150

1']‘}IIIIIIIII
0 1 2 3 4 S5 6 7 8§ 9 10 =
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3) a) Donnons I’estimation du nombre de naissance en 2014 :

2014 correspond ax =10 ; y =—22 x10 + 397 = 177 ; le nombre de naissance en
2014 pourrait étre estimé a 177.

b) Déterminons 1’année a partir de laquelle il y aurait moins de 100 naissances :

Il s’agit de déterminer x tel que y = — 22 x+ 397 < 100 ; on obtient x > 13,5. Donc a
partir de 2018, le nombre de naissance pourrait étre inférieur a 100.

Exercice 2-4
1) Les outils sont pratiquement les méme que les exercices précédents
2) Série statistique a une variable.

Solution
1) a) Dressons le tableau avec x = I
I (amperes) 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
P (watts) 0,5 1,7 45 73 | 125 | 162 | 245 | 288
—12
x=! Lol | S s | B g | B s
4 4 4 4

b) Construisons le nuage de points des séries (I, P) et (x, P)

c)
d)

2) P=

a)
b)

c)

¥
0

z3 »
2

z7

26

z5

z4 *
22

zz

z1-

Z0

12

1= ¥ = (43} x + (772)
17 *

1E

1 4 2 a 5 & 7 & 9 10 11 1z 1z 13 15 18 x
- En point, le nuage de points de la série (I, P)
- En croix, le nuage de points de la série (x, P)

Le nuage de points de la série (x, P) laisse penser a un ajustement affine, car les
points du nuage semblent étre alignés.
Déterminons les coordonnées des points moyens partielsG; et G, :

618, ) o o2 2
2 2 4 2

Donnons 1’équation de la droite (G1G,) sous laformey=mx+p:y = g X +£
(\Voir la droite sur la figure au-dessus)
Rx12; doncR:IE2

Déterminons les valeurs possibles de R 4 10™*:
les valeurs possiblesde Rsont: 1,7 ;1,8 et 2
Dressons le tableau des effectifs des valeurs de R.
R 1,7 1,8
effectif 1 3 4

Déterminons le mode et valeur moyenne de R.

N
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Le mode est 2 et la valeur moyenne R=1,9.

Exerc

ice 2-5

1) Opérations algébriques avec In
Idem aux exercices précédents
2) Propriétés de In ; Propriétés de exponentielle

Solution

1) a) Valeurs de x ety arrondies & 10 *

année 2005 2006 2007 2008 2009 2010
rang i de I'année 1 2 3 4 5 6
production p; (en kg) 2 4 16 20 36 64
Bénéfice b; (en milliers de F) 5 13 64 81 168 324
Xi = In pj 0,7 1,4 2,8 3 3,6 4,2
yi = In by 1,6 2,6 4,2 4.4 51 5,8

b) Valeur de la production moyenne p et du bénéfice moyen b :

p=23,7 (kg) ; b =109,2 (en milliers de francs) soit 109 200 F
2) La droite d’ajustement (D) du nuage de points de la série (X, y) a pour équation :
y=12x+09

a) Coordonnées du point moyen G de la série (x,y) : G (2,6 ; 4)

b)  Position du point moyen G sur la droite (D) :
1,2 (2,6) + 0,9 = 4,02 = 4 (arrondi & 10 %) donc G € (D).

c) Relation entre b et p.
y=12x+0,9équivautalnb=1,2Inp+0,9; ce qui donne b = eo'g(p“) .
b=25(p*?)

d) Quantiteé de production pour avoir un bénéfice de 500 000 F ; soit b =500 :
b= 2,5(p1'2) équivaut a 500 = 2,5(p1'2); p'?=200; Inp=4,4; p=e** ~815
La quantité p de production pour avoir un bénéfice b de 500 000 F est 81,5 kg.
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CHAPITRE 3

NOMBRES COMPLEXES

La notion de nombres a été€ I’un des fondements en mathématiques. Au cours des siccles cette notion a

pris

des extensions successives, pour des besoins de comptage d’objets, de résolution d’équations du

2°™degré ; du 3°™ degré......

)

Au xvi°siécle, les mathématiciens italiens Jérome Cardan, Raffaele Bombelli et Tartaglia,
découvrent que des solutions réelles d’équations peuvent faire intervenir des racines carrées de

nombres négatifs. Par exemple « 7 = (2 ++/—3 )(2 —+/-3 ) » 7L
IIs ont introduit alors des nombres « imaginaires » ayant un carré négatif, pour résoudre des
équations du troisiéme degré de la forme : x* + px+q =0 ou p et q désignent des réels .

En 1722, le Britannique Abraham de Moivre découvre la formule qui porte depuis son nom :
(cos x + i sin x)" = cos nx + i sin nx.

Au XVIII®siécle Leonhard Euler et Jean le Rond d’Alembert ont parachevé la création des
nombres complexes et fixé les notations actuelles, en particulier celle du nombre i.
C’est a I’aide des nombres complexes que Gauss, dans sa thése de doctorat parue en 1799,
donne la premiére démonstration du théoreme fondamental de 1’algébre, selon lequel tout
polynbme de degré n posséde exactement nracines, non nécessairement distinctes. Il est
également le premier a établir la correspondance entre les nombres complexes et les points du
plan.

Les nombres complexes ont de nombreuses applications en physique ; le nombre i apparait ainsi
de maniere explicite dans 1’équation fondamentale de Schrodinger qui décrit la nature
ondulatoire des particules.....

Aujourd’hui, les nombres complexes sont utilisés non seulement dans toutes les branches des
mathématiques, en particulier en trigonométrie et en géométrie, mais aussi en Finance, et dans
d’autres sciences comme la physique ; notamment dans I'étude des ondes et du courant
sinusoidal : (en électronique, en optique et en astronomie).

Par exemple la théorie des ondes, si utile pour les MP3, est basée sur les nombres complexes.

Les nombres complexes prolongent la liste des ensembles de nombres déja étudiés au primaire et
au premier cycle, qui, pour la plupart ont été créés pour des raisons de comptage, de recherche de
solutions a des équations rencontrées. ..

L'ensemble € des nombres complexes est le dernier ensemble de nombres étudiés au secondaire,
il prolonge donc directement I'ensemble R des nombres réels.

CE QU'IL FAUT RETENIR.

Etude algébrigue des nombres complexes

1) Existence.

Il existe un ensemble de nombres noté C, appelé ensemble des nombres complexes :

%+ Qui contient I’ensemble R des réels ;

% Ou il existe un nombre qui n’est donc pas réel, appelé nombre imaginaire noté i et qui
vérifiei>=—1;ig Rmaisie C.

% L’addition et la multiplication dans R se prolongent dans C en conservant les mémes
regles de calcul.

2) Forme algébrigue d'un nombre complexe.

(Outil pour déterminer la forme algébrique ; la partie réelle ; la partie imaginaire d’un
nombre complexe)
Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme :z=a + bi; aveca e R
et be R ; a = Re(z) appelé partie réelle de z et b = Im(z) appelé partie imaginaire de z.
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Remargue : Si b =0, le nombre complexe z est réel ; sia=0et b # 0, le nombre complexe z
est dit imaginaire pur.
Propriété : Soitz=a + bi, z'=a'+b'i deux nombres complexes, a, b, a', b' des réels ;

z = 7' équivaut a {

Exemple : Soit z,= —i (2i+ 3) ; zzz_':;r5 72, =B (=1+i)+3;z,=(xi+2)i—yl.

1) Ecrire chague nombre complexe sous la forme algébrique ; préciser sa partie réelle
et sa partie imaginaire.
2) Déterminer x ety pour que z, = —3.

Solution : 1) z,=—i(2i+3)= -2i* -3i=-2(-1)-3i=2-3i ;Re(z,)=2¢etIm(z,)=-3
—-i+5 —-i 5 5 1) 5 1
Z, = =—+—=—+|—=|I; Re(z,)=—= et Im(z,) =——=.
=TT S Reta) =S et iz =
z, =(Bi)(-1+i)+3=-3i+ 3i*+3=-3i—-3+3=-3i ;Re(z,)=0¢etIm(z,) = -3.
z,=(xi+2i—yi=xi?+2i—yi=—x+(2-y)i;Re(z,)=—xetIlm(z,)=2-Yy).
2) z, =—3équivauta —x+(2—y)i=—3;doncx=3ety=2.

3) Conjugué et module d’un nombre complexe
(Outil pour calculer le conjugué et le module d’un nombre complexe)

Soit z = a + bi, un nombre complexe : (a, b € R)

a) Le conjugué de z est le nombre complexe noté z et défini par Z =a — bi.
Remarques: Z=z;i=-i ; Z =a—biéquivautaz=a+biaveca, b e R.
Propriétés :

_ . 1 z z
% Siz=a+bhi(abeR)alors: zx7=a’*+b*; ==——=— b2
VA ZIXZ a” +

< Re(z) = %(z +2); Im(z) = %(z ~7)

° =

% zestréel équivautaz = Z ;z est imaginaire pur équivautaz=—17 etz # 0.

b) Le module de z est le réel positif noté |z| et défini par : |z| =+va® +b* =vzxZ.
Remarques : Si z est réel, alors le module de z est la valeur absolue de z ;
|a+ bi| =+/a? +b? sietseulementsi a et b sont des réels.

Propriétés :
* e =lz|=-2/=1-2)
% |z|=1 équivaut & 7=1. |z| =0 équivaut az = 0.

Z )
Exemple : Déterminer le conjugué et le module de chacun des nombres complexes suivants :

2,=—iQ2i+3); 22:_i3+5 L2, =(3i) (=1+i)+3; z, = (3i + 2)i —2i.

Solution : D’apres 1’exemple ci-dessus ; on a:
z,=—i(2i+3)= -2i* -3i=-2(-1)-3i=2-3i ; donc;

Z,=2+3i et |z,|=42%+(-3)* =13 ;
~i+5 —-i 5 5 ( 1\ _ 5 1. 5\ (1) 26
z, = =—+-=—+|-Zli;donc Z, ="+l et |z,|=,/| | +|-Z]| = :
3 3 3 3 ( 3 33 3
z, =(3i) (—1+i)+3=—3i+ 3 +3=-3i—3+3=-3i ; donc
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Z, =3i et |z,|=4/0? +(-3)? =/(-3)? =3.
z, = (3i +2)i—-2i = 3i* + 2i—2i = -3 ;donc
Z,=-3=12, et |z,|=+/(-3)? +0% = /(-3)? =3=|-3.

4) Représentation géométrique d’un nombre complexe
(Outil pour déterminer [’affixe d’un point, d 'un vecteur du plan par exemple)

Le plan () est muni d’un repére orthonormal direct (O, a, ej)

» A tout nombre complexe z = a + bi (a, b € R), on associe le point M (a, b) du plan d’une
part et le vecteur OM = ae, +be, de ’ensemble des vecteurs du plan d’autre part. On dit
que le point M est le point image du nombre complexe z et le vecteur OM est le vecteur
image de z.

» Inversement a tout point M (a, b) du plan, on associe un seul nombre complexe z =a + bi
appelé affixe du point M et a tout vecteur u de coordonnées (a, b), on associe un seul
nombre complexe z = a + bi appelé affixe du vecteur u.

On définit ainsi une application de C vers () et une application de C vers V..

@:C — (P)tel que pourtoutz=a+bi € C, ¢ (z) est le point M (a, b) de (P) ;

w . €C — V,tel que pour toutz=a + bi € C, y (2) est le vecteur OM =ai + bV de Vs.
Ces deux applications sont bijectives.

y L’ensemble C est alors assimilable a
b M(z) un plan muni d’un repere
1 t=a+bi orthonormal direct (O, e, e:) ;un
= tel plan est a@elé plan complexe ;
| 0 ‘ v laxe (O, el) est appelé axe des
B 1 0 7 X reels ; B
v laxe (O, ez) est appelé axe des
imaginaires purs.
1 M*(2)
_h

Si M (z) et M'(z') sont deux points du glan complexe, alors le vecteur MM" a pour affixe
z'~z.Onaalors: |z|=va® +b* =OM =HOWH et |2'-z| = MM'=HMM'H

Il) Etude trigonométrique des nombres complexes

Dans toute cette partie le plan complexe (P) est rapporté & un repere orthonormal direct
(O, e, ez)

1) Forme trigonométrigue ; forme exponentielle, d'un nombre complexe non nul.
(Outil pour déterminer la forme trigonométrique, [’argument et la forme
exponentielle d 'un nombre complexe non nul)

a) Argument d’un nombre complexe non nul
Soit z = a + bi un nombre complexe non nul (a et b des réels) d’image M (a, b), un argument
du nombre complexe z non nul est toute mesure @ de 1’angle orienté (el, OM) : on le note

arg(z) ; ainsi arg(z) est une mesure de I’angle orienté (e_; W) Si @ est un argument de z,

alors toute mesure de la forme 6 + 2 kzz (avec k € Z) est aussi un argument de z. On note
alorsarg(z) = 6 + 2kz (aveck € Z) ;ouarg(z)= @ modulo2 7 = 0 [2 x].
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Exemple :
Soit M (1, 1) ’affixe de M est z = 1 + i ; I’angle (ej, W):% [27] donc arg(z) = %[27[].

Remargue : Si z =0, I’angle (eﬁ1 W) n’est pas défini ; donc arg(z) (z = 0) n’existe pas.
Propriété : Soit z et z'deux nombres complexes d’images respectives M (z) et M'(z")
% zestréel sietseulementsiz=0ouarg(z) =kz, ke Z ;

X/
°e

z est imaginaire pur si et seulement si z=0 ou arg(z) = % +kz, k€ Z.

|2 =]z
arg(z) =arg(z') [27]
arg(z) = —arg(z) + 2kr; arg(—z) =arg(z) + 7[2 7] ; arg(— Z) = 7z— arg(z) [2 ~].
Siz# z',alorsarg(z'—2) = le,, W)[Z?Z’].

X/
°e

z= z' équivaut a {

X/
°e

/7
A X4

b) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument #; alors 1’écriture

z=r(cos@+isind) ;avec r=|z| ; @=arg(z)+2kx; et z =0 est la forme trigonométrique
de z.

Exemple : Siz=1+i, d’aprés I’exemple ci-dessus, arg(z) = %[2%] ; donc la forme

trigonométrique de z =1 +iest z =| z|{cos(%) +i sin(%ﬂ =2 {cos(%j +i sin(%ﬂ.

Remarques :
% Il n’y a pas unicité de la forme trigonométrique d’un nombre complexe z ; car arg(z)

est défini & 2 kz prés.
% r(cosa+isina) estune forme trigonométrique d’un nombre complexe z Si et
seulement si r > 0 (on a alors |z| =retarg(z) = a[2 )
Propriétés : Soit z =r(cosa +isina) un nombre complexe ; alors on a ;
% Z=r(cosa—isina) = rlcos(—a) +isin(-a)]
% —z=-r(cosa+isina)=r[-cosa—isina]=r[cos(z +a)+isin(z +a)]

K/

K/
*

*

c) Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
Soit z =r(cos@ +isind) ; on convient de noter z sous la forme z =re'? ; cette notation

z =re'’ est la forme exponentielle du nombre complexe z de module r et d’argument &.

z=r(cosO+ising)=re'’ équivauta r=|z| ; O=arg(z)+2kr; et z#0. (e~2,72)
Remarque :

0,

¢ Il n’y a pas aussi unicité de la forme exponentielle d’un nombre complexe z ; car
arg(z) est défini a 2 kzz pres.
< re'“ est une forme exponentielle d’un nombre complexe z si et seulement si r > 0 (on
aalors |z| =retarg(z) = a[2 )
Propriétés : Soit re'® un nombre complexe ; alorson a;
“ z=re'"; —z=re'™*

2) Passage d'une forme a une autre.
(Outil pour déterminer la forme d’un nombre complexe, donné sous une autre forme)
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> De la forme algébrique a la forme trigonométrique ou a la forme exponentielle.

1 Forme trigonométrique
Forme caleuler 1 [ 17/ = = \Ja? +b? z=|z|(cos&+isin o)
algébrique et ]
Z=a+bi déterminer a . -
cosfd=— etsing =—
acReth cR | 2t aue r r Forme exporilgntlelle
< zZ=re
r>0et @=arg(z) (2x)

> De la forme trigonométrique ou de la forme exponentielle a la forme algébrique.

Forme trigonométrique

Z=r(cosd+isin0b)
>
r>0etdeR Detﬁrg'”er a=rcosd Forme algébrique
a;t ¢ et > z=a+ bi
Forme exponentielle b=Imz) | b=rsind acR et beR.
z=re" >

r>0et @=arg(z) (27)

Exemple:Mettre sous la forme algébrique, sous la forme trigonométrique, puis sous la forme
i++/3
i—+/3

exponentielle, les nombres complexes suivants :a) z=i(v/3—i) ; b) z=

57
C) z=2e1? (cos£+isin£j
4 4

Solution:a)z =i (v/3—i)=1+i+3 ;|z|=2; cosG:% et sinezg; donc H=%[27r]

Alors z=2 cos(zjﬂsin(zj P 7= 2ei5.
3 3

i+v3 _ (i+V3)3-i) _-2-2i3_ 1 .3

= :———l—;|z|=1;cosH:—1
2 2

i—/3 (—\/§+i)(—\/§—i) 4 2

et sin9=—§ ; donc 92%[27[] ; alors z:cos(%jﬂsin(%j; z=g¢ 3

57 57 sz if-z %
C) z=2e?? cosZ —isinZ |=2e'12| cos| — = | +isin| = Z || = 2e'12 e( ‘J =2e b ;
4 4 4 4

donc z = Z[COS(%}risin[%ﬂ 2= 2[?“%} =3 +i.

I11) Retour sur interprétation géometrigue des nombres complexes
(Outil pour interpréter géométriquement un nombre complexe ; son module et son argument
s il est non nul)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O, €, , €, ) direct.
» z=a+biaveca e Retb e R est I'affixe du point M(a, b) du plan ; et aussi I'affixe du
vecteur OM (a, b).
» M (a, b) est le point image du nombre complexe a + bi ; OM (a, b) = u (a, b) est le
vecteur image du nombre complexe a + bi.

b) z=
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> |2|=va?+b* =om=|om|.
» z=r(cosd +isinB); B=arg(z) (2m) = (e1 ,OM ) +2kz . (keZZ).
» Si M apour affixe zet M"' a pour affixe z', alors z' — z est I'affixe du vecteur MM"; ; et
2'~2] =Mm' = MM
y laxe des imaginaires
arg () =6
arg(—Z ) =n—0 (2m) : My (—Z) b M (2)
W (2 2)
M’ (2)

bl

a’ axe des réels x

arg (=z) =m+ 0 (2n) : M, (- —b Mz (Z):arg(Z)=-6(2m)

V) Régles de calculs algébriques dans €

1) Sur les nombres complexes sous forme algébrique : z=a+bietz'=a'+b"i.

(Outils pour effectuer des opérations algébriques sur les nombres complexes sous forme
algébrique)

e z+Z=(a+bi)+@+bi)=(@+a)+((b+Dbi.
e zxZ'=(a+bhi)x (a'+b'i)=(aa —bb") + (ab' + a'b)i.
1 a—bi

1
— = = (z# 0

* 7 T a+bi at+b? (220)

. £:a+b|.=z><z _ (a+b;)(a -b'i) .(@# 0)
' a+b'i z%z' a'’+b'"

2) Sur les conjugués
(Outils pour effectuer des calculs algébriques sur les conjugués de nombres complexes)

o I+7'=71+7; e Z><Z_'=E><;'; e 2" =(z)" pourtoutn e Z et z# 0.
o 7xZ | e z+12 =2Re(2); z—E:ZiIm(z).

(ij = zi (avec z'# 0)

z
3) Sur les modules
(Outils pour effectuer des calculs algébriques avec les modules de nombres complexes)
\zxz| = |z|x|z] ; «|z"| =|z|" pourtoutn € Z et z #0.

_I

= — (avec 7' #0).
|z

z

Zl

2|21 <|z+ 2] <|2[+|2]

4) Sur les nombres complexes sous forme exponentielle : z=re'“etz'=r'e'”

(Outils pour effectuer des opérations algebriques sur les nombres complexes sous forme
exponentielle)

e Z=re'”
o zxZ'=(re'*)x(re")=(r-r)e*),
o z"=(re')"=r"e"pourtoutn e Z .
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z re” M e
— = —e'“ (7 £0)

[ = —
7 r.|el0( r'

5) avec les arguments: (z #0etz' #0)
(Outils pour effectuer des calculs algébriques avec les arguments de nombres complexes)
o arg(zxz')=arg(z)+arg(z')+2kzr.(keZZ).
e arg(zM=nxarg(z)+2kz.(keZZ).

o arg(% y=arg(z) —arg(z')+2kz. (ke Z).
e arg(z-2)= (e_;, MM") + 2k (k € Z), z I'affixe du point M et z' celui du point M" .

V) Formules

(Outils pour calculer la puissance entiére d 'un nombre complexe sous forme trigonométrique
et/ou pour effectuer des transformations sur des formules trigonométriques (linéarisation))

1) Formule de Moivre
e (cosa +isina)" =cosna+isinna;onen déduit :
e (cosa—isina)" =cosna—isinna; pour tout naturel non nul n.

2) FEormules d'Euler
eia + efia eia _efia
e COSOl = ———— e Sina = .
2 2i
Exemple : 1) Calculer cos 5x (respectivement sin 5x) en fonction des puissances de cosinus
(respectivement sinus).
2) Calculer cos’x en fonction des cosinus des arcs multiples de x. (linéariser cos’x )
3) Linéariser cos® x sin®x.
Solution : 1) Calculons cos 5 x (respectivement sin 5 x) en fonction des puissances de
cosinus (respectivement sinus).

vV x € R, on a: (cosx+isinx)’ =cos5x+isin5x d’aprés Moivre. D’autres parts, en
développant selon le bindme de Newton et en tenant compte que (i )*"=i";r=0,1, 2, 3,
onavVxeR:

(cosx+isinx)’ =isin® x +5cos x.sin* x —10i cos? x.sin® x

—10cos® x.sin” x + 5icos* X.sin X + cos® X
(cosx+isinx)’ = [cos5 x—10cos® x (1—cos? x)+5cos x (L—cos? x)°

- i[sin5 x—10 sin® x (L—sin? x)+5 sin x(1—sin? x )}
(cos x+isinx)° = (16c0s® x — 20cos® x+5c0s X)+ i (16sin® x— 20 sin® x+5 sin x)
(cosx +isinx)° = cos5x + i sin 5x

On en déduit que :
cos5x =16c0s® x —20¢cos® x+5¢0s X

sin5x =16sin° x — 20 sin® x+ 5 sin x
2) Calculons cos’x en fonction des cosinus des arcs multiples de x.

ix Six\°
cos’x = [—e +2e j ::))—lz(e“"X +5e' +10e' +10e ™ +5e % + ) ;

cos’x = 3—12[(e‘5X +e5)+5(e' +e7¥)+10(e™ +e“x)]=%(c055x+50033x+10005 X)
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3) Linéarisons cos® x sin® x.

eix_l_e—ix 2 ei>(_e—i>( 3
cos® x sin®x = . .
2 21

cos® x sin® x = —%(ei2X +e ' +2)(ei3’X —3e" +3e —e’”x)

c0s2 X sin® x = _%[(ewx _e—i5x)_(ei3x _e—iSX)_Z(eix _e—ix)]

cos” x sin® x =—%(2isin5x—2isin3x—4isin x):—%(sinSX—sin3x—23in X)
i

cos® x sin®x = —%(sin 5x —sin 3x — 2sin x).

VI) Equations dans € .
(Outils pour déterminer les racines carrées, les racines n"*™ d’un nombre complexe ; pour

résoudre des équations du second degré dans C ).

1) Racines carrées de a + bi (aetb étant des réels)

e X+ iy (avec x, y des réels) est une racine carrée du nombre complexe a + bi, signifie

Xz_yz _3
que : (x + iy )* = a + bi ; ce qui signifie que : { x> +y® =+/a® +b?
(xy)xb>0

2) Racines n-itmedeZ=R e"

e z=re'*(r>0); zestune racine n-iéme de Z, signifie que :

. - i 2k
2" =Z, signifieque: r"e"™ =Re" ;alors:r= YR eta = 0+n dd (ke[0;n—-1])

3) Eguations du second degré dans €

Résolution dans C de I'équation az+bz+c=0. A=b*—4ac. (a b, ¢ des réels ou non).

—b-+A _-b+yA

* A>0, alors: z, =———— et z, oa
-b+iy[A| —
B PR

2a
e AeR:
-b-i/|A
* A<0, alors: z, :A
2a
* Déterminer une racine carrée Sde A ; 62 = A. (5 un nombre comp lexe).

et z, =

e AeC: . -b-6 -b+o
* Les racines sont alors:z, =——— et z, =
2a 2a
. r o z—-1-2
Exemple : Résoudre dans C, I’équation : z = — .
Z+Ii

. ) —i- . . .
Solution : L’équation z = — n’a de sens dans C que si z # —i. Dans cette condition :
- Z+i

z—-i-2 , . . . . . . .

Z= —— équivauta z® +(-1+i)z+2+i=0; A=-8-6i ;soit §=x + iy tel que
Z+i
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x*—y?=-8
85%=A; clest-a-dire (x+iy)2 =-8-6i; donc {x*+y2=10 & x=1ety=—3;dou
Xy<0

6=1-3i;onadonc zlzl_'_—21+3':i et 22:1_'+—21_3':1—2i.8¢:{i,1—2i}

VII) Applications_géométrigues.

1) Transformations affines et nombres complexes.

(Outils pour déterminer la nature et les éléments caractéristiques d 'une translation, d 'une
rotation de centre O ou d’'une homothétie connaissant l’écriture complexe ; OU pour
déterminer [’écriture complexe d’une de ces transformations)

Soit M (2) et M' (z') deux points du plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct
(O, ¢,¢,).

Nature de la

Application complexe: Transformation affine associée. .
transformation

. = o o
f:€—C T: 8>3 affine T associée a f
M(z)— M'(Zz") tel que: )
7z~ 7' telque: Z' =z + b : ("écriture complexe” de T) translation t- de
’=z+b MM ' = u :("écriture géométrique” de T)our | Vecteur d'affixe b.
(avecbeC)

U apour affixe b

M(z)— M'(z") tel que:
(2) () q rotation de centre O et

z— 7' telque: 7' = ' 7.: (“écriture complexe” de T)
S = el 5 OM = OM" d'angle 0
(avec 6 € R) (oM, OM)= 6+ 2Kz
("écriture géométrique" de T)
z— 7' telque: M(z)— M'(Z") tel que .
z'=kz z' =k z ("écriture complexe” de T) g?omgghettﬁ de Cent;ek
* —_— — ) €t ae rappor
(avecke R ") OM'=kOM (“écriture géométrique” de PP
7
7 - 7 7 - ZC - ZA
2) Interpretation géométrigue du nombre complexe Z = P
B~ “A
(Outils pour interpréter géométriquement le module et [’agument du nombre complexe
- —1
Z= ﬁ 1 Za, Zg etz étant les affixes des points A, B et C respectivement)
B~ “A
o | Zc—2a AC
z,—-z,| AB

e arg (ﬂ] = (ﬁ A_Cf)+ 2kz (K entier relatif)
Zg —Zp

3) Nombres complexes et configurations dans le plan
(Outil pour déterminer la nature exacte d’un triplet de points A, B, C)
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Caractérisations complexes

Interprétations géométriques

Configurations

Zc —Zp — eiié’
g —1Z,

(0<¢9<7r;0¢%)

AC = AB
{(ﬁ, AC)= 40+ 2kx

(0<0<7z;0¢£)
2

ABC est un triangle
isocele de sommet A.

7. —1 . +7
< A =-+j=g ?
lg =1,

AC = AB
{(ﬁ, AC)=+7 4 2kx
2

ABC est un triangle
rectangle isocele en A.

_ZA . i
—— =vyi (y réel non nul)
lg —Zp

(Z est un imaginaire pur)

AC =|y|AB
(AB, AC)=+ 7 + 2z
2

ABC est un triangle
rectangle en A,

=a (aréel non nul)
lg —Z,
(Z est un réel non nul).

(AB ,AC)=krx (k € Z)

(AB) L (AC)
— +Z AC = AB .
ZeTIh _ o _(3 o - ABC est un triangle
Ly =1, (AB, AC)=i§+2kﬂ' équilatéral.
.-,

Les points A,BetC
sont aligneés.

4) Ensembles de points ou lieux géometriques

(Outil pour déterminer la nature d’un ensemble de points M)

A et B sont deux points fixés d'affixes respectives z, et zy ; M est le point d'affixe z, du plan.

Ensemble (E) des points
M(z) tels que :

Interprétations
géomeétriques.

Nature de I'ensemble (E)

(E) est la médiatrice du

z-1,
=1 AM = BM segment [AB].
-1,
277 cR"ou — (E) est la droite (AB) privée
L= 2 (MB.MA)=kz (kez) des points A et Bp
=0(7) i |
arg( Aj:kﬂ(keZ)
-1,

B

arg(z_zAj =0(2r7)

(MB,MA)=0(27)

(E) est la droite (AB) privée du
segment [AB]

arg(z_z’*] =z @2r)

B

(m,m) = (27)

(E) est le segment [AB] privé
des points A et B.

z-12,
-1,

Z1-7,|_ 7
arg[z_Z J_ > (7)

B

=vyi (ye R ou

(MB,MA) =~ (7)

(E) est le cercle de diamétre
[AB] prive des points A et B.

27)

z7-12
arg Al=+
-1,

N

(MB,MA)=+ Z (27)

NN

(E) est lI'un des demi-cercles
de diametre [AB] prive des
points A et B ; l'orientation du
plan permet de le désigner.
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 3-1
1) Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
5-5i 1 2- 4i  2+3i .
a) z=3+2D)(1-1)-(2-1i ; Z=—-+ + 1+i
) ( YA =1~ ) [1 2) ) i 2+| 3o 1-i @+

(2—3i)(1—2|) 1-0@2+1)
(2+i)? —3+Ii
1+i
2) Donner dans chacun des cas suivants, la forme algébrique, la forme trigonométrique
puis la forme exponentielle des nombres complexes suivants :
1+i
1-i
2—1

—+1
1+i

C) z= COS({;) I_sm(lZJ; d) z= {sin(i—@—lcos(lzﬂ(lﬂx/_)

1+1

0) 2= 0 2=+ (I )A-2D)

a) z—i—: +(L+D) - 2(1+i)-iv3; b) z=

Exercice 3-2
Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, les équations suivantes :

1) a) 1-2i)(z+i)+1-di=(1-iz)+i): b) 2 |1_1

2) a)2z-7 =3-6i ;b)Zlii+iz—2+3i=l—i.(Onpourraécrirez=x+yi;x,yeR)
3) @) —°+5z-6=0; b)272-3z+2=0; c¢)z*2-3iz-3+i=0

d) izZ+(1-i)z+1+2i=0; e) (1+i)zZ—(B3+4i)z+2+3i=0.
Exercice 3-3

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, u, \7) (unité graphique : 1 cm).
Soient A, B et | les points d'affixes respectives 1 +1i, 3 — i et 2.
A tout point M d'affixe z, on associe le point M ' d'affixe z’ tel que z'=z> —4z.
Le point M ' est appelé I'image de M.
1) Faire une figure et compléter cette figure tout au long de I'exercice.
2) Calculer les affixes des points A' et B', images respectives des points A et B. Que
remarque-t-on ?
3) Déterminer les points qui ont pour image le point d'affixe —5.
4) a)Vérifier que pour tout nombre complexe z, ona: z'+4 = (z — 2)°.
b) En déduire une relation entre | z'+4| et | z— 2| et, lorsque z est différent de 2, une

relation entre arg (z'+4) etarg (z - 2).
¢) Que peut-on dire du point M ' lorsque M décrit le cercle (C) de centre | et de rayon 2 ?

5) Soient E le point d'affixe 2+ 2e '5, J le point d'affixe —4 et E ' I'image de E.
a) Calculer la distance IE et une mesure en radians de I'angle (G; IE )

b) Calculer la distance JE ' et une mesure en radians de I'angle (ﬁ; JE)
c) Construire a la regle et au compas, le point E ' sur la figure sans déterminer son affixe.
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Exercice 3-4
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v) ; (unité : 2 cm). On

considere les points A, B et C d'affixes respectives :z, = - +1i % . 2,=2, et 7. =-3.
Partie A

1)  Ecrire les nombres complexes z, et z; sous forme exponentielle.

2)  Placer les points A, B et C dans le repére.

3)  Deémontrer que le triangle ABC est équilateral.
Partie B

Soit f I'application qui, a tout point M du plan d'affixe z, associe le point M ' d'affixe z'= %i z7°
Onnote O', A", B' et C' les points respectivement associés par f aux points O, A, B et C.
1) a) Déterminer la forme exponentielle des affixes des points A', B' et C'.
b) Placer les points A', B' et C'.
c) Démontrer l'alignement des points O, A et B' ainsi que celui des points O, B et A'.
2) Démontrer que si un point M (z) appartient a la droite (AB) alors son image M ' (z*) par f
appartient a une parabole dont on précisera son equation. (On ne demande pas de tracer
cette parabole).

Exercice 3-5

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O, u, v )

On place dans ce repere, les points A d'affixe 1, B d'affixe b ou b est un nombre complexe
dont la partie imaginaire est strictement positive.

On construit a I'extérieur du triangle OAB les carrés directs ODCA et OBEF comme indiqué
sur la figure ci-dessous.

1) Déterminer les affixes c et d des points C et D.
2) On note r la rotation de centre O et d'angle % .

a) Déterminer I'écriture complexe de r.
b) En déduire que I'affixe f du point F est i b.
c) Déterminer I'affixe e du point E.
3) On appelle G le point tel que le quadrilatere OFGD soit un parallélogramme.
Démontrer que I'affixe g du point G est égal a i (b — 1).
4) Démontrer que €79 _ i et en déduire la nature exacte du triangle EGC.
c-g
Exercice 3-6 : (Bac technologique Métropole)
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct(O, u, v )
Soit A le point d'affixe z, =1+1i NED
1) a) Determiner le module et un argument du nombre complexez, .

b) Ecrire le nombre complexe z, sous la forme re' ol r est un nombre réel
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strictement positif et & un nombre réel compris entre — 7 et 7.
c) Placer le point A dans le repére(O, u, v) en prenant comme unité graphique 2 cm.

2) Soit B I'image du point A par la rotation de centre O et d'angle % . On appelle z,

I'affixe du point B.
a) Déterminer I'écriture du nombre complexe z, sous la forme re'’ (ou r est un
nombre réel strictement positif et @ un nombre réel compris entre — 7 et 7).
b) Ecrire le nombre complexe z sous forme algébrique.
c) Placer le point B dans le repére(O, ﬁ, \7).
3) Montrer que le triangle AOB est équilatéral.

4) Soit C le point d'affixe z. =z, * .
a) Par quelle transformation géométrique le point C est-il I'image du point A ? Préciser
les éléments caractéristiques de cette transformation.

b) Placer le point C dans le repére(O, G, \7).

c) Ecrire le nombre complexe z. sous forme trigonométrique.

d) Etablir I'écriture du nombre complexe z. sous forme algébrique.

A ] - 7 .7
e) Deéduire des résultats precédents les valeurs exactes de cos% et sin %
Exercice 3-7 (Bac—D)

1) Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes, I'équation : 22 —2z+2=0
2) Soit K, L, M les points d'affixes respectives z, =1+i; 2z, =1-i; z,, = —iV3.

Placer ces points dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O, e]& ).
3) a) On appelle N le symétrique du point M par rapport au point L.

Vérifier que l'affixe z, du point N est z, =2+ i(\/§—2) .
b) La rotation de centre O et d'angle % transforme le point M en le point A et le point

N en le point C.
Déterminer les affixes respectives z, et z. des points A et C.

c) Latranslation de vecteur d'affixe 2i transforme le point M en le point D et le point
N en le point B.

Déterminer les affixes respectives zp, et z des points D et B.
4) a) Montrer que le point K est le milieu des segments [DB] et [AC].
Lo —Zg :
b) Montrer que —— =i.
B~ Zk
c) En déduire la nature exacte du quadrilatére ABCD.
Exercice 3-8
(O, G, \7) est un repére orthonormal direct du plan complexe. Soit A le point d'affixe 1 + i.
Au point M d'affixe z, on associe le point M ' d'affixe z' tel que z'= %(z +1 Z).
1) Onpose z=x+iy et Z’=x'+iy" avecx, y, X’ ety’ des réels.
a7 - 1 1 ' 1
a) Démontrer les égalités suivantes : X'= E(X +y) et y= E(x+ y).

b) En déduire que le point M ' appartient a la droite (OA).
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c) Déterminer I'ensemble des points M du plan telsque M =M.
d) Démontrer que pour tout point M du plan les vecteursMM" et OA sont
orthogonaux.

2) Soit r la rotation de centre O et d'angle % M, est le point d'affixe z, image de M parr,

M, le point d'affixe z, =Z , M, le point d'affixe z, tel que le quadrilatére
OM,;M;M, soit un parallélogramme.
a) Dans cette question uniquement M a pour affixe 4 + i, placer les points M, M,, M,,
M,.
b) Exprimer z, en fonction de z, puis z, en fonction de z.
c) OM,;M,M, est-il un losange ? Justifier.

- 1.
d) Vérifier que z'-z = E| Z,.

s .1
e) En déduire que MM :EOM3'
3) Démontrer que les points M, M;, M, et M, appartiennent a un méme cercle de centre
. . 1
O si et seulement si MM '= EOM :

4) Donner alors la mesure en radians de I'angle géométrique M'OM

Exercice 3-9

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct(O, u, \7) ; (unité 4 cm).

On considére le point A d'affixe z, =2+1 et le cercle (F)de centre A et de rayon \/_2
1) Faire une figure qui sera complétée tout au long de I'exercice.

2) a) Déterminer les affixes des points d'intersection de (F) et de l'axe (O, u )
b) On désigne par B et C les points d'affixes respectives z; =1 et z. =3.

Déterminer l'affixe z, du point D diameétralement opposé au point B sur le cercle (F)

: . . 3 6.
3) Soit M le point d'affixe §+§ .

2, 1
a) Calculer le nombre complexe ——-
B~ M

Ly — Ly

b) Interpréter géométriqguement un argument du nombre ; en deduire que le

Zg — 1y
point M appartient au cercle ().
4) On note (F ) le cercle de diamétre [AB]. La droite (BM) recoupe le cercle (F ) enun

point N.
a) Montrer que les droites (DM) et (AN) sont paralléles.
b) Déterminer I'affixe du point N.

LT
i
2

5) On désigne par M le point du plan dont I’affixe z,,. vérifie (Zy. — 2, )= (zy — 25 )e
a) Déterminer l'affixe z,,. du point M.
b) Montrer que le point M ' appartient au cercle (I'').

Exercice 3-10:
Partie A
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1) Calculer 6 = (1+ 3+ 2i)2

2) Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation :
z° —(3+\/§)z +(3+\/§)—i(1+ \/5): 0

Partie B

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O, u, \7), on considere les points
A et B d'affixes respectives : z, =1—i et z, =2+~/3+i
1) Determiner le module et un argument de z,.

.z o
2) a) Ecrire =2 sous forme algébrique.
ZA

b) Montrer que Z—B=<1+ \/§)e'§
ZA
c) En deduire la forme exponentielle de z; .

3) Onnote B, I'image du point B par la rotation r de centre O et d'angle —%

a) Déterminer l'affixe du point B, .

b) En déduire que le point B, est le symétrique du point B par rapport a lI'axe (O, G).
4) Soit M un point du plan. On note M, I'image du point M par la rotation ret M ' le

symeétrique du point M, par rapport a 1’axe (O, G)
On désigne par (E) I'ensemble des points M du plan tels que M ' = M.
a) Montrer que les points O et B appartiennent a I'ensemble (E).
b) On suppose que le point M est distinct du point O.
Son affixe z est égale & Ae'? ol 4 est un réel strictement positif et & un nombre réel.

T

Montrer que I'affixe z' du point M’ est égale Ae [6 ) puis déterminer

I'ensemble des valeurs du réel & telles que M appartienne a I'ensemble (E).
c) Déterminer I'ensemble (E).

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 3-11
1) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, les équations suivantes :
a) 7—-z+1=0 et b) Z-4z+1=0.
2) On consideére les équations (E) : z* -5z +67°—5z+1=0et
(E): 2%+ iz — 5@+ 1)+6:o.
z z
a) Vérifier que le nombre 0 n'est pas solution de I'équation (E).
b) Montrer que les équations (E) et (E') ont les mémes solutions dans C.

1 1 .
c) Onposeu=z+ = ;calculer % + — en fonction de u.
z z

d) Montrer que u est solution de I'équation (E") : u*~5u + 4 = 0.
e) Résoudre I'équation (E"), puis en deduire les solutions de I'équation (E) dans C.

Exercice 3-12 : (Bac S La Reunion)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct(O, u,v )
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Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 1. Soit A le point de (C ) d'affixe z, =e ig.

. : . . . 2
1) a) Determiner I'affixe z; du point B image de A par la rotation de centre O et d'angle ?ﬂ :

, : . : . : 2
b) Determiner I'affixe z. du point C image de B par la rotation de centre O et d'angle ?ﬁ :

2) a) Justifier que (C) est le cercle circonscrit au triangle ABC.
b) Construire les points A, B et C dans le repere.
c) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.
3) Soit h I'nomothétie de centre O et de rapport — 2.
a) Compléter la figure en placant les points P, Q et R images respectives des points A, B
et C par h.
b) Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier.
4) a) Donner « I'écriture complexe » de la transformation h.
b) Calculerz, +z; +z. ; puis en déduire que A est le milieu du segment [QR].

c) Que peut-on dire de la droite (QR) par rapport au cercle (C) ?

Exercice 3-13
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O, u, v) ; unité graphique 1 cm.

1) Résoudre, dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation : z> +4z+8=0. On
donnera les solutions sous forme algébrique, puis sous forme trigonométrique.
2) Onnote A et B les points du plan d'affixes respectives : a=2—2ietb=—a.
a) Placer ces points sur un graphique qui sera complété au fil de I'exercice.

b) Déterminer I'affixec du point C, image de B par la rotation de centre O et d'angle % :

c) On note D le point d’affixe d vérifiant (d —a) = (c— a)eI
point D est d = 2 — 6i.
d) Placer les points C et D sur le graphique.
e) Quelle est la nature du quadrilatéere ABCD ?
3) « étant un nombre réel non nul, on désigne parG,, le point du plan défini par

G,A-G,B+aG,C=0.

z
2

; vérifier que l'affixe d du

a) Exprimer le vecteur CG,, en fonction du vecteur BA |
b) En déduire I'ensemble des pointsG,, lorsque « décrit I'ensemble des réels non nuls.

Construire cet ensemble.
c) Pour quelle valeur de # a-t-onG_, =D ?

4) On suppose dans cette question que @ = 2.
Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :

HW—W+2WH24J§

Exercice 3-14:
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O, u, v) .
Dans tout I'exercice, z est un nombre complexe non nul.

A tout point M d'affixe z, on associe le point M' d'affixe z'= — puis le point I milieu du

segment [MM'].
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. : 1 1
1) Montrer que I'affixe du point | est E(z —;j.

2) a) Donner une relation entre les modules de z et z'.
b) Donner une relation entre leurs arguments.
Sur la figure ci-dessous est placé le point M, d'affixe z, sur le cercle de centre O
et de rayon 2.

. . : 1
c) Placer le point N, image de M, par ’homothétie de centre O et de rapport rk

d) Expliquer comment on peut obtenir géométriquement le point M',, puis le point
|, milieu de segment [M,M",].
e) Effectuer cette construction.
3) Pour cette question, &est un réel et M est le point d'affixe z=¢e"
a) Calculer sous forme algébrique I'affixe de I.
Sur la figure jointe est placé le point M, d'affixe z, sur le cercle (C ) de centre O
et de rayon 1.
b) Expliquer comment, en utilisant le résultat de la question 3. a), on peut obtenir
géométriquement le point 1, milieu du segment [M,M", ].
c) Effectuer cette construction.
d) Donner (sans justification) I'ensemble décrit par | lorsque M décrit (C ).
4) Dans cette question, M est un point du plan, distinct de O.
a) Déterminer les points M du plan complexe pour lesquels M et | sont confondus.
b) Développer (z — 2i)? + 3.
c) Déterminer les points M du plan complexe pour lesquels I'affixe de I est 2i.
5) Dans cette question, M est un point du plan, distinct de O, d'affixez=x + iy (x ety
réels).
a) Exprimer en fonction de x et y la partie imaginaire de I'affixe de I.
b) Déterminer I'ensemble E des points M du plan pour lesquels | appartient a lI'axe
des abscisses.
c) Déterminer I'ensemble F des points M du plan pour lesquels | appartient a I'axe

des ordonnées.

\q
,tl:

NZh

Exercice 3-15 (Bac-D)

1) Résoudre dans C I'équation : z2 —2+/2z+4 =0 . On désignera par z, la solution dont la
partie imaginaire est positive et par z, l'autre solution.

2) a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres z, et z,.

2
b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe (ij :
ZZ
3) Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormal direct (O, a,g), on
considére le point M, daffixe v/2 (1+1i), le point M, d'affixe +/2 (1—i) et le point A

J2

d'afflxe ZA = T .
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a) Déterminer l'affixe z, du point M,, image de M, par I'homothétie h de centre A et de

rapport —3.
b) Determiner l'affixe z, du point M,, image de M, par la rotation r de centre O et

d'angle — =
: 2
c) Placer dans le repere les points A, M, M,, M,;, M,.
7,-1
d) Calculer =*——%,
z,-17,

e) Soit I le milieu du segment [M; M,] et M, le symétrique de M, par rapport a I.
Montrer que le quadrilatere M; M, M, M, est un carré.

Exercice 3-16
Le plan complexe () est muni d'un repére orthonormal direct (O, e, e, ).

1) Soit d le nombre complexe défini par : d= =7+ 281 4 @ i} + (3-2i) (2 ).

1-i
a) Ecrire d sous forme algébrique, puis déterminer les racines carrées de d.
b) En déduire la résolution dans C de I'équation: z°—(2—i)z+2+2i=0.
On notera z, et z, les solutions avec Re (z,) <Re (z,).
2) On désigne par A et B les points du plan d'affixes respectives z, =1—iet z; =2 + 2i.
a) Determiner l'affixe z. du point C, dont I'image par la translation t de vecteur d'affixe

3i est le point B.
b) Déterminer une mesure en radians de I'angle orienté (ﬁ, CB ).
c) En deéduire la nature exacte du triangle ABC.
3) On consideére I'application f de () dans () qui, a tout point M (z) associe le point M’ (z')
z2-2-2i

telque:z'= ——— et z=1-1.
Zz-1+1

a) Déterminer I'ensemble des points invariants par f c'est & dire I'ensemble des points
M(z) tels que f(M) = M.
b) Donner une interprétation géométrique de I'argument et du module de z'.
c) Déterminer et construire I'ensemble des points M(z) tels que :
1) Z'soit de module 1;
C2) Z'soit un réel strictement négatif ;
C3) Z'soit un imaginaire pur ; avec Im(z') < 0.
Exercice 3-17 : (Bac - D)
Le plan complexe () est rapporté a un repére orthonormal direct (O, e?,é ).
1) On considere les points A, B et C distincts et d'affixes respectives a, b et c.

] s c—a
a) Interpréter géométriquement le module et I'argument du nombre complexe b g

: L . c—a .
b) Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si b a est un reel.
—-a

2) a) Placer les points A, B, et C, d'affixes respectives a,=2, b, = iv/3 et ¢, = —4+3iy3.
b) Montrer a l'aide de la propriété précédente, que les points A, B, et C, sont alignes.

3) On considere les points A,, B,, C, ; A;, B;, C, tels que les quadrilatéeres OA A, A, ;
OB,B,B, et OC,C,C, soient des carrés directs.
a) Tracer les carrés OA A, A, ; OB,B,B, et OC,C,C, dans le repeére.
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b) Donner les affixes a, et b, des points A, et B, ; puis les affixes a, et b, des points
A, et B,.
c) En considerant la rotation de centre O et d'angle % ; calculer I'affixe ¢, du point C,.

d) En déduire que les points A,, B, et C, sont alignés.

4) a) Déterminer le réel x tel que : xC,0+C,C, +C,C, = 0.
b) Calculer l'affixe ¢, du point C, .
c) Montrer que les points A,, B, et C, sont alignes.

Exercice 3-18
1) Soit « un réel appartenant a l'intervalle [- 7, z].
a) Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes, I'équation :
z* —4sing z+4=0. Onnotera z, et z, les solutions.

b) Calculer le module et un argument de z, et z,, puis mettre z, et z, sous forme

exponentielle.

c) Calculer S = 1.1 et (z,)*+ (z,)* en fonction de «.

z
1 2
Pour quelles valeurs de « a-t-onS'=—16?

2) Dans cette partie on prend o = %
Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormal direct (O, ej,@).

On considére les points A et B d'affixes respectives z, = 263 et Zg = 2¢ ° :etla
transformation f du plan complexe (P) qui, a tout point M d‘affixe z, associe le point M'

d'affixe z' tel que : Z_Ia
z 1z,
a) Montrer que les points A et B appartiennent au cercle (I") de centre O et de rayon 2.
b) Placer les points A et B, et tracer le cercle (I") dans le repére.
c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.
d) Soit A" I'image de A par f ; déterminer l'affixe z, du point A'.
e) Donner la nature exacte du triangle AA'B.
f) Déterminer I'image du triangle AA'B et celle de la droite (AB) par la transformation f.

Exercice 3-19

Dans le plan complexe () rapporté a un repere orthonormal direct (O, ej,@), on considere
les points A, B, A" et B' d'affixes respectives 1, i, —1 et —i.

A tout point M d'affixe z, distinct des points A, B, A' et B', on associe les points M, et M,
d'affixes respectives z, et z,, tels que les triangles BMM, et AMM, soient rectangles et

isocéles respectivementen M, et M,, avec (M;B,M ;M )=(M,M,M,A) = %

1) a) Faire une figure qui sera complétée par la suite. (Placer le point M a abscisse et
ordonnée positives.
b) Justifier les égalités z — z, =i(i—z) et 1 —z, =i (z— z,).
- . 1+i 1-i .
c) Vérifier que z, et z, peuvent s'ecrire : z; :T(Z +1) et z, :T(ZH)'
2) Dans cette question, on se propose de déterminer les points M pour lesquels le triangle
OM; M, est équilatéral.
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a) Montrer que : OM, =OM, équivauta |z +1|=|z+i|.

b) En déduire I'ensemble (A) des points M(z) tels que OM, = OM,, et tracer (A) dans le
repére.

¢) Montrer que : OM, = M, M, équivaut a |z+1|2 =2|z |2.

d) Montrer que |z+1|2 =2| z|2 équivaut a |z—1|2 =2.

e) En déduire I'ensemble (T") des points M(z) du plan pour lesquels OM, = M, M,.

f) Tracer I'ensemble (I") dans le repere.

g) En deéduire les deux points M pour lesquels le triangle OM,; M, est équilatéral et placer
ces points sur la figure.

Exercice 3-20
Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormal direct (O, e,,e, ), on considere
les points A, B et M d'affixes respectives z, =1, z; = —2ietz.
Soit f I'application de (P) \{A} dans (P) qui, a tout point M(z) (z = 1), associe le point M' (z")
. 22
telque z'= ——.
iz+1
1) a) Déterminer les points invariants par l'application f.
b) Montrer que (z' + 2i) (z—1) = 2.
2) Pour tout z (z # i), on désigne par r et & respectivement le module et un argument de z — i
par r' et @' respectivement le module et un argument de z' + 2i.
a) Interpréter géométriquement r et ¢ a l'aide des points A et M.
b) Exprimer r' et 6" en fonctionde ret 4.
c) Interpréter géométriquement r' et 6" a l'aide des points B et M".
3) Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 2.
a) Montrer que si M appartient au cercle (C), son image M’ par f appartient a un cercle
(C’) dont on précisera le centre et le rayon.
b) Le cercle (C’) est-il I'image du cercle (C) par f ? Justifier la réponse.
4) Soit C le point d'affixe 1 + (1 + +/3) i.
a) Montrer que C appartient a (C).
b) Déterminer une mesure en radians de I'angle orienté (e , AC).

c) Tracer les cercles (C) et (C”) et placer le point C dans le repére.
d) En utilisant les questions précédentes, construire I'image C' du point C par f.

Exercice 3-21
Dans le plan complexe () muni d’un repére orthonormal direct (O, @, V), on considére le

point A d’affixe 2 et le cercle (C) de centre O passant par A.
Dans tout I'exercice on note a le nombre complexe a=1+i+/3 et @ le nombre complexe

conjugué du nombre complexe a.

1) a) Tracer le cercle (C), placer le point A dans le repére et compléter la figure par la suite.
b) Démontrer que a® —4a =2a—8.
c) Démontrer que les points B et C d'affixes respectives a et a appartiennent a (C).

2) Soit D un point du cercle (€) d’affixe 2e'? ol 6 est un nombre réel de I’intervalle

|-z x].
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a) Déterminer I’affixe z. du point E image du point D par la rotation r de centre O et
T
d’angle —.
=3

b) Justifier que z, =ae'’.
3) Soient F et G les milieux respectifs des segments [BD] et [CE].
a) Déterminer I’affixe z. du point F en fonction de a et de 6.
b) Déterminer I’affixe z; du point G en fonction de a, de & etde a .

g -2 _

c) Démontrer que a
2. -2 2

d) En déduire que le triangle AFG est équilatéral.
4) On se propose de déterminer une position du point D, défini a la question 2, pour laquelle

la longueur du coté AF du triangle AFG est minimale.

a) Montrer que AF? =4-3cos0++/3siné.

b) Montrer que 3sin & ++/3cos @ = 2\/§sin(x + %)

On considere la fonction f définie sur Iintervalle [— 7z, 7] par f(x) =4 —3cos x++/3sin x.

c) Etudier le sens de variations de f sur I’intervalle [—7, 7] et dresser son tableau de

variations.

d)Pour quelle affixe du point D la longueur du coté AF du triangle AFG est minimale ?
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 3-1
1) Regles de calcul dans C
2) Regles de calcul dans € ; Formules trigonométriques ; Passage d une forme a une autre.
Solutions
1) Donnons la forme algébrique des nombres complexes suivants :

a) z:(3+2i)(1—i)—(2—i)2+G_g_'j:5—i—3+4i+5+g_':2+3i+(1+i)(1+2i):1+6i
+2i ~2i
- - - - 2 - - - - 2
b) z:—%+2_!— 4'_+2+:_)’|(1+i):i+(2_') _4|(3+|)+(2+3|)(1+|) o
I 2+1 3-1i 1-i 5 10
0 z:(2_3I)(_1_2l)+(1_l)(2.+|) =—4—?|+2(2+|_) =—40—5|+—10—10| =—13—6|
(2+1)? —3+I 3+4i —3+i 25 10 5
1+i

d) z=(1+2i)? _iT_iiJr I(-1+1)1—-21) =-3+4i _1—73i+ (-N1-1)@+2i0)

ST g o 189,
2 2 2

2) Donnons dans chaque cas, la forme algébrique, la forme trigonométrique puis la forme
exponentielle des nombres complexes suivants :

a) z:%*ii+(1+i)4—2(—1+i)—iJ§=W+(2i)2+(2—2i)—i 3=-1-i3

7= 2(—%—§i] = Z{COS(—%j—i—iSin(—%j} = 2e7i%ﬁ

1+i 1.
5 2o 1oi _ @ 2 _2i+i) -1+,
271y lospha-iper 3°F 3@ 3
1+i 2
\/E[ J2 \/E] \/5[ (37[} ..(37[)} J2 isjﬂ
7= 22 Y% =28 cos| 2= | +isin| = | |=2Ze
372 2 ) 3 4 2)|7 3

= o) o £ ton(- 5]

1 o 3 {5
[l o]

= ool s 5|7 o[ -5 on(- )

z =%£%—§ij:E{cos[—%jﬂsin(—%j}: ﬁe_i%
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ool o3 oo ol o
(gl =l

12
2=2 sin(S—ﬂ+£j—icos(5—”+£j =2 sin(s—ﬂJ—icos(s—ﬂj :\/§+i 2
12 3 12 3 4 4
. .

Exercice 3-2
1)Regles de calcul dans C
2)Regles de calcul dans C ; Egalité de deux nombres complexes
3)Résolution d’équations du second degré dans C.
Solutions

Résolvons dans C

1)
a) 1-2i)(z+)+1-4i=(Q—-iz)(L+i); z-2iz+3-3i=z—iz+1+i
iz=2-4i; donc z=-4-2i
) 2 iy s (m)A+i): z4i-l=z4iz41-i
Z—i
iz=-2+2i; donc z=2+2i
2)
a) 22—7Z=3-6i; Posons z=x+Vyi; Z=X-Yi; 2(x+yi)—(x—yi)=3—6i
X+3yi=3-6i; x=3 et y=-2; donc z=3-2i
b) Zﬂ+iz—2+3i:1—i; Posons z=Xx+Vi; Z=X-Vi;
[
(x=yDA-D)+Xi—y)—2+3i=1-i; (x-2y)-yi=3-4i;
X—2y=3 et y=4; x=11et y=4; donc z=11+4i
3)
a) —z2+5z-6=0; A=1; donc z:i;l::% ou z:_5+1:2;z:2 ouz=3
b) 2z2-3z+2=0; A=-7=7i?; donc z=3_|ﬁ ou z=3+:1\/7
c) 22 -3iz-3+i=0; A=-9+12-4i=3-4i; soit 5 =x+ i tel que 5° =A
x> —y*=3 _
on a donc , o, . avec xy<0; (x=2et y=-1) ou (x=-2¢et y=1)
X“4+y =5
donc §=2—i ou §=-2+i; alors 7234270 g iou 22322 gy

d) iz +@Q-i)z+1+2i=0; A=-2i+8-4i=8-6i; soit 5 =x+Vi tel que 5> =A
x?—y?=8

2 2

avec xy<0; (x=3et y=-1) ou (x=-3 et y=1)
X“+y =10

on a donc {
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—1+|‘-|'3—| _ i ou Z:—l+|—3+| _149]

21 2i
e) 1+1)2° —(3+4i)z+2+3i=0; A=-T7+24i+4-20i=-3+4i; soit & =x+i

donc 6 =3—i ou 6=-3+i;alors z=

2 _ 2:_
tel que 52:A;{X y 3 avec xy>0; (x=1et y=2) ou (x=-1et y=-2)

x> +y>=5

3+4i+1+2i 5+i 3+4i-1-2i
g = ouz=———=1
2(1+1) 2 2(1+1)

donc 6=1+2iou S =-1-2i;alors z=

Exercice 3-3

1) Repere du plan ; Interprétation géométrique d’un nombre complexe.

2) Régles de calculs dans C.

3) Résolution d’équations du second degré dans C.

4) Reégles de calculs dans C. ; Condition d’appartenance d’un point a un cercle

5) Distance de deux points (dans € ou dans le plan) ,; argument d’un nombre complexe non nul.
Solutions

1) Figure dans le plan complexe.

2) Déterminons les affixes des points 4’ et B’ images respectives des points A et B.
L'image du point A d'affixe 1 + i est le point A' d'affixe z, =—4—2i : L'image du point B
d'affixe 3 —i est le point B' d'affixe zz. =—4—2i: On constate que les points A' et B' ont
méme affixe, ils sont confondus : A’ =B".

3) Déterminons les points qui ont pour image le point d'affixe 5.
On cherche les points M d'affixe z tels que leur image M' ait pour affixe — 5. On cherche

donc arésoudrez’=—5;z = —5équivauta z> —4z=-5; donc z° —4z+5=0

Donc z'=-5 équivauta z=2—1i ou z=2+1.

Les points ayant pour image le point d'affixe — 5 sont les points N(2 ; — 1) et P(2 ; 1).

4) a)Vérifions que pour tout nombre complexe z, ona :z'+4 = (z —2)°.
'+4=2"-4z2+4=(2-2)°
b) En déduisons une relation entre | 2'+4| et | z—2| et, lorsque z est différent de 2, une

relation entre arg (z'+4)etarg (z - 2).
|z’ +4] = ‘ (z— 2)2‘ =|z-2| ? etpour z=2; arg(z'+4) = 2arg(z — 2) (27)

¢) Voyons ce qu’on peut dire du point M ' lorsque M décrit le cercle (C) de centre | et de
rayon 2

Lorsque M décrit le cercle (<) de centre | et de rayon 2, |z — 2| =2 donc
|2'+4| =|z - 2| = 22 = 4 donc M' appartient au cercle (C’) de centre J d'affixe —4 et

derayon 4 ;et arg(z—2) e [0, 27z] donc arg(z'+4) =2arg(z—2) [0, 47z] donc M'
décrit completement le cercle (C”) de centre J d'affixe —4, et il parcourt 2 fois le
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cercle (C”) lorsque M parcourt une fois le cercle (C).
5) a) Calculons la distance IE et une mesure en radians de I'angle(u; IE )

E=|z|=|2e"| 2 et (G,TE'):%+2|<;;

b) Calculons la distance JE ' et une mesure en radians de I'angle(a; JE' )
Le point E appartient au cercle de centre | et de rayon 2, donc d'apres la question 4. c),

son image E ' appartient au cercle (C’) de centre J et de rayon 4, JE'= ‘ ZTE,‘ =4 et
[0, 98°)- 2l €)= 2% + 4k
c) Cf. graphique de la question 1.

Exercice 3-4

Partie A
1) 2); 3) Passage d’une forme a une autre ; Interprétation géométrique d'un nombre complexe.

Distance de deux points dans le plan (par exemple)
Partie B
1) Calcul dans C ; Passage d une forme a une autre ; Interprétation géométrique d 'un nombre

complexe ; Condition d’alignement de trois points.
2) Condition pour qu’un point appartienne a une courbe.
Solution
Partie A
1) Ecrivons les nombres complexes z, et z, sous forme exponentielle.
z,=3e % ; z,=7,=+/3e ¢

2) Plagons les points A, B et C dans le repére.

A

3) Démontrons que ABC est un triangle équilatéral.
AB:|ZA—ZB|:‘ZA—Z‘:|2|m(ZA)|:\/§ ;
AC=|z,-2.|=+3 et BC=|z, —2.|=+3

donc AB = BC = AC d’ou ABC est equilatéral

Partie B
1) a) Déterminons la forme exponentielle des affixes des points A’, B' et C'
2
1( 3 .V3) 3 .1 iz J3o.1 i R
Zy=—l|l——+l— | =—+1-; Z,=€°;, Zp=—+i-=¢ °; 2., =31=3e 2.
3 2 2 2 2 2

b) Voir figure.
c¢) Démontrons I'alignement des points O, A et B' ainsi que celui des points O, B et A'.
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V3 o1

Zp =—?+|§ :%zA donc O, A et B' sont alignés. z,, :73+i% :—%zB donc
O, B et A’ sont alignés.
2) Demontrer que si M appartient a la droite (AB) alors M " appartient a une parabole dont
on preécisera son équation.

3
Soit M un point de la droite (AB), alors X, = o autrement dit Z,, est de la forme

z 3+iy'd0nCX yety 1y2+3 Ly 2+3d"

=75 ; C = = —=——Xy T—- dou

o2 . M3 4 3™ g
o . 1 3

M " appartient a la parabole d'équation y = 3 x? +Z'

Exercice 3-5
1) Propriété d’un carreé.
2) Nombres complexes et transformations du plan ; Image d’un point par une rotation.
3) Propriétés du parallélogramme
4) Calcul algébrique dans € ; Nombres complexes et configurations du plan.
Solution

1) Déterminons les affixes c et d des points C et D.
Par lecture graphique en utilisant le fait que ODCA est un carré direct : d = —i et donc
c=1-i
2) a) Déterminons I'écriture complexe de r.
L'écriture complexe d'une rotation de centre O et d'angle @ s'écrit:z'=e'’ z

. r N ] . s
ici H:E donc e'”=e 2 =i par consequent I'écriture complexe derestz’ =i z.

b) En déduisons que l'affixe f du point F est i b.
OBEF est un carré direct donc F est I'image de B par la rotation r de centre O et d'angle

Z donc Zp =iz, autrementditf =ib
2
c) Déterminons l'affixe e du point E.
OBEF est un carré donc FE =OB d’ou Z__ = Z; ;donce—f=b;onaalors

e=zb+f=b+ib=(1+i)b
3) Démontrons que l'affixe g du point G est égal ai (b —1).

OFGD est un parallélogramme donc FG =OD d’ou Z. =2 doncg-f=d;
dout g=d+f =—i+ib=i(b-2)
€-g

4) Démontrons que —— =i et en déduisons la nature exacte du triangle EGC.
c—-9g
e-g _ (1+|-)b—.|(b—1) _ b+|- _ |(—|b.+1) —i : donc &Z e-g _| |_1
c—-g @-i)-i(b-1) 1-bi 1-ib CG |c—g¢g

Alors EG = CG d’ou EGC est isocéle en G et (@ ﬁ)z arg[ﬂj =argi =% (27x)
et donc EGC est rectangle en G. En conclusion EGC est rectangle et isocéle en G.

Exercice 3-6
1) Définition du module et d’argument d’un nombre complexe ; Passage d’une forme a une autre
Interprétation géométrique de nombre complexe
2) Nombres complexes et Transformations du plan, Passage d 'une forme a une autre
Interprétation géométrique de nombre complexe.
3) Nombres complexes et configurations du plan ou distance de deux points dans le plan.
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4) Nombres complexes et Transformations du plan; Passage d’une forme a une autre ;
Interprétation géométrique de nombre complexe.
Solution

1) a) Déterminons le module et un argument du nombre complexe z, .

V3

|z,|=2; arg(z,) =0 tel que cosezé et sin0:7; donc 0:% (27).

T

- . . 1—

b) Ecrivons le nombre complexe z, sous la forme re'’. z, =2e 3
c) Point A dans le repére : (Voir figure en fin de corrigé de 1’exercice)

2) a) Déterminons I'écriture du nombre complexe zg sous la forme re'’

zB=er'5=2e'5-e'5=2eI :Onadonc: 9_2; r=2.

b) Ecrivons le nombre complexe z; sous forme algébrique.

2iZ
7, =2e 3 =-1+i+/3.
c) Placer le point B dans le repére (O, G, \7). (Voir figure en fin de corrigé de I’exercice)

3) Montrons que le triangle AOB est équilatéral.
OA=|OA| =|z,[=2; 0B=| OB | =|z,|=2; AB=|AB | =|z,-2,]=2
Donc les 3 cotés du triangle OAB ont méme mesure ; par conséquent, OAB est un triangle
équilatéral.

4) a) Déterminons par quelle transformation géométrique le point C est I'image du point A
et précisons les éléments caractéristiques de cette transformation.
=1;donc OA=0C

LT
Ona|ze|=|z,]; e *

argC_C] - arg(ei“j = %(272’) donc (O—A ocC )= %(Zﬂ)
A

On en conclut que C est I'image de A par la rotation de centre O et d'angle %

b) Placons le point C dans le repére (O, ﬁ, \7). (\Voir figure en fin de corrigé)
¢) Ecrivons le nombre complexe z. sous forme trigonométrique.

T . T T .. Iz .. I«
c =2| C0S—+isin— |x| cos— +isin— |=2| cos — +isin —
3 3 4 4 12 12

d) Etablissons I'écriture du nombre complexe z. sous forme algébrique.

(1“\/—)(\/_ \/_j (J— \/_J (\/LJ—J

2 2 2
1z 1

e) Déduisons des resultats précédents les valeurs exactes de cosE et smE.

_ V2-6) (V2+6)|. .. Tz J2-6
|zc|=2; donc 7, =2 +i ; d'oll cos— =——— et

4 4 12 4
17 _ V2+46
12 4

Figure :
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Exercice 3-7
1) Equation du second degré dans C.
2) Interprétation géométrique d 'un nombre complexe.
3) Nombres complexes et Transformations du plan.
4) Milieu d’'un segment (Coordonnées ou affixe) ; Calcul algébrique dans € ; Nombres complexes
et configurations du plan.
Solution
1) Résolvons dans C I'équation :z>—2z+2=0.
A =—1;donc z, =1+i et z,=1-1.
2) Soit K, L, M les points d'affixes respectives z, =1+i; z, =1-1i; z,, = —iV/3.
Plagons ces points dans le repére. (\VVoir figure en fin de corrige)
3) a) Vérifions que l'affixe z,, dupointNest z, =2+ i(\/§—2).

zy =22, -1, :2+i(\/§—2).

b) Déterminons les affixes respectives z, et z. des points A et C.
2, =7,02=+3; z.=12,6" :(2—\/§)+2i

c) Déterminons les affixes respectives z, et z, des points D et B.

Z, =12y, +2i =i(2—\/§); 2, =7, +2i =2+i/3
4) a) Montrons que le point K est le milieu des segments [DB] et [AC].

I, +12 . Z,+1 .
DB —1+i=z, et A "C=1+i=2,
7. -1 . l.-1 4i —2i/3
b) Montrons que —~—X =j.; ~—% = NG =i
Z, — 7, 2, -2, 4-23

c) En déduisons la nature exacte du quadrilatére ABCD.
ABCD est un quadrilatére dont les diagonales se coupent en leur milieu K, de plus elles

Z. -1 e
sont perpendiculaires (car arg (uj = (KB, KC): %(272’)) et de méme longueur ;

Zg — Zx

& =11 ; donc ABCD est un carré.
KB

Figure
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Exercice 3-8

1) Calcul algébrique dans C ,; Condition d’appartenance d’un point a une droite ; Egalité de deux
nombres complexes ; condition d’orthogonalité de deux vecteurs dans le plan.

2) Interprétation géométrique de nombres complexes ; Calcul algébrique dans € ;Propriétés de
losange.

3) Condition pour que qu’un point appartienne a un cercle de centre donné.

4) Relations trigonométriques sur un triangle rectangle.

Solution

1) a) Démontrons les égalités suivantes : x'= %(x +y)et y'= %(x +y)

z'=%(z+i2)=x'+i y'=%(x+ y)+i %(x+ y); donc x'=%(x+ y)et y'=%(x+ y).

b) En déduisons que le point M ' appartient a la droite (OA).
Le point M’ appartient a la droite d’équation y = X ; c'est-a-dire donc a la droite (OA).
c) Déterminons I'ensemble des points M du plan telsque M =M.
M=M" équivaut a z =z’ ; L'ensemble des points M tels que M = M’ est la droite
d'équation y = x ; C'est a dire la droite (OA).
d) Démontrons que pour tout point M du plan les vecteurs MM et OA sont
orthogonaux.

_

. 1 .1
Pour tout point M du plan z'-z =§(—x+ y)+|5(x—y) ; MM'.OA=0.

Donc les vecteurs MM et OA sont orthogonaux.
2) a) (voir figure)

b) Exprimons z, en fonction de z, puis z, en fonction de z.

M, est I'image de M par la rotation de centre O et d'angle % Donc z, = e2z7=iz

OM,M;M, est un parallelogramme, donc O—I\/Il = W c'est-a-dire que
z2,=2,—-12,;Donc z; =iz+Z.

c) Justifions si OM,;M,;M, est un losange.
OM,M;M, est un parallélogramme donc OM,;M,;M, serait un losange si et

seulement si (OM,) et (M,M,) sont perpendiculaires c'est-a-dire si et seulement si

OM,.M,M, =0.

Posonsz=x+iy; z, =iz=-y+iX; z,=Z=X—-1Y; Z,=X—-Yy)+i(X—Y)
Donc OM,,.M,M, = (x— y)(x+¥) + (x— Y)(-x—y) =0

Donc (OM,) et (M,M, ) sont perpendiculaires, OM,M;M, est un losange.
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d) Vérifions que z'-z =%i Z,.

i 2 taza-Yic iza]o L
z—z=§(z+|z)—z_2(lz Z)—Z[I(23 iz)—z] 512

e) En déduisons que MM'=%OM3.

On en déduit que | 2~z | =%| z;|; donc MM':%OM3.

3) Démontrons que les points M, M,, M, et M, appartiennent & un méme cercle de centre

O si et seulement si MM '= %OM )

SiM, M,, M, et M, appartiennent a un méme cercle de centre O, alors on a
OM =0OM, =0OM, =0M, et d'apres le résultat de la question précédente,

1 1 . . 1
MM '= EOM3 = EOM . Réciproquement si MM'= EOM ,ona
1 1 . .
MM '= EOM3 = EOM ; donc OM =0M, ; M, estI'image de M par la rotation de

centre O et d'angle % donc OM =0OM,; ; deplus z,=Z, OM, =OM . On aalors

OM =0OM, =0OM, =0OM, donc M, M, M, et M, appartiennent a un méme cercle de
centre O.
Conclusion M, M, M, et M, appartiennent a un méme cercle de centre O si et

) 1
seulement si MM '= EOM )

—
4) Donnons alors la mesure en radians de I'angle géométrique M'OM .

D'apres le résultat de la question 1. d), le triangle MOM " est rectangle en M ', donc
. , MM' 1 ] — S 7
sin(M OM): —— = —et par consequent M'OM = —
oM 2 6

Exercice 3-9
2) a) Condition pour qu’'un point appartienne a l’axe (Ox) et a un cercle donné.
b) Définition du diamétre d’un cercle dont on connait le centre.
3) a) Calcul algébrique dans C.
b) Interprétation géométrique de nombres complexes. Condition pour qu’un point
appartienne a un cercle donné.
4) a) condition pour que deux droites soient paralléles.(2 droites perpendiculaires a une méme droite)
b) Théoréme de Thalés ; Calcul algébrique dans C.
5) a) Calcul algébrique dans C.
b) Condition pour qu ‘un point appartienne a un cercle.
Solution
1) Figure compléte :
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2) a) Déterminons les affixes des points d'intersection de (F) et de l'axe (O, u )
M(z) (z = x + iy) est point d'intersection de (F) et de l'axe (O, u ) si et seulement si

y=0et (x—2)*+1=2. Les points d'intersection de (F) et de l'axe (O,a ) sont
d'affixes 1 et 3.

b) Déterminons l'affixe z, du point D diamétralement opposé au point B sur (T')
Le point D est tel que le milieu de [BD] est le point A. On a donc
Zetip ; ‘o _ z, d’ou 25, =22, -2, =3+2i

Ip -2y Ip—2Zy 6+2i

= - =2I.
g -2, 1-3i

3) a) Calculons le nombre complexe
g =1Ly

) s I, -2 -
b) Interprétons géométriquement un argument du nombre —2—" - en déduisons que
Zg — 1y

le point M appartient au cercle (T").

Ona:arg [M] = (W W)z arg(2i) =% (27). Donc le triangle MDB est
Zg — Ly

rectangle en M. On en déduit que M appartient au cercle de diamétre [BD] c'est-a-
direa ()

4) a) Montrons que les droites (DM) et (AN) sont paralléles.
Ona (DM) L (BM) ; comme N appartient au cercle de diamétre [AB], le triangle

ABN est rectangle en N autrement dit (BN) L (AN) de plus N € (BM ) on en déduit
que (DM) et (AN) sont perpendiculaires a une méme droite, donc elles sont

paralleles.
b) Déterminons I'affixe du point N.

Dans le triangle MDB, A est le milieu de [BD] et(DM) // (AN ) donc (AN) coupe le
2, +2, 4+3i
2 5

coté [BM] en son milieu. On a donc N milieu de [BM], d'ou z,, =
5) a) Déterminons l'affixe z,,. du point M.
i (3 6. .11 2.
Onalzy —Zg)=(2y —Zg)e 2 soit z,, =—i| =+ =i |[+1+i=—=+—I.
(20 -22)= (2 - 2,) w= e gifrri=t2

b) Montrons que le point M ' appartient au cercle(F )
ZB

+

z, 3+i

Soit E le centre du cercle (I") de diamétre [AB] ; z. =

2 2
A 2
Le cercle (F) a pour rayon —:£ et M'E =i:£ ; donc M'e(F').
2 2 2o 2

Exercice 3-10
Partie A

1) Calcul algébrique dans C
2) Equation du second degré dans C.
Partie B
1) Module et argument d’un nombre complexe
2) Quotient de 2 nombres complexes. Passage d 'une forme a une autre. Calcul algébrique.
3) Image d’un point par une rotation de centre O et d’angle donné. Symétrique d’un point par
rapport a [’axe des abscisses.
4) Transformations du plan et nombres complexes.
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Solution
Partie A :

1) Calculons ¢ = (1+\/§ + Zi)2 =4+2\/3—4+4 (1+ \/§)= 23 + 4i (1+ \/5)
2) Résolvons dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation :
z° —(3+\/§)2+(3+\/§)—i(1+\/§):0
A=3++3) - 48+ v3)-il+3)|= 243 + 4i L+ 3)= [+ 3+ 2if
Donc z, =1-i et z, =2++/3+i.

Partie B

1) |z,|=2 et al’g(ZA)=—%[27r].

2) a) i_B:l+2\/§+i3+2\/§ :
A

b) ;_B = (1+ \/5)[%+|§j = (1+ ﬁ)(cos%ﬂsin %) = (1+ \/§)e 5

A

/4

9 Onadone: 2, [+ 520 =034 B
3 &z, —e 0z, —(24B)e 2

b) 2 = £<ﬁ+\/5)e ilzJ = Z ; donc B, est le symétrique de B par rapport a l'axe (O, J).

4) M est un point du plan. M, son image par la rotation r et M ' le symétrique du point M,
par rapport a 1’axe (O, G). (E) est I'ensemble des points M du plan tels que M ' = M.

a) B, est1’image de B par r et B est le symétrique de B, par rapport a l'axe (O, J) donc
B = B’ et par conséquent B appartient a (E). O, =r(0) =0 et O est le symétrique de
O, (= O) par rapport a I’axe (O, G). Donc O appartient & (E) ; d’ou les points O et B
appartiennent a (E).

) 2 :eii% Z:ﬂei(g_gj ~alors 2'= 21 :/Iei(%‘e) .

M appartient a (E) si et seulement si M '= M ; c'est-a-dire z'=z.

il

Any i 5 i[s ] i0 i[%_ej io 4
z'=1z equivauta Ae =1e" ; e =e'"; donc 9:5—6+2k7z ;
0="1+kr keZ.
12
c) M e (E) équivautaM =0siz=0ousiz#0, arg(z) :9:%+k7r ; C'est-a-dire

(J, W)=%+k7r . d’ou (J, CW):(G, CTS)[%] ; ce qui donne (Cﬁ oTw):o [7]. Les

points O, B et M sont alors alignés ; M € (OB). L’ensemble (E) est donc la droite (OB).
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CHAPITRE 4

LIMITES ET CONTINUITE
DE FONCTIONS

Le mot fonction est emprunté sous la forme simplifiée funcion (1370) au latin functio
"accomplissement, exécution”, en francais courant.. C'est Leibniz (1646-1716) qui utilise le mot
fonction pour la premiére fois en mathématiques en 1673, mais la premiére définition fut donnée par J.
Bernouilli (1654-1705). Pour le symbole f (.), il a été introduit par Euler en 1734

Les mathématiques se sont d'abord intéressées aux limites de suites : on cherchait a savoir si, pour les
grandes valeurs de l'indice, les termes de la suite se rapprochaient d'une valeur particuliere, c'est-a-dire
si, & partir d'un certain rang, on était aussi proche que I'on veut de cette valeur particuliére. La notion
« étre proche » voudrait signifier « étre dans un voisinage arbitrairement choisi ».

Ensuite est intervenue la notion de limite de fonction, initialement rattachée a la limite de suite. Pour
chercher la limite d'une fonction quand la variable s'approche de a, on cherchait a déterminer la limite
de la suite (f(u,)) pour toute suite (u,) dont la limite était a. La complexité de cette approche et la
multiplicité des cas ont conduit a définir la notion de limite de fonction indépendamment de celle de
limite de suite. Pour pouvoir manipuler la notion de limite et I'exploiter sans erreur, il a été nécessaire
de la définir de maniére plus précise et plus formelle.

C’est dans cet esprit que Cauchy, en 1821, pour faire comprendre 1’idée de limite de fonction,
affirmait : « Si les valeurs successivement attribuées a une variable s’approchent indéfiniment
d’une valeur fixe, de maniére a finir par en différer aussi peu que ’on voudra, alors cette
derniére est appelée la limite de toutes les autres ».

C’est encore un peu flou, mais 1’idée est 1a. Elle a "été précisée par Weierstrass (1840-1860), qui a
écrit la définition moderne.

La notion de limite est trés intuitive malgré sa formulation abstraite. Pour les mathématiques, il
convient de distinguer une limite en un point réel fini (pour une fonction numérique) et une limite en
+00 ou —oo (pour une fonction numérique ou une suite).
e Les limites servent (entre autres) a définir les notions fondamentales de continuité et de
dérivabilité et contribuent a la représentation graphique de fonction dans un repere donné.

e De nos jours, les limites de fonctions et/ou de suites sont utilisées en Finance, en médécine...

» Le point sur les limites de fonctions prépare I'étude de la fonction en vue de sa représentation
graphique. Il serait alors important d'amener les €léves a illustrer graphiquement les limites de
fonctions dans un repére donné. Et aussi a partir de la courbe représentative d'une fonction, les
amener a retrouver son ensemble de définition, ses limites aux bornes de cet ensemble et
éventuellement les asymptotes a la courbe.

» La continuité de fonction numérique & une variable, sur un intervalle, prépare également la
construction de la courbe représentative de celle-ci dans un repére donné. (Car la courbe serait
tracée d’un trait continu sans rupture sur cet intervalle). L’allure de la courbe serait précisée par
I’étude de la dérivabilité de la fonction sur cet intervalle.

CE QU'IL FAUT RETENIR

A) LIMITES DE FONCTION

) Notion de limites d'une fonction numérigue.

1) Existence de limite d'une fonction numérique fen x, :
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(Outil pour justifier I'existence éventuelle de limite d 'une fonction f en un point X, )
La notion de limite d'une fonction numerique f en X, n'a de sens que si :

» festdéfinieenx, ; (x, réel); ou,

> X, estune borne d'un intervalle ou f est définie : (]—o,x,[ou]x,,a]ou

1%y, +oo[; X, fini ou non). En d’autres termes f doit étre définie « au voisinage de

X, » c'est-a-dire pour des x assez proches de X, .

Exemple : La fonction f définie par : f(x) = ‘ 2— XZ‘ —2 ;n’apas de limite en 0 ; car

D, =]-o0, —2]u{0}uU][2, + o[ ; fn’est pas définie « au voisinage de 0 » donc Iirrg) f (x)

nexiste pas.

2) Propriétes

(Outil pour déterminer la limite d une fonction f en un point X )
> Si x, € Dy etsi fadmet une limite finie I en x,, c'est-a-dire si f est définie « au

voisinage de x, », alors | =f (x,).

> XILrQ f (x) = | équivaut a lenQ (f(x)—1) =0 équivaut a : (au voisinage de X, ),

f(x) =1+ ¢ (x) avec XILH;I @ (X) =0. (X, fini ounon ;I un réel.)

Il) Opeérations algébrigues : (Calcul pratique de limites de fonction en x,)

(Outils pour calculer la limite d 'une fonction f en un point x, )

f et g sont deux fonctions numériques telles que DsNDg # @ ; X, un reéel, ou égal a — ou a
+00, au voisinage duquel f et g sont définies.

Si et si f
- . . . lim | —|(x) =
lim f(x) = | lim = |alors [lim (f +g)(x) = [lim (f xg)(x) =
X—)XO ( ) X—)XO g (X) X—)XO ( g)( ) X—)Xo ( g)( ) X—>X0 g
I
| I'#20 I+ | xI' I_
120 0 | 0 +oosil>0et 0°
Foosil <0et 0F
0 0 0 0 on ne peut pas
conclure
1£0 + o0 + o0 toosil>0 0
Foosil<O
0 4o 4o on ne peut pas 0
- conclure
too I'% 0 too +oo Sil'>0 +oosil'>0
Foosil'<0 Foosil'<0
o 0 b oo on ne peut pas +o00si 0%
conclure —wsiot
too too too +oo on ne peut pas
- conclure
4o Too on ne peut pas % on ne peut pas
conclure conclure

» Les cas ou on ne peut pas conclure, sont les formes indéterminées ; ce sont :

0

—o; 0xo; —;
o0 — ©O XOOO

o0

0
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Remargues

> A +o0 oua —oo, la limite d'une fonction polyndme est égale a la limite de son terme
de plus haut degré.

> A +o0 ouda —oo, la limite d'une fonction rationnelle est égale a la limite du rapport de
ses termes de plus haut degre.

» Si f est une fonction polyndme, ou une fonction rationnelle, ou une fonction
irrationnelle, ou une fonction trigonomeétrique, ou une fonction obtenue par opérations
sur ces fonctions citées, alors f admet en tout point X, € Dy, une limite finie | =f (X, ).

. ) . - . . sin X
» Pour les fonctions trigonométriques, on admet la limite suivante : l'moT =1.

Exemple : calculer en utilisant lim ﬂzl, lim 3|_n 2x )
X->0 X x>0 8in 3x
Solution : "msin2x_"msin2xxgx 3 _"msinZXng 1 —1><3><}—E
T x-0sin3x  x-0 2x  3x sin3x x-»0 2x 3 sin3x 371 3°

3x

I11) Enoncés admis
(Outils pour calculer la limite d 'une fonction f en un point X, )

1) Comparaison.

f, g, u et v sont des fonctions numériques. Au voisinage de X, , (X, fini ounon) :
> Sif(x)=u(x)etsi XIlnx1 u (x) = +o0, alors XIlrrxl f(x) =+oo0.

> Sif(x) <v(x)etsi XILrTX1O Vv (X) = — oo, alors XIerxlof(x) = —o,

> Siu(x)<f(x)<v(x)etsi XII%rTQ u(x) = XILrTX1 v (x) =1, alors x"fx] f (x) = I. (Théoréme
des gendarmes ou des sandwichos) O 0
Si | f()—1|<v () (lunréel)etsi X"ITQO v (x) =0, alors X'L”QO f(x)=1.
Sif(x) <g(x)etsi XILnQO f(x)=1let XILTO g (x) =1l alors 1 <. (I, I’ des réels)

Exemple : Calculer lim Jx sin (LJ
x—>0" \/;

Solution: ¥x>0,0na:

-1< sin(%)gl; donc —ﬁgﬁsin(\/l_jg\/;; et lim —+/x = lim ¥x =0 et alors on

X X x—0" x—0"

} ] 1
a lim \/;sm — | =0.
x—>0" (\/;J

2) Limite de fonctions composées: f=vou
> Silimu((x)=y, etsi limv(x) =1, alors lim f(x) = lim (vou) (x) =1
X=X X=Yo X=X X=X

(Xo, Y, etl finis ou non).

. JJl+cosx -1
Exemple : Calculer lim — .
H% COS X

J1+cosx —1

COS X

Solution : Posons u () = cos x et v (x) = ;ona (Vou)(x) = etla

J1+x -1
X
limite cherchée est lim (vou)(x). Alors ; lim u(x) = lim cosx =0 et

X— = X— = X— =
2 2 2
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/ _ . . 41+cosx -1
lim v (x) = "m1+—x1: Iim;:E ; donc lim (Vou)(x)= lim —:l.
x—0 x—0 X x>0 J1+x+1 2 x—>% x—)% COS X 2

IV) Asymptotes a la courbe (C¢) d'une fonction f. : Conséquences graphiques de limites

(Outils pour détrminer [’équation d 'une asymptote, pour montrer qu 'une droite est une
asymptote a une coube d une fonction f; ou pour donner les conséquences graphiques de
limite d une fonction en un point X, )

1) Asymptotes a la courbe (C¢) d’une fonction f

f est une fonction numeérique ; (C¢ ) sa courbe représentative dans un repere orthonormé

©, 1,]).
> La droite d'equation x =x, est une asymptote verticale a la courbe (C; ) si et
seulement si XIIHer f(x) = o, (x, €R).
» Ladroite d'équation y = | est une asymptote horizontale a la courbe (Cs) en o si et
seulement si 1im f(x) =1, (I eR).
» La droite d'équation y = ax + b est une asymptote a la courbe (C;) en oo si et
seulement si 1im[f (x)—(ax+b)] =0, (a et b, des réels).
Le signe de f (x) — (ax + b) permet de préciser la position relative de la courbe (Cs )
parrapport a son asymptote d'équationy =ax + b
o f . N
» Si 1|m(%j = oo , alors la courbe (C; ) admet une branche parabolique de direction
I’axe (Qy).
e f . o
» Si 1lm(%j =0, alors la courbe (C; ) admet une branche parabolique de direction
I’axe (Ox).
» Si 1im[f(x)—ax]:oo ; alors la courbe (Cf ) admet une branche parabolique de

direction la droite d’équation y = ax. (a € R)

2) Conséguences graphigues de limites de fonction : Illustrations graphiques..

. lim f(x)=o0 lim f(x)=1; | réel lim| f(x) —(ax+b)|=!1
Limites de f Pl X% ) X0 (x) Hoo[ ]
La droite d’équation La droite d’équation La droite d’équation
Conséquences X =X, est une y = | est une asymptote (D):y=ax+best
graphiques ™ asymptote verticale horizontale a la courbe une asymptote a la
a la courbe (Cf) (Cf) €n oo. courbe (Cf) en oo.

_ i : i
Illustrations y4 : y 4 y P
graphiques ‘ 7
(Des positions N| ‘\ _____ - | \R hy
possibles de Y Xo X —~ - - —>
(C¢) selon la s
limite de fen K
X OU €n o) il
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3) Recherche de branches infinies éventuelles d’une courbe (Cs) d’une fonction f.

lim f(x) =
v v | v
f(x
Iim(ﬂj:oo Iim(ﬂjzo [ ( )j a; (a=0)
X—>0 X X—>00 X x—>oo
¥ ' ¥
lim [f (x) —ax]= o lim[f (x) —ax]=b
v A o
2
(Cs ) admet une (Ct) admet une (C
¢ ) admet une
branche_ branche_ branche parabolique de N
parabolique  de parabolique de direction la droite (Ct) admet une
direction  I’axe direction I’axe d’équation y = ax en oo asymptote
(Oy) en © (Ox) en oo oblique, la droite
v ¥ v (D) d’équation
La courbe (Cs) n'admet pas d'asymptote oblique dans ces cas en oo. y=ax+bencw.

4) Hlustration graphigue de quelgques limites de fonctions a infini.

S

T lim £ (x) =+ |+ — lim f () =0 |-
T . f(x))
lim (— =
||m [ﬂjzm Y 3 | X—>+ © X
X—>— X
4 . f(x)j_
lim| —~2|=0
(1) 3. ol
l \ 4

—00

24 /
\ N / (D):y=ax+b
. . . . . . +00

lim [f (x) (ax+ b)] 0

[f(x)-(ax+b)]>0 ; >
\4 Xlirpw f(x)=1 et
[f(x)=1]<0
[ im(12)- (1)
Jim, 109 = Jim 109 =-

Ces illustrations sont des situations possibles pour des fonctions, mais elles ne peuvent pas
toutes représentées une méme fonction.

B) CONTINUITE DE FONCTION
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)  Fonction continue en un point ;fonction continue sur un intervalle.

1) Définitions ; Propriété
Soit f une fonction numérique ; x, unréel; I un intervalle inclus dans Ds .

Définition1 : Fonction continue en un point
Outil pour étudier la continuité d’une fonction f en un point X,, ou pour montrer qu une

fonction f est continue en x, .
> festcontinue en x,, si et seulement si x, € Dy, et f admet une limite en x, égale a f (x,):

c'est-a-dire si et seulement si f (X, ) existe et XIlrrx1 f(x)=f(x,).

> f est continue a gauche dex,, (respectivement a droite de x,) si et seulement si f (x,)
existe et lim f(x) = f(x,) (respectivement lim f(x)=f(x,))

X—Xo X—>Xg
Définition?2 : Fonction continue sur un intervalle
> f est continue sur l'intervalle | inclus dans D; si et seulement si f est continue en tout

point x, appartenant a I.
Propriétés
Outils pour étudier la continuité d’une fonction f sur un interevalle
> Si u et vsont deux fonctions continues sur un intervalle I inclus dans Dy N Dy, alors :

. . 1 u .
u+v;ku(kunréel) ; uxvsont continues sur | ; = et — sont continues sur | tel que
v v

v=0; vou est continue sur I.
Remargues
Outils pour étudier la continuité d’une fonction f sur un interevalle
» Si f est une fonction polynéme, ou une fonction rationnelle, ou une fonction irrationnelle,
ou une fonction trigonométrique, ou une fonction obtenue par opérations sur ces
fonctions citées, alors f est continue sur chaque intervalle de son ensemble de définition.
» Toutes les fonctions de reférence sont continues sur tout intervalle ou elles sont définies.
» Comme conséquence graphique de la continuité d’une fonction numérique d’une
variable réelle sur un intervalle, est que dans un repere donné, sa courbe représentative
est tracée d’un « trait continu » sans rupture sur cet intervalle.

T ]
V— a -1 1 X
X
-1
-1
Courbe de foncti i b O
ourbe de fonction continue sur [g, 5] Courbe de fonction non continue sur [, &)

Exemple : Etudier la continuité de la fonction f sur R définie pour tout réel x par :

s - (1 .
F(x) = X -sm(F six=0
0 si x=0

. . (1 ] 1 )
Solution : Six # 0, f(x)=x"-sin (—2) - les fonctions x—x 4 ; x = — et X+ sin x, sont
- X X
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. * ) ‘e . (1 .
continues sur R en tant que fonctions de références ; la fonction x— sm(—2 est continue sur
X

R"en tant que composée de fonctions continues sur R". La fonction f définie par :

. (1 . * . . . *
f(x) =x*-sin (—Zj est donc continue sur R~ comme produit de fonctions continues sur R .
X
. (1 (1
Six=0,f(0)=0;Vx=0, —lésm(—zjsl donc —x* <x* -sm(—zjg x*
X X

. . . . . (1 .
lim (— x“): Im?)x4 =0 ; etalors Ilrrz)f(x) = |II’T}) x* -sm(—zj=0= f (0) ; donc f est continue
X— X—> X—> X

x—0

en 0. f est continue sur R” et en 0 ; donc f est continue sur R.

2) Prolongement par continuité
(Outil pour montrer qu'une fonction est prolongeable par continuité en un point, ou
pour déterminer la fonction prolongeant par continuité une autre fonction en un point)

» Si fest définie sur E \{a} (E un intervalle de R et a un réel) ou sur ]—oo, a[ ou
Ja,b]Jou]a, +oof , ... ;etsi IXer; f (x) =1 (I R), alors on peut prolonger la fonction f

par continuité en a en une fonction g définie et continue sur E, ou sur ]—oo, a] ou

. . Jg(x)="f(x) si x=a
[a, b] ; ou[a, + [,....,par.{ g(@) =1

I1) Propriétés des fonctions continues sur un intervalle

1) Image d'un intervalle par une fonction continue : Théoréme
(Outil pour déterminer I’'image d’un intervalle par une fonction continue)

» Soit f une fonction numérique definie sur un intervalle I inclus dans Ds;
si f est continue sur | (inclus dans Dy), alors I'image de | par f notée f ( 1) est un
intervalle de la méme nature que I.

» Graphiquement, la courbe représentative (C; ) de f dans un repére donné est tracée
d’un « trait continu sans rupture » sur I.

2) Théoréme de la bijection
(Outil pour montrer qu 'une fonction f réalise une bijection d’un intervalle I vers un
intervalle f (1) ; et pour tracer la courbe de la bijection réciproque)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I inclus dans Ds;

» Si f est continue et strictement monotone (strictement croissante ou strictement
décroissante) sur un intervalle | alors f réalise une bijection de I vers f (I) = J.

> La bijection réciproque de f notée f ~* est continue sur f (I) et varie dans le méme
sens que f. Sa courbe représentative (C ') dans un repére orthogonal est le symetrique
de la courbe représentative (Cs ) de f par rapport a la premiére bissectrice, la droite
d'équation y = x.

Sur la figure ci-dessous, (C ) représente la courbe représentative d’une bijection sur
] —o0, 2] et (C”) celle de sa réciproque.
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x=1| ¥l
=x
3 )
p=2

p—_ o
1 -"""’—F.‘TE']
// —
- =55 - _h 1 i 4 " R ox
' =
i x=2

3) Theoreme des valeurs intermédiaires.
(Outil pour montrer qu 'une équation de la forme f(X) = m admet une solution unique
dans un intervalle donné)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I inclus dans Ds.

» Si f est continue et strictement monotone sur | = [a, b], (ou sur | = [a, b[), alors pour
tout réel m € f (1), il existe un unique réel a € | tel f (@) = m. Autrement dit I'équation
f (X) = m (d’inconnue x) admet une solution unique « € I.

» D’une maniére générale, si f est continue sur I’intervalle | = [a, b], alors pour tout
nombre réel m € f (1), il existe au moins un reel ¢ € I tel que f (c) = m.
On dit que toutes les valeurs intermédiaires entre f (a) et f (b) sont atteintes par la
fonction f au moins une fois.

4) Principe de localisation. (un cas particulier du théoréme des valeurs intermédiaires)
(Outil pour montrer qu 'une équation de la forme f (x) =0 ou f (x ) = u (x) (en posant
g (x) =f(x) —u (x) = 0) admet une solution unique dans un intervalle donné)

» Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I inclus dans Ds;
si f est continue et strictement monotone sur | = [a, b], (ou sur | = [a, b[) et si de plus

f(a) xf(b) <0, (ouf(a)et IXiLrg f (x) sont de signes contraires), alors I'équation

f (x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle ]a, b.

IHlustration graphique.

1 il
4 l )

ul —| » fe)="1(,)="1()=m
> fla)=0

1) La fonction f est continue sur I = R ; selon la position de m dans l'intervalle f (1),
il existe une, deux ou trois valeurs de c € | telles que f (c) = m.
Par conséquent, dans le cas général, il existe au moins un c € I tel que f (c) =m.

2) La fonction f est continue et strictement décroissante sur [—1, 2] ; pour tout m de
I'intervalle f ([—1, 2] ), il existe une seule valeur c (ici ¢, € [—1, 2] telle que

f (c,) = m. Par conséquent, dans ce cas, il existe un unique c € I tel que f (c) = m.

3) La fonction f est continue et strictement décroissante sur [—1, 2] par exemple ; de plus
f(=1)>0etf(2) <0(f(—1) x f(2) <0; donc I’équation f (x) = 0 admet une solution
unique a € [—1, 2]. Dans ce cas, il existe un unique @ € I tel que f (&) = 0.
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 4-1
1) Déterminer la limite en x, de la fonction f dans les cas suivants :
—2X+A/X
A= 2L = X228 =
x> —4 x> -1
VX+1-2 _J2—
Ofpg= T2y o3 gy fpg= X2TX =1
X—3 VX+3-2x
1- 2sinx—1 : . Si
f)= Xy 20 ffey= X2y =7 (Onsaitque lim "X 1)
X X—E 6 X =0
6

2) Déterminer les limites suivantes :

a) lim (\/sz +1+3x); b) lim (\/x2+1—x); c) lim VX" -Ltx ;

X——© X—+0© X—>—00 X +1

Exercice 4-2
. A1+ x-1 1
1) Démontrer que : lim +T =5

2) En utilisant les limites de fonctions composées, calculer :

> 1/1+cos(x+£)—1 -
1+x° -1 . 4 ] \/1+3|n3x—1
T ex

a)lim ———; b) lim ;¢ lim
4x % cos(X+ %) =0

Exercice 4-3
1) Déterminer les limites en O de chacune des fonctions suivantes :

a) f/f(x):1+x25in% ; b)g/g(x):xzcosi ; ¢h/h(x)= Xi—Zcosx—lz.

2) Déterminer les limitesen +oo eten —oo de chacune des fonctions suivantes :

. 1 2X — C0S X*
a)f/f(x)=x+2sin3x;b)g/g(x)=— ;c)h/h(x)=——— ;
) 1(x) )979(x) X + COS X ) (x) sin X + X
d) K/ k(x) = X COS X
Exercice 4-4
On rappelle que lerrg% =1.
1) Soit la fonction f définie par f (x ) = 1—(;*2)(.
, 25|n
a) Démontrer que f (x) = ; déterminer Ilm f (x).
b) En déduire que : lim 1_CSSX .
x—0 X 2

2) Déterminer les limites suivantes :
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tan x sinx | sin 3x

a) im —— ; b)lim :o¢) lim ——.
) x>0 X )Ho JX ) e 1-2cosx
Exercice 4-5
Etudier la continuité de la fonction f sur son ensemble de définition dans chaque cas.
_ 3 1 ci x< 2 _
S lax f(x) x_+2x 1;si x<0 f(x)=X + X 2;six<1
1)f(X):W;2) f(X)—SmX'SiX>0 ; 3) x—1
N f(X)=+x-1+3; si x>1
Exercice 4-6

Dans les cas suivants, la fonction f peut-elle étre prolongée par continuité en a ?
Si oui, préciser le prolongement continu.
2x* +x-3
1) f(x)= [ ;sur]—oo,—1[, a=-1;
X

2 —
2 109= 22 surga, woof, a=1;
X i
1- 2
3) F()= o isur]o, +oof, a=0;
4) f(x)= xzizvx+d ;sur 13, +oof, a=4.
X—3
Exercice 4-7

Soit f la fonction définie par f (x) = VX +2x—1 ; et (C; ) sa courbe représentative dans un
repére orthonormal (O, i, j ).

1) a) Déterminer son ensemble de définition Ds, puis montrer que f (x) = /(X +1)* =2

b) Montrer que la courbe (C¢) admet un axe de symétrie d'équation x = —1.
2) a) Montrer que la droites (D;) d'équation y = —x — 1 est une asymptote a (Cs ), en —oo.
b) Montrer qu’en +oo (Ct) admet une asymptote (D,) dont on précisera son équation.
c) Etudier la position relative de (C¢ ) par rapport a (D;) au voisinage de —oo, et par
rapport a (D,) au voisinage de +oo,

Exercice 4-8

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [-7z, 0] par : f (x) = X sin X + cos x.
1) Démontrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique « appartenant a l'intervalle

]-=, O[. A quel intervalle }7[’ —%[ou }—% 0{ « appartient-il ?

2) Donner I'image de l'intervalle [ -z, O] par f.

3) Montrer que la restriction de f a l'intervalle [—% O} est une bijection de {—% 0} vers
un autre intervalle a préciser.

Exercice 4-9

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]—oo, 0[]0, 1[U]L, +oof.
On sait que
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Iirp f(x)=-1; f(x)+1<0; Iirrgf(x):—oo; Iirrg)f(x)=+oo; Iirqf(x):—oo;
x<0 x>0 x<1
limf(X)=+00; lim f(x)=-c ; lim[f(X)+(x+1)]=0 et f(X)+x+1>0.

x—1
x>1

Dans un repére orthonormé (O, I_j ) illustrer graphiquement ces limites de la fonction f.

Exercice 4-10

La courbe ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f dans un repére
orthonormal.

Par la lecture graphique :

1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f

2) Déterminer les limites de f aux bornes de Ds

3) Préciser s'il y a lieu les equations des asymptotes a la courbe.

|| 1-4 d

.
nk
b
la

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 4-11
. : - . . e 1-+1-x*

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f (X) = ———.
1) a) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f.

b) Etudier la parité de f .

c) Etudier la continuité de f sur Dsx.
2) a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.

b) Définir la fonction h prolongeant f par continuité en 0.

Exercice 4-12
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [—2, 2] par : f (x) = 1 + 3x — x°.
1) Montrer en utilisant le principe de localisation que I'équation f (x) = 0 admet :

a) une racine unique X, appartenant a l'intervalle ]—2, —1[ ;
b) une racine unique X, appartenant a l'intervalle -1, 1[ ;
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C) uneracine unique X, appartenant a l'intervalle ]1, 2[.

2) On se propose de déterminer la valeur exacte des trois racines de I'équation f (x) = 0 sous
la forme 2sin«.
a) Montrer que pour tout réel t ; sin 3t = 3sin t —4sin® t. (On pourra utiliser les nombres

complexes).
b) Montrer que la fonction g définie par g (t) = 2sin t réalise une bijection de I'intervalle

[—1, E} vers l'intervalle [-2, 2].
2 2

c) En déduire en posant x = 2sin t, que I'équation f (x) = 0 ou x appartient a [—2, 2] est

équivalente a I'équation 1 + 2sin 3t =0 ou t appartient a [—% %} .
d) Exprimer les trois racines de I'équation f (x) = 0 sous la forme 2 sina, avec «
appartenant a oz
2" 2]

Exercice 4-13
La courbe ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f.
Par la lecture graphique,

1) déterminer I'ensemble de définition Dy ;

2) déterminer les limites de faux bornesde Dy ;enOeten4;
3) préciser s'il y a lieu les équations des asymptotes a la courbe ;
4) preciser la position relative de la courbe avec la droite d'équation y = x + 1.

Exercice 4-14
On considere la fonction f de la variable réelle x definie par : f(x) =2x—sinx ; (Cs) désigne
sa courbe dans un repere orthogonal (O, i, ])
1) a) Etudier la parite de f.
b) En déduire une conséquence graphique pour la courbe (Cs).
2) Montrer que 0 est I’unique solution dans R de I’équation f (x) = 0.
3) a) Montrer que pour tout réel x, 2x—1< f(x) <2x+1
b) En déduire les limites aux bornes de Ds.
¢) Montrer que la courbe (Ct) n’admet pas d’asymptotes.
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4) On considére les droites (D1) d’équationy =2 X — 1 et (D,) d’équationy = 2 X +1.
a) Déterminer les points communs a (Cs ) et a (Dy).
b) Déterminer les points communs a (C¢) et a (Dy).

5) a) Exprimer f (x + 2 ) en fonction de f (x).
b) Préciser la transformation géométrique qui permet de passer de la partie de (Cy)
représentant la restriction de f a I’intervalle [~-7, 7] & la partie de de (Ct ) représentant
la restriction de f aux intervalles [-7+ 2k z, 7+ 2k 7],k € Z.

Exercice 4-15
1) On considere la fonction f; définie sur [0, +oo [ par: f,(x) = 2X—2++/x
a) Déterminer la limite de f, en + oo.
b) Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une solution unique «;, sur [0, + oo [.
c) Montrerque 0 < ¢, <1.
2) Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f_, définie sur [0, + oo [ par

fn(x):2x—2+£
n

a) Déterminer lalimitede f_ en+ oo

b) Deémontrer que I'équation f,(x) =0 admet une unique solution «, sur [0, + oo [.
c) Justifier que, pour tout entier naturel nonnuln,0 < o, < 1.

Ja,

2n

3) Démontrer que pour tout entier naturel nonnul n: f, (a,.,)> 0.

4) Etude de la suite (e, )

d) Montrer que pour tout entier naturel nonnuln: o, =1-

nx1

a) Montrer que la suite (e, ) _, est croissante.

b) En déduire qu'elle est convergente.

Ve,
n

c) Utiliser I'expression «, =1— pour déterminer la limite de cette suite.
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 4-1
u : .
1) a) Limite de L e X, ,0U X|IFTX1 u(x) =0 et X|Inx1 v(x) =0 : b) Factorisation et simplification ;

c) Expression conjuguée et simplification ou nombre dérivé ; d) Double expressions conjuguées et
simplification ; e) et f) Limite par comparaison ou nombre dérivé.
2) a) Factorisation ; b) Expression conjuguée ; c) Simplification.

Solution

1) a) +oo agauche de 2 et —oco a droitede2; b) 2; c¢) %; d) —g; e)0; f) V3.
2)a)—; Db)0; c) -1

Exercice 4-2
1) Calcul de limite en utilisant les expressions conjuguées et simplification ou nombre dérivé.

2) lim(vou)(x)

Solution
. Al+x-1 (e .
1) |In’(l) — est le nombre dérivé de la fonction x —» +/1+x en0;
est d 1 1
c estaonc = —.
2+/1+0
1 1 1
2)a) =; b)y—=; c¢)—.
)z b o
Exercice 4-3
1) et 2) Limites par comparaison ; théoréme des gendarmes.(—1<sina <1 et —1<cosa <1)
Solution

1a)l; b)0; c) +ooadroite de 0 et —co a gauche de 0
2) a) +tooen+oo et —ooen —oo; b)Oen+ooeten —oo; C)2en+ooeten —oo;
d) O en +oo et en —co.

Exercice 4-4
. sinx
1) Formules de duplication ; lengT =1
ee eis . g . sin X
2) Définition de tan x ; changement de variables, formules d’addition )|(Im0 =1.
Solution
H) a2
1) a)1-cos2x =2 sin*x ; donc ! c0232x: 2st X ;alors lim f (x) =lim Zsmz X_2 ;
X X x—0 x—0 X
L 2$in2@xj
—COS X
b) = > , donc
X X
. ,(1 (1 (1
2sin°| —X sinf —x| sin| —X
. 1-cosx . 2 . 2 2 1 1
M — M =M 5
X—> X X Ly *y
2 2
. tanx . sinx 1 . Si . Si . Si
2)a) lim — =lim——x——=1; b) lim X _ |msmxxi=llmsmx><\/;:0 ;
x—0 X x=>0 X COS X x—0 \/; x=0 X \/; x=0 X
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) sin 3x . —sin3X
c) Posons X :x—Z donc, X=X +Z et im —— = |lim
3 ™ 1—2c0s X X0 T
3 1-2cos| X +§

2COS[X +%) —cos X —~/3sin X ; d’ou )I(imo —sin3X = >|<imo —smfj/)i _
> 1—Zcos[x+”] >0 1—cos X ++/3 sin X
. _ sin?| = X
lim —sin3X — lim _sin3X y 3 l-cosX 2
X—0 1—cos X +\/§sinx X =0 3X 1-cos X +\/§SinX ' X EX
X X 2
i —a “1-cos X : sinx |- 3\/_ =3
- 3X 3 0++/3
X X
Exercice 4-5
Continuité en un point ; opérations sur les fonctions continues
Solution

1) fesrcontinue sur D; =[1, + o[ : car la fonction x —+/x—1+ x est continue sur
[1, + oo en tant que fonction irrationnelle ; x > x? +1 est continue sur R en tant que

MX=14+X
=

est continue sur [1, + oo[ en tant que
X +1

fonction polynéme ; donc f: x

quotient de fonctions continues.

2) fn’estpas continue sur D = R car f n’est pas continue en 0 ;
2
. . XS +Xx—2 .
3) fest continue sur Ds = R car la fonction x H—l est continue sur R\ {1} en tant
X —
que fonction rationnelle, donc elle est continue sur ]—oo, 1] ; X —>+/x—1+3 est continue
sur [1, +oof en tant que fonction irrationnelle donc f est continue sur R \ {1} ; mais

2
lim f(x) = Iimx+—xl_2:3 =f(@3)et lim f(x)= limvx-1+3=3=f(3), d’ou f est
x—1" x—1"

x—1" x—1 X —

continue en 1. f est alors continue sur R\ {1} eten 1 ; donc f est continue sur R.

Exercice 4-6
Définition de fonction prolongeable par continuité en un point a.
Solution

1) Nonen-1:car lim f(x)=o0 ;
Xx—>-1

. 3 . e
2) Oui en 1: 1legD; et len}f(x)za; donc la fonction ¢ est definie par

p(X)=T(x); si x=1

o0 -

3) NonenOQ:car Iirrcl) f(X)=o ; 4 Nonen4d: 4eD, etfestdéjacontinue en 4.
X—>

Exercice 4-7
1) «contraintes » de certaines opérations dans R ; Trindbme du second degré ; Eléments de
symétries d ‘une courbe : axe de symétrie d une courbe (Cy)
2) Asymptote & une courbe a linfini ; Position relative d 'une courbe et d’une droite dans le plan.
Solution
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1) a) D, =]- o0, ~1-v2]U[-1+2, + oo, VX? +2x—1 = J(x+1)? —1-1 = /(x +1)? 2

b) f(2(-1) —x)=+/(~x=1)2 =2 = f(x) ; donc la droite d’équation x = —1 est un axe de
symeétrie de la courbe (Cs).

2) a) Iirp f(X)—(—x-21) = lim

-2
= J(X D =2+ (=x=1)

=0 ; donc (D) est asymptote a (Cs)

a —oo,
1+ 2 1
NG _ v 2
b) lim f)_ lim VX" *t2x-1_ .V o x x* 4 :
X—> 400 X X—>+00 X X—>+00 1
5 1
X

lim f(x)—x= lim

i i /1+E_i2+1
X X

une asymptote (oblique) (D;) d’équationy =X + 1 en +oo,
-2

F(X) = (—x-1) =
9 TH-x=9 JX+1)? =2 +(-x-1)

voisinage de —oo (Cy) est en dessous de (D).
f(X)—(x+1) = 2

JX+1)2 =2+ (x+1)

de +oo (Cs) est en dessous de (D5).

=1; (Xl_imof(x)—(x+l) =0) ; donc (Ct) admet

< 0 pour x tendant vers —co ; donc au

< 0 pour x tendant vers +oo ; donc au voisinage

Exercice 4-8

1) Principe de localisation

2) Image d’un intervalle par une fonction continue
3) Théoreme de la bijection.

Solution X
1) f'(x)=xcosx ;sur[-z,0] onalesvariations de f;

i
2
f est croissante l:—ﬂ', —%} et décroissane sur {—% o] f(X) + 0 -
i
2

D’apreés le tableau de variations de f ; f est continue et f(x) /v

strictement croissante sur {—;z, —%} et strictement 1 \1

décroissante sur [—% 0}; deplusf(-7)<0;f (—%) >0etf(0)>0;donc d’apres le

principe de localisation appliqué a f, I'équation f (x) = 0 admet une solution unique a

appartenant a l'intervalle ] -z 0] ; et @appartient a I’intervalle }—;z, z {

2) L’image de I’intervalle [-7, 0] par f, est I’intervalle [—1, %} .

3) Larestriction de f a I'intervalle [—% O} est continue et strictement décroissante sur
[—%, O} d’aprés le tableau de variations de f. Donc d’aprés le théoréme de la bijection,

cette restriction est bijective de {—% 0} vers {1, %}
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Exercice 4-9
Interprétation ou illustration graphique des limites ; asymptotes a une courbe

\ X||_)rg+f(X):+OO 5 < Xlinl]+f(x):+oo

<
1
|
x
|
-
[

I
w
U N
N
%
////j
b
-1
N
w
iy
1

v
A 4

lim f(x)=-o0 et

X—> +o0
fX)+x+1>0

et f(x)+1<0

lim f(x) = —oo

x—>1"

lim f (x) = —oo

x—>0"

Exercice 4-10
1) ; 2) ; 3) lllustration graphique des limites ; asymptotes a une courbe ; lecture graphique
Solution
1) D; =]-o, —2[U]-2,0[U]0, 2[U]2, +oof
2) Par lecture graphique,
lim f(x)=—o0; lim f(x)=-o0; lim f(X)=+o0; Iirr(l) f(X)=—w; Iirrg) f(X)=-o0;
X—>—c0 X—>-2" x—>-2" X—> X—>
x<0 x>0
Iirn2 f(X)=+o0; Iim2 f(X)=—o0; lim f(x)=1.
x<2 X>2
3) Les équations des asymptotes sont :
y=x+1; y=1;, x=-2; x=0¢et x=2

Chapitre 4 : Limites et continuité de fonctions Page 97



CHAPITRE 5

DERIVEES ; PRIMITIVES
DE FONCTIONS

Des la seconde moitié du XVII° siécle, le domaine mathématique de I'analyse numérique connut
une avancée prodigieuse grace aux travaux de Newton et de Leibniz en matiere de calcul
différentiel et intégral, traitant notamment de la notion d'infiniment petit et de son rapport avec les
sommes dites intégrales.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) dans son traité « Nova methodus pro maximis et
minimis, itemque tangentibus » publié en 1684; avait introduit la notation moderne d’une intégrale
dées 1675, calculé les dérivées des fonctions usuelles en 1676 et démontré les régles de dérivation
des produits, quotient et composées de fonctions en 1677. Il introduit la notation dx ; dy comme
différences des valeurs successives prises par les variables x, y.

C'est cependant Blaise Pascal qui, dans la premiére moitié du XVII° siécle, a le premier mené
des études sur la notion de tangente & une courbe lui-méme les appelait « touchantes ».

Wallis, mathématicien anglais (surtout connu pour la suite d'intégrales qui porte son nom)
contribua également a l'essor de l'analyse différentielle.

C'est au XVIII° siécle que d'Alembert introduit la définition plus rigoureuse du nombre dérivé
en tant que limite du taux d'accroissement sous une forme semblable a celle qui est utilisée et
enseignée de nos jours. Cependant, a I'époque de d'Alembert, c'est la notion de limite qui pose
probléme : I’ensemble R n'était pas encore construit formellement. C'est seulement avec les
travaux de Weierstrass au milieu du XIX°siecle que le concept de dérivée sera entierement
formalisé.

C'est a Lagrange (fin du XVIII® siécle) que I'on doit la notation f '(x), aujourd’hui tout a fait
usuelle, pour désigner le nombre dérivé de f en x.

e La notion de dérivée est une notion fondamentale en analyse. Elle permet d'étudier les
variations d'une fonction, de construire des courbes et des tangentes a une courbe ; de
résoudre des problémes d'optimisation....

e Ensciences, lorsqu'une grandeur est fonction du temps, la dérivée de cette grandeur donne la
vitesse instantanée de variation de cette grandeur, et la dérivée de la dérivée donne
I'accélération.

e Le nombre dérivé, s'il existe, s'interpréte donc de plusieurs fagcons : numériquement, en
termes d'approximation affine ; géométriquement, en terme de tangente ; cinématiquement,
en terme de vitesse instantanée ; en économie, il est lié aux quantités marginales.

e La notion de dérivée et / ou de différentielle est largement utilisée dans la plupart des
branches scientifiques (en Physiques ; en Biologie en Chimie ; en Economie .....)

» La dérivée d'une fonction numérique d'une variable réelle n'est pas nouvelle pour les éléves

des classes de terminales. Elle prolonge 1’étude sur les limites de fonctions.

» Les primitives, nouvelles notions pour les éléves de terminales, préparent le calcul intégral..

CE QU'IL FAUT RETENIR.

A) DERIVEES DE FONCTIONS

) Dérivabilité en un point

1) Nombre dérivé
(Outil pour étudier la dérivabilité d 'une fonction en un point ; OU pour montrer
qu’une fonction f est dérivable ou non en un point ; ou pour déterminer la limite
d’une fonction f (dérivable) en un point X,)
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Soit f une fonction numérique d’une variable réelle x définie sur Ds ; X, € Ds.

. - . o )= (%)
> Ondit que f est dérivable en x, si et seulementsi: lim ——————=

(ou
X—Xg X — XO

. F(x,+h)y—f(x
Ilm ( 0 ) ( 0)
h—0
appelée nombre dérivé de fen X, ; ou encore si et seulement si il existe un réel A
et une fonction & définie sur un intervalle contenant O tels que x,+h € D, et

f(x, +h)= f(x,) +Ah+h g(h); avec lim&(h) =0 ; le réel A est le nombre

) existe et est finie. Cette limite finie est notée f'(x, ) et est

dérivé de fen x, ; il estnoté f'(x,) ou %(xo).

. o _ o - f(x
> festdérivable a droite de x, si et seulementsi : I|m+ %
X—>Xp AN

ou lim f (X, +h)— f(x,)

h—0* h

fa'(x, ) et est appelée nombre derive de f a droite de X, .

(o . . o )= (%)
> festdérivable a gauche de x, si et seulementsi: lim T
X—>Xg — Xy

) existe et est finie. Cette limite finie est notée

ou tim 10 = 104)

h—0~ h

fg'(x, ) et est appelée nombre dérivé de f a gauche de x, .

) existe et est finie. Cette limite finie est notée

Exemple : 1) Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par : f(x) =x®—3x*+1en 1.
2) Sachant que la fonction f définie par f (x) =+/x+1 est dérivable en 0 et que f '(0) :%

. L., . Alx+1-1
calculer en utilisant la définition du nombre dérivé lim ———.
x—0 X

Solution: 1) Ds =R ;donc1e€Ds ; f(1)=-1;
3 2 3 2 2
lim fO)— 1@ _lim X -3x“+1-(-1 _lim X —-3x“+2 _lim (x=D(x* —2x-2) _
x—1 X—1 x—1 X—-1 x—1 X—1 x—1 X—-1
donc f est dérivableenlet f'(1)=-3.0uvh=+0

f@+h)=@A+h)®-30+h)?> +1=1+3n+3h*+h®-3(1+2h+h?)+1
f(l+h)=-1-3nh+h(h*)=f@)+Ah+h g(h) ; avec t!ingg(h) :rllirr}(hz):o ; ce qui

-3

prouve que f est dérivable en 1 etonabien A= f'()) =-3= j—f(l)
X
2) En posant f(x) =+/x+1, Iing)—”(*l_1 = |imOLg(O) = f'(0) (par définition du
X—> X X—> X_
nombre dérivé) or f'(0) = % : donc |irr3)—“x+1_1 = % :
X—> X

._sinx . sinx-sin0
Par exemple lim =lim
x>0 X x—0 Xx—=0

dérivableen 0 et sin'x=cos x, V x € R.

= (sin'0) = cos0 =1 ; car la fonction sinus est

2) Tangente a une courbe d’une fonction : Consequences graphigues de la
dérivabilité d’une fonction en un point
(Outil pour déterminer I’équation d’une tangente a une courbe d’une fonction en un point
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d’abscisse donné ; ou pour donner les conséquences graphiques de la dérivabilité d une
fonction en un point donné).
Soit f une fonction numérique d’une variable réelle x définie sur Dy ; x, € Dy, (Cr) sa

courbe représentative dans un repere donné.
> Si f est une fonction dérivable en x, , alors sa courbe représentative (Ct ) admet au

point d'abscisse x, une tangente d'équation y = f'(x, )(x = x, )+ f (X, ).
i F00= (%) JORICIN
X=X, X— X,

différents, alors f n’est pas dérivable en x, et donc la courbe (Cs) admet au point
d’abscisse X, deux demi-tangentes d’équations respectives y =1, (x —x, )+ f (x,)
adroite et y =1, (x—x,)+ f (x,) a gauche. Le point d’abscisse X, est appelé
point angleux de la courbe.

i F00= (%) - F(x) _,
X=X, X—X,

réel et I’autre infini, alors f n’est pas dérivable en X, et donc la courbe (Cr) admet
au point d’abscisse X, deux demi-tangentes dont une verticale d’équation X = X,
et I"autre d’équation y =1, (x—X, )+ f(x,) si I, =coou y=1,(x—x,)+ f(x,)

Si |, = oo,

> Si =l et lim avec |, etl, deux réels

X—Xo" X—Xg

> Si =], et lim , avec I’un des deux |, ou |,

X—>Xg" X=Xy

TO)=T(%) _ o, alors f n’est pas dérivable en x, et donc la courbe (Cy)
X=X,

admet au point d’abscisse X, une demi-tangente verticale d’équation X = X, .

> Si lim

X—>Xg

Tableau recapitulatif
f est une fonction numérique d’une variable réelle x ; X, un réel appartenant a Ds; (Cs) sa

courbe représentative dans un repere donné.

lim f(X)_ f(XO) =1

1

. ()= f(x,) XoX X=X, 00— f(x,)
srivahilits lim ————=% —| lim ———% -
Der::vablllte de % X—X lim f(x)— f(X,) Lo X=X
en X, le R X—Xo X=X, ?
I, #1,, 2 réels

v

v

v

Conséquences |y

La courbe (C;) admet
au point d’abscisse X,

La courbe (C;) admet
au point d’abscisse X,

La courbe (C;) admet
au point d’abscisse X,

graphiques une tangente de pente | deux demi-tangentes | une demi-tangente
| et d’équation : de pente respective I; | verticale d’équation
y=Il(x—x,)+ f(x,) |adroiteetl,agauche. | x= x,.
Illustrations vt P v 7y
graphiques R y S
(Des positions Yo| .~ : y \
possibles de : 0 Yo[ ™" :
(Cy) selon le | _ T x >
sens des 0 Xo X ?
variations de f.)
Remargue
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Si f est dérivable en X, , alors lim TO-T(%) _

= f'(X,) ; ce qui se traduit que lorsque x
X—Xo X — XO

estvoisinde x,, f(x)= f(x,)+ f'(X,)(X—X,) ; le polyndme f(x,)+ f'(x,)(x—X%,) est

appelé approximation affine de f (x) au voisinage de x,.Ou encore en posantx = x, +h:

f(x +h) f(x,)

h—>0

= f'(x,) donc au voisinage de Xx,, f(x, +h)= f(x,)+ f'(x,)h.

I) Dérivabilité sur un intervalle.

Soit f une fonction numérique ; I un intervalle inclus dans Dx.
1) Dérivée de f

» festdérivable sur I, si et seulement si f est dérivable en toutpoint x,

appartenant a .
> La fonction dérivée ou la dérivée f ' est définie sur I :

f':T- R
X () = lim f(x+h)—f(x)

h—0 h

2) Dérivabilité et continuité
(Outil pour étudier la continuité d’'une fonction (déja dérivable) sur un intervalle)
Si f est dérivable sur I'intervalle I, alors f est continue sur I.
NB : La réciproque est fausse, par exemple, la fonction x +— VX est continue sur [0, + oof
mais est dérivable sur ]0, +oof.

3) Dérivees successives de f
(Outil pour calculer les dérivées successives d’une fonction)
» Si fest dérivable sur l'intervalle I, alors f ' est la dérivée premiére de f ; et on

note f'= ﬂ
dx
> Si f ' estdérivable sur l'intervalle I, alors sa dérivée est notée f" et est
2
. e f
appelée dérivée seconde de f. On note f" = (jj >
X
> Si f" estdérivable sur l'intervalle I, alors sa dérivée est notée f™ ou f© et
. se . d*f
est appelée dérivée troisieme de f. Onnote "= f® = o
X

d"f PR ., ~
> fM = oy est la dérivée n-iéme de f. ; c’est la dérivée de f " :
X

£ :(f (nfl))'.

Exemple : Soit f la fonction définie pour tout x = 0 par f(x) = 1 ; alors :
X

F00="21 1700 =2 1900= "2 10920 (2D
(-1'nt

n+1

on montre par récurrence que pour tout naturel n, ™ (x) =
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4) Dériveées de fonctions usuelles ou de références
u est une fonction usuelle ; u' sa dérivée sur |

Si u(x) = Alors u'(x) = Par exemple sur | =
a (aétantun réel) 0 R
ax+Db (aetb étant des réels) a R
x" (n étant un entier naturel) nx"t R
x" (re@Q) rx 10, +oo
sin x COS X R
COS X —sin x R
tan x _— =1+tan’x _rz
COS* X 2 2
-1 2
cotan x —— = —1—cotan” x 10, 7 [
sin“ x
sin (ax+b) acos (ax+h)
cos (ax +b) —asin(ax+hb)

5) Propriétés algébriques : Calcul pratique de dérivée de fonction
(Outil pour déterminer f” (x) f étant une fonction dérivable ; ou pour étudier la dérivabilité

d’une fonction sur un intervalle)
u et v sont deux fonctions dérivables sur l'intervalle | ; u' et v' sont leurs dérivées
respectives.

Si f est de la forme alors f ' est de la forme Observations
u + V ul + VI
uxv u'xv+ u xv'
1 _V'
- — v # 0Osurl
Vv Y
u u'xv—ux\v'
- -2 v # 0surl
\Yj \'
i u' u>0sur
u e
2Ju '
uf Fxu'xut re@ etlu>Osur
vou u' xv'ou
A u_ u=>0surl
In|u| (pour mémoire) "
s - ] u
e" (pour mémoire) ue ux)eR

Exemple 1: Dans chacun des cas suivants, déterminer f'(x) :

1) f(x)=%j)rrl 0 2) f(x):(sz—x)cosx ; 3) f(x)=sin(-2x+1) ;
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4) f(x)=+/3-c0s”x

2
Solution : 1) f(x)= ZX;—M ; (f (x) est de la forme m) ; donc
X“+1 v (X)

(4x—3)(x? +1)— (2x —3x +1)(2x) 3x% +2x -3
(x2 +1)2 (x2 +1)2 '
2) f(x)= (3x2 - x)cosx : (f (x) est de la forme u (x) xv (x)) ; donc
f(x) = (6x—1)cos x + (3x% — x)(—sin x) = (6x —1)cos x — (3x* — x)sin .
3) f(x)=sin(—2x+1) ; (f (x) est de la forme (vou)(x)); donc
f'(x) = (-2) x cos (- 2x +1) = —2cos (- 2x +1).
4) f(x)=~3—cos’x ;; (f (x) est de la forme M) ; donc

fr(x) =

f'(x) = L () =

25in X x cos X sin 2x

24/3-cos’x  24/3-cos’ x
Exemple 2 : Montrer que la fonction f définie pour tout réel x par :

4 .1 ;
F(x) = X (2+sm7j si x=0
0 si x=0

est dérivable sur R.

Solution :

. .1 . 1 .
e Six#0, f(x)= x4(2+sm—2j : les fonctions x = x* ; x + — et X - sin x, sont
X X
L. * . . .1 .
derivables sur R en tant que fonctions usuelles ; la fonction x +— sin —- est dérivable
X

sur R” en tant que composée de fonctions dérivables. La fonction f définie par :

f(x) =x* (2 +5sin izj est dérivable sur R” comme produit de fonctions dérivables
X

sur R

e Six=0,f(0)=0; Iimwzlimﬁ(zﬂin%jzo .carona:
X X

x—0 Xx—>0
.1
x°| 2+sin=
X

x3(2 +sin izj
X

e festalors dérivable sur R™ et en 0 : donc f est bien dérivable sur R.

.1 1 1 .
:‘x3‘ 2+sin—;|;orona |2+sin—|<2+|sin—|<3, d’ou
X X X

< 3‘ x3‘ et Iirrg3‘ xs‘ =0; donc f est dérivable en 0 et /” (0) = 0..

6) Deérivabilité et monotonie
(Outil pour préciser le sens des variations d 'une fonction f dérivable sur un intervalle)

Si f est une fonction dérivable sur l'intervalle | (inclus dans Dy.) ; alors on a :

» fest croissante sur | si et seulement si pour tout x élémentde I, f'(x) > 0.
> fest décroissante sur | si et seulement si pour tout x élémentde I, f'(x) < 0.
» fest constante sur I si et seulement si pour tout x élément de I, f'(x) = 0.

7) Dérivabilité et extrema.
(Outil pour montrer si une fonction f admet un extremum en un point x, ; ou pour
déterminer la nature de [’extremum)

Chapitre 5 : Dérivées et Primitives de Fonctions Page 103



Soit f une fonction numérique d’une variable réelle X définie sur un intervalle I et x, un

élément de I.
> Si fest dérivable sur | et si f admet un extremum (minimum ou maximum) local en
X,,alors f'(x,)=0. (Laréciproque est fausse).

> Si f est dérivable sur | et si sa dérivée f ' s’annule en X, en changeant de signe,
alors f admet un extremum local en x, . Le sens de variation de f (dans son tableau de

variations) permet de préciser la nature de I’extremum local.
> Si fest dérivable sur | et si sa dérivée f' s’annule en X, sans changer de signe, alors

f n’admet pas d’extremum en X, ; la tangente a la courbe (Cr) au point d’abscisse X,

traverse la courbe en ce point ; un tel point est appelé point d’inflexion.
> Si f est deux fois dérivable sur I, si f' s’annule en x, (f'(x,)=0) et

v Si f"(x,) <0, alors f admet un maximum local en X, .
v'Si f"(x,)>0, alors fadmet un minimum local en X,
v' Si f"(x,) s’annule en changeant de signe, alors le point d’abscisse X, de la

courbe (Cs) est un point d’inflexion

On pourrait par exemple avoir la situation suivante :

X —00 X, X, X, X, +00
f'(x) + 0 - 0 - - 0 +

f (x) }Ximu'm IOC%\LOO +°°\ ‘ /

minimum local f (X,)

Exemple : Etudier suivant les valeurs de p (p € R), les extrema éventuels de la fonction f

définie par f(x) = x>+ px+1.

Solution : f est dérivable sur R car f est une fonction polynome ; vx € R, f'(x)=3x*+p

e Sip=0, f'(xX)=3x*=0< x=0 ; mais f'(x) s’annule en 0 sans changer de signe
(VX € R, 3x* >0) ; fn’a donc pas d’extremum si p = 0.

e Sip>0, f'(X)=3x"+p>0,VxeR; f'(x) nes’annule pas; donc f n’a pas

d’extremum si p > 0.

e Sip<0,(-p>0), f'(x)_3x2+p_3[x2+gj_3{x2_[ __pJ]

f'(x)=0<:>3(x—1/_—p](x+ /—_p =0; x= /—_p ou X=-— /—_p ;ona:
3 3 3 3
f'(x)=0 VXE}_OO,_W/_—3p:|U{1/_—3p,+00{9tf'(X)So VX{— /_Tp /—?p}

Donc f'(x) s’annule en — —?p et en 1/ —_3p en changeant de signe ; alors f admet des
extrema en —Wf%p et en Wf%p sip<0.

De plus

Chapitre 5 : Dérivées et Primitives de Fonctions Page 104



£ (x)=6x f'{— /_—pj=—6 “P ot f"{\/_—pJ=6\/_—p>O : donc
3 3 3 3

la fonction f admet un maximum local en — —?p de valeur f[— /—?p] et un

minimum local en _?pdevaleur f( _—?’pJ

Remarque : On pourrait aussi utiliser le sens de variations de f, notamment son
tableau de variations comme outil de travail ; on aurait les mémes résultats par

exemple pour p < 0, f est croissante sur ]—oo, - /_Tp] et sur [ /_Tp +oo[et
décroissante sur [— /_Tp /_Tp]

X 3 3
/(%) + 0 - 0 +

! |
. (-2 _ /
foo | (|) — P

D’apres le tableau de variation de f, f admet un maximum local en

— f_Tp de valeur f(— _ij et un minimum local en /_Tp de valeur f( _?pJ

B) PRIMITIVES DE FONCTIONS

1) Définition — Existence — Propriétés

1) Définition
(Outil pour montrer qu 'une fonction F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle)

F est une primitive d'une fonction numérique f sur un intervalle | si et seulement si F est
dérivable sur I et pour tout x élément de I, F' (x) = f (x).

2) Theéoréme d’existence de primitives d'une fonction
(Outil pour justifier qu 'une fonction admet des primitives sur un intervalle donné)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I inclus dans Dy.
Si f est continue sur I’intervalle 1, alors elle admet des primitives sur I.

3) Propriétés
(Outil pour déterminer la primitive d’une fonction qui vérifie une condition donnée)
» Si F est une primitive de f sur I, alors toute fonction G définie de la forme
G (X) = F (x) + k, (avec k € R) est aussi une primitive de f sur I. Toutes les
primitives de f sur I sont de cette forme.
» Parmi toutes les primitives de f sur I, il existe une et une seule qui vérifie une

condition donnée. (Par exemple F (X,) = Y, ; X, et y, étant des réels donnés)
» En particulier la primitive F de f qui s’annule en a sur |, est noté pour tout x € I, par :

F(x)='fax f(t)dt (lire intégrale de a a x f(t)dt)

I1) Primitives des fonctions de référence — Propriétés algébrigues
(Outils pour déterminer une primitive d 'une fonction sur un intervalle donné)
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1) Primitives des fonctions de référence

Soit u une fonction usuelle ou de référence continue sur I, U une primitive de u sur I. (k
est un réel)

Si u(x) = alors U(x) = Surl =
a;(@eR) ax+Kk R
1
ax+b(acR;beR) Eax2+bx+k R
x" (neN™) Lok R
n+1
1 .
" (pour mémoire) In |x| +k 10, +oo
* 1 r+
X(re Q\{-1}) Xk 10, +o0
sin x —cos x +k R
COS X sinx+ k R
1
2 tan x + k }_Z’ E{
COS” X 2 2
: cotan x + k 0, 7
SinZX - ] ' [
1
sin(ax+b) (a #0) —gcos(ax+b)+k R
1 .
cos (ax+hb) (a#0) 5sm(ax+b)+k R
In X (pour memoire) XInx—x+Kk ]0, +oof
e* (pour mémoire) e*+k R

2) Propriétés algébriques : Détermination pratigue de primitives de fonction

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle | ; F une primitive de f sur I.
u et v étant deux fonctions dérivables sur | ; k un réel.

Si fest de laforme : alors | Festdelaforme: | Observations
1
oy, r * _ ——u r+1 + k u> 0
uu (reQ \{-1}) 1
ot u'sin u —Ccosu+Kk
Uxv-eu Vou+Kk
u'cos u sinu+k
u' L.
0 (pour mémoire) |n|u| + K u>o0
u'e" ; (pour mémoire) e’ +k

Soit u et v deux fonctions continues sur un intervalle I.
» Si U est une primitive de u sur | et si V est une primitive de v sur I, alors une
primitive de au + bv sur | est aU + bV (avec a et b des réels ).
» (uxv)=primu'xv)+primuxv") (prim signifiant « primitive de ») ; cela vient du
fait que (UxVv)'=(u'xv)+(uxVv') et que prim((uxv)’)= (uxv). Donc si une
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fonction f peut se mettre sous la forme f =u'xv ; alors une primitive F de f sur | est
de laforme F = prim(f) = prim(uxv) =uxv— prim(u xVv') ; ou si f peut se
mettre sous la forme f =u xV' ; alors une primitive F de f sur I est de la forme

F = prim(f)=prim@uxv')=uxv— prim(' xv)

C) ELEMENTS DE SYMETRIES D'UNE COURBE (C¢) : (Rappel)
Soit f une fonction numérigue et (Cs ) sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (O, i, j).

1) Le point | (a, b) est un centre de symétrie de la courbe (Cs) si et seulement si :
(Outil pour montrer qu’un point I (a, b) est centre de symétrie d’'une courbe (Cx))

e 1° outil.

La fonction h définie par h (x) = f (x + a) — b est impaire.
e 2° outil.

Pour tout X € D¢, 2a—x € D et f (2a—x) =2b —f (x).
e 3° outil.

Pourtoutx #0telquea—x € Dieta+x € D, f(a—x) +f(a+x)=2b.

2) Ladroite (A) d'équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (Cs) si et

seulementsi :
(Outil pour montrer qu 'une droite d’équation x = a est axe de symétrie d’'une courbe (Cy))
e 1* outil.
La fonction h définie par h (x) =f (x + a) est paire.
e 2° outil.
Pour tout x € D¢, 2a—x € Dy etf (2a—x) =1 (x).
e 3 outil.

Pourtoutx = 0telquea—x € Dfeta+x € Df, f(a—x) =f(a+Xx).

D) ETUDIER LE SENS DE VARIATIONS ; DRESSER LE TABLEAU DE
VARIATIONS ET TRACER LA COURBE REPRESENTATIVE
D’UNE FONCTION NUMERIQUE f.
(Outil pour étudier le sens de variations ; dresser le tableau de variations et tracer la
courbe représentative d’une fonction f)

Soit f une fonction numérique de la variable réelle x ; (Cs ) sa courbe représentative dans

un repére orthonormal ( O, i,])

I) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

1) Déterminer I'ensemble de définition D;sde f.

En général il est indiqué dans I'énoncé ; sinon si f (x) est de la forme :

> uo ;alorsDy ={xe R/v(x) #0 }

v(x)

> Ju(x) ;alorsDf ={x€R/u(x) >0}

> In(u(x)) :alorsD; ={x e R/u(x) >0}

> ¢'®:alors Dy =D,
(u et v étant des fonctions numériques définies sur R et en tenant compte des contraintes
des opérations « quotient », « racine carrée » et « logarithme » dans R)

2) Etudier la parité et la périodicité de f:
» Si fest périodique de période p : [pour tout x Ds, x + p € Dy et f (x + p) =f ()] ; on

Chapitre 5 : Dérivées et Primitives de Fonctions Page 107



3)
4)

VVVYY

1)
1)
2)

3)
>

peut alors étudier f par exemple sur E; = Dsn [—g B]

2
Si f est paire : [pour tout x € Dy, —x € Dy et f (—x) =f (x)] ou impaire [pour tout
xe Dy, —x € Dy et f (—x) =—f (X)] ; on peut alors étudier f surEf =DsN [0 ; +oo[
par exemple.

Etudier les limites de f aux bornes de D¢ ou de E;s.

Donner le sens de variations de f :

Préciser 1’ensemble de dérivabilité de f ;

Calculer f'(x) ;

étudier le signe de f '(X) ;

préciser le sens des variations de f suivant le signe de f .

Dresser le tableau de variations de f:

sur la premiére ligne, figurent les valeurs particuliéres de x : (bornes de Ds ou de
E; ; points ou la dérivée s'annule ; points ou f n'est pas continue ou n'est pas
dérivable ...)

sur la seconde ligne, figurent les signes de f ' et les valeurs éventuelles prises par
f”aux valeurs particulieres de x ; -+

sur la troisiéeme ligne, figurent le sens des variations de f matérialisées par des
fleches ascendantes (¥ ) si f est croissante et des fleches descendantes ( ~a ) Si
f est décroissante ; puis les limites de f aux valeurs particulieres de x ....

Tracer la courbe représentative (Cs) de f

Préciser les asymptotes éventuelles a la courbe (Cs).

Dans un repére soigneusement tracé (en respectant les unités données),

Placer éventuellement les points remarquables de la courbe (C;) ( points ou la
tangente est parallele aux axes de coordonnées ; points ou (Cs ) admet une demi-
tangente verticale, ou deux demi-tangentes ; « points d'inflexions » ; points de
concours de (Cy) avec les axes si possible ; points donnés dans 1'énoncé ;....)
Tracer les droites particulieres a (Cs ) : les tangentes aux points particuliers ; les
asymptotes éventuelles a (Cs),

Placer d'autres points si nécessaire.

Trcer la courbe (Cs)

En respectant ses particularités et en suivant le tableau devariations de f qui
précise "la forme" de la courbe.

COMPLEMENT : Inéqgalité des accroissements finis : (hors programme en T' D)

Soit f, une fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux éléments de | tels que a <b.

1)

2)

S'il existe deux nombres réels m et M tels que, pour tout x de | :
m<f'(x) <M, alorsm(b —a) <f(b)—f (a) < M(b — a).:autrement dit:
S'il existe un nombre strictement positif M tel que, pour tout x de [a , b] :

| £' () |[<M ,alors | f(b)— f(a)|<M|b-a].
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 5-1
On considere les fonctions f ; g et h définies respectivement par :

x+1-1
2l x—1|+vVx+1 —X+./|1-2x?|-1 ~—— ~ si x#0
[ |; - ; 9(x) = ‘2 1 ‘ et h(x) = . X
X° +

f(x)=

— si x=0
2

On désigne par (Cs) ; (Cy) et (Ch) les courbes representatives respectives de f, g et h dans un
repere donné.
1) Déterminer I'ensemble de définition de chacune de ces fonctions.
2) Etudier la continuité, puis la dérivabilité :
a)defenleten —1; b)ydegenO; c)dehenO.
Quelles conséquences graphiques peut-on déduire de la dérivabilité de chacune de ces
fonctions en ces points ?

Exercice 5-2

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble de définition D; de la fonction f ;
I'ensemble sur lequel f est dérivable puis déterminer f '(x) pour tout x.

2
1) f définie par f(x) = 1+X2 : 2) f définie par f(x) = (x—1) v2x-1
X+
g 2cosx+1 e 2|x|-1
3) fdéfinie par f(X) = ———— ; 4) fdéfinie par f (X) = ———
sin x x—1
1-X —2x+1Y°
f défini f(xX)=,— f défini f(x) =
5) f définie par f (x) i1 6) f définie par f(x) ( 1 j

Exercice 5-3

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur I ; puis la
primitive F de f qui vérifie la condition indiqueée.

I) Par lecture directe de ’inverse du tableau : opérations sur les fonctions dérivables

1 2x+1

1) fdéfiniepar f(X)==———=—;1=R ;F(0)=0
2Ix*+x+3

2) fdéfinie par f(x) :sz i 1=]1, +oo[ ; A (2, —1) € (Cp)
(3x2 —x—2)

3) fdéfinie par f(x)=3cosx-sin®x ;1=R ;F prend la valeur 1 en 0.

I1) Par transformation simple de I’expression f (X).
S N }—1, 1{; F(0)=1
(3x2 - 2X —1) 3
3
X I=R:F (1) = ﬁ
V1+x* 2

3) fdefinie parf(x):izsin1 ;1=1]0, +oof; F(EJ:1
X X 7

1) f définie parf(x) =

2) fdéfinie par f (x) =

I11) Par transformation « en profondeur » de I’expression f (X)
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1 - |1 . _
1) fdéfinie par f(x)= (2x—1)\/T—1’|_ k, +oo‘:,F(l)—1

2) fdéfinie par f(x)=cos’x; =R ; F(%j:

3) fdéfinie par f(x)=cos® x sin®;I1=R;
—tanx
COS X

4) fdefinie par f(x)=

5) fdéfinie par f (x) =cos® xxsin®*x ; 1=R ; F(%jzo.

IV)  Par parties (par décomposition de I’expression f (x)).

1) fdéfinie par f(x)= x-Vx+1;1=R; F(O):_%_

2) fdéfinie par f(x)=(x + 1)-cosx; =R :F (0)=1

Exercice 5-4

2
% pour tout X # —1.
X+

1) Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout x=-1, f(x) =a +

On considere la fonction numerique f définie par f (x) =

(x+1)°
2) En déduire une primitive de f sur ] —oo ,—1].
3) Déterminer la primitive F de f sur ] —oo,—1[ qui prend la valeur 2 en 0.

Exercice 5-5

s . - e 1-2x
On considere la fonction numerique f définie par f (x) = - pour tout x# 1.

(x-1°

. . . a b
1) Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout x=1, f (x) = +

(x-1°  (x=1°

2) En déduire une primitive de f sur ]1, +o[.

. - . 1
3) Déterminer la primitive F de f sur ]J1, +oo[ qui prend la valeur 3 en 2.

Exercice 5-6

Soit f une fonction numérique définie sur [0, 1]. On suppose que :
» fest continue et dérivable sur [0, 1] ;
> pour tout x appartenant a [0, 1], f (x) appartienta] 0, 1[ ;
> pour tout x appartenant a [0, 1] f'(x) <1.

Montrer que I'équation f (X) = X a une solution unique sur ] 0, 1[.

Exercice 5-7

X% +3

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f (x) = 1 et (Cs) sa

courbe représentative dans un repere orthonorme (O, |] ).
. : o C
1) Déterminer trois réels a, b et c tels que : pour tout xe D;, f(x)=ax+b +x—+1
2) Etudier les limites en + oo et —oo de la fonction g définie sur Ds par :
g(x) = f(x)—x+1.
3) Que peut-on en déduire pour la courbe (C¢) et la droite (A) d'équationy =x -1
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4) Etudier la position de (Cs) par rapport a (A).

5) Etudier les variations de f.

6) Montrer que le point I(—1, —2) est centre de symétrie de (Cs ).
7) Tracer la courbe (Ct) et la droite (A) dans le repere.

Exercice 5-8

[ _y2
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f (x) = % et (Cs) sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j ).
1) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f ; puis les limites de f aux bornes de Ds.
2) a) Etudier la continuité puis la dérivabilité de fen O et en 2.
b) Quelles conséquences graphiques peut-on en déduire ?
3) Préciser le sens des variations de f ; puis dresser son tableau de variations.
4) Montrer que le point I (1, 1) est un centre de symétrie de la courbe (Cs).
5) Construire la courbe (C;) dans le repére.
6) a) Montrer que la restriction g de f a I'intervalle ]1, 2] réalise une bijection de
I'intervalle 11, 2] vers un autre intervalle J & déterminer.
b) Représenter graphiquement la fonction réciproque g * de g dans le repére ; justifier
la construction.

Exercice 5-9

1+ 2x—x?
X et(Ci)sa

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f (x) = x_1)?
X_

courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j ).
1) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f ; puis les limites de f aux bornes de Dy .
a) Etudier la continuité puis la dérivabilité de fen O et en 2.
b) Quelles conséquences graphiques peut-on en déduire ?
2) Préciser le sens des variations de f ; puis dresser son tableau de variations.
a) Calculer f (2 —x) —f (x).
b) Quelle conséquence peut-on en déduire pour la courbe (Cs).
3) Construire la courbe (C;) dans le repére.
4) a) Montrer que la restriction g de f a l'intervalle [0,1[] réalise une bijection de
I'intervalle [0,1[vers un autre intervalle J a déterminer.
b) Représenter graphiquement la fonction réciproque g * de g dans le repére ; justifier
la construction.

Exercice 5-10
I) Résoudre dans I'ensemble R des nombres réels les inéquations avec radicaux suivantes :

a) VX’ —=1+x<0; b) V1-x*-x>0

I1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x)=x+ ‘xz —1‘ et

(Ct) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, j) ; (unité 4 cm).

1) a) Etudier la dérivabilité defen-1letenl;
b) Quelles conséquences graphiques peut-on en déduire ?

2) Calculer les limites de f en —oo puis en +oo.

3) a) Calculer f '(x) sur chaque intervalle ou f est dérivable.
b) Donner en utilisant la question 1) le signe de f '(X) ; puis le sens des variations de f.
c) Dresser le tableau de variations de f.

4) Etudier I’existence des branches infinies a la courbe (Cs).

5) Construire les asymptotes ; les tangentes ou demi-tangentes s'il ya lieu et la courbe
(Ct) dans le repére.
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Exercice 5-11

Soit f la fonction définie sur R par f (X) = cos 2 x + 2 sin X.
On appelle (C; )sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i,]).

1)
2)

3)
4)

5)

6)
7)

On considére f la fonction numeérique de la variable réelle x définie par f (x) =

Vérifier que I'on peut réduire I'ensemble d'étude de f a I'intervalle [-7z, 7].

Démontrer que, pour tout réel x, f'(x) est du signe de : 4cos x (% —sin xj

Etudier les variations de f sur [-7, 7] et dresser son tableau de variations.
Donner les valeurs exactes des extrema, et préciser en justifiant s'il s'agit de minima ou
de maxima.

Démontrer que la courbe (C; )admet la droite d'équation x = % pour axe de symétrie.

Déterminer une équation de la tangente (T) & (Ct ) au point d'abscisse 0.
Tracer dans le repere la tangente (T) et la courbe (Cs) sur I’intervalle [-7z, 7].

Exercice 5-12

COS X
cos2x -1

(Ct) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ] ).

1)

I1) Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par g (x) =

1) a) Déterminer I'ensemble de définition Dsde f.

b) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire I'ensemble d'étude E; de f.
2) Etudier les limites de f aux bornes de Es .
(L+ cos? x)2sin x

a) Calculer f'(x) ; puis montrer que pour tout x € Ds f '(X) (cos 2x — 1)

b) Donner le sens de variations de f sur E; .
c) Dresser le tableau de variations de f.

3) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) au point d'abscisse %

4) a) Construire la droite (T), les asymptotes s'il y a lieu, puis la courbe (C;) sur E;.
b) Expliquer comment on obtient la courbe entiére (C¢ ) sur Dy, puis construire (Cs)
sur Ds N] -7, m.
5) Soit h la restriction de f a l'intervalle ]0, 7 [.
a) Montrer que h réalise une bijection de ]0, 7 [ vers un autre intervalle J a déterminer.
b) Construire dans le méme repere que (Ct¢ ), la courbe représentative (C") de la
bijection réciproque h-* ainsi que la tangente (T") & (C') au point d'abscisse 0 : (on
ne demande pas une équation de la tangente (T") ).

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 5-13

Soit u la fonction numérique définie sur [—1, 1] par u(x) =1-v1-x* .
1) Etudier le sens de variation de u sur [—1, 1].
2) Endeduire le signe de u (x) sur [—1, 1].

1—+/1-x2

1) a) Déterminer lI'ensemble de définition Dy de g.

b) Etudier la parité de g ?
2) a) Etudier la continuite et la dérivabilité de gen 1 eten -1

b) Que peut — on déduire graphiquement de la deriveedegenleten —17?
3) Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité en 0.

Chapitre 5 : Dérivées et Primitives de Fonctions Page 112



1—+1-x2

X
0 six=0

I11) On considére la fonction numérique f définie par :  f(x) = six#0

et (Cy) est sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ] ).

1) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f.
2) Que représente la fonction f pour la fonction g ?
3) Etudier la continuité puis la dérivabilité de fen 0.

1-+4/1-x2
X?\1— x?

b) Donner le sens de variations de f
c) Dresser son tableau de variations.
5) Donner les équations des tangentes ou des demi-tangentes a la courbe (Cy) aux points
d'abscisses -1 ; 1 et 0.
6) Tracer la courbe (Cy) dans le repere.
7) a) Montrer que f est bijective de [ -1 ; 1] vers un intervalle J a déterminer.
b) Construire la courbe représentative C__, de la bijection réciproque f~1 dans le repére.

4) a) Montrer que f'(x)=

Exercice 5-14
I) Déterminer le signe de 1 — 2cos x sur [0, 7]
I1) On designe par f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

f(x) = ﬂ et (C¢) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, |] ).
CoS” X

1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
2) a) Etudier la périodicite et la parite de f.
b) En déduire que f peut étre étudiée sur E = Ds N[0, 7].
3) Etudier le sens de variations de f sur E et dresser son tableau de variations.
4) Construire la courbe (Cs) sur E puis sur Dy ; justifier la construction de (C; ) sur Dy,

Exercice 5-15
I)  On considere g la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0, 7] par :
g (X) = x cos X —sin x.
1) Etudier le sens de variations de g puis dresser son tableau de variations.
2) En déduire le signe de g (x) sur [0, 7].
I) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur l'intervalle [0, 7] par :
3

h(x):—x+% +sin X.

1) Calculer h'(x) ; h"(x) et h @) ; (0" ; h" et h @ désignent les dérivées premiére,
seconde et troisieme de h respectivement)
2) Etudier le sens de variations de h" ; de h' puis de h. Dresser un tableau de variations

conjoint.
3) En deduire que pour tout x appartenant a l'intervalle [0, 7], ona:

3 2 H

0 <x-sinx < X et 1- X MX g
6 6 X

I11) On considére la fonction f définie pour tout x appartenant a l'intervalle [0, 7 ] par :
sinx .
F(x) = f(X):T si xe€]0, 7]
f(0)=1

1) En utilisant la question I1') étudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
2) Etudier le sens de variations de f ; puis dresser son tableau de variations.

3) Ondésigne par (C;) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, |] ).
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4) Construire la courbe (C¢) sur [0, #]; puissur] -z, 7] : on justifiera la construction
de (C¢) sur]—-=,0].

Exercice 5-16
Partie A
On considere la fonction f de la variable réelle x définie sur l'intervalle | =] —1, 1] par :

() =——
V1-x°
1) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
2) Tracer la courbe (Ct) dans le repére.

Partie B
1) Justifier I'existence et I'unicité d'une primitive F de f sur | s'annulant en 0.

2) Exprimer F (x) a l'aide d'une intégrale.
3) Préciser le sens de variation de F sur I.
4) a) Calculer la dérivée de la fonction x = F (x) + F (—x) pour tout x € 1.

b) Preéciser la valeur exacte de F (X) + F (—Xx) puis en déduire que F est impaire.
Partie C
On considere la fonction sin : X = sin x.

—

. (Ct) désigne sa courbe représentative dans un repére othonormal (O, i, j).

1) Montrer que la restriction u de la fonction sinus a I’intervalle } —%, %[ est une

bijection de }—% %[ vers] —1, 1].

2) On définit la fonction G par : G =F o u.

a) Montrer que la fonction G est dérivable sur } —%, %[

b) Calculer alors G'(x) pour tout x € }—% Z{

2

c) En déduire qu’il existe un réel k tel que pour tout x € }—% %{, G (X) =x+k.

d) Calculer G (0) et en déduire la valeur de k.

3) a) Déduire de ce qui précede que pour tout x € }—% %[ F (u(x)) = X puis que

pour tout x € -1, 1[, u™(x) = F(x).
b) Préciser alors les limites de Fen —1 eten 1.
c) Dresser le tableau de variations de F.
d) Tracer dans le méme repere, la courbe représentative (Cg) sur ] —1, 1[, la fonction

. T T
sinussur [—=, =|.
} 2 2{

1
4) Calculer I'intégrale | = J;Z[;Zj dx. (On constatera que X = %)
1-x

Exercice 5-17
Partie A
1

1+x2°

On considere la fonction f de la variable réelle x définie sur R par: f(x) = (Ct)

—

désigne sa courbe representative dans un repére othonormal (O, i, J).
1) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.
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2) Tracer la courbe (C¢) dans le repere.
Partie B

On definie pour tout réel x, la fonction F par : F(x) = on f(t)dt.

1) a) Que représente la fonction F pour la fonction f ?
b) Préciser le sens de variations de F sur R.
2) a) Calculer la dérivée de la fonction x = F (x) + F (—x) pour tout x € R.
b) Préciser la valeur exacte de F (x) + F (—Xx) puis en déduire que F est impaire.
.1
+t*t?

b) En déduire que pour tout réel x > 1, J'lx f(t)dt sl—i.
X

3) a) Montrer que pour tout réel t € [1, + oo, I

¢) Montrer en utilisant le fait que pour toutt € [0, 1] f(t) <1, que I: f(t)dt<1.
d) En déduire que pour tout x = 0, F (x) < 2.
(on rappelle que [ f(t)dt+ [ f(tydt= f(t)dt).

e) Onadmet le théoréme suivant : « Soit f une fonction définie sur un intervalle
I =]a, b[aoub fini ou non. Si f est croissante sur I et si il existe un réel M tel
que pour tout x € 1, f (x) < M, alors f admet une limite finie ou nonenaeten b ».
En utilisant ce théoréeme (qui est un outil), Montrer que F admet une limite finie
en + oo,

Partie C
On considére la fonction tan : x — tan x.

1) Montrer que la restriction u de la fonction tangente a I’intervalle [O, %{ est une

bijection de [O, %{ vers [0, + oo].
2) On définit la fonction par : v=F o u.
a) Montrer que la fonction v est dérivable sur {0, %[
b) Calculer alors v'(x).
¢) En déduire qu’il existe un réel k tel que pour tout x € {0, %{, v (X)=x+Kk.
d) Calculer v (0) et en déduire la valeur de k.
3) a) Déduire de ce qui précéde que pour tout x € [O, %[ F (u(x)) = X puis que pour

tout x € [0, + oo, u™(x) = F(X).
b) Préciser alors la limite de F en + co.
c) Tracer dans le méme repere, la courbe représentative (Cg) sur R, la fonction

T T
tangente sur |- =, =| .
} 2 2 [
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 5-1
1) « Contraintes » de certaines opérations dans R

2) Définition de la continuité et de la dérivabilité d’une fonction en un point ; Conséquences
graphiques de la dérivabilité d 'une fonction en un point.
Solution

1) Déterminons I’ensemble de définition de chaque fonction :
D, =[-1,0[U]0, +%o[ ; D, =]-o0, ~1]U[L, +o[U{0} ; D, =[-1, +oo[.
2) Etudions la continuité puis la dérivabilité de :
a) fenleten—1.

v fL)=+2; Iimlf(x)=\/§= f (1) ; donc f est continue en 1.
v f(-1)=-4,; Iirrllf(x) =—4 = f(-1) ; donc f est continue en —1.

v |imwz |im{z+¢}:2_§\/§ et
x—1* X—=1 x—=1" X 1,X+1+X\/§ 4

lim M = lim {—ngﬁ} = —2—§\/§ ; donc f n’est pas
ol X— oL X Jx+1+x42 4
dérivable en 1 ; mais f est dérivable a droite de 1 et & gauche de 1.
v lim M = lim {g + ! } =—oo ; donc f n’est pas dérivable en —1.
x->-1 x+1 x=>-1 X Xa/X+1
b) genO.

v gn’est pas continue en 0 car g n’admet pas de limite en 0. (g n’est pas définie au
voisinage de 0).
v’ g n’est pas dérivable en O pour la méme raison.

c) henO.
v h(O):1 ; limh(x) =lim “X+1_1=Iim ! =1:h(0) ; donc h est
2 x>0 X0 X x>0 [x+1+1 2
continue n 0.
1
h(x)-= v i1
v Iim—zzlim 2vx+1 2(X+2) :—E : donc h est dérivable en 0.
x—0 X Xx—0) 2 X 8

3) Conséquences graphiques des dérivabilités :

a) (Ct) admet deux demi-tangentes au point d’abscisse 1 et une demi-tangente verticale
au point d’abscisse —1.

b) Aucune consequence graphique de la derivabilité de g en O car lim 909-9(0)

x—0 X

n’existe pas.

c) (Cp) admet une tangente au point d’abscisse 0 de pente — % .

Exercice 5-2

« Contraintes » de certaines opérations dans R, dérivabilité sur un intervalle ; Calculs pratiques de
dérivées de fonctions ; (Dérivées de fonctions usuelles, opérations sur les fonctions dérivables).
Solution

1) D; =]—o0, —2[U] -2, + oo ; f est dérivable sur Dsen tant que fonction rationnelle.

Chapitre 5 : Dérivées et Primitives de Fonctions Page 116



X% +4x -1

F= (X+2)?

1 . 1 . :
2) Dy {E, +OO[ ; T est dérivable sur }E, +oo{en tant que produit de deux fonctions

. : . 1 -2
dérivables dont la fonction X +—+/2x —1 qui est dérivable sur }—, [ f'(x) =
2 Vax-1
3) D; =R\ {kﬂ' }; k e Z ; f est dérivable sur Dsen tant que quotient de fonctions dérivables
. —2-
(fonctions usuelles) ; f'(x) = #
sin‘ x

4) Dy =]-o0,1[U]L, +oo[ ;sur [0,1[U]L, + oo, f(X)= X1 o qur ]-o0,0] ;

-1 , . . .
; f est dérivable sur ]—oo, O[ en tant que fonction rationnelle ; sur

F(x) = —2X
10,1 et sur ]1, +oo[ en tant que fonction rationnelle.

Sur ]—oo, Of, f'(x):ﬁ ;etsur ]0,1[U]L, + o[, f° (x)_( _11)

5) D; =]-1 1] ; f est dérivable sur ]—1,1[ en tant que composée de la fonction racine

carrée et de fonction rationnelle ; pour tout x e]—l, 1[ f'(x)=

(x +1)\/1 x?

6) D; =]—oo, 1[U]L, + o[ ; fest dérivable sur Dy en tant que composée de la fonction cube
3(—2x +1)?2
(x-1°

et de fonction rationnelle ; f'(x) =

Exercice 5-3
Primitives de fonctions usuelles ; opérations sur les fonctions dérivables ; Opérations sur les
primitives de fonctions.
Solution
I) Parlecture directe de ’inverse du tableau : opérations sur les fonctions dérivables

u'(x) 7 v a
1) f(x) est de la forme (—r ;donc F(x)=vx“+x+3+k ;(keR);vxeR.
2Ju)(%)

F(0) = 0 équivauta v3+k =0; k =—/3 d’ott F(X) =Vx>+x+3—+/3
u'(x) .
2 (x)

2) f(x) est de la forme —

;donc F(x) = ;2+k;VXE]l,+OO[etk€|R.

.. . 1 9 1 9
A(2,-1) € (Cp) équivautaF(2)=-1; =+k=-1; k=—: FX) =———W— =
(2. 1) € (CF) éq 2) - SR =

3) f(x)estdelaforme ru'(x)-(u)(x) ; donc F(x)=(sin®x)+k-;VxeR etk e R.
F prend lavaleur 1 en 0 équivautque F (0)=1;0+k=1;k=-1; F(x)= (sin3 x)—l

1) Par transformation simple de I’expression f (X).

1) f(x):?’x—_lzz__l _6’(—‘22 - donc F(x)=__l[ : 1 :‘-Fk;
(Bx2-2x-1)* 2| (3x*-2x-1) 2 [3x2 —2x-1

V X € }%11{ et k e R; F (0) = 1 équivaut a %+k:0; kz—%; donc

F(x):—1 2; 1 ; VXE _—1,1 :
2| 3x°—-2x-1] 2 3
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3 3
2) f(x)= X =£X2X|:L:| ; donc F(x)=%\/1+x4 +k ;vxeRetkeR

F@Q)= 7equwauta%+k % k=0 ;donc F(x)_ \/1+x ;VXER

3) f(x)= izsin 1 = {—izsin 1} = {—%(—sin lﬂ = {—izcos'(lﬂ ; donc
X X X X X X X X

F(x)=cos(1J+k ;VX€]O0, +o[etkeR; F[Ejzl équivautak =1;
X T
F(x)=cos(1j+1;VXe]O,+oo[.

X

I11) Par transformation « en profondeur » de I’expression f (x)

1 1 _3 1 1
1) f(x)= ==|2(2x-1) 2 |;donc F(X)==|-2(2x-1)2 |+k ;
) T (2x-1)v2x-1 2[( )} ()2[ ( )}
1 1 .
F(x)=- +k ;KER ;sur |=, +oo ; F(1)=1équivauta—1+k=1;dou
N 3+ =1
1 1
F(x)=- +2,VXE |=, +©
) V2x-1 }2 {
ix —ix 3
2) f(x):cosgxz(e +2e J =%[(e‘3x+e‘i3x)+3(e“+e“*)]=%(c053x+3cosx);donc

F(x):isin3x+§sinx+k ‘keRsur R: F| 2 _2 équivaut a g+k=Z
12 4 2 3 3 3

d’ou F(x) = izsm3x+jsmx vxeR.
3) f(x)=cos X x sin 2 = cosx (1—sin® x)xsin® x = cos x-sin® x—cos X-sin x; donc

F(x):%sinsx—%sin5x+k ke R;sur R;F(0)=1~équivaut a k = 1; d’ou

F(x) :%sin3 x—%sin5 x+1;Vx€eR.

4) f(x):_tanX:_STX : donc F(x):_—l+k k€ R ;F(0)=2équivaut &
cosXx  cos®x COS X

—1+k=2;alors F(x)=_—1+3 ; VXE {O, f{
COS X 2
5) f(x)=cos® xxsin® x = cos? x(l—cos2 x)sinx:sinx-cos2 X —sinx-cos* x ; donc

F(x):—écos3x+%cos5x+k . VXERetkeR ; F[%}:O ;doncvx€eR,

F(x) = L os?x+ Leos x
3 5

1V)  Par parties (par décomposition de I’expression de f (x)).

1) f(x):x JXx+1;posons u (x) =xet v'(x) =+x+1 alors u'(x) =1 et

v(X)== (X+1)2 donc F(x)—%x(x+1)z —%xg(x+l)2+k ,VxeRetkeR;

F(@©)= _E donc F(x)=§x(x+1)2 —%(x+1)2 ‘vVxeR.

2) f(X)=(x+1)cosx;posonsu(x)=x+1etv'(x)=cosx alors u'(x) =1et
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v(x) =sinx donc F(x)=(x+1) sinx+cosx+k ;VxeRetkeR ;F(0)=1donc
F(X)=(x+1)sinx+cosx ; VXER
Exercice 5-4
1) « Méthode de la division euclidienne » ; ou « méthode des coefficients indéterminés »
2) Primitives de fonctions usuelles ; Opérations sur les primitives de fonctions

Solution
-3

(x+1)*

3 3
2) F(x)=2x+ +k :3)F(0)=2:donc F(X)=2x-1+—.
X+1 X+1

1) Pourtoutx=-1, f(x)=2+

Exercice 5-5
1) Regles de calculs de quotients (somme de fractions)
2) Primitives de fonctions usuelles ; Opérations sur les primitives de fonctions
Solution
-2 -1

(-1  (x-1°°

2 1 1 2 1
+ >+K;  3) F(2)=~;donc F(X) = + ;=2
x-1 2(x-1) 2 x=1 2(x-1)

1) Pourtoutx=1, f(x)=

2) F(x)=

Exercice 5-6
Principe de localisation

Solution
Posons g(x) = f(X)—X; g est continue et dérivable sur [0, 1] ; 9'(x) = f'(x)—1<0 (d'apres
I'nypothese f'(x) <1) donc la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1].
De plus si x appartient a [0, 1], f (x) appartienta ] 0, 1[ donc
g(0)=f(0)>0et g(@)=f(1)-1<0.Onadonc g qui est continue et strictement
décroissante sur [0, 1] ; de plus g(0) >0 et g(1) <0. Donc d’aprés le principe de localisation
appliqué a la fonction g sur I’intervalle [0, 1], I’équation
g (x) = 0 c'est-a-dire f (x) = x admet une solution unique dans ]0, 1[.

Exercice 5-7
1) « Méthode de la division euclidienne ou des coefficients indéterminés »
2) Calcul de limites de fonction
3) Conséquences graphiques de limites.
4) Position relative d’une courbe et d’'une droite dans le plan
5) Plan d’étude d’une fonction numérique
6) Eléments de symétrie d une courbe : centre de symétrie.
Solution

1) Df = R\{-1}; pourtout x € D, f(x):x—1+xi+1,

2) lim g(x) = lim [f (x) = x+1]= lim [ij =0; de méme lim g(x) = lim (iJ =0.
X—>—00 X—>—00 x—>—o\ X +1 X—>+00 x—>+o\ X 4+ 1

3) On peut en déduire que la droite (A) d'équation y =Xx—1 est une asymptote a la courbe
(Cf)en + eten —oo.

4) Six>-1,f(x)—x+1>0donc (Cy) est au dessus de (A)sur] -1, +[;
Six <1, f(x) —x+1 <0donc (Cy) est en dessous de (A) sur]—oo, —1[.

5) Df =R\ {-1}=]-o0,-1[U] -1, +oo];

lim f(Xx)=—oo; Xllrpw f(X) = +o0; Xlirrlf f(X) = —o0; Xlimf f(X) =+

X—>—00

f est dérivable sur son ensemble de définition en tant que fonction rationnelle et on a pour
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4 x*+2x-3
(x+1)? (x+1)?
[1, +o], et décroissante sur [-3, —1[ et sur ] —1, 1]. On peut dresser le tableau de
variations de f

tout xe Dy, f'(x)=1- ; T est croissante sur ] —oo, —3] et sur

X — -3 -1 1 + oo

' (x) + 0 - — 0 T

f (%) /v_‘G\ +\‘/+w
. >0 2

6) f(2(=1)—x)=2(-2) - f(x) ; donc le point I(-1, —2) est bien centre de symétrie de (Cs ).
7) Courbe représentative (C;) de f.

1 3 5 7 9 11 13 x

[

w

]
NE

Exercice 5-8
1) Reégles de calculs ou contraintes de certaines opérations dans R ; Calcul de limites de fonction.
2) Continuité et dérivabilité d’une fonction numérique en un point ; conséquences graphiques de la
dérivabilité.
3) Plan d’étude d’une fonction numérique.
4) Eléments de symétrie d’'une courbe : centre de symétrie.
5) Construction de courbe représentative de fonction.
6) Théoreme de la bijection.
Solution

1) D, =[0,1[U]1, 2] ; f(0)=0; f(2)=2; lim f(X)=—o0; lim f(X)=+o.
x—1" x—1"
2) a) f est continue en 0 et en 2 ; car |irT(]) f(x)=f(0)=0; Iirr; f(xX)=1(2)=2 ; f n’est pas

dérivable en 0 et en 2 car lim 9= TO) _ —0; lim 1= __
x—0 X X—>2 X—2
b) On en déduit que la courbe (C¢ ) admet au point d’abscisse 0, une demi tangente

verticale et au point d’abscisse 2, une demi tangente verticale.

3) £(x) = —1—+/2x—X?
(x—=1)%v/2x —x*

sur ]0, 1] et sur ]1, 2|.
X 0 1 2
f'(x) - -

0 00
f(x) [ e

— 2

; T'(x) <0 sur]0, 2[ \ {1} ; donc f est strictement décroissante

4) f(2-x)=2-1(x)donc le point I (1, 1) est bien un centre de symétrie de la courbe (Ct).
5) Courbe (Cs) (voir a la fin du corrigé de I’exercice)
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6) a) Sur ]1, 2], g est continue et strictement décroissante (d’apres le tableau de variation
de f), donc elle réalise une bijection de ]1, 2] vers ’intervalle [2, + oo [.
b) La courbe représentative de la bijection réciproque g —* est le symétrique de celle de f
sur]1, 2] par rapport a la droite d’équation y = x. (Courbe en pointillés).

Exercice 5-9
1) Régles de calculs dans R ; Inéquations du second degré ; Calcul de limites de fonction.
2) Continuité et dérivabilité d'une fonction numérique en un point ; Conséquences graphiques de la
dérivabilité.
3) Plan d’étude d’une fonction numérique.
4) Eléments de symétrie d’'une courbe : centre de symétrie.
5) Construction de courbe représentative de fonction.
6) Théoreme de la bijection.
Solution

1) D, =[0,1[V]4, 2] ; f(0)=1; f(2)=1; Iinl1_f(x):+oo; Iirrl1+f(x):+oo.

2) a) f est continue en 0 et en 2 Iirrg)f(x)= f(0)=1; Iirr;f(x)= f(2)=1; f n’est pas

dérivable en 0 et en 2 car IimoM =400 et IimZL;(Z) =—
X—> X X—> X_

b) On en déduit que la courbe (C¢ ) admet au point d’abscisse 0, une demi tangente
verticale et au point d’abscisse 2, une demi tangente verticale.

3) 1"(x):_(“2X_X2 +1) ;sur]o, 1 f'(x) >0etsur]l, 2[ f'(x) <O ;doncfest
(x-=1)°{2x—x>

strictement croissante sur 0, 1] et strictement décroissante sur 1, 2J.

X 0 1 2
f(x) + —

+oo | +
W | m\l

4)a) f(2-x)—f () =0;b) On en déduit que la droite d’équation X = 1 est un axe de
symeétrie de la courbe (Cs ).
5) Courbe (Cs) (voir a la fin du corrigé de I’exercice)
6) a) Sur [0, 1[, g est continue et strictement croissante (d’apres le tableau de variation de f),
donc elle réalise une bijection de [0, 1] vers I’intervalle [1, + o [.
b) La courbe représentative de la bijection réciproque g ~* est le symétrique de celle de f
sur [0, 1[ par rapport a la droite d’équation y = X. (Courbe en pointillés).
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Exercice 5-10
1) Inéquations avec radicaux : (connaissances de base)
I1) 1) Définition de la dérivabilité de fonction en un point; Conséquences graphiques de la
dérivabilité de fonction en un point.
2) Calcul de limite de fonction a l'infinie (penser aux expressions conjuguées)
3) Calcul pratique de dérivée de fonction ; Dérivabilité et monotonie ; Tableau de variation
4) Recherche des équations des branches infinies a une courbe.
5) Construction d’une courbe représentative de fonction.
Solution

I) Résolvons dans I'ensemble R des nombres réels les inéquations avec radicaux suivantes.

x<0
a) Vx* —1+x < 0équivaut a vx*> —1 < —x c'est-a-dire {

, 1>0cequidonnexS—l.
X°-1>

x<0 x>0
b) v1—x* —x >0 équivaut & v1—x* > x c'est-a-dire { ou { ce qui

1-x2>0 1-x? > x?

V2

donne —1<x<0 ou 03x<§; donc —13x<7.

I f(x)=x+ ‘xz—l‘.

1) a) Etudions la dérivabilité de fen -1 et en 1.
Di=R ;etsur]—oo, -1JU[1, + o[ ; f(x):x+\/x2——1 et
sur [-1, 1] f(x) = x++1-x2 ;f(—1)=—letf(1)=1

LICTRE SRS G b S e S (1+ J [1+ 1|
Sl Y e

lim
x->-1  X+1 x—-1" X+1 X—-1"
f)+1 . x+1-xT 41 1-x
lim ————=Ilim ————— = |im 1+ = lim |1+ =+
x»>-1" X+1 x—-1" X+1 x—-1" x—-1" 11 X

Dans I’un des cas on peut conclure que f n’est pas dérivable en —1.

[ 2 4l _ 2
DemémeonaIimf(x—)_1=limX+ ‘X q 1=Iim 1+u

x->1 x—-1 x—1 X -1 x—-1 X—-1

=oo ; f n’est pas

dérivable en 1.
b) En déduisons des conséquences graphiques.

f n’est pas dérivable en —1 et lim f)-1(1
x> x+1

point d’abscisse —1, une demi tangente verticale d’équation X = —1.

=0 ; donc la courbe (C;) admet au
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De méme f n’est pas dérivable en 1 et IinlL_lf(l):oo ; donc la courbe (Ct)
X—>. X—

admet au point d’abscisse 1, une demi tangente verticale d’équation x = 1.
2) Calculons les limitesde fen —o puisen + «.

. : . 1 .
lim f(x)= lim (x+\/x2 —1)= lim ————=0; car lim ( —Vx? —1)=—oo
X—>—0 X—>—00 X—>—0 X — IXZ _1 X—>—0

lim f(x)= lim (x+\/x2 —l):+oo

3) a) Calculons f'(x) sur chaque intervalle ou f est dérivable.
Sur] —oo, -1 U [1, +oo[ ; f(X)=Xx++/x*—1 ;donc sur]—o, —1[U]1, +oo[
X VxZ =1+x

f'(x)=1+ = ;

Jx2-1 Jxi-a
—X V1-x% —x

Sur[-1,1] f(X)=x++v1-x* ;doncsur]-1,1[ f'(x)=1+ =
J1-x2 NG

b) Donnons en utilisant la question 1) le signe de f'(x) ; puis le sens des variations de f.
Pour tout X € ] —o0, —1] U [1, +oo], \/xz——l >0, donc f'(x) est du signe de
\/xz——1+ X ; de méme sur ] -1, 1[,@ >0, donc f'(x) est du signe de
ﬁ —X ; or d’aprés les solutions a la question I),

\/xz——1+x<03ur] —oo, —1[ et sur ]1, + oo, \/xz——1+x>0 ;

V1-x* —x>0 sur }—1, g{par suite V1-x* —x <0sur } % 1{.
J2 J2 {

Par conséquent f '(x) > 0 sur }—1, 7{u]1, +oof et f'(x) < Osur]—oo,-1[ U } o 1| .

f est alors strictement croissante sur }—1, g { et sur ]1, +oof ; et strictement décroissante

sur } g 1[et sur] — oo, —1[

c) Dressons le tableau de variations de f.

X — -1 \/2—5 1 +00
f'(x) - + \;J_ +

0 2 + o0
19 \>—1/ | T

4) Etudions I’existence des branches infinies a la courbe (Ct).
Ona lim f(x)=0; donc la droite d’équation y = 0 est asymptote a (Cs ) en — co.

2 J—
lim ) _ lim {H— “lez lim (1+ /1—%j:2 et
X—>+0o0 X X—>+00 X X —>+00 X

lim (f(x)—2x)= lim (\/x2 -1- x): lim ———~ 0
X—>+o© X—>+0© X—>+ 00 [XZ _1 +X
On en déduit que la droite d’équation y = 2 X est une asymptote a (C¢ ) en + co.
5) Construisons les asymptotes ; les tangentes ou demi-tangentes s'il ya lieu et la courbe
(Ct) dans le repere.
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Exercice 5-11

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Périodicité de la fonction
Calcul pratique de dérivées de fonctions, Formules trigonométriques
Dérivabilité et monotonie de fonction
Dérivabilité et extrema de fonction
Eléments de symétrie d’une courbe . axe de symétrique.
Equation de tangente & une courbe (C;) en un point d’abscisse xo.
Construction d’une courbe représentative de fonction.
Solution

f est la fonction définie sur R par f (x) = cos 2 x + 2 sin x.
(Ct) est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, i, j).

1)

2)

3)

Verifions que I'on peut réduire I'ensemble d'étude de f a l'intervalle [-7, 7].

La fonction f est définie sur R ; la fonction sinus est périodique de période 2 z et la
fonction x = cos (2 x) est période de période z ; donc f est périodique de période 2 «
(ppcm (7, 2 7)). Donc on peut étudier f sur un intervalle d’amplitude 2 7 soit par
exemple sur Es = Ds N[-7, 7] =[-7, 7].

Démontrons que, pour tout réel x, f '(x) est du signe de : 4cos x(% —sin xj

f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout X ;

f'(X) = —2sin2X + 2€0s X = —45sin X COS X + 2C0S X = 4€0S x(%—sin xj ; donc f '(x) est

du signe de : 4cos x(% —sin x} .
Etudier les variations de f sur [- 7, 7] et dresser son tableau de variation.
f'(x) =0 équivaut a 4cos x(% —sin xj =0 soitcos x =0, ou sin x =% ;sur[-z, 7] on

] T s V4 Y4
d: X=——0U X=—0U X=—0U X=——.
2 6 2 6

f'(x) < 0 sur {—n,—z}u[gf}u[s—ﬂ,ﬁ}t f'(x)=0 sur {—E’Z}UF’S_”}
2 6 2 6 2 6 2 6

Par conséquent f est décroissante sur {— T, —%}; sur {% %} et sur {% 7Z':| ;

) T 7 Srx
f est croissante sur | —=, = | et sur | —, —
{ 2 6} [2 6}

X bis b4 i 51

2 6 2 6

f'x) |—2 - o0 + 0o - 0+ o - -2
1 3 3
f(x) \ 2 \ 2
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4) Donnons les valeurs exactes des extrema, et précisons en justifiant s'il s'agit de minima
ou de maxima.
D’apreés le tableau de variation de f, =3 est un minimum absolu, 1 est un minimum local

. 3 .
et un maximum local et 5 est un maximum absolu.

5) Démontrons que la courbe (C;) admet la droite d'équation x = % pour axe de symétrie.
f (mr — x) = cos(27 — 2x) + 2sin(z — X) = cos 2x + 2sin x = f(x) ; donc la droite
d'équation x = %est bien axe de symétrie de la courbe (Cs).

6) Déterminons une eéquation de la tangente (T) a (Cs )au point d'abscisse 0.
(T) apour équationy =" (0)x +f(0)=2x+1
7) Tracons dans le repére la tangente (T) et la courbe (C; ) sur ’intervalle [ 7z, 7].

]
ES

17412? =
A}

[ NEN Y
1 1

Exercice 5-12

1) Reégles de calculs dans R ; Equations trigonométriques ; Définition de la périodicité ; de la
parité d’une fonction.

2) Calculs pratiques de limites de fonctions

3) Calculs pratiques de dérivée de fonction ; Dérivées et monotonie ; Tableau de variation

4) Equation de tangente a une courbe de fonction en un point d’abscisse x

5) Construction de droites et de courbe représentative de fonction ; Conséquences graphiques de la
peériodicité et de la parité d’une fonction.

6) Théoréme de la bijection.

Solution

f est la fonction numérique de la variable reelle x définie par f (x) = _CosX et (Cs) est sa

cos2x -1
courbe représentative dans un repere orthonorme (O, i, ] ).
1) a) Déterminons I'ensemble de définition Dy de f.
D ={xeR/cos(2x)-1+0};D; =R\{kz; ke Z}
b) Etudions la périodicite et la parité de f
La fonction cosinus est périodique de période 2 x; la fonction x — cos(2x) est
période de période 7 ; donc f est périodique de période 2 z (ppcm (z, 2 7)).

Pourtoutx € Df, X #kr;—x# —kr (KEZ);—x€Ds et f(—x)= cos(—X) ;
cos(—2x) -1
i - - COS X _
la fonction cosinus est paire donc, f(-x) =—— = f(X) ; f est paire.
cos2x—1

En déduisons I'ensemble d'étude E; de f.
f est périodique de période 2 7; on peut alors étudier f sur Dy N[ -z, ] ; de plus f est
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paire d’ou on peut 1’étudier sur Er = D;N[0, z] =]0, #].
2) Etudions les limites de f aux bornes de E; .
lim f(x)=—-c0; lim f(X)=+wx

x—>0"
(L+cos? x)2sin x
(—=1+cos 2x)*
—sinx (cos2x—1)+2sin2xcosx _ 2sin® x+4sinxcos® x _ 2sin x(1+ cos? x)
(cos 2x —1)° - (cos 2x 1)’ ~ (cos2x—1)?

b) Donnons le sens de variations de f sur E; .
Pour tout x € 10, z[ ; sin x > 0 ; 1+cos 2x > 0 et (cos 2 x — 1)>> 0 ; donc /" (x) > 0
pour tout x € ]0, #[ ; par conséquent f est strictement croissante sur ]0, z[.

c) Dressons le tableau de variations de f.

3) a) Calculons f'(x) ; puis montrons que pour tout x € Ds, f'(X) =

f1(x) =

X 0 T
f'(x) +

f |

4) Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cs ) au point d'abscisse %

(T) a pour équation y = %x —%

5) a) Construisons la droite (T), les asymptotes s'il y a lieu, puis la courbe (Cs) sur Es
(Voir la figure en fin de corrigés de 1’exercice)
b) Expliqguons comment on obtient la courbe entiere (Cs ) sur Ds, puis construisons (Cs)
surbDin] -z 7 [.
La partie de la courbe (Cs ) sur Ds] —x; # [ s’obtient en tracant, en plus de celle
tracée sur ]O, 7], son symétrique par rapport a I’axe (Oy).
La courbe entiere (C; ) s’obtient a partir de celle tracée sur DiN] —x; 7 [ par

translation de vecteur 2 k77 (k € ZZ).
6) a) Montrons que h réalise une bijection de ]0, 7 [ vers un autre intervalle J a
déterminer.
La restriction h de f a l'intervalle ]O, 7 [ est, d’aprés le tableau de variation continue
(car dérivable) et strictement croissante ; elle réalise alors d’apres le théoréme de la
bijection, une bijection de ]0, 7 [ vers J = R.
b) Construisons dans le méme repére que (Cs ), la courbe représentative (C') de la
bijection réciproque h—* ainsi que la tangente (T*) & (C') au point d'abscisse 0.
(Voir la figure ci-dessous) (C’) est en pointillé.
i Y

G (M

\
4B
5 SN
\
\
N
v
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CHAPITRE 6

FONCTIONS LOGARITHMES
FONCTIONS EXPONENTIELLES
FONCTIONS PUISSANCES

Vers la fin du XVI° siécle, le développement de I'astronomie et de la navigation d'une part et les
calculs bancaires d'intéréts composés d'autre part, poussent les mathématiciens a chercher des
méthodes de simplifications de calculs et en particulier le remplacement des multiplications par des
sommes.

Des tables de correspondances entre produit et somme sont créées au fil des années :

> Paul Wittich (1546—1586) et Christophe Clavius établissent des correspondances entre produit ou
quotient et somme, d'une part ; entre différence et division par deux d'autre part, en utilisant des
tables trigonométriques ; par exemple en posant x = sin (a) et

sin(a—b) +sin(a+b)
> :

> Simon Stévin, intendant général de I'armée hollandaise, met au point des tables de calculs
d'intéréts composeés.

» John Napier (ou Neper) (1614) crée des tables de correspondances qu’il appela tables
logarithmiques : entre deux séries de valeurs possédant la propriété suivante : a un produit dans
une colonne correspond une somme dans une autre.

La notation Log comme abréviation de logarithme apparait en 1616 dans A Description of the

Admirable Table of Logarithmes, une traduction anglaise d' Edward Wright des travaux de NEPPER.
> Le travail de John Napier sera poursuivi et prolongé par les mathématiciens Henry Briggs, Johann
Kepler, Ezechiel de Decker et Adriaan Vlacg.
» En 1647, Grégoire de Saint-Vincent met en évidence une nouvelle fonction qui se trouve étre la

y = cos(b) on peut formuler : Xx y = (sina) x (cosh) =

o . 1 . .
primitive de la fonction X —» — s’annulant en 1 ; mais ¢’est Huygens en 1661 qui remarquera que
X

cette fonction se trouve étre une fonction logarithme particuliére : le logarithme naturel.

> Ce logarithme serait appelé plus tard logarithme népérien en hommage au mathématicien écossais
John Napier qui est a l'origine des premiéres tables logarithmiques en mathématiques.

» La notion de fonction, la correspondance entre les fonctions exponentielles et les fonctions
logarithmes n’apparaissent que plus tardivement aprés le travail de Leibniz sur la notion de
fonction (1697).

La premiére apparition de e comme nombre remarquable date de 1683, date a laquelle Bernoulli

1 n
s’intéresse a la limite (1+ Hj . Plus tard Leibniz identifiera ce nombre comme étant la base du

logarithme naturel, mais il le nomma b.

On doit la notation e pour cette constante a Euler en 1731.

In (notation contemporaine de Log) est utilisé en 1893 par I'américain Irving STRINGHAM (1847-
1909) dans Uniplanar Algebra.

Depuis ces fonctions sont des puissants outils en mathématiques (pures ou appliquées) ; en physiques ;
en économie ; en médecine....

CE QU'IL FAUT RETENIR

A) FONCTIONS LOGARITHMES

1) Fonction logarithme népérien : In.
1) Définition
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(Outil pour reconnaitre la fonction In ; pour déterminer la dérivée de In)

» La fonction logarithme népeérien notée In est la primitive de la fonction x » = qui
X
1 * X 1
sannuleen1lsur R, ;Inx= fl ¥dt.

. - L 1
In est donc une fonction définie et dérivable sur ]O, +oo[ etonalIn'x = < ;In1=0.

La fonction In est donc continue et strictement croissante sur ]0, +oo[ (car In' x > 0 sur
]0, +oo[ ) ; elle est alors bijective. Le réel 1 possede alors un seul antécédent par In.

2) Propriétés algébriques
(Outil pour effectuer des calculs algébriques sur les In ou résoudre des équations ou
inégquations comportant In)

Soient a et b deux nombres réels strictement positifs, alors on a :

In(axb)=Ina+Inb; In(gjzlna—lnb; In(%j:—lnb; Ina"=rxIna; (reR)

Ina=Inb équivauta a=b; Ina<Inb équivauta a<b; Ina>Inb équivauta a>b
Exemple : Résoudre dans R, I’équation In (—2x+5) =0 ; puis I’inéquation
In(-x?+2x+3) <0

Solution : L’équation In(—2x +5) =0 n’est valable que si =2 x + 5 > 0 ; c'est-a-dire x < g :

donc D, = }—oo, g[ et sur Dy In(—2x+5) =0 équivaut a In(-2x +5) = In1 ce qui équivaut

a—2x+5=1;x=2;2€D,doncS ={2}.
L’inéquation In (— X% + 2X+3) <0 n’est valable que si —x* +2x+3 > 0 ; c'est-a-dire
—1<x<3;doncD,=]-1, 3[ etsur Dy, In(— X2 +2x+3) <0 équivaut &
In(— x? +2x+3) <Inl ce qui équivauta —x*+2x+3 <1; —x*+2x+2<0 ; donc
S=]-1, 1-v3] u [1++3, 3]
3) Etude de la fonction In.
(Outil pour étudier le sens de variations de la fonction In)
In:]0; +o[ >R
X +— In X

» La fonction In est définie sur ] 0 ; +oof

. . . Inx
liminx=-o0 ; lim InXx=+o0, onadmet que lim —=0
x—>0 X—>+00 Xx—>+o Y

x>0

1 1 . .
> In'x= ” ; pour tout x > 0, ™ > 0 ; In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[

» L’unique antécédent de 1 par la fonction In est le nombre e = 2,72 : Ine = 1.

Courbe d'équation : y = In x

4) Limites
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(Outil pour déterminer la limite d’une fonction comportant In en un point ; OU pour
lever les formes indéterminées sur les limites ou il y a In)

. . . Inx
» liminx=-w ; limInx=+o0 ; lim —=0.
x—0 X—>+ 0 X—=>+0o Y
x>0
o, . Inx :
> lim x"Inx=0; lim — =0 (pour tout rationnel r > 0)
x—0" X+ ¥
. Inx . InQ+x . . .
> lim——=1; lim (L+x) =1 ce qui se traduit : au voisinage de 0, In (1 + x) = X
x>l x =1 x—0 X

+o0 Si limu(x)=+o
> limIn(u(x))={-c si limu(x)=0 (X, fini ounon et u (x) > 0)

Inl si X|erxl ux)=1;(>0)

Exemple : Calculer les limites suivantes :
a) lim (¢ +x~2)in(x~1): b) lim X'”(1+1j; ¢) lim |n2(X+11);
x— 1" X— +o X X—> 400 X —

d) lim (1—2x)|n(XL2j ¢ lim M+sinx)
X~ X+3 x>0 sin2X

Solution : Calculons les limites suivantes :
a) 1lim (x? + x—2)In(x—1) prend la forme indéterminée 0 x oo (car
x— 1"

lim (x2+x—2):0, IirTl[(x—l):O+ et alors  lim In(x —1) = —o0)

x—1"
Posons X =x — 1,alorsx=X+1;six > 1%, X - 0% et donc Iinl1+(x2 +x—=2)In(x-1) =
Iin’11+(x+2)(x—1)ln (x-1)= X|inr(|)+(x +3)XIn(X)=0;[ (0+3)x0]

X— +o© X—> 400

b) lim xIn (1+ 1} prend la forme indéterminée 0 X oo (car lim (1+ 1} =1, Iimlln x=0)
X X X—

Posons X = i,alorsx: % 'Six = +00, X - 0% etdonc
X
1 In(1+1j In(1+ X)
lim xln(1+—j: lim — %/ _ jjm e+ A) g
X—> +0 X X—> +o 1 X —=0* X

c) lim le) prend la forme indéterminéez(car

X—> 40 QX —
lim (x +1) = +oo alors lim In(x+1) =+ et lim (2x—1) =+o0) ; on peut dire que
lim M= lim In(x+1)x x+1 ;posons X =x+1,x=X—-1;SiXx— +oo, X = +o0 et

x>0 2 =1 xowe x4+1 0 2x-1

donc tim MO x+1 o In(X) X 5602 gone tim MY _
x>+0  Xx+1  2X=1 xo+e X 2X -3 2 x>0 2x =1

d) lim (1—2x)In [XLZJ prend la forme indéterminée 0 x oo (car
X—> —0 X

lim (XLZ)=1, alors lim In[izj =In1=0 et lim (1-2x)=+x);0na

X— —0 X+3 X— —0 X+3 X—> —0
X2 4, =L et posons X =_—1; x= 3% -1 *si X > —o0, X > 0%et donc
X+3 X+3 X+3 X
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lim (1-2x)In X*2)_ im (L—2x)In|1+ L)z i (22 In(L+ X) ; ensuite
X— % X+3 X—> —% X+3 X—0" X
lim K?X +2j|n(1+ X)}: lim [(7X +2)M} ; on a finalement
X - 0* X X - 0* X
lim (1—2x)|n[ij= lim (7X +2)M=2; (2x1).
X—> —o0 X+3 X - 0" X
_In(L+sinx) 0 .
e) lim ————— prend la forme indéterminée — ; sin 2x = 2 sin x X cos X ; donc on a
x>0 5iN2X 0
IimM =lim In (1-i-5|n X)x 1 ; au « voisinage de 0 cos x > 0,
x=>0  §jn2X x>0 sin x 2C0S X

cosx = 1_sin? x : donc lim In(lJ_rsz)>< 1 1 4im In(lJ_rsmx)X 1
x>0 sin x 2C0SX | x>0 sin x 2 I—sin?x

Posons X =sin x; six — 0, X — 0 et donc

i In(l+sinx)>< 1 _ fim In(1+X)>< 1 ot ors
=0 sinx 2\1-sin?x | *°° X 241-X2 2 27

im In(1_+sm x)_1

x->0  sin2X 2

5) Dérivées ; Primitives
(Outil pour déterminer la dérivée d’une fonction comportant In (fonction logarithmique) ou

u'(x)

déterminer une primitive de la fonction : x T sur un intervalle)
u(x
» Lorsque u > 0 et dérivable sur I, alors Inou est dérivable sur I et pour tout x
5 : (x
appartenant a I ; In'(u(x)) = vk
u(x)
L. N . u'(x
> Lorsque u > 0 et dérivable sur I, alors une primitive de la fonction : X +— % sur |
u(x

est la fonction : x— In[u(x)|+k (avec k un nombre réel)

Exemple : Déterminer une primitive sur | de chacune des fonctions suivantes :

a) fdeéfinie par f(x)=tanx surl= }—% %[
2
b) fdéfinie par f(x):w sur 1= 1, +oof

Solution : Déterminons une primitive sur | de chacune des fonctions suivantes :

a) fdéfinie par f(x)=tanx surl= }—% %{ ; pour tout x € I,

f(x)= LT —(_S'n Xj = —[COS Xj qui est de la forme u ; donc une primitive F
COS X COS X u(x)

de f sur | est de la forme F(x) =—In|cosx|+k ; k € R. ; mais sur }—% %{ cosx >0,

donc F(x)=—In(cosx)+k ; k€ R.

2
b) fdéfinie par f(x)= 2X+—X1+3 sur 1 =] 1, +oo[ ; pour tout x € I, on a par la division
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2_
w:_2X+1+

euclidienne, f(x) =
1-x -x+1

=—2x+1—3( j : donc une

—X+1
primitive F de f sur I est de la forme F(x) =—x* +x—3In|—x+1/+k ; k € R.; mais

sur] 1, +oo[, (—x+1) <0;donc F(X)=—x*+x-3In(x-1)+k ; ke R.
) Logarithme décimal : log.
Le logarithme décimal noté log est défini pour tout nombre réel x strictement positif, par :

I
log x = log,,x = % IN10~2,30;log10=1; log10"=n.

Remarqgues :
> Le logarithme décimal est aussi appelé logarithme en base 10. On note aussi pour tout
x>0, logx = log,, X.
» On peut ainsi définir des logarithmes de base a, (a > 0 et a # 1) en posant :
nx 1

log, x=—=—-xInx ; ¥V x>0.
Ina Ina

B) FONCTIONS EXPONENTIELLES.

I)  Fonction exponentielle népérienne.:exp.

1) Définition
(Outil pour résoudre des equations comportant exponentielles ou In)

» La fonction exponentielle (ou fonction exponentielle népérienne) est la bijection
réciprogue de la fonction In.

> Pour tout réel x, on pose exp (x) = ‘et e* =y signifiequey >0etx=Iny De méme
Inx=yéquivautax>O0etx=e”.

> e%=1:el=e

2) Conséguences:
> Lafonction exponentielle est définie sur R et est bijective de R vers R ;
> Pour tout réel x>0, e"*=x. Pour tout réel x, Ine* = x.

3) Propriétés algébrigues
(Outil pour effectuer des calculs algébriques sur les exponentiels ou résoudre des
équations ou inéquations comportant exponentiel)

> Si a et b sont des nombres réels quelconques, alorson a:

_ 1 ., € b
ea+b:eaxeb; eb:_b; eab:_b; (ea) :eab.
e e
e?=e® équivauta a=b; e®<e® équivauta a<b; e® >e® équivauta a>b.
Exemple :
Ve 2 — —
1) RésoudredansR: a) "> <1; b)2e*+e*=3
e*-2e’=-5 eX.e¥ =4
b){

3  +e¥ =13 '

2) Résoudredans R x R : a) {

Solution :
1) Résolvons dans R :

a) eX3<1;1=¢";donc > <1 équivauta e <e :alorsona:
x*+2x-3<0; (x-D)(x+3)<0;-3<x<1;S=[-3,1].

b) 2e* +e =3 équivauta 2e** —3e* +1=0 ; posons X =e* ; I’équation devient :
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2X?-3X +1=0 :soitX=1ou X:%.Si X =e* =1, alors x =0 et si

X =e"= % alorsx=—In2; S={-In2, 0}.
2) Résolvonsdans R x R :

eX_Zey:_s. - . - s . . X X .
3" o) =13 ; par combinaison linéaire, ona: 7e* =21; " =3, et par suite

eY =4 ;donc x=In3ety=21In2.S={(In3, 2In2)}.

ex-ey=4 ex'ey=4
b équivaut & -donc e** =4 ou (le* —2)le* +2)=0.
) { ey =1 { e’ =¢e’ (( )( )

Onaalors e*=2,carVXxeR, e*>0.Donce*=2¢et e’ =2 ;x=y=1In2
S={(In2, In2)}.
4) Etude de la fonction exp.
(Outil pour étudier le sens de variations de la fonction exponentielle)

exp: R—>R
X exp(x)=e”

> La fonction exp est définie sur R ; (pour tout nombre réel x, exp (x) =e”.)
lime*=0 ; lime* =+

X—>—00 X—>+00

> exp'(X) = (e”) =e”; pour tout réel x, e *> 0 ; la fonction exp est strictement

Y

X

) . e
croissante sur R. lim — =+

X—>+o X -
¥ y=e* Y=x
X — 0 0 + 00 E
“-ﬂ"
Xy + 1 + ~F=Inx
(e ) // /af
R
‘ + 00 2 R 1 2 3 ox
L4
X ‘0
e 1 :
0 I
24
Courbe d'équation : y=¢”*
5) Limites
(Outil pour déterminer la limite d 'une fonction comportant exponentiel, en un point)
e e’
» lime*=0; lime*=+0w0; lim —=+c ; limxe*=0; lim —=+o;
X—>—00 X—>+00 X—>+o X X—>—00 x—+o00 Y '

> lim x"e™ =0 (pour tout rationnel r > 0)

X—>+o©

e -1 . . .
> Ilng =1; ce qui se traduit : au voisinage de 0, e * ~ x +1.
X— X
+o0 Si limu(x)=+o
X—>Xg
> lime'™ =4 0 si limu(x)=-o
X—>Xo X—>Xo

e si limu(x)=1;(l un réel quelconque)

X—>Xg

Exemple : Calculer les limites suivantes :
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—2x+1

a) lim e( X‘ZJ o)) XIirpw(x2 +1)e ™™ ; ¢) Iim(

x—2"
Solution : Calculons les limites suivantes :
,2X+1j —2x+1
. - . —2x+1 . . f]
a) Ilme[X2 : lim ———==—ow et lim e* =0 : donc Ilme[X2 =0.
x—2" x—2" X — X—>—0 X— 2"

b) lim (x* +1)e* = lim (xze‘x)+(e‘x)=0 (limites usuelles)

—-X

_ 1-x
C) Iim{%) prend la forme indéterminée % ;posons X=x—1;x=X+1;si
X—> X_
_ 1-x X X
WﬁLX—ﬂﬁ"m(ﬁiﬁﬁ—JZHmﬂﬁig—jjzmnp+e ]jzyuzz.
x—1 X-1 X -0 X X —0 X

6) Dérivees ; Primitives
(Outil pour déterminer la dérivée d’'une fonction comportant exponentiel ou déterminer une
primitive de la fonction : fonction x > u'(x) e “®sur un intervalle donné).

» Lorsque u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle | alors la fonction f
définie par f (x) = e“® est définie et dérivable sur | ; et pour toutx € I, on a :
f'x) =" @y =u(x)e'®,

» Lorsque u est une fonction définie et derivable sur un intervalle | alors une primitive
de la fonction x > u'(x) e"® est de la forme x> €"® +k ; (k un nombre réel).

) Fonction exponentielle de base a :exp, (@>0eta# 1)

1) Puissance réelle : @
Pour tout réel a > 0 et pour tout réel b, on poset a”=e""? ; la puissance réelle
possede les mémes propriétés algébriques que la puissance entiére.

2) Fonction exponentielle de base a (a>0eta=# 1)
> Pour tout réel a strictement positif et différent de 1, la fonction : Exp, : x > a*=¢*"™

pour tout réel x est appelée fonction exponentielle de base a.
» L’étude d’une fonction exponentielle de base quelconque a (a > 0 et a # 1) se rameéne

a celle d’une fonction de la forme e" ; car a*=¢e*"?,
» La fonction exponentielle de base a (Expa X a*=ex'""") est la bijection

réciproque de la fonction logarithme de base a (Ioga X > log, x= :n_x]
na
> En particulier la fonction exponentielle de base 10 Exp,,:x+>10=e

bijection réciproque de la fonction logarithme décimale log : x — log x .

xIn10 eSt Ia

C) FONCTIONS PUISSANCES

1) Fonction puissance entiére f,: x> X" (n € ZZ)
(Outil pour étudier une fonction puissance entiére ; pour déterminer la racine n
d’un nombre)

1) casounezz’

> f,: x> x" est définie sur I'ensemble R ;
> Elle réalise une bijection de R+ vers R, si n est pair ; et une bijection de R vers R si n
est impair.
Fonction racine n-iéme
> Pour tout x > 0, la fonction réciproque de f,: x— x" (n > 0) est appelée fonction

ieme
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1
racine n-ieme et définie sur R, par: f; : X x =xn,

n

> Pour tous reels positifs a et x, t/x =a équivauta x=a",
2) casounez"

> Sin<0:lafonction f,: x> x" est définie sur I'ensemble R".

I1) Fonction puissance f, : x = X* (a étant un réel non nul)
(Outil pour étudier les fonctions puissances ou des fonctions comportant un parameétre réel)

1) Définition
> Pour tout réel o # 0, la fonction puissance f,: x = x“ est définie sur ]0, +oo[ par
fa(x) — Xa =eozlnx .

2) Etude des fonctions puissances : f_ :]0, +oof = R (a # 0)

X+— f_(x)=x"
a>0 a<0
limx% =0 ; lim x* =4+ lim X% =+o00 ; lim x* =0
x—>0" X—>+0 x—>0" X—>+00

f'a (X) — (Xa )vz (ealnx)' :g eozlnx —a Xa—l

X
f, est strictement croissante sur] 0; +oo[ | f,_ est strictement décroissante sur] 0 ; +oo[
X 0 + o0 X 0 too

(x“) + (x%) _

D) CROISSANCES COMPAREES :
(Outils pour étudier les limites de fonctions comportant In, exponentiel et ou puissance en un
point)
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Il s’agit de comparer les limites en oo et en 0 des fonctions logarithmes, exponentielles et
puissances :
» Comparaison logarithme et puissances :

. o . (Inx)”
v Ya>0, lim m—aX:O;(engeneralona:Va>0, Vg3 >0, lim &=

X—>+0o X x>+ x%

0)

v Ya>0, limx“Inx=0;(engénéralona: Va >0, VB >0, lim x“(Inx)” =0)
x—>0*

x—0*

> Comparaison exponentielle et puissances

e _ L _ _(eY*
v Va>0, lim — =+ ;(engénéralona: Va >0, V>0, lim ~——=0)

x>+ X X+ Y

v Ya>0, lim x“e™* =0 ;(engénéralona: Va >0, VB >0, lim x“(e™)” =0)

X—>+00

v Va>0, lim x“e*=0;(engénéralona: Va >0, VB>0, lim x“(e*)” =0)

X——

> Comparaison logarithme et exponentielle

X X

. e (. .
v lim — =400 ;;(engénéralona: VA >0, lim =
x—>+o [N X X—>+00 (|n X)ﬁ

+0)

v lime*Inx=0;;(engénéralona: VB >0, lim e *(Inx)” =0)

X—>+00

Principe général : A plus ’infini, I’exponentielle « I’emporte » sur les puissances qui, elles-
mémes « I’emportent » sur le logarithme !
On peut I’observer sur la figure ci-dessous.
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 6-1
Simplifier les expressions suivantes : (a, b et x étant des réels strictement positifs.)

A= In(\/ﬁ—ﬁ)+ln(\/_9+\/_) =In(a’)-12 In\/_+ln[aJ

4In2

-3 7 a3 5 e3+Inx2
C=6In|a? xb? [+4In| = |® ;D= ———entnInx=s
b® XIn3*

Exercice 6-2
Résoudre dans I'ensemble R des nombres réels, les équations et inéquations suivantes :

1
1) In(2x2+5x+2):In2+In(X+§j © 2) In(2¥*=3x+1) < In(x+1) +In (- x +3) ;

3) e =1: 4)2e%-e*=3; 5) (Inx)?+Inx-2<0; 6)e>de™
Exercice 6-3
Résoudre dans Rx R, les systémes d'équations suivantes :

Xx—-3y=-1 e*xe’ =8 Inx+3lIny=1 e* —2e¥ =-5
1) y ) 2) ) ; 3) Teny ; 4)

Inx—In2=Iny ¥V =2 3Inx—2Iny=-8 3e*+e’ =13
Exercice 6-4

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble de définition de la fonction f, les limites
de f aux bornes de I'ensemble de définition, puis calculer f '(x) pour tout x.

D) =2x+1+In(1-x);: 2)fx)= (ZX 1) 3)f(x) = X
Ix
5
3 _3
4)f()_3e +12’ 5) f (x) = +1, 6)F(X) = x 2+2x-1
Exercice 6-5
Déterminer dans chaque cas sur l'intervalle I, une primitive F de la fonction f définie par :
x—1 1
DfX)=—————:1=]-0,+0o[; 2) f(X)= —— : 1=]1, +oo[;
) f= o 1=l el ) F()= 1 I=]L, +oo[;
3) f(x)= (1—-x) g2 il=]-00,+00[; 4) f(X)=tanx : I= }—% %{
EInx
e2
5) f(x)=cosxe™ :I=R; 6) f(x)= - 1=10, +ol.
2
D f=2200= ] 1] B g00= 22 1211w
X+

(pour les 7 et 8, pensez a la division euclidienne).

Exercice 6-6
Soit la fonction numérique f de la variable reellexdeflnle par f(X)=x —In(1-x);et(Cy

sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, | j ).
1) Etudier le sens des variations de f et dresser son tableau de variations.
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2) Donner une équation de la tangente (D) a la courbe (Cs) au point d'abscisse 0.
3) Soit u la fonction définie par u (x) = —x —1In (1 —x).
a) Etudier le sens des variations de u et dresser son tableau de variations.
b) En déduire la position relative de (Cs) et de (D)
4) Etudier I’existence de branche infinie a la courbe (Cy) a I’infinie.
5) Tracer dans le repére, la tangente (D) et la courbe (Cy).

Exercice 6-7

5Inx

. : - : , e —3x*+2e 2
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = — ; et
X

(Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, |] ).
3

1) Montrer que pour tout x >0, f(x) = —g X+ X2

2) Etudier le sens des variations de f et dresser son tableau de variations.

3) Montrer que la courbe (Cr) n’admet pas d’asymptote.

4) Démontrer que la courbe (Cs) traverse I’axe des abscisses en un point dont 1’abscisse o
appartient a I’intervalle ]2, 3[.

5) Tracer dans le repére, la demi-droite d’équation y = —g X a droite de I’origine du

repere et la courbe (Cy).
Ondonne: v2 ~14 et /27 ~5,2

Exercice 6-8
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) =e *(cos x +sinx) et

(Ct) sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i ] ). (Unité 4 cm)
1) a) Exprimer sin(x+%) en fonction de cosx et sinx .

b) En déduire I’ensemble des solutions dans R de 1’équation f (x) = 0.
c) Déterminer la limite de fen +oo.

2) On désigne par f' la fonction dérivée de f sur R.
a) Calculer f'(x).
b) Résoudre dans R I’équation f'(x) =0.

4

a) Donner le sens de variations de f sur l'intervalle | et dresser son tableau de variations
sur .

b) Tracer la partie de (Cy) correspondant aux points dont I'abscisse appartient a
I'intervalle 1.

4) On désigne par g la restriction de f a intervalle [0, 7].
a) Montrer que g réalise une bijection de [O, 72'] vers un intervalle a déterminer.
b) Construire en justifiant la courbe représentative (C'g ) de g—* dans le repére.

3) Onnote I l'intervalle {—% 7—”}

Ondonne v2 e* ~31;: e™ ~004

Exercice 6-9
)i Soit u la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0, + oo par :
u(x)=1In [1+1j—L
X) x+1
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1)

1)
2)
3)
4)

5)

6)

1) Donner le sens de variation de u.
2) En deduire le signe de u (x) sur ]O, + oo.
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

xln(x—ﬂj; si x>0
f(x) = X
—x+1-e*; si x<0
2

et (Cr) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, 1, j ). (unité 2 cm)
a) Etudier la continuité, puis la dérivabilité de la fonction f en 0.

b) En déduire une conséquence graphique de la dérivabilité de f en 0.

a) Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations.

b) Etudier I’existence des branches infinies a la courbe (Cy).

a) Verifier que f (-2) x f (- 1) < 0.

b) En déduire une localisation de solution de 1’équation f (X) = 0 si x < 0.

Tracer dans le repére, les asymptotes éventuelles et la courbe (C) en précisant ses
particularités au point d'abscisse 0.

Soit g la restriction de f a I’intervalle ]0, + oof.

a) Montrer que g réalise une bijection de ]0, + oo vers un intervalle J a déterminer.
b) Construire dans le repére, en justifiant, la courbe (C'g ) représentant la bijection

réciprogue de g.
Soit S la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe zdont la
partie réelle est négative ou nulle, associe le point M' d'affixe z' tel que z' =Z.
Soit M (x,y) € (Cy) et M’ (x’, y") son image par S.
a) Etablir une relation entre les coordonnées du point M’ et celles du point M.
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation S.
c) Déterminer une équation de la courbe (C') image de la courbe (Cs) par S.
d) Construire la courbe (C') dans le repere.

Ondonneln2 =~ 0,7

Exercice 6-10

Pour tout réel k, on note f, la fonction définie sur R par : f,(x) = (x—1)e **et (Cy) sa

courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i,]).
Partie A

1)
2)

3)

Quelle est la nature de f,?

a) Déterminer les limites de f, en + oo puis donner une interprétation graphique
du résultat.
b) Déterminer les limites de f, en — oo,
c) Préciser le sens des variations de la fonction f, et dresser son tableau de variations.
Tracer dans le repéere, les courbes (Co) et (Cy).

Partie B

1)

2)

a) ket k£’ étant deux réels quelconques différents, déterminer les valeurs de x pour
lesquelles f, (x) = f,.(X).
b) En déduire que toutes les courbes (Cy) passent par deux points fixes indépendants
de k dont on déterminera les coordonnées.
On suppose k # 0.
a) Déterminer suivant le signe de k, les limites de f, en— oo et en + oo.

b) Calculer f,'(x) pour tout réel x.
c) En déduire suivant les valeurs de k, le sens de variations de la fonction f,
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d) Dresser le tableau de variations de f, dans chaque cas.
e) Préciser dans chaque cas, la nature de I’extremum absolu de f,
3) a) Etudier suivant les valeurs du réel «, le signe dans R de 1’expression
u,(x)=(x-1)E“*-1)
b) En déduire selon que £’ > k ou que k£’ <k, les positions relatives des courbes (Cy)
et (Cy).
4) Envous basant sur les questions précédentes, tracer la courbe (C_;) dans le repere sans
étudier le sens de variations de la fonction f _;

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 6-11

1) Etudier le signe de I'expression u (x) = 2 e — 5 e* + 2 suivant les valeurs de x.

X

2) festlafonction numérique de la variable réelle x définie par f (x) =2 x + et (Cs)

e’ -1
est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, I] ).
a) Déterminer I'ensemble de définition D¢ de f.

b) Montrer que pour tout x élément de Dy, f (X) = 2Xx+1+

e —
c) Etudier le sens des variations de f et dresser son tableau de variations.

d) Démontrer que les droites (D) et (D') d'équations respectivesy =2 x ety =2 x + 1 sont
des asymptotes a la courbe (Cs) respectivement en —co et en + o,

e) Démontrer que le point | (0, %) est centre de symétrie de la courbe (Cs).

f) Tracer dans le repere les droites (D), (D) et la courbe (Cs).
3) Soit g la fonction numérique définie par g (x) = f(|x|) et (Cy) sa courbe représentative

dans le repére orthonormal (O, i, ])
a) Etudier la parité de la fonction g.
b) Sans étudier la fonction g, construire la courbe (Cg) dans le repére ; justifier la
construction.
Ondonne: IN2~0,7:e~27 :e*~74 :e*~04:e?~014:e>~01.

Exercice 6-12 :

On considere la fonction f définie par f (x) = XL On note (Cy) sa courbe repréesentative
e —

dans le plan rapporté a un repere orthogonal (O, i j), (unité graphique 2 cm sur I’axe des

abscisses et 5 cm sur I’axe des ordonnées).
Partie A

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =e* —x-1.
1) a) Etudier les variations de la fonction g sur R.
b) En deduire le signe de g.

2) Justifier que pour tout réel x, e* —x > 0.
Partie B
1) a) Calculer les limites de la fonction f en + oo et — oo,
b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus
2) a) Calculerf'(x), f’ désignant la fonction dérivée de f.
b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
3) a) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (Cs) au point d’abscisse 0.
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b) Etudier la position de la courbe (Cs) par rapport a la droite (T).
4) Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (C) dans le repére.

Exercice 6-13
Partie A.

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) = h (Cy) sa courbe

représentative dans un repére orthonormal (O i, ) (unité graphique : 2 cm)

1) a) Determiner les limites de f en —oo et en +oo.
b) En déduire des conséquences graphiques pour la courbe (Cy).
2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
3) Démontrer que le point d'intersection A de (Cs) et de I'axe des ordonnées est centre de
symétrie pour (Cy).
4) Donner une équation de la tangente a (Cy) en A.
5) Tracer sur un méme graphique : (Cy), sa tangente au point A, et ses droites asymptotes.
Partie B.
On considere la fonction f ', dérivée de f. On note (C,.) sa courbe représentative dans le
repere orthonormal.
1) En utilisant le fait que (Cs) admet le point A comme centre de symétrie, justifier que f'
est une fonction paire.
2) a) Déterminer les limites de f' en —oo et en +oo.

b) En déduire les droites asymptotes a la courbe (Cf.).

3) Etudier les variations de f ' et dresser son tableau de variations.
4) Tracer (Cf.) sur le méme graphique que (Cy).
5) Justifier la position de (Cf.) par rapport a (Cy).
Partie C
1) Justifier que f admet des primitives sur R.
2) Soit F, la primitive de f sur R qui s'annule pour x =0, et soit (I') sa courbe
représentative dans le repére repere orthonormal \O, | j

a) Quel est le sens de variation de F ?

b) Expliciter F(x), pour tout x réel.

c) Déterminer les limites de F en —o et en +oo. En déduire une conséquence pour (T).

d) Montrerque Vx € R, F(X)=x—1In (1+ e” ) En déduire I’équation d’une asymptote
oblique a (I').

e) Reésumer les résultats précédents dans un tableau de variations pour la fonction F.

f) Tracer la courbe (I') et ses asymptotes dans le repeére.

Exercice 6-14
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
X=DIn(1-x) si x<1
(=[x~ s
(x—-2)+e ™ si x>1
et (Ct ) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, fj)
1) a) Etudier la continuité de la fonction f en 1, puis la dérivabilité de f a gauche de 1.

b) Etudier hlirgu fa+h -1 ; en deduire I'étude de la dérivabilité de f a droite de 1,

puis la dérivabilité de fen 1.
c) En déduire une consequence graphique du résultat.
2) a) Etudier les variations de la fonction f ; en déuire le signe de f (x).
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b) Etudier la limite de f (x) — (x — 2) lorsque x tend vers +oo.
En déduire une interprétation graphique du résultat.
c) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (Cs) au point d'abscisse 0.
d) Tracer dans le repére, la droite d'équation y = x — 2, la tangente (T) et la courbe (Cs)
en précisant ses particularités au point d'abscisse 1.
3) Soit g la fonction numérique définie par g (x) = | f(x)| et (Cy) sa courbe représentative
dans le repére.
a) Exprimer g (x) sans le symbdéle des valeurs absolues.
b) Sans étudier la fonction g, construire dans le repére, en justifiant, la courbe (Cy).
4) Soit S la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe le
point M ' d'affixe z' tel que z' =z —1.
a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de la transformation S.
b) Déterminer une équation de la courbe (C') image de la courbe (C;) par S.
c) Construire la courbe (C') dans le repére.
Ondonne e ~0,4.

Exercice 6-15

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =

e* —
e

- L et (C¢) sa
X 1

N
courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i j)
Partie A.
1) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par : h(x) = xe* +1.
a) Etudier le sens de variation de h.
b) Démontrer que pur tout réel x, h (x) > 0.
2) Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par: g(x) = x+2—¢”.

a) Déterminer les limites de g en —oo en + .
b) Etudier le sens des variations de g et dresser son tableau de variations.

c) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet deux solutions « et 8 dans R ; avec a > f3.
d) Prouver que o €]l 2[ et que B e]-2, —1[.
e) En déuire le signe de g (x) suivant les valeurs de x.
Partie B
1) a) Déterminer les limites de f en —oo en +oo.
b) En deduire une interprétation graphique des résultats.
e'g()
(xe* +1)°
b) En déduire le sens des variations de la fonction f et dresser son tableau de variations.

3) a) Etablir que f(a)=i.
a+l

b) Déterminer un encadrement de f(«).

4) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (C;) au point d'abscisse 0.
(x+21)u(x)
xe* +1

b) Etudier le sens de variation de la fonction u ; puis en déuire le signe de u (x).
c) Donner la position de la courbe (Ct) par rapport a la droite (T)
6) Tracer la droite (T) ; la courbe (Ct) dans le repére et illustrer I’interprétation graphique
des limites de f a I’infini.
Ondonne e~27 ;e*~7,4 ;e ~04;e’~014.

2) a) Montrer que, pour tout réel x, f'(x) =

5) a) Etablir que pour tout réel x, f(x)—x= avec u(x)=e*—xe* -1.
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Exercice 6-16
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

2.2 1. xInx_
——X24+=X+——;s81 x>0
3 2 2

f(x) =

n2*+27*-1; si x<0

et (Ct) sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i, j). (Unité 4 cm).
Partie A.
Soit g la fonction numérique de la variable réelle x definie sur ]0, + co[par :
g(x) :—\/;+me+1.
1) Etudier le sens de variation de g.
2) En déduire le signe de g (x) sur ]O, + oof.
Partie B
1) Montrer que pour tout x < 0, f (x)=xIn2+e*"* -1
2) a) Etudier la continuité, puis la dérivabilité de la fonction f en 0.
b) Quelle conséquence garphique peut-on déduire de la dérivabilité de fen 0 ?
3) Etudier le sens des variations de f et dresser son tableau de variations.
4) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (C;) au point d'abscisse 1.
5) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]O, + oo par :

3
h(x) = _sz +£x+l+m.
3 2 6 2
a) Calculer 4’ (x) pour tout x > 0.
b) Etudier le sens de variation de h puis en déduire le signe de h (x) pour tout x > 0.
c) Deéduire des questions précedentes, la position de la courbe (C¢) par rapport a la
droite (T)
6) Tracer la droite (T) et la courbe (Cs) dans le repere.

Exercice 6-17
Pour tout réel k, on note f, la fonction définie sur ]0, +oo par : f,(x) = x* e *et (Cy) sa

courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i, j).

Partie A
1) Etudier le sens des variations de la fonction f, et dresser son tableau de variations.

2) Tracer dans le repere, la courbes (Cy).
Partie B
1) a) ketk’ étant deux réels quelcongues différents, déterminer les valeurs de x pour

lesquelles f, (x) = f,.(X).
b) En déduire que toutes les courbes (Cx) passent par un point fixe indépendant
de k dont on déterminera les coordonnées.
2) Etudede f,.

a) Determiner suivant les valeurs de k, les limites de f, en O eten + co.

b) Calculer f, '(x) pour tout réel x.

c) En déduire suivant les valeurs de k, le sens de variations de la fonction f,

d) Dresser le tableau de variations de f, dans chaque cas.

e) Préciser dans chaque cas, la nature de 1’extremum absolu de f, s’il y a lieu.

3) Envous basant sur les questions précedentes, tracer la courbe (C_;) dans le repére sans
étudier le sens de variations de la fonction f_;.
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 6-1
Propriétés algébriques de In et exponentielles
Solution

Simplifions les expressions suivantes : (a, b et x étant des réels strictement positifs.)

Ao In(\/ﬁ—\/é)+ln(\/ﬁ+\/§)_ In16 _4In2_1

4In2 ~4In2  4In2

B:In(a7)—12ln\/5+ln(gj:7Ina—6lna+ln2—lna:In2; va>0;
a

37 3\e
C:6In(a be2j+4ln(a ] :6[—glna+glnbj+4x%(3lna—6|nb)

b®

C=-9lna+2linb+10lna-20Inb=Ina+Inb=In(ab); Ya>0 et Vb>0;

3+Inx? 3 In x? 3 2
e e’ xe e” x X 1
D:—X In(In3)+In x-3 :—eln(lns)xelnxxe—a — - X|n3><X><—3:X; vx > 0.
xIn3 xxXxIn3 x“In3 e
Exercice 6-2
Propriétés algébriques de In et exponentielles

Solution
Résolvons dans I'ensemble R des nombres réels, les équations et inéquations suivantes :

1) In(2x2+5x+2):In2+In(x+%j ;sur}—%, +oo{;ona2x2+5x+2:2x+1;soit

e

2) In(2x*=3x+1) <In(x+1)+In(x+3);sur }—1,%[u]1, 3[;ona

2x2+3x+1=0;(x+1)(2x+1):0;x=—loux=—%;doncS =0

2 -3x+1< (x+1)(—x+3) ;3¢ -5x—2<0;(x-2)(3x+1)<0;S= {—%,%{u]l, 2]

3) e %=1 :surR;onax’+2x-3=0;doncSg={1, —3};
4) 2e2x—eX:3;surR;onaenposantX:eX;2X2—X—3:0;X:g (X >0) ; donc

e* :g d’oux = In(gj =In3-1In2;Sg={In3-1In2};

5) (Inx)2+Inx—2<0;sur]0, + oo ;enposant X = Inx,ona X’ +X-2<0;-2<X<1;

—2 < Inx < 1 ; (la fonction exp est croissante sur R) ; donc e > < x<e ; d’ot S, + o[ = le 2 el.

6) e*>4e™;surR ;e?*>4; Inestcroissante sur] 0, + oo[ ; donc 2x = 2In2 ; x > In2 ; donc
Sg = [In2, + o[

Exercice 6-3
Propriétés algébriques de In et exponentielles
Solution

Résolvons dans R xR, les systémes d'équations suivantes :
x-3y=-1 x-3y=-1 x-3y=-1
1) y sur]0, + oo X ]0, + oo[ ;0N a: y ; Soit, y
Inx=In2=Iny Inx=1In2y X=2y
quidonnex=2ety=1;S={(2, 1)},

; ce
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e’ =2 e¥y =2 X—y=1In2
S={(21In2,In2)};
){ Inx+3Iny=1

e xe’ =8 e =8 X+y=3In2
2){ * surRxR;ona{ ;soit{ y ;doncx=2In2ety=1In2;

sur 0, + o[ x ]0, + o[ ; on aen posant Inx = X et Iny =Y ;

3Inx-2Iny=-8
X+3Y =1
:X=—2etY=1;doncx=e’ety=e;S={(e % e)};
{3X—2Y:—8 y {(e % e)}
e*—-2e’=-5 X -2Y =-5
4) sur RxR;onaenposant X =e* et Y =¢”’ ; ;X =3et
3e"+e’ =13 3X+Y =13

Y=4;doncx=1In3ety=21In2;S={(In3, 2In2)}.

Exercice 6-4

Ensemble de définition des fonctions In et In o u ; limites des fonctions In, exponentielle, puisances et
de In o u et croissances comparées ; calculs pratiques de dérivées, dérivées de In, exponentielle,
puissances et In o u.

Solution

Dans chacun des cas suivants, déterminons I'ensemble de définition de la fonction f, les
limites de f aux bornes de I'ensemble de définition, puis calculonsf '(x) pour tout x.
1) fix—=2x+1+In(1-x):Df =]1-o0, 1[; lim f(x)= lim [2x+1+In(A-x)];

lim [2x+1+In 1=x)]= lim x{2+l+w}: lim X[2+1+In(l_x)x1_x}:—
X—>—0 X—>—c0 X X X—>—0 X 1—X X

lim f(x) = lim[-2x+1+In(1-X)]= -0 ; f'(x):—2+_—1: 2X_3,VXE]—00, 1[.
Xx—1" x—1" 1-x 1-x

2) f:x:—>|n(2XX+_21J ; Dt = |-oo, —2[U:|%, +oo|: ;

lim f(x)= lim In[zx_llenZ; lim f(x) = lim In[zx_lj:InZ
X+ 2 X+ 2

lim f(x)= lim In(zx_lj:+oo; lim f(x)= lim |n(2x_1j:—oo
X——2" X—>—2" X+ 2 xa: xay X+ 2
2 2
5
2
f'(x) = (x+2)" _ > ; pour tout X € |—oo, —2[UF, +oo[
2x-1 (x+2)(2x-1) 2 '
X+2
3) fixw— Iﬂ ; Dr =10, 1[ U]1, + oof
n X
lim f(x) = lim ﬂzo; lim f(x) = |im£:_oo; lim f(x) = fim VX — o
x—0* x—0" N X x—1" x—-1" N X x—1" x—-1" N X

. x
lim f(x)= lim —= lim| — |=+o

X—>+00 x=>+o [N X X+ In x
1
X2

1 1

= Inx—/x-

_2x X Inx-2

£'(x)

- pour tout x € 10, 1[ U |1, + oof

(In x)? - 2/x (Inx)?"
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3e*+2
H

4) f:x ] ; Df =]—0,0[ U]O, + oo ;

lim £0)= lim [ T2]2 2 fim f()=lim | & 2] im [3728 " |_3
X—>—00 x—-o| @* _1 1 x—>+o| 1@ X

X—>+00 x>+o| @¥ _
lim (x) = lim (36 +2j:—oo; lim (x) = lim [36 +2J:+oo;
x—>0" x>0 | e* -1 x—0" x—0"| e* -1
frg= 8 V=B r2)er | 58 o toutx €] o, O[ U0, + oo,
(e* -1 (e* -1
5
x3 +1 > . . 5
5 f:x— ; Df =10, + oof ; (x — x3 est une fonction puissance, oc:§> 0)
5 5 ,
3 3 fd
lim £00 = lim | 1 2 v dim £ = tim | 2L |2 im (x3+£]:+oo;
x—0" x—0" X X —>+00 X —>+00 X X —> 400 X
2 3 5
f'(x)== x_% - = 3" _1: 2x° -8, pour tout x € ]0, + ool.
3 X2 X2 3x? ’
3 3

- - . . 3
6) f:x+— x 2+2x-1;Df =]0,+ o[ ; (x+— x 2 fonction pmssance,a:—5<0).

_3 _3
lim f(x) = lim (x 2 +2X—1J:+oo; lim f(x)= lim (x 2 +2X—1]:+oo ;
x—07" x—0" X—>+00

5
f'(x)=—gx 2 +2 ;pourtout x € ]0, + oof.

Exercice 6-5

e . u' ,
Primitives de fonction de la forme — ou u'e"
u

Solution
Déterminons dans chaque cas sur l'intervalle 1, une primitive F de la fonction f définie par :
x—-1

D 0= X% —2X+3

l=]- o, +oo[:
1 2 1 2 .
F(x)=§ln‘x —2x+3‘+k=EIn(x —2x+3)+k ;avec k € R.
2) f(X)= —— : 1=]1, + o[
xIn x
1
f(x)=|i, d'ot F(x)=In|Inx|+k=In(Inx)+k ;aveck € R. (Inx > Osur )
nx
3) ()= (1-x) ¥ 1 1=]-o0, +o[:

F(X) = %ez”z +k ;aveck € R.

_ Do T T
4) f(x)=tanx : I-}—E, E{

f(x)= tanx:ﬂ,donc F(X)=—In|cosx|+k =—In(cosx) +k ;aveck € R.
COS X
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5) f(x)=cosxe™ :1=R:
F(x)=e"™™ +k ;aveck € R,

gInx

ez
6) f(x)= ; 1=]0, +oo[.
X
3I
eEnX l 2 E
f(x)= = X2 ; donc F(x)=§x2 +k ;aveck € R.
X
7) f(x)= 2”13 ;1= |-, 1[; par la division euclidienne,
X_
2x+3 5 .
f(x)= . =2+ . ;donc F(x)=2x+5In|x-1|+k =2x+5IN(1-X)+k ;
X— X—
avec k € R.
_2XP+x-3 _ .
8) g(x)= 1 I=]-1, + [ ; par la division euclidienne,
X+
2 f—
f(x):M:Zx_l_i ;donc
X+1 X+1

F(X)=x*—=x—=2In|x+1|+k =x* —=x—2In(x+1) +k ; aveck € R.

Exercice 6-6
1) Plan d’étude d’une fonction numérique
2) Equation d’une tangente a une courbe en un point d’abscisse donné.
3) Plan d’étude d’une fonction numérique ; signe de f(x) a partir de son tableau de variation, position
relative de deux courbes dans le plan.
4) Recherche de branches infinies a une courbe de fonction f.
5) Construction d’une courbe de fonction dans un repere.
Solution

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f (X) = x —In (1 —x) ; et (Cy) est

sa courbe représentative dans un repeére orthonormal (O, i, ] :
1) Etudions le sens des variations de f et dressons son tableau de variations.
o Di={xeR/1-x>0}=]-oo, I[;

o lim F() = lim [x—In@-x)]=— [car XI_i)mw(l—x)=+oo};

X—>—00

lim f(x) = Iinll[x—ln(l—x)]:+oo [car Iir?(l—x)}:o+

x—1"
o festdérivable sur Ds en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
1
X€Ds, f'(X)=1+—
1-x

e SurDs, f'(x)>0;doncf est strictement croissante sur ] — oo, 1
e Tableau de variation de f :

X
(%) ¥
f(X) / + 00

— 00

2) Donnons une équation de la tangente (D) a la courbe (Cs) au point d'abscisse 0.
(D) a pour équation :y =2 x ; (car f°(0) =2 et f (0) = 0)
3) Soit u la fonction définie paru (X) =—x —In (1 —X).
a) Etudions le sens des variations de u.
e D, ={xeR/1-x>0}=]-oo, I[;
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In (1—x)}

lim u(x) = lim [~x~In(1-x)]= lim x{—1+ ~

X—>—0 X—>—00

= lim x[—1+ n@-x 1- X} =+00.
X o0 1-x - X

o limu(x)=lim[-x—In@-x)]=+co [car lim@Q— x)} =0"
x—1" x—1" x—1"
e u est dérivable sur D, en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
1 X
XED,L,UX)=-1+—=——
o W) 1-x 1-x
e u'(x) =0sur[0,1[ et u'(x) <O0sur]—oo,0]; donc u est croissante sur [0, 1] et
décroissante sur | — oo, O[
b) En déduisons la position relative de (Cs) et de (D).
Il s’agit d’étudier le signe de f (X) —2x=—x —In (1 —Xx) = u (X).
D’aprés la question a), u admet un minimum absolu en 0 de valeur u (0) =0 ; c’est
dire que pour tout x € ] —oo,1[, u (x) = 0. Donc f (x) — 2 x = 0 pour tout
X € ] — oo, 1[. La courbe (Cs) est au dessus de (D).
4) Etudions I’existence de branche infinie a la courbe (Cy) a I’infinie.
tim ) _ fim {1——'” - X)} — lim {1+ n@=x 1"‘} —1
X—=>-o X X—>— 00| X X—>—00) 1—Xx —X
lim f(x)—x= lim [— In(1- x)] =—oo ; donc la courbe (Cs) admet une branche

parabolique de direction la droite d’quation y = X a moins I’infini.
5) Tracons dans le repére, la tangente (D) et la courbe (Cy).

i

F

2> =4

2

Exercice 6-7
1) Propriétés algébrigues de In et exponentielle, régles de calculs algébriques dans R.
2)  Plan d’étude d’une fonction numérique (fonction puissance)
3) Recherche d’asymptotes da une courbe de fonction
4)  Principe de localisation
5) Construction de courbe de fonction
Solution

5Inx
-3x*+2e 2
2X

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =

(Cx) est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, i, ])
3

1) Montrons que pour tout x >0, f(x)= —g X+ X2
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5Inx 5
2 T2 2 In x2 3
— 2e 2 _ 2 hd
D =]0, + oo ; et pour tout x >0, f(x) = 3 +2e = 3 + € =—§x+x2
2X 2X 2X 2
2) Etudions le sens des variations de f et dressons son tableau de variations.

e D;=]0,+oo[;

3. 3. 3
limf(x)=lim ——=x+x2 |=0;et lim|—=x+Xx2|=lim X|—=+X? |=+®
X—0 x—>0 2 2 2

X—>+ 0 X—>+0o0

e festdérivable sur]0, + oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, + oo,
1
et ona pour tout x>0, f'(x) = —g+gx2 = g(—l+ \/;)

o f'(X)<O0sur]0,1]et f'(x) =0sur[1,+ oo[; donc f est decroissante sur ]0, 1] et
croissante sur [1, + oof.

e Tableau de variation def.

X 0 1

f'(x) - 0 *
|
1
2

0 |

3) Montrons que la courbe (Cy) n’admet pasd’asymptote.

X—>+00 X—>+00

: 32 : : 3
Img f(x)= |II’T3{—EX+X2} =0et lim f(x)= lim [—gx+ XZ} =+o0 ; donc (Cy)
n’admet pas d’asymptote verticale ni d’asymptote horizontale.

1

Jim —~= XIim {—E + Xz} =+o0 ; donc la courbe (Cy) n’adnet pas aussi une
asymptote oblique. En conclusion, la courbe (Cs) n’adnet pas d’asymptote.

4) Démontrons que la courbe (Cy) traverse 1’axe des abscisses en un point dont I’abscisse «
appartient a ’intervalle ]2, 3[.
Il s’agit de montrer que 1’équation f (x) = 0 admet une solution unique « € ]2, 3[ ;
d’apres le tableau de variations de la fonction f, f est continue (car dérivable) et
strictement croissante sur ]1, + oo[, donc elle est aussi continue et strictement croissante

surJ2, 3[ ; de plus, f (2) =—3 + 24/2 ~—3+2,8<0; f(3):—g+ 27 ~-45+5,2>0 ;

donc d’aprés le principe de localisation appliqué a f sur ]2, 3[, 1’équation f (xX) = 0 admet
une solution unique « € ]2, 3[ ; autrement dit la courbe (Cy) traverse 1’axe des abscisses
en un point dont I’abscisse a appartient a I’intervalle ]2, 3[.

5) Tracons dans le repere, la demi-droite d’équation y = —g X a droite de I’origine du

repere et la courbe (Cy).

Ca
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Exercice 6-8
1) Formules d’addition en trigonométrie ; Equations trigonométriques dans R ; Calcul de limites

de fonction.
2) Calcul pratique de dérivee de fonction ; Equations trigonométriques dans R ;
3) Inéquations trigonométriques dans R ; Sens de variations d 'une fonction ; Tableau de variation
de fonction ; Equation de tangente a une courbe de fonction en un point ;
Construction de courbe de fonction.
4) Théoreme de la bijection ; Constrution de courbe représentative de la réciproque d’une bijection

Solution
f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =e ~*(cos x +sinx) et

(Ct) est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, i, ])

1) a) Exprimons sin(x+%) en fonction de cosx et sinx .

: donc

V2
2

SIN| X+— | =SINX COS— +SIN— COSX ; COS— =SIN— =
4 4 4 4

: AN
sin| x+2 :7(smx+cosx)

b) Résolvons dans R, I’équation f (x) = 0.
L’équation f (X) = 0 équivaut a e *(cosx+sinx) =0 c'est a dire (cosx+sinx)=0
(car e >0); d’apres les résultats de la question a) ; cos x + sin X = 0 équivaut a

sin(x+zj=0 ; sin(x+%)=0 équivaut a X+%=k7z; x=—%+k7r ; avec

ke Z. SR:{—%-Fkﬂ'; k entier relatif}

c) Déterminons la limite de fa + oo,
Pourtoutxe R,—-1<cosx<let-1<sinx<1;donc—2<(cosx+sinx)<2;

onadonc: —2e " <e *(cosx +sinx) <2e™* pour tout x € R.
lim (—2e7*) = lim (2e7*) =0 ; donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

X—>+0o0

lim [e‘x(cosx+sin x)]= lim f(x)=0.

X—>+00

2) festladérivee de fsur R.
a) Calculons f'(x).
f'(xX) =—e *(cosx +sinx)+e *(—sinx+cosx) =—-2e *sinx; Vxe R
b) Résolvons dans R 1’équation f'(x)=0.
Ona f'(x)=0 équivauta —2e *sinx =0 c'est-a-dire sin x =0 (car e * > 0)
sinx=0équivautax=kz, ke Z.Donc f'(x)=0 équivautax =k, k € Z.

3) Onnote I lintervalle {_%, 77”}

a) Donner le sens des variations de f sur | et dressons son tableau de variations.
f'(x)=—-2e *sinx ; (e >0)donc f'(x) estdu signe de — sin x.

sinx = 0 sur [0, ] et sin x < 0 sur {—% O} u{n, %};donc f'(x)<O0sur

[0, ] et f'(X) =0 sur {—% 0} u[ﬁ, 77”} ; par conséquent :
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f est décroissante sur [0, ] et croissante {—% 0} et sur ‘:72', 7771

X —% 0 T 77”
V2et + 0 - 0 + Joe 4
f(X) 0 /PT-\»_E‘” /O

b) Construisons la courbe (Cs) dans le repére.
(Voir la figure en fin de corrigé de 1’exercice)
4) g désigne la restriction de f a I'intervalle[0, 7].

a) Montrons que g réalise une bijection de [O, 7z] vers un intervalle a déterminer.

D’aprés le tableau de variation de f, sur [0, z| g est continue (car dérivable) et
strictement décroissante ; donc g réalise une bijection de [0, 7] vers I’intervalle
[—e™™, 1].

b) Construisons en justifiant la courbe représentative (C'g,l) de g dans le repere.

La courbe (C' ) est le symétrique de (Cs) par rapport a la droite d’équation y = X.

gt

(\Voir la courbe (C'g,l) sur la figure).

i

Exercice 6-9
I) Dérivation et monotonie ; Définition de fonction décroissante sur un intervalle.
I1) 1) Définition de la continuité et définition de la dérivabilité d une fonction en un point ;
Conséquence graphique de la dérivabilité d une fonction en un point.
2) Plan d’étude d’une fonction numérique ; Asymptote a une courbe.
3) Ordre dans R ; Principe de localisation.
4) Construction de courbe de fonction dans un repeére.
5) Théoréme de la bijection ; Construction de courbe représentant la bijection réciproque d’une
application.
6) Egalité de deux nombres complexes ; Eléments caractéristiques d ‘une transformation ; Equation
cartésienne d’'une courbe ; Symétrique d’une courbe par rapport a un axe.
Solution

I) u est la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0, + oo[ par :

u(x)=1In [1+ Ej—i

X) x+1
1) Donons le sens de variation de u.
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La fonction u est définie sur ]O, + oo[ ; elle est dérivable sur ]0, + o[ comme
composée et somme de fonction dérivables et

. -1 1 -1
u'(x) = + > = 5
X(Xx+1) (x+1) X(X+1)

strictement décroissante sur ]0, + oo.
2) En déduisons le signe de u (x) sur 0, + oof.
u est strictement décroissante sur ]O, + oo[ ; de plus

limu(x) = lim [In (1+ 1) —i} =400 (car lim (1+Ej = +00J et
x—0* x—0* X X+1 x—0* X

lim u(x)= lim {In (1+ ij —i} =0 (car lim (1+ 1) =1j ; donc pour tout
X—>+00 X—>+00 X X+1 x—0" X

X €]0, + oof ; u (x) > 0.
I) festlafonction numérique de la variable réelle x définie par :

xln[x—ﬂj; si x>0
f(x) = X

—x+1-e*; si x<0
2

<0 pour tout xe]0, +oo ; uest

et (Ct) est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, f, ]) (unité 2 cm)
1) a) Etudions la continuité, puis la dérivabilité de la fonction f en 0.

e f(0)=0; lim £ (x) = lim xIn(X—sz Iirg[xln(x+1)—x|nx]=0= f (0)et
x—>07" x—>07" X x—0*

Xx—0 x—0

lim f(x) = Ilm(;x+1—exj=0= f (0). Iirr(m) f(x)=0= f(0) ; donc f est

continue en O.

e lim—= f( ) = lim In[X—HJz lim In(1+1j=+oo ;
x—0" x—0" X x—>0" X
1x+1—eX
lim —= F(x) —lim|2— |=lim 1 et =—1.fn’estpas dérivable en
=07 X x—>0" X x>0\ 2 X 2

0 (car f n’est pas dérivable a droite de 0).
b) En déduisons une conséquence graphique de la dérivabilité de f en 0.

Ona lim —~ ( ) =+ et lim ——= () —% ; on en déduit que la courbe (Cs) admet

x—0* x—>0" X
au point d’ absc1sse 0 deux demi-tangentes.

2) a) Etudions les variations de la fonction f et dressons son tableau de variations.
o Df=]-o,+0[=R

e lim f(x)= lim (£X+1—exj:—oo (car lim e* =O);

X—>— X—>-o| 2 X—>—a0

X—>+00 X—>+ 00 X—>+ 00 X—=0

1
In(1+j
lim f(x)= lim {xln(leﬂ: lim TX =i

o[22

X

e festdérivable sur ] — oo, O en tant que somme de fonctions dérivables et sur
]0, + oo[ en tant que produit et composeée de fonctions dérivables.
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Pour toutx >0, f'(x) = In(x—ﬂj—i =u(x) ; pourtoutx <0, f'(x) =1—eX
X X+1 2

Sur ]0, + oo[ ; f'(x) est du signe de u (x) et d’apreés la question 1), f'(x) > 0, donc
f est strictement croissante sur ]0, + oof.
Sur]—oo,0[, f'(x) =0équivautax=—1In2; f'(x)=0sur]—oo,—1In2] et
f'(x)<0sur[-In2,0[; donc fest croissante sur ] — o, — In 2] et décroissante sur
[-In2,0[.

e Tableau de variations de f :

X — 0 —In2 0 + o0
f'(x) + 0 - = +
2@1-n2) 1
f (%) 7 2‘ - /'
') 0

b) Etudions I’existence des branches infinies a la courbe (Cy).
e lim f(x)=1;donc la droite d’équation y = 1 est asymptote a (Cs) en + co.

X—>— 0] —>—®

e lim {f(x)—(%x+lﬂ = lim (—eX): 0 ; donc la droite d’équation y =%x+1 est

une asymptote a (Cs) en — oo,
3) a) Verifionsquef(—2) xf(-1) <O0.

f(—2)=—ei2<o; f(—1)=%>0,(car e>2) :onadonc

1 e-2

f(-2)xf(-)=—= <0
(D> f(Y=- 1"

b) En déduisons une localisation de solution de 1’équation f (x) = 0 si x < 0.
Onaf(—2) xf(-1) <0;etdapres le tableau de variations de f, f est continue et
strictement croissante sur ] — oo, — In 2[, donc f est continue et strictement croissante
sur [-2, — 1] ; d’apres le principe de localisation appliqué a f sur [-2, — 1]
1I’équation f (x) = 0 admet une solution unique o €] -2, — 1].

4) Tracons dans le repere, les asymptotes éventuelles et la courbe (C;) en précisant ses

particularités au point d'abscisse 0.

(Voir la courbe a la fin du corrigé de cet exercice)
5) Soit g larestriction de f a I’intervalle ]0, + oo].

a) Montrons que g réalise une bijection de ]0, + oo[ vers un intervalle J a déterminer.
D’aprés le tableau de variations de f, sur I’intervalle ]0, + oo[, la restriction g est
continue (car dérivable) et strictement croissante ; elle réalise donc une bijection de
]0, + oo[ vers ’intervalle J = ]0, 1[.

b) Construisons dans le repére, en justifiant, la courbe (Cg,l) répresentant g .

La courbe (Cg,l) est le symétrique de la courbe (Cs) de f sur I’intervalle ]0, + oo[ par

rapport a la droite d’équation y = X.
(Voir la courbe a la fin du corrigé de cet exercice)
6) Soit S la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z dont la
partie réelle est négative ou nulle, associe le point M' d'affixe z' tel que z' = z.
Soit M (x,y) € (Cs) et M’ (x’, y’) son image par S.
a) Etablissons une relation entre les coordonnées du point A et celles du point M.
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Si M a pour coordonnées (X, y) et M’ son image par S a pour coordonnées (x’, y’),

X'=X _ - . .

alors : { . (carz' =7z, Cest-a-direx’ +iy’ =x—iy).
y=-y

b) En déduisons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation S.

.| X=X s .
Des égalités { . , on déduit que M est le symétrique de M par rapport a I’axe

(Ox) ; donc S est la symétrie orthogonale d’axe (OXx).
c) Déterminons une équation de la courbe (C') image de la courbe (Cs) par S.

M (x, y) € (Cy) équivaut ay = f (x) avec x < 0 c'est-a-dire y =1x+1—eX ;orx=x’et
2
y=—y’;doncona —y'=%x'+1—ex' ce qui équivaut a y'=—1x'—1+ex' ; d’ou une

¢quation de (C’) est y = —%x—1+ e*

d) Construisons la courbe (C'") dans le repére. (C’) est le symétrique de (Cs) sur ]—oo, 0]
par rapport a 1’axe (OXx).
(\Voir la courbe a la fin du corrige de cet exercice).

—— :Courbe (C); == — — : Courbe (Cy")
"""" : Courbe (C) ;
F 1
¥ i
- {CE']},
24 !
I
. i
"‘o. . ¥
4, 16
t..... i
. . = . . N
4 3 THeess? 2 3 4x
-1
x=1

Exercice 6-10
Partie A
2) Calcul pratique de limite de fonction a l'infini ; Conséquences graphiques de limites de
fonction ; Dérivation et monotonie ; tableau de varitions de fonction..
3) Construction de courbe de fonction.
Partie B
1)  Résolution d’équations dans R ; Conditions pour qu 'un point appartienne a une courbe de
fonction
2) Calcul pratique de limite de fonction a l’infinie ; calcul pratique de dérivée de fonction ;
Dérivation et monotonie ;Tableau de variations d 'une fonction ; Définition de [’extremum d 'une
fonction.
3) Résolution d’inéquations contenant exponentielle dans R ; Positions relatives de deux courbes
dans le plan.
4) Construction de courbe de fonction.
Solution

f, est la fonction définie sur R par : f,_(x) = (x—1)e ** et (Cy) sa courbe représentative dans

un repére orthonormal (O, i, j) ; pour tout réel k,
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Partie A
1) Donnons la nature de f,.
Sik=0, f,(x)=(x-1) ; f, estalors une fonction affine.
2) a) Déterminons les limites de f, en + oo puis donnons une interprétation graphique

du résultat.
lim f,(x) = lim (x=1)e ™ = lim (xe™* —e*)=0 ; on en déduit que la droite
X—>+00 X—>+00

X—>+00

d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a la courbe (C¢) en + oo,
b) Déterminons les limites de f, en — oo.

lim f (x) = lim (x-1)e™* =—o0; (car lim (x—1)=—o et lim e™* =+o).

li
X——00
c) Donnons le sens des variations de la fonction f, et dressons son tableau de

variations.
e Lafonction f, est définie sur R.

e f, estdérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables ; et pour
toutréel x,ona: f'(x)=e” —(x-De™ =(-x+2)e*
e Pour tout réel x,e * >0 ; donc
f,'(X) >0 sur ]-o, 2] et f,'(x)<0 sur [2,+oo]
e Par conséquent la fonction f, est croissante sur ] — oo, 2] et décroissante sur

[2, + o]
e Tableau de variations
X — 0 2 + oo
f,' (%) + 0 -
)
i e\ g

3) Tracons dans le repere, les courbes (Co) et (Cy).
(Voir les courbes a la fin des corrigés de ’exercice)

Partie B
1) a) ket k’étant deux réels quelconques différents, déterminons les valeurs de x pour

lesquelles f, (x) = f,.(x).
Soit k et £’ deux réels quelconques différents ;
f(X)=(x-De™ et f.(x)=(x-1e™*
f, (x) = f,.(x) signifie que
(x=1e™ =(x-1e ™ * cest a dire (x—1)(e™ * —e™**)=0 cequidonnex=1ou
x=0 (cark # k).
b) En déduisons gue toutes les courbes (Cy) passent par deux points fixes indépendants

de k dont on déterminera les coordonnées.
Un point M (x, y) appartient a toutes les courbes (Cy) si pour tous réels k et £’

différents, f, (x) = f..(x) ; or d’apres les réponses a la question 1) a), f, (x) = f,.(X)
équivaut a x =1 ou x = 0. Donc les points de coordonnées (1, 0) et (0, —1)
appartiennent a toutes les courbes (Cy).
2) Onsuppose k # 0.
a) Déterminons suivant le signe de k, les limites de f, en —oo et en +oo.

v Casou k>0
o lim f, ()= lim (x=1)e™ =—oo; (car lim (x-1)=—co et lim e™* = +o0).
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o lim f (x) = lim (x-1)e™* = lim (%(kx)e‘“—e‘kxj:o

X—> -+

v Casou k<0

o lim f (x)=lim (x-1)e™* =0; (car lim (%(k x)e‘kszo et lim e™** =0).

X—>—0

e lim f (x)= Xgrno(x—l)e"‘X =+o0; (car lim (x—1) =+oo et XIlrpwe’kX = +00)

X—>+00

b) Calculons f,'(x) pour tout réel x.
f, est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables ; et pour tout réel
x,ona: f'(x)=e™* —k(x-1)e™ =(-kx+1+k)e™
c) Endéduisons suivant les valeurs de k, le sens de variations de la fonction f,

Pour tout réel x, e ** > 0 pour tout réel k ; donc le signe de f,'(x) dépend de celui
de (1+k — k x).
v Casou k>0

Pour xs%, f.'(x) >0 et pour xz%, f.'(X) <0 ;doncsi k>0 lafonction

f, est croissante sur }—oo, %} et décroissante sur [% +oo{.
v Casou k<0
1+k . 1+Kk . . .
Pour XST, f.'(x) <0 et pour XZT, f,'(x)>0 ;doncsi k<0 la
fonction f, est décroissante sur }—oo, %} et croissante sur {% +oo[.

d) Dressons le tableau de variations de f, dans chaque cas.

v’ Casou k>0 v Casou k<0
X 1+k X 1+k
— 00 + oo — 00 —_— + oo
k k
f (%) + 0 - f.'(X) - 0 +
—(L+k) 0 +00
f (x) / © ” f () \e(‘hk) /
o ‘ \0 K

e) Précisons dans chaque cas, la nature de I’extremum absolu de f,

v Dans le casou k >0, la fonction f, est croissante sur }—oo, %} et

décroissante sur [% +oo{ ; on a pour tout réel x, f, (x) < fk(%j ; donc

. : 1+k 1+k) e ®®
f, présente un maximum absolu en n de valeur f, vl e

. . L. 1+k
v Danslecasou k <0, lafonction f, est décroissante sur }—oo, T} et

croissante sur {% +oo[ , on a pour tout réel x, f, (x) > f"(%) ; donc f,

e
k

. - 1+k 1+k
présente un minimum absolu en e de valeur f, "
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3) a) Etudions suivant les valeurs du réel o non nul, le signe dans R de I’expression
u,(x) =(x-1)(e“* -1
L’expression u, (X) = (X —1)(e** —1) s’annule pour X = 1 ou X = 0 pour tout réel a

non nul ; le signe de (e“* —1) dépend de x, mais aussi de « selon que o > 0 ou a < 0.
v Casou a>0

u,(x)=0 sur ]—oo, O] U[L, +oof et u,(x)<0 sur [0,1].
v Casou a <0
u,(x) <0 sur ]—oo, O]UI[L, +oof et u,(x)>0 sur [0,1].

b) En déduisons selon que £’ > k ou que £’ <k, les positions relatives des courbes (Cy)
et (Ck)

Pour tous réels distincts k et £, étudions le signe de f,.(x) — f, (x) ;
fo () — F () = (x=De ¥ —(x-De ™ = (x-D(e** —e ¥ )= (x-D)(e*** —1)e **
On sait que pour tout réel x, e™** > 0 pour tout réel k ; donc le signe de
f.(x) - f (x) dépend de celui de (x—1)(e*“** —1) et, d’aprés les résultats de la
question précédente 3) a) ; ona:
v Si k—Kk'>0 c'est-a-dire si k'<k
f.(X)—f, (X)=0 sur ]—oo, OJU[L, +oof et f,.(x)—f, (x)<0 sur [0,1].
Par conséquent si k'< k, la courbe (C;) est au dessus de (Cy) sur
]—o0, 0] et sur [1, +oo[ et en dessous de (Cy) sur [0, 1].
v Si k—k'<0 c'est-a-dire si k'>k
f.(X)— f (X)<0 sur ]—oo, 0JU[L +oo[ et f,.(x)— f, (x) =0 sur [0,1].
Par conséquent si k'>k , la courbe (C;) est en dessous de (Cy) sur
]—o0, 0] et sur [1, +oof et au dessus de (Cy) sur [0, 1].
4) Tragons la courbe (C_1) sans étudier la fonction f ,
D’apreés les résultats de la question précédente, f , correspond au cas ou k <0, et

—1<1quiestlecasouk’<k. Donc f , présente un minimum absolu en O de valeur

— 1 et la courbe (C_1) est au dessus de (C1) sur ]—oo, 0] et sur [1, +oo[ et en dessous de
(C1) sur [0, 1]

Courbes (Cyp), (Cy) et (C_1).
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CHAPITRE 7

CALCUL INTEGRAL
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Au XVII° siecle, deux problemes passionnaient les mathématiciens : celui de la tangente et celui des

quadratures. Le premier consiste a retrouver, a partir d’une courbe quelconque, les différentes

tangentes a la courbe. Le deuxieme réside dans le calcul de I'aire engendrée par une courbe. Nombreux

sont ceux qui s’intéressaient a ces problemes et en donnent diverses solutions : Descartes, Wallis, et

d’autres. Cependant, deux scientifiques, Isaac Newton et Leibniz, vont chacun de leur coté faire des

recherches et mettre au jour une solution générale et simple a ces problemes. Ils vont alors introduire

dans le monde des mathématiques un nouveau concept qui est aujourd’hui la base de ’analyse : le

calcul infinitésimal (ou calcul différentiel et intégral).

» Barrow, Descartes, Fermat, Huygens et Wallis contribuerent également dans une moindre mesure
au développement du calcul infinitésimal.

» Kowa Seki, un mathématicien japonais contemporain de Leibniz et Newton, a aussi énoncé
quelques principes fondamentaux du calcul intégral.

Aprés que cette notion de calcul infinitésimal fut maitrisée, Fermat, Newton et Leibniz se tournérent

vers d’autre notion qui commenga a faire son apparition dans des équations issues des problémes

pratiques notamment en géométrie, en mécanique, en astronomie : des égalités liant une fonction et

une ou plusieurs de ses dérivées : appelées aujourd’hui équations différentielles.

Née en tant qu’outil, la notion d’équation différentielle fit tout d’abord 1’objet d’études en vue d’une

résolution algébrique pendant les deux premiers siecles de son apparition. Depuis, les recherches se

tournérent vers la mise au point d’une méthode compléte de résolution de toutes sortes d’équations

différentielles :

> Newton (1642-1727) proposa une méthode de résolution dite par des séries infinies ;

» J. Bernoulli (1667-1748) proposa la méthode d’intégration des équations différentielles a variables
séparables.

> B. Taylor (16851731) utilisa les séries pour résoudre les équations différentielles.

» Euler en 1736, développa des méthodes de résolution, basée sur des séries et certaines fonctions
spéciales.

Les théoremes d'existence pour des solutions des équations différentielles du premier ordre furent

établis en 1876 par R. Lipschitz (1832-1903).

Le 19°™siecle a été dominé par la problématique d’existence et d’unicité de solutions aux équations

différentielles et par la naissance de la résolution numérique.

Les équations différentielles sont utilisées de nos jours pour construire des modéles mathématiques de

phénomenes physiques et biologiques, par exemple pour I'étude de la radioactivité ou la mécanique

céleste. Par conséquent, les équations différentielles représentent un vaste champ d'étude, aussi bien en

mathématiques pures qu'en mathématiques appliquées.

CE QU'IL FAUT RETENIR

A) CALCUL INTEGRAL

I) Definition Propriétes

1) Définition
b

(Outil pour calculer .[ f (t)dt sachant que f est continue sur [a, b] et connaissant une
a

primitive F de f sur [a, b])
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Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a, b] c Dy. :
» Si la fonction f est continue sur I’intervalle [a, b], alorson a :

o I: f(t)dt =F (b)—F (a) ; ou F est une primitive quelconque de f sur [a, b].

Exemple : .[_12 (3x* +2)dx = [x3 + 2x]1,2 =(1+2)-(-8-4)=15

2) Theoreme : Condition d’existence d’une intégrale.

(Outil pour prouver que J'b f (t)dt existe dans R)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a, b] < Dx. :
: . : b :
e Sifest continue sur I’intervalle [a, b], alors I f(t)dt existe et on a
a

_[b f(t)dt =F (b)—F (a) ; ou F est une primitive quelconque de f sur [a, b].

Exemple : On donne | = j; (%J dx ; montrer que | existe. (n’essayer pas de calculer I)
1-xv1-x

Solution : Montrons que | existe :
1 e .
—— festdéfinie sur [0, 1] < [—1, 1]. La fonction X > 1— xy/1— x?
1-xvV1-x°
. L 1
est continue sur [—1, 1] en tant que fonction irrationnelle ; f :x+> f(X) = ——— est

1— x~+/1—x?

continue sur [—1, 1] en tant que inverse de fonction continue ; f est alors continue sur

Posons f(x) =

[0, 1]  [—1, 1] et par conséquent | :J‘l(;] dx :Il f (x)dx existe.
1-x 0

0 /1_X2

3) Conséguences analytiques de la définition de intégrale.

(Outil pour prouver ce que représente une fonction g définie par @ (x) = I: f (t)dt, pour f).
Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle [a, b] < Dx. :
e Si gest la fonction définie par : @ (X) = 'f: f(t)dt,x € [a, b] alors @' (x) =1 (x) et
@ (a) =0 ; gest la primitive de f qui vérifie @ (a) = 0.
e Si fest une fonction dérivable sur l'intervalle [a, b], alors J:f "(tdt =f(x)—f (a).

Par exemple : Inx = J.lx(% )dt

4) Interprétation géométrigue.
(Outil pour calculer I’aire d 'un domaine plan délimité)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a, b] € Dy :
e Si f est une fonction continue, positive ou nulle sur I’intervalle [a, b], alors

J'b f(t)dt > 0, elle mesure l'aire en u.a. du domaine plan (D) délimité par la courbe

représentative (Cs ) de f, I'axe des abscisses et les droites d'équations x =a et x = b.
D)={M(x;y)e(P)/a<x<betO0<y<f(x)}

5) Propriétés des intégrales.
(Outil pour effectuer des calculs (algébriques) sur les intégrales)
Pour toutes fonctions f et g continues sur un intervalle [a, b] ,ona:
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j:f(t)dt=o.
[t = -] f@at
[ fydt = [*fdt+ [ fdt pourtoutc e [ab].

>
>
>
> [Tat®+po®]dt = af fmdt+p[ gtydt ; o et B étant des reels.
» Sisurl'intervalle [a, b] f < g, alors j: f(t)dt sj: g(t)dt

> Si f est une fonction paire, alors J: f(t)dt = 2[1 f(t)dt = ZJ': f(t)dt .

» Si f est une fonction impaire, alors _[_Oa f(t)dt= —joa f(t)dt et_[_aa f(t)dt=0.
>

Si f est une fonction périodique de période P, alors J‘:Hp f(t)dt = IOP f(t)dt.

Il) Techniques de calculs pratigues des intégrales.
(Outils de calculs pratiques des intégrales)

1) Par primitivation (utilisation des primitives).
(Outils de calculs pratiques des intégrales par « primitivation »)

» Si on peut trouver une primitive quelconque F de f sur l'intervalle [a, b], (soit
directement, soit aprés transformation de 1’expression f (X)), alors :

[T oo =F@®)-F @ = [F]2.

2) Par intégration par parties.
(Outils de calculs pratiques des intégrales par intégration par parties)

Si on ne peut pas trouver une primitive quelconque F de f sur l'intervalle [a, b], (soit
directement, soit méme apres transformation de I’expression f (X)), mais si on peut mettre

f (x) sous la forme : u' (x) xv (x) (ou u (x) xV'(x)) ou u et v sont des fonctions dérivables sur
[a, b], et leurs dérivées u' et v' étant continues sur [a, b], alors :

> [Tfeod = [Turxvgdx = [uxv(x)]: - [ ux)=v(x) dx.

> (ou I: f (x) dx :I:u(x)xv'(x)dx:[u(x)xv(x)]g—J:u'(x)xv(x)dx).

Remarqgues :
e En général si f (x) est sous la forme p (X) In (a X) ; ou p (X) est un polynome, on pourrait

poseru’ (X) =p (x) etv(x) =In (aX); a € R ; alors f (x) sera sous la forme u' (x) xv (X).
e Sif (x) estsous la forme p(x)e“”, ou p (X) cos (« X), ou p (x) sin (« X), avec p (X) est un

polynome, on pourrait poser u (x) = p (x) et v’ (x) = e, ou u (x) = p (x) et

v’ (X) = cos(a x), ou u (X) =p (x) et v’ (x) = sin(a x). Avec o € R.

3) Parla « méthode » conduisant a un systéme d’équations

Il ne s’agit pas d’une méthode théorique a enseigner, mais une technique de calcul des
intégrales (généralement deux) qui ne peuvent étre calculer par aucune des deux méthodes ci-
dessus ; la méthode conduit souvent a la résolution d’une équation ou a celle d’un systeme
d’équations a deux inconnues.

Exemple
Le but est de calculer les intégrales 1 et J.
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T T
On considére : I:IOZ e cos® x dx et J:_[OZ e*sin? x dx.

1) Calculer | +J.
2) a) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

f(x) = %ezx(cos 2x +sin 2x) ; calculer f '(x).

I+J=
b) En déduire 1 — J, puis déterminer | et J. (A partir du systeme { “ )

1-J=p"

I11) Inégalité de la moyenne ; valeur moyenne d'une fonction.

1) Inégalité de la moyenne.
(Outil pour encadrer ou majorer une intégrale)
Théoréme :
Soit f est une fonction définie sur un intervalle [a, b] inclus dans Dy. (a < b).

» Si fest continue sur I’intervalle [a, b] et si pour tout x appartenant a [a, b],
m< f(x)<M ,alors m(b—-a) < J': f(x)dx <M (b-a).(Oum et M sont des nombres

réels) Ou :
> Si fest continue sur intervalle [a, b] et si pour tout x appartenant a [a, b], | f(X) [<M,

b
alors L f (x) dx

<M|b-a|.(Ou M est un nombre réel strictement positif).

En particulier

» Sifestdérivable sur [a, b], si f' est continue sur [a, b ], et si pour tout x appartenant a
[2.b], | 00| <M, alors | f(b)- f(2)| <M [b—a|. (Car | f'(x)dx=f (b)- F(a))

2) Valeur moyenne de f : Définition
(Outil pour calculer la valeur moyenne d’une fonction sur un segment)

Soit f est une fonction continue sur un intervalle [a, b] (a < b) inclus dans Ds.
La valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [a, b] (a < b) est le nombre réel

! <[ £ (x)dx.

=y

IV) Calculs d'aires et de volumes. : (Applications du calcul intégral)
(Outils pour calculer I’aire d 'un domaine donné ; pour calculer le volume d’un solide
engendré par la rotation d’'un domaine autour de [’axe des abscisses).

f et g sont des fonctions continues sur un intervalle [a, b] inclus dans Ds.

1) Calculs d'aires dans le plan.

» Si f est de signe constant sur l'intervalle [a, b], alors I'aire du domaine plan (D) délimité
par la courbe représentative (Cs ) de f, I'axe des abscisses et les droites d'équations x = a

etx=bh,est: “: f(x) dx‘ en unité d'aire (u.a.)

» Sif—gestde signe constant sur l'intervalle [a, b], alors I'aire du domaine plan délimité
par les courbes représentatives (Cs ) et (Cgy) des fonctions f et g, et les droites d'équations

b
x=aetx=ben u.a.,est:“a[f(x)—g(x)]dx‘
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x=b

L[t (x)dxu.a

(Cr)

54\5 6 X

Dans I'espace muni d'un repére orthonormal (O, i ], k):

si un solide (S) est délimité par les plans paralléles d'équations z=aetz=Db,

si s (t) désigne l'aire de la section de ce solide par le plan d'équationz=t;t € [a, b], et

si s : t+ s(t) est une fonction continue sur l'intervalle [a, b], alors le volume de ce solide

(S) est jb s(t)dt en unité de volume (u.v.)

2) Calculs de volume dans I'espace.

En particulier

Si f est de signe constant sur l'intervalle [a,b], et si (D) désigne le domaine plan délimité par la
courbe représentative (Cs) de f, I'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et
x = b, alors le volume du solide engendré par la rotation du domaine (D) autour de I'axe des

abscisses, est :I:ﬂ[f (x)]°dx enu.v.

e e | K

B) EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) Equations différentielles linéaires du 1°" ordre a coefficients constants sans second
membre :y'+ay=0
(Outils pour résoudre des équations différentielles du 1* ordre a c.c.s.s.m.)

1) Résolution

L'équation différentielle y* + ay = 0 (a étant un réel), admet comme solutions les fonctions f
définies sur R par : f (x) = ke ™™ ou k est un réel quelconque.

Remarque : y'—ay =0 équivauta y'+ (-a) y=0.

2) Solution vérifiant une condition donnée.
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Parmi toutes les fonctions solutions de I'équation differentielle y'+ ay =0, il y a une seule
solution qui Vérifie une condition donnée ; par exemple la solution f qui vérifie f (x,) = v,
ol X, et y, sont des réels donnés, est la fonction f définie sur R par f(x) = y, xe 7 |
s’est agi de déterminer la valeur de k.

Exemple : 1) Résoudre ou intégrer 1’équation différenticlle 2(y'—y)= y
2) Donner la solution f de cette équation qui prend la valeur 2 en 1.

Solution : 1) Résolvons ou intégrons 1’équation différentielle 2(y'—y): y
2(y'—y)= y équivauta 2y'-3y =0 ; soit y'+(— g)y =0; (a = —gj donc I’ensemble des
solutions de cette équation différenticlle est I’ensemble des fonctions f définies sur R par

3
f(x)=ke? oukeR.
2) Donnons la solution f de cette equation qui prend la valeur 2 en 1.
3 3
f(1)=2équivauta ke? =2; k=2e 2 donc la solution f de cette équation qui prend la

3
- )
valeur 2 en 1 est définie sur R par f(x)=2e?

I1) Equations différentielles linéaires du 2°" ordre a coefficients constants sans
second membre : y*' +a’y =0
(Outils pour résoudre des équations différentielles du 2™ ordre a c.c.s.s.m.)

1) Résolution

L'équation différentielle y"* + a %y = 0 (a étant un réel), admet comme solutions les fonctions f
définies sur R par: f (x) = A cos ax + B sinax = C cos(a + ax ) ; ou A et B sont des réels
quelcongues : C un réel quelconque.

2) Solution vérifiant deux conditions données.

Parmi toutes les fonctions solutions de I'équation différentielle y* + a %y = 0, il y a une seule
solution qui vérifie deux conditions données ; par exemple il y a une fonction unique f
solution, qui verifie f (x,) = vy, etf'(X)) = Y;,00 X,, Y,, X, et ¥, sont des réels donnés. Il
s’agira de déterminer la valeur de k.

Complément _(hors programme en T" D)

1) L'équation différentielle y' —a “y = 0 (a étant un réel ), admet comme solutions les
fonctions f définies sur R par : f (x) = Ae®* + B e™®* ou A et B sont des réels.

2) Résolution de I'équation différentielle ay" +by'+cy=0; (a, b, c étant des réels).
Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes I'équation caractéristique
ar’+br+c=0.

alors les solutions de I'équation différentielle
ay" + by" + cy = 0 sont les fonctions fag
définies sur R par : ( A et B étant des réels)

Si I'é%uation caractéristique
ar® + br + ¢ =0 admet

2 solutions réelles I, et I, fos(X)=Axe™ +Bxe™
1 solution double réelle : fas(X)=(Ax+B)xe™
2 solutions complexes conjuguees frg(X) =e“*x(Acos X+ Bsin £X)

n=a+pietr, =a-pi
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 7-1: Calcul des intégrales « par primitivation »
1) Calculer les intégrales suivantes : directement « par primitivation »

1 3 1 1 2x—-3
a x3—3x?+1)dx ;b dx : ¢ — == = ldx;
) J.O ( ) )IO 2x+1 ) I—l(x2—3x+4j

i ] o dt
d)J.Zcosxsmzxdx;e).[4 .
0 0 cos“t
2) Calculer les intégrales suivantes : « par primitivation » apres transformation s'il y a lieu des

expressions.

2 z 2 _
a) Ii (X+1)(X? +2x+4)dx ; h) I: xli]xdx; c) '[_6 cos® x dx ; d) Ilz%“dx
i 2 _
) [ 2 (sin®X) (cos? ¥)lx ; f) I:Li?’dx
X+

Exercice 7-2 : Calcul des intégrales « par intégration par partie »
1) Calculer les intégrales suivantes « Intégration par partie » une fois

X e z . . In2 M
3) .[1 Int dt; b) L tintdt ; c) .[02 (2x+1)sinx dx ; d) IO xe* dx.
2) Calculer les intégrales suivantes ; « Intégration par partie » deux fois
z 0
a) .[04 (x? =Dsin2x dx ; b) J: (1-x?)cosx dx ; c) .[:(sz +x)e " dx

3) Calculer les intégrales suivantes ; « Intégration par partie » deux fois avec résolution
d’équations

a) | :If e*cos(-2x) dx ; b) J =j: e “sinx dx

Exercice 7-3
2 —
1) a) Montrer que pour tout x différent de — 2, X -2x+2 = +b+L ou a, b et c sont 3
X+2 X+2
réels a déterminer.
2 —
b) En déduire le calcul de | :Il X z2x+2 dx.
1 x+2
ey 2X+1 a R
2) a) Montrer que pour tout x different de — 1 et de 3, —; il = + ouaeth
X“—=2x—-3 x+1 x-3
sont 2 réels a déterminer.
. 2 2x+1
b) En déduire le calcul de J = —="_~— dx.
0 x°—2x-3
1 a b c

3) a) Montrer que pour tout x differentde Oetde -1, ——— = —+ + > ol a,
X(X+1) X x+1 (x+1)

b et ¢ sont 3 réels a déterminer.

b) En déduire le calcul de K :_[12 x(x—il)z dx .

4) a) Montrer que pour tout x différent de 0, de 1 et de — 1, 2; = E+L+Lou a, b
Xx(x*=-1) x x-1 x+1
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et ¢ sont 3 réels a déterminer.

b) En déduire le calcul de L = '[ xlnx 2T dx

-1’

Exercice 7-4 : Calcul des intégrales conduisant a une équation ou a un systéeme
d’équations : (les 4 exercices sont indépendants).

T v
1) On considére : | :J'OZ e® cos® x dx et J :J'OZ e?*sin® x dx .

1) Calculer 1+ J.
2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

f(x)= %ezx(cos 2X +5in2x) ;

a) Calculer f'(x).
b) En déduire 1 — J, puis déterminer I et J.

I1) On considere les intégrales : | :J‘f dx et J= I dx.
0 cos® X 0 cos* x
1) a) Soit u : x+— u(x) = tanx ; calculer u'(x).

b) Calculer I.

2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur l'intervalle {0, %} par :

sin X
cos® x

f(x) =

a) Démontrer que f est dérivable sur {O, %} et que pour tout x élément de {O, %} ona

, 3 2
f'X)= —————.
COs™ X COS” X

b) En déduire une relation entre | et J ; puis calculer J.

I11) Soient les intégrales : | :I ——dx ;J= j

x? 1
—— dxet K= (,/x2+2 )dx.
VX% 42 VX% 42 J.O
1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f (x) = In (x +IX7 42 )
a) Calculer f'(x).

b) Calculer I.
2) a) Sans calculer explicitement J et K, montrer que J+ 21 = K.

b) Montrer en intégrant par parties K, que K +J =./3.
c) En déduire les valeurs de J et de K.

Exercice 7-5: Equations différentielles du 1°" ordre a coefficients constants sans second
membre : (les trois exercices sont indépendants).
I) 1) Résoudre I'équation différentielle: 2y'+y =0.

2) Déterminer la solution f qui prend la valeur -1 en 0.

I1) 1) Résoudre I'équation différentielle: -2y' +y=5y.
2) Déterminer la solution f dont la courbe représentative (C; ) passe par le point A(-1, 2).

I11) 1) Résoudre I'équation différentielle : y'—(In2) y = 0.
2) a) Déterminer la solution f dont la courbe représentative (C;) admet au point d'abscisse 0,
une tangente de coefficient directeur —In 4.
b) Montrer que f (x) peut se mettre sous la forme —a *** oui a est un réel & déterminer.

Exercice 7-6 : Equations différentielles du 2" ordre & coefficients constants sans second
membre : (les trois exercices sont indépendants).
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I) 1) Résoudre I'¢équation differentielle 9 y" +y =0.
2) Déterminer la solution f qui vérifie : f (0) =0 et f'(0) = 3.

3z
3) a) Déterminer la solution g qui Vérifie _"07 g(x)dx =0 et Ioaﬁ g(x)dx=-6.

b) Déterminer les réels k, aet Ftelsque Vx € R, g (X) =k cos (e x + 7).
I1) 1) Résoudre I'équation différentielle y" + 49y = 0.

2) a) Determiner la solution f qui vérifie : f [%) = —% et f (%) =49

b) Déterminer les réels k, a et b tels que pour tout réel x, f (x) = ksin (a x + b).
I11) 1) Intégrer I'équation différentielle : 4 y" +5y=—4y.
2) Déterminer la solution particuliére f de cette équation différentielle dont la courbe
représentative (C¢ ) admet au point d'abscisse 0 une tangente d'équationy = — 2 x + 1.

Exercice 7-7: Equations différentielles du 1°et 2"%rdre a coefficients constants avec
second membre ; les méthodes (théoriques) de résolution de ces types d’équations ne sont
pas au programme en TD. : (les trois exercices sont indépendants).
I) On considere I'équation différentielle : y'+y =x. (E).
1) Déterminer la fonction affine f solution de I'équation (E).
2) a) Résoudre I'équation différentielle : y'+y=0 (E).
b) Démontrer qu'une fonction g définie sur IR, est solution de I'équation différentielle (E) si
et seulement si la fonction g — f est une solution de I'équation différentielle (E").
3) a) En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).
b) Déterminer la solution g de I'équation différentielle (E) qui vérifie g '(0) = 0.

2
1+e 27 )

1) Déterminer la solution de I'équation différentielle y ' — 2 y = 0 qui prend la valeur 1 en 0.
2) Soit f la fonction dérivable sur R, telle que f (0) = In 2, et soit g la fonction définie par :

f(x)=e™g(x).
a) Calculer g (0).
b) Calculer f '(x) en fonction de g '(x) et de g (x).
c) Montrer que f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si
. _ Ze—ZX
g'() 1+e 2
d) En déduire I'expression de g (x), puis celle de f (x) de telle sorte que f soit solution de
I'équation différentielle (E).
I11) On considére I'équation différentielle : 9y " +4y=2x-1. (E)
1) a) Montrer que si une fonction polynéme p est solution de (E), alors son degré est 1.
b) Déterminer alors la fonction polynéme p, solution de (E).
2) Montrer qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — p est solution de
I'équation différentielle : 9y " +4y=0 (E).
3) a) Résoudre I'équation (E") ; puis donner les solutions de (E).

b) Déterminer la solution g de (E) qui vérifie g(%) :% et g"(0) = 2.

I1) On considere I'équation différentielle :y'—2y =—

Exercice 7-8 :« Une équation différentielle du 1°" degré a coefficients non constants avec
second membre » ; la méthode théorique de résolution n’est pas au programme !
On se propose de déterminer 1’ensemble (E) des fonctions f définies sur I’intervalle ]0, + oo [ qui
2X
X+2
1) Montrer qu’une fonction affine ne peut vérifier la propriété (P)
2) fétant une fonction définie et dérivable sur ]0, + oo [, on pose, pour tout x > 0 :

vérifie la propriété (P) : Pour tout x € |0, +oo[, f(x)—xf'(x)=
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f(x)

9 =—"
a) Montrer que la fonction f vérifie la propriété (P) si et seulement si, pour tout x > 0,
. 1 1
0=~
X+2 X

b) En déduire I’ensemble (E).

Exercices 9 a 13 : Problemes concrets conduisant a des équations différentielles :
Utilisation des éguations différentielles comme outil :

Exercice 7-9 : (En chimie)
La concentration x, (en g/l) de micro-organiques dans une culture en continu, varie en fonction du

1
temps t (en h) ; (t = 0) et vérifie la relation : x'+§x =2e 3 1)

1) Résoudre I'équation différentielle x'+§x: 0. (@

t

2) Onpose f(t)=ke3 ol k estun nombre réel.
t

Déterminer le réel k pour que la fonction f: t — ke?® soit solution de I'équation
différentielle (1).
3) a) Montrer qu'une fonction x est solution I'équation différentielle (1), si et seulement si
x — f est solution de I'équation différentielle (2).
b) En déduire la forme générale de la solution x de I'équation différentielle (1).
c) Déterminer la solution particuliere de I'équation différentielle (1) correspondant a une
concentration initiale de 3,25 g/1.

Exercice 7-10 : (En mécanique)

Un corps de masse m, laché sans vitesse initiale, subit en chute libre une force de freinage
d'intensité F proportionnelle a la vitesse V : (F = —k V ou k est un réel strictement positif appelé
coefficient de force).

A chaque instant t (exprimé en secondes) V Vérifie la relation : v '(t) + %v (t)=90;
(ou g est I'accélération de la pesanteur ; et t un réel positif).
1) Trouver une fonction constante c¢ solution de I'équation différentielle (E) : y ' + %y =g.
2) Montrer qu'une fonction f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si
f — c est solution de I'équation différentielle (E") : y ' + %y =0.

3) a) Résoudre I'équation différentielle (E"), puis I'équation différentielle (E).
b) En déduire I'expression de v (t) en fonction de t sachant que v (0) = 0.
: o m
¢) Donner une interprétation de la valeur V = Tg
4) a) Donner l'intensité F de la force de freinage en fonction de t.
b) Donner une interprétation de la valeur F = —mg.
5) Le corps atteint le sol au bout de 1 mn 20 s.
a) Déterminer la vitesse moyenne V du corps pendant la chute.
b) En déduire la valeur moyenne F de la force de freinage pendant la période de chute.

Exercice 7-11 : (En médecine)
On a constaté que chez une personne contaminée du virus V.L.H., le nombre de germes

responsables de la destruction des leucocytes (globules blancs) augmentent rapidement a partir
d'un instant t choisi comme origine de temps, selon la loi : f'(t) - Kf () =0. (1)
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Ou f (t) designe le nombre de germes dans le sang a l'instant t exprimé en mois ; f '(t) désigne la
vitesse de prolifération de ces germes dans l'organisme et K une constante positive appelée taux

leucocytaire dans le sang ; K =1,20-1072,

Par contre chez la méme personne contaminée, le nombre de leucocytes, responsables de la
défense de I'organisme dans le sang, diminue a partir du méme instant t, selon la loi :
g +Kg () =0. (2)
Ou g (t)designe le nombre de leucocytes dans le sang a l'instant t exprimé en mois ; g'(t) désigne
la vitesse de leucopénie (diminution du nombre de globules blancs) dans I'organisme et K le taux
leucocytaire dans le sang ; K = 1,20.10-2,
1) a) Déterminer la solution f de I'équation différentielle (1) qui vérifie f (0) = N. (Ne Z)
b) Le sang humain contient en moyenne 2,6.10"° leucocytes.
Déterminer la solution g de I'équation différentielle (2) telle que g (0) = 2,6.10%.
2) Le nombre N dépend des individus au moment de la contamination.
Tambila est un jeune homme contaminé du virus V.I.H. le 1 janvier 2010. Chez lui, N estde
1,36 x10".
a) Quel a été le nombre de germes responsables de la destruction des leucocytes dans le
sang de Tambila au 01 janvier 20011 ? (12 mois apreés la contamination)
b) Combien de leucocytes sont-ils restés vivants dans son sang au 01 janvier 2011 ?
c) Combien de leucocytes ont-ils été détruits durant ces 12 mois ?
3) Une personne contaminée du V.I.H. SIDA développe en fait la maladie dés que le
nombre de germes responsables de la destruction des leucocytes devient strictement
supérieur au nombre de leucocytes défenseurs de I'organisme dans le sang. (c'est a dire si
f(©)>g (1)
Au bout de combien d'années Tambila développera-t-il la maladie si il n'a pas été de
nouveau contaminé ?

Ondonne: e®*** ~1015;: e ~0985: In 1,912 ~0,648.

Exercice 7-12: (En électricité)
Un oscillateur électrique est un circuit constitué d'un condensateur de capacité C (en Farads) et

d'une bobine d'auto-inductance L (en Henrys) de résistance négligeable, alimenté par un
générateur de force électromotrice E (en Volts) et de deux interrupteurs K; et Ko.
e Alinstant t = 0, on ferme l'interrupteur K, le condensateur se charge. La charge se termine
lorsque la tension aux bornes du condensateur est Uy = E, la charge est alors
g, = C Up et l'intensité i, = 0.
e On ouvre alors l'interrupteur K; et on ferme ensuite l'interrupteur K, le circuit oscille et le
condensateur se décharge dans le circuit. On appelle q(t) la valeur de la charge (en coulombs)
d’q 1

du condensateur a l'instant t et la valeur q(t) de la charge verifie la relation : L e +Eq =0

On définit ainsi une fonction q deux fois dérivable sur I’intervalle [0, +oo[ solution de

l'équation différentielle L y"+ % y=0.

e L'intensité i (t) du courant a I'instant t est donnée par : i(t) = —c:j—?(t) pour tout t > 0.

1) Ondonne C = 2x10°,L=1,25et Uy=E =50.
a) Montrer que q est solution de I’équation différentielle y"+400y =0 (1)

b) Résoudre I'équation différentielle (1).
2) a) Donner la solution particuliére de I'équation différentielle (1) vérifiant les conditions
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initiales: q, =C Uget i, =0.
b) En déduire I'expression de l'intensité i (t).
3) a) Calculer I’intégrale 20 j 20 cos (40t)dt.
T

b) On désigne par l¢ la valeur (en ampéres) de I’intensité efficace du courant dans le circuit.

. . 20 ¢ .
Son carré est donné par la formule : 1,7 = _,[020 i%(t) dt.
V4

e

Calculer Ie2 puis donner une valeur approchée de I, & 10 % prés sachant que I, > 0.
On donne 2 ~1,4142136

E
|7||:|
i
\x"—”
&y

Exercice 7-13: (En environnement)

Le 1% ao(t 2010, Bala pour féter son anniversaire, a planté dans sa cour une variété d’arbre dont
la hauteur maximale ne dépasse pas 1 m. Au moment du repiquage, le plant avait déja 50 cm de
haut.

On note f (t) la taille, en m, de la plante aprés t jours. (On a donc f (0) =0, 5).

Le modéle de VERHULST consiste a considérer que la vitesse de croissance de cette plante
évolue suivant la relation : f'(t) =a f (t) [1— f (t)] ; OU a est une constante dépendant des
conditions de repiquage et d’entretien de la plante.

Autrement dit, f est une solution, sur R*, de I'équation différentielle : y'=ay(1—y) (1).

(On ne vous demande pas de résoudre cette équation différentielle).

1) On pose, pour toutt >0, z(t) = 1

f(t)
a) Montrer que f est solution de 1I’équation différentielle (1) si et seulement si z est solution de
I’équation différentielle : y'+ay=a (2).
b) Verifier que la fonction constante ¢ de valeur 1 est solution de I’équation différentielle (2).
c) k désignant un réel quelconque, montrer que la fonction z définie pour tout t > 0 par

z(t) = ke ® +1 est solution de 1’équation différentielle (2).

d) Donner la solution particuliére z de 1’équation différentielle (2) qui vérifie z(0) = % :
1
e 41
2) On observe qu'au bout de 30 jours, la plante mesure 80 cm de haut.
Calculer la valeur de a (on l’arrondira & 1072 prés).

e) En déduire que pour toutt >0, f(t) =

3) Dans cette partie on pose a = %

a) Etudier la limite de la fonction f en + o.

b) Préciser son sens de variation.

c) Enadmettant que Monsieur Bala entretienne régulierement sa plante, au bout de
combien de jours, la plante dépassera-t-elle 90 cm de haut ?

d) Représenter graphiquement la fonction f dans un repére orthogonal (O, f, ] )

(1cm pour dix jours en abscisse et 8 cm pour 1m en ordonnées.)
Ondonneln2 = 0,7;In3~1, 1.

Exercice 7-14
Lors d’une émission en direct a la télévision, I’animateur ouvre une plage de 5 mn aux
téléspectateurs afin d’envoyer des SMS de type F1 ou F2 ou F3.
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Pendant ces 5 minutes, les messages arrivent de fagon continue, avec un débit variable en
fonction du temps.

Si x est le temps exprimé en minutes, le débit, exprimé en milliers de messages par minute, est
donné par la fonction f telle que :

92 B
f(x) = 2x° +8x; ?' xelo, 1]; (Cy), désigne la courbe représentative de la fonction f dans
Inx—x+7; sixell,5]

un repere orthonormal (O, i,]). (Unité 1cm)
On veut calculer le nombre total de messages recus pendant ces 5 minutes, et on admet que ce

nombre de messages est donné, en milliers, par : %'[05 f(x)dx.

1) Etudier la continuité puis la dérivabilité de f sur [0, 5]. (On vérifiera particulierement la
continuité de fen 1 ; puis la dérivbilité de fen 0, en 1 et en 5)

2) a) Montrer que pour tout x vérifiant : 0 < x <1, alors — xv/X +1=0
b) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
3) Tracer la courbe (Cy) dans le repére.
4) a) Donner une primitive de la fonction f sur [0, 1].
b) Calculer I’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine plan limité par la courbe (Cy),
I’axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la droite d’équation x = 1.
5) Soient g et G les fonctions définies sur [1, 5] par g(x) = In x et G(X) = x In x —x.
a) Montrer que G est une primitive de g sur [1, 5].
b) Calculer I’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine plan limité par la courbe (Cs), ’axe
des abscisses, et les droites d’équations X = 1 et x = 5.
6) Donner le nombre total de messages recus pendant ces 5 minutes au cours de 1’émission.
On donne In 51, 61.

Exercice 7-15
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = xe'™*; et (C) sa courbe

représentative dans un repére orthonormal (O, i, j) (unité 2 cm).
1) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
2) a) Donner 1’équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0.
b) Tracer la tangente et la courbe (C) dans le repére.
3) Soit a un réel strictement positif ; (D) le domaine plan délimité par la courbe (C), les deux
axes de coordonnées et la droite d’équation X = « .
a) Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0, «].
b) Calculer en cm? l'aire A(« ) du domaine (D) en fonction de « .
c) Déterminer la limite de A («) lorsque « tend vers + o,
4) Soient g et G les fonctions définies sur R respectivement par :

1 1 1
X)=x>e? 2 et G(X)=|—-=x*>—=x—=|e**.
009 00=(-3%-3x-1]

a) Montrer que G est une primitive de g sur I’intervalle [0, « ]

b) Calculer V, = l.[: [f(x)]? dx appelée valeur efficace de la fonction f sur [0, & ].
(94

5) Le domaine (D) subit une rotation autour de lI'axe (Ox).
a) Calculer en cm?®, le volume V(& ) en fonction de « , du solide engendré par cette rotation.
b) Donner la valeur de ce volume en cm?® pour & = 3.

Exercice 7-16
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) =1+In(1+ x) et (Cy) sa

courbe représentative dans un repere orthonormal (O, f, T). (Unité 1 cm)
1) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
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2) Soit ¢ lafonction numérique de la variable réelle x définie par : o(x) =In 1+ x) —x +1.
a) Etudier le sens de variations de ¢ et dresser son tableau de variations.
b) En déduire que I'équation f (x) = x admet une solution unique « sur [0, + .
c) Montrer que « €]2, 3[.
d) Soit (A) la droite d’équation y = x ; donner les positions relatives de la courbe (Cy) par
rapport a la droite (A) sur ’intervalle [0, +oo[.
3) a) Montrer que f réalise une bijection de ] -1, + oo[ vers un intervalle J & déterminer.
b) Vérifier que la bijection réciproque f * est définie par f " (x) =—-1+¢e"*.
4) Construire dans le repere, la droite (4), la courbe (Cy) et la courbe (C_ ) représentant la

bijection réciproque f .
5) On désigne par (D) le domaine plan limité par la courbe (Cs ), I’axe (Ox), I’axe (Oy) et la
droite d'équations x = 3. Le domaine (D) subit une rotation autour de I'axe (OXx).
a) Calculer Iaire A en cm? du domaine (D).
b) Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

g(x) =x+(L+x)In* (L+x). Calculer g'(x)
c) Calculer en u.v. le volume du solide (S) engendré par cette rotation.
6) a) Montrer que pour tout xe[2, 3], f(x)e[2,3].

b) Montrer que pour tout xe[2, 3], | f'(x)|s%.

c) En déduire que pour tout xe[2, 3], | f(x)—a|£%|x—a|.
Ondonnein2 ~ 0,7.

EXERCICES NON CORRIGES :

Exercice 7-17 :

s T
Pour tout n € N, on considére : | = .[02 e "“sinxdx et J, = IOZ e "*cosxdx.

1) a) Montrer que I, et J, existent.
b) Calculer I, et Jo.

2) On suppose n > 0.

I, +nJ, =1
a) En intégrant par parties I, ; puis J,, montrer que : nz
-nl,+J,=¢ ?

b) En déduire les expressions de I, et J, en fonction de n.

3) Déterminer lim I et lim J, .

n—+ow n—+oo

Exercice 7-18 :

On considere les intégrales | :J.l%dx et J= Ingdx.
° (1+e) ° (1+¢)

1) Calculer les intégrales A= [ —°—dx et B=[' —°d

) Calculer les intégrales _I°1+ex X e -Iom X.

2) a) Déterminer trois réels a, b et c tels pour tout réel x,
1 be” ce”

m e (1+e)?
b) Calculer I'intégrale I.
3) a) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer J en fonction de I.
b) En déduire la valeur de l'intégrale J.
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Exercice 7-19
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f (x) = e™* In(ex +1) pour tout

x > 0 et (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, |] ) on pose :

| («) :J': f (x)dx avec a un réel strictement positif.

1) a) Préciser le signe de f (x) pour tout x > 0.
b) Préciser le signe de | («); donner une interprétation graphique de I ().

X

. . . . e
2) a) Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x, —=a+ —.
l+e l+e
- a 1
En déduire le calcul de _[ —dx .
°©1+e

b) Calculer f'(x) + f (x) ou f ' désigne la dérivée de f.
c) Calculer | ().

Exercice 7-20
On se propose de déterminer les fonctions f vérifiant pour tout réel x la relation :

f'(x)=2f(r—x). (1)
1) Soit f une fonction verifiant la relation (1).
a) Calculer f'(x) en dérivant f'(x) et en utilisant la dérivée d'une fonction composeée.

b) En déduire que la fonction f est solution de I'équation différentielle : y"+ 4y =0.
2) a) Résoudre I'équation différentielle : y"+ 4y =0.
b) Déterminer parmi les solutions celles qui Vvérifient la relation (1) ; puis parmi ces

. - V4 , .2
derniéres celle dont la valeur moyenne sur l'intervalle [E’ O} est égalea —.
T

Exercice 7-21
Une masse m, mobile sur un axe (O, 1) a sa position représentée sur cet axe a chaque instant t
(t = 0) par le point M.

Cette masse est soumise & une force dattraction F ; lI'abscisse y (t) du point M exprimé

972

4

comme fonction du temps t, vérifie I'équation différentielle : y" + y=0.

1) Donner la solution générale de cette équation différentielle.

: - . -3
2) a) Montrer que la solution vérifiant les conditions initiales y (0) = 1 et y'(0) = sz :

. 3 (3
s'exprime pour t >0 par: y(t) = cos(%t) —sm(?ﬂt}
b) Déterminer le nombre réel & compris entre 0 et 1 tel que, pour tout t =0,
y(t) =2 cos (%”(t + a)j .

3) a) En utilisant la question 2) b), donner la valeur positive de t pour laquelle le point M

passe pour la premiére fois au point O.

b) Donner les positions du point M aux instants de temps t :g ett= %

Exercice 7-22
Le plan est rapporté a un repére un repere orthonorme direct (O, i j).

. 5e , 1
On considére I’intégrale | = IO XX — X% dx.

1) Montrer que | existe dans R.
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2) On désigne par (C) la courbe d’équation y =+/x—x* dans le plan.

. . 1 .
a) Montrer que (C) est le demi-cercle de centre le point A(E, 0) et de diamétre 1.

. . . 1
b) Déterminer l'aire d'un cercle de rayon 3
o 1 2 T
c) En déduire que IO X—X dx_g.

3) a) Montrer que %— 21 :I (1—2x)Vx—x? dx.

1
0
b) Calculer f: (1—2x)v/x—x? dx puis en déduire la valeur de I.

Exercice 7-23

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = -1+ %sin2 x ; et (C)

sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, I j) ; (unité 3 cm).
1) Etudier la parité et la périodicité de f.
2) a) Etudier les variations de f sur l'intervalle [0, 7 ].
b) Tracer la courbe (C) dans le repére.
3) a) Exprimer f (x) a I'aide de cos 2 x.
b) Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0, 7].
c) Exprimer [f(x)]? al'aide de cos 2 x et de cos 4 x. En déduire la valeur efficace de la

fonction f sur Fintervalle [0, 7] : Clest a dire — j: [f(x)]”dx.
T
4) Soit (D) le domaine plan délimité par la courbe (C), les deux axes de coordonnées et la
droite d'équation x = .
a) Calculer en cm?, I'aire du domaine (D).
b) Le domaine (D) subit une rotation autour de I'axe (Ox) ; calculer en cm?, le volume du

solide engendré par cette rotation.

Exercice 7-24
1) Soit g la fonction numérique définie sur I'intervalle ]0, +oo[ par :
g(x)=x*+1-Inx.
a) Etudier le sens de variations de g.
b) En déduire le signe de g (x) sur l'intervalle ]0, +oo].
2) On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur l'intervalle

10, +oo[ par: f(x) =x+ Inx et (Cr) sa courbe représentative dans un repére orthonormé
X

(O, 1, ) ; (unité 2 cm).
a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Démontrer que la courbe (C; ) admet une asymptote (A) d'équation y = x.
Préciser la position relative de la courbe (C; ) par rapport a la droite (A).
c) Préciser s'il y a lieu les coordonnées du point de la courbe (C¢) ou la tangente (T)
est parallele a la droite (A).
d) Donner une équation de cette tangente (T).
e) Tracer les droites (A) et (T) et la courbe (C; ) dans le repére.
3) On désigne par (D) le domaine plan limité par la courbe (Ct ), la droite (A) et les droites
déquationsx =letx =e.
Calculer en u.a. lI'aire du domaine (D).
4) On désigne par ( E ) le domaine plan limité par la courbe (Cs ), I'axe (Ox) et les droites
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d'équations x =1 et x = e.
a) Calculer en utilisant la méthode d'intégration par parties | = J.le (Inx)dx.

b) Montrer que la fonction H définie sur l'intervalle JO ; +oo[ par :

n2x

X2

H(x) = -1 (In2 X+2 Inx+ 2) est une primitive de la fonction h définie par h (x) = !
X

sur]O; +ool.
c) Le domaine ( E ) subit une rotation autour de I'axe (Ox) ; calculer en u.v. le volume du
solide (S) engendré par cette rotation.
Ondonneln2 = 0,7; e~ 2/7.

Exercice 7-25

X+1

A) On consideére la fonction numérique g definie sur ]0, +oo[ par: g (x) = il Inx.
X+

1) Etudier le sens de variations de g.
2) a) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet une solution unique « avec a €[1; 2].
b) En déduire le signe de g (x) sur l'intervalle ]O, +oo].
B) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur l'intervalle ]0, + o[ par :
F(x) = 22In X
X“ + X
(unités de longueur 2 cm sur I'axe des abscisses et 4 cm sur I'axe des ordonnées.)
1) a) Etudier les limitesde fen O et en +oo.
b) Interpréter graphiquement ces résultats.

et (Ct) sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, i, ]) ;

2(2x+1)

2) a) Montrer que pour tout xe 0, + oo, f'(X) = ———=xg(X).
(X*+x)
b) Etudier les variations de f.
c) Montrer que f(a) = 2 et dresser le tableau de variations de f.

a(2a+1)
d) Construire la courbe (C¢) dans le repere.
C) On considére le domaine (D) délimité par la courbe (Ct), I'axe des abscisses et les droites

d'équations x =1 et x = g

1) Montrer que pour toutx > 1,ona: In_2x <f(x)< In_x.
X X

2) En déduire un encadrement de l'aire A (D) du domaine exprimée en cm?.

Exercice 7-26

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : f (x) =

3e* -1
e

(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, i, j) ; (unité 2 cm).
A) 1) a) Montrer que pour tout réel x, on a : f (—x) + f (x) = 2. Donner une interprétation
graphique de cette egalite.
b) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
2) Donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d'abscisse 0.
3) Soit la fonction numérique ¢ définie par: ¢ (x) = f (x) — (x + 1).
a) Etudier les variations de ¢.
b) Calculer ¢ (0), puis donner le signe de ¢ (X).
¢) En déduire la position relative de la courbe (C) par rapport a la tangente (T).
4) Tracer la droite (T), les asymptotes a (C) s'il y a lieu puis la courbe (C) dans le
repere.
B) 1) a) Prouver que f réalise une bijection de R vers un intervalle J a déterminer.
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On notera f * la bijection réciproque de f et (C') sa courbe représentative.
b) Tracer la courbe (C') dans le repeére.
¢) Expliciter f () : (résoudre I'équation f (x) = y d'inconnue x dans R)

2) Montrer que I'équation f (X) = x est equivalente a ¢ (x) = —1.

3) Déduire que la courbe (C) coupe la droite (D) d'équation y = x en un seul point dont
I'abscisse est « appartenant a I'intervalle [2, 3].

4) On considére le domaine plan (E) limité par les courbes (C) et (C"), et les droites
déquationsx =0etx = «.

X

a) Montrerquevxe R, f(x)=a+ be ou a et b sont deux réel a déterminer.

X

e +1
b) Calculer en cm? l'aire de (E).
C) On pose l'intervalle I = [2, 3].
1) Montrer que pour tout x élément de [2, 3], f (x) est aussi element de [2, 3].

2) a) Montrer que pour tout réel x, ona: f'(x) =4 ! _ ! = |
e’ +1 (ex+1)

b) Montrer que pour tout x élément de [2, 3],ona: 0< f'(x) < %
c) En déduire que pour x élément de [2, 3], ona: | f(x)—a|< %| X—al.

Exercice 7-27

On considere la fonction numeérique f de la variable réelle x définie par :
f(x)=xInx si xe]0,+oo|
—x-1+e* si xe|-o,0]"

On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, |] ). (unité 2cm)
1) a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Montrer que la courbe (Ct) admet deux demi-tangentes au point d'abscisse 0, dont on

précisera les équations.

c) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

d) Préciser s'il y a lieu les asymptotes a la courbe (Cs).

e) Déterminer les équations de tangentes a la courbe (Cs) aux points d'abscisse 1 et 1.

e
f) Tracer les asymptotes (s'il y a lieu), les demi-tangentes au point d'abscisse 0, les

tangentes a (Cs) aux points d'abscisse 1 et 1 ainsi que la courbe (Cs) dans le repére.
e

2) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie par : h (x) = | In x|x avec x > 0.

a) Sans étudier la fonction h, tracer dans le repere la courbe représentative (Cp) de h.
b) Justifier la construction.

3) On considére le domaine plan (D) délimite par les courbes (Cs) et (Cy) et les droites
d'équations x = o etx =1. (avec 0 < & <1).
a) Déterminer en u.a. l'aire A(a) du domaine (D) en fonction de « .
b) Calculer(llim) Ala).

¢) (D) subit un pivotement autour de I'axe (OXx).
Calculer en u.v. le volume V(«) en fonction de « du solide engendré par ce pivotement.

Calculer Iirrgv ().

Exercice 7-28
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
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In_x; si x>1
f(x)= x?

—x+e*t: si x<1

et (Ct) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O, i, j) ; (unité 4 cm).
Partie A
1) a) Etudier la continuité puis la dérivabilité de f en 1.
b) En déduire une conséquence graphique sur la dérivabilité de f en 1.
2) a) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Preéciser les asymptotes a la courbe (Cy) s’il y a lieu.
c) Tracer les asymptotes (si elles existent) et la courbe (Cs) dans le repere ; on précisera
I’allure de la courbe au voisinage du point d’abscisse 1.
Partie B
Soit F la fonction de la variable réelle x définie sur I’intervalle [1, + oo[ par :

F(x) = LX f (t)dt ; (C’r) sa courbe représentative dans le repére. (On ne demande pas

d’abord de calculer F (X)).

1) a) Que représente F pour la fonction f sur ’intervalle [1, + oof ?
b) Sans calculer F (x), préciser le sens de variation de F sur I’intervalle [1, + oo].
c) Onadmetque lim F(x)=1; dresser le tableau de variation de F sur [1, + oo[.

2) On considere (D), le domaine plan limité par la courbe (Cs ), I’axe (Ox) et les droites
d'équations x =1 et x = 4.
a) Calculer en intégrant par parties, 1I’expression de F ().
b) Représenter en pointillés la courbe (C’g) dans le repére ; (on tracera la tangente au
point d’abscisse 1 a (C’g)).
¢) Calculer I’aire A en cm? du domaine (D).
Partie C

- / ; -g- b
1) Soient a et b deux réels vérifiant b>a>2 ; Onpose l, p = J' f(x)dx.
a
a) Donner une interprétation géométrique de Iy p.

b) Utiliser le tableau de variations de f pour montrer que, pour b>a>2 ona:
(b-a)f(b)<lyp<(b—a)f(a).

¢) Montrer que pour tout natureln> 2, ona: % < J"”l f(t)dt < In(zn) _
+ n n
d) Calculer en fonction des réels n l'intégrale Iy n+1.
2) Pour tout naturel n> 2, on pose : S, = In_22+In_23+_m+_In(2n) :
2 3 n
a) Utiliser la question C) 1) ¢) pour montrer que pour tout n > 2,
In2 _ ¢n(Inx In(n)
S, —2—2<L (Fde <S,-— o
b) En déduire que : 1+2In 2_n+(@n _;L) In(n) S, < 2+jln 2 _1+In(n)
n n

c) Précicer un encadrement de Sigo par deux nombres décimaux a deux décimales
a partir des inégalités précédentes.
Ondonne: In2~0,7; In5~1,6.
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 7-1

Calcul pratique des intégrales « par primitivation» en utilisant les primitives des fonctions
composées.

Solution
1) Calculons les intégrales suivantes : directement « par primitivation »
1
a) Il (x® =3x* +1)dx = Ly wiex| =1
0 4 0 4

1
b) | = dx=[Vx+1]=2-1=1

c) .[-1[ 2X3Xi4jdx = [In‘x2—3x+4Hl=—2In2

d) If cosx sin?x dx = [%sin%}z :%.

0

oodt z
e) | — —[tant]? =1.

2) Calculons les intégrales suivantes : « par primitivation » aprés transformation s'il y a
lieu des expressions

0 10 111 A
a) L (x+1)(x2+2x+4)dx=§_[71 (2x+2)(x2+2x+4)dx=§[§(x2+2x+4)2}lzz

1
e? 1 B ezl _ e? _ )
b) L mdx_je Inxdx [In||nx|]e In2 ;

c) .[5 cos® x dx:j’E CoS X C0s? X dx=‘fg cosx(l—sin2 x) dx
- -

-

=Ig(cosx—cosxsin2x) dx = sinx—2sin®x|® =1
N 3 Y
2

2
d)jzix_ldx=j2 x+2—— dx = lx2+2x—ln|x| 2
1 X 1 2 2

1
e) '[05 (sin® x) (cos® x) dx = jf sin x (1—cos? x) (cos® x) dx

:J'Esinxcoszx—sinxcos“x)dx: Lleostxaleossx|P =2
0 3 5 . 15

2 3
R e

Exercice 7-2

Calcul pratique des intégrales « par intégration par parties »
Solution
1) Calculons les integrales suivantes : « Intégration par partie » une fois

a) LX Int dt; posons u'(t) =1 et v(t) =Int; alors u(t) =t et v'(t)=% ; donc :
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[ ntde=[tint]; [ dt=xInx-x+1

b) J’le tint dt ; posons u'(t) =t et v(t) = Int : alors u(t)=%t2 et v'(t)=% - donc

e

e e 2_
| tlntdt:thlnt} —ljtdt:{ltzlnt} _l{lt} _2e e+l
' 2 A 2 2|2 4

1 1

c) If (2x+1)sin x dx ; posons :

u(x)=2x+1et v'(x)=sinx; alors u'(x) =2 et v(x) =—cosx; donc :

.[05 (2x+1)sinx dx =[- (2x+1)cos x |2 +2Ecosxdx=1—2=—1.

d) Iolnz xe” dx ;posons: u(x)=x et v'(x)=e"; alors u'(x) =1 et v(x)=e*; donc:

In2 In2

In2
j " xe” dx:[xeX ]O —-| e*dx=2In2-1.
0 0
2) Calculons les intégrales suivantes ; « Intégration par partie » deux fois

a) JE (x* =1)sin2x dx ; posons :

u(x) =x>-1et v'(x) =sin2x; alors u'(x) =2x et v(x) :—%0032x; donc :

Vi

Pour J? X €0s 2xdx , posons :
u(x) =xet v'(x) =cos2x; alors u'(x) =1 et v(x):%sin 2x ; donc

Fxcostdx: Exsin2x 4—E.[ZsinZde:z—1 —10032x ’
0 2 . 2) 8 2| 2

0

.[Z(x2—1)sin2xdx=—1+z—l=f_§,
0 2 8 4 8 4

0 2
b) I_,, (L—x")cosx dx ; posons :

u(x)=1-x* et v'(x) =cosx; alors u'(x) =—2x et v(x) =sinx; donc :

J'_Oﬁ (1—x*)cos x dx = [sin x(1—x2)]ir +2J._07r X sin xdx = 2[_0” X sin x dx

Pour J'_O X sin xdx, posons :
u(x) =xet v'(x) =sinx; alors u'(x) =1 et v(x) =—cosx ; donc

0 . 0 0 - 0 \
J: xsmxdx:[—xcosx]f,[+'|: cosx =z +[sinx]°_ =z ;dou
0
j (1-x*)cosx dx =27

-

c) I: (2x? +x)e ™ dx ; posons :

O s 1 SN KN 1 (i
_[ (X =1)sin2x dx =| —=cos 2x(x“ —1) +_[4 xcos2xdx:——+.[4 X €OS 2X dx
0 2 0 0 2 Jo

1
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u(x)=2x>+x et v'(x)=e *; alors u'(x) =4x+1 et v(x) =—e *; donc :
J'l (2x* +x)e™* dx = [— (2x* + x)e‘x]l +Il (4x+1)e *dx=-3e™" +_[l (4x+1)e " dx
0 0 Jo 0

Pour j: (4x+1)e* dx, posons :

X

u(x) =4x+1let vi(x)=e*; alors u'(x) =4 et v(x) =—e* ;donc;

1 1 1

[ (@ax+1e™dx= [ @ax+1e]: +4[ edx=-5e"+1+4(-e +1)=-9e +5
1

jo (2x* +x)e *dx=5-12e™"

3) Calculons les intégrales suivantes ; « Intégration par partie » deux fois conduisant a
une équation.

a) | :IOE e* cos(-2x) dx ; posons :

u(x) =e” et v'(x) =cos(-2x) ; alors u'(x) =e* et v(x):—%sin(—ZX) ; donc :
1, T 10 |
IZ[_EG sin (—ZX)}0 +§~[02 e*sin (_ZX)dX_EIoz e’ sin(-2x)dx ;

Pour J? e*sin(—2x)dx ; posons (en gardant le méme ordre)
u(x) =e* et v'(x) =sin(-2x) ; alors u'(x) =e* et v(x) =%COS(—2X) ; donc :

i —EJ.E excos(—2x)dx=—leE 1Ly
270 2 2

J.E e sin (—2x) dx = Fex COS(—ZX)}
0 2 . 2

z z %
I=J-zeXCOS(—2><)0|X=—162—l—ll conadonc 1 =&+
0 4 4 4

b) J =IO” e “sinx dx ; posons :
u'(x)=e ™ et v(x) =sinx; alors u(x)=—e " et v'(x) =cosx; donc:
J :Ioﬂ e "sinx dx:[—e‘xsinx]g +'foﬂ e " cos X dx:.[oﬁ e “cosx dx ;
Pour Ioﬂ e “cos x dx ; posons (en gardant le méme ordre) :
u'(x)=e* et v(x)=cosx; alors u(x)=—e* et v'(x) =-sinx; donc:
J.: e “cosx dx = [—e‘X Cos x]g —.[O” e *sinx dx=e"" +1-J ;en définitive,

J:I” e *sinxdx=e"+1-J; donc J:e +1.
0 2

Exercice 7-3
1) Division euclidienne ou méthode des coefficients indéterminés ; Calcul pratique d’intégrale
2) , 3) et 4) méthode des coefficients indéterminés ; Calcul pratique d’intégrale.
Solution
X —2X+2

1) a) Montrons que pour tout x différent de — 2, —— = ax+b+—S od a, betc
X+ 2 X+ 2
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sont 3 réels a déterminer.

Par I’'une des méthodes (division euclidienne ou coefficients indéterminés) on obtient :

2_
a=1; b=-4 et c=10; donc X —2x+2 X—4+ 10

X+ 2 X+2
2_
b) En déduisons le calcul de | = jl X -2x+2 dx.
1 X+2
2_ 1
= [ [ 222 = [ [ =4+ 22 Jax=| 257 —4x-+10In] x+2|| =10n3-8
A X+2 A X+2 2 3
2) a) Montrons que pour tout x différent de — 1 et de 3, 2x+l _ a + b ouaeth

x2—2x—3 x+1 x-3
sont 2 réels a déterminer.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient a = l et b= Z. Donc

1 7

2x+1 4 L 4
x> -2x-3 x+1 x-3

b) En déduisons le calcul de J = J' & dx.

x? —2x-3
1 7 2
_J‘ _ x4l _'[ dx = In|x+1|+zln|x—3| =33,
X2 —2x-3 x+l X — 3 4 o 2
. 1 _a_ b C
3) a) Montrons que pour tout x différentde Oetde -1, ——— = —+ + 2
X(x+1) X X+1 (x+1)

a, b et ¢ sont 3 réels a déterminer.
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient : a=1et b=c=-1
1 1 -1 -1
Donc ——— == +——+ 5
X(X+1) X  x+1 (x+1)

b) En déduisons le calcul de K = I # dx

1 x(x+1)
1 2
K=’ o= 2 dx = [In|x| In|x+1|+—}
x(x+1) 1 x+1 (x+1) X+1
K:2In2—|n3—l.
6
e 1 a b c
4) a) Montrons que pour tout x différentde 0, de letde -1, ————=—+——

x(x*-1) x x-1 x+1
ou a, b et c sont 3 réels a déterminer.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient ; a=-1et b=c = 1

1 1

Donc #:__1 +L+L

x(x*-1) x x-1 x+1

b) En déduisons le calcul de L = | 3()(2'—”1)‘)2 dx
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1

2

Posons u'(x) :% et v(x)=Inx; alors u(x):—%(

(x*-1)

3
:.[3—)2"”(2 dx = —l( 21 jlnx +1I3—§ dx
2 (x° -1 2\ x° -1 , 272 X(x*-1)

j et v'(x) :1; donc :
1 X

1 1

—dx :lan—iln3+£J.3 _—1+L+L dx
16 272

:—In2——ln —I
6 16 2x(x -1) 6 X Xx=1 x+1

3
L:Eln2—iln3+£[—In|x|+lln|x—1|+lln|x+1|} In2——|n3—§ln3+5ln2
6 16 2 2 2 6 16

2

L=-22n3+ 1 in2
16

Exercice _7-4 : Calcul des intégrales conduisant a une équation ou a un systéeme
d’équations.
1) 1) Propriétés des intégrales et formules fondamentales en trigonométrie.
2) Calcul pratique de dérivée de fonction ; Définition de [’intégrale ; Résolution de systeme
d’équations dans R *

Solution
On considére : | = If e?cos®xdx et J= J'OE e sin? x dx.
1) Calculons | +J.
£2x2 z2><'2 z2>< 12)(51”
I+J:IZe cos xdx+j2e sin xdx:IZe dx=|=e =—(e" -1)
0 0 0 2 2
(Car cos® x+sin®x=1; Vxe R).
2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
f(x)= %ezx(cos 2X +8in 2x) ;

a) calculons f'(x).
f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R ; et on a pour

tout réel x, f'(x)= %ezx (cos 2x +sin 2x) +%e2X (—sin 2x + cos 2x) = e* cos 2X.
b) En déduisons | —J, puis déterminons | et J.
| -3 =[2e"cos’ x dx—[2 e”sin’ x dx =2 e?*(cos? x—sin? x)dx = [ 2 e*" cos 2xdx
0 0 0 0

(Car cos® x—sin® x = cos 2x).

_yof2e> (2 fo0d= f[Z - f0)=—Lter L
| J_jo e coszxdx_jOZf(x)dx_f(zj fO=-7e—,
3= e e” -3 3e” -1
On adonc 21 2 ce qui donne que | = ; et J=
l-J=-=e"-=
4 4

I1) 1) Calcul pratique de dérivée de fonction ; Calcul d’intégrale par primitivation.
2) Opérations sur les fonctions dérivables ; Calcul pratique de dérivée de fonction ; Formules
trigonométriques ; Propriétés des intégrales ; Résolution d’équations.
Solution
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dx et J= I dx.

T
On consideére les intégrales : | :I
0 cos? x

1) a) Soitu: x— u(x) =tanx ; calculons u'(x).

0 cos” x

u est dérivable sur R \ {£+k7r, k entier} etona VX¢Z+k7r, u'(x) = 12 .
2 2 Cos“ X
b) Calculons l.
| = dx=|*4u'(x)dx=u u(0)=1.D’oul=1.
-[0 cos? x -f ) (4) © o

2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur l'intervalle [O, %} par :

sin X
cos’® X

a) Démontrons que f est derivable sur[o, %} et que pour tout x elément de{o, %}

fx)=

3 B 2
cos* X cos?x
f est définie sur R \ {%+k7z, kentier} : et Dintervalle {0, %} c Dy ; les

onaf'(x) =

. . , . T
fonctions : X — sin x et x — cos 3x sont dérivables sur [O, Z} en tant que

fonctions usuelles ; donc f est dérivable sur [O, %} en tant que quotient des deux

fonctions dérivables.
4 ) 2
VX€|: ﬁ:l; f()_cos X+3sin®xcos®x _ 1 3(1 cos’x) 3 2

cos® x oS> x cos*x  cos*x cos?x

b) En déduisons une relation entre I et J ; puis calculons J.

2 1 1
ona; I Flx)dx= I (cos “X  cos? x)d _3I (cos dex ZI (cos dex

or Iozf-(x)dxz f(%j_f(O):Z et J‘ff'(x)dx:BJ—ZI ; donc

3J-21=2;o0naalors J:% ccarl =1.

I11) 1) Calcul pratique de dérivée de fonction ; Définition de primitives.
2) Propriétés des intégrales ; Intégration par parties ; Résolution de systéeme d’équations.

Solution

1
Soient les intégrales : | :j R I dx et K =I (sz +2 )dx.
VX% +2 Vx? °

1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f (x) = In (x +UX% 42 )

a) Calculons f'(x).
f est definie sur R, et dérivable sur R en tant que composée de fonctions
X

Vx*+2 1

X+ VX2 +2 _\/x2+2 .

1+

dérivables ; et pour tout réel x, f'(x) =

b) Calculons I.
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1 1 . _ _ 1
=] o =[C (0 dx=F @)~ (0) = |n(1+J§)—§|n2
2) a) Sans calculer explicitement Jet K montrons que J+2I1=K
1 X% 42 1
J+21= +2| ——dx dx=| (Wx*+2)dx=K.
R ot e ot A
b) Montrons en intégrant par parties K, que K +J =./3.

Posons u'(x) =1 et v(x) =+x*+2; alors u(x)=x et v'(x) = ; donc :

X
VX2 +2
de:\@—J. Dou K +J=4/3.
2

K:Lj(m)dx:[xm]:—ﬁ(

¢) En déduisons les valeurs de J et de K.
D’apres les résultats aux questions précédentes, on a :

J+21 =K _
K+J=43"

donc J—i—l_\/_ ;mz InfL+3); e K—ﬁ—%ln2+ln(l+\/§)

Exercice 7-5 : Equations différentielles du 1* ordre a c.c.s.s.m.

1) 1) Résolution d’équations différentielles du 1*" degré a c.c.s.s.m.
2) Détermination de la solution qui vérifie une condition donnée.
Solution
1) Résolvons I'équation différentielle : 2 y'+ y =0.

2y +y =0 équivaut & y'+ %y=0. L’ensemble des solutions de cette équation

1
différentielle est I’ensemble des fonctions f définies sur R, par f(x)=ke 2 ;keR.

2) Déterminons la solution f qui prend la valeur -1 en 0.
f (0) = -1 équivaut a k = -1 ; donc la solution f qui prend la valeur —1 en 0 est définie

1
par f(x)=—¢e 2.

1) 1) Résolution d’équations différentielles du 1* degré a c.c.s.s.m.
2) Détermination de la solution qui vérifie une condition donnée.
Solution
1) Résolvons I'équation différentielle : —2y' +y=5y.
-2y +y=5yéquivautay’ +2y=0
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y” + 2 y = 0 est I’ensemble des
fonctions f définies sur R, par f(x)=ke > ; ke R.

2) Déterminons la solution f dont la courbe représentative (Cs ) passe par le point A (-1, 2).
1l s’agit de déterminer la solution f qui vérifie f (1) =2; f(-1) =ke* =2 = k=2e?
Donc la solution f dont la courbe représentative (Cs ) passe par le point A (-1, 2) est la
fonction définie par f(x) =2e2**

I11) 1) Résolution d’équations différentielles du 1°" degré a c.c.s.s.m.
2) Solution d’uen équation différentielle qui vérifie une condition donnée. Calcul algébrique
sur les puissances.
Solution
1) Résolvons I'équation différentielle : y'— (In 2) y = 0.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y’— (In 2) y = 0 est I’ensemble des
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fonctions f définies sur R, par f(x) =ke™?* =k2* ; ke R.
2) a) Déterminons la solution f dont la courbe représentative (Cs) admet au point
d'abscisse 0, une tangente de coefficient directeur —In 4.
11 s’agit de déterminer la solution f qui Vérifie /" (0) =—In4=-21In2;
f(x)=ke™* ;donc f'(x)=kIn2e"?*; alors f'(0)=kIn2=-2IN2=k=-2;
Donc la solution f dont la courbe représentative (Cs) admet au point
d'abscisse 0, une tangente de coefficient directeur — In 4 est définie pour tout reel x

par f(x)=-2e!"2*
b) Montrons que f (x) peut se mettre sous la forme —a *** ol a est un réel & déterminer.
Pour tout réel x :

f(x)=-2e"?* or e"* =2%; donc f(x)=-2e"?* =_2x2* =2,

Exercice 7-6 : Equations différentielles du 2™ ordre & c.c.s.s.m.
1) 1) Résolution d’équations différentielles du 2™ degré a c.c.s.s.m.

2) 3) Solution d’une équation différentielle qui Vvérifie deux conditions données ; Calcul de
dérivée et d’intégrales de fonctions circulaires ; Formules d’additions en trigonométrie.
Solution

1) Résolvons I'équation différentielle 9 y" +y = 0.
2
9y"+y=0equivaut a y"+(%) y =0 et I’ensemble des solutions de cette équation
différentielle est I’ensemble des fonctions f définies sur R, par
f(x)= Acos(%xj+ Bsin [%xj A, BeR.
2) Déterminons la solution f qui vérifie : f (0) =0 et f '(0) = 3.

f(x):Acos(1 j+Bsm( j f'(x)= ——sm(lj Ecos(lxj
3 3 3 3 3

f(0O)=A=0;et f'(0) =%=3, donc A =0et B =9. Lasolution f qui Vérifie :
f (0) = 0 et f'(0) = 3 est définie pour tout réel x par : f (x) =9sin [% xj.

3z
3) a) Déterminons la solution g qui Vérifie joz g(x)dx =0 et '[;”g(x) dx=-6

3r
3 1 (1 (1 1 \]2
J.Z Acos| =x |+ Bsin| =x | |dx = 3Asin| =x |—-3Bcos| = x =3A+3B=0
0 3 3 3 3 0
3z 1 . 1 . 1 1 37[
I Acos| =x [+ Bsin| =x | |dx = 3Asin| =x |-3Bcos| =X =3B+3B=-6
0 3 3 3 3 0

L., . 3A+3B=0
On est donc amené a résoudre le systeme 6B — 6 ; B=-let A=1.

3z
Donc la solution g qui Vérifie IOZ g(x)dx =0 et '[;”g(x) dx =—6 est définie pour

tout reel x par : g(x) = cos (% xj —sin @ xj.

b) Déterminons les réels k, @ et £ tels que pour tout réel x, g (x) =k cos (ax + £).
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g(x)= cos( xj—sin (% xj = ﬁ{%cos(l xj—%sin (% xﬂ

ORISR BN

1
k=2, a== et ,B:Z.
3 4
I1) 1) Résolution d’équations différentielles du 2™ degré & c.c.s.s.m.
2) Solution d’une équation différentielle qui vérifie deux conditions données ; Calcul de dérivées

de fonctions circulaires.

Wl

Solution
1) Résolvons I'équation différentielle y" + 49y =0.
y" +49y=0équivaut a y"+7°y =0 et I’ensemble des solutions de cette équation

différentielle est I’ensemble des fonctions f définies sur R, par :
f(x) = Acos(7x)+ Bsin(7x) ; A, B € R.

2) a) Déeterminons la solution f de cette equation qui Vérifie : f(%j = —% et f [%} =49

f'(x) = —7Asin(7x)+7Bcos(7x) et f"(x) = —49Acos(7x)—49Bsin(7x) ;

7—7[:—z+47z et 7—”:£+27r ; alors f'(%)=7A=—£; donc A=—% et

2
f"(%j=—49A%—498§:49 soit A+B+/3=-2; ce qui donne Bz—%.

Donc la solution f de I’équation y" + 49 y = 0 qui Vérifie :
7

f(%) = et f [%} =49 est la fonction définie sur R par :
f(x)= —%cos(?x)—%sin (7x).
b) Déterminons les réels k, a et b tels que pour tout réel x, f(x) =k sin (ax + b).

f(x)= —%cos (7x)—§sin (7x)= sin(— %)cos (7x)+ cos(— 5F”jsin (7x)

I11) 1) Résolution d’équations différentielles du 2" degré a c.c.s.s.m.
2) Solution d’une équation différentielle qui veérifie deux conditions données ; Equation de
tangente a une courbe de fonction en un point d’abscisse x.
Solution

1) Intégrons I'équation différentielle : 4y"+5y=—4y.
4y"+5y=—4yéquivauta y"+ (2]2 y =0 ; et I’ensemble des solutions de cette
équation différentielle est I’ensemble des fonctions f définies sur R, par
f(x) = Acos[ng+ Bsin(%x} A, BeR.

2) Déterminons la solution particuliére f de cette équation différentielle dont la courbe
représentative (Cs) admet au point d'abscisse 0 une tangente d'équationy = -2 x + 1.
L’équation de la tangente a la courbe (Cs) au point d’abscisse 0 est: y =" (0) x + f (0) ;
or cette équation esty =-2 x + 1 ; donc f (0) = 1 et /7 (0) = -2.
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f(0O)=A=1; f'(x):—§Asin(§xj+§8cos[§xj; f'(O):EB:—Z donc B:—i
2 2 2 2 2 3

2
Donc la solution particuliere f de I’équation différentielle y"+ Gj y =0 dont la

courbe représentative (Cr) admet au point d'abscisse 0 une tangente d'équation

y =-2x + 1 est la fonction f définie sur R par: f(x) = cos(g x) —gsin(g xj.

Exercice 7-7 : Equations différentielles du 1°" et 2" ordre & c.c.a.s.m. dont les méthodes
(théoriques) de résolution ne sont pas au programme en TD.

1) 1) Définition d’une fonction affine ; Solution d’une équation différentielle.
2) Résolution d’une équation différentielle du 1* degré a c.c.s.s.m.
Solution d’une équation différentielle.
3) Solution d’une équation différentielle du I* degré a c.c.s.s.m.; Solution d’une équation
différentielle qui vérifie une condition donnée.
Solution
On considére I'équation différentielle :y ' +y =x. (E).
1) Déterminons la fonction affine f solution de I'équation (E).
Une fonction affine f est une fonction définie de la forme f (x) =ax+b;aveca, b e R ;
une telle fonction est solution de 1’équation (E) si et seulement si pour tout réel X,
f'(x)+ f(x) =xc'est a dire ax+(a+b)=x. Onadonc
a=letb=-1; f(x)=x-1.
2) a) Résolvons I'équation différentielle:y'+y=0 (E.
L’ensemble des solutions de I’équation différenticlle (E’) est 1’ensemble des
fonctions h définies sur R, par h(x) =ke™ ; k € R.

b) Démontrons qu'une fonction g définie sur R, est solution de I'équation différentielle
(E) si et seulement si la fonction g — f est une solution de I'équation différentielle (E").
Une fonction g définie sur R, est solution de I'équation différentielle (E) si et
seulement si g vérifie g'(x)+g(x) =xor, f'(x)+ f(x)=x ; donc g'(x)+g(x) = x
équivaut & g'(x)+g(x) = f'(x)+ f(x) clest-a-dire (g—f)' (x)+(g—F)x)=0 ce
équivaut a dire que g — f est une solution de I'équation différentielle (E").

3) a) En déduisons les solutions de I'équation différentielle (E).

D’aprés la question 2) b), une fonction g définie sur R, est solution de I'équation
différentielle (E) si et seulement si la fonction g — f est une solution de I'équation
différentielle (E") ; g — f solution de 1’équation (E’) est de la forme
(g-f)x)=ke™;keR ;dou g(x)= f(x)+ke* =x-1+ke™;keR.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E) est I’ensemble des fonctions
g définies sur R, par g(x) =x—-1+ke™ ; ke R.

b) Déterminons la solution g de I'équation différentielle (E) vérifiant g '(0) = 0.
g'(x)=1-ke™; g'(0)=1-k=0; k=1; donc lasolution g de (E) qui vérifie

X

g '(0) = 0 est définie pour tout réel x par : g(x) =x—-1+e .
1) 1) Résolution d’une équation différentielle du 1* degré a c.c.s.s.m. ; Solution d’une équation
différentielle qui vérifie une condition donnée.
2) Calcul pratique de dérivées de fonction ; Solution d 'une équation différentielle.

Solution
2

On considere I'équation différentielle 1y '— 2y =— e
+e

(E)

Chapitre 7 : Calcul intégral et équations différentielles Page 185



1) Déterminons la solution de I'équation différentielle y'— 2y = 0 qui prend la valeur 1 en 0.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y” — 2 y = 0 est I’ensemble des
fonctions h définies sur R, par h(x) =ke®* ; k€ R.

h (0) = 1 équivaut a k = 1 ; donc la solution h qui prend la valeur 1 en 0 est définie par
h(x) =e**.
2) Soit f la fonction dérivable sur R, telle que f (0) = In 2, et soit g la fonction définie par :
f(x) =e*g(x).
a) Calculons g (0).
Ona f(x)=e**g(x); donc g(x)=e **f(x); g(0)=f(0)=In2.
b) Calculons f'(x) en fonction de g'(x) et de g (x).
f(x) =e¥g(x); donc f'(x) = 2e**g(x) +e>*g'(x) = (2g(x) +g'(x))e**.
c) Montrons que f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si
. _ 2e—2x
9’3 = 1+e 2

f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si

f'(x)—2f(x)= BN EZX ; Cce qui équivaut a (en remplacant /” (x) et f (x) en

fonction de g (x) et g’ (x)) ; 2 e2*g(x) +e**g'(x) —2e**g(x) = e?*g'(x) = =T
2e—2x

+e
d) En déduisons I'expression de g (x), puis celle de f (x) de telle sorte que f soit solution

de I'équation différentielle (E).

207 (1+ e‘zx)' _
1+ 1+e 2’
aveck € R. f(x) =e?*g(x); donc f(x)=e?In(l+e?)+k; f(0)=IN2+k=In2
donc f(x)=e*In (1+ e‘zx).

C'est-a-dire g'(x) = -1

Ona g'(x)=-

donc g(x)=|n(1+e‘2x)+ k. 1+e 2 >0) ;

I11) 1) Degré d’'un polynéme, égalité de deux polynémes ; Solution d’une équation différentielle.
2) Solution d’une équation différentielle.
3) Résolution d’équations différentielles du 2" degré & c.c.s.s.m.
Détermination de la solution qui vérifie deux conditions données
Solution
On considére I'équation différentielle : 9 y" +4y=2x-1. (E)
1) a) Montrons que si une fonction polynéme p est solution de (E), alors son degré est 1.
Soit p un polynéme de degré n, solution de (E), p" est de degré n—2 ; alors
9p" (X)+4p(x)estdedegré net2 x — 1 estde degré 1 ; 1’égalité
9p" (X) +4p(X) =2x—1n’est possible que si degré de p (x) est égale a 1.
b) Déterminons p, solution de (E).
p est donc un polynébme dedegré 1;p (X) =ax+b;p’(x) =a; p" (x) =0 alors

9p" (X) +4p(x) =4 (ax + b) =2 x — 1 cela équivaut a a=% et b=—%. Donc le

polyndme p solution de (E) est défini pour tout x par : p(x) = 1 X— 1.

2 4
2) Montrons qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — p est solution de
I'équation différentielle : 9y" +4y =0 (E".
e Supposons que f est solution de (E) ; alors f vérifie pour tout réel x ;

9f" (x) +4f(x)=2x-—1;orle polynbme p défini par p(x) :% x—% veérifie
9p" (X)+4p(X)=2x—-1;donc9f" (x)+4f(x)=9p" (X) +4p (x)ce qui donne
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9(f—p)" (x)+4 (f—p) (x) =0; d’ou f—p est solution de I'équation différentielle :
9y"+4y=0 (E).

e Réciproquement supposons que f — p est solution de I'équation differentielle :
9y"+4y=0 (E"; alors pour tout réel x, 9 (f —p)" (x) + 4 (f—p) (x) =0, c'est-a-dire
9f" (X)+4f(X)=9p" (X)+4p(X);0or9p" (x)+4p(x)=2x-1; donc
9f" (x)+4f(x)=2x—1; cequitraduit que f est solution de (E).

e En conclusion, une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — p est solution
de I'équation differentielle : 9y" +4y =0 (E".

3) a) Résolvons I'équation (E") ; puis donnons les solutions de (E).

2
9y"+4y=0equivauta y"+ (gj y =0 ; ensemble des solutions de cette équation
différentielle est I’ensemble des fonctions h définies sur R, par
h(x) = Acos(% xj+ Bsin [% xj A, BeR.

Toute solution de (E’) est de la forme h(x) = Acos (% xj + Bsin (% xj ;

A,BeR;donc (f —p)(x)= Acos@x}t Bsin[%xj ; A, B € R; onen deduit que

I’ensemble des solutions de 1’équation (E) est ’ensemble des fonctions f définies

pour tout réel x par : f(x) = Acos[%xj+ Bsin@x}r%x—% ;A,BER

b) Déterminons la solution g de (E) qui Vérifie g(%) :% etg" (0)=2.

g(x) = Acos gx + Bsin gx +lx—1 g'(x) = —gAsin Ex +EBcos gx +1
3 3 2 3 3 3 3 2

g"(x):_ﬂAcos(g j—ﬂBsm( j [ j__EAi EBE+1:B—\/§A+1

9 3 9 3" 2 32 2 3 2
4 \/_ 1 1 4

"(0)=——A ;onadonc g = cI ot et g"(0)=—TA=2

7O g(Zj T3 Ty 0=

B—A\/§:0. o 03

—5A=2 2 2

Donc la solution g de (E) qui vérifie g(%) =% et g" (0) = 2 est définie pour tout

, _ 9.2, 93 11
réel x par : g(x) =——cos| =X |[———sin +=X—=.
2 3 2 3 2 4

Exercice 7-8 :« Une équation différentielle du 1°" degré a coefficients non constants avec
second membre » ; la méthode théorique de résolution n’est pas au programme !

1) Solution d’'une équation différentielle ; égalité de deux polyndmes
2) a) Solution d’une équation différentielle, b) Primitive de fonction
Solution
On se propose de déterminer I’ensemble (E) des fonctions f définies sur I’intervalle ] 0, + oo [

qui vérifie : Pour tout x € |0, +oo[, f(x)—x f'(X)zZ—X2 (P).
X+

1) Montrons qu’une fonction affine ne peut vérifier la propriété (P).
Soit f une fonction affine, pour tout reel x, f (x) = ax + b ; si f vérifie (P), on aurait :
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Pour tout x €0, +oo], f(x)—xf'(x):A; donc ax+b—ax:A ; Soit pour
X+ 2 X+ 2

tout x > 0, b:2_x2 c'est-a-dire bx+2b=2x; alors b=0et b=2: ce qui est
X+
impossible ; donc f ainsi définie ne peut pas vérifier (P).
2) f étant une fonction définie et dérivable sur ] 0, + oo [, on pose, pour tout x > 0:

f(x
g0 =12
X
a) Montrons que la fonction f vérifie la propriété (P) si et seulement si, pour tout x > 0
, 1 1
Q="
X+2 X

f est définie et dérivable sur ] 0, + oo [ ; donc g I’est également :
g(x) = ) donc f(x)=xg(x); et f'(x)=9g(x)+xg'(x).

X
f vérifie la propriété (P) si et seulement si, pour toutx €] 0, + oo [,

f(xX)—=xf'(x)= 2—X2 (en remplacant f (x) et f * (x) par leurs valeurs en fonction de
X+

g(x)etg’ (x)) ona xg(x)—xg(x)— x> g'(x)=ﬂ : Soit g'(X) = — 2.
X+ 2 X(X+2)
2 _a b 11
X(X+2) X+2 X X+2 X
Donc f vérifie la propriété (P) si et seulement si, pour tout x > 0, g'(x) = Lz 1
X+2 X

b) En déduisons I’ensemble (E).
D’apres la question 2) a) f vérifie la propriété (P) si et seulement si, pour tout x > 0,
g'(x) .t 1 ;doncg(X)=In(x+2)—Inx+k = In(izj+k ;avec k € R.
X X

On a donc f(x)=xg(x)=x|n[i2j+kx ; avec k € R ; pour tout x > 0.
X

(E) est donc I’ensemble des fonctions f définies sur ] 0, + oo [ par :
f(x) = xIn(XLZj+kx ;avec k € R.
X

Exercices 9 a 13 : Problémes concrets conduisant a des équations différentielles ;

Utilisation des équations différentielles dans d’autres domaines :
Les outils possibles pour les exercices 9 10, 11, 12 et 13 sont pratiquement les mémes que ceux des
exercices sur les équations différentielles.

Exercice 7-9: (En chimie)

La concentration X, (en g/l) de micro-organiques dans une culture en continu, varie en
1

fonction du temps t (en h) ; (t > 0) et vérifie la relation : x'+ % Xx=2e3 . Q)

1) Résolvons I'équation différentielle x'+§x =0. (2

La solution de 1’équation différenticlle (2) est toute fonction x définie pour tout t>0
2

par x(t)—ae ° ;a€eR
t
On pose f(t) =ke® ou k est un nombre réel.
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t
2) Déterminons le réel k pour que la fonction f: t — ke? soit solution de I'équation
différentielle (1).
f est solution de I'équation différentielle (1) si et seulement si pour tout t > 0, on a
2 1 1 1 1 1 2 1 1
f'@+=f(t)=2e% ; f'(t)==ke?®; donc =ke® +—-ke? =2e% ; k=2,
3 3 3 3
1
Pour k = 2, la fonction f définie par f (t) =2 e§t est solution de 1’équation (1).
3) a) Montrons qu'une fonction x est solution I'équation différentielle (1), si et seulement si
x — f est solution de I'¢équation différentielle (2).

Une fonction x est solution de I'équation différentielle (1), si et seulement si pour tout
1 1

t>0, x'(t) +§x(t) —2e% :or f'(t)+§ f(t)=2e? :donc x est solution de
I'équation différentielle (1), si et seulement si pour tout t > 0,
X' (t) +§x(t) = f'(t) +§ f(t) ; c'est-a-dire (x— f)'(t) +§(x— f)(t) =0 cequi

signifie que x — f est solution de I'équation différentielle (2).
Donc x est solution I'équation différentielle (1), si et seulement si x — f est solution de
I'équation différentielle (2).
b) En déduisons la forme générale de la solution x de I'équation différentielle (1).
x — f est solution de I'équation différentielle (2) si et seulement si x est solution

I'équation différentielle (1). Toute solution de 1’équation différenticlle (2) est de la
2 2

~Zt -—t
forme ae * ;a€R;donc (x—f)(t)=ae ® ;ae€ R;onen deduit la forme que
,gt —gt 1'[
pourtoutt >0, x(t)=ae * + f(t)=ae 3 +2e® ;a€eR
c) Déterminons la solution particuliére de I'équation différentielle (1) correspondant a une
concentration initiale de 3,25 g/1.

I1 s’agit de déterminer a, pour que x (0) = 3,25 = ?
SE 13 5 , -
X(t)=ae ® +2e3 ; x(O):a+2:Z, donc a:Z.La solution particuliere de

I'équation différentielle (1) correspondant a une concentration initiale de 3,25 g/1 est
2 1
la fonction x définie pour tout t > 0 par x(t) = %e 3 1063

Exercice 7-10 : (En mécanique)
5) Valeur moyenne d’une fonction

A chaque instant t (exprimé en secondes) V vérifie larelation: v'(t)+ —v(t)=g;
m
(ou g est I'accélération de la pesanteur ; et t un réel positif).

1) Trouvons une fonction constante ¢ solution de I'équation différentielle (E) : y'+ —y=g.
m

c étant une fonction constante, ¢’ =0 et on aura alors : 0 + %c =g;donc c= % g
La fonction constante ¢ solution de I'équation différentielle (E) est définie pour tout t
par: c(t) = % g

2) Montrons qu'une fonction f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si

f — c est solution de I'équation différentielle (E) :y ' + k y=0.
m
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Une fonction f est solution de I'équation différentielle (E), si et seulement si pour tout
t>0, f'(t) +£ f(t)=g ;or k c(t) = g ; donc f est solution de I'équation
m m

différentielle (E), si et seulement si pour toutt >0, f'(t) + K ft)= K c(t) ; c'est-a-
m m

dire (c constante) (f —c)'(t) + £(f —c)(t) =0 ce qui signifie que f — c est solution de
m

1'équation différentielle (E’).
Donc f est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si f — ¢ est solution de

I'équation différentielle (E") :y ' + k y=0.
m

3) a) Résolvons I'équation différentielle (E'), puis I'équation differentielle (E).

La solution de I’équation différentielle (E') est toute fonction g définie pour toutt > 0
k

——t
par: g(t)=ae ™ ;aveca€R.
k
Donc f — ¢ est solution de I'équation différentielle (E') équivaut a (f —c)(t) = ae n' ;
k k
avec a € R ; on en déduit alors que f (t) =ae m' +c(t)=ae m' +%g ;aveca € R

Donc d’aprés la question 2) b), la solution de 1’équation (E) est toute fonction f définie
k

pourtoutt > O par: f (t)=ae ™ +%g - avec a € R.

b) En déduisons I'expression de v (t) en fonction de t sachant que v (0) = 0.
k

On apour toutt>0: v(t):aeﬁt +%g ,avec a € R;V(0)=a+%9 =0

a:—%g ; ’expression de v (t) en fonction de t sachant que v (0) = O est:

k k
m -—t m m ——t
t)=——qge " —Qg=—g|l-e ™ [.
v(t) kg +k9 kg( j

c) Donnons une interprétation de la valeur V = %

k
Onapourtoutt >0, v(t) =—%ge m' +%g ; et tIim v(t) =%g ; donc la valeur

m . - . .
V= Tg est la vitesse limite de la masse m au cours de la chute lorsque t devient aussi
grand que 1’on veut.

4) a) Donnons l'intensité F de la force de freinage en fonction de t.

k
-t

k
OnaF =-kV; donc pour toutt > 0, F(t)z—k[—%ge_mt+%gJ:mge m —mg.

b) Donnons une interprétation de la valeur F =—m g.
k

Onapourtoutt>0, F(t)=mge ™ —mg et lim F(t)=-mg ; la valeur

F = —m g est ’intensité limite de la force de freinage lorsque t devient de plus en plus
grand.
5) Le corps atteint le sol au bout de 1 mn 20 s
a) Déterminons la vitesse moyenne V du corps pendant la chute.
I1 s’agit de déterminer la valeur moyenne de v sur I’intervalle [0, 80] ; 1mn 20s =80 s
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OnaF =—kV: donc ﬁ:—k\?:—%{smme‘m _E}

Exercice 7-11: (En médecine)

Onapourtoutt=>0:f'()~Kf(t)=0:(1);g () +Kg(t)=0:(2);avec K=1,20-10"°.

1) a) Déterminons la solution f de I'équation différentielle (1) qui vérifie f (0) =N. (N e Z)
La solution générale de 1’équation différentielle f ' (t) — K f (t) = 0 (1) est la fonction f
définie pour toutt >0 par: f (t)=ae“' ;aveca € R ;f(0) = a=N. Donc la solution
f de I'équation différentielle (1) qui Vérifie f (0) = N. (N e Z) est définie pour tout
t>0par: f(t)=Ne"".

b) Le sang humain contient en moyenne 2,6.10"° leucocytes.

Déterminons la solution g de I'équation différentielle (2) telle que g (0) = 2,6.10.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (2) est I’ensemble des fonctions g

définies pour toutt > O par: g(t)=ae ' ;aveca€e R ;g (0) =a=2,6.10". Donc la
solution g de I'équation différentielle (2) qui vérifie g (0) = 2,6.10 est définie pour
toutt >0 par: g(t)=2,6x10"e "
2) Lenombre N dépend des individus au moment de la contamination.
Tambila a été contaminé du virus V.1.H. le 1 janvier 2010. Chez lui, N est de 1,36 x 10*.

a) Déterminons le nombre de germes responsables de la destruction des leucocytes dans le
sang de Tambila au 01 janvier 2011 ? (12 mois aprés la contamination)

D’aprés les données de 1’énoncé ; f (t) désigne le nombre de germes responsables de la
destruction des leucocytes dans le sang avec t en mois. Il s’agit donc ici de calculer
f(12). f(12) =1,36x10' e>?2%40°x12 —1 3610 *9*** =1 3804 x 10" ; donc le
nombre de germes responsables de la destruction des leucocytes dans le sang de
Tambila au 01 janvier 2011 a été de 1,3804x10°.

b) Déterminons le nombre de leucocytes restés vivants dans son sang au 01 janvier 2011
D’aprés les données de 1’énoncé, g (t) désigne le nombre de leucocytes dans le sang a
un instant t (en mois) donné ; il s’agit donc ici de calculer g (12).

g(12) = 2,6x100 e 12040°:12 = 2 610" e~ *** = 2 561x10'° ; donc le nombre de
leucocytes restés vivants dans le sang de Tambila au 01 janvier 2011 a été de
2,561x101°.

c) Déterminons le nombre de leucocytes détruits durant ces 12 mois ?
2,6x10" —2,561x10"° =0,039x10" ; le nombre de leucocytes détruits durant ces 12
mois a été de 0,039x10 ™.

d) Déterminons le nombre d'années au bout desquelles Tambila développera la maladie si
il n'a pas été de nouveau contamingé ?
11 s’agit de déterminer t tel que f (t) > g ().
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f (t) > g(t) équivauta 1,36x10"%e"' >2,6x10"%e " ; soit e*' > 12—6 ce qui donne

e’ >1,912 ; 2,4 x10°t > 0,648 ; t > 270.
Au bout de 23 ans Tambila pourra développer la maladie

Exercice 7-12: (En électricite)
3) Calcul pratique d’intégrale par primitivation ;Formules trigonométriques.
g (t) désigne la valeur de la charge (en coulombs) du condensateur a l'instant t et q (t)
2
verifie la relation : L d—q+£q =0.
dt> C
g est une fonction deux fois dérivable sur I’intervalle [0, + oo[ solution de I'équation

différentielle Ly"+ é y=0.

L'intensité i (t) du courant a l'instant t est donnée par : i(t) = _d_?(t) pour tout t > 0.

1) Ondonne C= 2x10°,L=1,25et Uy=E =50.
a) Montrons que g est solution de 1’équation différentielle y"+400y =0 (1)

g est solution de 1’équation Ly"+éy =0;C=2x10%etL =1, 25; I’équation

devient 1,25y"+%103 y=0; y"+2i5103y=0 ou y"+400y=0; car

(%103 =0,4x10° =400j. Donc q est bien solution de 1’équation différentielle

y"+400y =0 (1)
b) Résolvons I'équation différentielle (1).
y"+400y =0 équivaut a y"+(20)* y =0 ; donc la solution de I’équation
différentielle y"+400y =0 est toute fonction y définie pour toutt > 0 par :
y (t) = Acos (20t) + Bsin (20t) avec A, B € R.
2) a) Donnons la solution particuliére de I'équation différentielle (1) vérifiant les conditions
initiales : q, = C Uget i, = 0.
On a y(t) = Acos(20t) + Bsin(20t) ; y'(t) =—20Asin(20t) + 20Bcos (20t) donc

i(t)= —(?j—?(t) = 20Asin (20t) — 20B cos (20t) .
do =Y(0)=A=CU,=2x10°x50=0,1; i(0)=—20B=0 ;doncA=0,1etB=0
D’ou la solution particuliere de 1'équation différentielle (1) vérifiant les conditions
initiales : g, = C Ug et i, = 0 est définie pour toutt > 0 par: q(t) = %cos (20t)
b) En déduisons I'expression de l'intensité i (t).
Onapourtoutt>0: q(t) =%cos(20t) ;ori(t) =—Z—?(t) alors pour tout t > 0:
i (t) =2sin(20t).

3) a) Calculons I’intégrale @'fo?o cos (40t) dt.
T

20 [/ cos (40t)dt = @Liosinmm)} ?_o0.
T

T 0

b) Calculons Ie2 puis donnons une valeur approchée de I, & 10 2 prés sachant que I > 0.
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e

2 2OJ‘zo i’(t)dt = 20]'2”0 4sin”(20t)dt = SOI [1(1 cos(40t))}dt (car on a
/4 w20 V/a 2
sin (20t)_2[1 cos(2x 20t)]) ;

1> = 8oj {1(1 cos(40t))} 40j20dt 40[] =2.Donc 1,7 =2.
T |2 V4 V4

On en déduit que I, = /2 ; donc sa valeur approchée de I & 10 2 prés est 1, 41.

Exercice 7-13 : (En environnement)

f est une solution, sur R*, de I'équation différentielle : y'=ay(1-y) (1).

1) On pose, pour toutt >0, z(t) = L.

f(t)
a) Montrons que f est solution de I’équation différentielle (1) si et seulement si z est
solution de 1’équation différentielle : y'+ay=a (2).

f est solution de 1’équation différentielle (1) si et seulement si on a pour tout t > 0,

) =af - f )] or f(t)_E et donc f'(t) = ZZ((?) d’oi

A O N U T PP B : _ o et Adi
22(t)_az(t){l z(t)] Z'(t)=az(t)—a ou z'(t)+az(t) =a cest-a-dire que

Z est solution de 1’équation différentielle : y'+ay=a.

b) Vérifions que la fonction constante ¢ de valeur 1 est solution de 1’équation
différentielle (2).

Pourtoutt >0, c(t)=1; c'(t)=0; donc O+al=a ; d’ou c est bien solution de
I’équation différentielle (2).

c) kdésignant un réel quelconque, montrons que la fonction z définie pour toutt > 0
par z(t) =ke
Ona z(t)=ke ® +1; z'(t) =—ake ' et z'(t) +az(t)=—-ake * +ake * +a=a
Donc la fonction z définie pour tout t > 0 par z(t) = ke ' +1 est bien solution de
I’équation différentielle (2).

d) Donnons Ia solution particuliere z de I’équation différentielle (2) qui vérifie

+lest solution de I’équation différentielle (2).

2(0) = —f )
Onapourtoutt>0; z(t)=ke ' +1; z(0)=k+1=i=i=2 ck=1:1la
f(0) 0,5
solution particuliére z de I’équation différentielle (2) qui vérifie z(0) = % est
définie pour tout t > 0 par : z(t) =e ' +1.
e) En deduisons que pour toutt >0, f(t) = %l
e '+

Pour tout t >0, z(t):i; f(t):iz - % :

f(t) z(t) e *'+1

2) On observe qu'au bout de 30 jours, la plante mesure 80 cm de haut.
Calculons la valeur de a (on arrondira a 10 2 prés).
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Ona f(30):%:0,8 on obtient 30a=2In2=1,4; donc a:0,05:i.
e %041 20

3) Dans cette partie on pose a = 1

20
a) Etudions la limite de la fonction f en + co.
1 . . 1
On adonc pour toutt =0, f(t)=—7—; tI|m f(t) =tI|m — =1
e 2 41 e 20 +1
b) Précisons son sens de variation.
1
1
La fonction f est dérivable et f'(t) = 20—2 ; f'(t) >0 pour tout t; donc la
1
e 2 41

fonction f est strictement croissante sur [0, + oo [.

c) Enadmettant que Monsieur Bala entretienne réguliérement sa plante.
Déterminons dans combien de jours, la plante dépassera-t-elle 90 cm de haut ?
Il s’agit de déterminer t pour que f (t) > 0, 9.

1 1
f(t)> 0,9 équivauta — = >0,9; 0,9e ® 40,9<1; .;e 0 <=

efziot+l o

In3~1,1; —%t <-2,2; donc t > 44 ; Au bout de 44 jours, la plante dépassera

90 cm de haut.

d) Représentons graphiquement la fonction f dans un repére orthogonal (O, f, ] )
(1cm pour dix jours en abscisse et 8 cm pour 1m en ordonnées.)

v

(Cr)

F 0,5

0 102030 50 70 90 110 x

Exercice 7-14
1) Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle ; Opérations sur les fonctions dérivables
sur un intervalle ; définition de continuité, de dérivabilité d 'une fonction en un point.
2) Encadrement dans R ; Plan d’étude d’une fonction numérique.
3) Construction d’une courbe de fonction.
4) 5) Calcul pratique de primitives de fonctions ; Application du calcul intégral au calcul d’aire
d’un domaine.
6) Propriétés de l'intégrale.
Solution
Le débit, exprimé en milliers d’appels par minute, est donné par la fonction f telle que :

f(x):{—zx%s&; si xe[0,]
INnx—x+7; sixell5]

(C), désigne la courbe représentative de f dans un repere orthonormal (O, i,]) (unité 1 cm).
On veut calculer le nombre total d’appels regus pendant ces 5 minutes, et on admet que ce
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nombre d’appels est donné, en milliers, par : % JOS f(x)dx.

1) Etudions la continuité puis la dérivabilité de f sur [0, 5].
Sur [0, 1], f est la somme de deux fonctions usuelles : x — —2 x? et X —8+/x_qui

sont continues sur [0, 1] et dérivables sur ] 0, 1] ; donc f est continue sur [0, 1] et
dérivable sur ] 0, 1].

Sur [1, 5], f est la somme de deux fonctions usuelles : x — In x et X +— — X + 7 qui
sont continues et dérivables sur [1, 5] ; donc f est continue et dérivable sur [1, 5].

f(1)=6et lim f(x) = lim(-2x?> +8v/x)=6; et lim f(x)= lim(Inx—x+7)=6 ;
x—1" x—1" x—1" x—1"
donc f est bien continue en 1.

_ 2
lim R0 = lim (2)(—+MJ = lim (— 2X + i} = +o0 ; donc f n’est pas dérivable
x=>0 X x—0 X x—0 \/;

en 0.

(—2x2+8\/§—6] . (—2x2+2 8\&—8}
m = lim +

x-1 x-1 x-1

= lim (_Z(Xz -1 +8(\/;_1)] = lim (—2(X+1)+ 8 ij
6

x—1"

x—-1 x—-1 X1 JIX +1
De plus lim PO =6 _ i [INX=X47=6)_ [ InX , =(x=D) _
x>t X —1 X1 Xx—1 x>\ x—1 Xx-1
Donc f est dérivableen 1 et /(1) =0
. f(X)=In5-2 . (Inx—=x+7-In5-2 . (Inx—=In5 —(x-5) 4
lim——————=1Iim =lim + ==
X—-5 X—5 X—5 5)

X—5 X—5 x—5 x—5

. (Inx—In5 e 1
car lim| ———|=In5==-
x50 X—=5 5

4

Donc f est dérivableen 5 et f " (5) = T

En conclusion, f est continue sur [0, 5] et dérivable sur ]0, 5].
2) a) Montrons que pour tout x vérifiant: 0 < x <1, alors — XX +1>0.

Si 0<x<1,alors 0<+/x <1 (en prenant les racines carrées) et 0< x+/x <1
(en multipliant membre & membre les deux inégalités entre réels positifs) ; donc

—XJX+1>0
b) Etudions le sens de variations de f et dressons son tableau de variations.
o fest définie sur ’intervalle [0, 5]
o f(0)=0;f(1)=6¢etf(5)=In5+2.

Yy av L Y —xx +1
e Sur]0,1], f'(x)= 4x+\/;_4—\/;

f’(x) = 0sur ]0, 1] ; donc f est croissante sur ] 0, 1]

Sur[1,5], f'(x)= 1 -1= 1=x ; £/ (X) < 0sur [1, 5] ; donc f est décroissante sur [1, 5].
X X

; d’apres la question 2) a),

e Tableau de variations X 0

a s o

1
f'(x) + 0 _ .
6

f(x) 0/ \

2+1In5
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3) Tracons la courbe (Cy) dans le repere.
(Voir la courbe a la fin du corrigé)
4) a) Donnons une primitive de la fonction f sur [0, 1].
Sur [0, 1] f(X)=-2x? +8y/x ; donc une primitive de f sur [0, 1] est de la forme :
3
F(x) :—gx3 +%x2 rk=—2y3 +%x x +k ;avec k € R.
b) Calculons I’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine plan limité par la courbe

(Cs), ’axe des abscisses, 1’axe des ordonnées et la droite d’équation X = 1.
L’aire du domaine est : _[; f(x)dx = Iol(— 2x% + 8\/;)dx =F@Q)-F()= % .

5) Soient g et G les fonctions définies sur [1, 5] par g(x) = Inx et G(X) =x In x — x.
a) Montrons que G est une primitive de g sur [1, 5].
Pour tout x € [1, 5], G” (x) = In x =g (X) ; donc G est une primitive de g sur [1, 5].
b) Calculons I’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine plan limité par la courbe
(Cs), ’axe des abscisses, et les droites d’équations X = 1 et x = 5.

L’aire du domaine est :
5

_[5f(x)dx=I5(Inx—x+7)dx={xlnx—x—1x2 +7x} =5In5+12
1 1 2

1

6) Donnons le nombre total d’appels recus pendant ces 5 minutes.
D’apres les données de 1’énoncé le nombre d’appels est donné, en milliers, par :

1 ¢5 ] 5 ot 5 _14 N _
gfo f(x)dx ; Or jo f(x)dx_jo f(x)dx+L f(Qdx=""+5In5+12~24,72 ,

24720:4944.

donc le nombre total d’appels recus pendant ces 5 minutes est

¥

Exercice 7-15

1) Plan d’étude d’une fonction numérique
2) Equation de tangente a une courbe de fonction en un point ; construction de courbe de fonction

3) Définition de la valeur moyenne d’une fonction f sur un intervalle [a, b] ; Calcul d’aire;
Croissance comparée des fonctions exponentielles et puissances.
4) Définition de primitive d’une fonction ; Définition de l’intégrale de fonction.
5) Application du calcul intégral au calcul d’aire et de volume.
Solution

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f (x) = xe'™*; et (C) sa courbe

représentative dans un repere orthonormal (O, i, ]) (unité 2 cm).
1) Etudions le sens de variations de f et dressons son tableau de variations.
o fest définie sur R.
o lim f(x)= lim xe!™* =—oo; (car Xlimooel’X = +o0)

lim e(xex):o;[car lim (xex):o]

X—>+00 X—>+00

lim f(x)= lim xe'™*
X—>+00

X—>+00
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o f est dérivable sur R en tant que produit de deux fonctions dérivables sur R ; et
pour tout réel x, f'(x) =(1—x)e' ™.
e Pour tout réel x, > 0 ; donc le signe de f'(x) dépend de celui de (1 —x) ; d’ou
f'(x)=0sur]—oo, 1] et f'(x) <0sur[1,+ oo[. Alors f est croissante sur
] — oo, 1] et décroissante sur [1, + oof.
e Tableau de variations :

X — 00 1 + o0
f'(x) + 0 —
f(x) /1\\»0

2) a) Donnons I’équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0.
La tangente a pour équationy = e X.
b) Tracons la tangente et la courbe (C) dans le repere.
(Voir la courbe en fin de corrigé)

3) Soit a un réel strictement positif ; (D) le domaine plan délimité par la courbe (C), les
deux axes de coordonnées et la droite d’équation X = « .
a) Calculons la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0, & ].

La valeur moyenne de f sur l'intervalle [0, « ] est lja f (x) dx :l_[a xe' ™ dx ;en
a0 a0

intégrant par parties on a lja xe' ™ dx = i(— ae —e ¢ e)
a”o a

b) Calculons en cm?, l'aire A (« ) du domaine (D) en fonction de « .
L’unité de longueur est 2 cm, donc 'unité d’aire est 4 cm?; Iaire A () en cm? du

domaine (D) est : 4_[: f (x) dx =4'|.0a xe" ™ dx (car a>0etf(x)=>0sur[0, a].

OnadoncA (a) = 4]: xe ¥ dx =4 (—ael‘“ —e' +e) cm?.

c) Déterminons la limite de A () lorsque « tend vers + o,
lim A(a) = lim [4 (-aet“ —e* +e)|= lim [4 (e(ae ) —e" +e)|=4e
4) Soient g et G les fonctions définies sur R par :
1 1 1
X)=xe"? et G(X)=|-—=x*—=x—-=[e"?".
9% (0[5 ~3x-3]

a) Montrons que G est une primitive de g sur I’intervalle [0, « ]
Pour tout x € [0, a ],

G'(X) :(_X_%jeZ—Zx _2(_%)(2 _%X_%jeZ—Zx — XZ e2—2x — g(X) )

Donc G est bien une primitive de g sur I’intervalle [0, & ].

b) Calculons Ve = ij‘: [(x)]? dx la valeur efficace de la fonction f sur [0, & ].
(04

(04
2 2
VA (—laz—ia—lje“ue— =% f-e?(2a% +2a+1)]
a7 2% 2974 4| 4q

5) Le domaine (D) subit une rotation autour de lI'axe (Ox).

a) Calculons en cm?®, le volume V (&) en fonction de « , du solide engendré par cette
rotation.

L’unité de volume est 8 cm®; donc le volume du solide en cm? est :

V, = [ 002 dx == [ X% dx == [ g(x)dx = 2 [6(@) ~G(0)]
a0 a0 0 (04
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V(a) = sj [f(x)]* dx = 87zj g(x) dx = 87[G(ar) - G(0)]

2
V(a) :87{(—%0{2 —%a—%)ezza +%} =27¢e? [ZL—e*Z“(2oz2 +2a +1)] cm®

b) Donnons la valeur de ce volume en cm® pour = 3.
Onae®~0,0025; 7~314 et e’ ~7,4 ;donc V(3) =43,5675 cm®.

Exercice 7-16
1) Plan d’étude d’une fonction numérique
2) Plan d’étude d’une fonction numérique ; Théoréeme des valeurs intermédiaires ; Principe de

localisation ; Positions relatives de deux courbes dans le plan.
3) Théoréme de la bijection ; Propriétés des applications bijectives.
4) Construction de courbe de fonction et de la courbe de la bijection réciproque dans un repere.
5) Calcul d’aire ; Calcul pratique de dérivée de fonction ; Calcul de volume.
6) Définition de fonction croissante ; Encadrement dans R ; Inégalité de la moyenne.
Solution
f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) =1+In(1+ x) et (Cy) sa

courbe représentative dans un repére orthonormal (O, i T). (Unité 1 cm)
1) Etudions le sens de variations de f et dressons son tableau de variations.
e Df=]-1,+oof(carl+x>0équivautax>-1).

. IirTL f(x) = Iin1+(1+ln(1+ X))=—00; [car Iin1+(1+ x):0+}

Tim £(x) = lim (L+In (L+ X)) = +o0; [car lim (1+ X):+oo}

e fest dérivable sur] -1, + oo en tant que somme de fonction constante et de fonction

1

composees dérivables. Et, pour toutx > —1,ona f'(x) = Ty
+ X

e Pour toutx >-1, L > 0; donc f '(x) >0 ; d’ou f est strictement croissante sur
+

] _1’ + OO[
e Tableau de variation de f.
X -1 + oo
f'(x) +

0|

2) Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x définie par : o(x) =In (1+ x) — x+1
a) Etudions le sens de variations de ¢ et dressons son tableau de variations.
e D, =]-1,+oo[(car 1+ x>0 équivautax >-1).
* limp(x) = XIerjl(1+ In(L+X) — X)=—o0
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lim p(x) = lim (L+In (L+ %) - X) = lim X(1+M—lj:—oo.

X—>+ 0 X—>+0 X X
{car lim (Mj = lim [In L+ X 1+ Xj = O}
X—>+00 X X—>+ 00 1+ X X
e @ (X) =f(X) —x; donc ¢ est dérivable sur ] -1, + oo[ en tant que somme de
fonctions dérivables. Et, pour toutx >—-1,0na ¢'(x) = ! 1= X
1+x 1+x

e Pourtoutx e]-1,0], 1_—X20; @'(x) >0 ; donc @est croissante sur | -1, 0].
+ X

Sur [0, + oo, 1_—X <0; ¢'(x) <0 ;donc @est déecroissante sur [0, + oo.
+ X

e Tableau de variation de g. X 1 0 a + o0
9'(X) + 0 -

P (X _/\1\9\._00

b) En déduisons que I'équation f (x) = x admet une solution unique « sur [0, +oo[.
L’équation f (X) = x équivauta ¢(x) = 0. Sur I’intervalle [0, + oo[ ¢ est continue
(car dérivable) et strictement décroissante d’apres son tableau de variations et 0 est
contenu dans @ ([0, +o[) =] —0, 1] ; donc d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un réel unique a € [0, + oo tel que @ («) =0 ; c'est-a-dire
f(a)—a =0;donc I'équation f (x) = x admet une solution unique « sur [0, +oo[.

c) Montrons que « ]2, 3[.
Sur I’intervalle [0, + oo[ ¢ est continue et strictement décroissante ; donc également
sur[2,3];deplusgp (2)=In(3)—1=0,1etp (3)=2In(2)—2=-0,6; onaalors
¢ (2) X¢ (3) < 0; donc d’apres le principe de localisation 1I’équation ¢ (x) = 0 c'est-
a-dire 1’équation f (x) = x admet une solution unique « ]2, 3[.

d) Soit (A) la droite d’équation y = x ; donnons les positions relatives de la courbe (Cy)
par rapport a la droite (A) sur I’intervalle [0, + oo].
D’apres les réponses aux questions 2) a) et 2) b), I’équation ¢(x) = 0 c'est-a-dire
1I’équation f (X) —x = 0 admet une solution unique « [0, +oo[ ; de plus
([0, 2])=[0,1] et ¢([ex, + o[ =] — o0, 0]. Par conséquent ¢(x) = 0 sur [0, &]
et ¢(X) <Osur[a,+oo[;alors:

e f(X)—x =0 c'est-a-dire f (x) > x sur [0, «] ; donc la courbe (Cy) est au dessus de la
droite (A) sur [0, a].
o f(X)—x<0clest-a-dire f (X) < xsur[a, + o[ ; donc la courbe (Cs) est en dessous de
la droite (A) sur [, + oof.

3) a) Montrons que f réalise une bijection de ] -1, + oo[ vers un intervalle J a déterminer.
D’apres le tableau de variations de f, f est continue (car dérivable) et strictement
croissante sur ] -1, + o[ ; donc d’apres le théoréme de la bijection appliqué a f sur
cet intervalle, f réalise une bijection de ] -1, + oo[ vers I’intervalle J =] — oo, + oo].

b) Veérifions que la bijection réciproque f * est définie par f *(x) =—-1+e*".
Pour tout x € ] -1, + oo, (f o f)(x) =—1++e®MeIT — 14 e — x et pour tout
X €] - o, + oo, (f of’l)(x) =1+In[1+(—1+ex’1)]=1+ln [e“]= x. On a bien
(fof*)x)=(f*of)x)=x;donc f* estbien définie par f (x)=—1+e*".

Chapitre 7 : Calcul intégral et équations différentielles Page 199



4) Construisons dans le repere, la droite (), la courbe (Cy) et la courbe (C ) représentant

la bijection réciproque f ~*.
(Voir la figure en de fin de corrigé de I’exercice)
5) (D) designe le domaine plan limité par la courbe (Cs ), I’axe (Ox), I’axe (Oy) et la droite

d'équations x = 3. (D) subit une rotation autour de I'axe (Ox) et engendre un solide (S).

a) Calculons I’aire A en cm? du domaine (D).
L’aire A en cm? du domaine (D) est :

A= f(x)dx=[ [L+In@+x)]dx =3+ [ In(1+x)dx

Posons u’ (x) =1etv (x) =In (1+x) ; alorsu (x) = x et v'(x)=$ ;alors :
jln(1+x)dx [xIn@+x)]: j—dx 6In2—_|. (1—%)@

=6In2-3+2In2=8In2-3

. en effet,

(On pourrait constater que — ¢ est une primitive de la fonction : x — %
+ X

9'(X) =—=; donc — @' (X) = —— ).
+x 1+X

DoncA=8In2cm?=5, 6 cm?.
b) Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

g(x) = x+(1+x)In* (1+x). Calculons g'(x)

g'(x)=1+IN2@A+x)+2In(1+x) =L+ In 1+ x)]* =[f ()]
c) calculons en u.v. le volume V du solide (S) engendré par cette rotation.

V= j [f (x)]?dx = ;rj f(x)]2dx = z[9(3) - 9(0)] = #[3+16(In2)*]=10,84 zcm®.

6) a) Montrons que pour toutxe[2, 3], f(x)e[2, 3].
Sur [2, 3], la fonction f est strictement croissante ; donc, si 2 < x < 3, alors
f(2) <f(x) <f(3); ordapres les réponses a la question 2) d), f (2) = 2etf(3) <3
(car a¢€]2, 3[). Donc 2 < f (x) < 3; par conséquent pour tout x <[2, 3],

f(x) e[2,3].
b) Montrons que pour tout xe[2, 3], | f'(x)|§%.

Ona f'(x)=1i et par encadrement, si2 <x<3;3<1+x<4,donc
+ X

1o b 1 cestadire l<f(x)<— donc pour tout xe[2, 3], |f(x)|<—.
4 1+X 4

c) En déduisons que pour tout xe[2, 3], | f(x)—a|£§|x—a|.
On af” qui est continue sur [2, 3] ; « €]2, 3[et pour tout x €[2, 3], | f'(x)|s%.

Pour toutx €[2,3], [e, X] € [2, 3] etsur [e, X] € [2, 3] | f'(t)|£% ; donc d’aprés

I’inégalité de la moyenne appliquée a la fonction f” sur [«, X] € [2, 3], on a

100~ f@)]=3 |x-a|; [1(@)=a] Doi pour toutxe 2,31, [ () -a|< |x-a.
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Outils possibles pour exercice 7-28 et quelques indications

Partie A

1) Définition de la continuité, de la dérivabilité d une fonction en un point ; Conséquence

graphique de la dérivabilizé d 'une fonction en un point.

2) Plan d’étude d’une fonction numérique ; Asymptotes a une courbe de fonction ; construction de
la courbe représentative d’une fonction.

Partie B

1) Primitive d’une fonction s annulant en un point donné ; Définition de primitive ; Tableau de
variation d une fonction.

2) Calcul pratique d’intégrale par intégration par parties ; Construction de courbe de fonction ;
Application du calcul intégral au calcul d’aire.

Partie C

1) Interprétation géométrique ou graphique de l’intégrale (définie) ; Définition de fonction
décroissante; Inégalité de la moyenne.

2) Propriétés algebriques des intégrales ; Ordre et opérations dans R.

Partie A

e Tableau de variation de f. X —® 1 Je + o0
f'(x) - ol1 + 0 -
f() + oo 1
X \ il
2e
! /v ‘ \ :
Partie B
Tableau de variation de F sur [1, + oof. X |1 P
F'(x) |0 +
/ 1
FO |
Partie C

1) c¢) Montrons que pour tout naturel n> 2, ona: M < _[M f(t)dt< In (zn).
(n+1) n n

D’aprés la question 1) b) ci-dessus, pour tout a, b € [2, + co[, On a:
f(b)(b—a)< _[b f(t)dt < f(a)(b—a) ; donc pour tout natureln> 2, (n+ 1 >n)

[ fa <"l

In(n+1) <
n r‘]2 )

ona f(n+1) (1)<'fnn+1 f(t)dt < f(n)() ; donc (41

2) a) Utilisons la question C) 1) ¢) pour montrer que pour tout n > 2,
S _In2._ J.zn[ln_xjdx <S, - In (n)

NG n?

D’apres la question C) 1) ¢), pour tout naturel n> 2,ona:
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In(n+1) < .[M f(t)dt < In(n) . Autrement dit :
(n+1) n n?
In(3 3 In(2
3(2)<L f(t)dt < (2)
In (24) <J' f(t)dt< In(3) En additionnant membres
3 a membres ces inégalités
In(5) _ IS () dt < In(4) et en utilisant la propriété
52 4 4° de linéarité des intégrales
on obtient :
In (n) I () dt < In(n-1)
n’ (n—-1)°
In (23) + In(24) +eet In(zn) < Jm f(x)dx < In (22) + In (23) + In(24) et In (n—?
3 4 2 2 3 4 (n-2)
In2 In x _In(n)
S_2_2 L(x jd X< Sy n’
b) En déduisons que 1+In2 n+(n —Zl)ln (n) <s, < 2+3In2  1+In(n)
n 4 n
On a pour tout n = 2, S, _In_2 'fn Inx dx<S _In(w ; en ajoutant — S
2° 2\ x? " n? "

puis ensuite — Ln (In_zxj dx a chaque membre de ces inégalités, on obtient :
X

_|2_22_ 2(Inxjdx< -S, <— j(lnxjd _In(zn); soit en multipliant par

X n
_In(n)  enfInx n( Inx n2 .

membre par—1ona: oy +L[7dessnsjz(7}dx+2—2,mals
J- (Inxjd _ In(n)—1+ln2+1 - alors

2\ X n 2

In(zn)Jr—In(n)—lJr In2+1SSn s_ln(n)_1+ In2+1+ In22  soit

n n 2 n 2 2
1+In2_n+(n—1)|n(n)£snS2+3In2_1+ln(n)

2 n’ 4 n
]
v=1
e ——
1 Ve 2 3 ¥
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CHAPITRE 8

SUITES NUMERIQUES

La notion de suite était présente dés ’apparition des procédés illimités de calcul :
> Archiméde a défini dans les années 220 avant JC d'une fagon précise deux suites u et v

croisées (c'est-a-dire que u, est définie en fonction de u, , et v, , et v, est définie aussi

en fonctionde u_, et v ,)etdont lalimite est commune E
T

» Pour résoudre un probleme sur la reproduction des lapins, le mathématicien italien
Leonardo Fibonacci (appelé aussi Léonard de Pise) introduit des 1202 la notion de suite.

> Nicolas Oresme Francais du 14°™ siécle a exposé des suites particuliéres que I'on appelle
désormais suite arithmétique et suite geometrique.

» Dans la mathématique babylonienne, Archiméde, spécialiste des procédés illimités
d'approximation (séries géométriques de raison 1/4) I’a introduite pour des calculs d'aires et de
volumes :

> En Egypte vers 1700 avant Jésus-Christ et plus récemment au 1% siécle aprés Jésus-Christ les
suites sont utilisées dans le procédé d'extraction d'une racine carrée :

e Cavalieri, Torricelli, Pascal, Roberval (a partir du XVI1I° siecle) avec la méthode des indivisibles ;

o Bernoulli, Newton, Moivre, Stirling et Wallis utilisaient les suites pour approcher des valeurs
numeriques.

C'est a Lagrange que I'on doit, semble-t-il, la notation indicielle.

Dans la seconde moitié du XX° siécle, le développement des calculateurs et des ordinateurs donne un

second souffle a I'étude des suites en analyse numérique grace a la méthode des éléments finis. On en

retrouve l'usage aussi dans les mathématiques financiéres en économie.

> Les suites jouent un réle essentiel, en informatique notamment et d'une maniére générale
dans toutes les procédures itératives. En particulier les suites arithmétiques et les suites
géométriques interviennent dans de nombreux domaines tels I'économie ou les sciences
physiques ; ces suites s'appliquent en effet aux placements de capitaux a intéréts simples
ou composes, aux désintégrations de substances radioactives, etc...

»  Les suites numériques sont liées a la mathématique de la mesure (mesures d'un phénomene prises
a intervalles de temps réguliers) et a l'analyse (une suite numérique est I'équivalent discret d'une
fonction numérique).

CE Q'IL FAUT RETENIR

A) RAPPELS

1) Définitions ; Modes de générations
(Outil pour retrouver le terme général, le terme de rang donné d’une suite)

1) Définition
» Une suite numérique est une application de N ou d'une partie | de N dans R.
> Une suite est souvent notee (u,)ouuou(u,),., ou (v,) ouvou (v,)

nel nel s+

2) Modes de générations

Une suite (u,) peut étre définie par :
> la donnée de son terme général u, en fonction de n : u,=f (n) ; (ou f est une fonction
numérique définie sur un intervalle de la forme [a,+ [ )
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» la donnée d'un de ses termes (généralement son terme initial) et une relation, dite
relation de récurrence de la forme : un+ = f (un) ; (ou f est une fonction numérique
laissant stable tout intervalle contenant le terme initial).

) Suite monotone ; suite bornée ; suite convergente
Soit (u,)

une suite numerique de terme général u,, .

nel

1) Suite monotone

(Outil pour étudier la monotonie d’une suite, ou pour montrer qu’une suite est
croissante ou décroissante)

> Lasuite (u,),., estcroissante si et seulement si pour tout n € I, Up+1 = Uy ; C'est a dire

pour tout n € |, Up+g — Up = 0.
> La suite (u,),., est décroissante si et seulement si pour tout n € I, Uns1 < Uy ; CeSt @

dire pour tout n € I, Up+1 — U, < 0.
> Lasuite (u,),., est constante si et seulement si pour tout n € I, Un+1 = Uy ; C'est a dire

pour tout n € I, Up+p — Uy = 0.
» La suite (u,),., est monotone si et seulement si elle est soit croissante, soit

décroissante, soit constante.

. . . (s n+2
Exemple : Etudier la monotonie de la suite (un)n>1 de terme général u, = ——
- n

_(+D)+2 n+2

Solution : Pour toutn>1, u,,, —u, -
n+1 n n(n+1)

; pour toutn > 1,

2 <0doncvn>1,u,,—u, <0 ;lasuite (un)
n(n+1)

décroissante.

est alors (strictement)

n>1

2) Suite bornée
(Outil pour montrer qu 'une suite est bornée ou majorée ou minorée)

> Lasuite (u,),., est majorée si et seulement si il existe un réel M tel que pour tout
nel, uy,<Mcestadire u,—M <0.

> Lasuite (u,),., est minorée si et seulement si il existe un réel m tel que pour tout
nel,uy=mcestadire u,—m=>0.

> Lasuite (u,),., estbornée si et seulement si il existe deux réels m et M tels que pour
toutn € I, m < u, < M c'est a dire si et seulement si (u,)

nel

nel

est majorée et minorée .

nel

Propositions :

e Silasuite (u,),., estcroissante, alors elle est minorée par son premier terme.

nel

e Silasuite (u,),., estdecroissante, alors elle est majorée par son premier terme.

nel

2 ,
est bornée.

Exemple : Montrer que la suite (u, ),., de terme général u, =

. -n+2 2
Solution : Pour toutn >1, u, = =-1+—:or E >0;donc—1+ Z > —1;dou
- n n n n
(-n-)+2 -n+2
VY n=>1, u, >—1.Dautres parts U, —U, = - =-— ; pour tout
n+1 n n(n+1)

n —ﬁ <0;doncVn=>1 u,-u,<0; lasuite (u,) ., est (strictement)

n(n+ -
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décroissante, alorsvn>1, u, < u,; u, =1 Endéfinitivevn>1 -1<u, <1; lasuite
(u, )., estalors bornée.

3) Suite convergente

(Outil pour étudier la convergence d’une suite,; ou montrer qu'une suite est
convergente ou divergente par exemple)

La suite (u,),., est convergente si et seulementsi lim uj, existe et est finie.

nel
N—+ow

La suite (u,),., est divergente si et seulement si elle n'est pas convergente ; c’est-a-

nel

dire lim u, existe mais est infinie, ou n’existe pas.

n—>+w0

En particuliers :

: ... 1 1 1 1
> les suites de terme général —; —; — ;—=,a" (|a| <1) sont convergentes et
n'n®'n*"Jn
convergent vers 0 ;
> les suites de terme général n ;n? ;n®;y/n;a"(a>1);n“(a>0) ; In(n) sont

divergentes et divergent vers +oo.

Exemple : Etudier la convergence de la suite (u, )., définie par: u, = 1=vitn _
. n
Solution : lim u, = fim [ 2240 jim (—‘1 j:o ; donc lasuite (u,),., est
n—+oo n—>+ow n N—s+ o0 1+\/m >

convergente et converge vers 0.

I11) Cas des suites arithmétiques et des suites geométrigues.
(Outils pour étudier les suites arithmétiques, géométriques)

Suite arithmétique Suite géométrique
Définition Un+s1 = Up + 1 (OU r est un réel) Uns1 = Un (OU q est un réel)
Raison r q
Terme général un | u, =u, +nr ;ou u, =q"u, ;ou

en fonction de n )
U, =u,+(n-p)r; vn,pe N u

n

:q”"’up ;vn,peN

Somme n-p+1 1-qg" P
Sn = Up+ oo+ Uy | on = Up HUn) = Sn=upx—1_q (@#1)
Upsr —Un =T Up>0;Unsi—Un=(q-1)q" Pup
(un) est croissante sir>0 (un) est croissante siq>1
Monotonie (un) est décroissante sir <0 (un) est décroissantesi0<qg<1
(un) est constante sir =0 (un) est constante sig =1
si g <0, (up) est dite alternée

) +o0 si r>0 0 si [q]<1

lim u, = . . ; nexiste passiq < —1

n—+ow —o0 SI r<o +o0 SI q>1

a, b, ¢ sont trois termes consécutifs
Moyenne d'une suite arithmétique si et
a, b, c sont des
réels quelconques

a, b, c sont trois termes consécutifs
d'une suite géométrique si et
. a+c .
seulement si b=—— ‘bestla seulement si b? = ac :bestla
2 moyenne géométrique de a et c.

moyenne arithmétique de a et c.
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B) ENONCES ADMIS

1)  Limites par comparaisons
(Outil pour calculer la limite d’une suite ou étudier sa convergence)

(u,), (v,), (a,) et (b,) sont des suites numériques de termes généraux respectifs
u, Vv,, a, et b,.
Si a partir d'un certain rang :

> a,<u,etsi lima, =+o0,alors lim u,=+o0;
n—+o nN—+o
» u <b etsi lim b,=—co,alors lim u,=—oo0;
n—+w n—+o
> a,<u, <bpetsi lim a,= lim b,=1,alors lim u,=1; (Théoréme des gendarmes)
n—+o n—+o0 N—+o0
> |u,—l|<v, etsi lim v,=0,alors lim u,=1;1€R.
n—+w nN—+o
> u,<v, etsi limu,=let lim vy=IalorsI<I';l,/"e R.
n—+ow n—+o

(ZH 71'}

cos| =~

Exemple : Etudier la convergence de la suite (u, ) définie par: u, =1+ —
n+

Solution: vn>0, —-1< cos(znT”jsl ;(n+1>0);doncvn=0,

2nrx
1 COS( 3 j
1—_——

<1+ <1+ 1 ; C'est-a-dire, v n > 0, 1—L3un sl+i
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

ona lim (l+ _—11) = lim (1+ ilj =1 ; donc (d’aprés le théoréme des gendarmes)
n—+ow n+
lim u, =1 ; alors la suite (u, ) est convergente et converge vers 1.

n—+o

I1) Condition de convergence d'une suite monotone.
(Outil pour montrer qu 'une suite est convergente)

Soit (u, ) une suite numérique de terme générale u, .
> Silasuite (u, ) est croissante et majorée, alors elle est convergente.
> Silasuite (u, ) est décroissante et minorée, alors elle est convergente.
> Silasuite (u,) est monotone et bornée, alors elle est convergente.

Exemple : On considére la suite (u, ) définie par : u, =1 et pour tout n > 0, par
u., =1+Inl+u,).
1) Montrerquevn=>0,1<u, <3
2) On admet I’outil suivant « Soit la suite (u, ) définie par : u, = a et pour tout n > 0,
par u,_, = f (u,) ; si f est croissante sur un intervalle de la forme [a, + oo[, alors la
suite (u, ) est monotone »
Montrer que la suite (u, ) est convergente.

Solution : 1) Montrons que vV n >0, 1<u, <3. Utilisons le raisonnement par récurrence.
e Pourn=0;onau,=1;0orl1<1<3;doncl<u,<3

e Supposons que pourunn =0, 1<u, <3 etmontronsque 1<u,,, <3.0na

n+1
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1<u, <3 ;donc In2<In(l+u, )<2In2 etalors 1+In2<1+In(l+u,)<1+2In2 or
1<1+In2 et 1+2In2<3doul<u, B <3.

e Parconséquent vV n >0, 1<u, <3.Autrement dit la suite (u, ) est bornée.

2) Montrons que la suite (un) est convergente.

La suite (u,, ) est définie par u, =1 et pour toutn >0, par u, , =1+In(1+u,)= f(u,)
avec f(x)=1+In(1+x) pourtoutx > 1. f'(x) = li > 0 sur [1, + oof ; donc la
+X

fonction f est strictement croissante sur [1, + oo[ et d’aprés 1’outil ci-dessus admis, la
suite (u, ) est monotone.

La suite (u, ) est monotone et bornée, (d’aprés la 3°™ propriété), la suite (u, ) est alors
convergente.

I11) Etude d’une suite (u,) définie par son terme genéral u, en fonction de n.
(Outil pour étudier une suite définie par son terme général en fonction de n)

Soit (un) une suite définie par son terme général u, en fonction de n, u, = f (n), ou f est une

fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a, +[.
Si la fonction f est croissante sur [a, + o[, alors la suite (un) est croissante.
Si la fonction f est décroissante sur [a, +oo[, alors la suite (u,) est décroissante.
Si la fonction f est majorée sur [a, +oo[, alors la suite (u,) est majoreée.
Si la fonction f est minorée sur [a, + o[, alors la suite (un) est minorée.
Si la fonction f est bornée sur [a, +oo[, alors la suite (u,) est bornée.
Si lim f(x)=1,alors nIirp un =1 (I fini ou non).
—>+ 0

définie par u, = yno-1-1

n
Vn?-1-1
n

YV VVVVY

Exemple : Etudier la suite (u, )

n>1

Solution : Lasuite (u,). ., est définie par u, = , elle est de la forme u, = f(n)

[ 1_12_1J
X X

= |lim =1

X—+0© X

2 J— —
avec f(x) =X—11 pour tout x > 1.
X

o f(1)=—1et lim f(x)= lim

X—>+o©

L\/xz——l—lJ

2

—Vx*-1+1
. f.(X):\/xz—l :1+\/x2—1

x? x?
strictement croissante sur [1, + ool.
o On a donc pour tout x € [1, + oo, =1 < f (X) < 1.
On en déduit alors : la suite (un) est croissante (strictement) ; pour toutn > 1,

; F'(X) > 0sur[1, + oof ; donc f est

nx>1

—1<u, <1 (elle est bornée) et elle est convergente et converge vers 1.

IV) Suite (uy) définie par son premier terme u, (ou uy) et par la relation :
Un+1 = f (uy) dite relation de récurrence.
(Outil pour « étudier » une suite « récurrente » ; pour représenter des termes d 'une
suite récurrente et faire une conjecture)

Soit (un) une suite définie par son premier terme u, (ou up) et par la relation de récurrence
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un+1 = f (un) ; ou f est une fonction laissant stable tout intervalle | contenant u, (ou up).
» Si la fonction f est croissante, alors la suite (u,) est monotone. (Pour information)°®
> Si la suite (u,) est convergente et si f est une fonction continue, alors la limite | de la
suite (up) est une solution dans | de I'équation f (x) = x. (Pour information)
» Dans un repére donné contenant la courbe d’équation y = f (X) et la droite d’équation
y =X, on peut représenter quelques premiers termes de la suite (u,) (généralement sur
I’axe des abscisses) et faire une conjecture sur des propriétés éventuelles de la suite
(un) c’est-a-dire donner des propriétés éventuelles de la suite (un) par simple
observation de la figure.
Exemple : On considére la suite (un) définie par : u, =1 et pour tout n > 0, par

u,, =1-In(l+u,).
Placer les termes u,; u,; u, et u, sur la figure puis faire une conjecture sur les
propriétés éventuelles de la suite (u,) . (monotonie ; encadrement ; convergence).

Solution :

_______________

La suite (u, ) ne semble pas étre monotone ; elle semble étre bornée (par u, et u,) ; elle
semble converger vers a, abscisse du point d’intersection de la courbe (C; ) et de la droite
d’équation y = X.

C) METHODE DE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE.
(Outil pour mntrer une propriété par récurrence)

Soit P(n) une propriété dépendant d'un entier naturel n;n >n, :

Pour « faire un travail » du genre : « Montrer que pour tout n > n, ; P(n) (sous-entendu P(n)
est vraie), par récurrence :

1) on vérifie que P(n) est vraie pour n = n, ; c'esta dire P(n,) vraie ;

2) on suppose que pour un n (fixé), n > n,, P(n) est vraie et on montre alors que P(n +1) est
vraie :

3) on conclut alors que pour tout naturel n > n,, P(n) est vraie.

(Voir des exemples dans exercice 8-4)
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 8-1

Etudier chacune des suites (Uy), (Vn)n=1 et (W,) suivantes définies respectivement par :
1

2
DUn=vn-vn+l; 2)V,=n3+e"; 3)W,=(n-3)e""+1.
(Monotonie ; encadrement ; convergence).

Exercice 8-2
On considere la suite numérique u définie par :

u, =1et pour tout naturel n, u,,, = %un +n-1.

Soit v la suite définie pour tout n, par : v, =4u, —6n+15.
1) a) Calculeru,, u, et u,.
b) Calculer les trois premiers termes de la suite v.
2) Montrer que la suite v est une suite geomeétrique ; préciser la raison et le premier terme.
3) a) Exprimer v, en fonction de n.

Ly n-1
b) En deduire que pour toutn, u, = %x%jt 6 2 > .
4) a) Montrer que la suite u peut s'écrire sous la forme u =t + w ou t est une suite
géométrique et w une suite arithmétique.

b) Calculer lasomme S, =u, +u, +---+u,.

Exercice 8-3

Trois nombres complexes z,, z,, z, sont tels que :

e leur produit est égal a4+/2 (-1+i);

e leurs modules respectifs R;, R,, R, constituent dans cet ordre une progression

géométrique de raison 2 ;
e leurs arguments «,, a,, r; constituent dans cet ordre une progression arithmétique de

. T
raison = .
2
1) a) Montrer que R, =R, xR,.

b) Montrer que 2¢, =, + ;.
c) En déduire les nombres complexes z,, z,, z,.

2) SoitM{%,—gj; Mz(ﬁ,ﬁ); MB(—Z\/E,Z\/E) trois points dans un plan

rapporté a un repére orthonormé direct (O, e_;, g)
a) Repreésenter les points M,, M,, M, dans le repere.
b) Montrer que z, =—4 z,.
c) Montrer que la droite (O M, ) est perpendiculaire a la droite ( M,M,).

Exercice 8-4 :Exercices sur le raisonnement par récurrence.

> 1% situation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie, on
pourrait partir de la supposition p (n) vraie.
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1) Démontrer par récurrence que pour toutn, 1+ x)" >1+nx ; (x € RY).

I1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par :
f(x) = (3—2x)e*
Montrer par récurrence que pour tout n, ™ (x)=2"(3—n-2x)e*
(ot ™ désigne la dérivée n-iéme de f)

I11)  Soit (u, ) la suite définie par : u, = 0 et pour tout entier naturel n, u_, =,/ 2+u, .
1) a) Montrer par récurrence que pour toutn, 0<u, <2.
b) Montrer par récurrence que la suite(u, ) est croissante.
2) On considere la suite (v, ) définie pour toutnpar: v, =2—u, .
a) Donner le signe de v, pour tout n.
v, 1

b) Montrer que, pour tout n, —= < >
v

n

> 2%Ssituation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie, on
pourrait partir d’une « partie » de la proposition p (n+1).

nn+1)

1) Montrer que pour toutn € N, 1+2+3+...4+n=

1_ Xn+l
1-x
I11) Démontrer par récurrence que pour tout n € N, 4" — 1 est divisible par 3.

I) Montrer que pourtoutn € N, S, =1+ X+ x> +x* +...+ X" = s Vx#1.

> 3%Ssituation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie, on
pourrait partir d’une autre proposition;
(Situation souvent difficile pour les éléves de TD)

I) Méme énoncé que I’exercice I1I) de la 1" situation jusqu’en 2) b). Et maintenant :
n-1
¢) Montrer par récurrence que, pour tout n, v, < (Ej

3) a) Montrer que la suite (u, ) est convergente.
b) Déterminer la limite de la suite (u, ).

I1) Soit (a,), (b,) les suites définies par :

a,=4a b, =b
: vn>0
_a b, vn=0 |b,, =+a,b

n=n

n+1

2
a,—b
On suppose que pour toutn > 0,0na0 < b, < a, etque a,,,° - b, < ( S ]

a-b

n

Démontrer par récurrence que pour toutn >0, a, —b, <

(partir de : si 0 < x <y, alors (y — x)* < y* = x% Car (y — X)* < (y — X) (y + X).)

Exercice 8-5

Une urne contient cing jetons indiscernables au toucher, dont deux verts et trois blancs. On
effectue des tirages successifs d’un jeton de I'urne de la fagon suivante :
> si l'on obtient un jeton blanc, ce jeton est remis dans l'urne avant de procéder au
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tirage suivant :

> si l'on obtient un jeton vert, ce jeton est remplacé dans I'urne par un autre jeton
blanc, avant que I'on ne procede au tirage suivant ; (il y aurait alors un jeton vert et
quatre jetons blancs)

> lorsque les deux jetons verts ont été tirés, on s'arréte.

1) On suppose dans cette question que I'on a effectué deux tirages successifs. On désigne
par la lettre B "tirer un jeton blanc™ et par V "tirer un jeton vert". Par exemple BV
indiquera que I'on a tiré d'abord un jeton blanc puis un jeton vert, VB un jeton vert puis
un jeton blanc.
> Decrire I'ensemble des résultats possibles, en indiquant la probabilité de chaque

résultat.

2) On effectue dans tout ce qui suit une succession de n tirages (N =1) et on considére les

événements suivants :
e D,: «Alafindu n-iéme tirage I'urne contient deux jetons verts »,
e U,:«Alafindu n-iéme tirage l'urne contient un seul jeton vert ».

On note d, la probabilité de I'événement Dy, u,, la probabilité de I'événement U,

a) Utiliser la question 1) pour calculer d, u,,d, et u, .

b) Exprimer en fonction de n la probabilite d, de Dy.

4

2
c) Montrer que pourtout n>1ona: u,, = gdn +gun ,

3

3) On considere la suite (v, ),., définie par v, =u, + 2(§j .

n>1

a) Montrer que l'ona v, = 5 et que (v,),., est une suite geometrique ; préciser la raison.

b) En déduire I'expression de v, puis celles de u, en fonction de n.

Exercice 8-6

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par: f(x) = (3—2x)e*
1) Calculerf'(x); f@(x) et f®(x).
2) Montrer par récurrence que pour tout n, f ™ (x) =2"(3—n—-2x)e**
(ou f™ désigne la dérivée n-iéme de f)
3) Pour tout entier naturel non nul n, la courbe représentative (C,) de la fonction f™ dans

un repere orthonormeé (O,T, i) admet une tangente horizontale en un point M, (x,,Y,) -

a) Déterminer les coordonnées X, et y, du point M, en fonction de n.
2x
b) Montrer que pour tout n > 0, M, appartient a la courbe (C) d'équation y = % :

c) Vérifier que la suite (x,, ) de terme général x_ est une suite arithmétique dont on

précisera la raison et le premier terme.
d) Etudier la convergence de la suite (X, ).

e) Vérifier que la suite (y,) de terme général y, est une suite geométrique dont on

précisera la raison et le premier terme.
f) Etudier la convergence de la suite (y, ).

Exercice 8-7

. e 3
Soit (Un)nZl la suite definie par : U; = > etpourtoutn>1,U, = —(Un +—] .
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1)

2)

3)
4)

Montrer que pour toutn > 1, U, > 0.

1(u,-v2)°
a) Montrer que pour toutn>1, U, 2= E”U—
b) En déduire que pour toutn > 1, U, >./2.

Montrer que la suite (Uy,) est convergente (on ne demande pas de calculer ici la limite).

1 1 1
a) Montrer que pourtoutn>1, U, —~2==(U, =2 J+ ——-—.
) Montrer que p R e

1
b) Montrer que pour toutn >1, U, —2< E(Un -2 )

n

c) En déduire que pourtoutn>1, U, —J2< on ; puis determiner la limite de (U,).

Exercice 8-8

1)

2)

3)

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) =1+In(x+1)

a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

b) Construire la courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (O,i,i) :

On considere la fonction h définie par h(x) = —x+1+In(x+1).

a) Etudier le sens de variations de h et dresser son tableau de variations.

b) En déduire que I'équation f (x) = x admet deux solutions uniques dont 1’une est
négative et I’autre « appartient a l'intervalle [0, + oo [.

On considére la suite (u,) définie par : u,= 1 et pour tout entier naturel n,

U, =1+In(u, +1)

a) Placer lestermes u,; u,; u, et u, surla figure.

b) Faire une conjecture sur les propriétés éventuelles de la suite (u,) . (monotonie ;
encadrement ; convergence).

c) Montrer par récurrence que la suite (u,,) est croissante.

d) Montrer par récurrence que pour toutn>0; 1<u, <3.

e) En déduire la convergence de la suite (u,).

f) Onadmet que la limite de la suite | est solution de I'équation f (x) = x;
montrer alors que | = « .

Exercice 8-9
On définit les nombres complexes Z, de la maniére suivante :

1 .
Zo =1 et pour tout naturel n, Z,,; = §Zn + =1,

1)
2)

3)

2

3
Calculer Z; et Z,.
Pour tout naturel n, on pose U, = Z—i.
a) Calculer Ug ; U et Us.
b) Exprimer Un.1 en fonction de Up,.

c) Montrer que pour tout n, U, = (1 — i)(%) .
Onpose Z, =X, +1Y,.
a) Exprimer X, et Y, en fonction de n.
b) Etudier la convergence des deux suites (X,) et (Y,) de terme genral respectif X, et Y.
c) On admet le résultat suivant : « Si Z, = X, + i Y, et si les suites (X,) et (Y,) sont
convergentes, alors la suite (Z,) est convergente et on a
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lim Z, = lim X, +i| lim Yn) ». Donner alors la limite de la suite (Z,) s’il y a lieu.

n—-+oo n—+o0 [n—>+oo

4)  Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O,él,éZ) :
On désigne par A, le point d'affixe U,, par B, le point d'affixe Z, et par B le point
d’affixe .
a) Placer les points A), A, A, et B,, B,, B, dans le repeére.
b) Calculer le module d, de Uy, et un argument 6, de U,.
c) Montrer que les points A,, A, A,,---, A, sont alignés.

d) Montrer que pour tout n, B, est I'image de A, par une transformation du plan dont on
précisera la nature et les eléments caractéristiques.
e) Montrer que les points B,, B,, B,,---, B, sont alignés.

f) Donner les positions limites des points (B,) et (An) lorsque n devient de plus en plus
grand.

Exercice 8-10 (Bac D)
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

f(x)=%—x+ex‘1 si x<1
f(x):g—x+ln(2x—1) si x>1

(Ct) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ])

1) a) Etudier la continuité puis la dérivabilité de f en 1. En déduire une conséquence
graphique sur la dérivabilité de f en 1.

b) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

c) Tracer la courbe représentative (Cs ) dans le repere. On précisera son allure au
voisinage du point d'abscisse 1, et on tracera son asymptote oblique que 1’on
précisera.

d) Montrer que I'équation f (xX) = 0 admet une solution unique ¢ appartenant a ]3, 4[

3
e) Montrer que a = §+In(2a—1).

2) Soit g la fonction numérique définie sur [1, + oo [ par : g (X) :g+ In(2x-1) .

a) Calculerg («).
b) Montrer que si xe [3, 4], alors g (x) € [3, 4].

: 2 -
c) Montrer que si xe [3, 4], alors | g'(x) | < e En déduire que pour tout xe [3, 4],

2
|g(x)—a|£§|x—a|.

3) Soit (Uy) la suite definie par Uy = 3 et pour tout naturel n, Un. =g (Uy).
a) Montrer que pour tout naturel n, 3<U_ <4.

b) Montrer que la suite (U,) est croissante, puis en déduire sa convergence.

2
c) Montrer que pour tout naturel n, |U,,, —a|< g|Un —al.

d) En déduire que pour tout n,|Un —a| < [gj ; puis déterminer la limite de (Uy).

e) Déterminer la plus petite valeur p de n pour laquelle U, est une valeur approchée de
a a10™* prés.
N.B.OndonneIln2 ~0,7; In5=1,6; In7~=1,0.
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Exercice 8-11
Partie A :
Soit la fonction g definie sur l'intervalle ]O, +oo[ par : g (X) =x—Inx - 1.
1) Etudier le sens de variations de g.
2) En déduire le signe de g (x) ; puis celui de x — In x sur l'intervalle ]0, +oo].
Partie B :
On considere la fonction numerique f de la variable réelle x définie par :

F(x) = In x
X—Inx
f(0)=-1

si x>0

et (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,j) (unité 2 cm).

1) a) Etudier la continuité de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en O ; puis en donner une interprétation géométrique.
2) a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Préciser le signe de f (x) sur son ensemble de définition.
3) a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) au point d'abscisse 1.
b) Construire la tangente (T) et la courbe (Cs ) dans le repeére.
Partie C :

On pose pour toutx > 0; F(x) = LX f (t)dt ; on ne cherchera pas a calculer F (x).

On désigne par (Cg) sa courbe représentative dans le repere.
1) a) Que représente F pour la fonction f sur l'intervalle [0, +oo[ ?
b) Préciser le sens de variations de F sur l'intervalle [0, +oo[.
2) a) En utilisant la fonction g, montrer que, pour tout t appartenant a l'intervalle ]0, 1],
ona: -1 f(t)<t-1.
b) Verifier que cette double inégalité est encore vraie pour t = 0.

. 1 . )
c) En déduire que 3 < F(0) <1 ; puis donner une valeur approchée de F (0).
Int
3) a) Montrer que pourtoutt>1,0na: s < f(t)

ol o
b) Calculer | nTtdt - en déduire lim F(x).

c) Dresser le tableau de variations de F.
d) Proposer une construction de la courbe (Cg ) dans le repere.

4) Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (C; ), I'axe des abscisses et les droites
d'équationsx =l et x = 4.

Int
a) Montrer que pour toutt > 1, on a nT <f(@) <t-1
b) En déduire un encadrement de l'aire A (en cm?) du domaine (D).

5) On définit la suite (U,) par: U, = .[nﬂ f (t)dt pour tout naturel n > 1.

a) Montrer que pour toutn > 3, f(n+ 1) < U, <f(n). (On pourrait utiliser le sens de
variations de f).

b) En déduire la convergence de la suite (U).

c)Onpose Sp=U; +Uy+ ... + Up_g;
exprimer S, en fonction de F ; puis calculer lim S, .

X—>+00

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 8-12
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Démontrer par récurrence que :

1)
2)
3)
4)
5)

vn>0,n>2""

Pourtoutn € N°, S, =12 +22 +32 +..+n? =100 +1)6(2n+1)

v n>0, 32" —2" =7k ol Kk est un entier naturel.

n(n-1
Pour toutn > 1, (1+x)" >14nx+ 10D e
Pour toutn > 1,

. . nz nz
a) sin®™ x=sm(x+7j ;  b) cos™ x=cos(x+7}

(Ou sin®™ désigne la dérivée n-iéme de sinus et cos™ désigne la dérivée n-iéme de cosinus.)

Exercice 8-13

. : i 2U
Soit la suite (u,, ) définie par u, =1 et u, , = "— Vn=0.

1)
2)

3)

4)

5)

6)

2+3u,
Calculer les termes u, et u,.
a) Représenter graphiquement les quatres premiers termes de la suite (un) dans un

plan rapporté a un repére orthonormal (O, i, ])
b) Quelles conjectures peut-on émettre ?
a) Montrer par récurrence que v n =0, u, >0.
b) Montrerquevn>0, u, <1.
2X
2+3X

a) Etudier le sens de variations de la fonction f définie sur [0, +oo[ par f (x) =

b) Montrer par récurrence que la suite (u, ) est décroissante.

c) En déduire que (u, ) est convergente.

d) On admet que sa limite | est une solution de 1’équation X =

; préciser alors
2 +3X

la valeur de I.

- , u, +2
On définit la suite (v ) par v. ="~ v n >0,
u

a) Calculer vy, v, et v,.

b) Montrer que la suite (vn) est une suite arithmétique dont on précisera la raison.
c) Exprimer v, en fonction de n.

d) En déduire u, en fonction de n.

e) Veérifier que la valeur de I trouvée en 4) b) est bien la limite de la suite (un )

Onpose S, = z (iJ ; exprimer S en fonction de n.

k=1 \ Uy

Exercice 8-14

. . e 1
Soit la suite (u,, ) définie par u, =0, u, =1 et u,, :E(u” +Un71), vn>1

1) Calculer les termes u, et uj.
2) a) Montrer par récurrenceque v n=>0, u, <2
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b) Montrer par récurrenceque Vn =0, u,,>u,.
c) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
3) On définit la suite (v, ) _ par v, =u, —u,_, vn=>1.

n>1
a) Calculer v, et v,.

b) Montrer que la suite (v, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
c) En déduire I’expression de v, en fonction de n.

4) a) MontrerquevVn=1, >v, =u,.

k=1
b) En déduire I’expression de u, en fonction de n.
c) Calculer lim u,.

n— 4+

Exercice 8-15
Une urne contient 3 boules rouges ; 3 boules blanches et 2 boules jaunes toutes indiscernables
au toucher.

1)

2)

3)

4)

On tire une boule de I'urne une fois et on la remet dans l'urne.

Calculer la probabilité de I'évenement A : «obtenir une boule jaune».

On répete n fois (n > 2) I'épreuve qui consiste & tirer une boule puis a la remettre dans
I'urne. Les n tirages se déroulent dans les mémes conditions et sont indépendants.

Soit k, un entier naturel tel que 0<k <n.

Calculer la probabilité de tirer exactement k boules jaunes a I'issue des n tirages.

On désigne par p, la probabilité de tirer exactement une boule jaune lors des n -1

premiers
tirages et une boule jaune lors du n-iéme tirage.

a) Calculer p,, ps, p,-

b) Calculer p, et montrer que p, :nT—l(%) .

On définit lasuite (U,),., par: U, =p,+p;+p,+...+ P,

a) Etudier la monotonie de la suite (U,),.,.

b) On admet que pour tout (n>2), U, 6 <1 ; en déduire que la suite (U, )., est
convergente : (on ne demande pas de calculer ici la limite).

c) Montrer par récurrence que pour tout (n>2), U, :1—(1+2j[%) .

d) Calculer alors la limite de U .

Exercice 8-16

1) Soit f la fonction définie sur I’intervalle ]0, +oo[ par: f (x) = In x—2 et (Ct¢) sa courbe
e

représentative dans un repére orthonormal (O, f, ]) ; (unité de longueur 2 cm)

a)
b)

c)
d)

€)

Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
, X
Démontrer que pour tout xe [1,e],0<Inx < —.
e

Préciser s‘il y a lieu les équations des asymptotes a la courbe (Ct).

Construire les asymptotes s’il y a lieu et la courbe (Cs ) dans le repére.

Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (Cs), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x = et x = e. Calculer en cm? l'aire A(e) de (D), puis Iim) Ala).
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2) On définit la suite (Uy,) par : Ug = Le xdx et pour tout naturel n, U, = Le x(Inx)"dx.

a) Calculer Ug et U;.
b) Montrer que pour toutn >0, 2U,+nU,_ ;= e?
c¢) Calculer Us.
d) Démontrer que la suite (Uy,) est décroissante.
e) Démontrer que la suite (Uy,) est convergente.
3) a) Démontrer en utilisant la question 1) b) que pour tout naturel n,
e’ 1
n+2 (n+2)e"’
b) En déduire la limite de la suite (Uy).

0<U, <

Exercice 8-17
1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0, +oo [ par :

f(x) =xe™ et (Ct) sa courbe représentative dans un repére orthonormal |O, i, ])

a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Déterminer une équation de la tangente a (C; ) au point d'abscisse 0.
c) Construire la courbe (C;) dans le repére.
2) On considere la suite (Uy,) définie pour tout entier naturel n par :
1 2 3 n
U =—+-+—+..+—

"oet e? ¢t e"

a) Montrer que la suite (Uy) est croissante.
n+1 o n

< <
o1 <), f(x)dx < o
c) Donner une interprétation graphique de ces inégalités. On pourra accompagner

I'explication d'un schéma.
d) Montrer que pour tout natureln > 2, ona:

i+i n+1< n+lf(x)dx<£+i+ ML

e3 e4 en+1 —J2 - e2 eS en '

e) En déduire que pour tout natureln > 2,ona: U, -U, < LM f(x)dx<U, KA -U,

b) Montrer que pour toutn > 2, etsin <x<n+1,alors:

et que ‘Un —J'zM f(x)dx|<U,.

3) Calculer J':H f (x) dx, puis donner un encadrement de U,,.
Ondonne: e*'~017x10™"; e?~014.

Exercice 8-18
On considére la fonction numériqgue f de la variable réelle x définie par

f(x)=1-xInx si x>0
f(xX)=x+2-e" si x<0

(Ct), sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) ; (unité 2cm)

Partie A :
1) a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Montrer que la courbe (Cs) admet deux demi-tangentes au point d'abscisse 0, dont on
précisera les équations.
¢) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
d) Montrer que la courbe (C;) admet une asymptote oblique (D) dont on précisera une
équation.
e) Préciser la position relative de (Cs ) par rapport a (D) sur ]— oo, 0].
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f) Déterminer les équations de tangentes a la courbe (Cs) aux points d'abscisse 1 et 1.
e

g) Tracer les asymptotes (s'il y a lieu), les demi-tangentes au point d'abscisse 0, les

R . . 1 L \
tangentes a (Cs) aux points d'abscisse = et 1 ainsi que la courbe (C; ) dans le repere.
e

2) Soit h la restriction de f a I'intervalle ]— oo, 0].
a) Montrer que h réalise une bijection de ]— oo, 0]. vers un intervalle J a déterminer.
b) Tracer en justifiant, la courbe représentative (C') de h * dans le repére.

Partie B :

Soit a I’abscisse du point d’intersection de la courbe (Cs ) avec 1’axe (OX) sur ]— oo, 0].

1) Montrer que ae}—z, —g{

2) On désigne par (D) le domaine plan limité par la courbe (Ct ), l'axe des abscisses, I’axe
des ordonnées et la droite d'équation x = a. (D) subit une rotation autour de I'axe (Ox).
a) Calculer sous forme de polyndme en a, I’aire A(a) du domaine (D) en cm?.
b) Calculer en cm? et sous forme de polyndme en a le volume V(a) du solide engendré par
cette rotation.

Partie C :

1) Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x définie par: ¢ (X) = —xInx +x + 1.
a) Etudier le sens de variations de ¢ et dresser son tableau de variations.

b) En déduire que I'équation f (x) = —x admet une solution unique « sur 0, +oo[.
c) Montrer que « €]3, 4[.
d) Préciser le signe de ¢ (x) sur ]0, +oo[.
e) Montrer que pour tout x € [3, 4], | @(x)|<0,7.

2) On consideére la fonction numérique g de la variable réelle x définie sur]l, +oo[ par :

_x+1
g(x= T
nx
a) Montrer que I'équation g (X) = x est équivalente a I'équation f (x) = —x sur ]1, +oo][.
b) En déduire la solution unique de I'équation g (x) = x sur ]1, +oo][.
—o(x)
x(Inx)*?
d) Montrer que pour tout x € [3, 4], g (X) € [3, 4].

c) Calculer g'(x), puis montrer que g'(x) =

e) Montrer que pour tout x vérifiant 3 <x < 4,ona

< .
x(Inx)? ~

f) En déduire que pour tout x e [3, 4], | g'(x)|<0,21< %

g) Montrer que pour tout x e [3, 4], | g(x) —«| §%| X—al.
3) Soit (u,) la suite définie par u, =3 et pour tout naturel n, u, ., =g(u, ).

a) Montrer que pour toutn, u, e [3,4].

b) Montrer que pour tout n, |u —a|s%|un—a|.

n+l

c) En déduire que pour tout n, |un —a| < 2% puis determiner la limite de la suite (un).
d) Determiner le plus petit entier naturel p tel que u, soit une valeur approchée de « a
10° prés
Ondonne: In2=0,7; In3=1,1; %z0,4.
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Exercice 8-19
Pour tout entier naturel n > 0 on considere la fonction f, définie sur ]0, +oo[ par :

n
f,(x) = % ; on note (C,) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, |] ).
(2 cm en abscisses et 8 cm en ordonnées).
Partie A
1) Comparer pour tout x € [1, €] f .,(x) et f (x).
2) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par deux points A et B fixes dont on
précisera les coordonnées qui sont indépendantes de n. (X, < Xg).
3) Etude de la fonction pour n = 1.
a) Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.
b) En déduire une conséquence pour la courbe représentative (C;) de f, ?
c) Etudier le sens de variations de la fonction f, et dresser son tableau de variations.

d) Déterminer les équations des tangentes a (C;) aux points A et B.
e) Tracer les tangentes et la courbe (C;) dans le repeére.
4) Etude de la fonction pour n = 2.
a) Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.

b) En déduire une conséquence pour la courbe représentative (C,) de f, ?
c) Etudier le sens de variations de la fonction f, et dresser son tableau de variations.

d) Déterminer les équations des tangentes a (C,) aux points A et B.
e) Préciser les positions relatives des courbes (C;) et (Cy).
f)  Tracer les tangentes et la courbe (C,) dans le repére.

Partie B

Pour tout naturel n > 0, on pose U, = Le f,(x)dx.

1) Onpose g(x) = L+Inx :

a) Calculer g' (x)
b) En déduire U,

2) a) En utilisant une intégration par parties, montrer que: U, = -1 +(n+1)U,
e

b) Calculer U, .
3) a) Montrer que pour tout n>1, 0< U, < 1.
b) Etudier la monotonie de la suite (U, ) .,. (On pourrait utiliser les réponses a la
question 1) partie A)
c) En déduire la convergence de la suite (U, )

nx1"

. 1 1 1 1
d) Montrer par récurrence que : vV n > 1, l><Un =1- —|1+—+—+...+—|.
n! e 1 2! n!

.. (U -
e) En déduire Ilm( ”J puis lim (1+£+£+...+£].
n>+o| Nl N> 1 2! n!

Ondonne e~27 : +Jex~14.

Exercice 8-20

. . - . , g In x
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par: f(x)=1+—.
X

(Ct), sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) ; (unité 2 cm)
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Partie A
1) a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Montrer que la courbe (Cs ) possede des asymptotes que I'on précisera.
c) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique « appartenant a ]0, 1J.
d) Préciser le signe de f (x) sur J0, + «o[.
2) a) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (Cs ) au point d'abscisse 1.
b) Montrer que la restriction h de f a I’intervalle ]0, e[ réalise une bijection de ]0, e[
vers un intervalle J a déterminer.
c) Tracer latangente (T), les asymptotes, la courbe (Cs ), ainsi que la courbe
représentative (C') de labijection réciproque h™* de h dans le repére.
3) Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (Ct), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x = o etx=1.
a) Calculer en cm? l'aire A () de (D) en fonction de « ; puis montrer que
Ala)=4—4a—-2a” cm®
b) Calculer la dérivée de la fonction ¢ définie sur ]O, + oo[ par
In“x 2Inx 2

p()=——"-"" 5
X X X
c) Calculer en fonction de «, le volume V (& ) en cm?® du solide engendré par la
rotation de (D) autour de I'axe des abscisses ; puis exprimer V ( « ) sous la forme
d'une fonction rationnelleen « .

Partie B
f(x)
f'(x)

On définit la fonction numérique g sur 0, e[ par : g (X) = x —

1) Calculerg (a).
2) a) Montrer que la fonction g est dérivable sur l'intervalle ]0, e[, et que pour tout

, f(x)x f(x)

x €10, e[, g'(x) [f '(x)]2
b) Calculer f" (x) et en déduire le signe de g'(x) sur ]0, e[.
c) En déduire le sens de variations de la fonction g sur ]0, e[.
X—x?—-2xInx

1-Inx
b) Montrer que pour tout x appartenant a l'intervalle ]0, « ], g (x) appartienta ]0, «].
c) Tracer la courbe représentative (I') de la fonction g dans le repeére.

3) a) Montrer que pour tout x € 10, e[, g(X) =

4) Soit la suite numérique (u,) définie par : u, =% et pour tout naturel n, u, ., =g(u,).

a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, <.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, u, <u

n+l*
c) En déduire que la suite (u,) est convergente.
d) On admet que sa limite | est solution de I'équation g (x) = x ; déterminer alors en

justifiant, la limite I.
Ondonne:In2 ~ 0,7.

Exercice 8-21 :

Partie A
On consideére I'équation différentielle (E) :y'+2y=e*;
1) Soit f; la fonction définie sur R par fi(x) = a xe?* (acR).
Déterminer a pour que f; soit une solution de I'équation différentielle (E).
2) On considere I'équation différentielle (E) :y '+ 2y =0.
a) Montrer qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — f; est solution de (E")
b) Résoudre I'équation (E"), puis I'équation (E).
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c) Préciser la solution h de (E) qui veérifie h (0) = 1.
Partie B
On considere la fonction numerique f de la variable réelle x définie par :
-2X . @} <
F(x) = @+x)e"; s! Xx<0
1-xInx; si x>0

et (Ct) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O,i,]) ; (unité 3 cm).
1) a) Etudier la continuité de fen 0.

b) Montrer que la courbe (Cr) admet au point d’abscisse 0, deux demi-tangentes dont on
précisera les équations.

2) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
3) a) Montrer que la courbe (Cf) n’admet pas d’asymptotes.

b) Calculer f (—1) et montrer que la courbe (Cs) recoupe 1’axe des abscisses en un point
d’abscisse f € 11, 2[.
c) Construire les demi-tangentes et la courbe (Cs) dans le repeére.

4) On considere la fonction F définie sur I’intervalle 0, £] par : F (X) :jf f(t)dt

a) Calculer F (x) a l'aide d'une intégration par parties.
b) Calculer Iirrg) F(x) ; Interpréter géométriquement le résultat.

5) Soit y un réel appartenant a I’intervalle ]0, 1]. On considére (D) le domaine plan limité
par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites d'équations x = y et x = 1. Ce
domaine (D) subit une rotation autour de I’axe des abscisses.

a) Donner en fonction de y I’aire A (y) du domaine (D) en cm?. Que vaut Iim0 A(y) ?
V>

b) Calculer ¢'(x) ou ¢(x) = %x3 (In2 x—%ln x+§j pour tout x > 0.

c) En déduire en cm® en fonction de y le volume V (y) du solide engendré par la rotation
de (D) autour de 1’axe des abscisses.

d) Calculer IimOV (7).
Y

6) a) Montrer que I'équation f (x) = 1 admet une solution unique « € [—1, _?l}

b) Montrer que o =e** —1.
Partie C

1) On considére g la fonction numérique définie sur R par : g (x) = e —1.

a) Montrer que pour tout x € [—1, _?1} g (x) e{—l, _71}

— 4
b) Montrer que pour tout x € [—1, ?1} |g'(x)|£§.

i -1 4
c¢) En déduire que pour tout x € | —1, 71 , |g(x)—a|sg|x—a|.
2) Soit (Up) la suite définie par Uy = —1 et po_ur tout naturel n, Up+1 =g (Uy).
a) Montrer que pour tout n, U, €| -1, _?1 :

b) Montrer que pour toutn, U, ,, —«| S%|Un —al.

n+1
c) En deduire que pour tout n, |Un —a| < (gj , puis déterminer la limite de (Uy).
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d) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que U, soit une valeur approchée de @ a

107 pres.

N.B.Ondonne e*~0,4;e%~01:In2 ~0,7;In5~ 1,6.

Exercice 8-22:

Partie A

Sur une droite (D) munie d’un repére (O, f), (unité 6 cm), on considere les points A,
d’abscisse 2 et B, d’abscisse 1 ; le point A, milieu du segment [BOAOJ et le point B,
vérifiant OA, x OB, =2 ; puis pour tout entier naturel n, A_,, le milieu du segment [BnAnJ et
B, le point vérifiant OA, xOB, =2.

1) a) Placerles points A,, B,, A, B,, A, et B, sur la droite (D).
e) Quelle conjecture peut-on faire sur les points A, et B, quant n devient de plus en
plus grand ?
2) Soit x, et y, lesabscisses respectives des points A, et B, .
- . X, + Y, 2
Justifier que pour tout entier naturel n, X, = 5 ety, =
Partie B
On considere les suites (u,) et (v,) définies par u, =2 et pour tout entier naturel n, :
u, +Vv, 2
Uy = et Vo =—.
un
1) a) Calculer v,, u,, v, u,, v,, U, et v,en donnant les résultats sous forme de
fraction irréductible.
b) La calculatrice affiche les résultats suivants :
Valeur E E ﬂ @
12 17 408 577
Affichage de la | 1 41666667 | 1,41176471 | 1,41421569 | 1, 41421144
calculatrice
Donner alors des valeurs approchées a 10™° prés de u,, V,, U, et v,.
2) Montrer par récurrence que pour toutn >0, 1< u, <2 et 1<v, <2.
3) a) Montrer que pour tout entier naturel n, (U, +Vv,)* —=8=(u, —v,)?.
: : 1
b) En déduire que pour tout entier naturel n, U, ; —V,; = 20 (u, —v,)*.
n+1
4) Montrer que pour tout entier naturel n, u, > v, .

5)

6)

7)

a) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

b) Montrer que la suite (v,) est croissante.

c) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.
a) Montrer que pour tout entier naturel n, u, —v, <1.

b) En déduire que pour toutn >0, (U, —v,)* <(u, —Vv,)

1
a) Montrer que pourtoutn >0, U,,, —V,,, < Z(u” -V,).

: 1
b) En déduire que pour toutn >0, u, —v, <—.

n
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8) a) Deéterminer la limite de u, —v, quand n tend vers + oo.
b) En déduire que les suites (u,) et (v,) ont une méme limite I.

c) Deéterminer en justifiant cette limite commune I.
Partie C

La calculatrice affiche ~/2 ~1,41421356
1) a) Verifier que u, est une valeur approchee de J2 a2 x10° pres.

b) Donner un rationnel approchant le mieux V2.
2) Soit a un réel quelconque positif.

a) Proposer une méthode générale pour trouver une valeur approchée de +/a .

b) Donner dans ce cas une valeur approchée de /5 sous forme de fraction
irreductible.
(Historiquement le mathématicien grec Héron au 1* siécle (aprés Jésus Christ) utilisait cette
meéthode pour déterminer une valeur approchée des racines carrées).
Outils possibles

Partie A
1) Abscisse du milieu d’'un bipoint ; Calcul de distance sur une droite ; Propriétés éventuelles
d’une famille de points par lecture graphique.
2) Abscisse du milieu d’un bipoint ; Calcul de distance sur une droite.
Partie B
1) Regles de calcul algébrique dans R ; Définition de valeur approchée d’un réel a £pres.
2) Raisonnement par récurrence.
3) Définition des deux suites en question (uy) et (vy).
4) Comparaison dans R.
5) Définition de suite décroissante ; Définition de suite croissante ; Condition de convergence de
suite monotone.
6) Ordre et opérations dans R.
7) Comparaison de deux réels ; Ordre et opérations dans R (ou raisonnement par récurrence).
8) Calcul de limite par comparaison ; Opération sur les limites de suite ; Propriétés des limites
de suites.
Partie C
1) Définition de valeur approchée d’un réel a £pres ;
2) Définition des deux suites en question (u,) et (v,) ainsi données ; application pratique
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Des outils possibles pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 8-1
Propriétés sur les suites définies par leur terme général en fonction de n.
Solution

Etudions chacune des suites (Uy), (Vn)n=1 et (W) suivantes définies respectivement par :
2 1

) U=vn-vntl: 2)V.=n3+e": 3)W, =(n-3)e*"+1.
(Monotonie ; encadrement ; convergence).
1) (U,) définie par: Uy = vVn—/n+1 :

a) soit f la fonction définie sur [0, + oo[ par : f(X) =v/x —+/x+1 ;

1
o f(0)=-1et I|m fx—Ilm\/_ X+1)= lim —j:o.
0= ()= lim (Jx-x+1) H+w[&+ —
e festdérivable sur]O, + oo[ en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
1 1 Ix+1-+/x 1

x>0 f'(x)=

; pour tout

oJx 2x+1 2Jx[Vx+1 x+) 2 /x(x+1) (Vx+1+/x)

x>0, f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur ]0, + ool.

X
(%) ¥
(0 |, —"°

e D’apres le tableau de variation de f, on a pour tout x > 0, -1 < f (x) < 0.
b) De I’étude de la fonction f on déduit alors que :

e Lasuite (Upy) est croissante, convergente vers 0 et bornée : pour toutn, -1 <U,< 0
2 1

2)  (Vn)n=1définiepar V, =n 3 +e" ;

2 1
a) Soitf la fonction numérique définie sur [1, + co[ par: f(X)=x 3 +e* ;

X—>+ 0 X—>+00

2 1 1
o f(l)=1+eet Ilm f(x)= lim (x 3+eXJ— lim i+ex =1.

XS
e festdérivable sur [1, + oo[ en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
x=>1, f'(x)= —%x: —X—lze1 ; T'(X) <0 ; donc f est strictement décroissante sur
[1, + ool. x |1 + 00
° f'(X) |Fe3)-e —
) |1

e D’aprés le tableau de variation de f, onapourtoutx > 1,1 <f(x) <1 +e.
b) De I’étude de la fonction f on déduit alors que :
e Lasuite (Vn)n>1 €st décroissante, convergente vers 1 et bornée : pour toutn > 1,
1<V,<1l+e
3) (W,) définie par: W, =(n—3)e* ™" +1
a) Soit f la fonction numérique définie sur [0, + oo par: f(x) =(x—3)e* * +1
e fO)=1-3¢et lim f(x)= lim ((x—3)e** +1)= lim (¢* (xe * —3e ™) +1)=1.

X—>+0
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e festdérivable sur [0, + oof car les fonctions x — x — 3 et x — e* ~* sont dérivables et
pour toutx >0 f'(x)=(4—x)e*™ ; f'(x) = 0sur [0, 4] donc f est croissante sur
[0, 4] et f'(x) < Osur[4, +oof, donc f est décroissante sur [4, +oo.

+ oo

X 4
f'(x) | 4e* + 0 —
2
PO | _ge—" | T
e D’aprés le tableau de variation de f, on a pour tout x > 0, 1-3e*<f(x) < 2.
b) De I’¢tude de la fonction f on déduit alors que :

e Lasuite (W) n’est pas monotone, elle convergente vers 1 et est bornée : pour tout n,
1-3e*sw,<2.

Exercice 8-2
1) Définition de suites numériques
2) Définition de suite géométrique
3) Terme général d’une suite géométrique en fonction de n ; Régles de calcul algébrique dans R.
4) Somme des n+1 premiers termes consécutifs d’une suite géométrique ; d une suite arithmétique
Solution

. - e 1
u est la suite numérique definie par :u, =1 et pour tout naturel n, u,,, = gun +n-1,

Et v la suite définie par : pour tout n, v, =4u, —6n+15.
1) a) Calculonsu,, u, et u,.

1 1 2 1 2 1 25
U, =-U,+0-1=--1=—; U, =-u +1-1=——; u,=-u,+2-1=—.
IR 3 3' 2 3" 9’ 737 27
b) Calculons les trois premiers termes de la suite v.
19 19

e v,=4u,+15=19 ; v, =4u, —6+15:§ ; Vv, =4u, —12+15:§ .
2) Montrons que la suite v est une suite géométrique ; précisons la raison et le premier terme.

Pour toutn, v, =4u_,, —6(n+1)+15= 4(%un +n —1) -6(n+1)+15= gun -2n+5;
1 1 1 . .
Vou =3 (4u, —6n+15)= 3V Donc pour tout n, V, , = 3V D’ou Vv est une suite

s . 1 i
géomeétrique de raison — et de premier terme v, = 19.
3
3) a) Exprimons v, en fonction de n.

T . 1 .
v est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, =19 ; donc pour tout n,

[1)” 19
Vo= o | Vo=
3 3"

. 19 1 6n-15
b) En déduisons que pour tout n, u, :ZX3_“+ .
Pour tout n, v, =4u, —6n+15; donc u, :lvn - én-15 :gxi+ 6n-15
4 4 4 3" 4

4) a) Montrons que la suite u peut s'écrire sous la forme u=t+w ou t est une suite
géométrique et w une suite arithmétique.

19 1 6n-15
Onapourtoutn, u, =—x—+
4 3" 4

; posons pour tout n, u, =t, +w, avec
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19 1 6n-15

t,=—x—¢etw, = :
473 4
Onatnuzgx 11:l 1 :ltn et W,Hl:6(n+1)_15:6n_15+§:wn+§.
473" 347373 4 4 2 2

e i 1 . 19 .
Donc t est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme t, = " et w est une suite

. o . 3 . 15
arithmétique de raison > et de premier terme w, = 2

b) Calculons lasomme S, =u, +u, +---+u,.
Onapourtoutn, u, =t , +w, ; donc S, =(t, +w,) +(t, +w)+---+(t, +w,).

n+1
1-(L
|3

S, = (t, ot ) (Wy W, W, ) = | . +{n+1(_§+6n;15j

4 2

L 1

S, :§(3—3inj+%(n—5)(n+l).

Exercice 8-3
1) Définition de suite géométrique ; Définition de suite arithmétique ; Egalité de deux nombres
complexes donnés sous formes exponentielles.
2) Plusieurs outils dont par exemples : opérations sur les nombres complexes ; Interprétation de

[’argument d’un nombre complexe...
Solution

Trois nombres complexes z,, z,, z, sont tels que :

e leur produit est égal 242 (-1+i);
¢ leurs modules respectifs R;, R,, R, constituent dans cet ordre une progression

géométrique de raison 2 ;
e leurs arguments «;, «,, a, constituent dans cet ordre une progression arithmétique de

. T
raison —.
2

1) a) Montrons que R,” =R, xR;.
Les modules respectifs R;, R,, R, constituent dans cet ordre une progression

R
géométrique de raison 2 signifie que : R, =2R,, R; =2R,, donc R, = ?3 Et

R
finalement R,” = 2R, x 73 =R, xR;.

b) Montrons que 2a, =, + ;.
Les arguments «,, ,, a, constituent dans cet ordre une progression arithmétique de

. Y/ T T T .
raison 5 signifieque : a, =, +E' o, =a, +E’ donc a, = a, -5 Et finalement

T 7
2a, = a1+5 + 053—5 =a, +oa,.

c) En déduisons les nombres complexes z,, z,, z,.
Le produit de ces trois nombres complexes est égal 242 (-1+1) ¢ est-a-dire que :

2,2, X2, = 42 (<1+1) ; posons d’apreés 1’énoncé :
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.37
z, =R e, z, =R, €', z, =R, €' ; on sait que 4~/2(-1+i)=8e * ;donc:
37
Z,x2, %2, =42 (~1+1) équivaut a (R, xR, xR, )e'@***®) —ge ¢ On en déduit que
R, xR, xR; =8 R23:8
et d’apres les questions 1) a) b), on a : 37 ce
3a, = " (27)

al+a2+a3=37ﬂ(27r

: 2k .
quidonne: R, =2 et o, = %+—7[ avec k € {0, 1, 2}; on obtient alors :

R-LR =26t R —dioyo 22K o T 2KT g 37 2K
4 3 4 3 4 3
(2] (5 (5
(ke{0,1,2}).Donc: z,=e* * */ z,=2e * %/ z,=4e"'* °

(avec k € {0, 1, 2}). En prenant successivement k = 0, k = 1 et k = 2, on obtient tous les
nombres complexes satisfaisant aux conditions.

2) Soit M{%, —%J; Mz(ﬁ, \/5); Ms(—zﬁ, 2\/5) trois points dans un plan rapporté a

un repére orthonormé direct (O, e, ez).
M;,M,, M, sont les images des nombres complexes z,, z,, z,correspondantak =0

respectivement : Représentons les points M, M,, M, dans le repere.

a) Montrons que z, =—4 z,.

Ona z, =—-2J2 +i242 =-2/2 (1-i) =—4(%—i%}=—4zl.
b) Montrons que la droite (O M) est perpendiculaire a la droite (M,;M;) .
e  Qutils des nombres complexes :

z,—2, -5z _5\/25(1_0 5. 2,-1 — ——\ 1
i Ll= 1= —— ="j; arg| >~ =(OM2,M1M3)=—(27z) : donc

Z, Z, J2@+i) 2 Z, 2
la droite (O M,) est perpendiculaire a la droite (M;M,) .

e Outils de vecteurs :

Page 227
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M;M,-OM, =¥x\/§+¥x\/§=0 ; donc la droite (OM,) est
perpendiculaire a la droite (M,M,) .

Exercice 8-4 : Exercices corrigés sur le raisonnement par récurrence.

> 1%situation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie,
on pourrait partir de la supposition p (n).vraie.

1) Démontrons par récurrence que pour toutn >0, (1+x)" >1+nx ; (x € RY).

Soit p(n) la propriété : Pour toutn >0, (1+x)" >1+nx.

e Vérifions que p(0) est vraie ; c’est-a-dire (pour n = 0) que (1 +x)°> 1+ 0 x.
(1+x)°=1etl1+0x=1,1>1,donc(1+x)°=>1+0x.

e Supposons que pour un n = 0 (n fixé), 1+ x)" >1+nx et montrons que
L+x)"™ 21+ (n+D)x.
(Partant de p(n)). Ona (1+x)" >1+nXx ; en multipliant chaque membre de 1’inégalité par
(1 + x) qui est positif (car x € R"), on obtient : (1+x)"™* > @+nx)(L+X) ;
A+nx)A+x) =1+ (N+1)x+nx*> >1+(n+1)x; (car nx* >0)
donc (L+x)"™ >1+(n+1)x

e On conclut alors que pour tout n, (L+X)" >1+nx ; (x € R").

I1) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par : f (x) = (3—2x)e**

Montrons par récurrence que pour toutn >0, f ™ (x)=2"(3—n-2x)e?**

(ou ™ désigne la dérivée n-ieme de f)

e Pourn=0;ona fO(x)=f(x)=B-2x)e** ;or2°=1;donc:
fO(x)=2°(3-0-2x)e?**.

e Supposons que pour un n =0 (n fixé), f™(x)=2"(3—n—-2x)e** et montrons que
f " (x) =2""(3— (n+1) —2x)e**.
(Partant de la supposition vraie). Ona f ™ (x) =2" (3—n—2x)e®* ; en dérivant une fois
f™ona: f™'(x)=-2""e"*+2""(3—n-2x)e** =2""e”*(~1+3-n-2x)
Donc ™ (x)= f™'(x) =2"*(3—(n+1)—2x)e**.

e On conclut alors que si f(x) =(3—2x)e*, alors pour tout n, f™(x)=2"(3—n-2x)e**

I11) Soit (u, ) la suite définie par : u, =0 et pour tout entier naturel n, u.., =/ 2+u, .
1) a) Montrons par récurrence que pour toutn >0, 0<u, <?2.
e Pourn=0;0nau,=0;0r0<0<2;donc:0<u, <2
e Supposons que pour unn =0 (n fixé), 0<u, <2 et montronsque 0<u,,, <2.
(Partant de 0 <u, <2 vraie). Ona 0<u, <2 ; en ajoutant 2 a chaque membre de
cette inégalitt ona: 2<2+u, <4 ;en prenant la racine carrée on obtient :

V2< 2+ u, < 2(car la fonction racine carrée est croissante sur [0, + oo[) ; ce qui
donne O0<u,, <2.(car u,,, =+ 2+u, pardéfinitionet0 < J2 )
e On conclut que pour tout entier naturel n, 0<u, <2.

b) Montrons par récurrence que la suite (un) est croissante.
Il s’agit de montrer par récurrence, la propriété p(n) : pour toutn >0, u,,, —u, =0
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e Pourn=0;o0na u, —U, =/2-0=4/2; or +/2>0; donc u, —u, >0.

e Supposons que pour un n = 0 (n fixé), u,,, —u, >0 et montrons que u,, —u,,, >0.
(Partantde u,,, —u, >0 vraie). Ona u,,, —u, >0 ; autrement dit u . aen
ajoutant 2 a chaque membre de cette inégalité ona: 2+u,,, =2+u, ;en prenantla

racine carrée on obtient : \/ 2+U,, < \/ 2+u, (car lafonction racine carréee est

croissante sur [0, + oo[) ; ce qui donne u,,, >u,,,. (caru,,, =+/ 2+u, par définition) ;
doncu,,—-u,, >0

n+1

e On conclut que pour tout entiern >0, u,,, —u, >0 et donc la suite (u,) est croissante.
2) On considére la suite (v, ) définie pour toutnpar: v, =2—u, .
a) Donnons le signe de v, pour tout n.
On sait que pour tout entier naturel n, 0 <u, <2 d’aprés la question 1) a) ; donc
2 — u, > 0 par conséquent pour tout entier naturel n, v, > 0.
Vo, 1

b) Montrons que, pour tout n, v sE.

U

n+1

n

Vn+1_2_un+l_2_ 2+Un _ 1

= = = . Or
v, 2-u, 2-u, 2+, 2+u,

l l Vn+1 1
2+.2+u, >2; (car \J2+u, >0); donc ———<=-.do0 — <.
2+42+u, 2 v, 2

> 2%Ssituation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie, on
pourrait partir d’une « partie »de p (n+1).

Pour tout n, v, > 0 ; on a donc

n(n+1)

1)  Montrons que pour toutn € N, S, =1+2+3+..+n=

nn+1)

Appelons p(n), la propriété : pour toutn € N*, S, =1+2+3+...+n= B

1(1+1)

1d+1) =1, donc S, = ,

e Pourn=1,0na S, =1et

n(n+1) ot

e Supposons que pourunn =1, (nfixé¢),ona S, =1+2+3+...+n= 5

montrons alors que S, ;, =1+2+3+...+n+(n+1) =

1 2
LZUH). Partant de

S,.;=1+2+3+..+n+(n+1) (une « partie de p(n+1)), ona:

Spu=1+2+3+..+n+(n+1) =S, +(n+1); or S, = n(n2+1) ; donc

=n(n+1)Jr :n(n+1)+2(n+1)=(n+1)(n+2)l D’
2 2
(n+D)(n+2)

2

S

\

ou .

(n+1)

n+1

S, =1+2+3+...+n+(n+1) =

n(n+1)

e En conclusion pour toutn € N, S,=1+2+3+..+n=

(On pouvait ici aussi partir de p(n) et ajouter n + 1).

Chapitre 8 : Suites numériques Page 229



I1) Montrer que pourtoutn € N, S_ =1+ X+ x>+ x> +...+x" = . D VX =1,
—X
Appelons p(n), la propriété : pour tout n € N,
n+1
S, =1+x+x*+x*+..+X" _1=x D Vx =1
1-x
s honlig 2, 3 n_1-0™ . -
e Pourx=0,1’¢égalit¢ S, =1+0+0°+0°+...+0" = =1 est vraie ; par la suite
supposons X # 0.
1_ 0+1 l_X0+l
e Pourn=0,0na S, =x"=1(x=1)et =1; donc S, =1= . .
—X —X

e Supposons que pour unn = 0, (n fixé), on a
1_ xn+1
1-x

S, =l+Xx+x*+x>+..+x" = ; Vx=1. et montrons alors que

n+2

1-—
Sy =l+x+x2+x3+. 4+ X" +x" =

; VX =1. (On pouvait ici aussi partir de

p(n)). Partantde S,,, =1+ X+ x> + X% +...+ X" + X" (une « partie de

1_Xn+1
p(n+1)),0na: S, =1+x+x>+x>+..+xX"+x" =S +x" or S, = . ; donc
—X
1_Xn+l 1_Xn+2 .
S,..=S +x"= +xX"™ = . D’ou:
1-x 1-x
1_Xn+2
S =1+ X+xX2 + X%+ + X"+ X" = D Vx =1
1-x
) 1_Xn+l
e Enconclusion pourtoutn € N, S, =1+ X+ x> +x* +..+ X" = 1 L Vx =1,
—X

I11) Démontrons par récurrence que pour tout n € N, 4" —1 est divisible par 3.

e Pourn=0,4°-1=0, et0 est divisible par 3. (0 = 3 x 0)

e  Supposons que pour un n > 0, (n fixé), ona 4" —1 divisible par 3 c¢’est-a-dire qu’il
existe un entier k tel que 4" —1=3k et montrons que 4" —1 est divisible par 3 ;
autrement dit qu’il existe un entier K' tel que 4™ —-1=3k'.Ona:
4™ _1=4x4" —1=4(4" —1)+3=4x3k +3=3(4k+1) =3K'; avec
k> =4 k + 1 qui est un entier ; donc4"" —1 est divisible par 3.

e Enconclusion pourtoutn € N, 4" —1 est divisible par 3.

> 3%situation : Pour démontrer que si p (n) est vraie, alors p (n+1) est vraie, on
pourrait partir d’une autre proposition:

1)  Méme énoncé que I’exercice III) de la 1¥ situation jusqu’en 2) b). Et maintenant :

n-1
c) Montrons par récurrence que, pour toutn >0, v, < (Ej

10—1 10—1
e Pourn=0,vy,=2-u,=2;0r2<2 et2=(§j ;doncvos(zj :

n-1
e Supposons que pourunn =0, (nfixé),ona v, < (E) et montrons alors que

1 (n+1) -1 1 n
Vo < (Ej soit v, < (Ej .
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n

. 1\ _ 1 .
(Partir de v, < (Ej ou d’une « partie » deVv,,; < (Ej ne semble pas facile ;

. - Vo 1
partons alors de la relation 2) b) qui dit que « pour tout n, V"—l < 3 »).

n

. Vo, 1 . 1
D’aprés la question 2) b) on a pour tout n, V"—l < > autrement ditv, , < EV” :

n+l —
n

1 n-1 n-1 - 1 n
Orv, < (—j ;doncona: v, < lvn < e ce qui donne v, ,, < (—j .
2 2 2\ 2 2

n-1
e Enconclusion, pourtoutn >0, v, < (Ej :

3) a) Montrons que la suite (u, ) est convergente.
La suite (u, ) est croissante et majorée (par 2) ; donc elle est convergente.
b) Déterminons la limite de la suite (u,, ).

l n-1
On a d’aprées la question 2) ¢) que pour toutn >0, v, < (Ej ; Or pour tout n,

1 n-1 . -
v, =2—-u, >0 ;donc pourtoutn >0, 2-u, < (E] c’est-a-dire
n-1 n-1
|un—2|s(%j ; lim (%) =0; donc limu, =2,

ao_a b —
Il) Soit (a,), (b,) les suites définies par: PR vn>0
) Soit (a,), (b,) par:y a+b"vzo{b:ab

n+1 n=n

2
On suppose que pour toutn > 0,0n a0 < b, < a, et que a. —b.,’ g( s i ”J
a-b

2n
(partir de si 0 < x <, alors (y —x)> < y* —x2 Car (y —x)° < (Y —Xx) (Y + x).)

Démontrons par récurrence que pour toutn >0, a, —b, <

c’est-a-dire a—b <

a
e Pourn=0,0naa,—b,=a-b;ora-b< ; donc

20

a-b

a, —b, < 50

e Supposons que pour unn >0, (n fixé),ona a, —b, < a

2n

et montrons que

ou d’une « partie » de

n

a—-b . A B a
8,y by, < ot (La aussi partir de a, —b, <

a-b . .
a,, —b,, < P ne semble pas aisé). On sait que pour tout n > 0, on a

a,—b
2
vérifiant 0 < x <y, alorsona: (y — x)* < y*— x* ; donc comme pour tout n >0 ;
0 <by<anonaalors 0 <by.1<an.1etdonc (a,,—b,,,) <a,’-b,,° ;or

2
0 <b,<a,etque an+12 - bM2 < [ . J . On sait que pour tous nombres X, y
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2 2
a,—b a,—b _
a,. —b,. S( . 5 ”j - d’ou (a,,, —b,,,) S[ : 5 ”j . En prenant les racines

, " , a,—b
carrées, (tous les termes étant strictement positifs) on obtient a,,, —b,,; <— 5 " De

a—b . ,
plus a, —b, <—— (supposition de la récurrence) ; alors on a
2

.—b <l(an —bn)géxzin(a—b) ce qui donne a,, —b, , Y )

a n+1—2

a—b
2n

e En conclusion pour toutn >0, a, —b, <

Exercice 8-5
1) Probabilité conditionnelle ; arbre pondéré.
2) Probabilité conditionnelle ; Propriétés de probabilité.
3) Définition de suite géométrique ; Terme général d’une suite géométrique en fonction de n ; Calcul
algébrique.
Solution
1) On suppose dans cette question que I'on a effectué deux tirages successifs. On désigne par la
lettre B "tirer un jeton blanc" et par V "tirer un jeton vert". Par exemple BV indiquera que I'on
a tiré d'abord un jeton blanc puis un jeton vert, VB un jeton vert puis un jeton blanc.
» Décrivons I'ensemble des résultats possibles, en indiquant la probabilité de chaque résultat.

Représentons les résultats de 1’épreuve sur un arbre pondéré.

3 B

|
<
vl = (92 88 I\
/X*
< w

D’apres I’arbre pondéré les résultats possibles sont : BB ; BV ; VBetVVetona:
9 6 8 2
p(BB) o p(BV) o p(VB) o & p(WV) %
2) On effectue dans tout ce qui suit une succession de n tirages (n >1) et on considére les
événements suivants :
e D, : «Alafindu n-ieme tirage I'urne contient deux jetons verts »,
e U, : «A lafindu n-ieme tirage l'urne contient un seul jeton vert ».

On note d, la probabilité de I'évenement D,, u,, la probabilité de I'événement U,

a) Utilisons la question 1) pour calculer d,, u,,d, et u,.
D’aprés les résultats de la question 1) on a:

3 2 9 (3)
d =pB)=>: u =p(V)==<: d, =p(BB)=—=|2
1p()5u1 |0()5 2|0()25 (5]
6 8 14
et u, = p(BV)+ p(VB) = — + — = =
, = p(BV) + p(VB) TACTRET

b) Exprimons en fonction de n la probabilité d, de D.
Pour avoir Dy il faudrait tirer que des jetons blancs pendant ces n tirages ; alors
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d, = p(D,) = p(BBB"'B){gj

c) Montrons que pour tout n>1ona: u,,, :édn +gun.

L’événement U, est I'union des événements disjoints suivants :
(VBB...B) ; (BVB...B) ; (BBVB....B),..., (BB...BVB), (BBB...BV) ouil ya l seul Vetn
B. On aau total C},; événements disjoints. La probabilité de I’événement (BBB...BV) ou

. . N 2(3)" 2 .
le jeton vert est tiré au n + 1-eme tirage est tlg) = gdn ; la probabilité de tous les autres

éveénements ou le jeton vert n’a pas été tiré au n+1-éme tirage est :

2[4)” 3 2(4)”1 (3)2 2(4}"2 (3)”1 2 4

= =] +=%x=|=| +|=| x=|=| +--+|=| x=x=;donc

5{5) 5 5 5/ 5(5 5 5 5
2(4)" 3 2(4)”"1 (3)2 2[4)”2 (3)“1 2 4 (3]” 2

Uy=—|=| +=x=|=| +|=| x=|=| +-+|=| x=x=+|=| x=
5{5) 5 5 5) 55 5 5 5 (5 "5
4 2[4)”1 3 2(4}“2 (3)2 2(4)”3 (3)“1 2 (3}“ 2

U,=—|=|=| +=x=|=| +|=| x=|=| +-+|=| x=|+|=| x=
5/5\5 5 5(5 5) 55 5 5/ {5) "5

Le terme entre crochets n’est autre que p (Up) c’est-a-dire u,, (car la probabilité de

I’événement (VBB...B) U (BVB...B) U (BBBVB...B) U ... U (BBB...BV) ouil ya I seul

4 2 2 4
Vetn-1B.)donc:p (Up+1) = Uy, =—U, +=d ==d +=u,.
Y done:p (Un+1) = s =gt + 50 =50+ 3

Autre méthode ; le n + 1-eme tirage peut étre réalisé de deux facons différentes :
e Soit au n-éme tirage, aucun jeton vert n’a été tiré : (Dy), et alors il faut tirer un jeton

vert au n + 1-éme tirage, ce qui donne une probabilité égale a gd” :
e Soit 1 jeton vert a été déja tiré au cours des n tirages précédents : (Uy), et alors au
n + 1-eme tirage il faut tirer un jeton blanc, ce qui donne une probabilité égale a gun :

2 4
e Doncona p(Un+l):un+1 :gdn +§un'

3) On considere la suite (v,),., définie par v, =u, + 2@) .

Mont I _8 t t ite géométri ; préci la rai
a) Montrons que l'ona v, = : et que (v,),., est une suite géométrique ; précisons la raison.

2 n+l
Onav,=u, +2 3 =—+§=§ ; d’autres parts :V,,; =U,,; +2 3 :
5/ 5 5 5 5

2, 4 3N 2(3)" 4 3\"| 6(3) 4
Vo,==-0,+=U,+2|=| ==|=| +=|V,=2|=| [+=|=]| ; Voa ==V,
5" 5 5 5\5) 5 5 5(5 5

S . 4 . 8
Donc (v,),., est une suite géométrique de raison c et de premier terme v, = :

b) En déduisons I'expression de v, puis celles de u, en fonction de n.

o . 4 .
(v,) > €St une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, :% ; donc pour tout
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n

g4\ 3
nzl,onavn=g 5 etcomme v, =u, +2 5 ,alors pourtoutn>1,ona:

n-1 n
()
515 5
Exercice 8-6
1) Calcul pratique de dérivées successives de fonction
2) Raisonnement par récurrence
3) Pente d’une tangente horizontale a une courbe de fonction en un point ; Condition pour qu 'un point
appartienne & une courbe de fonction ; Définition de suite géométrique ; Définition de suite

arithmétique ; Limites de ces suites.
Solution

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par : f (x) = (3—2x)e*
1) Calculonsf'(x); f@(x)et f®(x).
f est en effet n fois dérivables sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.
f'(x) =—2e** +2(3-2x)e** =2e**(2-2X) ;
fAX)=f"(x)=4e?*(2-2x)—4e* =4(1-2x)e?* =2%(L—2x)e?~.
fOX) =@ (x)=-8e?* +8(1-2x)e? =8(-2x)e** =23(-2x)e*".
2) Montrons par récurrence que pour tout n, f ™ (x) =2"(3—n—2x)e**
(o0 f™ désigne la dérivée n-iéme de f)
(Voir le corrigé de II) dans la premiére situation de 1’exercice 8-4)
3) Pour tout entier naturel non nul n, la courbe représentative (C,) de la fonction f™ dans un

repere orthonormeé (O,T, i) admet une tangente horizontale en un point My (X, Y, )-
a) Déterminons les coordonnees x, et y, du point M, en fonction de n.
L’abscisse x, du point M vérifie f™'(x,)=f"?(x,)=0 c’est-a-dire:
2—-n
fO(x,)=2""*[3-(n+1)-2x,]e*™ =0 ; pour tout x,, e >0; donc x, ==
y, = f™(x,)=2"(3-n-2x)e” . En remplacant x, par sa valeur en fonction de n, on

_ . ) 2—-n _
a:y,=2"e"": lepoint M, adonc pour coordonnees : X, :Tet y, =2"e" ",

2x

b) Montrons que pour tout n >0, M, appartient a la courbe (C) d'équation y = jx_l :

Il s’agit de trouver une relation entre les cordonnées de M, indépendamment de n.

2X,

X,—-1

2-n - -
De X, ==, -.ona n=2-2x, etalors y, =272 * =4 ¥ =

2x
Ce qui traduit que le point M, appartient a la courbe (C) d'équation y =

4X—1 '
c) Vérifions que la suite ( X,) est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le
premier terme.

2—n 1 1 1 1
Pourtoutn, X, =——=1--n; X, =X, =1--(n+1) -1+ >n=-=; %, =1; donc
2 2 2 2 2

. L . 1 .
(x,) estune suite arithmétique de raison —— et de premier terme x, =1.
2

d) Etudions la limite de la suite (X, ).
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lim x, = lim (1—%nj:—oo.

n—+oo n—+o

e) Veérifions que la suite (y,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le

: _ _ 2"
premier terme. Pour toutn, y, =2"e* " =e’2"e ™" =¢? (Ej : donc

n+l n

. L. . 2

Vol = e? (3 = g{ez (%) } = S y, ;d’ou (Y, ) est une suite ggométrique de raison E
e

et de premier terme y, = €.
f) Etudions la limite de la suite (y, ).

: 2 2 : _
Laraison q = . et 0< o <1 ; donc lasuite (y, ) a pour limite 0.

Exercice 8-7
1) Raisonnement par récurrence.
2) Reégles de calcul algébrique dans R
3) Propriétés de suite monotone et majorée ou minorée
4) Régles de calcul algébrigque dans R ; Comparaison dans R ; Ordre et opérations dans R (ou
raisonnement par récurrence) ; Limites par comparaison.

Solution
Soit (U,,)._, la suite définie par : U; = g etpourtoutn>1,U, , = —(Un +—j.

1) Montrons que pour toutn>1, U >0.
Utilisons ’outil de « raisonnement par récurrence »

J Pournzl,onaUlzg; %>0; donc U, > 0.

e Supposons que pour unn =1, (nfixé) U >0 et montronsque U, >0.

n+l
2 i 1 2
U, >Oa|orsU—>0 et par conséquent > U, +U— >0;,U,,>0

n n

e Onconclut alors que pour toutn>1, U, >0.

1(u, -2 )
2) a) Montrons que pourtoutn>1, U, —+/2 = Enu—.
2 2
-2 2+2 -2
P (TR I (UG IR ST AL O
2 U, 2 U, 2 U,

b) En déduisons que pour tout n > 1, U, >42.
2
On sait que pour toutn>1, U, >0 ; (Un —\/5) >0 ;donc U, , ~J2>0 pour tout

n > 1; autrement dit pour toutn > 1, U, >42.
3) Montrons que la suite (Uy,) est convergente (on ne demande pas de calculer ici la limite).
Etudions la monotonie de la suite (Uy).

U U Mo a2y _ifus-2u7+2) 1(2-u, )2 +u,).
n+1 Y U, T U =5 U ;

U, >+/2>0; donc \/§+Un >0 et \/E—Un <0.
D’oupourtoutn >1, U, ,—-U, <O0;alors lasuite (U,) est décroissante.

n n

(U,) estune suite décroissante et minorée (U, > \/5) donc elle est convergente.
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1

1
U, 2

2
_J? ) ‘
On a d’aprés la question 2) a) U, —+/2 = %(U”T\/_l En développant le 2°™ terme,

4) a) Montrons que pour toutn > 1, U, 2= %(Un _\/E)+

5L U,2-20,v2+2) UZ2-UV2-U,2+2

onobtient: U, —v2= > = :

U, 2U,
U-Un2-Un2+2 1 1 V2
UM—\/_: L ”\/_ ”\/_ :—(Un—\/z)+ ——£ ; donc pour tout
2U, 2 u, 2
1 1 1
nZlnum— _\/—:_Un_\/E t———.
l 2( )[Un ﬁJ
b) Montrons que pour toutn =1, U, —~/2 < %(Un ~2 )
1 1 1
D’aprés la question 4) a) pour toutn >1, U, V2= E(U” —2 )+ (U—H—E] ; or
1 1) +J2-uU
U,-vJ2)>0et|—-—|="""21<0; (U, >v2>0); donc pour tout
( ) (Un \/Ej Un\/a ( ) p

n>1, unﬂ—\/is%(un —V2)

c) En déduisons que pour toutn >1, U, —J2< Zi” ; puis déterminons la limite de (U,).
Utilisons 1’outil de « Ordre et opérations dans R ».
D’apres la question 4) b), pour toutn>1, U, , 2 < %(Un -2 )
En faisant varier nde 1 a n—1, on obtient :

u, —\/Es%(ul—\/?)

1 Toutes ces (n — 1) inégalités sont entre réels
U, - J2< —(U2 ~J2 ) positifs ; donc en multipliant membre a membre
_ 2 ces inégalités et en simplifiant, on obtient :

u, —\/Es%(unl—\/i)

Un_ﬁg[%jn_l@l_ﬁ);Ul—fzg—J_:B_;\/ES% (car 3—24/2<1) ;

n-1 n
DoncUn—ﬁs(%) x%;pourtoutnzl,un—\/ﬁsej :

Ona lim (E] —0; donc limU, =+/2.

N—+o0 n—+o

Exercice 8-8
1) Plan d’étude d’une fonction numérique ; construction d’une courbe de fonction
2) Plan d’étude d’une fonction numérique ; Théoréme des valeurs intermédiaires.
3) Représentation des termes d 'une suite (u,) définie de la forme u,.+; = f (u,). ; Raisonnement par
récurrence ; Condition de convergence d’une suite monotone ; Propriété des limites.
Solution
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1) fest la fonction numérique définie par f(x) =1+In(x+1)
a) Etudions le sens de variations de f et dressons son tableau de variations.
(Voir solution de I’exercice 7-16 ; 1))

b) Construisons la courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (O,i,i) .

!1|]| “1%“.!— 3 4 x

2) On considere la fonction h définie par h(x) =—x+1+In(x+1).
a) Etudions le sens de variations de h et dressons son tableau de variations.
e hest définie pour tout x > -1 ; donc Dp,=]-1, + oo [.
« lim h(x)= Iirr}+[—x+1+ In(x+1)]=—o0;

-1+—+
X X

lim h(x)= lim [-x+1+In(x+1)]= lim x{ 1 M}=_

X—>+0 X—>+©

(Car i [m (x+1)} i {ln(x+1)xx+1}0]
X—>+00 X X—>+00 X+1 X

e hestdérivable sur] -1, + oo [ en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
1 —X
x>-1;h(xX)=-1+—=—-—.
X+1 x+1
e Pourtoutx>-1,x+1>0;donc h'(x)>0sur] -1, 0] et alors h est croissante sur

]1-1,0]; h'(x) <0 sur [0, + oo [ et alors h est décroissante sur [0, + oo [.
e Tableau de variations de h.

X -1 0 + 00
h' (%) + 0 -
0 |, T T,

b) En deéduisons que I'équation f (x) = x admet deux solutions uniques dont I’une est négative
et ’autre ¢ appartient a l'intervalle [0, + oo [.
L’équation f (X) = x équivaut a f (x) —x =0, c’est-a-dire h (x) = 0.
D’aprés le tableau de variations de h, h est continue (car dérivable) et strictement
croissante sur intervalle ] 1, 0] et h(]-1, 0])=]—o0, 1] contenant 0 ; donc d’aprés le
théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a h sur I’intervalle ] —1, 0], I’équation
h (x) = 0 admet une solution unique £ dans I’intervalle ] -1, 0] et # < 0.
De méme h est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur I’intervalle
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[0, +oo [ et h(]0, +o0[)=]-c0, 1] contenant 0 ; donc d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué a h sur I’intervalle [0, + oo [, ’équation h (x) = 0 admet une
solution unique o dans I’intervalle [0, + oo [ et & > 0.
Et comme h (x) = 0 équivaut a f (X) = x, alors 1’équation f (X) = x admet deux solutions
uniques dont I’une /5 est négative et I’autre « appartient a l'intervalle [0, + oo [.
3) On considére la suite (u,) définie par : u, =1 et pour tout entier naturel u.,, =1+In(u, +1)

a) Placons les termes u,; u,; u, et u, sur la figure.
(Voir la figure ci-dessus ; les termes u,; u,; U, et u, sont sur I’axe des abscisses.)

b) Faisons une conjecture sur les propriétés éventuelles de la suite (u,) . (monotonie ;

encadrement ; convergence).
En observant la figure, la suite (u,) semble étre croissante, elle semble &tre minorée par 1

et majorée ; elle semble également étre convergente.

c) Montrons par récurrence que la suite (u,) est croissante.

Il s’agit de montrer que pour toutn >0, u,,, —u, =20 ou u,,, >u,.

e Pourn=0,0onau —-u,=@0+In2)-1=In2; In2>0; donc u, —u, =0.

e Supposons que pour unn >0, (nfixé)ona u,, —u, >0 et montrons que

U,,—U,., =0.

u,, —u, >0 equivauta u,,, > u, ;doncsi u,, >u,en ajoutant 1 a chaque membre,
onau,,+1>u,+1 > 0; lafonction In étant (strictement) croissante on a

In(u,,, +1)>In(u, +1) et en ajoutant encore 1 & chaque membre on obtient
1+In(u,,, +1)>1+In(u, +1) c’est-a-dire u,,, >u,,; ou u,,—U,, >0.

e En conclusion, pour toutn >0, u,,, —u, =0 ; lasuite (u,) est alors croissante.

d) Montrons par récurrence que pour toutn >0, 1<u, <3.

e Pourn=0,u,=1;0r1<1<3;doncl<u, <3.

e Supposons que pourunn =0, (nfix¢) ona 1<u, <3 et montrons que 1<u,, <3
Pour tout entier naturel, u.,, =1+In(u, +1) = f(u,) ou fest la fonction étudiée a la
question 1) ; f est strictement croissante sur [0, + oo [ ; doncsi 1<u, <3,0na

fQO<f,)<TE) ;f(1)=1+In2et1<1+In2;f(3)=1+Ind=1+21In2= 2, 4.
Donc 1 <f(1)etf(3)<3;donc 1< f(u,)<3 c’est-a-dire 1<u,,, <3.
e On peut alors conclure que pour toutn >0, 1<u, <3.
e) En déduisons la convergence de la suite (u,).
D’apres les résultats des questions 3) ¢) d), la suite (u,) est croissante et majorée (par 3)

donc elle est convergente.

f) Montronsquel = «.
L’équation f (X) = x admet deux racines uniques dont I’une & est positive et I’autre
négative. On a pour toutn > 0, 1<u, <3 c’est dire que la suite (u,) est positive et

comme elle est convergente, sa limite | est positive et est solution de I'équation
f(x)=x;alorsl = «.

Exercice 8-9
1) Calcul algébrique dans C
2) Calcul algébrique dans C ; Terme général d’une suite géométrique en fonction de n.
3) Egalité de deux nombres complexes ; Convergence d 'une suite.
4) Interprétation géométrique des nombres complexes ; Module et argument d’un nombre complexe ;

Chapitre 8 : Suites numériques Page 238



Condition d’alignement de trois points dans le plan d’affixes données ; Transformations et
nombres complexes ; Propriété de translation.
Solution
On définit les nombres complexes Z, de la maniére suivante :

Zo =1 et pour tout naturel n, Z,+1 = %Zn+ %i .

1) Calculons Z; et Z,.
z, =102 7, =11 2042, 8
3 3 3373 3 9 9
2) Pour tout naturel n, on pose Uy = Z,
a) Calculons Ug ; Uy et U,.

. . .1 1. .1 1.
U, =2Z,-1=1-1; U, =2, -I=——=1; U,=2Z,—-1=——=1.
0 0 1 1 3 3 2 2 9 9

b) Exprimons U,.1 en fonction de U,,.
.1 2. .1 1
U,=2Z,-1==Z,+=1—-1==(Z,-1)==-U_; U, ==-U_.
n+l n+1 3 n 3 3( n ) 3 n 1

¢) Montrons que pour toutn, U, =(1- |)(%).

1 . P . 1
Pour toutn >0, U, , = §Un ; donc la suite (Uy) est une suite geomeétrique de raison 3 et de

premier terme U, =1—i ; donc pour toutn >0, U, =U ( j _(1—|)( j

3) On pose Z, = X, + 1 Y.
a) Exprimons X, et Y, en fonction de n.

(1Y : (1Y
Pourtoutn>0,U,=Z ., = (1—|)[§) ; donc Z, =Un+l=(1—l)(§j +
Zn:(l—i)(ij +i:(£} + 1—(% i=X,+Y,i ;onendéduit que :
3 3 3
X, =(1j ety, =1—(1j .
3 3

b) Etudions la convergence des 2 suites (X) et (Yy).

lim X, = lim (EJ =0; (car O<1<1j et limY, = lim 1—(% =1.
n—+o n—>+o| 3 3 n—+o n—>+o 3

Donc la suite (X,) est convergente et converge vers 0 et la suite (Y,) est convergente et
converge vers 1.
c) On admet le résultat suivant : « Si Z, = X, + Yy, i.et si les suites (X;) et (Yy) sont

N—+o0 N—+o n—-+oo

convergentes, alors la suite (Z,) est convergente etona lim Z_ = lim X, +i[ lim Yn) »

Donnons alors la limite de la suite (Z,) s’il y a lieu.
Les deux suites (Xy) et (Yn) sont convergentes et convergent respectivement vers 0 et 1,

doncona lim Z, = lim Xn+i(lim Yn)=

n—+oo nN—+o0 nN—-+o0

4) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O,él,éz) (unité 3 cm).
On désigne par A, le point d'affixe Uy, par B, le point d'affixe Z, et par B le point d’affixe i.
a) Plagons les points A,, A, A, et B,, B,, B, dans le repere.
D’aprés les résultats des questions précédentes, on a :
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AlL-D; Al[%,—%j et A{é,—%j; B,(1,0); Bl(s 3

-1/3]

b) Calculons le module d, de U, et un argument 6, de U,,.

Pour toutn > 0,
2 (1" T
= et g, =argU,)=arg|1-1)| = | |=——(2
S o 6, =ag(U,)=arg( )@ , (27)

(1Y
1-1)| =
a-i3) |-
c) Montrons que les points A, A, A,,---, A, sont alignés.

e Pourtoutn>0, 8, =arg (Un):—%(Zﬂ') ;6. est constant, or

d, =|U, |=

0, = (5; (ﬂ)=—%(27z) ; donc ona (e_; O—A:) = —%(27:) quelque soit n > 0 ; ce qui

prouve que tous les points A,, A, A,,---, A, sont sur la droit (OAq) avec

Ao(L, ~1).
e On pourrait aussi utiliser 1’outil des nombres complexes en interprétant

géométriquement I’argument du nombre complexe UM—UH = quelque soit
nt2 ~ “n

Un+2 _Un
An+1 et Anso sont alignés quelque soit n > 0. Donc tous les points A;, A, A,, -, A,

sont alignés.
d) Montrons que pour tout n, B, est I'image de A, par une transformation du plan dont on

précisera la nature et les éléments caractéristiques.

Pour toutn >0,U,= Z_ . ;donc pourtoutn>0, Z, =U_ +i, ce qui traduit que le point
B, est I'image du point A, par la translation de vecteur d’affixe i.

e) Montrons que les points By, B, B,, -+, B, sont alignés.

Pour tout n > 0, B, est I'image de A, par la translation de vecteur d’affixe i; or tous les
points A,, A, A,,---, A, sont sur la droit (OAy) ; donc tous les points By, B,, B,, -, B,
appartiennent a I’image de la droite (OAo) par la translation de vecteur d’affixe i et comme
I’image d’une droite par une translation est une droite, alors les points By, B,, B,,---, B,

u.-U [
n=>0: arg(MJ = (An A, AnAM): 0(27) ; ce qui traduit que les points A,,

sont tous situés sur une méme droite ; donc tous les points B,, B, B,, -+, B, sont alignes.
f) Donnons les positions limites des points (B,) et (An) lorsque n devient de plus en plus
grand.
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D’apres les résultats de la question 3) ¢), on a lim Z = lim X, +i( lim Yn) =i. Donc

n—>+ow n—>+ow n—>+o0

lorsque n devient de plus en plus grand, B, s’approche du point d’abscisse i; d’ou la
position limite des points (B,) lorsque n devient de plus en plus est le point B d’affixe i.

n—+o

De méme, on a nIlm U, = lim (1—|)(§j =0, donc la position limite des points (An)
lorsque n devient de plus en plus grand est I’origine O du repere.

Exercice 8-10
1) Continuité et dérivabilité d’'une fonction en un point ; Conséquence graphique de la dérivabilité
d’une fonction en un point ; plan d’étude d’une fonction numérique ; Construction de courbe de
fonction ; Principe de localisation.
2) Encadrements dans R ; Inégalité de la moyenne.
3) Raisonnement par récurrence ; Condition de convergence d une suite monotone ; Limites de suites
par comparaison ; Propriétés algébriques de In.
Solution
f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

1‘(x):%—x+eXl si x<1
f(x)=g—x+ln(2x—1) si x>1

(Cy) désigne sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, ])
1) a) Etudions la continuité puis la dérivabilité de f en 1.

. f(1):% ; lim £ (x) = Iim[%—x+e“j:%: f(1) et

x—1"

Iirg f(x)= Iir{l(g—xﬂn (2x—1)j=%= f (1) ; donc f est continue en 1.
1 1 -1
f(x)—— (—“e j— 3 X1 1
e lim— 2 _jim 2 2 im 22X iml &=t |o110
X—1" X -1 x—1" X—-1 X—1" X—-1 x>\ x=1
1 3 1
_- ——Xx+In(2x-1) |-=
: ) 2 . (2 ( )) 2 . 1-x+In(2x-1)
lim = lim = lim
x-»1r  X=1 x—1* X -1 x—1* X-=1
1
f(x)—— _
lim——2 —jim( MCX=D )i (2100 ) o
-1 Xx=1 x—-1* X—=1 X —1* -1

f est dérivable a gauche et a droite de 1, mais f'; () =0=1= f'; (1) ; donc f n’est pas
dérivable en 1.
En donnons une conséquence graphique.
f n’est pas dérivable en 1 mais I’est a gauche et a droite de 1, avec
f', @ =0; f'; (M) =1;donc lacourbe (Cs) de f admet au point d’abscisse 1 deux demi-
tangentes de pentes respectives 0 a gauche et 1 a droite.
b) Etudions le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
o festdéfiniesur R; Di=R.
e lim f(x)= lim (1— x+e“} = 400, (car lim e** = O)

X—> —o0 x—>-wo| 2 X—> —o0
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lim £ = lim [ —x+in@x-1) |= lim x| = —14M@X=D 2x=1)_
X—> +00 x— +o| 2 X—> +0o0 2X 2Xx -1 X

f est dérivable sur ] — oo, 1] et sur ]1, + oo[ (car f est dans chaque cas, la somme d’une
fonction polyndme et de fonctions composees derivables) ;

Sur]—oo, 1[, f'(x)=—1+e*"; f'(x)=0 équivautax =1etsur] —oo, 1[,
f'(x) <0 ; donc f est strictement décroissante sur ] —oo, 1[.
2 3-2X.

Sur]1, + oo[, f'(X)=-1+ = ;
] L0 2x-1 2x-1

f'(x) = 0 équivaut x:g ; F'(X)=0sur

}1, g} donc f est croissante sur }1, g} et £'(x)<0sur [g +00{ , donc f est

L. 3
décroissante sur {E’ +oo{. L 1 3 + oo
2
Tableau de variations de f. f'(x) — 0 + 0 _
+ oo In2
f) | St 7 ‘ S,
2 —Q0

c) Tracons la courbe représentative (Cs ) dans le repére. On précisera son allure au
voisinage du point d'abscisse 1, et on tracera son asymptote oblique.

. . 1 . o . . .
On a effectivement lim f(x) —(E— xj = lim ¢** =0 : ce qui traduit que la droite

X—> —00

1 N 5
d’équation y =—X+ 3 est une asymptote a la courbe (C¢) a —oo.

d) Montrons que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique « appartenanta] 3, 4 [.
D’apreés le tableau de variation de f, fest continue (car dérivable) et strictement

3
décroissante sur ’intervalle [3, 4] ; de plus f(3) = -5 +In5~-1,5+1,6=0,1>Oet

5
f(4) =57 IN7~-25+19=-0,6<0 ;f(3) xf(4) <0, donc d’aprés le principe de

localisation appliqué a la fonction f sur I’intervalle [3, 4], I’équation f (X) = 0 admet une
solution unique o appartenanta] 3, 4 [.
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e) Montrons que o = g+ In(2x -1).
.3
Ona f(a)=0 avec a € |3, 4[ ; c’est-a-dire E—a+|n(2a—1):0 - donc
3
a:§+|n(2a—l).

2) Soit g la fonction numérique définie sur [1, + oof par : g (X) :g +In(2x-1).
a) Calculons g ().
g(a):g+ln(2a—1) or a=g+ln(2a—1) ;donc g(a) =«.

b) Montrons que si x e [3, 4], alors g (x) € [3, 4].
Pour tout X € [3, 4] c’est-a-dire3<x<4,0na5<2x-1<7(2>0);donc
In5<In(2x-1)<In7(car lafonction In est croissante sur [3, 4]) etenfinon a:

g+ln5sg+ln(2x—1)sg+ln7 or g+ln5z3,1et §+In7z3,4 ;

g(x):g+ln(2x—l) ;donc 3<g(x)<4.
Par conséquent si xe [3, 4], alors g (X)  [3, 4].
c) Montrons que si xe [3, 4], alors | g'(x) | < %

g est dérivable sur [1, + oof en tant que composée de fonctions dérivables et pour tout

le;g'(x):2 1doncsixe[3,4]c’est-é1—dire3§xs4,ona532x—1$7
X_

2 2 2 .2 2 . 2
2>0); =< <= :90it ——<0,3<g'(X) <= ;doncsixe [3,4],alors |g'(x)| < =.
(2>0); J< =<t - <03<g'(x)sg < [3,4],alors | ' (x)| < -

En déduisons que pour tout x € [3, 4], alors | g(x) —a | < §| X—al.

Comme pour tout xe [3, 4], | g'(x)| sé ; alors d’apres 1’inégalité de la moyenne appliquée

. x 2 <
a la fonction g’ sur I’intervalle [a, X] € [3,4],0na: “a g'(x) dx‘ < E' X—a |c’est-a-dire
2 2 _
| g(x)—g(a)|£g |x—c| ou |g(x)—a|£g |x—al; (9(a)=a).
3) Soit (Uy) la suite définie par Uy = 3 et pour tout naturel n, Unsr =g (Up).
a) Montrons que pour tout naturel n, 3<U, <4.
e Up=3et3<3<4;donc3<Upy<4
e Supposons que pour un ndonnén >0,3<U, <4 et montrons que 3<U,, <4.

Si3 <U, <4, alors d’apres la question 2) b) 3< g (Un ) <4 ; c’est-a-dire 3<U
e En conclusion pour tout naturel n, 3 <U_  <4.

b) Montrons que la suite (U,) est croissante.
Utilisons le raisonnement par récurrence : pour montrer que pour tout n> 0,
u.,-u,=0

<4

n+l —

e Pourn=0,U,-U, =g+ln5—3=3,1—3=0,120;donc U,-U,=0;

e Supposons que pour un ndonnen >0, U, , —U, >0 et montrons que

U,,-U,,=20;U,,-U, =0¢équivauta U, >U_ ce quidonne
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. . 3 3 .
2U, ., —1>2U, —1; (In étant croissante) ona — +In (2Un+l —1)2 Z+In(2U, -1);soit
n+l n 2 2

u,.,=U doncU,,-U, ., =0.
(On pouvait ici étudier le sens de variation de g sur [3, 4] et I'utiliser)
e Enconclusion pour montrer que pour toutn>0,U_,-U_ >0.
En déduisons la convergence de la suite (Uy).
Comme la suite (Up) est majorée (par 4) (car pour tout naturel n, 3 <U_ <4), et qu’elle est
croissante, alors elle est convergente.

n+2 n+l ?

c) Montrons que pour tout naturel n,|U ,, —a| < §|Un —al.
On sait que pour tout naturel n, 3 <U_ <4 et donc d’apres la question 2) ¢) on a
2 <
lgU,)-«] <o U, —a| cest-a-dire |U ,, — | s§|un —a| ; donc pour tout naturel n,

|Un+l—a|s§|un “al.
d) En déduisons que pour tout naturel n, U, — | < @j .

0 0
e Pourn=0, |U,-a|=|3-a|<4-3; |U,-a|<lor 1:(3 donc |U0—a|s(§j

n+1

2" 2
e Supposons que pourunn,n >0, |U, —a|< [E} et montrons que ‘Un+l —a‘ < (Ej

On a pour tout naturel n,|U ,, —«| s§|un —a| ; donc ‘UM —a‘séx@] ; Cest-a-

n+1
dire ‘UM —a‘ s(éj :
2

n
» Enconclusion, pour toutn, U, —«| s(gj :

Déterminons la limite de la suite (Uy).

Pour tout n, |U —a|s(§j et lim (Ej =0; [car 0<§<1j donc lim U, =c.

n—+ow 5 nN—+o0

e) Déterminons la plus petite valeur p de n pour laquelle U, est une valeur approchée de « a
107" preés.

n
Pour tout n, |Un —a| < @j : U, serait une valeur approchée de o a 10°* prés lorsque

2\ . _ .
[Ej <10™* (comme In est croissante (strictement) sur ]0, + co[) on a:

n(in2-1In5)<—4(In2+In5); ce quidonne n > 10, 22 ; donc la plus petite valeur p de n
pour laquelle U, est une valeur approchée de o a 10™* prés est 11.

Exercice 8-11
Partie A
1) Dérivabilité et monotonie d 'une fonction numérique
2) Définition d’extremum d’une fonction
Partie B
1) Définition de la continuité ; de la dérivabilité d’'une fonction en un point ; Conséquence graphique
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de la dérivabilité d 'une fonction en un point.
2) Plan d’étude d’une fonction numérique ; Principe de localisation (par exemple)
3) Equation de tangente a une courbe de fonction en un point d’abscisse donné ; Construction de
courbe de fonction
Partie C
1) Définition de primitive d’une fonction s ’annulant en un point
2) Comparaison de deux réels ; Propriétés algébriques de ['intégrale
3) Comparaison de réels ; Calcul d’intégrale par primitivation ; Limites de fonction par comparaison ;
tableau de variation d’une fonction ; Construction d’une courbe de fonction.
4) Comparaison de réels ; Propriétés algébrique des intégrales.
5) Inégalités de la moyenne ; Théoréme des gendarmes ; Propriétés algébriques des intégrales.
Solution
Partie A :
Soit la fonction g définie sur I'intervalle ]0, + o[ par: g (X) =x—Inx— 1.
1) Etudions le sens de variations de g.
e g estdéfinie sur]0, +ool.
e limg(x)=Ilim(x—1-Inx)=+oo ;
x—>0* x—0"

lim g(x) = lim (x—=1—Inx)= lim x(1—1—'“—x} —tow
X—>+w0 X—>+ 0 X—>+ 0 X X
e g estdérivable sur O, + oo en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout
1 x-1
x>0, 9'(X)=1-—=—.
X X

e Pourtoutx €]0, 1], 9'(x) < 0; donc g est décroissante sur ]0, 1]. Pour tout

X €[1, + oo, 9'(X) >0 ; donc g est croissante sur [1, + oo].
2) En deéduisons le signe de g (x) ; puis celui de x — In x sur l'intervalle ]O, +oo].

e Lafonction g est décroissante sur ] 0, 1] et croissante sur [1, + oo[ ; donc elle présente un
minimum absolu en 1 de valeur g (1) = 0 ; ce qui se traduit par : pour tout x > 0,
g (xX) =g (1) donc pourtoutx €]0,+ o [,g(x) =0.

e Pourtoutx€]0,+ o [,g(x)=>0équivauta Xx—Inx—-1>0; donc x—Inx=>1 par
conséquent pour toutx € ] 0, + o [ x—Inx>0

Partie B :
On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

F(x) = In x
X —Inx
f(0)=-1
et (Ct) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) ; (unité 2 cm).
1) a) Etudions la continuité de f en 0.

si x>0

f(0)=-1; Iimf(x):Iim[ In x jzlim ! = ! =-1=1(0) ; donc f est
x—0" x=0"\ X —=In X

continue en 0.
b) Etudions la dérivabilité de f en O ; puis en donnons une interprétation géométrique.

. f 1 .. 1 . . ,
e Iim ﬂ = lim (—) =0 ; donc f est dérivable a droitede O et f'; (0)=0
x—0* X x=0"\ X —=In X

e On en deduit que la courbe (Cr) admet au point d’abscisse 0, une demi tangente
horizontale d’équation y = —1.
2) a) Etudions le sens de variations de f et dressons son tableau de variations.

o festdéfiniesur [0, +oof;f(0)=-1
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lim f(x)=|im( Inx j=|im Loso:car tim 2= him -1 — i

X—>+00 x>+ X —|n X X—>+00 L 1 x>+ QX X+ M N
In x X
e festdérivable sur] 0, +oo] en tant que quotient de fonctions dérivables et pour tout
1-Inx
x>0, f'(X) =——.
) (x=Inx)?

e Pourtoutx €]0,e], f'(x)=>0;donc fest croissante sur ]O, €]. Pour tout
X € [e, + oo[, T'(X) <0 ;donc f est décroissante sur [e, + oo.
e Tableau de variations de f.

X 0
f'x) |0 +

e
0
1
f () o1

X —1/e‘1\0

b) Précisons le signe de f (x) sur son ensemble de définition.
D’aprés le tableau de variation de f, fest continue et strictement croissante sur

1 I
[0,e]etf(0)=—-1;f(e)= P >0 ; donc d’aprés le principe de localisation, il existe

une seule solution o € ]0, e[ de I’équation f (x) =0 ; or f (1) =0 ; donc
a = 1. Par conséquent f (x) < O sur [0, 1] et f (x) = O sur [1, €] ; de plus sur
[e, + oo[, on a f (x) > O puisque XILT f (x) =0 et que f est strictement décroissante sur

[e, + oo[. En définitive f (x) < O sur [0, 1] et f (x) = O sur [1, + oo,
3) a) Déterminons une équation de la tangente (T) a (Cs) au point d'abscisse 1.
La tangente au point d’abscisse 1 a pour équationy =X — 1.
b) Construisons la tangente (T) et la courbe (Cs) dans le repere.

Partie C :
On pose pour toutx =0 ; F(x) = LX f (t)dt ; on ne cherchera pas a calculer F (x).

On désigne par (Cg) sa courbe représentative dans le repére.
1) a) Ce que représente F pour la fonction f sur l'intervalle [0, +oo]
Par définition la fonction F représente la primitive de f sur I’intervalle [0, +oo[ qui
s’annule en 1.
b) Précisons le sens de variations de F sur l'intervalle [0, +oo][.
OnaF’ (x) =f (x) or d’apres les résultats a la question 2) b) de la partie B) ;
f(x) <Osur[0,1]etf(x) =0sur[l,+ oof;donc:
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F est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1, + oo.
2) a) En utilisant la fonction g, montrons que, pour tout t appartenant a l'intervalle ] 0, 1],

ona: -1 f(t)<t-1.
t .

e Pourtoutte]0,1],ona f(t)+1= Tt ; or d’apres les résultats de la question 2)
de la partie A, t—Int > 0 pour toutt > 0 ; donc f (t) + 1 > 0, c’est-a-diref (t) > —1.

t(-t+1+Int) t[-g(t)]
t—Int t—Int
g (t) = 0 (question partie A, 2)) et, t—Int > 0 pour tout t > 0 ; donc pour tout
te]0,1], f(t)-t+1<0 c’est-a-dire f(t)<t-1.

e Par conséquent pour toutt€]0, 1], —1< f(t) <t-1.

b) Vérifions que cette double inégalité est encore vraie pour t = 0.
Onaf(0)=—-let—-1<-1<-1;donc-1<f(0)<0-1.

e Deméme pourtoutte]0,1],ona f(t)-t+1= ; or

c) En déduisons que % < F(0) <1 ; puis donnons une valeur approchée de F (0).

e Onapourtoutte]0,1], -1< f(t) <t—1;en intégrant ces inégalités entre O et 1, on
1

obtient : —1]01 dt < Iol f(t) dt < Iol (t—1)dt, ou encore —1t]; <-F(0) < Etz —t}

0

. 1 1
C’est-a-dire —1<—-F(0) < -5 DoncE <F(0) <1.

l+1 3
e Une valeur approchée de F (0) est: F(0) = 27 =3 =0, 75.

3) a) Montrons que pour toutt>1,o0na: I:—t < f(t).

2
Pourtoutt>1,t—Int>0; In—t—f()_ﬂso;doncpourtouttZl,
t(t—Int)
Int Int
%—f(t)<0cestad|reT<f(t)

b) CalculonsflX In—tdt ; en déduisons lim F(x).

X—>+00

X

jxln—tdt_j ZxIn tdt_[ (Int)z} :%Inzx.

1

In
e Onapourtoutt>1, Tt<f(t) donc pour tout x > 1, onaj dt<j f(t)dt :

. . . 1
c’est-a-dire E(In x)* < F(x) . On aensuite lim {E (In x )2} = +00 ; donc par

X—>+00

comparaison, lim F(x)=+o0. X 0 + oo
X—>+00
c) Dressons le tableau de variations
+ oo

deF F (¥) ;\ /'

d) Proposons une construction de la courbe (Cg ) dans le repére.

(\Voir la courbe (Cg) en pointillés sur la figure en 3) b))
4) Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (C; ), I'axe des abscisses et les droites

d'équations x =1 et x = 4.

1
F() -1 - 0 +
0
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a) Montrons que pour toutt > 1,0na I:—t < f@t) <t-1

e D’apres la question 3) a) de la partie C on a pour toutt > 1, I:—t < f(t);
t(-t+1+Int) t[-g(t)]

t—Int t—Int
g (t) = 0 pour tout t > 0 (question partie A, 2)), ett—Int > 0 pour toutt > 0 ; donc
pourtoutt >0, f(t)—t+1<0 c’est-a-dire f(t)<t-1.

e D’autres parts pour toutt > 1, f(t)-t+1= or

. In
e Enconclusion pour toutt>1, 0na Tt <f@)<t-1.

b) En déduisons un encadrement de I'aire A (en cm?) du domaine (D).
L’aire A (en cm?) du domaine (D) est A =4 J'j f (t) dt et comme pour tout

Int 4Int 4 4
t21, == < f()<t-1, onaalors 4LTdt£4L f(t)olts4j1 (t—1)dt ;

4

a1t gy =4L4%><Int dt :4{%(Int)z} =2In*4=8(In2)’

1t 1

4f" (t-1)at —4Ft2 —tT —4(4+1j—18
1 2 - 2)

1
En conclusion un encadrement de I’aire A en cm? du domaine (D) est :
8(In2)* < A<18

5) On définit la suite (Uy,) par : U, ='|'n+l f (t)dt pour tout naturel n> 1.

a) Montrons que pour toutn > 3,f(n+1) < U, <f(n).
La fonction f est d’apres les résultats de la question partie B 2) a) strictement
décroissante sur I’intervalle [e, +oo[, donc sur [n, n 4+ 1] (n = 3), f est strictement
décroissante ; par conséquent quelque soitt € [n, n + 1], f (t) € [f (n + 1), f(n)] c’est-a-
dire f(n+1) < f(t) < f(n) ; en appliquant I’inégalité de la moyenne a f sur I’intervalle

[n,n+1],0na f(n+1)s.|‘n+lf(t)dt£ f(n) ; (n+1-n=1)donc pourtoutn >3,

f(n+) <U, < f(n).
b) En déduisons la convergence de la suite (Uy).
On apour toutn =3, f(n+1) <U_ < f(n) ; d’apres les résultats de la partie B) 2) a) on

a lim f(n+1)= lim f(n)=0; donc d’apreés le théoréme des gendarmes,

n—>-+o0

limU_ =0 lasuite (Uy) est alors convergente et converge vers 0.

n—+oo

c) Onpose S, =U; + Uy + ... + U, _1; exprimons S, en fonction de F; puis calculons lim S,

X—>+©

o Par définition Sy = Uy + Uy + .. + Uy 1= [ (@) dt+ [ f)dt+-+ [ f(t)dtdonc

S, =j1” f (t)dt = F(n)

e D’apres Partie C) 3)b)ona lim F(x)=+o ;donc lim S, = lim F(n)=+oo.

N—+o0
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CHAPITRE 9
COURBES PARAMETREES DU PLAN

3éme

L’idée de courbe est connue depuis bien longtemps des mathématiciens du 1 siecle.
Plusieurs courbes furent découvertes et construites :
» Les courbes cycloidales :( la cycloide ; I'épicycloide ; I'hypocycloide ; la cardioide ; la
néphroide ; l'astroide ):
En 1599, Galilée aurait été le premier a étudier une courbe particuliére qu’il nomma
cycloide. Mais, sa construction aurait été mentionnée par Charles de Bovelles.

> Les courbes isochrones :
> Les courbes spirales : les courbes sinusoidales ; La strophoide ... ;

Plusieurs de ces courbes ont fait 1’objet de nombreuses €tudes en Physiques, notamment en
cinématique, aprés I’introduction des coordonnées polaires.
Les mathématiciens s’en sont servis pour les besoins de la construction de ces courbes.

En 1684 Leibniz « dans un manuscrit de 1684 », pour indiquer toute quantité qui varierait
d'un point a un autre d'une courbe: par exemple la longueur de la tangente, etc... a employé le
mot « fonction » C'est encore Leibniz qui introduisit les termes «constante», « variable» et
enfin «parameétre», ce dernier ayant été employé dans le développement d'une famille de
courbes.

Des scientifiques plus récemment ont créé des courbes qui portent encore leur nom :

> Les courbes de Lissajous; créées par Jules Antoine Lissajous, physicien francais

(1822-1880).
» Les courbes de Bézier ; créées par Pierre Bézier vers 1962....

Les courbes paramétrées véritables fusion entre les fonctions vectorielles : fonction f définie

de R dans R?, par f (t) = (x (1), y (1)) et les courbes planes ont été recemment introduites dans
’enseignement au 18°™ siécle. Elles sont beaucoup utilisées en cinématique, en optique, en
médecine....

CE QU'IL FAUT RETENIR

A) DEFINITIONS

I) Courbes paramétrées du plan.

1) Définition

(Outil pour déterminer les coordonnées d’un point mobile par exemple)
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, 1, J ) ; I un intervalle de R.
X=x(t) (
y=y(@’
est appelé courbe paramétrée de parametre t ; le point M est noté M (t) et ses coordonnées sont
notées X (t) ety (t) : M @)(x(t), y(t)).

2) Exemples.
1) L'ensemble (D) des points M (x, y) du plan tels que : {

L'ensemble (T') des points M (X, y) du plan tels que : { €l

Xx=2t+1
teR
y=—-t+3

est la droite de vecteur directeur u (2, —1) et passant par le point A (1, 3). La relation
{ X=2t+1

(13 ; t € R est appelée représentation paramétrique de la droite (D).
y=-1+
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X = cost
. ;teR
y =sint

est le cercle de centre O (0, 0) et de rayon 1. (Carona x* + y* =1)

2) L'ensemble (C) des points M (x, y) du plan tels que : {

1) Vecteur dérivé.

Soit (T) : {;(z);((?) ot

1) Définition.
(Outil pour déterminer les coordonnées du vecteur dérivé ou d’un vecteur directeur
d’une tangente a la courbe en un point donné)
Si les fonctions x> x(t) et y > y(t) sont dérivables sur I, alors pour tout t, € I,
di—tM(to)(x'(to), y'(t,)) est un vecteur appelé vecteur dérivé au point M (to)(x(to), y(to)). Il est

€ | ; une courbe paramétrée.

un vecteur directeur de la tangente a (I') au point M (to)(x(to), y(to)).

2) Tangente & la courbe (T) au point M (t,)(x(t,), y(t,)).
(Outil pour déterminer une équation de tangente a la courbe en un point donné)
OI(;—t'vl(to)(x'(to), y'(t,)) est le vecteur dérivé au point M (t,) ; (A) est la tangente a (T') au

point M(t,).

doM . . Tangente (A) a la courbe (T') au point
o WK (6) Y ) M (t,)(X(to), Y (t,))
Si x'(t,) =0 et y'(t,) =0 alors (A) apour pente : ig‘); ; (A) est oblique
0

(A) apour équation : x = x(t,)

Py = ' alors
Si x'(t)) =0et y'(t,) #0 (A) est verticale

. (A) apour équation : y = y(t,)
' "(t,)= alors
Si x(t)=0 et y'(t;)=0 (A) est horizontale
Si x'(t,) =0et y'(t,) =0 alors (A) est souvent précisée dans I'énoncé

1)  Etude des fonctions x et y.

L’étude des deux fonctions X et y se fait conjointement comme des fonctions numériques a
une variable.

Un tableau de variations conjoint est alors dressé comportant en premiére ligne, les valeurs

particuliéres de t (bornes (finies) de I’ensemble d’étude des deux fonctions, valeurs de t qui
annulent x’ (t), celles qui annulent y’ (t) ...).

Il est souvent conseillé d’avoir les lignes X (t) et y (t) cote a cte pour avoir une meilleure
idée de I’allure de la courbe (T).

X (t) = -2t +t

®) ) ;te |0, 1].
y(t) =—4t° +4t
Etudier les fonctions coordonnées x et y et dresser un tableau de variations conjoint.

Solution : Les fonctions x et y sont dérivables sur [0, 1] en tant que fonctions polyndmes et
pour toutt € [0, 1], ona:

Exemple : On considére la courbe paramétrée (I') définie par {

X'(t)=—4t+1let y'(t) =-8t+4. x'(t) =0équivauta t :% et x est croissante sur
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{0, ﬂ et décroissante sur E 1} ; y'(t) =0 équivaut a t:% et y est croissante sur

{0, ﬂ et décroissante sur E 1]

Tableau de variations conjoint des fonctions x et y.

t 0 i l 1
4 2
Xt |1 + 0 - -1 - -3
y'(t) |4 + 2 n 0 - —4
1
X (t) s T
0/////////* | T
/ "
Y () 3 ‘\
0o— 4 0

B) INTERPRETATION CINEMATIQUE

I) Trajectoire d'un point mobile
(Outil pour déterminer une équation de la trajectoire d 'un point mobile dans un repere)
Dans le plan rapporté a un repere orthonormal (O, i, j ), le point M (t)(x(t), y(t)) désigne un
point mobile avec t appartenant a un intervalle de temps |.
X = X(t)

y=y()
Son équation cartésienne de la forme y = ¢ (X) s’obtient en « se débrouillant » pour trouver

une relation entre x et y. Dans certains cas, on tire généralement t dans 1’expression de x (t) en
fonction de x et on le remplace dans y (t).

Exemple : Un point M (t)(x(t), y(t) ) est considéré comme un point mobile sur une courbe
x(t)=e'-1
I') définie par ;1>0.
(1) Par Yy = f 1
e -1
Déterminer une équation cartésienne de trajectoire (I') du mobile.
Solution : Ona x=¢e'—1; donct=1In (x + 1) (t étant strictement positif, x > 0) et alors

y = In(x+1) +1 ; une équation cartésienne de (T') est y = In(x+1) +1 ;avec x > 0.
X X

La courbe (T") définie par : { ; t € 1, est appelée la trajectoire du point mobile M (t).

I) Vecteur vitesse du mobile ; Vecteur accélération
(Outil pour déterminer les coordonnées du vecteur vitesse et accélération d 'un mobile)

oM
dt
J—

Le vecteur T(to)(x"(to), y"(to)) est appelé vecteur accélération du mobile a I’instant t, .

, . . d
Le vecteur dérive

(t,)(X'(t,), Y'(t,)) est appelé vecteur vitesse du mobile a I’instant t, .

C) CONSTRUCTION D'UNE COURBE PARAMETREE DU PLAN.
(Outil pour construire une courbe paramétrée dans un repere)

: X =x(t)
Soit (") : {y= v () )t

€ | ; une courbe paramétrée ; x — x(t) et y > y(t) designent les
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fonctions coordonnées.

Elements de symétries de (T").

Propriétés des Relations entre les Conséquence Intervalle d*études
fonctions x et y. points graphique des fonctions x ; y
(T") est complete sur
X(t+p) =x(t) M (t+p) = M (1 o p sur .({_B, E}
y(t+p)=y() '“[‘E’ E} 22
—t) = est compléte sur
X ( t)_X(t) M (=1) =M (t) (F)Im[o +SO[ sur 1[0, +oo
y(=t)=y() ’

I'axe (Ox) est axe de

y(=t) =—y(t) M0 = Soy(MO) symétrie de (I") sur 100, +oo[

X(—t) =—x(t) M (1) = S(oy)(l\/l ©) I'axe (Oy) est axe de

y(=t) = y() symétrie de (") sur 100, +oo

Si{
Si{
Si { x(=t) = x(1)
Si{

sur 1N[0, +oof

| X(=t) ==x(t) _ le point O est centre de
'{ y(=t) = —y(t) M= S, (M) symétrie de (T")

Enfin pour tracer une courbe paramétrée, dans un repere complet :

v’ placer ses points particuliers,

v' tracer les tangentes (verticales, horizontales ou obliques) en chacun de ses points,

v puis commencer a partir d’un point du plan (généralement le premier point mis en
évidence dans le tableau de variation conjoint), a tracer la courbe en suivant son allure
sur le tableau de variations.

La figure ci-dessous pourrait vous aider. Pour joindre un autre point a partir d’un point, faite
attention a la position de la tangente a la courbe en ces points.

Par exemple a partir du point A(3, 2), on a dans chaque région que les droites d’équations

x = 3 ety = 2 ont délimitées, les situations suivantes : des positions possibles de la courbe.

L]
y
a4
Dians cette région, Dans cefte reglon,
x décroit et y croit X croit et y croit
LY -
3 te, P
y=2
-
11 s , o
Dans cette région, ° D:ms.cette reglon,
x décroit et y décroit x croit et y décroit
L Il '
-2 -1 0 1 2 4 5 B x
1 x=3
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 9-1
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, I j). (Unité 2 cm)
2
X =t+o
On considere la courbe (C) définie paramétriquement par : % ; tel[-4,4].
y(t)=t- Py

1) Etudier conjointement les variations sur [-4, 4] des fonctions x et y.
2) Préciser les points de (C) ou la tangente est paralléle & I'un des axes de coordonnées.
3) a) Préciser les points d'intersection de (C) avec chacun des axes (Ox) et (Oy).
b) Donner un vecteur directeur des tangentes aux points obtenus s'il y a lieu.
4) Placer les différents points obtenus en 2) et en 3), tracer les tangentes en ces points,
puis tracer la courbe (C) dans le repere.

Exercice 9-2

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, i, ])

1-t°
X(t) ="
On considere la courbe paramétrée (C) définie par : ® 1+t> ;te[-2,2].
y(t) =t° -3t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) Comparer les positions des points M (—t) et M (t). Que peut-on en déduire pour la
courbe (C) ?

2) Soit (C') la partie de la courbe (C) correspondantat > 0.
a) Etudier le sens de variations de chacune des fonctions x et y ; et dresser un tableau

de variations conjoint pour x et y pour tout t > 0.

b) Déterminer les équations de tangentes a (C") aux points M (0) et M (1).

3) Tracer la courbe (C") ; puis en justifiant, tracer la courbe (C) dans le repére.

Exercice 9-3

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, i, ])
X(t) =sin3t_

On considere la courbe paramétrée (I") définie par : ;
y(t) =cos t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparer les positions des points M (t + 27 ) et M (t) ; des points M (—t) et M (t)
et celles des points M (7 —t) et M (t).

b) En déduire que les fonctions x et y peuvent étre étudiées sur I'intervalle[ 0, %} :

2) a) Etudier les variations des fonctions x et y sur I'intervalle[ 0, % } :

b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.

3) a) Préciser les équations des tangentes a la courbe (I") aux points M (0), M (%j :

(53
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b) Tracer ces tangentes ainsi que la partie (T,) de la courbe (T") correspondant a

te {0, %} ; puis construire en justifiant la courbe (I") dans le repére.

Exercice 9-4

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ])
X(t) =sin’t

On considere la courbe paramétrée (I") définie par : ) ;
y (t) =sin 2t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparer les positions des points M (t + 2 ) et M (t) ; des points M (—t) et M (t)
et celles des points M (7 —t) et M (t).

b) En déduire que les fonctions x et y peuvent étre étudiées sur I'intervalle[ 0, % } :

2) a) Etudier les variations des fonctions x et y sur I'intervalle[ 0, % } :
b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.

3) a) Préciser les équations des tangentes a la courbe (I") aux points M (0), M (%) et

M (5)
2
b) Tracer ces tangentes ainsi que la partie (T,) de la courbe (T") correspondant a

te {0, %} ; puis construire en justifiant la courbe (I") dans le repére.

Exercice 9-5

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ])
x(t) =

y(t)=

(3cost—cos3t)
, teR.

On considere la courbe paramétrée (I") définie par :
(3sint—sin3t)

N RN

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) Onnote (I',) la partie de la courbe (T") correspondant at € {O, %} :

a) Comparer les positions des points M (t + 277 ) et M (t) ; des points M (—t) et M (t)
et celles des points M (7 —t) et M (t).
b) Expliquer comment obtenir la courbe (T") a partir de (1) ?

2) a) Etudier les variations des fonctions x et y sur l'intervalle [0, %} .
b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.

3) Onsuppose quet € }O, %} ; soit (T) la tangente a (I}) au point M (t).

a) Montrer que le vecteur U=cos2t i +sin 2t] est un vecteur directeur de (T).

On rappelle que : cos p—cos q = —2 sin( p;qjxsin( p;qj et que
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sinp—sing=2 sin( p_qjxcos(wj .
2 2
b) On admet que le résultat démontré au 3) a) est encore valable pour t = 0. Que peut-
on dire de la tangente (T) a (I;) au point M (0) correspondantat =0 ?
4) Tracer la courbe (I7) puis la courbe (T") dans le repére.
Exercice 9-6
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, i j) (unité 2 cm)
o s e x(t) =3—2cos’t
On considere la courbe parametrée (I") définie par : ®) i
y(t) =sin3t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparer les positions des points M (t + 277) et M (t) ; des points M (—t) et M (t) et
celles des points M (% +tj et M (% —tj
b) En déduire des conséquences graphiques pour la courbe (T).

2) a) Etudier les variations des fonctions x ety sur l'intervalle {0, %} :
b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.

3) a) On suppose que te {O, %{ soit (T) la tangente a (I') au point M (t).

Montrer que le vecteur u=4sinti+ 3(2cos 2t —1)] est un vecteur directeur de (T).

b) On admet que le résultat montré au 3) a) est encore valable pour t = % .

Préciser les équations des tangentes a la courbe (T') aux points M (0), M (%) ,etM (%) :

c) Montrer que la courbe (T') est inscrite dans un carré dont on précisera les
dimensions.
d) Tracer ces tangentes ainsi que la courbe (T') dans le repere.
4) a) Montrer que pour tout réel t, sin (3t) = sin t (4 cos’t — 1).

b) En utilisant la relation x = 3 — 2 cost ; montrer que pour tout t € [0, %}

sint = x-1 :
2
c) Exprimery en fonction de x.
5) Soit f et F les fonctions numériques définies pour tout x € [1, 3] par :

f(x):(s—zx),/XT_l et F(x):g(5—2x) (XT_lj +%(XT_1} ‘/XT_l.

a) Montrer que la courbe représentative (C) de f dans le repére est une partie de (I')
que I’on précisera.
b) Calculer F’ (x) ; que représente F pour fsur [1, 3] ?
6) Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (C), I’axe (Ox) et les droites d’équation

5
x=letx= 5 (D) subit une rotation autour de I’axe (Ox).

a) Calculer I’aire A(D) en cm? du domaine (D).
b) Calculer en cm®, le volume V(D) du solide engendré par la rotation de (D) autour de
I’axe (OX).

Chapitre 9 : Courbes paramétrées Page 255



Exercice 9-7

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ]) (Unité de longueur 1, 5 cm)

X (t) = 3sint e [-n .

On considere la courbe paramétrée (I") définie par : ;
y (t) = 2cost

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) Onnote (I7,) la partie de la courbe (T") correspondant ate {0, %} .

a) Pour tout t, comparer les positions des points M (—t) et M (t) ; puis celles des points
M (7 —t)et M (t).
b) Expliquer comment obtenir la courbe (T") a partir de () ?

2) a) Etudier les variations des fonctions x et y sur l'intervalle [O, %} .

b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.
3) Montrer que la courbe (I") est inscrite dans un rectangle de longueur 6 et de largeur 4.
4) a) Déterminer les équations des tangentes a (I") aux points d'intersection de (I") avec
les axes de coordonnées.
b) Tracer ces tangentes ; la courbe (I7,) ainsi que la courbe (T") dans le repére.

5) Soit (D) le domaine plan contenant le point O et délimité par la courbe (T"). (D) subit

une rotation autour de I'axe (Ox).
2 2

e . X
a) Montrer que x et y vérifient la relation : ry + yT =1.

2 2

o , s . X
La courbe (I") ainsi tracée est appelée ellipse ; la relation ry + yT =lest son
équation cartésienne ; 1’axe (OX) est appelé axe focal ; 3 est le demi-grand axe ou

grand rayon et 2 est le demi-petit axe ou petit rayon. L’aire d’une ellipse d’équation
2 2

. X iy s
cartesienne —- + E)/_Z =1len unité d’aire est t a b.
a

b) Donner l'aire A(D) en cm? du domaine (D).
c) Montrer qu'une équation cartésienne de la courbe (C), la partie de la courbe (T")

correspondantate{—%, z}est: y=§><\/9—x2 .

2
d) Calculer le volume V(D) en cm?® du solide engendré par la rotation de (D) autour de
I'axe (Ox).
Exercice 9-8
Partie A)

On considere la fonction numeérique f de la variable réelle x définie par :

f () =2, X" -1].

(Ct) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j) (unité 2 cm).
1) a) Montrer qu'on peut étudier f sur E = [0, +oo[.

b) Etudier la dérivabilité de f en 1. En déduire une conséquence graphique.

c) Etudier le sens de variations de f sur E et dresser son tableau de variations.
2) a) Déterminer une équation de la tangente (D) a (C¢ ) au point d'abscisse 0.

b) Préciser la position de (C; ) par rapport a (D).

c) Placer le point d'abscisse J2 ; tracer la courbe (Ct) et la droite (D) dans le repére.

Partie B)

Chapitre 9 : Courbes paramétrées Page 256



X(t) =cos t

On considere la courbe paramétrée (I") définie par : i ;
y(t) =sin 2t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Montrer que la courbe compléte (I") s'obtient pourt € [- 7,7 ].

b) Comparer les positions des points M (—t) et M(t), puis celles des points M (% +tj

et M(Z—tj.
2

c) En déduire un intervalle d'études pour x et y.
2) On note (I7) la partie de la courbe (I") correspondantat € [0, 7].

a) Déterminer une équation cartésienne de (I7).
b) Comparer (I7,) a la courbe (Cy).
c) En déduire la construction de la courbe (T").

Exercice 9-9

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
xe* +1; si x<0

f(x)= :
X+1-xInx; si x>0

(Ct) est sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) (Unité 2cm)

Partie A)

1) a) Etudier la continuité de fen 0.
b) Montrer que la courbe (Cs) admet deux demi-tangentes au point d'abscisse 0, dont
on précisera les équations.
2) a) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Préciser s'il y a lieu les asymptotes a la courbe (Cy).
c) Montrer que la courbe (Cs) coupe 1’axe (Ox) en un point d'abscisse a € ]3, 4].
d) Tracer ’asymptote (ou les asymptotes) (s'il y a lieu), les demi-tangentes au point
d'abscisse 0, ainsi que la courbe (C;) dans le repére.
3) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie par : h (x) = —x—-1+xInx
pour tout x > 0 et (Cy) sa courbe représentative dans le repére.
a) Sans étudier la fonction h, montrer comment déduire la courbe (Cy) de (Cy).
b) Tracer dans le repére la courbe représentative (Cy,) de h.
4) On considére le domaine plan (D) délimité par les courbes (C;) et (Cy,) et les droites
d'équationsx =letx= a. (Avec3< a <4).
a) Déterminer en u.a. l'aire A(« ) du domaine (D) sous forme de polynéme en o .
b) (D) subit une rotation autour de I'axe (Ox).
Calculer en u.v. le volume V(« ) en fonction de « du solide engendreé par cette
rotation.

Partie B)

On considere la courbe paramétrée (I'), ensemble des points M (t) dont les coordonnées

x(t)=e' -1

yt)=e'+ (l—e‘)[t +In (1—e")]

1) Veérifier que (T') est une partie de (Cs ) que I’on précisera.

2) Le point M (t) est considérée comme un point mobile dont les coordonnées sont définies
atout instant t (t > 0) par : x (t) ety (t). On admet qu’a I’instant t = 0, le point mobile
est au point de coordonnées (0, 1) considéré comme point de départ.

a) Indiquer sur la courbe (I") le sens de parcours du mobile.
b) A quel instant t le mobile passera-t-il par le point de coordonnées (1, 2) ?

X (t) ety (t) sont définies par :{ ; pour tout t > 0.
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c) Préciser les coordonnées du vecteur vitesse a cet instant.
d) Quelle est la position du mobile a ’instantt =In (o +1) ?

Exercice 9-10
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, I j). (Unité de longueur 4 cm).

X(t) = 1+ cost
On considere la courbe paramétrée (I") définie par : 1+§ost ; te[-7, 7).
y(t) = sin t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
Partie A :
1) a) Etudier les parités des fonctionst — x(t) et t— y(t).

b) En déduire la transformation qui transforme le point M (t) en le point M (-t).
1
2) a) Calculer x'(t) et y'(t) et montrer que y'(t) = Z(cost +1)(2cost —1).

b) Etudier les variations des fonctions x et y sur l'intervalle [0, 7 ].
c) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.
Partie B :

1) On note (I}) la partie de la courbe (T") correspondant at € [0, 7].
a) Montrer que (T},) a pour équation y = Xv/X —x* .
b) Montrer que (I") est I'union de deux courbes (I';) et (I,).
c) Donner une équation de la courbe (I7,).

2) a) Déterminer une équation de la tangente a (I';) au point M (%)
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par f(x) = xvx—x* enOeten 1.
c) En déduire une équation de la tangente a (I, ) au point M (7).

d) Placer les points M (0), M (%) M (%) M () ; tracer les tangentes a (I} ) en ces

points et construire la courbe (I7) puis (I") dans le repére.
3) Le point M (t) est considéré comme un point mobile dont les coordonnées x (t) ety (t)
sont definies a tout instant t de l'intervalle [0, 27 ] par :
1+ cost 1+ cost
x (1) =

ety (t) = xsint .
a) Montrer que la trajectoire de M (t) est la courbe (T").

2 4

5 : . . . . (1 1
b) A quel instant t le mobile passe-t-il par le point de coordonnées (E’ — Z) ?

c) Préciser les coordonnées du vecteur vitesse a cet instant.
d) En se servant de la figure, indiquer sur la courbe (T") le sens de parcours du mobile.

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 9-11
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i j) (Unité 8 cm)

KO = L
On considere la courbe paramétrée (C) définie par : Jtrz teR
t) =
y® 1+t?

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
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1) a) Comparer les positions des points M (—t) et M (t).
b) En déduire une conséquence analytique pour 1’étude des fonctions x et y et une
conséquence graphique pour la courbe (C).
2) Etudier alors conjointement les variations des fonctions x et y.
3) a) Déterminer les équations de tangentes a (C) aux points M (—1), M (0) et M ().
b) Tracer la courbe (C) sur Il'intervalle [—5, 5].

Exercice 9-12
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, i j).
t) = —1 T 7
On considére la courbe parametrée (I") définie par : X(t) = cost ; te } -=, —{
y(t) = tant 2 2
On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparer les positions des points M (— t) et M (t).
b) En déduire s'il y a lieu un élément de symétrie de la courbe (T°).

2) a) Etudier les variations des fonctions x ety sur l'intervalle [O, %[

b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et .
3) Montrer que x et y vérifient la relation : x> —y* =1.

4) On note (I7,) la partie de la courbe (I") obtenue lorsque t décrit I'intervalle [O, %[

a) Déterminer une équation cartésienne de (I7,) sous la formey = f (x).
b) Etudier le sens des variations de la fonction f et dresser son tableau de variations.
c) Construire la courbe (I7;) puis (T") dans le repere.

Exercice 9-13
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, i j).

s .y e X(t) =sin 3t + 3sint
On considere la courbe paramétrée (I") définie par : pte
y(t) = cos 2t + 2cost

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparer les positions des points M (t + 2 ) et M (t) et celles des points
M (—t) et M (t).
b) En déduire qu'on peut étudier les fonctions x et y sur l'intervalle [0, 7].
2) a) Vérifier que x'(t) =6 cos 2t x costetquey'(t)=—2sint x (2 cost+ 1).
b) Dresser le tableau des variations de x ety sur l'intervalle [0, 7].
3) Tracer la partie (I';) de la courbe (T") correspondantat e [0, 7] ; puis construire en
justifiant la courbe (T") dans le repere.

Exercice 9-14
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, I j).

X(t)=t—In(l+t
On considere la courbe parametrée (I") définie par : {y((t)) e d+1) ; te [0, +oo].

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) a) Etudier les variations des fonctions x et y sur l'intervalle [0, + oo [.
b) Dresser un tableau de variations conjoint de x et y.
2) a) Déterminer les équations des tangentes a (I") aux points M (0) et M (1).
b) L'unite étant 2 cm, tracer les tangentes et la courbe (T") dans le repere.
(On admettra que la droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe (T)).
3) Lacourbe (T") représente la trajectoire d'un projectile M (t) laché a l'instant t = 0.
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a) Donner les coordonnées du vecteur vitesse \/—(tj du projectile M (t) a I'instant t.

b) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V (0) a l'instant t = 0.
c) A partir de quel instant t, le projectile M (t) commence a redescendre ?

d) Donner les coordonnées du vecteur vitesse \/—(tj du projectile M (t) a cet instant t, .
e) Indiquer sur la courbe (I") le sens de parcours du projectile.

Exercice 9-15: (BAC-D B.F.)

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
{ f(x)=2xIn(-x) si x<0

f(X)=x+xX*+x si x>0

(Ct) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j) (unité 2 cm).
Partie A :
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
b) Quelle conséquence graphique peut-on deduire de la dérivabilité de fen 0 ?
2) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
3) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0, + oo [ par :

h(x) =/x? +x—x—%.

a) Montrer que h(x)=_%+ 1

‘/1+1 +1
X

b) En déduire le signe de h (x) puis la limite de h en + oo,
c) Déduire des questions précédentes que la droite (D) d'équation 4 x -2y +1 =0 est
asymptote a la courbe (Cs).

d) Préciser la position de (C;) par rapport a (D).

4) Construire la droite (D) et la courbe (Cs) en illustrant la conségquence géométrique au

point d'abscisse 0 dans le repere.
Partie B :
1) a) Montrer que la restriction de f a I'intervalle [0, + oo [ réalise une bijection de [0, + oo [

vers un intervalle K que I'on précisera.
2

2x+1°
c) Construire la courbe (C'y) de g sans étudier les variations de g. Expliquer la
construction.
2) On considere les intégrales | et J suivantes :

b) Vérifier que sa bijection réciproque g est définie sur K par : g (x) =

I:I;;xhK—wdxetJ:I;ixme—xﬂzdx.

a) Calculer | par une intégration par parties.
b) Calculer J par une double intégration par parties.

c) Vérifierque81-27J= g—%
e’ e
3) a) En déduire l'aire A en cm? de la partie (D) du plan limitée par la courbe (Cy ), I'axe
des abscisses et les droites d'équations x = -1 et x = — 1 .
e

b) L'espace orienté étant rapporté au repére orthonormal direct (O, f, ] E), on

considere le solide (S) engendré par la rotation autour de l'axe (O, i) de la partie (D)
du plan.
Déterminer le volume V de (S) en cm®.
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Partie C :
On considere la courbe paramétrée (I"), ensemble des points M (t) dont les coordonnées

Xt)=-e"
y(t) =—2te'
1) Vérifier que (T") est une partie de (Cs).
2) Montrer qu'en tout point M (t) , (I") admet une tangente.
3) En déduire une équation de la tangente a (I") au point A de paramétre t = 0.

X (t) ety (t) sont définies par :{

Exercice 9-16 :
Partie A
On considere I’équation différentielle y"+4y =2cosx (1).

1) Montrer que la fonction h définie par h(x) = %cos X est solution de 1’équation (1).

2) a) Résoudre I’équation différentielle y"+4y =0 (2).
b) Déterminer la solution f de I’équation (2) qui vérifie f (0) =0et f'(0) = % .
3) a) Démontrer qu’une fonction g est solution de 1’équation (1) si et seulement si la
fonction g — h est solution de 1’équation (2).
b) En déduire toutes les solutions de 1’équation (1).
c) Déterminer la solution g de I’équation (1) qui vérifie g (0) =1 et g'(0) =0.
Partie B
Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O, u, \7) (unité graphique 9 cm), on

considére les points A, B, M, N, Q d’affixes respectives 1, —1, z, 27, l, z étant un nombre
z

complexe de module 1 et d’argument t, tréel : z = e't,

1) Soit S le point d’affixe Z = z? +z + 1. Montrer que les points B, M et S sont alignés.
z

2) a) Calculer en fonction t I’affixe du point G tel que GM + GN +GQ =O.

b) Préciser sa partie réelle et sa partie imaginaire.
c) Préciser la nature de la courbe décrite par le point G lorsque t parcourt R.
Partie C

X(t) = 1(cos 2t + 2cost)
On considére le point G (t) de coordonnées (x(t), y(t)) : ::3[ ‘teR
y(t) = g(sin 2t)

1) Etudier les positions respectives des points G (t + 272') et G (t), puis des points G (—t)
et G (t).

2) En déduire que I’on peut étudier les fonctions X et y sur I’intervalle [0, 7.

3) Etudier alors les fonctions x et y sur I’intervalle [0, 7z] et dresser un tableau de
variations conjoint de x et y.

4) Tracer la courbe (G ), ensemble des points G (t), t décrivant R. En particulier préciser
les points de contact des tangentes paralléles a I'un des axes de coordonnées.
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 9-1
1) Sens de variations de fonctions numériques et construction de tableau de variations conjoint.
2) Tangentes a une courbe paramétrée en un point.
3) Coordonnées des points d’intersection d’une courbe avec les axes de coordonnées d’équation
x =0ety =0 ; Vecteur directeur d une droite.
4) Construction de courbe paramétreée.
Solution

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ] ). (Unité 2 cm)
2

X(t)=t+ v
On considere la courbe (C) définie paramétriquement par : % ; te[-4,4].
y(t)=t— Py

1) Etudions conjointement les variations sur [-4, 4] des fonctions x et y.

e Xxety sont définies sur [—4, 4]. Aucune des fonctions x et y n’est paire ou impaire.

e Xxetysont dérivables sur [—4, 4] en tant que fonctions polynémes ; et, pour tout t
x'(t)=1l+tety’ (t)=1-t.

e x'(t)<Osur[—4,—1]etx’(t) = 0sur[—1,4]; donc x est décroissante sur
[—4, —1] et croissante sur [—1, 4].

e Vy (t)<Osur[l,4]ety’(t)=0sur[—4,1];doncy estdécroissante sur
[1, 4] et croissante sur [—4, 1].

e Tableau de variation conjoint :

t | -4 -1 1 4
@t | -3 — 0 + 2 + 5
y(t |5 + 2 4+ o - -3
‘(0 4 ‘/42/'12
\‘—1/2
1/2
y (t) /_yz/' ‘ \
—12 —4

2) Précisons les points de (C) ou la tangente est parallele a I'un des axes de coordonnées.
e Les points de (C) ou la tangente est parallele a ’axe des abscisses sont les points
de coordonnées (x(t), y(t)) telles que y'(t) =0. Ainsi au point de coordonnées

31 1 .
(E, Ej la tangente d’équation y = > est parallele a I’axe des abcisses.

N . . 1 3 L 1
e De méme, au point de coordonnées 375 la tangente d’équation X = — >

est parall¢ele a I’axe des ordonnées.
3) a) Précisons les points d'intersection de (C) avec chacun des axes (Ox) et (Oy).
e Points d'intersection de (C) avec I’axe (Ox) : on auray (t) = 0 c’est-a-dire

1 . . . .
t—Et2 =0 ;soitt(2-t)=0;t=00ut=2; les points d'intersection de (C) avec

I’axe (Ox) sont les points de coordonnées (0, 0) et (4, 0) (x (2) = 4).
e De méme, les points d'intersection de (C) avec I’axe (Oy) sont tels que x (t) =0 ;

. 1 . .
c’est-a-dire t+5t2 =0 ;soitt(2+t)=0;t=0o0ut=—2; les points
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d'intersection de (C) avec 1’axe (Oy) sont les points de coordonnées (0, 0) et
0, =4) (y (=2) = —4).
b) Donnons un vecteur directeur des tangentes aux points obtenus s'il y a lieu.
e Aupoint O (0, 0) la tangente a pour vecteur directeur (1, 1) = (x’ (0), y’ (0)) ;
e Au point de coordonnées (4, 0) la tangente a pour vecteur directeur (3, —1),
" (2),»(2)).
e Au point de coordonnées (0, —4) la tangente a pour vecteur directeur (—1, 3),
(" (=2),y" (=2)).
4) Placons les différents points obtenus en 2) et en 3), tracons les tangentes en ces points,
puis tracons la courbe (C) dans le repere.

Exercice 9-2
1) Définition de la parité d 'une fonction ; consequence graphique de la parité
2) Sens de variation de fonction numérique et construction de tableau de variations conjoint ;
Equation de tangente & une courbe paramétrée en un point.
3) Construction de courbe paramétrée.

Solution
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, 1, J ).

1-t°
X(t) ="
On considere la courbe paramétrée (C) définie par : ® 1+t ;te[-2,2].
y(t) =t° -3t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) Comparons les positions des points M (- t) et M (t). Puis en déduisons une conséquence
pour la courbe (C) s’il y a lieu.

1-(-t)> 1-t?
1+(-t)>  1+t?
y(—t) = (-t)® =3(—t) = —t* + 3t = —y (t) ; la fonction x est paire et y est impaire ;

M (- t) a pour coordonnées (x (—t), y (=t)) ; x(-t) =

=X(t) et

X(—t) = x(t

{ (0 =x@® ; donc M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport a I’axe des
y(-t)=-y(®)

abscisses.

On peut en déduire que la courbe (C) est symétrique par rapport a I’axe (OXx).
2) Soit (C") la partie de la courbe (C) correspondanta t = 0.
a) Etudions le sens de variations de chacune des fonctions x et y ; et dressons un tableau
de variations conjoint pour x et y pour tout t > 0.
e Xxetysontdérivables sur [0, 2] en tant que fonctions rationnelle et polynéme :
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-2ttt -2t(1-t?) -4t

e X()= et y'(t) =3t —3=3(t-1)(t+1)

(1+t2)2 (1+t2)2 ’
e X(t) =0pourt=0; x'(t) <O0sur [0, 2] donc x est décroissante sur [0, 2].
y'(t)=0 pour t =1 ou t=-1; donc sur [O, 1], y'(t)<0; etsur
[L, 2], y'(t)>0; alorsy est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [, 2].
e Tableau de variations conjoint :

t 0 1 2
@ |0 - -1 -  -8/25
y'(t) | -3 — 0 + 9

1
O e
—3/5
yo |[0—0n | 2

b) Déterminons les équations de tangentes a (C") aux points M (0) et M (1).
e Au point M (0), la tangente a pour équation x =1 (car x” (0) =0 et y’ (0) # 0)
e Au point M (1), la tangente a pour équationy = —2 (car x’ (1) # O et y’ (1) =0)
3) Tracons la courbe (C") ; puis en justifiant, tracons la courbe (C) dans le repere.
Pour avoir la courbe entiére (C), il suffit d’aprés les résultats de la question 1) de tracer
le symétrique de la courbe (C’) par rapport a 1’axe des abscisses.

Exercice 9-3
1) Périodicité des fonctions trigonométriques ; parité des fonctions cosinus et sinus ; formules
d’angles supplémentaires ; conséquences graphiques de la périodicité, de la parité des
fonctions x et y.
2) Etude du sens de variations des fonctions numériques x ety ; construction du tableau de
variations conjoint.
3) Tangente a une courbe paramétrée en un point M(t) ; Construction d’une courbe paramétrée
et du symétrique de courbe par rapport & une droite.
Solution
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, j ).
- "y X(t) =sin 3t
On considere la courbe parametrée (I") définie par : ® )t
y(t) =cos t
On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparons les positions des points M (t + 27) et M (t) ; des points M (—t) et M (t) et
celles des points M (7 —t) et M (t).
e Comparons les positions des points M (t+ 27 ) et M (t) :
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{ X (t + 277) = sin(3t + 2(37)) = sin(3t) = x (t) _ _ o
; car sinus et cosinus sont perlodlques

y (t+27) = cos(t + 277) = cos (t) = y (t)
de période 2 x ; donc pour tout réel t, les points M (t + 2 ) et M (t) sont confondues.
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :
X (—t) = sin(3(-t)) = sin(=3t) = —sin(3t) = —x t)
{ y (-t) = cos(~t) = cos (t) = y (t)
et cosinus est paire ; le point M (—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport &
I’axe (Oy).
e Comparons les positions des points M (7 —t) et M (t) :
X (7 —t) =sin(37 — 3t)) = sin(3t) = x(t)
{ y (7 —t) =cos(z —t)=—cos (t) = -y (t)
M (z—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport a 1’axe (OX).

; car la fonction sinus est impaire

; (car sin (3 ) = 0 et sin (x) = 0) ; le point

b) En déduisons que les fonctions x et y peuvent étre étudiees sur I'intervalle[O, %} .

On a d’aprés ce qui précede que :
e Pourtoutréelt, M (t+27) =M (t) ; donc la courbe (I') est compléte sur [—z, x].
e Pourtoutt € [—x, x], M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport a ’axe (Oy) ;
donc, il suffit d’avoir la partie de (T') sur [0, z] que I’on complétera par symétrie
orthogonale, c’est dire que 1’on peut étudier les fonctions x ety sur [0, z].
e Pourtoutt e [0, z], M (= —t) est le symétrique de M (t) par rapport a I’axe (OX) ;

dong, il suffit d’avoir la partie de (T') sur [ 0, % } que I’on complétera par
symétrique orthogonale, c’est dire que I’on peut étudier les fonctions X et y sur

{0, %} . Les fonctions x et y peuvent donc étre étudiées sur I'intervalle{ 0, %} :

2) a) Etudions les variations des fonctions x et y sur I'intervalle[ 0, % } .

e Les fonctions x et y sont dérivables en tant que fonctions trigonométriques et pour

tout t e[o, ﬂ x'(t) = 3cos (3t) et y'(t) = —sin(t).

e X'(t)=0¢équivautat= % ; donc x'(t) >0 sur [0, %}et X'(t) <0 sur {% %} ;

|

y'(t) <0 sur { 0, % } ; donc la fonction x est croissante sur [ 0, % } et

, . T T . P .
décroissante sur [E, E} ; et la fonction y est décroissante sur {O,

N

b) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y.

t 0 16 zl2
X'(t) |1 + 0 — 0
y' () | O — -1/2 — -1

*®) o/wl\’l
1
yo | T3
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3) a) Précisons les équations des tangentes a la courbe (I") aux points M (0), M (%} :

M (fj et M (Zj .
3 2
e AupointM (0) (0, 1), x’ (0)=1ety’(0) =0, donc la tangente a (I') en ce point a
pour équationy = 1.

e Au point M[%j(l %] x'(%)=0 et y'(%)=—% ; donc la tangent & (I') en

ce point a pour équation x = 1.

e Au point M (%j (0, %) x(%j =-3 et y(%) = —% ; donc la tangent & (') en

ce point a pour équation y = ?3 X+ % :

e Au point M (%j(—l O), x(%} =0 et y(%) =—1; donc la tangent a (T') en ce

point a pour équation x = —1.
b) Tracons ces tangentes ainsi que la partie (T7,) de la courbe (T") correspondant a

te [O, %} ; puis construisons en justifiant la courbe (I'") dans le repeére.

Pour tracer la courbe complete (') ; on trace le symétrique de (I'y) par rapport a I’axe
des abscisses (Ox) ; puis le symétrique de tout I’ensemble par rapport a I’axe des

ordonnées.
N
Exercice 9-4

1) Périodicité des fonctions trigonométriques ; parité des fonctions cosinus et sinus ; formules
d’angles supplémentaires ; conséquences graphiques de la périodicité, de la parité des
fonctions x et y.

2) Etude du sens de variations des fonctions numériques x ety ; construction du tableau de
variations conjoint.

3) Tangente a une courbe paramétrée en un point M(t) ; Construction d’une courbe paramétrée
et du symétrique de courbe par rapport a une droite.

Solution
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, j ).
- . e x(t) =sin’t
On considere la courbe paramétrée (I") définie par : ) ;
y(t) =sin 2t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
1) a) Comparons les positions des points M (t + 27 ) et M (t) ; des points M (—t) et M (t) et
celles des points M (7 —t) et M (t).
e Comparons les positions des points M (t+27z) et M (1) :
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{ X(t+27) =sin®(t+27) =sin"t = x(1) ; car sinus est périodique

y(t+27) =sin2(t + 27) =sin (2t + 47) = sin (2t) = y (t)

de période 2 « ; donc pour tout réel t, les points M (t + 27 ) et M (t) sont confondues.
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :

{ X (—t) =sin®(=t) = (sin(-t))* = —sin®t = —x t)
y (1) =sin2(~t)=—sin(2t) = -y (t)

le point M (—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport a I’origine O du repere.
e Comparons les positions des points M (7 —t) et M (1) :

X (7 —t) =sin®(z —t)) =sin®t = x(t)
y (7 —t) =sin2(z —t)=sin(2z — 2t) = —y (t)
symétrique de M (t) par rapport a 1’axe (OX).

; car la fonction sinus est impaire ;

; le point M (z—t) est donc le

b) En déduisons que les fonctions x et y peuvent étre etudiées sur I'intervalle{O, %} .

On a d’aprés ce qui précede que :

e Pourtoutréelt, M (t+27) =M (t); donc la courbe (I') est compléte sur [z, =].

e Pourtoutt € [—x, x], M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport & I’origine O du
repere ; donc, il suffit d’avoir la partie de (T") sur [0, z] que I’on complétera par
symétrie centrale, autrement dit on peut étudier les fonctions x et y sur [0, z].

e Pourtoutt € [0, 7], M (z —t) est le symétrique de M (t) par rapport a ’axe (OX) ;

donc, il suffit d’avoir la partie de (') sur [ 0, % } que I’on complétera par
symétrique orthogonale, ¢’est dire que I’on peut étudier les fonctions X et y sur

{0, %} . Les fonctions x et y peuvent donc étre étudiées sur I'intervalle[ 0, %} .

2) a) Etudions les variations des fonctions x ety sur I'intervalle{O, %} .
e Les fonctions x et y sont dérivables en tant que fonctions trigonométriques et pour
toutt € [o, %} X'(t) =3cos tsin’t et y'(t) = 2cos(2t).

T

e Sur {0, %} X'(t)>0 et y'(t) =0¢équivautat= " ;

donc y'(t) >0 sur {O, %}et
y'(t) <0 sur [% %} . Donc la fonction x est croissante sur {0, %} ; la fonction y

est croissante sur {O, %} et décroissante sur {% %} .

b) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y sur (O, %} :
t 0 7l zl2
x® o+ (B2)ia o« 0
y' (@) |2 + 0 — —2
<0 /&m/' 1
0
1
| __— .
y (® 0 | 0
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3) a) Précisons les équations des tangentes a la courbe (I") aux points M (0), M (%j et

M (gj . D’apres le tableau de variations des fonctions X ety, on a :
e Au point M (0) (0, 0) ; la tangente a pour équation x =0 ; carx’ (0)=0ety’ (0) # 0.

e Aupoint M (%j(% 1}, la tangente a pour équationy =1 ; car y(%) =0 et

{5

e Au point M [%} (1, 0), la tangente a pour équation x =1 ; car x(%) =0 et

(5

b) Tracons ces tangentes ainsi que la partie (I7;) de la courbe (I") correspondant a
te [O, %} ; puis construisons en justifiant la courbe entiére (") dans le repere.

Pour construire la courbe entiére (T'), on trace le symétrique de (I';) par rapport a
I’axe (OX) ; puis le symétrique de toute la partie de (I") qui est tracée, par rapport a
I’origine O du repere.

Exercice 9-5

1) Périodicité des fonctions trigonométriques ; parité des fonctions cosinus et sinus ; formules
d’angles supplémentaires ; conséquences graphiques de la périodicité, de la parité des
fonctions x et y.

2) Etude du sens de variations des fonctions numériques x ety ; construction du tableau de
variations conjoint.

3) Tangente a une courbe paramétrée en un point M(t) ; Vecteur directeur d’une droite ;
Construction d’une courbe paramétrée et du symétrique de courbe par rapport a une droite.

Solution

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ] ).
x(t) =

y(t) =

(3cost —cos3t )

On considere la courbe paramétrée (I") définie par : ; te R.

N RN P

(3sint —sin3t)
On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) On note (I7,) la partie de la courbe (I") correspondantat € {O, %}
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a) Comparons les positions des points M (t + 2) et M (t) ; des points M (—t) et M (t) et
celles des points M (7 —t) et M (t).
e Comparons les positions des points M (t +27z) et M (t) :

X(t+27) = %(3COS(t +27) —cos(3t + 2(37))) = %(3 cost —cos(3t)) = x (t)
; car

y(t+27) = %(3sin(t +27) —sin(3t +2(37))) = %(BSin t —sin(3t)) = y (t)

sinus et cosinus sont périodiques de période 2 « ; donc pour tout réel t, les
positions des points M (t + 2 ) et M (t) sont confondues.
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :

X(-t) = E(3005(—t) —cos(3(-1))) = l(BCost —cos(3t)) = x(t)
2 2 ; car la fonction

y(-t) = %(3sin(—t) —sin(3(-1))) = %(— 3sint +sin(3t)) = -y (t)

sinus est impaire et cosinus est paire ; le point M (—t) est donc le symétrique de
M (t) par rapport a I’axe (OX).
e Comparons les positions des points M (7 —t) et M (t) :

X(zr—t) = %(3COS(7T —t) —cos(3(7 1)) = %(— 3cost +cos(3t)) = —x (t)
; (car

y(r—t) = %(3sin(7r _t)—sin(3(z 1)) = %(SSint—sin(St)) —y ()

sin (3 ) =0 et sin (z) = 0) ; le point M (z—t) est donc le symétrique de M (t) par
rapport a I’axe (Oy).
b) Expliquons comment obtenir la courbe (T") a partir de (I7;) ?
Pour avoir la courbe (T') a partir de (I'y), on trace le symétrique de (I';) tracée sur

[O, %} , par rapport a I’axe des ordonnées pour avoir la partie de (T") sur [0, z] ; puis
on retrace le symétrique de cette partie par rapport a 1’axe des abscisses pour avoir (I').
2) a) Etudions les variations des fonctions x et y sur I'intervalle{ 0, % } .

e Les fonctions x et y sont dérivables en tant que somme de fonctions trigonométriques
et pour tout t € { 0, % } , X'(t) = g(—sint +sin3t) = g(ZSint cos 2t) = 3sint cos 2t
, 3 3 . : o .
et y'(t)= E(cost —cosdt) = E(—Zsm 2t sin(—t)) = 3sint sin2t =6cost sin“t .
T

e X'(t)=0sur 0, = équivautat=0out= — ;donc X'(t) >0 sur 0, Z | et
2 4

4
VA T
XW)<0sur| —, =|;y@®)=0sur| 0, —|.
® [ 1 2} y'(t) { 2}
. . T , . /4
e Donc la fonction x est croissante sur {0, Z} et décroissante sur {Z’ E} retla

fonction y est croissante sur { 0, % } :

b) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y.

Chapitre 9 : Courbes paramétrées Page 269



t 0 Tl4 l2
X'(t) |0 + 0 — -3
yYM®|io + 34272 o+ 0

X (1) 1///////»\f~\\\\\\\’0

2
y (t) /
o — V2%

3) a) On suppose que t E}O, %} ; soit (T) la tangente a (T7,) au point M (t).

Montrons que le vecteur U=cos2ti+sin 2t] est un vecteur directeur de (T).

Un vecteur directeur vde la tangente (T) a (T';) au point M (t) a pour composantes
(x’(t),y’ (1)) ; or x'(t) =3sint cos2t et y'(t) =3sint sin2t :

V= (3sintcos 2t)f+(35intsin 2t)] ; mais sur }O, %} 3sint#0; donc

u= v est aussi un vecteur directeur de la tangente (T) au point M (t) et

3sint
U = Cos 2t i +sin 2t] .
b) On admet que le résultat démontré au 3) a) est encore valable pour t = 0.
Ce que I’on peut dire de la tangente (T) a (I;) au point M (0) correspondant at =0,
c’est qu’elle est alors horizontale ; car un vecteur directeur de cette tangente est le
vecteur fcorrespondant at=0.
4) Tragons la courbe (T,) puis la courbe (T") dans le repere.

™.

Exercice 9-6

1) Périodicité des fonctions trigonométriques ; Parité des fonctions cosinus et sinus ; formules
trigonométriques ; conséquences graphiques de la périodicité, de la parité des fonctions x et y.

2) Etude du sens de variations des fonctions numériques x et y ; construction du tableau de
variations conjoint.

3) Tangente a une courbe paramétrée en un point M(t) ; Formules trigonométrigques, encadrement
dans R ; Construction d’une courbe paramétrée et du symétrigue de courbe par rapport a une
droite.

4)  Formules trigonométriques ; Equations algébriques

5) Egalité de deux fonctions ; Calcul pratique de dérivée ; Définition de primitive de fonction

6) Application du calcul intégral au calcul d’aire et de volume.

Solution

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ]) (unité 2 cm)
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. . e t)=3-2cos’t
On considere la courbe paramétrée (I') définie par : x(©) i c0s ;teER
y(t) =sin3t
On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) a) Comparons les positions des points M (t + 2 ) et M (t) ; des points M (—t) et M (t) et
celles des points M (% +t) et M (% —tj

e Comparons les positions des points M (t + 2 7z) et M (t) :
X(t+27) =3-2cos’(t+27)=3—-2cos’t = x(t)
{ y (t+27) =sin(3t +2(37)) =sin(3t) = y (t)
périodiques de période 2 z ; donc pour tout réel t, les positions des points

M (t + 2 ) et M (t) sont confondues.
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :

X(—t) =3-2co0s®(-t) =3—2cos’ t = x(t)

y(-t) =sin (3(~t)) = —sin (3t) =-y(t)
cosinus est paire ; le point M (—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport a
I’axe (OX).

: car sinus et cosinus sont

; car la fonction sinus est impaire et

e Comparons les positions des points M (%—t} et M (%Hj :

x(z—t =3—Zcosz(£—tj=3—23in2t
2 2

T . VA 1
y[E—t :sm(B(E—tn:—cos(ISt)
x[£+t :3—20052(£+tj:3—25in2t x(f—tj:x££+tJ
2 2 _ 2 2
T . T ’ T T .
y[5+t :sm(3(5+tnz—cos(3t) y(E—tj:y(EHj

Les points M (% —tj et M (% +tj sont confondus.

b) En déduisons des conséquences graphiques pour la courbe (T).
On a d’apreés ce qui précede que :
e Pourtoutréelt, M (t+27) =M (t) ; donc la courbe (T') est compléte sur [—x, x].
e Pourtoutt € [—x, z], M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport a I’axe (OX) ;
donc, (I') est symétrique par rapport a 1’axe (Ox) ; il suffit d’avoir la partie de (')
sur [0, ] que I’on complétera par symétrie orthogonale.

e Pourtoutte [0, ], M (%—t] et M [% +tj sont confondus ; donc la partie de
(T) sur [ 0, %}est la partie compléte de (T') sur [0, z].

2) a) Etudions les variations des fonctions x et y sur I'intervalle{ 0, %} .

e Les fonctions x et y sont dérivables en tant que fonctions trigonométriques et pour

toutt € {0, %} X'(t) =4sint cost et y'(t) =3cos3t.
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e Sur {O, %},sintZOetcostZO;doan’(t)ZO.
y'(t)=0sur | 0, z équivautat= Zout==2 ; donc y'(t) >0 sur |0, 7 let
2 6 2 6
Y/
't)<O0sur| —, —|.
y'(t) { 5 2}
e Par conséquent la fonction x est croissante sur[ 0, %} ; la fonction y est croissante

sur| 0, z et décroissante sur {Z, Z}.
6 6 2

b) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y.

t 0 716 l2
X® |o + J3 + 0
y'(t) |3 + 0 — 0
3

O e

1
1

y 0/"\,_1

3) a) Onsuppose quet e {O, %{ ; soit (T) la tangente a (I") au point M (t).

Montrons que le vecteur u=4sinti+ 3(2cos 2t —1)] est un vecteur directeur de (T).

Un vecteur directeur vde la tangente (T) a (I') au point M (t) a pour composantes
(x" (), y’ (1) ;or x'(t)=4sint cost et y'(t) =3cos3t ; 3 cos (3t) = 3 cos (2t +t) =

3[cos2t cos t —sin2t sin t] = 3(cos2t cos t — 2¢os t sin’t) = 3 cos t (2cos2t — 1) ; donc

V= (4sintcost)i +(3cos t (2cos2t -1))] ; mais sur [0, %[ cost=0;alors le

- 1 - .7 = . .
vecteur u = —tv =4sinti+3(2cos2t—1) j estaussi un vecteur directeur de la
Ccos

tangente (T) a (I') au point M (t).
b) On admet que le résultat démontré au 3) a) est encore valable pour t = z

5
Précisons les équations des tangentes a la courbe (T') aux points M (0), M (%) ,et M (%)
e Aupoint M (0), la tangente a pour équation x =1 ; (car x’ (0) =0 et x (0) = 1).

e Aupoint M (%) , la tangente a pour équationy =1 ;

CEORSFOR!

e Aupoint M (%) , la tangente a pour vecteur directeur u=4 f—9] ; donc la

tangente a pour équation 9 x + 4y —23 =0. {car x(%) =3 et y[%) = —1} :
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c¢) Montrons que la courbe (') est inscrit dans un carré dont on précisera les dimensions.
e Onax()=3-2cos’t;or0<cos’t<1;1<3-2cos’t<3;clest-adire pour
toutt, 1 < x (t) < 3; donc x appartient & un intervalle de longueur 2.
e D’autres parts ; y (t) =sin 3t; or —1 < sin 3t < 1 ; c'est-a-dire pour tout t,
—1 <y (t) <1;doncy appartient a un intervalle de longueur 2.
e Enconclusion1l <x(t)<3et—1<y(t)<1pourtoutt, donc la courbe (T') est
inscrite dans un carré de coté 2 unités de longueur ; soit 4 cm.
d) Tracons ces tangentes ainsi que la courbe (I'") dans le repére.

A

4) a) Montrons que pour tout réel t, sin (3t) = sin t (4 cos’t — 1).
sin (3 t) =sin (2t +t) = sin (2t) cos (t) + sin (t) cos (2t)
sin (3t) = 2 sin t cos’t + sin t (2 cos’t — 1) ; sin (3t) = sin t (4 cos’t — 1).

b) En utilisant la relation x (t) = 3 — 2 cos’t ; montrons que pour tout t € [0, %} :

. Xx-1
sint=_|——.

Onax=3-2cos’t =3—2(1—sin’t) =1+ 2sin; donc sinztsz_1 : et comme

te[o, %]sintzo;alors sint = XT_l

¢) Exprimons y en fonction dexpourte[o, %}
onay =sin (3t) =sint (4 cos’t— 1) ; d’ou
x-1 X—3 x—-1 x-1
= |— |4 —1|-1|=(5-2x),/——=.0nadonc y=(5-2X),|—.
y 2((_2jj( W y=6-2x),=
5) Soit fet F les fonctions numériques définies pour tout x € [1, 3] par :

f(x)=(5—2x)1/XT_1et F(x)=%(5—2x) (%1} +%[XT_1J ‘/XT_l'

a) Montrons que la courbe représentative (C) de f dans le repére est une partie de (I')
que I’on précisera.

. x—1
D’apres les résultats des question 4), pour tout t € {O, %} sint=_|— et

/ -1
y:(5—2x) XT.Site[O, %]sinte[o, 1] ousin’t € [0, 1] ; doncona:

OSTsl,soitOSX—lsz;etenfin 1 <x < 3. Alors la relation
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x—-1
y = (5— 2 X),/T est I’équation de la courbe (C) sur [1, 3] ; donc (C) est la partie

de (T') correspondant at € [0, %}

b) Calculons F’ (x) ; que représente F pour f sur [1, 3] ?

5)

o[ 25 e 2

5
1

F'(x) :%8("7‘1}2 +(5—2x)("7_1j2 %(XT_T - (\Ls—zx),/xT_1 = F(x).

Donc F est une primitive de fsur [1, 3].

6) Soit (D) le domaine plan limité par la courbe (C), I’axe (OX) et les droites d’équation
5 . .
x=letx= > (D) subit une rotation autour de I’axe (Ox).
a) Calculons I’aire A(D) en cm? du domaine (D).
5
L’unité d’aire est 4 cm? ; donc A(D) = 4 _[12 f(x)dx = 4{F (g) — F(l)} = % X
12/3
A(D) = T\/_ cm?.
b) Calculons en cm®, le volume V(D) du solide engendré par la rotation de (D) autour
de I’axe (OX).
L’unité de volume est 8 cm®; donc en cm?,
5 5
V(D) =8 7 [2[f ()] dx =47 2 (4x® —24% + 45x— 25)dx ;
V(D) = 47{x4 —8x° 1By ZSX} g Zﬂ ;
2 , 4
27
V(D)= =7 cm®.
4
Exercice 9-7
1) Parité des fonctions cosinus et sinus ; formules trigonométriques ; conséquences graphiques
de la parité des fonctions x et y.
2) Etude du sens de variations des fonctions numériques x et y ; construction du tableau de
variations conjoint.
3) Formules trigonométriques, encadrements dans R.
4) Tangente a une courbe paramétrée en un point M (t) ; Construction d’une courbe paramétrée

et du symétrique de courbe par rapport a une droite.
Formules trigonométriques ; calcul algébrique ; Application du calcul intégral au calcul de
volume.

Solution

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, ] ). (Unité de longueur 1, 5 cm)

(T") est la courbe paramétrée définie par : {

X (t) = 3sint te [ 1.
y (t) = 2cost

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) (I)est la partie de la courbe (I") correspondant a te [0, %} :

a) Pour tout t, comparons les positions des points M (—t) et M (t) ; puis celles des points
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M (z —t)et M (t).
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :
X (-t) = 3sin(—t) = -3sint = —x(t)
{ y (-t) = 2cos(—t) = 2cos (t) = y (t)
est paire ; le point M (—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport a I’axe (Oy).
e Comparons les positions des points M (7 —t) et M (t) :
X (7 —t) = 3sin(z —t)) = 3sint = x(t)
{ y (7 —t) = 2cos(z —t) = —2cos (t) = —y (t)
est donc le symétrique de M (t) par rapport a I’axe (OX).
b) Expliquons comment obtenir la courbe (T") a partir de () ?
Pour avoir la courbe (T') & partir de (I';), on trace le symétrique de (I'y) tracée sur

; car la fonction sinus est impaire et cosinus

; (car sin (z) = 0) ; le point M (z—t)

{0, %} par rapport a ’axe des abscisses pour avoir la partie de (I") sur [0, ] ; puis on
retrace le symétrique de cette partie par rapport a 1’axe des ordonnées pour avoir (T').

2) a) Etudions les variations des fonctions x et y sur I'intervalle {0, % } .

e Les fonctions x et y sont dérivables en tant que fonctions trigonométriques et

pour tout t E[O, %} X'(t)=3cost et y'(t) =-2sint.
e Sur {O, %]sintZOetcostz 0;doncx’(t)>0et y'(t)<0.
e Par conséquent la fonction x est croissante sur[ 0, %} ; la fonction y est

décroissante sur {O, %} )

b) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y.

t 0 l2
X' () | 3 + 0
y®|o - —2

XO |y —m
2
yo | T

3) Montrons que la courbe (T") est inscrite dans un rectangle de longueur 6 et de largeur 4.
Pourtoutréelt,ona: —1<sint<let—1<cost<1;cequidonne-3<3sint<3
c'est-a-dire —3 <x < 3et —2 < 2cos t < 2 c'est-a-dire —2 <y < 2. Donc la courbe (T")
esttelle que =3 <x<3et—-2<y<2;d’ou () est inscrite dans le rectangle de
longueur 6 unités et de largeur 4 uniteés.

4) a) Déterminons les équations des tangentes a (I") aux points d'intersection de (T")

avec les axes de coordonnées.

Pourt € {O, %} () coupe ’axe (Ox) au point M (%)(3 0) et I’axe (Oy) au point

M (0) (0, 2) et en utilisant les éléments de symétries a la question 1) a), (I") recoupe
I’axe (Ox) au point M (— %j(— 3,0) et I’axe (Oy) au point M (z) (0, —2).

Les équations des tangentes a (I') en ces points sont :
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e Aupoint M [%)(3 0) ; x=3; au point M [—%)(—3, 0) ;x=-3.

e AupointM (0) (0, 2) ; y =2 et au point M (z) (0, —=2) ou M (—=x) (0, =2) ; y = —2.
b) Tracons ces tangentes ; la courbe (T',) ainsi que la courbe (T") dans le repére.
-

(T)

5) Soit (D) le domaine plan contenant le point O et délimité par la courbe (T"). (D) subit
une rotation autour de I'axe (Ox).
2 2
(g : X
a) Montrons que x et y vérifient la relation :3 + yT =1.
. , : . X
On sait que pour tout réel t, sin’t + cost =1 ; or sint = 3 et cost :% ; donc
(—j + [l) =1 cesta-dire ~ + =1,
3 2 9 4
b) Donnons l'aire A(D) en cm? du domaine (D).
2 2
. X : : 9
D’aprées la relation ) +yT =1;onaa=3eth=2;de plus I'unité d’aire est 1
2 9 _* 2 - 9 27 2
cm® donc 1’aire A(D) en cm® du domaine (D) est Z;zx3>< 2= 77: cme,
c) Montrons qu'une équation cartésienne de la courbe (C), la partie de la courbe (T")
correspondanta t € [—% %}est Ty= §><\/9—x2 .
NG y2 , 4 ) .. T T
Ona —+-—=1;Yy =—(9—x ) ;maissite|——, — |,cost€ [0, 1] et alors
9 4 9 2 2
2
y€e[0,2];(y=0) doncy:§\/9—x2 .
d) Calculons le volume V(D) en cm?® du solide engendré par la rotation de (D) autour
de I'axe (Ox).
27 27 34
L’unité de volume est 3 cm?®; donc V(D) = ?X 2x ﬂ'J.O 5(9 - X2) dx =547 cm®.
Exercice 9-8
Partie A
1) Conséquence analytique de la parité d’une fonction; Définition de la dérivabilité d’une
fonction en un point ; Conséquence graphique de la dérivabilité d’une fonction en un point
Plan d’étude d’une fonction numérique.
2) Equation de tangente a une courbe de fonction en un point ; Position relative d ‘une droite et
d’une courbe dans le plan ; Construction de courbe de fonction.
Partie B

1) Périodicité des fonctions x et y ; Parité/imparité des fonctions x et y; Formules d’angles

supplémentaires ; Conséquence analytique de la parité.

2) Equation de tangente a une courbe paramétrée en un point ; Comparaison de deux courbes
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du plan ; Construction du symétrique d’'une courbe par rapport a une droite.
Solution
Partie A)

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f (x) =2 x ‘ x? —1‘ :

(Ct) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,]) (unité 2 cm).
1) a) Montrons qu'on peut étudier f sur E = [0, +o][.
« Lafonction f est définie sur R ; car pour tout réel x, |x* -1/ >0

e Pourtoutx € Dy, —x € Dy et f(—x) = 2(—x),/| (-X)? —1‘ =-2X,/ ‘xz —1‘ =—T1(x)

e Donc f est impaire et par conséquent on peut 1’étudier sur E = [0, +oo].
b) Etudions la dérivabilité de f en 1. Puis en déduisons une conséquence graphique.

2x. | x? -1 _
e (=0 lim X _jim | ‘:"m 2xjx +1x 1]
=1 X =1 x>l X—1 x—1 (x—1) ‘Xz _1‘
mw:lim 2X|X+]1_+oo et lim ()_| Mz_
-1t X =1 xo1 ‘XZ _1‘ -1 X=1 x> ‘XZ _1‘

Donc f n’est pas dérivable en 1.
e La courbe (Cr) admet alors au point d’abscisse 1, une demi-tangente verticale
d’équation X = 1.
c) Etudions le sens de variations de f sur E et dressons son tableau de variations.

e f(0)=0; lim f(x)= lim 2x [x* 1| =

X—>+0

o festdérivable sur E\ {1} en tant que produit de fonctions dérivables ;

Sur [0, 1], f(xX)=2xy1-x* etsur[l, + oo, f(x)=2xyx*>—1.

2(1—2x2)
f'(x)=2y1-x*+2x X sur [0, 1] et
Ji1- J1-x%?

f'(x):21/x2—1+2x\/x)2(7_ 2\(/2::7_ sur J1, + oof.

. 5 2 2
e Sur [0, 1[, f'(x)=0équivauta x:g “donc f'(X)=0sur {0' %} ot

f'(x)<O0sur [% 1[ ;sur]l, + oo f'(x)>0.

. 2 .. 2
o festalors croissante sur {O, %} et sur ]1, + oof ; et décroissante sur {7 l{

e Tableau de variations.

X |o V212 1 + oo
f'(x) | 2 + 0 — +

1 +
2) a) Déterminons une équation de la tangente (D) a (C; ) au point d'abscisse 0.

La tangente (D) a (Cs) au point d’abscisse 0 a pour équation : y = 2 X.
b) Précisons la position de (Cs ) par rapport a (D).
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B ZX(‘XZ —1‘—1)

f(x)—2x = 2x( x> -1 —1] \/erl

X=,2ou x:—\/—Z ; donc :
e Sur J—oo, —\/EJ et sur [0, \/El f(X)—2x<0 ;sur l—\/E, OJet sur [\/5 +oo[
f(x)—2x =0 ; par conséquent la courbe (Cs) est en dessous de (D) sur
|~o0, —~/2| et sur [0, v/2| et au dessus de (D) sur |-+2, 0]et sur [v2, +oo].
c) Placons le point d'abscisse V2 ; tracons la courbe (C; ) et la droite (D) dans le repére.

; F(X)—2x=0¢équivautax=0ou

“y

Partie B)

X(t) = cos t
On considere la courbe paramétrée (I") définie par : © . ;

y(t) =sin 2t
On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).

1) a) Montrons que la courbe compléte (I') s'obtient pour te [-7,7].

X(t+27) = cos(t + 27) = cost = x(t)
y(t+27) =sin2(t + 27) =sin(2t + 47) =sin 2t = y (t)
fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 2 . Donc pour tout réel t, les
positions des points M (t + 2 ) et M (t) sont confondues. Par conséquent la courbe
est compléte sur [-7,7] c'est-a-dire que la courbe compléte (I') s'obtient pour
te[-r,r]

Pour tout t ; { - car les

b) Comparons les positions points M (—t) et M (t), puis des points M (% +t] et

M [5 —tj .
2
e Comparons les positions des points M (—t) et M (t) :
X (—t) = cos (—t) = cos (t) = x (t)
{ y (-t) =sin(2(-t)) = —sin(2t) = —y (t)
cosinus est paire ; le point M (—t) est donc le symétrique de M (t) par rapport a
I’axe (OX).

; car la fonction sinus est impaire et

e Comparons les positions des points M (%—tj et M (%Hj :
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—t] =sin 2(% —tj =sin(z - 2t) =sin (2t)

+tj=cos(£+tj:—sint x(z—tjz—x(zﬂj
2 _ 2 2

. T . . ’ T T
+tj =sin 2(E+t) =sin (7 +2t) = —sin (2t) y[z—t) = —y[zﬂ)

Les points M (% —tj et M (% +t) sont symétriques par rapport & I’origine O du repere.
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c) En déduisons un intervalle d'études pour x et y.
On a d’apres ce qui précede que :
e Pourtoutréelt, M (t+2xz) =M (t); donc la courbe (I') est complete sur [z, x].
e Pourtoutt € [—x, 7], M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport a I’axe (OX) ;
donc, il suffit d’avoir la partie de (') sur [0, z] que I’on complétera par symétrie
orthogonale, ¢’est dire donc que I’on peut étudier les fonctions X et y sur [0, z].

Pour tout t € [0, z], les pointsM (% —t) et M (% +t) sont symétriques par

rapport a I’origine O du repere ; donc, il suffit d’avoir la partie de (T") sur [ 0, %}
que I’on complétera par symétrique centrale, c’est dire donc que 1’on peut étudier

les fonctions x ety sur [ 0, %} .

Les fonctions x et y peuvent donc étre étudiées sur I'intervalle[ 0, %} .

2) Onnote (T) la partie de la courbe (T") correspondantate [0,7].
a) Déterminons une équation cartesienne de (T7).

Sur [0, z],sint>0;etsint= J1-cos’t =+1-x2 donc

y =2costsint = 2x+/1—x* ; une équation cartésienne de (I'y) est y = 2 xv/1— x?
b) Comparons (I;) a la courbe (Cs).

Une équation cartésienne de (I'y) est y =2x+v1—x* ;avecx € [—1, 1]
(carte [0,7]) ; donc (T'y) est la partie de (Cy) sur [—1, 1].
c) En déduisons la construction de la courbe (T").
La courbe (T') s’obtient en tragons le symétrique de (I';) par rapport a I’axe (Ox) du
repére. ((I'y) étant la partie de (Cy) sur [-1, 1])
(Voir la courbe sur la figure de la question partie A) 2) c)).

Exercice 9-9
Partie A)
1) Continuité de fonction en un point ; Conséquence graphique de la dérivabilité de fonction en un
point.
2) Plan d’étude d’une fonction numerique ; asymptotes a une courbe de fonction ; Principe de
localisation ; Construction de courbe de fonction.
3) Comparaison de deux fonctions ; Construction du symétrique d’une courbe par rapport a une
droite.
4) application du calcul intégral au calcul d’aire et de volume.
Partie B)
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1) Calcul algébrique comportant In et exponentielle.
2) Sens de variation de la fonction exponentielle ; Résolution d’équations avec exponentielle dans
R ; Définition du vecteur vitesse ; Calcul algébrique comportant In et exponentielle.
Solution
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
X . H
f(X):{xe +1; 3|.x£0
X+1-xInx; si x>0

(Ct) est sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O, I] )- (Unité 2cm)

Partie A)

1) a) Etudions la continuité de f en 0.
f0)=1; lim f(x)=lim(xe* +1)=1= £ (0) ;
x—0" x—0"

lim f(x)= lim(x+1-xInx)=1= f(0)(car lim xInx=0);o0na
x—0* x—0* X—>0*

lim f(x)= lim f(x)= f(0) ;donc fest continue en 0.

x—0" x—0"

b) Montrons que la courbe (C; ) admet deux demi-tangentes au point d'abscisse 0, dont
on preécisera les équations.

-1 = lim ﬁ)(e_JrlLl = lim e* =1 ; donc f est dérivable a gauche de

e |im
x—>0" X x—>0" X x—>0"
Oetf’y(0)=1;

o im 20T iy XHL=XIN =L k= oo ; donc f n’est pas
x—0" X x—0" X x—0"

dérivable a droite de 0.
. f(x)-1 . f(x)-1
e Ona |IT% =1let Im&%:—oo ; donc la courbe (Cy) admet au
point d’abscisse 0, deux demi-tangentes, d’équations respectives y = X + 1 a
gauche et x = 1 a droite.
2) a) Etudions le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

o fest définie sur R ; Ds= R.
e lim f(x)= lim (xex+1):l (car lim xe* =0).

lim f(x)= lim (x+1-xInx)= lim x(1+£—lnx]:—oo,

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X
e fest dérivable sur J—oo, O[ (car les fonctions x— x ; x—e* et x— 1 le sont) et pour
tout x < 0, f'(x) =e*(x+1) ; de méme, f est dérivable sur ] 0, + oo[ (car les
fonctions x — x + 1 ; X+ In x et x — X le sont) et pour tout x > 0, on a
f'(x)=—Inx.
e Sur]—oo, O[, f'(x) =0 équivaut a x = —1 (car pour tout x, e > 0) ; donc
f'(x)<0sur]—o, —1] et f'(X)=0sur[-1,0[;
Sur]0,+ oo [, f'(X) =0équivautax =1;alorssur]0, 1], f'(x)=>0etsur
[1, +oof, f'(X)<0.
e Lafonction f est alors croissante sur [—1, O[ et sur ]0, 1] et f est décroissante sur
]—o0, —1] et sur [1, + oof.

. Tablgaufdevariations X T —e -1 0 1 .
et (%) — 0 + 1] + 0 -
1 2
£ (%) \ ‘ o \
e—1)/e | Zoo
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b) Précisons s'il y a lieu les asymptotes a la courbe (Cs).
e Ona lim f(x)= lim (xex+1)=1; donc la courbe (Cf) admet la droite

d’équation y = 1, comme asymptote a —o.

e |im f(X)=—o0 et
X—>+0
. f(x ) X+1-xlInXx . 1
lim L: lim Q: lim (1+——Inxj:—oo rdonca+ oo, la
X—>+0o ¥ X—+0 X X—>+00 X

courbe (Cy) n’admet pas d’asymptote.

c¢) Montrons que la courbe (C;) coupe 1’axe (Ox) en un point d'abscisse a € ]3, 4].
D’apres le tableau de variations de f, sur [3, 4] < [1, + oof, f est continue (car
dérivable) et strictement décroissante ; de plusf(3)=4-3In3 =0, 7 et
f4=5-4In4=-0,6;f(@3) xf(4) <0, donc d’aprés le principe de
localisation appliqué a f sur [3, 4], I’équation f (X) = 0 admet une solution unique
a € ]3, 4[; autrement dit la courbe (C;) traverse 1’axe (Ox) au point de
coordonnées (« , 0) avec a € 13, 4[.

d) Tragons 1’asymptote (ou les asymptotes) (s'il y a lieu), les demi-tangentes au point

d'abscisse 0, ainsi que la courbe (C;) dans le repére.

N Sens de

parcours
du
mobile

3) Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie par : h (x) = —x—1+XInx
pour tout x > 0 et (C}) sa courbe représentative dans le repére.
a) Sans étudier h, montrons comment déduire la courbe (Cy) de la courbe (Cy).
Onah (x) = —x—=1+xInx = — (x +1 — xInx) = —f (x) ; donc pour tout
x € ]0, + oo[, h (x) = —f (X) ; donc la courbe (Cy) est le symétrique de (Cs) par
rapport a I’axe (Ox) sur I’intervalle ]0, + oof.
b) Tracons dans le repere la courbe représentative (Cy) de h dans le repére.
(\Voir la courbe (Cy) en pointillés sur le graphique : question 2) d) de la partie A).
4) On considere le domaine plan (D) délimité par les courbes (C;) et (Cy) et les droites
d'équationsx =letx= . (Avec3< a <4).
a) Déterminer en u.a. l'aire A(« ) du domaine (D) sous forme de polynéme en c.
L’unité d’aire est 4 cm? et les deux courbes sont symétriques par rapport a 1’axe

des abscisses ; donc A(a ) = 2x 4La f(x)dx = 8La (x+1—xInx)dx ;

A(a):8I1a(x+1)dx—8jla(xlnx)dx:SEXZ+x} —SEXZInx—%XZ} ;
1 1
Alx) =4a® +8a—12-4a’ Ina +2a® — 2 = 6a* +8a —14 — da(a +1)
A(a) =2a® + 4 —14 cm?,

(Car a+1-alna=0; alna=a+1)
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b) (D) subit une rotation autour de I'axe (Ox).
Calculons en u.v. le volume V() en fonction de « du solide engendré par cette
rotation.
L’unité de volume est 8 cm®; donc :

V(a) :8ﬂjla[f(x)]2 dx =8;zj1“(x+1—x|n x)? dx ;

V() =87le: [(x2 +2x+1)— 2(x? + x)Inx+ (x> N> x)] dx ; En dévéloppant et en
intégrant deux fois par parties, on obtient :

V(a) =8~ Lot 4x ~167 Ll ling +167z1x3+1x2 +
3 3 2 9" 4

1 1 1

87 1x3 In? x _16z 1x:"’lnx—lx3
3 313 9

1

a

V(a) = 27 (40 +150°> +18a ~169) cm

27
Partie B)
On considere la courbe paramétrée (I'), ensemble des points M (t) dont les coordonnées

x(t)=e'-1

y(t)=e' + (l—e‘)[t +In (1—e")]

1) Vérifions que (I") est une partie de (Ct ) que I’on précisera.
Sit>0,e'>1lete'—1>0; clest-a-dire x > 0 ; de plus
y(t) =¢€' +(1—et)[t +In (1—e’t)]: e'+(1-e)In(e' —=1) =x+1-xInx ;avec x > 0.
Donc (T') est la partie de (Cs) correspondant a x > 0.

2) Le point M (t) est considéré comme un point mobile dont les coordonnées sont définies
a tout instant t (t > 0) par x (t) ety (t). On admet qu’a I’instant t = 0, le point mobile est
au point de coordonnées (0, 1) considéré comme point de départ.

a) Indiquons sur la courbe (T') le sens de parcours du mobile.

Le mobile part du point de coordonnées (0, 1) et se déplace sur la courbe (T'), la
partie de (Cy) sur ]O, + oo[ dans le sens de roulement des aiguilles d’une montre ; voir
alors le sens de parcours matérialisé sur la figure.

b) Déterminons I’instant t quand le mobile passe par le point de coordonnées (1, 2) ?
Lorsque le mobile est au point de coordonnées (1, 2), cela voudrait dire que x = 1 et
y=2 orx=1équivautae'—1=1:donct=In2;effectivementsit=1In2;y=2.
Par conséquent a I’instant t = In 2, le mobile passe par le point de coordonnées (1, 2).

c) Précisons les coordonnées du vecteur vitesse a cet instant.

X (t) ety (t) sont définies par :{ ; pour tout t > 0.

Le vecteur vitesse \T(t) en un point M (t) si il existe a pour coordonnées
(X'(t), Y'(t) ; or x(t)=¢e' et y'(t)=—e'In(e' —1) ; ainsi les coordonnées du
vecteur vitesse a I’instant t = In 2 sont 2 et 0.

d) Position du mobile a I’instantt = In (& + 1).
Onax=e'-1sit=In(a +1),alors x = « et parsuite y=a+1-alna=0
(d’apres les résultats de la question partie A) 2) ¢). Donc a I’instant t = In (a + 1), le
mobile est au point de coordonnées (« , 0) c'est-a-dire sur I’axe des abscisses.

Exercice 9-10
Partie A)

1) Définition de fonction paire, de fonction impaire ; Conséquence graphique de la parité, d une
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fonction.

2) Calcul pratique de dérivées de fonction ; Formules trigonométriques ; Sens de variation de

fonctions numériques ; Construction de tableau de variations conjoint.
Partie B)

1) Equation d’une courbe (expression de y en fonction de x) ; Egalité de deux ensembles (par
exemple) ; Définition d 'une courbe de fonction.

2) Equation de tangente a une courbe paramétrée en un point ; Définition de la dérivabilité
d’une fonction en un point ; Conséquence graphique de la dérivabilité d 'une fonction en un
point ; Construction de courbe paramétrée et de tangente a la courbe en un point.

3) Equation d’une trajectoire (expression de y en fonction de x) ; Equation trigonométrique ;
Définition du vecteur vitesse.

Solution
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, j ). (Unité de longueur 4 cm).
X(t) = 1+ cost
On considere la courbe paramétrée (I") définie par : 2 ; tel-nx, 7].
1+cost .
y(t) = 1 sin t

On note M (t) le point de coordonnées (x(t), y(t)).
Partie A) :

1) a) Etudions les parités des fonctions t > x(t) et t— y(t) .
On sait que la fonction cosinus est paire et que la fonction sinus est impaire ; de plus
1+ cos(-t) _ 1+ cost _X()
2 2

pour toutt € [—x, x], —t € [-x, n] ; X(-t) =

1+ cos(-t) 1+cost .

y(-t) = sin(-t) = —Tsmt =—y(t) ; lafonction x est paire et la

fonction y est impaire.

b) En deduisons la transformation qui transforme le point M (t) en le point M (-t).
Onax (—t) =x(t) ety (—t) = —y (t) ; on en déduit que le point M (—t) est le
symétrique de M (t) par rapport a ’axe (Ox) ; la transformation qui transforme le
point M (t) en le point M (-t) est la symétrie orthogonale d’axe (Ox).

2) a) Calculons x'(t) et y'(t) et montrons que y'(t) = %(cost +1)(2cost —1).

Les fonctions x et y sont dérivables pour tout t comme composées (somme et
produit) de fonctions trigonométriques et on a :
1+cost

o x'(t)=—%sint; y'(t)=—%sin2t+ cost.

1+ cost

o VY ()= —%sin2 t+ cost = %[cost (cost+1) + (cos2 t —1)]

y'(t) = %(cost +1)(2cost —1).

b) Etudions les variations des fonctions x et y sur l'intervalle [0, 7 ].
e Sur[0,x]sint=0;donc x'(t) < 0sur [0, x] ; alors la fonction x est
décroissante sur [0, ]
e Sur[0, ], y'(t)=0 équivaut a (cost+1)(2cost—1) = 0 ce qui donne t = = ou

t:%. Donc y'(t) >0 sur [O, %} et y'(t)<0 sur [% 7Z':| . Alors la fonction y

. T , . T
est croissante sur |:O, §i| et décroissante sur |:§, 72'} .

c) Dressons un tableau de variations conjoint de x et y.
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t 0 ml3 T
XM |lo - =372 - 0
y'(@t) |2 + 0 - 0

1
X (t) \37\
0

y () 0 o (3\/§)|/16\‘0

Partie B :
1) Onnote (I7,) la partie de la courbe (T") correspondantat e [0,7].

a) Montrons que (I,) a pour équation y = xv/X—x* .

1 . . .
Onacost=2x-1; donc yzzxsmt; mais sur [0, #] sin t = 0; donc
. 1
sint =+1—cos*t pour tout t € [0, ] ; alors y=2x 1-(2x-=1)?%; y=xVx—x? .

Donc la courbe (I'1) a bien pour équation y = x~+/x—x* .

b) Montrons que (I") est I'union de deux courbes (I';) et (I',).
D’apres les résultats de la question partie A) 1) b), la courbe (I") est symétrique par
rapport a 1’axe (Ox) ; autrement dit la courbe (I') s’obtient en tracant la courbe (T'1) et
son symétrique (I'z) par rapport a I’axe (Ox). La courbe (I') est alors 1’union de (I'1) et
de son symétrique (I'z) par rapport a I’axe (OX).

c) Donnons une équation de la courbe (T’,).
La courbe (I',) est le symétrique (I'1) par rapport a I’axe (Ox) ; d’ou une équation de

(T2) est y = —x~+/x—Xx*.

2) a) Déterminons une équation de la tangente a (I';) au point M (%j

. . 1 1 ]
Le point M (Zj a pour coordonnees, X(EJ == et y(zj =— ; les coordonnees
2 2) 2 2) 4

) 1 1 A 5
du vecteur vitesse sont x(%) =5 et y(gj =2 ; une équation de la tangente a

(T1) en ce pointest alors : —x+2y =0.

b) Etudions la dérivabilité de la fonction f définie par f(x) = xvx—x? en0Oeten 1.
La fonction f est définie sur [0, 1] ; elle est donc définieenOeten1;f(0)=f(1)=0.
. f : .
. Ixmgg = !(IrT(]) Vx—x? =0 donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
2

(X)) . xaIx=x* . —X
lim ():Ilm =lim

x>l x—-1 x1 x-1 Hlﬁ
c) En déduisons une équation de la tangente a (I7;) au point M (7).
Le point M () a pour coordonnées (0, 0) ; c'est-a-dire x = 0 et y = 0; la courbe
représentative de la fonction f définie dans la question précédente est (I'y) ; f'(0) =0
et f (0) = 0; donc la tangente a (I';) au point de coordonnées (0, 0) c'est-a-dire au
point M () a pour équation y = 0 : (tangente horizontale)

=—o00 ; donc f n’est pas dérivable en 1.
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d) Placons les points M (0), M (%j M (%j M () ; tragons les tangentes a (I7,) en

ces points et construisons la courbe (T7) puis (") dans le repere.

1&

¥ Sens de
parcours
du mobile

04 b

| |
3) Le point M (t) est considéré comme un point mobile dont les coordonnées x (t) ety (t)
sont definies a tout instant t de l'intervalle [0, 2 7] par :
1 1
X (1) = +cost ety () = +cost
a) Montrons que la trajectoire de M (t) est la courbe (T7).
La trajectoire de M (t) a pour équation cartésienne y* = xz(x — x2) avec
x € [0, 1]
De méme la courbe (I') a pour équation cartésienne y* = xz(x — x2) avec
x € [0, 1].
La trajectoire de M (t) n’est alors autre chose que la courbe (T').

xsint.

. . . . 1 1
b) Déterminons 1’instant t quand le mobile passe par le point de coordonnées (E' —Z]

1 . . 1+cost 1 . 3
X(t) == équivaut a =—;cost=0cequidonne t= T out="" ; (sur
2 2 2 2
1 3 1 . 3 :
[0,2 7]); y(%j =2 et y(?ﬂJ =3 ; alors a ’instant t = ?7[ le mobile passe
: ] 1 1
par le point de coordonnées > T a)
c) Précisons les coordonnées du vecteur vitesse a cet instant.
3 1 3 1
Ona X(%) = > et y[;ﬁj = 2 ; les coordonnées du vecteur vitesse a I’instant

3 (37 1 (37 1
t=— sontalors X'| — == et y'| — [=——.
2 2 2 2 4

d) En se servant de la figure, indiquons sur la courbe (I") le sens de parcours du
mobile.

Le point de depart du mobile est au point M (0) (1, 0) ; a ’instant t = % il est au

. 11 ) . . .
point M (%)(5 Zj (y > 0); a ’instant t = 7 il est au point O (0, 0) ; le mobile
parcourt la trajectoire dans le sens contraire au sens de rotation des aiguilles d’une
montre ; voir le sens de parcours du mobile sur la figure.
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CHAPITRE 10

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

La géométrie est définie comme étant la science des propriétés de 1’étendue.

Le mot espace est entré en géométrie vers 1800. La géométrie de I’espace s’est peu a peu
développée ; I’espace lui-méme était 1’objet des discussions métaphysiques— sur la controverse
espace absolu ou espace relationnel —

La situation change dans la deuxiéme moitié du 18°™ siécle. Riemann a soutenu sa célébre
habilitation « Sur les hypothéses qui sous-tendent la géométrie » en 1854 et a présenté le concept
de variété de dimension n. Le concept d'espace de dimension élevée commencait a s'épanouir.

La géométrie dans I'espace consiste donc a étudier dans un espace a trois dimensions, les
objets définis dans la géométrie plane et a y ajouter des objets qui ne sont pas contenus
dans des plans : surfaces (plans et surfaces courbes) ; volumes fermés... Il s'agit donc de
géométrie dans un espace a trois dimensions.

Le produit vectoriel prend naissance avec "l'invention” des quaternions (un quaternion est un
nombre de la forme h=a+ bi + cj + dk ou a, b, c et d sont des réels et i, j et k sont tels que
i=j? =Kk = ijk =— 1 ; ’ensemble des quaternions est noté¢ .H eton a: R c C c .H) en 1843,
par le mathématicien irlandais HAMILTON William Rowan (1805-1865). Le mathématicien
américain GIBBS Josiah Willard (New Haven 1839 - 1903) simplifie cet outil et définit le
produit scalaire et le produit vectoriel dans une théorie appelée I'analyse vectoriel.

Depuis fort longtemps, cette discipline mathématique a été la partie dominante des

programmes de 1’enseignement au lycée. La géométrie en général, mais la géométrie dans
I’espace en particulier a été la branche des mathématiques par laquelle s’est élaborée 1’idée de
démonstration ; c’est elle qui pose le mieux la question du rapport entre les mathématiques et la
réalité de la vie.

L’utilité de la géométrie est tres variée :

v' Longtemps, géométrie et astronomie ont été liées. A un niveau élémentaire, le calcul des
tailles de la lune, du Soleil et de leurs distances respectives a la Terre fait appel au théoreme
de Thales;

v’ La géomeétrie intervient en ingénierie dans I'étude de la stabilité d'un systeme mécanique.
Mais elle intervient encore plus naturellement dans le dessin industriel.

v' Le calcul vectoriel est aussi utilisé dans I'imagerie informatique pour calculer la longueur
des ombres sur les surfaces plates.

v' La géométrie euclidienne intervient en optique pour traiter par exemple de la diffraction de
la lumiere.

v' La géométrie est également a I'origine du développement de la navigation maritime.......

CE QU'IL FAUT RETENIR

A) RESULTATS ADMIS

) Résultats admis relatifs aux vecteurs dans |'espace.
(Outils pour montrer qu 'un quadrilatére dans [’espace est un parallélogramme ; pour
effectuer des calculs vectoriels dans [’espace)

» Soit A, B, C et D quatre points de I'espace ; alors :
AB = DC signifie que ABCD est un parallélogramme.
» Soit O un point fixé de I'espace ; alors pour tout vecteur u , il existe un seul point M
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de I'espace tel que OM =u.
» Soit u et v deux vecteurs de I'espace ; k un réel ; alors : la somme de vecteurs

u + v ; le produit d'un vecteur par un réel ku, se font de la méme fagon dans
I'espace comme dans le plan ; et obéissent aux mémes regles de calculs. La relation
de Chasles reste valable dans 1’espace.

Exemple : Soient A, B, C et D quatre pomts quelconques del’ espace ; | Slmpllfler au
maximum |’ expresswn vectoriel suivante : U= 3AB +2BC + DC — DB—3AC .
Solution ; U = DC +3AB + 2BC — DB - 3AC =3|AB — AC )+ 28C +(DC - DB)

U =3CB + 2BC + BC =3(CB + BC )=3CC = 0.
1)) Résultats admis relatifs au plan_dans I'espace.

(Outil pour déterminer un plan dans [’espace ; pour montrer que trois points ou trois
vecteurs sont coplanaires...)

» Trois points A, B, C non alignés de I'espace déterminent un plan : le plan (ABC).

» Un point A et deux vecteurs non colinéaires u et v de I'espace, déterminent un plan :
le plan défini par A et de vecteurs directeurs u et v.Et pour tout point M de ce plan,
il existe un couple de réels (x, y) unique tel que AM = xu + y\7.

- - —

» Trois vecteurs u,v,W ou trois points A, B, C sont coplanaires si et seulement si ils
sont dans un méme plan. C'est a dire si et seulement si il existe un couple de réels

(%, y) unique tel que W= XU+ y\7 ou BC = XAB + yA—C par exemple.

Exemple : On considére un tétraedre ABCD ; E, F et G sont des points de I’espace définis
respectivement par : AE = AB + %ﬁ . AF = gﬁ — %R et AG = gﬁ
1) Justifier que les points A, B, C et E sont coplanaires
2) Justifier que les droites (FC) et (AD) sont coplanaires.
3) Montrer que les droites (FC) et (AD) sont sécantes en G.

Solution
1) Justifions que les points A, B, C et E sont coplanaires.

Les points A, B et C ne sont pas alignés (ABCD étant un tétraedre) donc ils définissent
un plan: le plan ABC, plan passant par A et de vecteurs directeurs (AB, AC). Par
définition du point E, on a AE = 4B + %A_é = xAB + yAC donc E € (ABC)

autrement dit les points A, B, C et E sont coplanaires.
2) Justifions que les droites (FC) et (AD) sont coplanaires.

Le point F est défini par ; AF = EE — %R ; donc F appartient au plan passant par

le point A et de vecteurs directeurs (ﬁ Rf): le plan (ADC) ; par conséquent les

droites (FC) et (AD) sont coplanaires.
3) Montrons que les droites (FC) et (AD) sont sécantes en G.

D’apres la définition du point G : AG = %ﬁ ; donc G € (AD).
D’autresparts,ﬁf= FA+ 4G = %A_é— §ﬁ+ %E= %TC— %E;
FG = XAG + 1G¢ - 22D = (*4D) + 16¢ - 2 4D = 1GC donc

2 2 9 2 \9 2 9 2
FG = %GC ; alors G € (FC).

Le point G appartient a la droite (AD) et a la droite (FC) ; donc les droites (FC) et
(AD) sont sécantes en G.
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I11) Résultats admis_relatifs_aux bases et aux repéres dans I'espace.
(Outil pour déterminer une base ; un repere de [’espace)

> Tout triplet (i, J',R) de vecteurs non nuls et non coplanaires détermine une base de
I'espace.

» Tout quadruplet (O, f, ] E) ou (i,],E) est une base de I'espace, ou tout quadruplet
(O, 1, J, K) de points non coplanaires de I'espace, détermine un repére de I'espace.
» Pour tout point M de I'espace, il existe un triplet de réels (x, y, z) unique tel que

W:xi+y]+zﬁ ou O—M:xa+y&+ZW.

> Le repere (O, i ], R) de I’espace est dit direct si un homme (regle du bonhomme
d’Ampére), traversé par le vecteur k des pieds a la téte et regardant le vecteur i ale
vecteur ] a sa gauche.

B) PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE.

I) Réales de calculs.
(Outil pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs de [’espace ; pour montrer que deux
vecteurs de [’espace sont orthogonaux)

> Soit u=AB ; v=AC deux vecteurs de I'espace ; alors : le produit scalaire
u-v=AB-AC.
Il est calculé dans un plan qui contient A, B, C : le plan (ABC), de la méme fagon que
le produit scalaire dans le plan.

> Le produit scalaire dans I'espace obéit aux mémes regles de calculs que le produit
scalaire dans le plan.

> Dans une base orthonormée (i,],ﬁ) de I'espace, si a(x, Y,2) et \7(x', y',z'), alors :

- -

u-v=Xxx+yy-+zz' ;et u et v sont deux vecteurs orthogonaux si et seulement

- -

siu-v =0. c
Exemple : ABCDEFGH est un cube d’aréte 1 cm. E . F
e 91------ —7C
1) Calculer EF - AD; AD-FG et DG-FA. Ak

—>—>—>)

2) Veérifier les résultats en considérant le repére (D, DA, DC, DH
Solution : 1) calculons : EF -AD =EF -EH =0; AD-FG =E~ﬁ=(ﬁj)2 =1 et
DG-FA=-DG-AF = (DGf =2

2) Dans le repére (D, DA, DC, DH), ona: A (1,0,0); B (1,1,0); D (0,0,0); E (1,0, 1) ;
F (L 1,1);G(0,1,1). Donc: EF (0,1,0); AD(-1,0,0); FG(-1,0,0); FA(0, -1, -1)
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et FB(0,0,-1) ;donc EF-AD = 0; AD-FG = let DG-FA=-2 .

I1)  Vecteur normal a un plan.
(Outil pour déterminer un vecteur mormal a un plan ; pour montrer qu’un point appartient da
un plan de [’espace ; pour déterminer une équation cartésienne de plan dans [’espace)

> Un vecteur n est dit normal au plan défini par le point A et de vecteurs directeurs u
etv; (A, u, Vv),sietseulement si pour tout point M de ce plan, AM.n=0.

- = -

> Soit (P) un plan de l'espace muni d’un repére orthonrmal (O, i, ], k); A un point de
(P); n un vecteur normal a (P) : alors un point M de I'espace appartient au plan (P) si

(94
et seulement si AM -n =0. Si dans le repére, onaA(X,, Y, Z,); n| B | ; alors tout

e

point M (X, y, z) appartient au plan (P) si et seulement si AM -n=0 ; C'est-a-dire

a(X=Xa)+ B (Y=Y +7(2-2,)=0; a(X=X)+ B (Y=Ya)+7 (2-2,) =0 qui
estde laformeax+by+cz+d=0,estune équation du plan (P).

Exemple : Dans un repére orthonormé (O, i, ], k) de I’espace, on consideére les points

A(=2,1,1);B(~1,2,0) et C (0, —1, 1) et le vecteur u(L, 1, 2)
1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.
2) Vérifier que le vecteur 1 est normal au plan (ABC).
3) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC)
Solution :
1) Montrons que les points A, B et C déterminent un plan.
AB(L1,—1); AC(2,—2,0) ; les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. En effet

supposons qu’ils sont colinéaires, alors il existe un réel unique k tel que AB=k AC ;

onadoncl=2ketl=-2ketaussi —1 =0 ce qui est impossible. Donc les points A,
B et C ne sont pas alignés ; ils définissent donc un plan : le plan (ABC).
2) Vérifions que le vecteur u est normal au plan (ABC).

Onau-AB=1+1-2=0 (on a aussi u-AC=2-2 =0) donc le vecteur u est
normal au plan (ABC).
3) Déterminons une équation cartésienne du plan (ABC).

Soit M (x, y, 2) € (ABC) on a u-AM =1(x+2)+1(y-1)+2(z-1)=0;

G-m=x+y+22—1=0; donc une équation cartésienne du plan (ABC) est
X+y+2z-1=0

C)PRODUIT VECTORIEL DANS L'ESPACE.

- - -

L'espace est orienté positivement. (O, ], k) est un repere orthonormal direct de I'espace.

1) Deéfinition du produit vectoriel.
(Outil pour déterminer le produit vectoriel de deux vecteurs de [’espace)

» Soit u et v deux vecteurs quelconques de I'espace ; alors le produit vectoriel des
vecteurs u et v noté u Av (dans cet ordre) est le vecteur :
e 0 (vecteur nul) si u et v sont colinéaires.
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e W=UAVS= [u]l x |P]] % sin(w, v )] X 1 si u et v ne sont pas colinéaires et

- > —

ou n est le vecteur unitaire orthogonal & u eta v, tel que (u,v,u AV) soit une
base directe de I'espace.

> uav|l = [l x 191l X [sin(w, 7)) , G
Ef F
Exemple : ABCDEFGH est un cube d’aréte a cm : ;
Exprimons en fonction de a AB A AC ; HE ABC p P*"""' ¢

AB A AC=KAE ; || AB A AC ||=|/AB| x||AC||x|sin|AB, AC]|=axa+v2x— =|k|a ; donc
2

—_— — —

k| =a etalors k =aou k= —a; mais (ﬁ AC, AB A AC) est une base directe les
vecteurs AB A AC et AE sont donc de méme sens ; k = a et par conséquent
AB A AC=aAE

HE A BC =0 car les vecteurs HE et BC sont colinéaires.

Il) Propriétés du produit vectoriel.
(Outil pour déterminer un produit vectoriel)

u,v,W sont trois vecteurs de I’espace ; k est un réel.

u AV est un vecteur normal au plan de vecteurs directeurs u et v.

— - -

UAV = —V/\a.
UAW+W) =(UAV)+(UAW) .
UA(kv)=(ku)Av=K(UuAV).

u AV = o (vecteur nul) si et seulement si u et v sont colinéaires.

YV V. V V V 5|

I11) Coordonnées du produit_vectoriel uAv.
(Outil pour déterminer les coordonnées d’un produit vectoriel)

Si G(x, Y,Z) et \7(X',y',Z') ,alors :

> UAV YZ-y z,zX =72 X, xy =X y).
> m( Jouﬁm?( j
Exemple )

Dans I’exemple ci-dessus, Vérifions les resultats en considérant le repére (D, DA, DC, DH
Dans ce repéreona:A(a,0,0);B(a,a,0);C(0,a0);E(a 0,a)etH (0,0, a).

AB (0, 3, 0)et AC (-a, a,0) donc AB A AC (0,0,a%) et AE (0, 0, a) donc AB A AC = aAE
HE(a, 0,0)et BC (—a, 0, 0) ; donc HE A BC (0, 0, 0) =0.

y y| |z z| | x x y z z X Xy

) EH H )

7 7 - y oy y oz 7 X Xy

D) APPLICATIONS DU PRODUIT VECTORIEL.
L'espace est orienté positivement. (O, 1, j,K ) est un repére orthonormal direct de I'espace.

) Aire d’un parallélogramme ; aire d’un_triangle.
(Outils pour calculer [’aire d'un parallélogramme ; d’'un triangle)

> L’aire d’un parallélogramme ABCD est : ||[AB A AC|| = ||AB A AD||
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H AB A AC H
» L’aire d’un triangle ABC est :

I1) Distance d’un_point_a une droite ; distance d’un_point a2 un plan.
(Outil pour calculer la distance d’un point a une droite ; la distance d 'un point a un plan)

» La distance d’un point M a une droite (AB) de I’espace est :

H AB A AM |
d(M;(AB) )=
[l

» La distance d’un point M a un plan (ABC) de I’espace est :

‘AM (AB AAC)

Rt IV

Exemple 1
On considere dans 1’espace une droite (AB) et M un point de I’espace ; H son projeté

orthogonal sur la droite (AB) (MH est la distance de M a la droite (AB)).

—_— — — —

1) a) Démontrer que MAA AB=MH A AB
b) Démontrer que Hm/\ﬁ H =MH x“ﬁ”

HMA/\ABH
2) Endéduire que: d (M, (AB))=
N

—_— — —  —

Solution 1 : 1) a) Démontrons que MAA AB=MH A AB.
mAE_(W+M)AE =MH A AB+HAA AB ; or les vecteurs HA et AB sont

colinéaires ; donc HAA AB =0 etalors MAA AB=MH A AB .
b) Démontrons que H MA A AB H — MH x ABH.

—_— — — —

MAA AB=MH A AB donc HW\AEH = HW /\EH or les vecteurs MH et AB sont

orthogonaux donc HW /\EH = MH x“@”  par conséquent Hm/\ﬁé H = MH x“ﬁ”

H MA A AB H
2) En déduisons que : d (M, (AB))=
[l
HlvTAA ABH H MA A AB H
On a d’aprés b) MH = ;or d(M, (AB))=MH , donc d (M, (AB))=
8] [

Exemple 2 :
On considére dans 1’espace un plan (P) et trois points non alignés A, B et C de ce plan. Soit

M un point de ’espace ; H son projeté orthogonal sur le plan (P). (MH est la distance de M au
plan (P)).
3) a) Démontrer que MA- (ﬁ A A—C) = MH - (ﬁ A A—C)

b) Démontrer que ‘m(ﬁ/\ﬁ} = MH x EAEH
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[MA-(AB 1 AC)
4) En déduire que : d (M, (ABC))=

5]

Solution 2 : 1) a) Démontrons que MA. (ﬁé /\A_C>)= MH - (ﬁ /\E).

MA. (A8  AC )= (MH + HA)-(AB A AC)= MH - (AB A AC )+ HA- (B A AC) ; or le vecteur
HA est un vecteur du plan (P) et (EAE) est orthogonal au plan (P) = (ABC) ; donc
M(EAE) =0etalors m(ﬁ AA—C)=W~(E/\A—C).

b) Démontrons que ‘m(ﬁ /\A_CX =MH x“ﬁ?; /\EH

WA (AB 1 AC)= MH -(AB A AC) donc | MA- (AB 1 AC)| = | MH -(AB A AC or es

vecteurs MH et (ﬁ/\ﬁf) sont colinéaires donc ‘W(EAE)‘ =MH XHE/\A_CH X

par consequent ‘W(A_B/\E)‘ = MH x EAEH
WA (AB A AC)
2) En déduisons que : d (M, (ABC))= Hﬁ EH .
VAN
ot ) _
nadaprésb) MH ="————" :or d(M, (ABC))=MH, donc
HAB/\ACH
[A-(AB A AC|
d(M, (ABC))="—————
HAB/\ACH

1) Volume d’un parallélépipéde ; volume d’un_tétraédre.
(Outil pour calculer le volume d’un parallélépipéde ; d 'un tétraedre)

> Le volume d’un parallélépipéde ABCDEFGH est :‘ AE -(AB A E’)‘
| AD - (AB A AC)|

» Le volume d’un tétraedre ABCD est : 5
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EXERCICES

EXERCICES CORRIGES

Exercice 10-1

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O i, ] E)
On considere les points : A (1, 3,1) ; B(—1, 2, 2) etC(2 -2,5).

1) a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et AC.
b) Les points A, B et C déterminent — ils un plan ? Justifier la réponse.
2) a) Déterminer les coordonnées du point D pour que le quadruplet ABCD soit un
parallélogramme.
b) Déterminer les coordonnées des points | et J milieux respectifs des segments [BC] et
[AC].
3) On considere les points E (1, —1, 2) et F(5, 5, —1):
a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB A AC.
b) Les points A, B, C et E sont-ils coplanaires ? Justifier la réponse.
c) Les points A, B, C et F sont-ils coplanaires ? Justifier la réponse.

Exercice 10-2
ABCDEFGH est un cube de centre O et d'aréte a : AB=AD = AE = a.

1) Calculer en fonction de a :
a) AB-EG ; b) BC-DE ; ¢) AB-AO ; d) AC-OE.
e) AB ABF ; f) AC AGE.
2) On considere le repere (D, ﬁD—C,m) orthonormal direct et on pose a = 1.

a) Donner dans ce repére les coordonnées des points A, B, C, E, F, G, Het O.
b) Déterminer dans ce repere les coordonnées des vecteurs suivants :

DAADC : DAADB: ACADB: DAADG: AOADC : EF ADH.
Exercice 10-3

Partie A
On considere deux points A et D de I'espace et on désigne par | le milieu du segment [AD].

1) Démontrer que, pour tout point M de l'espace, MD - MA = MI 2 — |A?
2) En déduire I'ensemble (E) des points M de I'espace tels que MD-MA=0

Partie B
Dans I'espace rapporté au repére orthonormal direct (O, i, ], k), les points A, B, C et D ont
pour coordonnées respectives A(3, 0, 0), B(0, 6, 0), C(0, 0, 4) et D(-5, 0, 1).
1) a) Vérifier que le vecteur ;(4, 2, 3) est normal au plan (ABC).
b) Soit M (X, Y, ) un point de I’espace ; donner une condition nécessaire et suffisante

sur X, y et z pour que le point M appartienne au plan (ABC).
c) Vérifier que le point D n’appartient pas au plan (ABC).

- > -
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2) Soit (A), la droite passant par le point D et orthogonale au plan (ABC) ; M (x, y, ) un
point quelconque de la droite (A) et différent de D.
X=4t-5
a) Montronsque: { y=2t ;teR".
z=3t+1
b) En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

c¢) Calculer la distance du point D au plan (ABC).
d) Démontrer que le point H appartient a I'ensemble (E) défini dans la partie A.

Exercice 10-4

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i ] E).
1) A, Bet C sont trois points non alignés de I'espace.
a) Montrer que pour tout point M de l'espace, n appartenant pas a la droite (AB) :
AB A AM AB A AC si et seulement si AB /\CM O

b) En déduire I'ensemble des points M de I'espace tels que AB A AM = AB A AC.
2) (D) et (D" sont deux droites distinctes et paralléles de I'espace ; A est un point de la

droite (D) ; A’ le projeté orthogonal de A sur la droite (D").

a) Montrer en utilisant la question 1) que pour tout point B de (D) et pour tout point

Mde (D)ona: AB A AM = AB A AA',

H AB A AM H
b) En déduire que : d(M, (D)) =
[
3) Application numerique : On donne A(-1, 1, 2) ; B(1, 2, 4) ; M(-2, =5, -3)

et A'(2,-3,1).

a) Verifier que les vecteurs AB et AA' sont orthogonaux.

b) Vérifier que AB A AM = AB A AA.

c) Calculer la distance du point M & la droite (AB).
Exercice 10-5

L'espace est rapporté a un repere orthonormal direct (O, a,(ﬁ : OK ).
On considere le cube de sommet O, I, R, J, K, L, M, N. On pose A le milieu de l'aréte [IL] et

B le point défini par KB = % KN . On désigne par (P) le plan passant par les points O, A et B.

1) a) Préciser les coordonnées des points R, L, M, N, A, et B dans le repere
(O, OI,0J,0K).
b) Déterminer les coordonnées du vecteur u tel que u=0AAOB.

J1

2) a) Endeéduire que l'aire du triangle OAB vaut 5
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b) Soit le point C (1, % 1) dans le repére ;

le point C appartient-il au plan (P) ? Justifier la réponse.
3) On considere le tétraedre OABK

1
a) Montrer que son volume vaut 9

b) En déduire la distance du point K au plan (P).
4) On pose D milieu de [OB] et E milieu de [KL]
a) Donner la nature du quadrilatere ACBD.
b) Le point E appartient-il au plan (P) ? Justifier la réponse.
c) Calculer le volume de la pyramide de sommet E et de base ACBD.

Exercice 10-6

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, ], k).
On considere les points A (1, 2,3) ;B (3,0,3);C (3,2, 1).
1) Calculer les distances AB et BC.
2) a) Montrer que les points A, B, C ne sont pas alignés.
b) Calculer la distance du point O au plan (ABC).

3) Soit D le point de I'espace tel que AD = BC et I le milieu du segment [AC].
a) Donner la nature du quadrilatéere ABCD.
b) Déterminer les coordonnées du point D.
c) Calculer la distance Ol.
d) En déduire que | est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
4) Montrer que les plans (OAC) et (OBD) sont orthogonaux.
5) a) Calculer l'aire du quadrilatere ABCD.
b) Calculer le volume de la pyramide de base ABCD et de sommet O.

Exercice 10-7 (sujet de Bac)

On considere un tétraedre ABCD.
Onnote I, J, K, L, M, N les milieux respectifs des arétes [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et
[BD].
On désigne par G I'isobarycentre (voir cours de 2"%) des points A, B, C et D.
i

- 1y
D

1) Montrer que les droites (1J), (KL) et (MN) sont concourantes en G.

Dans la suite de I'exercice, on suppose que AB = CD, BC = AD et AC =BD.

(On dit que le tétraedre ABCD est équifacial, car ses faces sont isomeétriques).
2) a) Quelle est la nature du quadrilatere IKJL ?

b) Préciser également la nature des quadrilatéeres IMJIN et KNLM.

c) En déduire que (1J) et (KL) sont orthogonales.

On admettra que, de méme, les droites (1J) et (MN) sont orthogonales et les droites

(KL) et (MN) sont orthogonales.
3) a) Montrer que la droite (1J) est orthogonale au plan (MKN).

b) Quelle est la valeur du produit scalaire 1J - MK ?

c) En déduire que (1J) est orthogonale a la droite (AB).
d) Montrer de méme que (1J) est orthogonale a la droite (CD).
e) On rappelle que dans I'espace le plan médiateur d'un segment est constitué des

Chapitre 10 : Géométrie dans I'espace Page 295


http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_euclidien

points équidistants des extrémités de ce segment. 1l s'agit du plan passant par le
milieu du segment et orthogonal a ce segment.
Montrer que G appartient aux plans médiateurs de [AB] et [CD].

f) Démontrer que G est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

Exercice 10-8 (Bac—-D)

Dans I'espace rapporté a un repere orthonormal direct (O, f, ] E), on donne A, B, et C de

coordonnées respectives (2, 0, 1), (3, -2, 0) et (2, 8, — 4). Aucune figure n'est demandée.
1) Un point M étant de coordonnées (X, Y, z), exprimer en fonction de x, y et z les

coordonnées du produit vectoriel AM ABM .

-X+y-2z=-4
2) Résoudre dans R xR xR, le systéme suivant : X+y+z=11
2X+y—-—z=8

On fera figurer les étapes de la résolution sur la copie.

3) Montrer qu'il existe un point N vérifiant AN A BN =CN et donner les coordonnées du
point N.

4) On rappelle que le volume d'un tétraédre s'‘obtient par la formule V :% B xh ouB

représente l'aire d'une base et h la hauteur correspondante.
a) Le point N étant défini a la question précédente, montrer que le volume du

tétraédre ABCN est égal a %CN 2,

b) En utilisant les résultats du 1), et en prenant M = C, calculer l'aire du triangle ABC.
c) Utiliser les résultats précédents pour calculer la distance du point N au plan (ABC).

Exercice 10-9

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Chemmae- --~F

oK A

Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure ci-dessus.

_._.—>)

L'espace est orienté par le repére orthonormal direct (O, OA,0OC, 0D
On désigne par a un réel strictement positif.

L, M et K sont les points définis par OL=a0OC; OM =aOA et BK =aBF .

1) a) Calculer en fonction de a les coordonnées du vecteur DM ADL.
b) En déduire l'aire du triangle DLM.
c) Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM).

2) Onnote H le projeté orthogonal de O (et de K) sur le plan (DLM).

—_— —_—

a) Démontrer queOM -OK =OH -OK .
b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note 2 le réel tel que OH =4 OK .

v' Démontrer que A = — .
a“ +2

v En déduire que H appartient au segment [OK].
c) Déterminer en fonction de a les coordonnées de H.

d) Exprimer HK en fonction de OK .
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a’—-a+?2

Jai+2
3) A l'aide des questions précédentes, déterminer le volume du tétraedre DLMK en
fonction de a.

e) Endéduire que HK =

Exercice 10-10
On considere un cube ABCDEFGH d'aréte de longueur 1. On désigne par | le milieu de [EF]
et par J le symeétrique de E par rapport a F.

G

Dfeemmmm --=iC

Ai

—>—>—.)

Dans tout I'exercice, I'espace est rapporté au repere orthonormal (A, AB, AD, AE
1) a) Déterminer les coordonnées des points | et J.

b) Vérifier que le vecteur DJ est un vecteur normal au plan (BGI).
c) Calculer la distance du point F au plan (BGI).
2) On note (A) la droite passant par F et orthogonale au plan (BGI).
a) Donner une représentation paramétrique de la droite (A).
b) Montrer que la droite (A) passe par le centre K de la face ADHE.
c) Montrer que la droite (A) et le plan (BGI) sont sécants en un point, noté L, de
. (2 1 5)
coordonnées| —, —, — |.
36 6

d) Le point L est-il I'orthocentre du triangle BGI ?

EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 10-11
Dans un repére orthonormé direct (O, i, ], k) de I’espace, on consideére les points
A(—2,3,1);B(—1,2,2)etC(1,1,2)et le vecteur 6(1, 2, 1)

1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.

2) Déterminer les coordonnées du point D pour que ABCD soit un parallélogramme.

3) Déterminer les coordonnées du vecteur AB A AC .
4) Déterminer une équation du plan (ABC)

Exercice 10-12

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, j,k).
On considere les points A (—1,2,1);B(1,—-1,3);C(2,3,-1);D (0,6, —3) et E (1, 0, 1).
1) a) Montrer que le quadruplet ABCD est un parallélogramme.
b) Calculer son aire.
2) a) Montrer que le point E n'appartient pas au plan (ABC).
b) Calculer la distance de E au plan (ABC).
c) Calculer le volume du tétraedre ABCE.

Exercice 10-13

L'espace est rapporté a un repere orthonormal direct (O, i, ] k ).
On considere les points A (3, 2, —1) et H (1, -1, 3).
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1) Calculer la longueur AH.
2) Soit M (x, Y, z) un point de l'espace.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs AM et AH
soient orthogonaux.
b) En déduire une équation du plan (P) passant par H et orthogonal a la droite (AH).
3) Ondonne les points B(—6, 1, 1) ; C(4, =3, 3) et D(—1, =5, —1).
a) Démontrer que les points B, C et D appartiennent au plan (P).

b) Calculer les coordonnées du produit vectoriel BC ABD .
c) Calculer l'aire du triangle BCD.

d) Calculer le volume du tétraédre ABCD.

e) Calculer la distance de D au plan (ABC).

Exercice 10-14
On considére un cube ABCDEFGH d'aréte 1.

i
Y
h

‘__
1
1
1
1
1
1
1

[

A

On note I le milieu du c6té [BF] et J le point défini par EJ= 2 EH .

3
On désigne par (P) le plan (AlJ).
1) a) Faire une figure et compléter au fur et a mesure.
b) Déterminer les vecteurs Al A IF et JAA JE, puis le réel Al -AJ.

2) L'espace est rapporté au repére orthonormal direct (D, ﬁ FC, Ei) par la suite.
a) Préciser les coordonnées de tous les points de la figure.

b) Déterminer les coordonnées du vecteur Al A AT
c) Vérifier les résultats de la question 1) b) par le calcul avec les coordonnées.
b) Calculer l'aire du triangle AlJ.

3) On considere le point K (%%%) dans le repeére.

a) Placer K sur la figure.
b) Calculer la distance de K au plan (AlJ). K appartient-il a ce plan ? Pourquoi ?
c) Calculer le volume du tétraedre AIJK.

4) On considere le point L(%,l,lj dans le repeére.

a) Placer L sur lafigure.

b) Montrer que L appartient a (GF) ~ (AlJ).

¢) Donner la nature du quadrilatere AILJ.

d) Calculer le volume de la pyramide AILJK.
Exercice 10-15
Dans 1’espace rapporté a un repere orthonorme (O, i, ], k) on donne les plans (Py), (P) et (P3)
Les plans (P,) et (P2) ont pour équations cartésiennes respectives x —z = 0 et
X+2y+2z—2=0etleplan (Ps) est défini par le point A (3, 2, 1) et les vecteurs u(-1, 0, 1) et

v(2,-1,0).

Chapitre 10 : Géométrie dans I'espace Page 298



1)

2)
3)
4)

5)
6)

7)

Montrer que pour tout point M (X, y, z) de I’espace ; M € (P3) si et seulement si il

X=—k+2t+3
existe un couple de réels (k, t) unique tel que : Jy =-t+2
z=k+1

Déterminer un vecteur n (a, b, ¢) normal au plan (Ps).

Donner une équation cartésienne du plan (P3).

Déterminer les coordonnées des points d’intersection (notés respectivement B, C et D)

du plan (P3) avec les axes du repere (Ox), (Oy) et (Oz). (On rappelle que 1’axe (Oz) par
x=0

exemple a pour équation cartésienne dans 1’espace : { 0 )
y =

Montrer que les plans (P,) et (P3) sont strictement paralleles.

a) Verifier que le vecteur w(1, 0, —1) est normal au plan (Py).

b) En déduire que les plans (P,) et (P3) sont perpendiculaires.

Vérifier que la droite (A) intersection des plans (P,) et (P3) passe par le point

B (1, 3, 1) et admet pour vecteur directeur le vecteur §(—1, 1, —1).

Exercicel0-16

- -

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, J k), on donne les points A,
B,C et D de coordonnées respectives (3, 2, 1), (5, 1,—-1), (-1, 4, -1) et (1, —2, 1). Aucune
figure n'est demandee.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

a) Vérifier que les points A, B et C définissent un plan.

b) Déterminer les composantes du vecteur AB A AC .

C) Montrer qu’un point M (X, y, z) de ’espace appartient au plan (ABC) si et
seulement si x, y et z vérifient: x +2y—7=0.

On désigne par (P) le plan de I’espace passant par le point D et de vecteur normal le

vecteur u(-2, 1, 5).

a) Déterminer une équation du plan (P).

b) Vérifier que les points A et C appartiennent aussi a (P) ; ainsi (P) = (ACD).
On rappelle les théorémes (« outils ») suivants :

» « Soit (P) et (P*) deux plans de I’espace. (P) et (P*) sont perpendiculaires si et
seulement si un vecteur normal non nul de I’un est orthogonal & un vecteur
normal non nul de I’autre. »

» «Soit (P) et (P’) deux plans de ’espace. Si (P) et (P”) sont sécants, alors leur
intersection est une droite. »

a) Montrer que les plans (ABC) et (ACD) sont perpendiculaires.

b) Préciser I’intersection de ces deux plans ; on la notera (A).

Soit E le point de coordonnées (5, —2, —1). Soit t un réel, on considére le point M de
coordonnées (1 +21t, 3—t,t).

a) Verifier que le point E n’appartient ni a (ABC), ni a (ACD), ni a (4).

b) Déterminer la distance de E au plan (ABC) ; la distance de E au plan (ACD) puis

la distance de E a (A).

c) Déterminer en fonctiondet, EM 2.
On considére la fonction numérique f définie par : f(t) =t*> —4t+7.

a) Etudier le sens des variations de f et dresser son tableau de variations.
b) Pour quel point M, la distance EM est-elle minimale ?

Soit I le point de coordonnées (5, 1, 2).

a) Vérifier que | € (A).

b) Démontrer que le point I est le projeté orthogonal du point E sur (A).
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Des outils pour traiter les exercices corrigés et solutions

Exercice 10-1
1) Coordonnées d’un vecteur défini par deux points ; Plan défini par 3 points.
2) Définition d’un parallélogramme ; Coordonnees du milieu d’un bipoint.

3) Coordonnées d’un produit vectoriel uAv » Conditions pour que trois points de [’espace
soient Coplanalres
Solution

L'espace est rapporté a un repere orthonormal direct (O, f, ] R).
On considere les points : A (1, 3,1) ;B (—1,2,2) et C (2, -2, 5).
1) a) Déterminons les coordonnées des vecteurs AB et AC.
AB(-2,-1,1); AC(1L,-5,4).
b) Vérifions si les points A, B et C déterminent un plan ? Justifions la réponse.
On sait que trois points non alignés déterminent un plan ; or trois points A, Bet C

sont aligneés si et seulement si AB =k AC ou k est un réel non nul. On a ici
—2=(—2) x1; mais =1 # (—2) x (—5) et aussi 1 # (—2) X 4. Les vecteurs
AB et AC ne sont pas colinéaires ; donc les points A, B et C ne sont pas alignés ;

ils déterminent alors un plan.
2) a) Déterminons les coordonnées du point D pour que le quadruplet ABCD soit un
parallélogramme.

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB=DC ;soitD (x,Y,2);
D—Cf(2—x, ~2-y,5-2); AB=DC entraine quex=4;y=—1;z=4. Alors le
point D aura pour coordonnées (4, —1, 4).

b) Déterminons les coordonnées des points | et J milieux respectifs des segments [BC]
et [AC].

EXAERIEER)
2 2 2 2
3) On considere les points E (1, —1, 2) et F(5, 5, 1)
a) Déterminons les coordonnées du vecteur AB A AC .
-1 -5/ |1 4| |-2 1
AB A AC :
1 4} |-2 1 |-1 -5
b) Vérifions si les points A, B, C et E sont coplanaires ; Justifions la réponse.
Les points A, B, C et E sont coplanaires si et seulement si (AB A AC)- AE =0 ;
E(O, -4, 1) et (ﬁ /\A—C)~ AE=-25%0 ; donc les points A, B, C et E ne sont pas

coplanaires.
c) Vérifions si les points A, B, C et F sont coplanaires ? Justifions la réponse.

ﬁ(4, 2, —2) et (ﬁ /\E)-Ez 0 ; donc les points A, B, C et F sont
coplanaires.

D; AB AAC(1, 9, 11).

Exercice 10-2
1) Définition, Propriétés du produit scalaire de deux vecteurs ; Définition, Propriétés
du produit vectoriel de deux vecteurs ;
2) Coordonnées d’un point dans I’espace muni d’un repere ; Coordonnées d 'un produit vectoriel.
Solution
ABCDEFGH est un cube de centre O et d'aréte a : AB = AD = AE = a.
1) Calculons en fonctionde a :

a) AB.EG :(ﬁ-ﬁ)z a’; ou
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ﬁ~§=ﬁ-EzaxACxcos(%jzaxﬁax%=a2

_ —_

b) BC.DE = —DA-DE =—DE? =-a?; BC-DEz—ﬁ-ﬁiz—axaﬁgz—az,

0 ﬁ.ﬁ:_w:%az;wﬁ.rozm@@:%;\szz%az;

d) A—c’.o—E:E&:_a@:_%Acu_az;

e) EAEZ—ﬁAﬁZK(—E)Zkﬁ ; avec “ﬁAﬁ“:az :|k|a ‘k=-a

ou k =a; mais (—ﬁ, BF, —ﬁ/\ﬁ) est une base directe ; donc k = a et alors
AB ABF =—BAABF =aCB.
f) AC AGE = 0 ; car les vecteurs AC et GE sont colinéaires,

2) On considére le repére (D, DA, DC, DH ) orthonormal direct et on pose a = 1.

a) Donnons dans ce repere les coordonnées des points A, B, C, E, F, G, Het O.
A(1,0,0);B(1,1,0);C(0,1,0);D(0,0,0);E(1,0,1);F(1,1,1);G(0,1,1);
H(,01); O E, E, 1 .

2 2 2

b) Déterminons dans ce repere les coordonnées des vecteurs suivants :

DAADC =DH(0, 0,1) ; DAADB = DH(0,0,1) ; ACADB (0, 0, —2);

. — — (1 1 —
DAADG(0, -1,1); AOADC (_E’ 0, _Ej . EF ADH (1, 0, 0).

Exercice 10-3
Partie A)
1) Propriétés du produit scalaire ; Relation de Chasles.
2) Définition d’une spheére de [’espace
Partie B)
1) Définition de vecteur normal a un plan dans l’espace.
2) Définition de vecteurs colinéaires ; Coordonnées du point d’intersection d’une droite et d’un
plan ; Définition de la distance d’un point a une droite ; Propriété caractéristique d’'un
ensemble.

Solution
Partie A
On considere deux points A et D de I'espace et on désigne par | le milieu du segment [AD].

1) Démontrons que, pour tout point M de I'espace, MD - MA = MI 2 — A
MD - MA = (MI + 1B }- (MI + 1A)= MIZ + 1D TA=MIZ ~ 1A% ; (car 1D =—IA).
2) En déduisons I'ensemble (E) des points M de I'espace tels que MD-MA =0

Onadonc: MD-MA=0 équivaut a MI? —1A* =0 : c'est-a-dire MI = IA :
ce qui veut dire que I'ensemble considére est la sphére de centre | et de rayon IA, ou
encore la sphere de centre | passant par A.

Partie B
Dans I'espace rapporté au repere orthonormal direct (O, f, ] E), les points A, B, C et D ont
pour coordonnées respectives A(3, 0, 0), B(0, 6, 0), C(0, 0, 4) et D(-5, 0, 1).

1) a) Vérifions que le vecteur 77(4, 2, 3) est normal au plan (ABC).
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Le vecteur AB a pour coordonnées (—3, 6, 0) et AC a pour coordonnées (—3, 0,
4) donc les deux vecteurs ne sont pas colinéaires et le plan (ABC) est bien défini.

Le vecteur 7 est normal a ce plan si seulement si il est orthogonal a deux vecteurs
non colinéaires de ce plan.
Or 7-AB=-12+12=0¢et 7-AC =-12+12=0.
Donc 7 est orthogonal a AB eta AC ,d’ou 7 est normal au plan (ABC).
b) Soit M (X, Y, ) un point de I’espace ; donnons une condition nécessaire et
suffisante sur x, y et z pour que le point M appartienne au plan (ABC).
Le point M (X, y, z) appartient au plan (ABC) si et seulement si 7-AM =0 ; Clest-
a-diresi:4 (x—-3)+2(y)+3(z2)=0;s0it4x+2y+3z-12=0.
4 x+2y+ 3z-12 =0 une équation du plan (ABC).
c¢) Vérifions que le point D n’appartient pas au plan (ABC).
D’apres la réponse a la question b) ci-dessus, un point M (x, y, z) appartient au plan
(ABC) si et seulementsi4x+2y+3z-12=0; pour D (-5,0,1),0na
—20+3-12=-29; —29 # 0 ; donc D n’appartient pas au plan (ABC).
2) Soit (A), la droite passant par le point D et orthogonale au plan (ABC) ; M (X, y, z) un
point quelconque de la droite (A) et différent de D.
X=4t-5
a) Montronsque : { y=2t ;teR".
z=3t+1

La droite (A) est orthogonale au plan (ABC) donc elle admet 7 comme vecteur
directeur. Comme elle passe par D, alors quelque soit un point M (x, y, z) de (4), le

vecteur 7z est colinéaire au vecteur DM ; autrement dit il existe un réel non nul t tel

X+5=4t X=4t-5
que DM =tr : c'est-a-dire ¢ y =2t rdonc | y =2t avecte R :
z-1=3t z=3t+1

b) En déduisons les coordonnées du point H, projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).
Le point H est l'intersection de (A) et de (ABC). Ses coordonnées veérifient donc la
X=4t-5
relation 4 x +2y +3z—12=0et il existe un réel t tel que : | y =2t ;alorsona:
z=3t+1

4(4t-5)+22t)+33t+1)-12=0;cequidonne29t-29=0;t=1.DoncHa
pour coordonnees (—1, 2, 4).

c) Calculons la distance du point D au plan (ABC).
La distance de D au plan (ABC) n’est autre chose que la distance DH.

Et DH =116+4+9=,/29.

d) Démontrons que le point H appartient a I'ensemble (E) défini dans la partie A.
OnaH € (ABC) n (A). Or (A) est orthogonale a ce plan. Donc en particulier, (HA) et

(HD) sont perpendiculaires. On en déduit que HD-HA=0 et donc que H appartient a
cet ensemble (E) (sphére de rayon IA).

Exercice 10-4
1) Propriétés du produit vectoriel : relation de Chasles ; Propriété du produit vectoriel :
2) Propriété du produit vectoriel ; Distance d’un point a une droite ; Propriété du produit scalaire :

Chapitre 10 : Géométrie dans I'espace Page 302



3) condition d’orthogonalité de deux vecteurs ; Coordonnées d’un produit vectoriel ; Application du
produit vectoriel au calcul de distance.

Solution

L'espace est rapporté a un repere orthonormal direct (O, i: ] E).
1) A, B et C sont trois points non alignés de I'espace.
a) Montrons ons que pour tol tout point M de Iespace n appartenant pas a la droite (AB) :

AB AAM = AB A AC si et seulement si ABACM =0 .
AB A AM = AB AAC équivaut a (en utilisant la relatlon de Chasles)

—_—  — — — —

ABACM =0.

b) En déduisons lI'ensemble des pomts Mde I e I'espace tels que AB A AM = AB A AC .
AB A AM = AB A AC equwauta AB ACM = O or ABACM =0 siet
seulement si les vecteurs AB et CM  sont colinéaires ; donc I’ensemble des points

M de I’espace tels que ABACM =0 est la droite passant par le| le pomt Cet parallele

a la droite (AB). D’ou I'ensemble des points M tels que AB A AM = AB A AC estla
droite passant par le point C et paralléle a la droite (AB).
2) (D) et (D") sont deux droites distinctes et paralléles de I'espace ; A estun point de la
droite (D) ; A’ le projeté orthogonal de A sur la droite (D").
a) Montrons en utilisant la question 1) que pour tout point B de (D) et pour tout point M

de(D)ona: ABAAM =AB A AA'.

AB A AM = ABA(A—A‘+W) AB A AR+ AB A AM = AB A AR car
ABAAM =0 ladroite (AB) étant parallele a (D).
b) En déduisons que : d(M, (D))= M
el
Par définition d(M, (D)) = AA’ ; de la relation AB A AM = AB A AA',ona:
0| | 8.0 | 8 |« s, )| ] s e

H AB A AM H HAB/\AM H

H AA H = - autrement dit d(M, (D))=

el [l
3) Application numérique : A(-1, 1, 2) B(l 2,4); M(-2, =5, -3) et A'(2, -3, 1).
a) Verifions que I les vecteurs AB et AA' sont orthogonaux.
Le vecteur AB a pour coordonnées (2, 1, 2) et le vecteur AA a pour coordonnées

(3, -4, —1) et AB-AA' =6-4-2=0 ; donc les vecteurs AB et AA' sont
orthogonaux.

b) Vérifions que AB A AM = AB A AA'.
Le vecteur AB A AM a pour coordonnées (7, 8, —11) et le vecteur AB A AA" a pour

coordonnées (7, 8, —11) ; donc ABAAM = AB A AA',
c) Calculons la distance du point M a la droite (AB).
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]

D’aprés la question 2) b), d(M, (AB)) H = H =

Exercice 10-5

1) Coordonnées d’un point dans un repére de l’espace ; Coordonnées du milieu d’un bipoint ;
Coordonnées d’un produit vectoriel.

2) Application du produit vectoriel au calcul d’aire d’un triangle ; Condition pour qu 'un point
appartienne a un plan. (ou application du produit vectoriel au calcul de la distance
d’un point a un plan)

3) Application du produit vectoriel au calcul de volume ; application du produit
vectoriel au calcul de la distance d’un point a un plan.

4) Définition d'un parallélogramme ; Application du produit vectoriel au calcul de la
distance d’un point a un plan ; Application du produit vectoriel au calcul de volume.

Solution

L'espace est rapporté a un repere orthonormal direct (O, a,(ﬁ ,OK ).
On considere le cube de sommet O, I, R, J, K, L, M, N. On pose A le milieu de l'aréte [IL] et

B le point défini par KB = % KN . On désigne par (P) le plan passant par les points O, A et B.

M

1) a) Précisons les coordonnées des points R, L, M, N, A, et B dans le repere

RN —

(0, OI,0J,0K).
R(1,1,0);L(10,1);M(11,1);N(© 1 1);

1
A est milieu de [IL] ; 1 (1, O, 0) et alors A[L 0, Ej ;

Xg =0
— 2 = 2 2
Besttel que KB== KN ; =— :donc B 0,—,1j.
que KB =2 KN 1|y, =2 ; done 80,
z; =1
b) Déterminons les coordonnées du vecteur u tel que u=0AAOB.
SO 1 2
u =OAA OB a pour coordonnées [_§' -1 5]

JB

2) a) En deduisons que l'aire du triangle OAB vaut e

= = 11 . 4 414
L’aire du triangle OAB est EH OAA OBH ZE‘/§+1+§ :g _

. — 1— . . .
b) Le point C est tel que LC = 3 LM . (Voir la position de C sur la figure)

Voyons si le point C appartient au plan (P) et justifions la réponse.
— 2 —(. 11
Le point C appartient au plan (P) car, par exemple OB (0, 3 1) =2AC (0, 3 Ej

et comme O, A et B appartiennent au plan (P), alors C appartient aussi au plan (P).
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Remarqgue : On pourrait aussi utiliser 1’outil « application du produit vectoriel au
calcul de la distance d’un point a un plan » ; on aura :
|0C-(0A 0B

d(C, (P))=d(C, (OAB))= 0.

[os o8] -
3) On consideére le tétraedre OABK

a) Montrons que le volume du tétraedre OABK vaut %

OK- (OA/\ oB| 5
Le volume du tétraédre OABK est : 5 = 18
b)  En déduisons la distance du point K au plan (P).

—_ [— _>]

O |

A 1 N ] .
Le volume d'un tétraedre est V :§ B xh ou B représente l'aire d'une base et h la

3v 1
hauteur correspondante. Donch= — =

6 14 ,
= —x——=—— Par conséquent
B 3 Ji4

7
14

d(K, (P)=d(K, <oAB>>:Q.
4) On pose D milieu de [OB] et E milieu de [KL]
a) Donnons la nature du quadrilatere ACBD.

11
Le point D a pour coordonnées (0, 3’ EJ et le point E a pour coordonnées

1 —( 11} —(.11
=,0,1}: DB|0,=,=-|=AC|0,=,=|: ilate
(2 j ;Ona ( 3 Zj ( 3 2) ; donc le quadrilatére ACBD est

un parallélogramme.
b) Vérifions si le point E appartient au plan (P) ? Justifions la réponse.
Le point E n’appartient pas au plan (P) ; car :

—_— [ —

OE- OA/\OBJ
( NN

d(E, (P))=d(E, (OAB))=

[oRnce| =
c) Calculons le volume de la pyramide de sommet E et de base ACBD.
AE - (AC 1 A8

Le volume de la pyramide ACBDE est : 3 ;
ac(ol t)eas(-12 L) et acamB[-1 -1 1) AE[-2 02
32 3 2 6 2 3 2 2
AE-(AC A RB) 4

Donc le volume de la pyramide de sommet E et de base ACBD est 3 =5

Exercice 10-6

1) Distance de deux points dans [’espace.

2) Propriétés du produit vectoriel ; Application du produit vectoriel au calcul de la distance
d’un point a un plan.

3) Définition d’un parallélogramme ; Coordonnées d’un vecteur défini par deux points :Calculs
vectoriels dans I’espace ; Distance de deux points dans l’espace ; Définition de la distance d 'un
point a un plan.

4) Propriétés de plans perpendiculaires dans [’espace « Si un plan (P) contient une droite
perpendiculaire a un autre plan (P"), alors le plan (P) est perpendiculaire a ce plan (P') »
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5) Application du produit vectoriel au calcul d’aire et de volume.
Solution

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, ] E).
On considere les points A (1,2,3) ;B (3,0,3);C (3,2, 1).
1) Calculons les distances AB et BC.

AB(2,-2, 0) donc AB=~/8=2+/2 ; BC(0,2, —2) donc BC =8 =242,
2) a) Montrons que les points A, B, C ne sont pas alignés.
Les points A, B, C ne sont pas aligneés si et seulement si les vecteurs AB et BC ne
sont pas colinéaires ; autrement dit si et seulement si ABABC #0 ; en effet
(ﬁé A B—C)(4 4, 4)%0(0, 0, 0) ; donc les points A, B, C ne sont pas alignés.
b) Calculons la distance du point O au plan (ABC).
80-(BAABC)|
d(O, (ABC))=————1=""_-2.3
H BA A BC H 43

3) Soit D le point de I'espace tel que AD = BC et | le milieu du segment [AC].
a) Donnons la nature du quadrilatere ABCD.
Par définition, ABCD est un parallélogramme.
b) Déterminons les coordonnées du point D.
Ona AD = B_Cf(o, 2, — 2) et A (1, 2, 3); donc D a pour coordonnées (1, 4, 1).
c) Calculons la distance Ol.

Le point | a pour coordonnées (2, 2, 2) ; donc Ol = H ol H =23

d) En déduisons que | est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
Le point | est milieu du segment [AC] ; donc le point | appartient au plan (ABC) ;
de plus Ol = d (O, (ABC)) ; donc par définition de la distance d’un point a un plan,
le point I est le projeté du point O sur le plan (ABC).
4) Montrons que les plans (OAC) et (OBD) sont orthogonaux.
Le point O n’appartenant pas au plan (ABC) contenant le point D, (OAC) et (OBD)
définissent effectivement deux plans.

OA(L 2, 3) et OC(3, 2, 1) donc OAAOC(-4, 8, —4) ;
OB(3, 0, 3) et OD(L, 4, 1) donc OBAOD(~12, 0, 12) ;
Le vecteur OAAOC est par définition normal au plan (OAC) ; et il est contenu dans le
plan (OBD) car OAAOC =-20B+20D ; donc le plan (OBD) contient une droite
orthogonale au plan (OAC) ; alors le plan (OBD) est orthogonal au plan (OAC).
On pourrait aussi montrer que le vecteur OBAOD est orthogonal au plan (ODB) et
appartient au plan (OAC) ; ( OBAOD = 65&—6&5)
5) a) Calculons l'aire du quadrilatére ABCD.
L’aire du parallélogramme ABCD est : H BAABC H =443

b) Calculons le volume de la pyramide de base ABCD et de sommet O.
Le volume de la pyramide de base ABCD et de sommet O est :

_— [ —

BO-(BA/\BC)‘_M_

3 3
Exercice 10-7 :

8.
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1)

3)

Propriétés du barycentre d’un systéme de points pondérés (voir cours de 2™ C).
Théoréme de la droite des milieux et propriétés des losanges ; Propriétés de losange.
Définition de droite orthogonale & un plan (voir cours de 2™ C) ; Théoréme de la droite des
milieux et propriétés de deux droites paralléles ; Définition de plan médiateur d’un segment ;
Définition de sphere dans [’espace et théoreme de Pythagore.

Solution

On considere un tétraedre ABCD.
Onnote I, J, K, L, M, N les milieux respectifs des arétes [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et

[BD].

On désigne par G l'isobarycentre des points A, B, C et D.

1) Montrons que les droites (1J), (KL) et (MN) sont concourantes en G.

G est le barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, 1) ; (D, 1)} or I est le milieu de [AB] donc
le barycentre de {(A, 1) (B, 1)} et J le milieu de [CD] donc le barycentre de {(C, 1)
(D, 1)} ; donc, en utilisant les propriétés des barycentres partiels, G est le barycentre
de {(I, 2) (J, 2)}. Donc G € (1J).

De méme G barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, 1) ; (D, 1)}, K barycentre de {(B, 1)
(C, 1)} et L barycentre de {(A, 1) (D, 1)} donc G barycentre de {(K, 2) (L, 2)} donc
G € (KL).

De méme G barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, 1) ; (D, 1)}, M barycentre de {(A, 1)
(C, 1)} et N barycentre de {(B, 1) (D, 1)} donc G barycentre de {(M, 2) (N, 2)} donc
G € (MN)

Ona:Ge(lJ)etG e (KL) et G € (MN) donc les droites (1J), (KL) et (MN) sont
concourantes en G.

Dans la suite de I'exercice, on suppose que AB = CD, BC = AD et AC = BD.

(Le tétraedre ABCD est dit équifacial, car ses faces sont isométriques).

2) a) Précisons la nature du quadrilatére 1KJL.

Chapitre 10 : Géométrie dans I'espace

Dans le triangle BAC, K est milieu de [BC] et | milieu de [AB] donc, d'apres le
théoréme de la droite des milieux (classe de 3°™) : KI = Ea .
De méme, dans le triangle DAC, J est milieu de [CD] et L milieu de [AD] donc

JL = Ea ; on a alors KI =JL. IKJL estun parallélogramme.

— 1—
Dans le triangle ABD, | milieu de [AB] et L milieu de [AD] donc IL = > BD ; et

1 1
d'autre part AC = BD. On a donc KI = EAC =3 BD =1L,

IKJL est un parallélogramme qui a 2 cotés adjacents de méme longueur, donc IKJL
est un losange.
b) Précisons également la nature des quadrilatéres IMJIN et KNLM.
e Nature de IMJN.
Dans le triangle ABC, M est milieu de [AC] et | milieu de [AB] donc, d'apres le
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—_ 1 —_—
théoréme de la droite des milieux : IM = 2 BC.

De méme, dans le triangle BDC, J est milieu de [CD] et N milieu de [BD] donc

1— .
NJ = > BC ;onaalors IM =NJ. IMJN est un parallélogramme.

. - - - 1=
Dans le triangle ABD, | milieu de [AB] et N milieu de [BD] donc IN = EAD ;

1 1
et d'autre part AD = BC. On a donc IN ZEAD ZEBC =M,

IMJN est un parallélogramme qui a 2 cotés adjacents de méme longueur, donc
IMJN est un losange.
e On montre de méme que KNLM est un losange en considérant les triangles
BCD et ADC, puis le triangle ABC et utiliser AB = DC.
c) En déduisons que (1J) et (KL) sont perpendiculaires.
IKJL est un losange, donc ses diagonales sont perpendiculaires, d’ou (1J) et (KL)
sont perpendiculaires.
On admet de méme que (1J) et (MN) sont perpendiculaires et (KL) et (MN) sont
perpendiculaires.
3) a) Montrons que la droite (1J) est orthogonale au plan (MKN).
D'apreés la question précédente, (1J) est perpendiculaire a (MN) et (1J) est
perpendiculaire a (KL). Or KNLM étant un losange, les droites (MN) et (KL) ne sont
pas paralleles ; donc (KNLM) définit un plan : le plan (MNK) ; (1J) est
perpendiculaire a deux droites non paralléles du plan (MNK). Donc (1J) est
perpendiculaire a (MNK).

b) Donnons la valeur du produit scalaire 1J-MK.

IJ-MK =0 ; car (1J) est orthogonale au plan (KNM) et (MK) appartient au plan
(MNK) donc (1J) perpendiculaire a (MK).

c) En déduisons que (1J) est orthogonale a la droite (AB).
Dans le triangle ABC, M milieu de [AC] et K milieu de [BC] donc, d'apreés le

L : - — 1= X
théoréme de la droite des milieux, on a : MK = N AB . (1J) est othogonale a (MK) et

(MK) est parallele a (AB). Donc (1J) et (AB) sont orthogonales.
d) Montrons de méme que (1J) est orthogonale a la droite (CD).
Onademéme IJ-NK =0 ; car (1J) est orthogonale au plan (KNM) et (NK)

appartient au plan (MNK) donc (1J) perpendiculaire a (NK). De plus dans le triangle
BCD, N milieu de [BD] et K milieu de [BC] donc, d'aprés le théoréme de la droite

- — 1—
des milieux, ona: NK = 5 DC . Donc(1J) et (DC) sont orthogonales.

e) Montrons que G appartient aux plans médiateurs de [AB] et [CD].
(1) est perpendiculaire a [AB] en son milieu | donc (1J) est dans le plan médiateur
de [AB]. Or G € (1J) donc G appartient au plan médiateur de [AB].
(1) est perpendiculaire a [CD] en son milieu J donc (1J) est dans le plan médiateur
de [CD]. Or G € (1J) donc G appartient au plan médiateur de [CD].
D’ou G appartient aux plans médiateurs des segments [AB] et [CD].

f) Démontrons que G est le centre de la sphere circonscrite au tétraedre ABCD.
G appartient au plan médiateur de [AB] donc GA = GB.
G appartient au plan mediateur de [CD] donc GC = GD.
On peut calculer GA en utilisant le théoreme de Pythagore dans le triangle AIG
rectangle en I, puisque (GI) = (1J) et que (1J) est perpendiculaire a (AB) en | :
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GA* =GI? +I1A* =GI? +%ABZ
De méme, on peut calculer GC en utilisant le théoréme de Pythagore dans le triangle
CJG rectangle en J, puisque (GJ) = (1J) et que (1J) est perpendiculaire a (CD) en J :
GC*=GJ*+JC?*=GJ? +%CD2
Comme CD = AB (donnée de I'énoncé), et GI = GJ car G est I'isobarycentre de | et J
(cf. réponse a la question 1.), on obtient :

1 1 .
GA? =GI? +ZABZ = GJ?2 +ZCD2 = GC?; donc GA = GC et par suiteon a:
GA=GB=GC =GD.
G est donc le centre de la sphere circonscrite au tétraedre ABCD.

ice 10-8 (Bac — D)

Exerc
1)
2)
3)
4)

Dans |

Coordonnées d’un produit vectoriel.
Résolution d’un systéeme d’équations linéaires (par la méthode de Pivot de Gauss).
Egalité de deux vecteurs.
Application du produit vectoriel au calcul de volume ; Au calcul d’aire ; Définition du
volume d’un tétraédre.

Solution

- - —

‘espace rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, ], k), on donne A, B, et C de

coordonnées respectives (2, 0, 1), (3, -2, 0) et (2, 8, — 4).
1) Un point M étant de coordonnées (x, Y, z), exprimons en fonction de x, y et z les

coordonnées du produit vectoriel AM ABM .

y—2z+2
Ona AM (x—2, y, z-1), BM (x=3, y+2, 7); AM ABM|-x—-2z+3]|.
2X+y—-4
-X+y-2z=-4
2) Résolvons dans R xR xR, le systéme suivant : X+y+z=11
2X+y—-2=8
-X+y-2z=-4 —-X+y-2z=-4
L, <L +L,
Ona: X+y+z=11 ; ona 2y—-z7=17 ; Ly <« 3L, - 2L,
L, « 2L +L,
2X+y-2=8 3y-5z2=0
—-X+y-2z=-4 z=3
ona 2y—z=17 ;d’ou 4 y=5; Sprxrxr ={(3, 5, 3)}.
72=21 X=3
3) Montrons qu'il existe un point N vérifiant AN A BN =CN et donnons les coordonnées
du point N.
Soit (x, Y, z) les coordonnées du point N si il existe. D’aprés la question 1) ;
y—22+2 y—22+2=x-2
AN ABN|-x—z+3|: AN ABN =CN équivaut a \—X—-z+3=Yy -8 ; ce qui
2X+y—-4 2X+y—-4=z2+4
-X+y—-2z=-4

donne X+y+2z=11 ;ord’apres les résultats a la question 2) ce systeéme admet
2X+y—-2=8
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une solution unique. Donc il existe un point N vérifiant AN ABN =CN et dont les
coordonnées sont (3, 5, 3).

s 1 N . .
4) Le volume d'un tétraedre est V :§ B xh; ou B représente l'aire d'une base et h la

hauteur correspondante.
a) Le point N étant défini a la question précédente, montrons que le volume du tétraédre

ABCN est égal a CN . Le volume du tétraédre ABCN est :

1{ | AN A BNM e NAANB)‘:HN—C.(N—AA@')‘ZE‘C—N.(MAﬁ)‘
3 HAN/\BNH 6 6

%‘C_N’-(MAW)‘: Z|CN-CN :-c:N2
b) En utilisant les résultats du 1), et en prenant M = C, calculons l'aire du triangle ABC.
|(AC A BC)H

L’aire du triangle ABC est
c) Utilisons les résultats précédents pour calculer Ia distance du point N au plan (ABC).
. s . 1 .
On sait que le volume d'un tétraedre s'obtient par la formule V :§ B xh;ouB

représente l'aire d'une base et h la hauteur correspondante. Donc dans notre cas,
1

V==B xh=
(3
%Hf d(N, (ABC))= 413 xd (N, (ABC))=%CN2 : on en déduit
CN? 59
e d(N, (ABC))= =—,
que d(N, (ABC)) 413 413

Exercice 10-9
1) Coordonnées du produit vectoriel ; Application du produit vectoriel au calcul d’aire ;
Droite orthogonale a un plan.
2) Définition du produit scalaire (par les projections) ; Définition du produit scalaire (par les
composantes des vecteurs) ; Calcul algébrique ; Egalité de deux vecteurs ; Relation de
Chasles, calculs vectoriels dans I’espace ; Distance de deux points.
3) Application du produit vectoriel au calcul de volume.
Solution
Soit le cube OABCDEFG ; I'espace est orienté par le repere orthonormal direct
(0,04, 0¢,0D)
On désigne par a un réel strictement positif.
L, M et K sont les points définis par OL=a0C ; OM =aOA et BK =aBF .

1) a) Calculons en fonction de a les coordonnées du vecteur DM ADL.
OnaD(0,0,1);M(a, 0,0); L (0,a,0)dans le repére et par suite :
DM (a, 0, -1); DL(0, a, -1): DM ADL(a, a, a?)

b) En déduisons l'aire du triangle DLM.

H DM A DLH
L’aire du triangle DLM est :
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c) Démontrons que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM).
Le point K a pour coordonnées (1, 1, a) ; la droit (OK) est orthogonale au plan

(DLM) si et seulement si les vecteurs DM A DL et OK sont colinéaires ; or
W/\ﬁ(a, a, az) et OK (1, 1,a);onabien DM ADL =aOK : les vecteurs
DM ADL et OK sont colinéaires et donc la droite (OK) est orthogonale au plan

(DLM).
2) On note H le projeté orthogonal de O (et de K) sur le plan (DLM).

—_— —_—

a) Démontrons que OM.OK =0OH. OK.
Comme H est le projeté orthogonal de O sur le plan (DLM) ; alors le vecteur OH

est orthogonal au vecteur MH ; H est donc le projeté orthogonal du point M sur la
droite (OK) et donc d’apreés la définition du produit scalaire (par les projections),

—_— _—

OM-OK=0H-0OK..
b) Lesvecteurs OH et OK étant colinéaires, on note 7 le réel tel que OH =4 OK .

v' Démontrons que A =

a’+2

Dans le repére donné, O—M(a, 0, 0); &(1, 1 a); OM-OK =a - alors

_—  — — —2

OM-OK =0H-OK =10K :ﬂp(a2 +2) ; donc ﬂ(a2+2) =a; onapar suite

ue A = )
a a’+2

v" En déduisons que H appartient au segment [OK].

Ona OH = 10K, avec A = <1

2

2a .Mais 0<a<a®+2, donc 0<
2 a”+2

a®+
onaalors 0<A<1 ; par suite H appartient au segment [OK].
c) Déterminons en fonction de a les coordonnées de H.

OH =2
a +2

a a a’
a’+2 a’+2 a’+2)’

d) Exprimons HK en fonction de OK .

. . - - .
Ona HK =0OK-OH =(1—/1)OK:(1_ Za ZJOK:(a a+2]OK
a®+

OK ; or &(1, 1,a) ; donc les coordonnées de OH sont

a’-a+?2
Jat+2 .

2 2 2
a 2a+2 OK — a 2a+2 m:a a+2.
a +2 a +2 Jaz+?2
3) A l'aide des questions précedentes, déterminons le volume du tétraedre DLMK en
fonction de a.

|oM A DL ar2 @a
:1 xHK:E aZ+2><a a+2:a a+2a.

3 2 6 Ja?+2 6
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Exercice 10-10

1) Coordonnées d’un point dans un repére de /’espace ; Définition de vecteur normal a un
plan ; Application du produit vectoriel au calcul de distance.

2) Définition de représentation paramétrique d’une droite (voir cours de maths de 2"C);
Condition pour qu 'un point appartienne a une droite de représentation paramétrique
donnée ; Coordonnées du point d’intersection d’une droite et d’un plan ; Définition de
["orthocentre d’un triangle.

Solution
On considere un cube ABCDEFGH d'aréte de longueur 1. I désigne le milieu de [EF] et J le
symétrique de E par rapport a F.
Dans tout I'exercice, I'espace est rapporté au repere orthonormal (A, AB, AD, AE).

o>

A

1) a) Déterminons les coordonnées des points | et J.
Dans le repére donné, onaE (0,0, 1) et F (1, 0, 1) or I est milieu de [EF] donc

I(l, 0, 1).
2
J symétrique de E par rapport a F ; donc F est milieu de [EJ] d'ou J (2, 0, 1).

b) Vérifions que le vecteur DJ est un vecteur normal au plan (BGI).
Dans le repere,ona D (0,1,0) ;B (1,0,0); G (1,1,1);donc DI(2, -1, 1) ;

o —( 1
BG(O, 1, 1) et BI ( —5 0, lj . On sait qu’un vecteur est normal & un plan s’il est

orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

Ona DJ-BG =0 et DJ-BI =0 : de plus B_G’Aﬁ(l, —%, %}@(o, 0, 0)

c’est dire que les vecteurs BG et Bl ne sont pas colinéaires. Donc le vecteur DJ
est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (BGI), il est donc normal &
ce plan.

c) Calculons la distance du point F au plan (BGI).

Ona ﬁf(o, 0,1)et %Aﬁ(l, —%, %) ; donc

BF(BCABI) | 5 5
d(F,(BGl))="——— = x——= =
H BG A BI H 2" J6 6
2) Onnote (A) la droite passant par F et orthogonale au plan (BGI).
a) Donnons une représentation paramétrique de la droite (A).
(A) est orthogonale a (BGI) de vecteur normal DJ (2, —1, 1) donc DJ estun
vecteur directeur de la droite (A). Quelque soit M (X, y, z) de (4), il existe
te Rtel que FM (x-1, y, z-1)=tDJ(2, -1, 1) ; on en déduit alors que :

Xx=1+2t
y =—t ; donc une représentation paramétrique de la droite (A) est :
z=1+t
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X =1+2t
y=-t avecte R.
z=1+t
b) Montrons que la droite (A) passe par le centre K de la face ADHE.

Il s’agit de déterminer t s’il existe tel que FK=tDJ

. ) 11
Le point K a pour coordonnées (0, > Ej ;ona

0=1+2t
1 =—t cequidonnet= 1
12 2

=1+t
2

donc la droite (A) passe par le centre K de la face ADHE.
c) Montrons que la droite (A) et le plan (BGI) sont sécants en un point, noté L, de

. (2 1 5}
coordonnées | —, —, — |.
3 6 6
(A) est la droite passant par F et orthogonale au plan (BGl) ; or F n’est pas dans le

plan (BGI) (car d (F, (BGI)): % #0) ; donc la droite (A) est orthogonale au

plan (BGI) en un point qui sera noté L (X, Y, 2).
Le (A) doncil existeunréel ttelque : x=1+2t;y=—tetz=1+t.

Le (BGI) donc le vecteur BL est orthogonal au vecteur DJ ; ﬁ(z t, —t,1+1)

o . 1
onaalors BL-DJ =4t+t+1+t=0;ce qui donne t=‘g-

-1 2 1 5 , .
Donc x=1+ ZF = 3 Py = 5 et z= 5 ; les coordonnées du point L sont
. 2 15
effectivement | —, —, — |.
3 6 6

d) Veérifions si le point L est I'orthocentre du triangle BGI.
Si le point L est l'orthocentre du triangle BGI, on aurait par définition de
I’orthocentre d’un triangle que : (BL) orthogonale a (GI) ; (GL) orthogonale a
(BI) et (IL) orthogonal a (BG).
—( 1 1 5\ —( 1 —
OnaBL{-=, =, =|;Gl|—=, -1 0| et BL-GI =0 donc (BL) est
3 6 6 2
orthogonale a (Gl).

—( 1 5 1 —( 1 —_— —
GL(——, Y ——) , Bl (_5’ 0, 1) et GL-Bl =0 donc (GL) est orthogonale

3 6
a (BI).
—(1 1 1\ = — — .
IL(E, 5 —E) : GB(O, -1, —1) et IL-GB =0 donc (IL) est orthogonal a
(BG).
Par conséquent le point L est I'orthocentre du triangle BGI.
|
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REPERTOIRE NON EXHAUSTIF DE TRAVAUX POSSIBLES EN MATHEMATIQUES (T" D)

> Nous le disons, nous le réaffirmons et nous le confirmons que : Résoudre un probléme ou traiter un exercice de mathématiques, (ou de
toute autre discipline), se présente comme un travail : « le travail intellectuel ». Comme pour tout travail il faut avoir des outils, il faudrait
alors donc dans ce cas de travail (travail intellectuel), avoir également des outils que nous appelons des outils intellectuels. Il faudra alors,

dans un travail intellectuel donné, bien choisir les « outils » nécessaires et/ou convenables pour faire le travail.

> Les outils intellectuels pour le travail intellectuel sont « le savoir » enseigné dans nos classes.
» En mathématiques particulierement, les outils intellectuels ne sont autres choses que les définitions, les propositions, les théorémes, les
régles, les corolaires, les lemmes, les axiomes, etc.....

NOTIONS TRAVAIL OUTILS METHODES POSSIBLES OBSERVATIONS
POSSIBLE POSSIBLES
Déterminer card (£2) Dénombrement Comprendre bien I'épreuve et utiliser soit Vci:irfg/fii :jr:edifjeesl
p-liste, soit arrangement, soit permutation, soit P \rde
e type de dénombrement
combinaison .... A
il s’agit.
Tirer p(A) a partir de : Les indices montrent
Définition de k _ qu’on n’est pas dans un
probabilité P(A) = Zl p(e); A={e. e, e} ou cas particulier de
l probabilité.
p(A) +p(A) =p(@) =1
Dénombrer tous les cas favorables Vérifier les indices
Formule de (card (A)) et appliquer la formule : pour savoir si on est
probabilite card(A) dans une situation
uniforme p(A) =— d’éauivrobabilité
PROBABILITES card (Q) €quiprobabilite.
Repérer I’événement B dont A dépend et Vérifier les indices
Probabilité pP(ANB) pour savoir si on est

Calculer la probabilite
d’un événement A

conditionnelle

li laf le Pg(A)=——-—
appliquer la formule Ps 0(B)

Ou dresser un arbre pondéré

dans une situation de
probabilité
conditionnelle.

Probabilités totales

Repérer les evenements B; dont la réalisation
de A est conditionnée ou recoupe et appliquer
la formule p(A) = p(AnB,) + p(ANB,) + p(ANB3) +

p(AnB,) Ou dresser un arbre pondéré.

Veérifier les indices
pour savoir si on est
dans une situation de
probabilités totales
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PROBABILITES

Schéma de
Bernoulli

Repérer les parametres (n, p) et appliquer
P(A) = p(X =k)=C,p“@-p)""

Verifier les indices si
on est dans une
situation de schéma de
Bernoulli

Déterminer la loi de
probabilité d’une
variable aléatoire

Définition de loi de
probabilité d’une
variable aléatoire X

Chercher toutes les valeurs prises par X et
calculer toutes les probabilites p(X =x;) = p;

On peut regrouper le tout dans un tableau.

Déterminer I’espérance
mathématique E(X)

Définition de
I’espérance
mathématique E(X)

Chercher la loi de probabilité de X et appliquer
la formule : E(X) => x,p(X =X,)
i=1

Déterminer la variance
V(X);

Déterminer I’écart type
o(X)

Définition de la
variance V (X) ;
Définition de 1’écart

type o(X).

Chercher la loi de probabilité de X et
I’espérance mathématique E(X), puis appliquer
les formules :

V() = 3% xp = [ECOT  0(X) = WIK)

Déterminer la fonction
de répartition de X

Définition de la
fonction de
répartition

Chercher la loi de probabilité de X et
déterminer la fonction de répartition en
utilisant sa définition

Montrer que X suit une
loi binomiale dont on
donnera les parametres

Définition de loi
binomiale

Vérifier que X est régie par un schéma de
Bernoulli ; avec n épreuves identiques et
indépendantes effectuées successivement ;
chaque épreuve ayant 2 issues (succes, échecs)

En général p est la
probabilité de succes et
alors les parametres
sontn, p

STATISTIQUES A
DEUX
VARIABLES

Représenter un nuage
de points dans un
repere.

Définition d’un
nuage de points

Tracer un repere orthogonal, puis placer les
points de coordonnées (Xi, Vi)

Déterminer les
coordonnées du point
moyen

Définition du point
moyen

Déterminer ’effectif des valeurs des variables
et appliquer la formule pour calculer les
coordonnées.

Déterminer une
équation de la droite
d’ajustement de Mayer

Equation de droite

définie par deux

points dans le plan :
y=mx+p.

Déterminer les coordonnées des points moyens
partiels G; et G..
Puis (par exemple) déterminer les composantes

du vecteur G,G, etensuitemetp
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Donner la forme

Regles de calcul

Effectuer des calculs algébriques et faire

NOMBRES
COMPLEXES

NOMBRES
COMPLEXES

algébrique d’un algébrique dans C. | ressortir la partie réelle et la partie imaginaire.
nombre complexe

, ) o - Appliquer la formule de détermination du
Déterminer le module Définition du

et/ou un argument d’un
nombre complexe
z=a+bi

module ; définition
de I’argument d’un
nombre complexe

module.
- Déterminer I’angle dont le cosinus vaut

a et le sinus est B
2] ki

- Calculer module de z

z=a+bi;écrirez Passage d’une . : a . b
sous forme forme & une autre | Determiner 8/cosd = 2] etsing = 7]
trigonométrique
Déterminer les racines Racines carréees - Poserz=x+yi
carrées d’un nombre d’un nombre xX*-y*=a
complexe Z ;ompleﬁe_ - Résoudre le systéme | x2 1 y2 = \/a? +b?
=za+bi
(xy)xb>0

Résoudre une équation
du second degré dans
C

Equations du
second degré dans
C

- Calculer A ; déterminer les racines carrées
de A (selon son signe) puis utiliser les
formules pour avoir les solutions.

Déterminer la nature et
les éléments
caractéristiques d’une
transformation du plan

Transformations
affines et nombres
complexes

- Donner ’écriture complexe de la
transformation et identifier sa nature et ses
éléments caractéristiques.

Interpréter
géométriquement le
module et I’argument
d’un nombre complexe
7= Lo — 2,

Iy —Z,

Interprétation
géométrique du
nombre complexe
7= Lc — 7,

lg =1,

- Passer I’égalité au module puis
- Passer I’égalité a I’argument.
On obtient :

AC —
|Z|:E et arg(Z):(AB, AC )(272')
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Donner la nature

exacte d’un triplet de
points ABC.

Nombres complexes
et configurations
dans le plan.

- Interpréter géométriqguement le module et
Z. -1
I’argument du nombre Z = =<——4
Zg =1,
- Utiliser le tableau pour identifier la
configuration exacte des points ABC

Déterminer 1’ensemble
des points M (z) tel que
Z— ZA
Z— ZB
ou des condition(s)
données.

Z= vérifie une

Ensembles de points
ou lieux
géométriques

- Donner ’interprétation géométrique de la ou
des condition(s)
- Identifier la nature de I’ensemble des points.

LIMITES;
CONTINUITE

Déterminer I’ensemble
de définition de f :

(f étant une fonction
numérique donnée)

Regles de calcul
dans R : contraintes
de certaines
opérations dans R

- Sif(x) estde la forme M, déterminer I’ensemble

v(x)

desx telsquev (x) #0

- Sif(x) est de la forme \/u(x), déterminer I’ensemble

des x telsque u (x) =0

- Sif(x) est de laforme In (u(x)) déterminer

I’ensemble des x tels que u (x) > 0

Calculer lim f(x)

X—>Xg

X, € D; et fest définie
au voisinage de X, :

Théoréme : Si f est
definieen X, etsif
admet une limite | en
Xy, alors I =1(X;)

Calculer f (X,).

X, € Ds et la limite
prend la forme Ia

(1 0)

Sil>0et0"alorsona
+ oo
Sil>0et0-alorsona
—00
Sil<0et0"alorsona
—00
Sil<0etO-alorsona
400

Calculer la limite de f & droite puis a gauche de
X, et conclure:

X, & Dx et la limite

1) Simplification de
fraction
rationnelle

Factoriser les polyndmes numerateurs et
dénominateurs par (X — X,) ; puis simplifier la
fraction.
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LIMITES;
CONTINUITE

LIMITES;
CONTINUITE

prend la forme

indéterminée %

X, € Ds et la limite
prend la forme

indéterminée %

2) Utilisation de
I’expression
conjuguée

Transformer f (x) en utilisant 1’expression
conjuguée du numérateur et/ou du

dénominateur ; puis simplifier par (x— x,)

3) Définition du
nombre dérivé

Identifier la fonction u dérivable en x, et
calculer u'(x,)

(si f (x) est de la forme
u(x) —u(x,)
X— X,
une fonction dérivable

en x,)

ou u est

4) Limites par
comparaison.

Chercher a comparer f (x) a d’autres fonctions au
voisinage de X, et dont on peut calculer la limite en

X, :
| £()—1|<u(x) avec limu(x)=0

u(x) < f(x) <v(x) avec XlerXl u(x) = X|IITXI v(X)

5) Limite de référence :
. sinx
lim—— =1 et
x—=0 X
transformations

trigonomeétriques

Transformer 1’expression en utilisant les formules de
transformation trigonométrique de maniere a se placer

sinu(x)
u(x)

dans une situation de la forme avec U(X)

tendant vers 0 si x tend vers 0.

6) Croissance
comparée de

Inx; e* et x°

Transformer I’expression de maniére a se placer dans
une situation de limite usuelle dans les croissances
comparées. Faire des changements de variables s’il y a
lieu.

Calculer lim f(x)

X—00

X, = oo et le résultat

n’est pas une forme
indéterminée.

Opérations sur les
limites de fonctions (cas
ol on peut conclure)

Utiliser le tableau sur les limites de somme, de
produits de quotients ... de fonctions.

X, = oo et la limite
prend une forme
indéterminée

1) Limite d’une
fonction
polynéme a
I’infinie

Calculer la limite du mon6éme de plus haut
degré

2) Limite d’une

Calculer la limite du rapport des termes de plus
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LIMITES;
CONTINUITE

X, = oo et la limite

prend une forme
indéterminée

fonction
rationnelle en oo

haut degré

3) Factorisation

Mettre en facteur le mondme (sans son
coefficient) de plus haut degré

4) Expression
conjuguée

Transformer f (x) (si elle est sous forme
irrationnelle) en utilisant les expressions
conjuguées

5) Limites par
comparaison.

Chercher a comparer f (x) a d’autres fonctions au
voisinage de oo et dont on peut calculer la limite en oo :

| £()—1|<u(x) avec limu(x) =0

u(x) < f(x) <v(x) avec X"”JOU(X) = XIirg)v(x)

6) Limite de

référence :

. sinX
lim——=1et

x—=>0 ¥

transformations
trigonométriques

Transformer f (x) de maniére a se placer dans une
sinu(x)
u(x)

0 si x tend vers oo ; Faire des changements de variables

s’il y a lieu.

situation de la forme avec U(X) tendant vers

7) Croissances
comparées de

Inx; e* et x°

Transformer I’expression de maniére a se placer dans une
situation de limite usuelle dans les croissances
comparées. Faire des changements de variables s’il y a
lieu.

Préciser les asymptotes
paralleles aux axes a la

courbe (Cy).

Asymptotes & une
courbe de fonction ou
conséquences
graphiques de limites

Vérifier que lim f (x) =0 ou a est une borne
X—a

ouverte d’un intervalle de Ds et conclure.
Vérifier que lim f(x) =1(l € R) et conclure.
X—>00

Montrer que la droite
d’équationy=ax+Db
est asymptote a (Cy) a

(0]

Asymptotes a une
courbe de fonction ou
conséquences
graphiques de limites

Vérifier que lim [f (x) —(ax+b)]=0 et

conclure.

Etudier les positions
relatives de la courbe
(Cs) avec la droite (D)
d’équationy =a x +b.

Comparaison de
deux réels

Etudier le signe de f (x) — (a x + b) et conclure.

Définition de la

Vérifier si f est définie en a. Calculer alors f(a)
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LIMITES;
CONTINUITE

Etudier la continuité de
fena.

continuité d’une
fonction en un point.

puis Vérifier que lim f(x) = f(a)

Etudier la continuité de
f sur un intervalle 1.

1) Continuité des
fonctions de

Vérifier si f est une fonction de référence.

référence

2) Continuité des
fonctions Vérifier si f est une fonction polynéme, ou
polyndmes, rationnelle, ou irrationnelle, ou composée de
rationnelles, certaines de ces fonctions.

irrationnelles,....

3) Opérations sur
les fonctions
continues sur un
intervalle |

Décomposer f en somme, ou produit ou
quotient, ... de fonctions continues sur 1.

4) Théoréeme sur la
continuité de
fonction
dérivable sur 1.

Vérifier si f est dérivable sur I.

Montrer que f réalise
une bijection d’un
intervalle I vers un
intervalle J a préciser

Théoréme de la
bijection

Vérifier les hypotheses du théoreme et
conclure. J est I’image de I par f.

Montrer que 1’équation
f (x) = m admet une
solution unique «
appartenant a I.

Théoréme des
valeurs
intermédiaires.

Vérifier les hypotheses du théoreme, vérifier
que m appartient a f (1) et conclure.

Montrer que 1’équation

Vérifier les hypotheses du théoreme et

09 N 0 admet une Prlnc_lpe_de conclure. (N’oublier pas de vérifier si

solution unique o localisation f(a) x f (b) < 0)

appartenant a ] a, bl.

Montrer que 1’équation

f (x) = x admet une Principe de Poser g (x) = f (x) — x et appliquer le principe de
solution unique o localisation localisation a la fonction g sur ] a, b.

appartenant a ] a, bl.
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DERIVATION

Calculer f'(x) ;

(f étant une fonction
donnée)

Dérivées de
fonctions usuelles ;
Opérations sur les
fonctions dérivables
(calcul pratique de
dérivées)

Identifier la forme de f (x) (de la forme
u+v? ku? uxv? 4 ?... ) puis appliquer la
Vv

formule de dérivation.

Etudier la dérivabilité
d’une fonction f en un
point a

Définition de la
dérivabilité d’une
fonction en un
point.

fFO)—f(a)

Vérifier si ————— (ou fla+h)- 1)

X—a h
a une limite finie ou non en a. (ou en 0).

)

Etudier la dérivabilité
de f sur un intervalle I.

1) Dérivabilité des
fonctions de

Vérifier si f est une fonction de référence.

référence

2) Dérivabilité des . . .
fonctions Vérifier si f est une fonction polynéme, ou
polynomes, ratlor_melle, ou |rrat|or_melle, ou composee de
rationnelles, certaines de ces fonctions.
irrationnelles, ...

3) Opérations sur les
fonctions
dérivables sur un
intervalle |

Décomposer f en somme, ou produit ou
quotient, ... de fonctions dérivables sur I.

Donner une
conséquence graphique
de la dérivabilité de f
ena

Tangente a une
courbe (Cy) d’une
fonction f :
(Consequence
graphique de la
dérivabilité d’une
fonction en un
point)

Etudier lim )= 1(®)

X—a X_a

, puis conclure sur

I’existence de tangente ou de demi tangente(s) a

la courbe (Cy) au point d’abscisse a.

Préciser le sens des
variations de f sur E;.

Théoreme sur la
dérivation et

Vérifier la dérivabilité de f sur E;
Calculer 1’ (x) ; étudier son signe sur E; puis

monotonie. conclure sur les variations de f.
1) Méthode Résoudre algébriquement g (x) = 0 ou
algébrique g (x) < 0 et conclure.
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DERIVATION

Etudier le signe de
g ()

2) Méthode Donner le sens de variations de g, dresser son
analytique tableau de variations (s’il y a lieu) repérer le
signe de g (x) dans la ligne de g (x).
3) Méthode Tracer la courbe représentative (Cg) de g dans un repére

graphique ou
géomeétrique

et repérer I’intervalle ou les intervalles ou les parties de la
courbe sont au dessus de 1’axe des abscisses et ceux ou
les parties de la courbe sont en dessous de I’axe des
abscisses.

Etudier le sens de
variations de f et
dresser son tableau de
variations

Plan d’étude d’une
fonction numérique

Déterminer Ds s’il n’est pas donné ; étudier la
parité, la périodicité ; étudier les limites de f aux
bornes de Dy ou de Es ; préciser son sens de
variations puis dresser son tableau de variations.

Construire la courbe
représentative (Cy) de f
dans un repére donné.

Définition de
courbe
représentative d’une
fonction.

1°" étape : Tracer un repere complet (axes
orientés, graduations selon I’unité de longueur...)

2°Me ¢tape : Placer les points particuliers de (Cy)
points dont les abscisses sont sur la ligne de x.
3%™ étape : Tracer s’il y a lieu les tangentes a
(C) en ses points particuliers. (ligne de f ’(x))
4™ étape : Tracer s’il y a lieu les asymptotes a
(C). (ligne de f (x) dans le tableau de variations)

5%™e étape : Tracer la courbe en suivant son
allure dans le tableau de variations de f.

Les travaux suivants :

* Tracer une courbe par
rapport a sa tangente en un
de ses points ;

* Tracer une courbe par
rapport son asymptote
(illustrer graphiquement
une limite) devront étre
maitrises

ELEMENTS DE
SYMETRIE
D’UNE COURBE
DE FONCTION

Montrer que le point
| (a, b) est centre de
symétrie d’une courbe

(Cp

Eléments de
symétrie d’une
courbe : (centre de
symeétrie)

Vérifier si f est impaire (si a =b =0). Sinon,
vérifier une de trois méthodes

Montrer que la droite
(D) d’équation x = a
est axe de symétrie

Eléments de
symétrie d’une
courbe : (axe de

Vérifier si f est paire (si a = 0). Sinon,
vérifier une de trois méthodes

d’une courbe (Cy) symétrie)

Montrer que F est une | Définition de

primitive de f sur un primitives d’une Vérifier que pour tout x € I, F* (x) = f (X)
intervalle 1. fonction f.
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Tableau de

Vérifier si f est une fonction usuelle.

primitives de Identifier la forme de f (x) (de la forme

Déterminer une fonctions usuelles. R | . :

primitive F de fsur I. | Propriétés uwut? 7 e ucosu .. ) puis appliquer
algebriques de la formule de primitivation.

PRIMITIVES primitives.

SiG(Xe) =Vo: Déterminer la constante k dans 1’équation
image d’un réel par | F(Xo) = Yo OU F est une primitive quelconque de

Déterminer la primitive | une fonction f; puis donner G(x).

G de f qui vérifieune | Si (Cg) contient le

condition donnée. point A (a, b) : Déterminer la constante k dans 1I’équation
définition d’une F(a) = b ou F est une primitive quelconque de f
courbe de fonction | puis donner G(x).

Calculer lim In(u(x)) | Limites de Calculer lim u(x) ; puis conclure.

X—Xg In (U(X)) X—>Xp
Calculer lim e"®™ Limites de "™ Calculer lex1 u(x) ; puis conclure.
X—>Xg —Xo
Calculer une limite de | mLimites usuelles Utiliser les limites usuelles ou les croissances
FONCTIONS fonction compotant In, | mCroissances comparées pour lever les formes indéterminées
LOGARITHME | exp ou puissance en X, | comparées s’il y a lieu.
NEPERIEN, Montrer que toutes les

EXPONENTIELLE
ET PUISSANCE

courbes (C,) (n € Z)
de f_ passent par un
point fixe A dont il faut
préciser les
coordonnées.

Intersection de deux
courbes dans le
plan.

Déterminer x pour que f (x)= f. ,(x) pour
tout naturel n. Puis calculery = f_(x).

Montrer que toutes les

courbes (Cq) (aréel) de
f, passent par un

point fixe A dont il faut

préciser les
coordonnées.

Intersection de deux
courbes dans le
plan.

Déterminer x pour que f_(x)= f_.(x) pour
tous réels différents o et a’. Puis calculer
y=f, ().
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CALCUL
INTEGRAL

b
Calculer j f (x) dx

Définition de
I’intégrale :
Techniques de
calcul d’intégrale

Par primitivation

Identifier la forme de f (x) (de la forme
ul
u'u"? —?u'e" ? u'cosu ?...) ; transformer
u
s’il y a lieu ’expression f (x) ; appliquer la
formule de primitivation pour déterminer une
primitive F de f ; puis calculer I’intégrale.

Intégration par parties

Mettre f (x) sous la forme u’ (x) X v (x) ; ou

u (x) xv’(x) ; appliquer la formule d’intégration
par parties ; calculer la deuxiéme intégrale puis
conclure.

Montrer que
jb f (x)dx est existe

Condition
d’existence de
primitives ou d’une
intégrale

Montrer que f est continue sur [a, b]

Montrer que pour tout
x€[ab], [ f'(X)|<M

Encadrement

Calculer f'(x) ; a partir de a < x < b, donner
un encadrement de f'(x) ; puis conclure.

Sens de variation.

Donner le sens de variations de f', dresser son
tableau de variations s’il y a lieu ; repérer
f'(a), f'(b) ets’ilyalieu, les extrema de f'
sur [a, b] ; donner un encadrement de f'(x) sur
[a, b] ; puis conclure.

En déduire (ou
montrer) que pour tout
X € [a, b],

[ f()—a|<M|x—«a|

Inégalite de la
moyenne

Vérifier I’hypothése du théoréme (pour tout
x €[a, b], | f'(x)|< M) etappliquer la
conclusion du théoréeme a f' sur [X, o] inclus
dans [a, b]. Remarquer que f(«)=«.

Calculer la valeur
moyenne de f sur
I’intervalle [a, b]

Définition de la valeur
moyenne d’une fonction
sur un intervalle [a, b]

Appliquer la formule.

Donner une

Interprétation
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interprétation
géomeétrique de

la b= jb £ (x) dx

géométrique de
[*te0ax

Donner la délimitation du domaine

Calculer I’aire en u.a.

”\cl:-ﬁégg;_ du domaine plan limite g?g&cﬁggrgrau Veérifier sia < b etsif (x) = 0 sur [a, b] ; puis
par la courbe (C), calcul d’aire dans le | @PPliquer la formule et calculer : (ne pas oublier
’axe des abscisses et lan Iunité d’aire)
les droites d’équation pran.
Xx=aetx=h.
Calculer le volume en (domaine plan limité par
u.v. du solide engendré | Application du la courbe (Cy), axe des
par la rotation d’un calcul intégral au Verifier si a <b ; puis appliquer la formule et Z?ésgfjgzstx'f;g:';ei )
domaine autour de calcul,de volume calculer : (ne pas oublier I’unité de volume)

i dans I’espace.

I’axe des abscisses.
Résoudre ou intégrer Résolution
I'équation différentielle | d>¢quations diff. du | Appliquer la régle
Ly +ay=0. 1% degré a c.c.s.m.
Déterminer la solution | Solution qui vérifie | Déterminer la constante dans 1’équation
fqui prend la valeur X, | une condition f(Xo) = Yo

EQUATIONS €N Yo donnée; image d’un

DIFFEREN- réel par une fonction

TIELLES Résoudre ou intégrer Résolution

I'équation différentielle | d’équations diff. du | Appliquer la regle
y'+a 2y =0 2% degré a c.c.s.m.
Déterminer la solution | Solution qui vérifie | Déterminer les constantes dans le systéeme
f qui verifie : f (Xo) =Y, | deux ponditions f(X,) =Y,
etf'(Xo) = Yo données {f (%) = Yy
Démontrer qu'une m Commencer par la condition que g, est

EQUAT'ONS fonction g, est solution Condition pour solution de (E) équivaut a ...jusqu’é g _f « P si et seulement si

qu’une fonction soit

Q » est synonyme de
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DIFFEREN- de I'équation solution d’une solution de (E’) ; ou par la condition que g — f («siP,alorsQ »etsi
TIELLES différentielle (E) siet | équation est solution de (E’) équivaut a.... jusqu’a g, «Q, alors P »)
seulement si la différentielle. solution de (E)
fonction g — f est une mOU encore
solution de I'équation si g est solution de (E), alors ---g— f---et
différentielle (E’). { si g— f est solution de (E'), alors ---g--
Montrer que (un)an Déf_inition de suite MontrerqueVn>=p, u,,, —u, >0
est croissante croissante (u,.,—u, <0)
SUITES (décr_oissante) _ (dfac-ro-l-ssante) _
NUMERIQUES Etudier la monotonie | Définition de suites | Etudier le signe de u,,, —u, ¥ n=>pet

de (U, ),..,

monotones

conclure.

Montrer que (u,),.,
est majorée (minorée)

Définition de suite
majorée (minorée)

mSi le majorant M est donné verifier que
Y n=p, u,—M < 0;sinon chercher un réel M

telquevn>=p,u,-M<0.

(mSi le minorant m est donné vérifier que
Y n=p, u,—m= 0; sinon chercher un réel m

telquevn>=p, u,—m=2 0).

Montrer que (u,)

n=p

est bornée

Définition de suite
bornée

Si les bornes m et M sont données, Vérifier que
Y n=p, m<u, <M ;sinon chercher deux

réelsmetMtelsquevVn>p, m<u, <M

ou trouver k > 0 tel
que
vnzp,|u,|<k.

Etudier la convergence
de la suite (u,)

n>p

1) Définition de suite
convergente

Etudier I’existence de lim u,

n—+w

2) Condition de
convergence d'une
suite monotone

Vérifier si (u, ),., est croissante et majorée ou
décroissante et minorée puis conclure.

Montrer que la suite

1) Définition de suite
convergente

Veérifier que lim u, existe et est finie.

n—+w

2) Condition de
convergence d'une

Vérifier que (un)an est croissante et majorée
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SUITES
NUMERIQUES

SUITES
NUMERIQUES

(u,),., définie par
u, = f(n) est
convergente

suite monotone

ou décroissante et minorée puis conclure.

3) Convergence de
suite (u,) définie
par son terme
géneral u, en
fonction de n.

Vérifier que f admet une limite finie en + oo

Etudier la suite
(u,),., définie par

u, = f(n)

1) Définition de la
monotonie ; de
suite bornée ; et
de la convergence
de suite (u,),.,

Etudier la monotonie, I’existence de bornes et la
convergence de (u, )

n=p

2) Suite (uy) définie
par u, = f(n)

Etudier le sens de variations de f dresser son
tableau d variations puis conclure

Montrer que (u,,)
est une suite
arithmétique,
(géometrique)

n>p

Définition de suite
arithmétique,
(géomeétrique)

mExprimer par exemple u__, en fonction de u

et conclure.
m Vérifier que vn > p, u,,, —u, estconstant

n+1 n

. u
(si u,# 0 que —L est constant)
u

n

Montrer que :
vn=n,p(n)

Raisonnement par
récurrence (par exemple)

Utiliser les différentes étapes de la récurrence

Montrer que pour tout

1) Définition de la
suite de la forme

Utiliser le fait que | f (x) — f (a) | < k|x—a] VX
et f(a)=«.

Si:montrer que V X €
I [f(X)—a|<k|x-q]

naturel n, Upa = T(U,) a été posée plus haut
Unsa —05‘ <klu, —al. 2) Raisonnement par | Utiliser les différentes étapes de la récurrence
récurrence
1) Ordre et Dans I'inégalit¢ |u,,, — | <klu, - faire

En déduire que pour
toutn, Ju, —a| <k"

opérations dans R

varier n, (de 0 a n) faire le produit de ces
inégalités membre a membre, puis simplifier.

2) Raisonnement par
récurrence

Utiliser les différentes étapes de la récurrence

Déterminer la plus

Définition de valeur
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petite valeur p de n
pour laquelle u, est

approchée a spres ;
variation de la

A partir de |u, — | < k", déterminer n pour que
k" <107 ; puis déterminer p.

COURBES
PARAMETREES

COURBES

une valeur approchée fonction In
de o a 109 pres.
Déterminer une Equation de - calculer X'(t,); yv'(t,) ;

équation de la tangente
a (I') au point M (t,)

tangente a une
courbe paramétrée
en un point M (to)

- déterminer une équation de la droite de
vecteur directeur U (X'(t,), Y'(t,)) et passant

par le point M (x(t,), Y(t,))

Comparer les positions
des points :

a) M(t+27x)et M(t);
b) M (—t) et M(t)

c) M (7 —1) et M(t).
Puis

d) En déduire que les
fonctions x ety
peuvent étre
étudiées sur

I'intervalle[O. %}

a) Périodicité des
fonctions
trigonométriques ;

b) parité de fonctions
cosinus et sinus ;
définition de
centre de
symeétrie ; d’axe
de symétrie

c) formules d’angles
supplémentaires ;
définition de
centre de
symétrie ; d’axe
de symétrie

d) conséquences
analytiques de la
périodicite, de la
parité des
fonctions x et y.

a) comparer x(t+2x) et x(t) d’une part ; puis
y(t+27) ety(t) d’autre part puis conclure.

b) comparer x(—t) et x(t) d’une part ; puis
y(—t) et y(t) d’autre part puis conclure.

c) comparer x(z —t) et x(t) d’une part ; puis
y(zr —t) et y(t) d’autre part puis conclure.

d) Donner les conséquences analytiques en
s’appuyant sur 1’existence des ¢léments de
symétrie de la courbe.

Etudier les variations
des fonctions x et y sur
l'intervalle |

Sens de variations
d’une fonction

numérique.

Calculer x’(t) et y’(t) ; étudier leur signe sur |
puis conclure sur le sens des variations de x et

y.
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PARAMETREES | Dresser un tableau de | Tableau de Construire un tableau a double entrées I est souvent conseillé
variations conjoint de x | variations d’une comportant en premiére ligne, les valeurs dt o les };gnes X (1) ety
ety fonction numeérique | particuliéres de t (bornes (finies) de 1I’ensemble Qeﬁ?ei;aecv?seioelozg Ll’,rzlure

d’étude des deux fonctions, valeurs de t qui de la courbe
annulent x’ (t), celles qui annulent y’ (t) ...).
Expliquer comment conséquences
obtenir la courbe graphiques de la Utiliser les éléments de symétries de la courbe
complete (I" ) a partir | périodicite, de la (T") pour expliquer le passage de (T;) a (I).
de (I,): ((T,), étant | parité des fonctions
une partie de (T") X ety.
Tracer la courbe (T}) Construction d’une | Utiliser le tableau de variations conjoint pour
puis la courbe (T") courbe parametrée | construire la courbe (T7,), puis les éléments de
dans le repere symétries de (I') pour passer de (T, ) a ().
Montrer que ABCD est | Définition . On pourrait vérifier
un parallélogramme (vectorielle) d’un Vérifier que AB =DC par exemple que AD = BC
parallélogramme
Déterminer les A L :
coordonnées du point Rifcltnolggﬁe) fun PoselD (Xi Z) ; puis déterminer x, y, z pour
D pour I(?ule ABCD soit | naraliélogramme que AB=DC par exemple
GEOMETRIE :/T pi‘ra € oglramm?'t —
DANS L’ESPACE ontrer que Ies points etermination d un o .
A B et C déterminent | plan errlf!er que les points A, B et C ne sont pas
alignés.
un plan
Déterminer une Equation d’un plan ; | Poser M (x, y, z), M € (ABC) si et seulement si
equation cartésienne vecteur normal & un AM - (ﬁ A E): 0 Ecrire I’équation en X, Y, Z
d’un plan (ABC) plan.
1) Détermination Vérifier que les points A, B et C ne sont pas
Montrer que les points d’un plan alignés.
A, B et C sont 2) Definition de .
coplanaires vecteur normal & | Vérifier par exemple que BC ~(AB A AC)= 0
un plan
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Montrer qu’un point D

1) Définition de
vecteur normal a
un plan

Vérifier par exemple que AD- (ﬁ A A—C): 0

2) Condition qu’un
point appartienne

Vérifier que les coordonnées du point D

coordonnées d’un point

A dans un repéer
GEOMETRIE dans un repere

DANS L’ESPACE (O’ i, E)

point dans 1’espace
muni d’un repére

0.i.7.%)

appartient a un plan aun plan , ,
(ABC) d’équation vérifient 1’équation du plan (ABC)
cartésienne
donnée
3) Distance d’un Vérifier que la distance de D au plan (ABC) est
point a un plan égale a zéro.
Donner dans le repére (O, f, ]) les coordonnées
Donner les Coordonnées d’un

(X, y) du point A’, projeté de A sur le plan
(Ox, Qy) parallélement a I’axe (Oz) ; puis la
coordonnée z du point A”’, projeté de A sur
I’axe (Oz) parallélement & la droite (OA’) : le
point A a alors pour coordonnées (X, Y, z)

Montrer qu’un vecteur
n (a, b, c) est normal &
un plan (ABC).

Définition de
vecteur normal a un
plan

Vérifier que par exemple AB-n =0

Déterminer le vecteur
UAv

1) Définition du
produit vectoriel.

Calculer Hu” HVH et sin(u, v) ; puis conclure

2) Coordonnées de
UAV

Utiliser la regle pratique pour déterminer les
coordonnées du vecteur u A v

Calculer I’aire d’un
parallélogramme
ABCD ou I’aire d’un
triangle ABC

Application du
produit vectoriel au
calcul d’aire

Appliquer la formule dans chaque cas.
Déterminer par exemple les coordonnées du

vecteur ﬁ /\E : calculer Hﬁ /\ATC H et

conclure

Calculer la distance
d’un point M a une
droite (AB)

Application du
produit vectoriel au
calcul de distance

d’un point a une

Appliquer la formule.
Déterminer par exemple les coordonnées du

vecteur AB A AM ; calculer
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GEOMETRIE
DANS L’ESPACE

droite

H AB A AM H : H AB H et conclure

Calculer la distance

d’un point M a un plan

(ABC).

Application du
produit vectoriel au
calcul de distance
d’un point a un plan

Appliquer la formule.
Déterminer par exemple les coordonnées des

vecteurs EAE; AM : calculer ;

‘m(ﬁ?;/\ﬁ)‘ ; HA—B)/\A_C’H et conclure

Calculer le volume
d’un parallélépipede
ABCDEFGH

Application du
produit vectoriel au
calcul de volume.

Appliquer la formule.
Déterminer par exemple les coordonnées des

vecteurs EAE; E : calculer

‘A_E(E /\Rf)‘ et conclure

Calculer le volume
d’un tétraedre ABCD

Application du
produit vectoriel au
calcul de volume

Appliquer la formule.
Déterminer les coordonnées des vecteurs

E/\E; AD ; calculer ‘E-(ﬁAE)‘Et

conclure (par exemple)

I
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Mathématiques "Secondaire : 2nde - Tle"

Mathématique pst primaire 6éme - 3eme"

LES MATHEMATIQUES :
"Un arbre a entretenir depuis l'école primaire"

Une conception de la discipline « mathématiques » dans I'enseignement du primaire au supérieur ! Page 332



