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1 — Distributions de charges

Avant la colle

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 6

L 1 Parmi ces distributions, lesquelles ne présen-
tent pas de symétrie cylindrique ?

D a. Cylindre d’axe (0z), de rayon R, de hau-
teur £, uniformément chargé en volume.

D b. Cylindre d’axe (0z), de rayon R, infini,

uniformément chargé en surface.
D c. Cone d’axe (0z), de sommet O, d’angle au
sommet ¢, uniformément chargé en volume.
D d. Cylindre d’axe (0z), de rayon R, infini,
de densité de charges p(r < R) = pyln %

D 2 Soit un cube de centre O et d’arréte a, uni-
formément chargé en surface. Dans la liste
suivante, quelles sont les symétries du cube ?

D a. Symétrie par rapport a tout plan passant
par O.

L h. Symétrie par rapport a tout plan contenant
(02).

e Symeétrie par toute rotation autour de O.

D d. Symétrie par une rotation d’angle 5

autour de (02).

D 3 Compléter cette phrase : la charge volumi-
que p(M) est une grandeur :

a. quantifiée.

b. mésoscopique.
[ | ¢ discrete.
Hr microscopique.

D 4 Ladistribution surfacique

6(x,9,2) = o(Jx2 +y2), Vz esta symétrie :
| a. sphérique.

b. quelconque.
e cylindrique.

Savoir appliquer le cours

> Corrigés p. 6

suivantes :

D 1 Filinfini, d’axe (0z), de densité linéique de
charge uniforme A).

Donner les symétries des distributions de charges

2 Cylindre infini, d’axe (0z), de rayon R, uni-
formément chargé en volume.

3 Sphere de centre O, de rayon R, uniformé-
ment chargée en surface.

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

1 ) 5 min
Carré de quatre charges

Soient quatre charges réparties au sommet d’un
carré :

> Corrigé p. 6

A(1,0,0): +¢ B(0,-1,0): —¢

D(0,1,0): —¢ C(-1,0,0): +¢
Déterminer les plans de symétrie et d’antisymeétrie
de cette distribution.

2)

Cercle chargé
On considére un cercle chargé, portant pour
x <0 une densité linéique de charges uniforme
+A, et pour x>0 une densité linéique de char-
ges uniforme —A.

5 min
> Corrigé p. 6

+A -\

Quelles sont les symétries de cette distribution ?

3)

Droite chargée

On consideére une droite (Ox) chargée.
Déterminer les invariances et symétries de la dis-
tribution de charges dans les cas suivants.

5 min
> Corrige p. 6

1. La densité linéique de charges est uniforme :
}\/ = 7\/0.

2. La densité linéique de charges est: A = +X; si
x<0 etk =LA, six>0.

)

Cube chargé

On considére un cube de centre O et de coté q,

5 min
> Corrigé p. 7

. . a
chargé sur deux de ses faces opposées (en z = —5 et

2
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a . .
en z = §) avec des densités surfaciques de charges

uniformes, mais opposées (respectivement +G et —0).
Déterminer les symétries et invariances d’une telle
distribution.

5)

Distribution volumique

On considére la distribution volumique de charges
suivante :

5 min
> Corrige p. 7

p(r,6,¢) = {4

0 Si r>a0

1. Quelles sont les invariances et symétries d’'une
telle distribution ?

2. Calculer la charge totale de la distribution.

6)

Modélisation d'une densité linéique

Un tube cylindrique a section circulaire de rayon a
est chargé uniformément avec la densité volumi-
que p. Le rayon a étant petit a ’échelle macrosco-
pique d’étude, on modélise le tube par un fil
portant une densité linéique A.

Exprimer A en fonction de p et a.

)

Charge totale d’une distribution
surfacique

On considere une sphére de centre O et de rayon R
portant en sa surface une densité de charges
6 = 0y(1+ cosB), ou 6 = (0z,0P).

Calculer la charge totale portée par la distribution.

8)

Hélice chargée
On consideére une hélice définie par les équations

_
g=-5

5 min
> Corrigé p. 7

10 min
> Corrigé p. 7

10 min
> Corrigé p. 7

suivantes : x = Rcosf, y = Rsin6,

avec 0 variantde 0_,, a 0,,..
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Cette hélice porte une densité linéique de charges
uniforme A.

1. Donner les éléments de symétrie d’un cylindre
infini de méme axe (0z), de méme rayon R, et de
densité surfacique de charge uniforme.

2. Lhélice infinie (0, —> - et 0, — +o)
posséde-t-elle les mémes invariances ?

3. Qu’en est-il de I’hélice finie ?

?)

Noyaux atomiques (d'apres ENAC)

Du point de vue du potentiel et du champ électri-
que qu’ils créent, les noyaux de certains atomes

10 min
> Corrigé p. 8

légers peuvent étre modélisés par une distribution
volumique de charge a l'intérieur d’une spheére de
centre O et de rayon a. On désigne par 7 = &3, le
vecteur position d’un point P quelconque de
I’espace.

Pour r < a, la charge volumique p(P) qui repré-
sente le noyau varie en fonction de r suivant la
loi :

p() = pof1-55),

ou P, estune constante positive.

1. Donner les symétries de cette distribution de
charges.

2. Exprimer la charge totale Q du noyau.
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Tester ses connaissances

k 1 Réponses a. et c. Le cone comme le cylindre de

hauteur finie ne présentent pas I'invariance par trans-
lation d’axe (0Oz) contenue dans la symétrie cylindri-
que. Ils possédent tous deux en revanche la symétrie
de révolution d’axe (0z) (invariance par rotation).

2 Réponse d. Un plan passant par (Oz) mais non
perpendiculaire aux faces du cube ne laisse pas la
distribution invariante, de méme qu’une rotation

quelconque autour de O. Des 4 propositions, seule la
derniére laisse la distribution invariante.

3 Réponse b. Il s'agit d’une grandeur continue, défi-
nie a 'échelle intermédiaire mésoscopique, contenant
un grand nombre d’entités microscopiques.

4 Réponse c. En coordonnées cylindriques,
r = Jx?+%? donc linvariance proposée se traduit

par 6(r,0,2) = o(r), V(6,2).

Savoir appliquer le cours

T Une telle distribution est invariante par toute trans-
lation d’axe (0z), puisque la densité de charges A,
est uniforme. On a aussi invariance par toute rotation
d’axe (0z). On a donc une symétrie cylindrique.
Tous les plans contenant (0z), ou perpendiculaires a
(0z) sont des plans de symétrie de la distribution.

2 Une telle distribution est invariante par toute
translation d’axe (0z), puisque la densité volumique
de charges est uniforme. On a aussi invariance par

toute rotation d’axe (0z). On a donc une symétrie
cylindrique. Tous les plans contenant (0z), ou per-
pendiculaires a (0z), sont des plans de symétrie de
la distribution.

3 La densité de charges est uniforme, la distribution
de charges a donc les symétries de la surface qui la
porte. On a invariance par toute rotation autour de
tout axe passant par O. Il y a symétrie sphérique.
Tout plan contenant O est un plan de symétrie.

S’'entrainer

plan de symétrie de la distribution, puisque chaque
point est sa propre image.

Une symétrie par rapport au plan (x0z) échange les
points B(—¢) et D(—q) et laisse les points A(+¢) et
C(+¢) invariants. Elle laisse donc invariante la dis-
tribution. Le plan (x0z) est plan de symétrie. Il en
va de méme pour une symétrie par rapport au plan
(902), qui échange A(+¢q) et C(+¢) en laissant
B(—q) et D(—¢) invariants.

Le plan d’équation y = x échange les points A(+¢)
et D(—¢q) d’une part et les points B(-¢) et C(+¢q)
d’autre part. Il s’agit donc d’un plan d’antisymétrie. Il
en va de méme pour le plan d’équation y = —x qui
échange les points A(+¢) et B(—¢) d’une part et les
points D(-¢) et C(+¢) d’autre part.
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) 1 Le plan contenant les quatre charges (xOy) est ) 2 Le plan (x0y) contient le cercle chargé. Une

symétrie par rapport a un tel plan laisse tous les
points de la distribution invariants, c’est donc un
plan de symétrie de la distribution de charges.

Le plan (x0z) est également un plan de symétrie de la
distribution, puisqu’a un point P de densité linéique
locale +A il associe un point P’ de densité linéique
locale +A.

Le plan (y0z) est quant a lui un plan d’antisymétrie
de la distribution de charges puisqu’a un point P de
densité linéique locale +A il associe un point P’ de
densité linéique locale —A.

Il n’y a pas d’invariance par rotation ou translation.

3 1. La densité linéique de charges est uniforme.
On a donc invariance par translation d’axe (0x) et
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par rotation d’axe (Ox). La distribution présente une
symétrie cylindrique. Tout plan contenant (Ox) ou per-
pendiculaire a (Ox) est plan de symétrie.

2. La distribution n’est plus invariante par translation
d’axe (Ox) mais elle est toujours invariante par rotation
d’axe (Ox). Tout plan contenant (Ox) est toujours plan
de symétrie.

En revanche, le plan perpendiculaire a (Ox) passant par
O (plan (y0z)) est plan dantisymétrie, puisqu’il
« échange » un point de densité linéique locale +A avec
un point de densité linéique locale —A. La distribution de
charges ne présente plus de symétrie particuliere pour
tout autre plan perpendiculaire a (0Ox).

) 4 1e plan (x0y), parallele aux deux faces chargées
passant par O, est plan d’antisymétrie de la distribution.
Les plans médiateurs, (¥0z) et (y0z), etles plans diago-
naux des faces chargées sont des plans de symétrie de la
distribution de charges. Leur intersection avec le plan
d’une face chargée est représentée sur la figure ci-dessous.

y

plan diagonal

plan médiateur

X

Plans de symétrie du cube, en coupe
dans le plan d’une face chargée.

5 1. La densité volumique de charges est indépen-
dante des coordonnées 0 et ¢, il y a donc invariance
par toute rotation autour de 0. On a une symeétrie sphé-
rique. Tout plan contenant O est plan de symétrie de la
distribution.

2. On découpe la sphére en coquilles sphériques
comprises entre la sphére de rayon r et la sphére de
rayon 7+ dr. Une telle coquille sphérique a un volume
dt = 4nr2dr et porte donc une charge élémentaire

3
dg = pdt = 4np02—0dr.

Par intégration pour r variant de 0 a a,, on obtient la
charge totale portée par la distribution :

2

2

a, a, 40,
g= Jodq=4n@f Or3dr=4np—0[r-} B
0

ayd g apL4 1y

Donc : (= npoag

6 Considérons une petite portion, de hauteur £, du
cylindre chargé. Cette portion de la distribution a
un volume 7t = ma?h. Elle porte donc la charge
¢ = pT = mpah.

Il lui correspond dans la description linéique un seg-
ment de droite de longueur 4. Il porte donc une charge
¢ = M\h.

Pour que les deux descriptions soient équivalentes, il
faut que ¢’ = ¢, soit :

7 La distribution présente une symétrie d’axe (0z).
On la découpe donc en couronnes élémentaires d’axe
(0z) constituées de tous les points de la sphere vus
depuis le centre O sous le méme angle 6 a dO pres. La
surface  élémentaire  de cette  couronne est
dS = 2nRsin® - RdO et elle porte donc une charge
élémentaire dg = 6(1 + cos0)2nR?sinHdH.

En intégrant sur I’ensemble de la sphére, c’est-a-dire
pour 0 variant de 0 a m, on obtient la charge totale ¢:

T
q= dg = 2nR260J (1+ cos0)d(-cos0)
0

sphere

9 T
= —QTERQGO[COSG + M} .
0

D'ou ¢ = —QRRQGOK— 1+ %)—(1 + %H et enfin :

Remarque : on reconnait la charge totale d’une sphere
uniformément chargée en surface (6,). En effet, la dis-
tribution est la somme d’une sphére uniformément
chargée en surface (6,) et d’'une sphére portant une

densité 6 = 6,cosf. Cette deuxiéme partie donne un

hémisphére chargé positivement (pour 0 <6 < g) et
T
=<6<m),
; )
avec la méme valeur absolue, ce qui fait que les charges
se compensent.

un hémisphére chargé négativement (pour

8 1. Le cylindre infini présente une invariance par trans-
lation d’axe (0z) et une invariance par rotation d’axe
(0z). Tout plan contenant 'axe (0z) est plan de symé-
trie, de méme que tout plan perpendiculaire a 'axe (0z).

© Nathan, classe prépa
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2. Lhélice infinie présente une invariance par toute
translation discréte d’axe (0z), d’un nombre entier de
pas de I'hélice p. En revanche, elle ne présente pas
d’invariance par rotation autour de (0z) car elle
«avance en méme temps qu’elle tourne ». Enfin, une
symétrie par rapport a un plan perpendiculaire a I'axe
(0z) transforme cette hélice gauche en hélice droite, et
ne laisse donc pas invariante la distribution.

3. Lhélice finie ne présente aucune symétrie particuliere
puisque I'invariance par translation n’est plus valable.

9 1. On travaille en coordonnées sphériques. La densité
volumique de charges est fonction de la seule variable 7.
La distribution de charges est donc invariante par toute
rotation autour de O : on a une symétrie sphérique.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

2. On découpe le volume du noyau atomique en
coquilles sphériques élémentaires d’épaisseur dr. Une
telle coquille a un volume dt = 4nr?dr, et porte une

9
charge d¢(r) = p(r)dt = 4np0(1 _:72)72(1,,.

La charge totale portée par le noyau atomique est donc :

Q j:dq(r) = 41'tp0J:(rQ— ;—Ddr

P PP 1 &
- aneif5 - 5], = 4m00e’(552)
8 3
Par conséquent : 0= %

© Nathan, classe prépa



2 — Champ électrostatique

Avant la colle
'—‘-—--..____E__-_

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 11

L 1 Le champ électrostatique créé en un point M
par une charge ponctuelle ¢, placée en Oest
donné par :

99 >
5y
4meyr

e 2 _onr
4me,rd

[P {7y

4me,r?

D 2 Quelle est I'unité SI de la constante diélectri-
que g7
a.Lem™® - kg!-st. A%

[ I b.Lem™- kg!- s

[ e Lem?. kg!-st- A%

D 3 Lorsque deux lignes de champ se croisent en
un point M :

[ lale champ électrostatique n’est pas défini

en M.

b. il y a une charge ponctuelle positive pla-
cée en M.

[ lele champ électrostatique en M est nul.

D 4 En un point M d’un plan d’antisymeétrie
d’une distribution de charges, le champ créé
par cette distribution est :

| a. porté par le plan d’antisymétrie.

LI b.nul.

e perpendiculaire au plan d’antisymeétrie.

D 5 Soitun plan (%) orthogonal a deux fils illimi-
tés paralleles, uniformément chargés avec
des densités linéiques opposées A et —A. En
un point Mde (P) :

L lae champ E(M) appartient a (%).

|| b.1e cham E>(M) est orthogonal a ().

P g
c. il est impossible de déterminer la direction
-
de E(M) parune simple analyse de symétrie.

Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 11

) 1

On considére une droite (0z) chargée, avec
la densité linéique de charges suivante :
A=4A;six<0eth =-A;six>0.
De quelles variables dépend le champ élec-
trostatique créé par cette distribution ?
Quelle est sa direction ?

Etudier le cas des points du plan d’équation
z=0.

D 2 On considére une spheére de centre O et de
rayon R. On suppose que cette sphere est char-
gée en surface, avec un hémispheére z <0
portant la densité surfacique de charges uni-
forme +0, et 'autre hémisphere z > 0 portant
la densité surfacique de charges uniforme
-0,.

De quelles variables dépend le champ élec-
trostatique créé par cette distribution ?

Quelle est sa direction ?

Etudier le cas des points du plan d’équation
z = 0.

D 3 Soient trois charges q;, ¢y, g3 placées aux
sommets d’un triangle équilatéral de coté a.
Déterminer le champ électrostatique créé par
cette distribution au centre de gravité du

triangle, sachant que ¢, = ¢, = g et ¢ = 2¢.

D 4 Tracer approximativement la carte des lignes
de champ électrostatique créé par les distri-
butions suivantes. On se placera dans un plan

quelconque contenant les deux charges.
1. +¢ placée en A(x = —a) et +¢ placée en

B(x=+a).
2. +¢ placée en A(x = -a) et —¢ placée en
B(x=+a).
3. +4¢ placée en A(x = —a) et —q placée en
B(x=+a).

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

1 ) 10 min
Sphére uniforme

Calculer le champ électrostatique créé en son cen-
tre O par une sphére de rayon R, portant une den-
sité surfacique de charges uniforme .

2)

Champ électrique sur I'axe

d’un systeme —q ; +q

Soient deux charges électriques ponctuelles portées
par un axe (Ox) :+gen B(+a) et—gen A(-a).
Exprimer le champ électrique créé en M(x) par
cette distribution, M appartenant a 'axe (Ox).

3)

Cerceau

Calculer le champ électrostatique créé en un point
de 'axe (Oz) par la distribution de charges linéique
constituée d’une circonférence chargée pour x < 0
avec une densité linéique +A et pour x >0 avec
une densité linéique —A.

> Corrige p. 12

15 min
> Corrige p.13

15 min
> Corrigé p. 13

+A

(O X

15 min

)

Arc de cercle uniformément chargé
Soit un arc de cercle de centre O de rayon R, vu du

> Corrige p.14

point O sous un angle 20, = 2—3T—t, chargé uniformeé-

ment avec une densité linéique A > 0.
Déterminer le champ au point O.

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

5 ) 20 min
Sphére 6 = Gcos6

Calculer le champ électrostatique créé en son cen-
tre O par une sphere de rayon R, portant la densité
surfacique de charges 6 = G,cos6.

> Corrigé p. 15

30 min

6)

Champ de pesanteur au sommet
d’une montagne

> Corrige p. 15

1. Calculer le champ électrique créé au sommet
d’un cone de révolution de hauteur 4, de demi-
angle au sommet o, uniformément chargé en
volume avec une densité volumique p.

2. On considére une montagne modélisée par un
cone de révolution de hauteur %, de demi-angle au
sommet o, de masse volumique uniforme p. On
note g, = —go?z le champ de pesanteur a I'altitude
h du sommet de la montagne, si celle-ci n’existait
pas, et ‘g>1 = —glgz le champ de pesanteur au som-
met de la montagne.

Exprimer Ag = g,-g.

On donne p = 3,0-103kg- m=3,
G=6,7-100""N-m- kg% & =1,0km et o = 30".
Calculer Ag.
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corrigés

Tester ses connaissances

b 1 Réponse b. Seule cette réponse est homogene. En

oM _ OM
4 - . > _ vm _ Ym,
effet, le vecteur ¢, est défini par ¢, = Ol .
2 Réponse a. Lunité SI de €, se déduit d’une ana-

lyse dimensionnelle de la loi de Coulomb :

[gg] = %][;], avec pour la force [ f] = MLT?,
[r] = L, et [¢q] = [i]7, ou i est une intensité de
courant électrique, d’unité I'ampere.

Donc [gy] = M'L3T*[i]®. Lunité SI de g, est
donc le kg™! - m™ - s* - A%,

b 3 Réponse c. Le champ électrostatique est par défi-

nition tangent aux lignes de champ. Il ne peut étre
tangent a deux courbes distinctes en un point donné,
sauf sil est nul.

4 Réponse ¢. Le champ électrostatique créé par
une distribution de charges en un point d’un plan
d’antisymétrie est perpendiculaire a ce plan. C’est ce
qui lui vaut au passage le nom de vecteur polaire.

5 Réponse a. (P) est un plan de symétrie, il con-
tient E.

Savoir appliquer le cours

1 La distribution présente une symétrie de révolu-
tion, c’est-a-dire une invariance par rotation autour de
I'axe (0z). Le champ créé par cette distribution ne
dépend donc pas de I'angle 6 des coordonnées cylin-
driques. En revanche, il n’y a pas d’invariance par
translation d’axe (0z) donc le champ dépend de z, et

il dépend bien entendu de r: | E(r,0,2) = E(r,2) |

Le plan (M, ¢, ¢,) est un plan de symétrie de la dis-
tribution, donc le champ électrostatique en ce point
lui appartient, il n’a pas de composante orthoradiale :

E(M) = E,(r, 2), + E (1, 2)%,

En un point M du plan z = 0, on a une information
supplémentaire sur le champ électrostatique. En
effet, ce plan (M, ¢,, ¢,) estun plan d’antisymétrie de
la distribution, le champ lui est donc normal :

E(Me (x0y)) = E(r)3,.

2 La distribution présente une symétrie de révolu-
tion, invariance par rotation autour de I'axe (0z).
Le champ électrostatique créé par cette distribution
ne dépend donc pas de 'angle ¢ des coordonnées

sphériques : ‘E(r, 6,0) = E(r,0) ‘

Le plan (M, €, ¢,) (plan méridien) est plan de symé-
trie de la distribution, le champ lui appartient, il n’a
pas de composante longitudinale :

E(M) = E,(r,0)2,+ E(r,0)2,

Le plan z = 0, cest-a-dire (M, Z),, ZP) est un plan
d’antisymétrie, le champ lui est donc normal :

E)(Me (x0y)) = Ee(r, 0= g)?e.

N
Remarque : on peut aussi écrire E(Me (x0y)) = E( r)?z,

. . > 7. .
puisque dans cette position, le vecteur ¢y s’identifie au
vecteur ¢,. €

3 La distribution de charges est constituée de trois
charges ponctuelles placées en triangle.

y
Py q,
(0] X
LN,
“q q

On utilise le principe de superposition :
E(0) = £,(0)+E,(0)+ £,0)

-4 _p0+—L_P0
4me s ! +4neor3 Wt

-
= 41:8073(1310 +P,0 +2P,0)

2q

P,0
4mey st ?
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avec r = OP, = OP, = OP4 = 2@
Or, d’apres les positions respectlves de Py, Py etP;:

—
PO = r( cos Be"+ s1n6ey)

T T
= (+Cos6ex + sm6€y)

l%l

2
0 J’
—_— -

Il vient P 0+ P,0+2P;0 =

- . T 1
—7r¢,, car sinz = -

6 2

Donc g(O) = —1—&*%*}—2%.
0

Avec r = a‘ﬁ’ on obtient ﬁ = —l?
3 4meya’

4 Pour tracer les cartes de champ, on utilise le fait
que proche d’une charge ponctuelle, le champ est
quasiment celui d’'une charge ponctuelle supposée
seule dans lespace (champ radial, centrifuge si la
charge est positive). Les lignes de champ divergent a
partir d’une charge positive et soient divergent vers
I'infini soit convergent vers une charge négative.

La carte de champ met aussi en évidence les proprié-
tés de symétrie du champ.

1. La carte de champ doit faire apparaitre un plan de
symétrie (plan médiateur des deux charges). Dans le
plan considéré, la médiatrice du segment est donc
une ligne de champ. Et la droite portant les deux
charges est également axe de symétrie, donc une
ligne de champ. Lintersection de ces deux droites
(milieu du segment) est le point de champ nul
Lallure des lignes de champ est tracée sur la figure
suivante.

/W\

Carte de champ pour la distribution +q, +q

2. Le plan médiateur des deux charges est désormais
un plan d’antisymétrie. Le champ en un point de ce
plan lui est donc perpendiculaire, les lignes de champ
sont orthogonales a la médiatrice du segment AB. La
droite portant les charges est toujours axe de symétrie.

X

Carte de champ pour la distribution +g, -

\
/

<<<>>

3. Le plan médiateur ne présente pas de symeétrie
particuliere, mais la droite portant les charges est tou-
jours axe de symétrie. La carte de lignes de champ
est similaire a la précédente, mais légérement défor-
meée par le déséquilibre des charges.

>>>

\
/

((

Carte de champ pour la distribution +4q, -

© Nathan, classe prépa

S’'entrainer

On peut aussi faire le calcul suivant : on se place en coor-
données sphériques et on découpe la surface de la sphere
en petites surfaces élémentaires d.S = R?sin8d6d¢ cen-
trées autour du point P courant de la sphere.

1 Tout plan passant par O est un plan de symétrie de la
distribution. Donc le champ électrostatique en O appar-
tient a tous les plans passant par O:

- =
EW©0) =0

d
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Le champ élémentaire en O, créé par cette surface €lé-

_
9 s
mentaire est ﬁ(O) = LGR Smededq’ﬂ.

ine, R PO
Donc d?(O) = —Lcsineded ¢
41‘[80 (p T

=& >
car PO = —Ré, et PO = R.
Par intégration :
E0) = ” dE(0) = _LH sin6d6dg?..
sphere 4m €9 sphere

> . = e B >
Or ¢, = sin®cos@é, + sin® sin@¢, + cos0¢,.

Donc :

o T 21
- ) _
E (0) = 47580(]‘0 sin ede)UO cosq)d(p) 0
27
car r cos@de = 0.
0
De méme :

T 21
o :
E (0) = ——(J sinzedﬁ)(J. singd ): 0
&) dmeg\J, 0 oce

2T
car r sinpd@ = 0.
0

o T 2n
Et enfin, Ez(O)z—m(J. sinGcosGdQ)(J. d(p) =0
0

0 0

car J. sin® cos0d0 = j Mde =0.
0 0o 2

Largument de symétrie, tout aussi convaincant que ce
calcul, permet de I’éviter.

2 On considere la distribution de charges représentée
sur la figure suivante.

a 0 a °

23 -q ' +q M x

Laxe (0Ox) est axe de symétrie de la distribution donc
le champ électrostatique en un point de ’axe est porté
par celui-ci : g(M) = E(x)?x.

D’apreés le théoreme de superposition :

= = =

E(M) = E M)+ Eg(M).

Le champ créé par la charge — ¢ placée en A(-a) est:

1 —-q > .

— > _
> 47t8()(x+a)2€" s ¢
EA(M) = 1

1 _(-2) six<-a

4me)(x + a)?

Le champ créé par la charge +¢ placée en B(+a) est:

1 q > g
— >
R 4n8()(x—a)26" si x>a
Ep(M) =
1 q

(2,) six<a

4me)(x - a)?

Pour x < —a, on obtient :

B = 4 (1 __1_)»
620 = 4nso((x+a)2 (x—a)? b
q ((x—a)Q—(x+a)2)?
dneg\ (x+a)2(x—a)?2 )*
=
ey (x2 —a?)? "

Pour —a < x < a, on obtient :

\L

EMy = 4 (-1 1
EM) = 41‘580( (x+ a)? (x—a)Z)

= L(w)g

dme)\ (x+a)’(x-a)?2 J*

N,

X

_ g(x2+a%)

_2n80(x2 —a?)?’”

Pour x > a, on obtient :

S

X

E(M) = —9—(

_;J,;)
dmeg\ (x+a)? (x—a)?

_L(—(x—a)2+(x+a)2)g
T dne\ (x+a)(x-a)? ) *

gax 2
ney(x2—a?)?

) 3 On se place en un point Mde axe (0z). Un tel point

M appartient au plan (y0z), plan d’antisymétrie de la
distribution de charges. Par conséquent, le champ élec-
trostatique en A est normal a ce plan d’antisymétrie :

2 >
EM) = E . (M)e,.

En un point de 'axe (0z), onaenoutre x = y = 0,

donc

7 >
E(M) = E ()¢,

Tous les points P du cerceau se trouvent a la méme dis-
tance du point #. On note o I'angle sous lequel ils sont
vus depuis le point M.

© Nathan, classe prépa
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P
X A
a, 7,
o /p
o y
P

Soit un élément de longueur d€ = RdO centré sur P du

demi-cerceau chargé négativement (—g <6< g) Il porte

une charge dg = ~ARd0.

On s'intéresse uniquement a la composante suivant ¢,
du champ élémentaire (les autres donnent une intégrale
nulle, d’apres 'analyse de symeétrie) :

T2 1 ARd6 > -
dEp (M) = dEp(M) &, = ———=——1i-
P,x( ) P( ) X 4—1’[80 72 x
—>
avec # = M
PM
Comme # = - sinoil, + cosas,
. > . . N =
= —sinoicos0¢é, — sinosinB¢, + cosaé,
> > .
ona u-¢, = —sinocos0.

LRdO
4me,r?

. 2 e .
suivant ¢, du champ total créé par ce demi-cerceau

Donc dEp (M) = sinoicos®. La composante

s’obtient en intégrant sur 6 variant de 75 a g :
. T
E, (M)= KRSlnfx"‘Q c0s0d0
’ dme,r? J n
_ kRsinoc[sine]g _ ARsino
4me,r? -3 2megr?

Pour le demi-cerceau chargé positivement, on obtient
un résultat similaire. On considére un élément de lon-

gueur d€ = Rd6 centré sur P’, portant une charge

élémentaire d¢” = ARd6.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

1 ARdO, -
u -e

A >
dEP',x(M) = dEPr(M)'ex = F{;‘,O 7'2 o

—
avec @’ = Ly

P'M
On remarque que I'angle 0 repere la position de I'axe A,
il repére donc a la fois le point P (intersection du demi-cer-
cle chargé négativement et de A) et le point P’ (intersec-
tion du demi-cercle chargé positivement et de A). Pour

1

décrire tout le cercle, il suffit de faire varier 6 de —= a 5

u
2
Pour le point P’ :

> L >
4’ = sinoli, + cosole,
= sinocos6é, + sinosin®é, + cosaé,,
2, > .
onadonc #’-¢, = sinacos0,
ARdO .
donc dEp (M) = ——sinolcos®,
5 2
4me,r

et par intégration pour 6 variant de —g a g’, on obtient :
T
ARsino (2
E M) = I cos6d6
+7u,;c( ) 47'58072 K
2
T
ARsino., . .2 _ ARsino
=4 2[sme],[:2 ol
ey =% TE T
Or sino = ,etr? = R2Z4 22,

R
NR? + 22

Le champ total est donc :

ARZ >

>
E(M) = [E+7»,x(M) + E—K,x(M)]?x = Wex

4 On calcule le champ électrostatique créé au centre O
d’un arc de cercle chargé uniformément en longueur ().

Laxe (Ox) est un axe de symétrie de la distribution de
charges. Donc le champ en O est porté par la direction
(0x) : E(0) = E,(0)2,.

On considere I'élément de longueur d€ = Rd6 centré
autour du point P de T'arc de cercle uniformément
chargé. Cet élément de longueur porte une charge élé-
mentaire dg = ARdB. On le repére par 'angle 6.

Y

6 o X
o

—

dEp (M)
R
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B =
On se contente de calculer la composante suivant ¢, du
champ élémentaire, les autres composantes s’annulant
par intégration d’apres les considérations de symétrie :

— 5 — 5
E(0) = ([dE©)-2 = [[@E©0)-2) = [dE,0).
Le champ élémentaire créé en O par la charge dg pla-

.,
i
- PO

1 ARdO, >

—
cée en Pest dEp (0) = ) i avec U

ne, R2
. e 1~ . e
La composante suivant ¢, du champ élémentaire créé
X

en O par la charge dg placée en Pest :

_ IR > _ _1 ARd6- -
dE.(0) = dEp(0)-¢, = Tne, B2 i-é,
A
= mcosﬁde
—
avec i = m et #-¢, = cos®.
PO *

On a une fonction paire a intégrer sur un intervalle symé-
+a +a

trique par rapporta 0 : .[ dE.(0) = QJ dE.(0).
-0 0

Par conséquent :

o o Asina
E,(0) = 2'[0 AE(0) = g cosodo = 320
On aenfin o0 = g,
. _ «/é 2 _ 7\m/§ >
donc sino = 5 et | £E(0) = 4-71:80Re"

5 On considere la distribution de charges constituée
d’une sphere chargée en surface avec la densité surfaci-
que de charges 6 = G,cos6.

Laxe (Ox) est axe de symétrie de la distribution car
cosO est une fonction paire : cos(—6) = cos6.

Le champ électrostatique en O est donc porté par I'axe
de symétrie : £(0) = E,(0),.

On découpe la surface

chargée en surfaces élé- P
mentaires, tenant compte
de cette symétrie. On la 0
découpe donc en couron- o 3
nes élémentaires, d’axe =
(0x), vues depuis O sous

I’angle 6.

La surface élémentaire de cette petite couronne est :

dS = 2nRsin® - RdO, car le rayon du cercle de la cou-

ronne est Rsin® et son épaisseur est RdO.
On peut aussi la voir comme une surface élémentaire
d?X = R?sin6d0d¢@ que l'on fait tourner autour de

(Ox) en faisant varier ¢ de 0 a 21 pour décrire toute
la couronne (d’ou la valeur de d.S).

On se contente de calculer la composante suivant ¢, du
champ élémentaire créé par cette surface chargée élé-
mentaire, les autres composantes s’annulant au cours de
'intégration, par symétrie :

E,(0) = (Icﬁp(O))-?x =j(ﬁgo%gz.a) =J.dEX(0).

Chaque point P de cette couronne est vue depuis O sous

le méme angle 6. Par conséquent,

i@-¢, = cos(m+0) = —cos® pour tous les points de la

couronne élémentaire considérée :

1 0ycosOx2mR?sin6d6
co

dE.(0) = _R) D s0O.
Ona dE,0) = —&COSZGSinedG
2¢,
= 50 os?
= 280005 0d(cos0).

Il ne reste plus qu’a intégrer pour 0 variantde 0 a m:

(5() 0=mn )
E.(0) = JdEx(O) = 2—8‘[ cos20d(cos0)
096=0
_Sofl 3] ™"_ S0, q_
- 280[3005 elzo = 2eC1-1).

On obtient par conséquent ﬁ(O) = - %E}x
0

) 6 On va mener ici une analogie entre le champ électros-
tatique créé par une distribution de charges et le champ
de gravitation créé par une distribution de masses.

1. On demande dans un premier temps de calculer le
champ électrostatique créé au sommet d’un coéne de
révolution, uniformément chargé en volume. On va uti-
liser le théoreme de superposition et décomposer le
cone en petits disques élémentaires, de hauteur dz.

© Nathan, classe prépa
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Il faut exprimer la densité surfacique équivalente portée
par ce disque. Il a une épaisseur dz et une surface S(z).
Il a donc un volume dt = S§(z)dz, et porte une charge
dg = pdt = pS(2)dz. Sion veut lui associer une den-
sité surfacique, en négligeant son épaisseur dz devant ses
autres dimensions, alors il aura une densité surfacique ¢
telle que la charge portée

0S8(2) = pS(z)dz soit

Or le champ créé par un disque portant la densité uni-
forme o, en un point M de son axe de symétrie, depuis

soit la meéme :

lequel il est vu sous 'angle o est (voir exercice n°2 de
« Savoir résoudre les exercices ») donné par :

= _ —(_s— _ =
EM) = 280(1 COSQ)é,.

Le champ élémentaire créé en O par le disque élémen-
taire d’épaisseur dz est donc :

dE(0) = R9%(; _ CoSQ)Z, .

2¢g,

Toutes les tranches du cone étant vues depuis le point O
sous le méme angle o, lintégration pour z variant de
—h a0 donne :

E0) = J

Z=—

z=0

0
dE0)Z, = 21— cosoc)-[ dz,.
h 2g, —h

On obtient : E(O) = p—h(l - cosoc)?z
2¢,

2. On cherche maintenant a calculer la perturbation du
champ de pesanteur due a une montagne, modélisée
par un cone de densité volumique de masse uniforme.

Az
|
|

o

~
R e it

La distribution décrite peut étre vue comme la superpo-
sition du sol d’une part, qui créé le champ de pesanteur

EO, et de la montagne considérée seule d’autre part, qui

créé un champ de pesanteur §2 dont on vient de calcu-

ler I'équivalent électrostatique (voir figure).
Pour la distribution de masses compléte, on observe en
O un champ de pesanteur :

2 _ 2 2

3 1~ go + g2
On demande de calculer Ag = g, - g, = gy, Cest-a-dire
le champ di au seul cone de densité p.
D’apres I'analogie entre électrostatique et gravitation

(donc pesanteur), on passe d’une description a l'autre en
remplacant la densité volumique de charges p par la

. 1
masse volumique p et la constante Tne. Par -G, cons-

0
tante de gravitation universelle.

Ona par conséquent :
%,(0) = =2nGph(1 - cosa)Z,,

et Ag = -2nGph(1l - cosa)

AN.:Ag=17-104m- s2.

Remarque : en pratique, pour mesurer une anomalie du
champ de pesanteur créée par une montagne, on ne
peut pas retirer la montagne pour mesurer le champ en
son absence. On mesure donc le gramp de gravité
«loin » de la montagne, ce qui nous donne le champ de

P =2
référence g.

N

- Q
- )
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3 - Circulation et potentiel électrostatique

Avant la colle

Tester ses connaissances

» Corrigés p. 21

L 1 Donner I'expression du gradient en coor-
données sphériques d’une fonction f:

I:]a.gradf (f) ¢+ - (gj;)rz
(32, 2
L m. gradf ( f) ’(p?,+ l(g—jg)“p?e

r

N 1 (af) 2
rsin®\ 0@ ,9
l) 2 L(ﬁ) 2
e gradf = ( 9,<pg’+sin9 T r’(Pee

1 (f)
* sin(p(%)r, 000

D 2 Le potentiel électrostatique est défini a une
constante prés. Quelle est Daffirmation

exacte ?
D a. Par convention, pour toute distribution, le
potentiel est pris nul a I'infini.

b. Pour toute distribution finie, on peut choi-
sir un potentiel nul a I'infini.

|| e. Pour une distribution infinie, il est impos-
sible de fixer le potentiel nul en un point.

| J ]

On considére une distribution de charges a
symétrie sphérique. Laffirmation suivante
est-elle exacte ? Le potentiel créé est continu,

dr

de méme que sa dérivée

D a. Non.
I b. Oui.

D 4 Entout point d’'une méme équipotentielle :

[ a. le module du champ électrostatique est le
meme.

[ Ib. e champ électrostatique est tangent.

[ e le potentiel a la méme valeur.

D 5 Deux surfaces équipotentielles peuvent se
couper.

D a. Non.
[ | b. Oui.

| | €. Cela dépend.

© Nathan, classe prépa
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Savoir appliquer le cours

» Corriges p. 21

) 1

D 2

P 3

On suppose que la distribution a une symé-
trie sphérique, le champ électrostatique est
donc purement radial :

I—E)(r, 0,0) = Er(r)?r. Comment se simplifie
la relation champ-potentiel ?

Soit la distribution

D{A(-2,0):-3¢; B(+1,-1):+¢}
Déterminer I’équation de I’équipotentielle
V' = 0 dans le plan (x0Oy). En déduire la
nature de la surface équipotentielle V' = 0.

On considére une charge ponctuelle ¢ placée
en un point O, origine d’un repére (0, E)x, E}).
Il existe en outre un champ uniforme (créé par

-
une autre distribution) colinéaire a (Ox) : E,.

D 4

1. Déterminer les composantes en coordon-
nées polaires du champ électrostatique résul-

tant £ au point M(r, 0).

2. En déduire I’expression du potentiel
V(r,0) en M.

Soit la distribution de charges constituée

d’un fil infini portant la densité linéique de

charges uniforme A. On donne 'expression

du champ électrostatique créé par cette
Ao

Qnsore"

Calculer le potentiel V’dont dérive ce champ

électrostatique.

distribution : ﬁ (r) =

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prepa
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1 ) 15 min
Systeme a deux charges

On considere deux charges Q = +15e et ¢ = —2e
placées respectivement aux points 0(0,0,0) et
A(a, 0,0) de laxe (Ox).

1. Déterminer le point P de I'axe ou le champ
électrostatique s’annule.

> Corrigé p. 23

2. Déterminer les deux points de l'axe ou le
potentiel électrostatique s’annule.

2)

Disque uniformément chargé

Soit un disque de centre O, de rayon R, compris
dans le plan (xOy) et portant une densité surfaci-
que uniforme ©.

30 min
> Corrigé p. 23

1. Donner I'expression du potentiel V(M) créé
en un point M de (0z) par cette distribution.

2. Retrouver I'expression du champ électrosta-
tique qui dérive de ce potentiel.

3)

Circonférence chargée

Soit un cercle d’axe (0z), de rayon R, portant la
densité linéique de charges uniforme A.

30 min
> Corrige p. 24

1. Calculer le potentiel électrostatique créé par
cette distribution sur ’'axe (0z).

2. Calculer indépendamment le champ électrosta-
tique créé en un point de I'axe (0z) par cette dis-
tribution.

3. Vérifier la relation champ-potentiel.

4. Déterminer le maximum du champ électrosta-
tique et représenter 'allure du module E(z) du
champ ainsi que celle du potentiel V(z).

)

Tronc de cone

On considére un tronc de cone d’axe (0z), de
sommet O, d’angle au sommet o, de rayon mini-
mum R; et de rayon maximum R,.

30 min
> Corrigé p. 25

Il est chargé avec une
densité surfacique non

a R
uniforme ¢ = S0y ou R

a est une constante, O . z
homogene a une lon-
gueur, et r le rayon
local du cone.

1. Exprimer le potentiel électrostatique créé au
point O par cette distribution de charges.

2. Exprimer également le champ électrostatique
en O.

5)

Demi-sphére uniformément chargée
en surface

On considére une demi-sphere de centre O et de
rayon R portant une densité surfacique de charges
uniforme ©.

30 min
> Corrigé p. 25

1. Exprimer le potentiel au point O, par un calcul
direct.

2. Calculer le potentiel en tout point M de 'axe
(0z) de symétrie de la distribution.

3. Par un développement limité au voisinage de
z = 0, retrouver Pexpression, trouvée a la pre-
miére question, du potentiel en O.

6)

Surfaces équipotentielles

d’une ligne bifilaire

Soient deux fils rectilignes infinis, paralléles a ’axe
(0z), passant par 0,(a, 0,0) et Oy(—a, 0,0), por-
tant respectivement les densités linéiques de char-
ges +A et —A, avec A > 0.

On travaille en coordonnées cartésiennes. On
note r, et ry, les distances respectives de M aux
deux fils.

On choisit O comme référence des potentiels :

V(0) = 0.

1. Discuter des symétries de la distribution.

30 min
> Corrigé p. 26

2. Donner les équations des surfaces équipoten-
tielles.

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

3. Tracer dans le plan (xOy) Iallure des lignes de
champ et de I'intersection des surfaces équipoten-
tielles avec le plan (x0y).

7

Interaction d’un disque (G)
et d’une charge ponctuelle g

On considére un disque (0, R) de densité surfaci-
que uniforme ¢ > 0. Soit (Ox) un axe perpendi-
culaire en O au disque.

30 min
> Corrigé p. 27

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

1. Donner en fonction de x le potentiel V' en tout
point de I'axe (0x).

2. Soit une charge ponctuelle —¢ (avec ¢>0)

mobile sur (Ox). Le disque est supposé percé en
O de facon que la charge puisse éventuellement le

traverser, mais sans que cela modifie le potentiel V'
calculé précédemment.

Calculer en fonction de x I'énergie potentielle £,

de la charge.

En déduire la position d’équilibre de la charge (on
néglige la pesanteur). Celle-ci est-elle stable ou
instable ?

© Nathan, classe prépa



corrigés

Tester ses connaissances

b 1 Réponse b. L’expression a. correspond a des
coordonnées cylindriques. L’expression c. n’est pas
homogene.

2 Réponse b. La réponse a. est fausse car pour une
distribution infinie, il est impossible d’imposer un
potentiel nul a Pinfini (il y existe des charges). En
revanche, on peut tout a fait choisir un autre point
pour imposer un potentiel nul. La réponse c. est
donc également fausse.

3 Réponse a. Cette affirmation est fausse, car pour
une sphére uniformément chargée en surface, qui est
bien a symétrie sphérique, le champ électrostatique

(et donc la dérivée du potentiel par rapport a 1) est
discontinu a la traversée de la sphere.

En revanche, la proposition est exacte dans le cas
d’une boule uniformément chargée en volume.

4 Réponse c. Par définition d’une surface équipoten-
tielle, le potentiel a la méme valeur en tout point de la
surface. Ce n’est pas le cas du champ dont I'intensité
dépend de la facon dont les équipotentielles sont rap-
prochées (gradient), et bien entendu, le champ est
normal aux surfaces équipotentielles, pas tangent.

5 Réponse a. Deux surfaces équipotentielles diffé-
rentes correspondent a deux valeurs distinctes du
potentiel, elles ne peuvent donc se croiser.

Savoir appliquer le cours

1 En coordonnées sphériques, la relation champ-

potentiel s’écrit :
), o).
00): 0% rsinB\d@/, o ?

2 d 1
Eo.0.00=-(5) 7

Si le champ est purement radial :
E(r, 0,9) = E.(r)¢, donc Ey = E, = 0.

w_w_,
360 09

dépend donc nide 6 nide ¢ :

Par conséquent : le potentiel ne

V(r,6,0)=V(r)

La relation champ-potentiel s’écrit donc :

E(r) —d—VE)

2 D’apres le principe de superposition :

VM) =V (M)+Vg(M).

La distribution étant finie, on peut prendre une réfé-
rence de potentiel a I'infini.

On a alors :

_ 94
V@D = dne AM

q (=3 1
Donc V(M) = 4n£0(m+ m)

95
4ne,BM

et V(M) =

Léquipotentielle V' = 0 correspond donc a la sur-
1

face d’équation ITad 0.
AM = 3BM
AM? = 9BM?

(x+2)2+(y-0)2 = 9[(x—1)2+ (y+ 1)?]

¥ +4x+4+92 = 9x2-18x+9+ 9y + 18y+9

0 = 8x2-22x+8y>+ 18y + 14.

Léquation de la trace de I’équipotentielle V' = 0
dans le plan (x0y) est donc :

4x2+4y2 - 11x+9y+7=0

Il s’agit d’un cercle, de centre C ( - 9), et de

8° 78
rayon R = —@

La surface équipotentielle d’équation V = 0 est
donc une sphére de centre Cet de rayon R.

y

A(-3q) B(q)
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Remarque : on aurait pu voir avant calculs que I'équa-
tion AM =3BM détermine un cercle dont le centre C
est sur la droite (AB) pour des raisons de symétrie.

3 1.Le champ électrostatique créé en M par la
charge ponctuelle placée en O est :

D’apres le théoreme de superposition, le champ total

p _>( ) q )T
er M est (1()11116 ar : 12 IM E + €

0 47[807
O 120 = EOEX = EOCOSGe,—EOsinGee.

En coordonnées polaires, le champ total est donc :

E(M) = ( +E, cose)a — E,sin0¢,

q
4meyr?

2. D’apreés la relation locale champ-potentiel :

_ (v 1oy~
E —gradV (ar) é,— T(%)yee

Par identification, on obtient :

N q N .
(w )e = _4—758072_E0C086 et (%)7 = E,rsin®.

On integre la seconde équation par rapporta 6, a r
constant, on obtient V(r,0) = —Eyrcos6 + f(r). La
constante d’intégration est a priori une fonction de 7,
puisqu’on a intégré a r constant.

On dérive cette expression par rapport a 7, en main-

tenant O constant : (S_V) = E)sin0 + df.
ar Jg dr

Par identification, on en déduit df =47
dr 4me,r?

Par intégration par rapport a 7, on obtient la fonction

f(r) a une constante prés (et c’est cette fois-ci une

vraie constante) : f(r) = 4n€
of

Le potentiel total est donc :

V(r,0) = ——EOrc0s6+k

4dmeyr
On ne peut pas choisir de prendre la référence de
potentiel (potentiel nul) a infini, puisqu’il y existe
des charges (de la distribution qui crée un champ
uniforme dans tout espace). Pour fixer £ il faut choi-
sir un point M(r, 8;) ou annuler le potentiel,

on aalors V(7 0,) = 0 = m—Eorocoseo+k,

soit k£ = —4nZOTO+E0r0coseo.

et | V(r,0)= (l—}-)—E (rcos® —r,cos0,)
ine, 7o 0 0 0

4 On donne le champ d’un fil infini uniformément
chargé : E(r) = L?
g8 T 2meyr

D’apreés la relation champ-potentiel en coordonnées

cylindriques :
= _ T i ¢ —1 i ¢
E(r,0,2) = —gradV = ‘(a[r/)e,f’ r(agy,zee
_ (al’) ¢
BZ 7,0 N

Ici, le champ a uniquement une composante radiale :

a _d _ .
0 donc 09z - 0. Le potentiel ne

dépend donc nide 6 nide z:

V(r,0,z) =V(r)

Remarque : on aurait pu déduire cela immédiatement
des propriétés d’invariance de la distribution. En
effet, la distribution de charges est invariante par
toute translation d’axe (0z) et par toute rotation
d’axe (0z) (symétrie cylindrique) donc le potentiel
ne peut dépendre des coordonnées 6 et z

Ey=E, =

La relation locale champ-potentiel se résume donc a :

dv_ p _ A
2me,r

ar -
Par intégration entre 7, et 7, on obtient :

Ao [Tdr
ome,d, r

To

V(r)-V(ry) = -

On ne peut prendre une référence de potentiel a
Pinfini, car il y existe des charges (fil infini), on choisit
donc de prendre une référence de potentiel en 7 :

A

V(rg) =0 et | V(r)= e, 70
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S’'entrainer

) 1 1. On cherche le point Pde 'axe pour lequel le champ
est nul.

Laxe (0Ox) est axe de symétrie de la distribution donc
le champ électrostatique en un point de 'axe est porté

o oa. B >
par celui-ci : E(M) = E(x)é,.
D’apres le théoréme de superposition :
= > =3
E(M) = Ey(M) + E(M).
Le champ créé par la charge Q placée en 0(0, 0, 0) est:

L3 six>0
= 4dmeyx?
EyM) =
A—Q( é,) si x<0
4me)x

Le champ créé par la charge ¢ placée en A(a, 0,0) est:

q
4me,(x — a)?
E,(M) = ol¥=4)

b .
¢, Sl x> a

> .
Wi—[l)?(_ 4 x) six<a
*Entre x = 0 et x = a les champs dus aux deux char-
ges sont dans le méme sens. Le point de champ nul ne
peut s’y trouver.
* Pour x <0, le module du champ E, est toujours
supérieur au module du champ E;. On ne peut donc
trouver un point de champ nul dans cette zone.
* Pour x > a, on trouve une équation du second degré
pour P'abscisse du point de champ nul :
2, 94 -
%2 (x—a)?
On cherche les solutions de cette équation :
Q(x—a)? = —¢x?. En développant, on obtient :
(Q+@)x*—2a0x+ Qa? = 0.
Le discriminant vaut A = 44202 -4a*Q(Q +¢).
Les solutions sont donc

E(x) = 0 implique

e 20 +9) 0+q

Avec les valeurs numériques proposées, on obtient deux
solutions positives : x_ = 0,73a et x, = 1,67a.

Seule la deuxiéme solution est supérieure a @ et donc

xp=1,57a

acceptable :

2. On cherche maintenant les éventuels points ou le

potentiel s’annule.

Le potentiel créé sur I'axe par la charge Q placée en O

est Vp(x) = ———-
o®) = fre A

Le potentiel créé sur 'axe par la charge ¢ placée en 4 est

Vo) = =2

ine lx—d

_ 240 + J12°Q?—4a2Q(Q+¢) _ Qu (MB)

D’apres le principe de superposition, le potentiel total

estdonc : V(x) = V() +V(x) = 4-;_87)(%+ \xza\)

Le potentiel s’annule en x si Q + ,

o lx—d

Cestadire = = - 4.
|| lx — dl

On éla . .0 ¢
n éleve cette relation au carré : = = ok Cela
% (x—a)

donne Q%(x—a)? = ¢?x2, ou bien encore :

(0% - ¢*)x*—2a0Q%x + Q%a®> = 0.

Le discriminant vaut :

A = 4a2Q4_4a2Q2(Q2_q2) = 4a2Q2q2.

Les solutions sont :

- 200% £2a0q _ _QQtq@a _ Qa
U202 - (0-90+9  0F¢

Lapplication numeérique donne :

x, =0,88a | et | x =12a

) 2 1. On travaille en coordonnées cylindriques.

Laxe (0z) est un axe de symétrie de la distribution, le
champ électrostatique en un point M de 'axe est donc
porté par celui-ci. Et comme en outre ¥ = y = 0 sur

72 >
laxe,ona E(M) = E (2)é,.
ar _Jdr _

Par conséquent £, = Eg = 0, donc 5 =30 - 0, le
. . dv
potentiel ne dépend que de zet E,(z) = — T

On découpe le disque en couronnes élémentaires de
rayon 7 et d’épaisseur dr. La couronne a donc une sur-
face d§ = 2nrdr et porte par conséquent une charge
dg = odS = 2nordr.

r+dr
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Tous les points de la couronne sont vus depuis le point A/
sous le méme angle o et sont situés a a la méme distance €
de M. On choisit d’utiliser la variable angulaire o pour

repérer la couronne.

On a coso = é, donc € = £ , et par ailleurs
€ coso.
sing, = % donc r = €sino. = ztano et par différentia-
. do
tion dr = £ o
cos?o

Le potentiel élémentaire créé en M par la couronne de
rayon rest :

2nordr _ © zdo cosa

dV.(M) = = —ztano——
M) dnepl  2¢g, cos’or 2
_ ozsinado _ czd(cosa)
2¢, cos’o 2g; cos’a

Il reste a intégrer ce potentiel élémentaire, pour r
variant de 0 a R ou, en variable angulaire, pour o
variant de 0 a 0, :

R O
VM) =J' dV,(M):ﬁ.[ _d(co;oc)
0 2¢0J, cos*ol
- 5[l =7
2e5Lcosol,  2¢gy\cosay '

Or coso = < donc :

/22 + R2
[2 2
V(M) = %(Z—"'R_l) = Q%_( /Z2+R2—Z).
0

2¢g, z
Ce résultat est obtenu pour la partie 2> 0. Or le plan
(x0y) contenant le disque est un plan de symétrie,
donc V(-z) = V(2).

V() = 5= (R -d)
0

On a donc

2. On obtient le champ en dérivant le potentiel par
rapporta z: Ez(z) = —i—z-
Donc pour 2> 0 :

EQ = sl
Etpour 2<0 : E (2) = 2180(— 1 —;).

On constate que :

N,

=z =z O > O > O
E(z=0%)-E(z=0) = 324, (22) = %2,

(z ) (z ) 2g, ¢ 2¢, ¢ B =
On retrouve la discontinuité du champ électrostatique
a la traversée d’une surface chargée avec la densité sur-

facique ©.

) 3 1. Le plan (x0y) contenant la circonférence est un
plan de symétrie de la distribution, par conséquent le
potentiel est une fonction paire et il suffit de le calculer

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

dans la région z> 0, on en déduit le potentiel dans la
région z < 0 par symétrie : V(-z) = V(2).

Tous les points de la circonférence sont situés a la méme
distance r = J/z2+ R? de M. Si on considére un élé-
ment de longueur d€ = Rd® du cercle, il porte une
charge dg = ARd6 et crée en M un potentiel élémen-

taire dV (M) = &7 i U

Ameor  4me) 22+ R?
Pour obtenir le potentiel total créé par la circonférence, il
suffit de faire varier 0 entre 0 et 27, les autres parame-
tres étant fixés, I'intégration conduit simplement a :

2
ARdO

V(M) = .[ dV(M):J. O

r 0 4meyn/z2+ R2

AR
2¢yn/22 + R?

2. Tout plan contenant 'axe (O%) est plan de symeétrie
de la distribution donc le champ électrostatique en un
point de I'axe est porté par axe (intersection de tous les

plans de symétrie) : g(M) = Ez(z)?z.
On se contente donc d’exprimer la composante d £, du
champ élémentaire créé par un élément de longueur de

la circonférence. Les autres composantes seront nulles
une fois intégrées.

V(M) =

e dg > . .
dEp (M) = —=i, ou restla distance du point M au
4meyr
point P de la circonférence portant la charge dg et
—>
5> _PM
U = —-

PM

&M >
Z u
o
Ol—— i
R
ARdO z

—
dE (M) = dEp (M) -¢, =
z( ) P ( ) ¢, 47t8()(Z2 o RQ) ,7Z2 n RQ’
__Z .
/22 + R?
Lintégration sur 6 variant de 0 a 2n donne le champ
total créé en M par la circonférence chargée :

> >
car u-¢, = cosO =

= _ S ARz >
E(M) - (J.l_dEz(M))ez - 280(52 + R2)3/2 73
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3. Si on dérive Pexpression du potentiel par rapport a
z on obtient :

av M{( 2z )

dz i{.;:) _2(Z2 + R2)312
En comparant avec I'expression calculée du champ, on
vérifie bien la relation champ-potentiel :| £,(z) = — c(ii_z

4. Pour trouver les extrema de la fonction E(z), il faut
chercher les zéros de sa dérivée par rapporta z:

dE_O.d( Z

% =0 ¢ H@rmm) =
o 1 3 22
On obtient : (Z+ R 2(2+ R2)oi
_Z2+R-32_  R-222 _ 0
(Z+R)>2  (Z2+RH52

Cette expression s’annule pour z = * %, et le champ

A

vaut alors E(z) = ———-

3.3¢e,R
On a également £(0) = 0 et lim E(z) = 0.
De plus, par symétrie : E(—z) z;fE(z), on a une fonc-
tion impaire.
Le potentiel est quant a lui une fonction paire, il est
maximum quand le champ est nul, et vaut V(0) = Qz;—

0

On a donc les allures représentées sur la figure ci-apres
pour les variations du potentiel et de la norme du
champ :

v 5

o
l 2 "

) 4 1. La distribution présente une symétrie de révolu-
tion. Elle est invariante par toute rotation autour de
I'axe de révolution (0z). On va donc mettre a profit
cette symétrie pour découper la distribution de charges
en bandelettes d’épaisseur d<€.

r+dr

La surface ainsi découpée sur le cone est d.S = 2nrd¥€.

r r
Orf = L dmeal = S
sino, sino,
La bandelette porte ainsi une charge élémentaire

dg = 6dS = 2n60$dr.

Tous les points de cette surface €lémentaire sont a la
méme distance € du sommet O du cone, elle crée donc
un potentiel élémentaire :

dq G()ddr

Goadr

4me l ~ g lsino  2g, 1

dv,(0) =

Il ne reste plus qu’a intégrer ce potentiel élémentaire
pour 7 variant de R; a R,, puisque toutes les surfaces
¢élémentaires sont vues sous le méme angle o depuis le
sommet du cone.

On obtient par conséquent :

R coa (e dr
V(o)z‘[ dVT(o)zi 2.
R, 280 R, r

R

_ 0oty

V(0) = %6, lan

2. Calculons le champ en O a présent. Daxe (0z) étant
un axe de symétrie de la distribution, le champ en un

point de cet axe est porté par celui-ci : E(O) = E(O)?Z.
On se contentera donc de calculer la composante d £,
du champ élémentaire créé par la surface élémentaire
précédente, les autres composantes conduisant a une
intégration nulle par symeétrie.
Tous les points P de la bandelette sont vus depuis O sous
le méme angle o et sont a la méme distance € de 0. La
composante d£,(0) du champ élémentaire est donc :
odsS
4me €2
Opasino.cosodr
o,

E >
dE,(0) = dE(0)-¢, = - cosa.

—

PM .

car —— ¢, = cos(mT+0) = —cos0, pour tout point P
P % ( ) p p

de la surface élémentaire choisie.

Lintégration donne donc :

B gy

Ry G,a
E. (O =J. dE (O :lsinoccos(xJ. -—
€0 = [ dB0)= 5 T

Ry

Gpa 1
——sina cosoc[—}
280 TR,

2 Gpa . 1 1\
E B 200 — — —
(0) 480sm OL(RZ Rl)ez

5 1. Aupoint Oil est facile de calculer le potentiel créé
par la distribution puisque tous les points de celle-ci por-
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tent la méme densité surfacique de charges et qu’ils sont
tous distants de R :

_ dg Q
V(O) - J‘—sphere4n80R 4'TCEORJ‘ sphere q 4TE£0R
1 oR

Or 0 = ($><§47cR2 = 2nR%c, donc | V(0) = e,
0

2. On utilise les symétries de la distribution pour choisir
habilement le découpage de celle-ci. La distribution pré-
sente une symétrie de révolution d’axe (0z). On
découpe la sphere en petites couronnes de rayon Rsin®
et de largeur RdO. Chaque couronne a une surface
dS = 2nRsin6 - Rd® = 2nR?sin6dO, et porte donc
une charge élémentaire dg = 6d.S = 2nR?csin6d6.

z

M

\VS

Tous les points de cette surface sont situés a la méme dis-
tance 7 de A4 ils y créent donc un potentiel élémentaire :

dg _ oR? sin6dO
dmeyr 2_"3()A/(Rsin6)2 + (z+ Rcos9)?
Posons u = (Rsin0)2 + (z+ Rcos0)?
22+ R? + 2zRcos0,

on a alors du = -2zRsin6d6.

dVy(M) =

Le potentiel total créé en M est donné par :

%<3 R( 1\(" du
V(M =_[ 2qv My =S ( -) B
el 0,=0 o) = 2e0\ zR)J, 9. /u

avec u; = u(0=0) = 22+ R2+2zR = (z+ R)?
et uy = 22+ R2.
On a donc :

oR (2 du
VM) = — - =
C2 2e02d, o fu 2€oz[[

= - SR ([Er R~z B,
0

On trouve finalement :

V(M) = —(\z+ R|-Jz*+ R?)

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

3. Pour retrouver 'expression de V(0), il faut faire un
développement limité de I'expression précédente. On
fait tendre z vers O par valeurs positives :

2 2
Vo) = g8 (148 422 1)
2¢, Z 4
_ OR R R 2\?
V(Z)_280[1+E_Z(I+R2) }

R R 122
V=g 1+5-5 (1735 )]

6__(1 __Z_)
2¢g, 2R

En z = 0, on retrouve donc

V(z)=

V(0) =

28(

6 1. Le plan (x0z) contenant les deux fils est un plan
de symétrie de la distribution. Le plan (y0z) est un plan
d’antisymétrie de la distribution puisque les deux fils
s’échangent dans cette transformation, et ils portent des
charges opposées. Enfin, tout plan perpendiculaire a
I'axe (0z) des fils est plan de symétrie.

La distribution est en outre invariante par toute transla-
tion d’axe (0z).

Le potentiel et le champ électrostatiques créés par cette
distribution doivent refléter ces propriétés de symétrie.

2. On a calculé a 'exercice n° 4 de « Savoir appliquer le
cours » le potentiel da a un fil infini uniformément chargé
avec une densité linéique constante A. En coordonnées
cylindriques d’axe celui du fil, on a V(r) = — QL ni,
ey 7o

ou r, estla distance au fil a laquelle le potentiel est choisi
nul.

On choisit ici de prendre un potentiel nul en O soit a la
distance 7, = a du premier fil et 7, = ¢ du deuxiéme

fil.

. . _ A Ty
Pour le premier fil, on obtient V,(r;) = — e, In Pl
Pour le deuxieme fil : Vy(ry) = — iln@.
22 one, a

D’apres le principe de superposition, on obtient le
potentiel créé par la réunion des deux fils :

A Ty
V(M) =V(r)+Vy(ry) = 275—801n o
1

Les surfaces équipotentielles de cette distribution sont
donc données par V(M) = T,

7
soitici| =2 = k

R 2neyl
7 ,ou k = exp(T) est une constante.
1
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O 7? = (x—a)?+)y? et rg = (x+a)?+y2. Léquation } 7 1.0n a déja mené ce calcul dans I'exercice n°®2

d’une équipotentielle s’écrit donc :

1y = kry

1'3 = er?

(x+a)2+y% = B[(x—a)+y?]

(1-F)x%+2ax(1+ k) + (1 -£2)a® + (1 - k2)y? =
2

: 1+£
2
0o, +2a1—k2

L+ N, 11+ k2 .
(x+17k2a) +y* = K—lka) —l}a

(H 1 +k2a)2+ ~ ( 2ka )2
e Vit e
Ce sont des cylindres d’axe parallele a (0z). Leurs tra-
ces dans le plan (xOy) sont des cercles de centre

x+a’+y? =

1+42 2ka
Q(— T 0) et de rayon B

La surface de potentiel nul est le plan médiateur des
deux fils, (y0%z).

Les cylindres de potentiel V,, et -V, sont symétriques
'un de lautre par rapport au plan médiateur (y0z). Pas-

ser de 'un a l'autre revient a changer £ en %

Lorsque £ (et donc V) tend vers Pinfini, le cylindre
équipotentiel tend vers le fil lui-méme, et lorsque £ tend
vers 0, le cylindre équipotentiel tend vers le plan média-
teur des deux fils.

3. Les traces dans le plan (x0y) des cylindres équipo-
tentiels sont des cercles entourant chaque fil respective-
ment, selon le signe de V). Si V, est positif, le cylindre
entoure le fil chargé positivement, et si I/, est négatif, le
cylindre équipotentiel entoure alors le cylindre chargé
négativement.

Les lignes de champ leur sont perpendiculaires en tout
point, et se dirigent dans le sens des potentiels décrois-
sants, donc du fil chargé avec la densité +A vers le fil
chargé avec la densité —A.

On a Plallure représentée sur la figure suivante :

« Disque uniformément chargé ». Le potentiel créé en un
point de son axe de symeétrie par un disque uniformément
chargé en surface est :

V(x) = Q%O(A/aﬂ TR - .Jxd)

2. Lénergie potentielle E,(x) de la charge ponctuelle
—¢ placée en xest : Ep(x) = (—V(x).
On en déduit :

Eyx) = - (& + B - Ja?)
0

Le potentiel est maximum en x = 0, ou il présente un
point anguleux du fait de la discontinuité du champ
€lectrostatique a la traversée de la surface chargée.

v

Lénergie potentielle est donc minimum pour x = 0 et
vaut E/,(O) = —%{-

La position d’équilibre de la charge ponctuelle négative
est donc au plus pres des charges positives, c’est-a-dire
au centre du disque. Il s’agit d’un équilibre stable puis-
que I’énergie potentielle y est minimale.
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4 — Théoréme de Gauss

Avant
==t

Tester ses ¢

la colle

onnaissances > Corrigés p. 33

L 1 Surle schéma suivant, quelle normale doit-on
choisir pour orienter la surface ?

N

ny

D

o
ns

D a. Les deux choix sont possibles.
D b. Il faut choisir la normale 7;.

D c. 11 faut choisir la normale 7.

D 2 Soit une charge ¢; placée a l'intérieur d’une
sphere de rayon R. Comment est modifié le
flux du champ électrostatique créé par la
charge ¢; a travers la sphére de rayon R
lorsqu’on déplace la charge ¢;?

D a. Le flux n’est pas modifié, quel que soit le
déplacement imposé a la charge ¢;.

[ | b.Le flux du champ dépend de la position
de la charge ¢;, il est notamment plus
important si la charge est placée pres de la
surface.

|| ¢. Le flux ne dépend pas de la position de la
charge, tant que celle-ci reste intérieure a la
sphere considérée.
d.Le flux du champ d’une charge ponc-
tuelle a travers une spheére de rayon R est nul
si celle-ci lui est intérieure.

D 3 Quelles sont les affirmations correctes ?
D a. Un champ électrostatique nul se traduit par
un flux nul.

D b. Sile champ est non nul, alors le flux ne peut
pas étre nul.

D c. Un flux nul suppose un champ nul.

L 4 11 existe une analogie entre champ électros-
tatique et champ de gravitation. Comment
s’exprime-t-elle ?
1
e Q - M et €y — — m
1
. M et P
b.0—>M et g,— yPrel
c. 0> M et 4ngy—-G

D5

Compléter cette phrase. Le potentiel électros-
tatique ne peut pas admettre d’extremum :

|| a. dans une région dénuée de charges.
|| b. sur une surface équipotentielle.
[ €. a Pintérieur d’une surface fermée.

D d. sauf en un point ou se trouve une charge
négative.

D 6 Considérons un tube de champ électrostatique
dont la section droite varie de sa S > s dans
une région vide de charges. Soient ¢ et ®
les flux respectifs du champ électrostatique a
travers la section s et a travers la section S.
D’apres le théoreme de Gauss :

Da.(p>d>.
Db.(p:d).
Dc.(p<<1>.

D 7 Considérons un tube de champ électrostati-
que dans une région vide de charges, tel que
le champ soit uniforme sur une section
droite du tube. Considérons deux sections s
et §> s de ce tube. Que peut-on dire de la
norme £(s) duchamp sur la section set de
la norme E(S') du champ sur la section S?

| a E(s) < ECS)
L k. E(s) = ES)
e Es)> ES)
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) 8

Soit une distribution % de charges qui crée
>
un champ électrostatique £. Soit une sur-

face £ qui découpe % en deux zones inté-
rieure et extérieure a X. On s’intéresse au

flux ® de E> a travers X.

Quelles sont les affirmations qui sont exactes ?

a. Seule la charge intérieure a £ contribue
>
au champ électrostatique £.

I:] b. Seule la charge intérieure a X contribue

[]

|| d. Toutes les charges (intérieure et extérieure)

au flux @ du champ électrostatique total E
a travers X.

c. Toutes les charges (intérieure et extérieure)
contribuent au flux ® du champ électrosta-

>
tique £ a travers X.

N
contribuent au champ électrostatique E.

Savoir appliquer le cours

> Corrigés p. 33

) 1

D 2

» 3

Calculer le champ électrostatique E créé en
un point M quelconque de 'espace par un fil
uniformément chargé, de densité linéique A.
En déduire le potentiel

Calculer le champ électrostatique E crééen
un point M quelconque de I'espace par un
plan de densité surfacique uniforme ¢. En
déduire le potentiel V.

-
Calculer le champ électrostatique £ créé en
un point M quelconque de 'espace par une

D 4

sphere de rayon Runiformément chargée en
surface, avec la densité surfacique c. En
déduire le potentiel V

Calculer le champ de gravitation terrestre en
un point M quelconque de I'espace. On sup-
posera la planéte sphérique de rayon Ry,
de masse volumique uniforme p. On expri-
mera le résultat en faisant intervenir la
masse totale de la Terre M. Calculer égale-
ment le potentiel dont dérive le champ de
gravitation terrestre.

© Nathan, classe prépa

2

4 — Théoréme de Gauss




30‘

s’entrainer

1 ) 15 min

Cylindre chargé en volume

On considére un cylindre infini d’axe (0), de rayon
R portant une charge uniformément répartie en
volume, avec une densité de charge volumique p.

> Corrigé p. 36

1. Par une analyse de symétrie, déterminer la
direction du champ électrostatique ainsi que les
variables dont il dépend réellement.

9
2. Calculer le champ électrostatique £ en tout point
de I'espace en appliquant le théoréme de Gauss.

3. En déduire I'expression du potentiel électrosta-
tique Ven tout point de ’espace.

4. Représenter graphiquement la norme du

champ "Z? " ainsi que le potentiel V/

2)

Charge uniformément répartie
entre deux plans

On considéere deux plans d’équations respectives
z = —a et z = a entre lesquelles il existe une distri-
bution de charges volumique uniforme de densité p.
Il n’y a pas de charge dans les régions z<-a et
z>a.

20 min
> Corrige p. 37

1. Déterminer par une analyse de symétrie la
direction du champ électrostatique ainsi que les
variables dont il dépend réellement.

2. En appliquant le théoreme de Gauss, détermi-
ner le champ électrostatique dans tout ’espace et
tracer le graphe représentant sa norme.

3. Calculer le potentiel électrostatique associé, en
prenant comme référence de potentiel le plan
d’équation z = 0.

4. On fait tendre a vers 0 tout en gardant le pro-
duit pa constant. Définir une densité surfacique
de charges équivalente et retrouver pour le champ
électrostatique un résultat classique.

3)

Atome d’hydrogene
On ¢’intéresse au modele de Thomson de I'atome
d’hydrogene. Celui-ci est constitué d’un électron

30 min
> Corrigé p. 38

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

supposé ponctuel, de charge négative —e et d'une
charge positive +e (représentant le proton) répartie
uniformément en volume dans une sphere de
rayon a,. C’estle modele « historique » : Thomson
inversait le role du proton et celui de I’électron.

1. Déterminer en tout point M de lespace le

9
champ électrostatique £ créé par le proton seul.
On distinguera les cas r < a, et r > q,.

2. Calculer le potentiel V' de ce champ électrique
en prenant une référence de potentiel a I'infini.

3. Représenter la norme du champ ainsi que le
potentiel.

4. Calculer I'énergie potentielle E,(r) de I'élec-
tron soumis a un tel champ.

5. Déterminer la position d’équilibre de I’électron
et en discuter la stabilité.

Le potentiel d’ionisation de I’électron est I'énergie
qu’il faut fournir pour arracher un électron a
l’atome pris dans son état fondamental. II
s'exprime en électronvolts (1 eV = 1,6 - 10-19])
et vaut 13,6 eV. En déduire la valeur de a,.

=9,0-109SIete=1,6-10-1 C.

On donne :
e,

4) 20 min

Cavité cylindrique

Un cylindre de rayon R, et d’axe (0,z) unifor-
mément chargé en volume, avec une densité p est
percé d’une cavité cylindrique de rayon R, < R,
et d’axe (0y2) .

Calculer le champ électrostatique créé par cette
distribution en un point M de la cavité.

> Corrigé p. 38
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5) 30 min

Retour sur la distribution

de charges surfacique 6 = G,cos0

On consideére les deux distributions suivantes :

— une sphere de centre O et de rayon R portant la
charge surfacique 6 = 6,cos0;

— deux boules de méme rayon R et de centres

> Corrigé p. 39

PR - ~ -
légerement décalés O, et O, avec 0,0, = aé,,
chargées uniformément en volume avec les densi-
tés volumiques respectives —p et +p.

1. Montrer que la premiére distribution peut étre
obtenue comme limite de la seconde lorsqu’on fait
tendre a vers 0.

2. En déduire le champ a l'intérieur de la sphere
de la premiere distribution.

6)

Trois sphéres concentriques

On considére la distribution de charges volumique
a symétrie sphérique constituée d’une charge Q
uniformément répartie dans le volume r < R et
d’une charge —Q uniformément répartie dans le
volume Ry <7< R, avec R < R,.

Déterminer expression du potentiel et du champ
électrostatiques créés par cette distribution en tout
point de I'espace. On prendra la référence de
potentiel a 'infini.

7

Relation locale au voisinage de I'axe
de symétrie

On considére une distribution de charge a symé-
trie cylindrique, par exemple un disque de rayon
R de centre O contenu dans le plan (x0y), unifor-
mément chargé en surface.

40 min
> Corrige p. 39

15 min
> Corrigé p. 40

1. En utilisant les symétries du probleme, déter-
miner la direction du champ ainsi que les varia-
bles dont il dépend, en un point quelconque de
’espace.

2. En appliquant le théoreme de Gauss a une sur-
face ayant la forme dun petit cylindre d’axe
(2'z), de rayon ret de hauteur dz, montrer que la

composante radiale du champ électrostatique est
liée a la valeur du champ sur 'axe E (r =0, 2)
par la relation :

E(r,z) = _éd_Ej(i_Z()_Z_)
8) 45 min
> Corrigé p. 41

Condensateur (d’aprés Banque PT)

1. Exprimer le champ créé par une plaque infinie
dans le plan (y0z) uniformément chargée en sur-
face avec la densité ¢ > 0.

Calculer "??" pour ¢ = 7,11-10 C-m=2. On

rappelle que Tme. = 9,0 - 109SI.

On considére maintenant deux plaques infinies
paralleles : A dans le plan (y0z) uniformément
chargée en surface avec la densité surfacique de
charges 6 > 0 et B, dans le plan d’équation x = e,
chargée avec la densité surfac1que de charges —G.

2. Exprimer les champs E 4 et E p Créés en tout
point de ’espace par les plaques A4 et B.

3. En utilisant le théoreme de superposition, expri-

9
mer le champ E a l'intérieur et a 'extérieur des
deux plaques. Dessiner quelques lignes de champ.

4. Déterminer I'expression de la différence de
potentiel V-V Calculer V, -Vy pour
6=711-10°C- m2ete=50pum.

5. Sur chacun des plans, isolons deux régions
identiques d’aire S'en regard. En déduire la capa-
cité C du condensateur ainsi formé.

9
6. Exprimer la force électrostatique /' qui s’exerce

sur la surface § d’une plaque en fonction de o, g,
et 5. On en précisera le sens et la direction.

7. En déduire alors ’expression de la pression

électrostatique P, celle-ci étant la force qui

s’exerce sur l'unité de surface. Calculer P, pour
= 711-10°C- m=2.

?)

Accrétion

Une sphére de rayon R porte la charge Q unifor-
mément répartie en volume. On définit ’énergie

45 min
> Corrigé p. 42
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o

s’entrainer

de constitution de cette sphére comme le travail
qu’il faut fournir pour la construire en prenant les
charges a l'infini. On admet que cette énergie ne
dépend pas de la facon dont on construit la
sphere : on la construit par couches sphériques
successives.

1. Calculer le potentiel créé en un point de sa sur-
face par une boule de rayon 7, uniformément char-
gée en volume.

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

2. Calculer la variation d’énergie potentielle
lorsqu’on rajoute une pellicule sphérique d’épais-
seur dr a la boule de rayon »

3. En déduire I'énergie de constitution de la sphéere
de rayon R.

4. Par une analogie entre champ électrostatique et
de gravitation, en déduire I’énergie d’accrétion
d’une étoile de rayon R et de masse M, uniformé-
ment répartie.

© Nathan, classe prépa



Tester ses connaissances

k 1 Réponse a. La surface considérée est une surface
ouverte, le choix de la normale est donc une conven-
tion arbitraire. Les deux choix sont possibles.

2 Réponse c. La réponse d. est fausse, de méme
que la réponse b. et la réponse a. est fausse dans la
mesure ol si on déplace la charge ¢; a extérieur de
la sphere, le flux devient nul.

3 Réponse a. Seule la premiére affirmation est cor-
recte. Les deux autres affirmations disent la méme
chose, qui est contredite par la conservativité du flux
en une région dépourvue de charge. Le champ peut
trés bien étre non nul, si la surface fermée a travers
laquelle on calcule le flux ne contient pas de charge,
alors le flux est nul d’apres le théoréeme de Gauss.

4 Réponse a. Attention au changement de signe.
Deux masses (de méme signe) s’attirent alors que
deux charges de méme signe se repoussent.

5 Réponse a. C’est le théoreme de extremum du
potentiel. Sur une surface équipotentielle, le poten-

tiel est constant, mais il peut s’agir de sa valeur maxi-
male, ou minimale. La réponse c. est insuffisante, si
la surface fermée en question contient une charge
ponctuelle, le potentiel peut admettre un extremum.
Quand a la réponse d., elle est elle aussi incompléte,
car le potentiel peut aussi admettre un extremum
pour une charge positive par exemple.

6 Réponse b. D’apres le théoreme de Gauss, dans
une région vide de charge, il y a conservativité du
flux électrostatique. Le flux est le méme a travers
toute section droite d’un méme tube de champ, en
P’absence de charges.

7 Réponse c. On vient de voir que ¢ = ®. Or
¢ = E(s)s et ® = E(S)S. Comme s< .S, il faut
que E(s)> E(S) pour assurer la conservativité du
flux. Le champ est donc plus intense lorsque les
lignes de champ se resserrent, comme pour le cou-
rant dans une riviere.

8 Réponses b. et d. Toutes les charges contribuent
au champ, mais seules les charges intérieures contri-
buent au flux du champ.

Savoir appliquer le cours

T On travaille en coordonnées cylindriques :

E>(M) = E. (1,0, z)?, + Eo(r, 6, z)?e +E[(,0, z)?z.
La distribution est invariante par toute translation le
long de I'axe (0z) et par toute rotation autour de ce
méme axe, le champ est dont indépendant des coor-
données 0 et z. Le plan passant par M et contenant
(0z) est plan de symétrie, de méme que celui pas-
sant par M et perpendiculaire au fil. Le champ élec-
trostatique est donc contenu dans I'intersection de
ces deux plans, il est donc porté par le vecteur ¢,.

EM) = E,(n2,

On choisit comme surface de Gauss un cylindre pas-
sant par M, (donc de rayon 7) et de hauteur arbitraire 4,
refermé par deux disques perpendiculaires a (0z).

Le flux du champ électrostatique a travers cette sur-
face est ® = E(r)x2nrh pour la surface latérale du
cylindre et ® = 0 pour les deux disques perpendi-

culaires a (0z), sur lesquels le champ électostatique
est tangent (flux nul).

La charge intérieure a cette surface de Gauss est
Qini = M.

Le théoréme de Gauss donne donc :

A |2 _
E(ryx2nrh = 8—0 soit | E(M) = Q_Tteor

La relation champ-potentiel donne en coordonnées
cylindriques :

2 T3 s 18V—> ars

E = —gradl = “r 0% 5%
Au vu des symétries du champ Eyq = E, = 0 donc
V(r,6,2) = V().

_dar_ r

On adonc E(r) = 4 - 2—‘":807
Lintégration donne |V (r) = —--7\'-—ln z
2me, 71

e —— S
v
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La référence de potentiel ne peut pas étre prise a
Pinfini, puisqu’il y existe des charges. On choisit de
prendre un potentiel nul pour r = 7.

Remarque : 1e champ n’est pas défini en 7= 0 (lieu des
sources).

La figure suivante présente les courbes de la norme
du champ et du potentiel.
E %

o r

2 On travaille en coordonnées cartésiennes :

E>(M) = E.(x,, z)?x + Ey(x, b z)?y +E (1,7, z)?z.
Soit (Oz) la normale au plan chargé.
La distribution étant invariante par toute translation
selon ¢, et E}, le champ ne dépend que de la coor-
donnée z. Tout plan passant par M et perpendiculaire
au plan (x0y) est plan de symétrie, le champ élec-
trostatique en M est donc contenu dans l'intersection
de tous ces plans, il est porté par 'axe (Mz).

7 >
E(M) = E ()¢,

Le plan chargé est plan de symétrie de la distribution.
Au point M’(x,y,-z) symétrique de M(x,y, z) par

rapport a (x0y), le champ E>(M ") est le symétrique

du champ E (M). Lafonction E(z) estdonc impaire :
E(-z) = —E(2).

On choisit comme surface de Gauss un parallélépipede
dont deux faces sont paralleles au plan (x0y) (le
champ leur est donc normal), de surface S, l'une pla-
cée en M(z) etlautre en M’(-z2), etles quatre autres
faces normales au plan (le champ leur est donc tangent)
comme sur la figure suivante :

z

Le flux a travers cette surface de Gauss est :
ﬁ E.dSh=E(2)S+E(-2)(-S)
28E(z),

> >
car le vecteur normal est ¢, en M et —¢, en M.

o

La charge intérieure a la surface de Gauss est Q;, = G5S.
Le théoreme de Gauss donne donc : 25E(z) = 93
et par conséquent : €
o - .
=—¢ si z2>0
2g, © N

R
E(M) =

G > .
——¢, si 2<0
2¢, © <

Le champ est discontinu en z = 0, ala traversée de
la distribution surfacique :

E(z=0")-E(z=0) = 2

0

D’apreés la relation champ-potentiel :

2 _ — _ Wy s W
E(x,9,2) = —gradV = 753,;@@7&65.
Ii E, = Ey =0 donc V(x,9,2) =V() et
d
E(z) = _d_Z'

Lintégration donne :

—2%z+k1 si z2>0
Vz)=4 ;° _
2—€Oz+k2 si 2<0

Le potentiel est continu en z = 0, donc k; = £,. On
ne peut pas prendre la référence de potentiel a 'infini
car la distribution de charges n’est pas finie, on choisit
donc par exemple de prendre un potentiel nul en
z = 0. Par conséquent, on obtient k£, = £, = 0 et

o

si z>0
96,0 S 2

V(z) =

c .
—z si z<0
2¢g,

La figure suivante présente les courbes de la norme
du champ et du potentiel.

E v
S
2¢g,
z z
S
2¢,
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k 3 On travaille en coordonnées sphériques :

>
E(M) = E,(1, 0, 0)¢,+ Eqg(1, 0, 0)¢y + E, (1, 0, 9)¢, .
La distribution étudiée est invariante par toute rota-
tion autour du centre O de la sphére, donc le champ
est indépendant des coordonnées 6 et ¢. Laxe
(OM) est axe de symétrie de la distribution, donc le
champ électrostatique en A est porté par cet axe.

E(M) = E,(r)?,

La relation champ-potentiel donne en coordonnées

sphériques :
2 _ — _ BV» 1BV_> _ 1 BV»
E = -gradV = “ar o8 rsinG%e“"

Au vu des symétries du champ, Eq = E, = 0 donc

V(T, e’ (P) = V(r) et E(T) = _%I.;.

On choisit comme surface de Gauss une sphére de
centre O passant par le point M (donc de rayon 7).
Le flux du champ électrostatique a travers cette sur-
face est @ = E(r) x 4mr.

Lorsque r < R, la charge intérieure est nulle puisque
la spheére est uniquement chargée en surface.

Le théoréme de Gauss donne : E(r) x 4nr?2 = 0 soit
E(r) = 0.

On trouve le potentiel par intégration : V(r) = k.
Lorsque r> R, la charge intérieure est désormais
égale a la charge totale portée par la sphere
Q = 4mR’c puisque celle-ci est entiérement incluse
dans la surface de Gauss.

Le théoréme de Gauss donne :

9
E(r)dnr? = Q _ 4nR G, soit :
€9 €9
0 OR2

E(r) =

2 2
4meyr g1

Par intégration, on trouve le potentiel :

V(r) =

Qo
Imegr ko-

On peut prendre la référence de potentiel a I'infini puis-
que la distribution de charges est finie. Donc £, = 0.
Remarque : a 'extérieur, on retrouve le champ et le
potentiel d’une charge ponctuelle Q placée a lori-
gine des coordonnées.

La continuité du potentiel en 7 = R donne la valeur

de la constante £, = V(R") = V(R*) = %3
0

N
> 0 sir<R
En=1 o |
—= ¢, sir>R
4meyr?

o .
<
TnegR sir<R

V(r) =
sir>R

4meyr

La figure suivante présente les courbes de la norme
du champ et du potentiel.

E v
_a
4neyR?
1
@
R r R r
Remarque : AR
B 0 nR*c c
E(R*)-E(R") = -0 = ==. 0
(RT) - E(R) 4dne,R? dne,r? € "

retrouve la discontinuité du champ électrostatique a
la traversée d’une surface chargée.

4 On travaille en coordonnées sphériques :

& > > >
G(M) = G,(r,0,9)é, + Go(r. 0, ) ég + Gy (7. 6, @) €, .
La distribution étudiée est invariante par toute rota-
tion autour du centre O de la sphére, donc le champ
est indépendant des coordonnées 6 et ¢. Laxe

(OM) est axe de symétrie de la distribution, donc le
champ gravitationnel en M est porté par cet axe.

@(M) =%.(1)e,

La relation champ-potentiel donne en coordonnées

sphériques :
= _ — _ aV» 18V» _ 1 BV»
4 = —gradV = T o8 rsinB%e‘P'

Au vu des symétries du champ Gy = G, = 0 donc
V(r,6,0) = V) et 6(n) = - 5.

On choisit comme surface de Gauss une spheére de
centre O passant par le point M (donc de rayon 7).
Le flux du champ gravitationnel a travers cette sur-
face est ® = G(r) x 4mr?.

Pour 7 < Ry, la masse intérieure est :

3
M, = %rcr?’p = MT(%) .

Le théoréme de Gauss donne :

O = -4nGM,,
G(ryx4mr? = —4nGx%m3><p

G(r) —%nGpr = —GMTé-

© Nathan, classe prépa
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Par intégration, on trouve le potentiel :
2 1 r?
V(r) = grpo72+/c1 = iGMTﬁ + k.

Pour 7> Ry, la masse intérieure est cette fois la
masse de la Terre M, = M.
Le théoréme de Gauss donne :

G(ryx4nr? = —4nGM;
My
‘5(7) = —G—2
T
Par intégration, on trouve le potentiel :
M
V(r) = —GTI +ky.

On peut prendre la référence de potentiel a I'infini,
ce qui donne £, = 0. On trouve la constante k; par
continuité du potentiel en r = R :

2 M
V(R) = §GMC + k= V(R*) = ~G= done

3GM;

ki=-—p

R ~GMy—¢, sir < Ry
G(r) =
—G—ﬂ—Te, sir> Ry
GMT(T2
- — 3) sir<< RT
2
V(r) = 2R \R
My .
_GT sir> Ry

La figure suivante présente les courbes de la norme
du champ de gravitation et du potentiel associé.

@ R r v R r
| |
| GM |
| =T
GM; R
- — 2

Remarque : a Pextérieur, on retrouve le champ et le
potentiel d’'une masse ponctuelle My placée a lori-
gine des coordonnées.

) 1 1. On travaille en coordonnées cylindriques :

- > > >
E(M) = E(1,0,2)é,+ Eqg(r,0,2)ég+ E (1,0, 2)¢,.

S’'entrainer

Lapplication du théoréeme de Gauss conduit a :

E(r)x2nrh =

0

prrh
€

, soit E(r) = pr.

2¢,

36‘

La distribution est invariante par toute translation le
long de I'axe (0z) et par toute rotation autour de ce
méme axe, le champ est donc indépendant des coor-
données O et z. Le plan passant par M et contenant
(0z) est plan de symétrie, de méme que celui passant
par M et perpendiculaire au fil. Le champ électrostati-
que est par conséquent contenu dans lintersection de
ces deux plans, il est donc porté par le vecteur ¢,.

Z“(M) = E (r)?e

2. On choisit comme surface de Gauss un cylindre pas-
sant par M (donc de rayon r) et de hauteur arbitraire £,
refermé par deux disques perpendiculaires a (0z).

Le flux du champ électrostatique a travers cette surface
est ® = E(r)x2nrh pour la surface latérale du cylin-
dre et @ = 0 pour les deux disques perpendiculaires a
(0z), sur lesquels le champ électrostatique est tangent
(flux nul).

Pour r < R, la charge intérieure est Q,, = pnr?h. La
surface de Gauss n’intercepte qu'une partie de la distri-
bution.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

Pour r > R, la charge intérieure est Q,,, = pnR’h, ou
R est le rayon du cylindre chargé en volume.
Lapplication du théoréme de Gauss conduit a :

2 2
E(r)x2nrh = Qfﬂ’ etdonc E(r) = E-E-
€ 2e,r
ﬂ?, si r<R
> 2¢g,
B =1,
P . si r>R
2¢gyr

On constate que le champ électrostatique est continu en
r = R.

3. La relation champ-potentiel donne en coordonnées

cylindriques :
7 = od — aV—> laV—> aV—>
E = _gra'dV = _Ee,_ T%ee_&ez.
Vu les symétries du champ Eg = E, = 0 donc
V(r,8,2) = V(r) et E(r) = ,‘(ii_I:,

© Nathan, classe prépa



Par intégration on trouve le potentiel :

. pR?
V(r) = - +/cl pour 7 < R;et V(r) =—5—=Inr+k,
4e 2¢,

pour 7 > R.

La référence de potentiel ne peut pas étre prise a I'infini,
puisqu’il y existe des charges. On choisit V(R) = 0, ce

2
qui donne £, = —RlnR et k, = PR, Au passage, on

2¢, 4¢g,
a bien assuré la continuité du potentiel en 7 = R.

L (R2_r2) si r<R
4g,
V(r) = N
280 lnR si r>R

4. La figure suivante présente les courbes de la norme
du champ et du potentiel.

oR parabole

2¢g, pA?

E 2¢, R J
N\ &

linéaire 1
R r

) 2 1. Laxe (0z) estaxe de symétrie de cette distribution
>
donc E est porté par cet axe. Linvariance par toute trans-

lation perpendiculaire a (0z) se traduit par une indépen-
dance du champ électrostatique par rapport a x et .

P >
Onadonc| E = E(2)¢,

En outre, le plan (x0y) est plan de symétrie de la distri-
bution, on en déduit que la fonction £(z) est impaire :
E(-z) = -E(2).

2. On choisit comme surface de Gauss un parallélépi-
peéde dont deux faces sont paralléles au plan (xOy) (le
champ leur est donc normal), de surface S, I'une placée
en M(z) etlautre en M’(-z), etles quatre autres faces
normales a ce plan (le champ leur est donc tangent et le
flux est donc nul).

Le flux a travers la surface passant par M’ est égal au
flux a travers la surface passant par M car le vecteur nor-
mal est E)z en Met —E)z en M’. Le flux a travers la sur-
face de Gauss est donc :

® = #E-dsﬁ = E(2)- S+ E(-2) - (=S8) = 2SE(2).

Lorsque |z| < a, la charge intérieure a la surface de
Gauss est Q;,, = 2zS5p. Donc on obtient :

int

>
_ Pz
E(-a<z<a) = o

0

Lorsque z > a, la charge intérieure a la surface de Gauss
est O, = 2aSp, cariln’y a pas de charge dans la zone

N
z>a. On a par conséquent E(z>a) = =—

La fonction E(z) est représentée sur la figure ci-apres (a).
Elle est continue en z = —a eten z = a.

3. D’apres la relation champ-potentiel :

- _gady = W Iy Wy
- Tooxt dy? 9z ¢
dv

V(z) et E(z)=— T

I
E(x,y,2)

I E, = Ey =0 donc V(x,9,2) =
Par intégration, on obtient :

p: +k st 0<z<a
ORI
—=z+ky si z>a
€
On a choisi de prendre un potentiel nul en z = 0 donc
k; = 0. On détermine £, par continuité du potentiel

enz=0:

V(ia) = - 80 =V(at) = —8—a+k2
- . 2
On en déduit &, = -2—;:-0«
Par symeétrie, on a également V(-z) = V(z).
_pz i _a<z<
Te si —a<z<a
_lpef, ay o o
V(z) = & (z 2) si 2> a
pa( a 1 e
5 (z 2) si z a
Le potentiel est représenté sur la figure suivante (b).
V(z)
E(z)
pa
& [/
- ,
VR
:___ pa
.

(a) Norme du champ (b) Potentiel

4. On définit une densité surfacique équivalente en consi-
dérant la charge portée par un petit cylindre de hauteur 2
et de surface . Dans le cas de la distribution volumique, la
charge de ce cylindre est ¢ = 2aS8p. Lorsqu’on fait ten-
dre a vers 0 ce cylindre tend vers un disque de surface Set
de densité surfacique 6 cherchée. Il porte donc la charge
g =o0S.

On en déduit que ¢ = 2pa, qui reste constant d’apres
I’énoncé lorsqu’on fait tendre a vers 0.

© Nathan, classe prépa
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On retrouve alors le champ d’un plan uniformément
chargé en surface :

o > .
—_ >
N 28er si z>0
EM) =
—ig si z2<0
2g, ¢

Le champ présente alors une discontinuité en z = 0, ce
qui se voit lorsqu’on fait tendre a vers O sur le graphe
représentant la norme du champ en fonction de z.

3 1. Pour le proton seul, on a une sphére uniformé-
ment chargée en volume. La distribution est invariante
par toute rotation autour de O donc le champ est indé-
pendant de 0 et ¢. Laxe (OM) est axe de symétrie de
la distribution, le champ est donc radial :

N
E=E®)e,
La densité volumique de charge p est telle que
4_ 3
+e = gﬂdop.

On choisit comme surface de Gauss la sphere de centre O
passant par M (donc de rayon 7). Le flux du champ élec-
trostatique a travers cette surface est ® = E(r) X 47r2.

Pour r < g, la charge intérieure a la surface de Gauss

3
est Qi = %nﬁp = e%~ Elle ne contient en effet
a4

qu’une partie de la charge +e du proton.

pr-> _ e >
3—8087 re,

>
Le champ est donc | E(r < q;) =

- 3
4mea,

Pour r > g, la charge intérieure a la surface de Gauss

est désormais Q;,, = gnagp =e.
On obtient le champ d’une charge ponctuelle +e placée
> 2 =
en 0:| E(r>a,) = ——¢
( O) 41'5807'2 T

2. Comme Ey = E, = 0, le potentiel dépend de la

seule variable ret E(r) = _‘(11_1:.
A ot W 5 e
> —3
Pour r > a,, Iintégration conduit a V(r) s +k
On choisit une référence de potentiel a I'infini
i e
(71ﬂV(r) =0) donc k; = 0 et| V(r>a,) = Trey

Pour r < a,), l'intégration conduit a :

572+ ky. On détermine

8mea,
ky par continuité du potentiel en 7 = q,.

V(r) = —61801’2+k2 = -

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

2

3e
8meya,

et 2)
8 7
TE)ay a

3. La norme du champ électrostatique et le potentiel
ont I'allure suivante :

On en déduit £, =

-

et |V(r<a, =

3e

e 8megr
4regr2 1777777

N

linéaire;
.

parabole

Ameyr

Dy F-------
=

R r

4. Délectron est soumis au potentiel V(r) calculé pré-
cédemment. Son énergie potentielle est donc
Ey(r) = (-e)V(r). Son graphe se déduit immédiate-
ment de celui de V(7).

En particulier, pour » = 0, on obtient :

3e?
Ep(O) = —m.
2
Et pour r = 4, ona Ep(“o) = _E%l_.
0%

5. La position r = 0 correspond donc 2 un minimum
d’énergie potentielle pour I’électron, c’est une position
d’équilibre stable.

Le potentiel d’ionisation de I'atome correspond a I'énergie
a fournir pour arracher I’électron a I'atome, c’est-a-dire
pour le faire passer de sa position d’équilibre stable a
Pinfini :

AE, = E (00)—E,0) = =55 = eV

’ ’ ’ 8meya,

_ e
" 8meyV;

On en déduit | a,

AN.:q) = 1,6-10"1° m.

4 Cette distribution, sans symétrie particuliere, peut
étre vue comme la superposition de deux distributions a
symétrie cylindrique : un premier cylindre d’axe (0,z)
et de rayon R, portant la densité volumique de charge
uniforme p et un deuxiéme cylindre d’axe (0,z) et de
rayon R,, portant la densité volumique de charge uni-
forme —p. On va donc appliquer le principe de super-
position.

Champ di au premier cylindre

Vu les symétries du probleme, le champ est radial et ne
dépend que de la coordonnée cylindrique 7, :

= >
E(M) = El(rl)erl'
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On choisit comme surface de Gauss un cylindre passant
par M, donc de rayon 7, et de hauteur arbitraire 4. Le
>

flux de E1 sécrit: @, = E (r)) X 2nr h.

Le point M étant intérieur au cylindre, la surface de Gauss
ne contient qu’une partie de la charge : 0, = nr%hp.

Le théoreme de Gauss donne :

2
E\(r)x2nrh = Twl—hp soit :
€9
1(M ) = gg—Hh = 2;::0
M sur 'axe de symétrie du premier cylindre (0,z).
De la méme fagon, on obtient pour le champ dia au
deuxiéme cylindre en un point intérieur :

Ez(M) = C p)TQE), = ——p—HQM, ou H, est le projeté de M
2 2 2g
sur Paxe de symétrie du second cylindre (0yz).

D’apres le principe de superposition :

—
H M, ou H, estle projeté de

E) = E,(M)+ Ey(M) = £

Ce champ est uniforme, identique en tout point de la
cavité.

5 1. Considérons un élément de surface d.S autour
d’un point M(R, 0, ¢) de la sphere chargée avec la den-
sité  surfacique © = 6,cos8. Il porte une charge
dg = 6dS = o,cos6dS.

Considérons ensuite un élément de volume dt entou-
rant le méme point M(R, 6, ¢) dans la distribution volu-
mique associée, comme sur la figure suivante. Il porte la
charge d¢’ = pdt. Or, dans la mesure ot R>>a, ona
dt = hdS avec & = acos®.

ds dt

Pour la partie commune aux deux boules (équivalente a
Pintérieur de la spheére dans la distribution surfacique),
la charge est bien nulle puisque les deux boules portent
des charges uniformes opposées.

On en déduit que les deux distributions sont équivalen-
tes si dg = dg” soit si 6, = pa, en gardant le produit
pa constant lorsque @ tend vers 0.

2. On applique le théoreme de Gauss aux deux boules
uniformément chargées en volume, en travaillant avec
les coordonnées sphériques.

Pour la premiére boule, de densité de charge —p, le

champ est radial vu les symeétries : El(M) = E, (7).

On choisit comme surface de Gauss une sphére passant
par M intérieur a la boule. Le flux a travers cette surface
est @, = E(r)x4nr? et la charge intérieure n’est
qu’une portion de la charge totale :

4
Qine = (=p) X gmr.
Le théoréme de Gauss donne
3e, " 3¢, O M.
On obtient de méme pour la deuxiéme boule de densité

de charge +p: EZ(M) = pr ¢ = ,LOQM.
3¢, 3¢
Et d’apres le théoréme de superposition :
_P - _Paz
E(M) 38001 o 380(3,(‘

Or d’apres I’équivalence vue a la question précédente,
on obtient la spheére chargée non uniformément en fai-
sant tendre a vers 0 dans la configuration des deux bou-
les chargées uniformément, en maintenant le produit
pa = G, constant.

Le champ a 'intérieur de la sphére de charge surfacique
G = 0ycos0 est donc uniforme et vaut :

S >
—=—¢,

EM
(M) = B,

6 La distribution est invariante par toute rotation
autour de O, on a une symétrie sphérique :

V(r,0,0) = V(r) et E(M) = E,(n)2,
dv
dr’

On choisit donc comme surface de Gauss la spheére (de

avec E(r) = —

rayon 7) passant par M, le flux de 75 a travers cette sur-

face vaut ® = E(r) x 47r2.

Pour appliquer le théoréeme de Gauss, il faut distinguer

4 cas, selon la position de 7 par rapporta R;, R, et R;.
Qinl .

4me,r?

La partie r < R, a une densité volumique de charge uni-

On aura alors E(r) =

forme p, = % La partie Ry <7 < Ry a une densité
:;TCR?
volumique de charge uniforme : p, = —Q .
4_ 53 4_,3
§TCR3—§TCR2
—pour r>R;, O;, = O0-0 = 0, donc

E(r> R;) = 0 |et par intégration

’ V(r>R;) = cte =0 ‘ (on prend la référence de poten-

tiel a Pinfini).
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—pour Ry <r <Rj,
_ ‘_1’ 3_‘_1’ 3 (-0)
Ot = Q+(3nr SnRQ) :

%nRi— %nR2

r3— RS Ri-p
Qi = Q[l - 23] =0
R;- R, R; - R,
Donc :
R}
E(R2<7'<R3) = ——Qi—T(..;;_y) = _Slz
4meg(Ry— Ry)\T dr

Par intégration :
RS 2
v-— 2 (B2
Amey(Ry-RY\ T 2
La constante £, est fixée par continuité du potentiel en
r=R;:

V(r=R3) = —%—3(R§+1R§)+kl
dmey(R; - Ry) 2
=V(r= Rg) =0.
d’on kl = %(_ER@
4ney(Ry - Ry)
RS 2 .
Ame,(Ry-RY\N T 2 2

—pour Ry <r<Ry, Q=20

donc

ER <r<Ry) = et par intégration,

2
4meqr

0
Inegr ko

La continuité du potentiel en r = R, donne la valeur
de £, :

V(r) =

_py-_9 _ _pt
V(r=R,) = 4neoR2+k2 = V(r=Ry)
-9 §+§—§—§R?
amey(RI-RH\ R, 2 277
dout k, = _______Q_B____T§(R§_R§)
dmey(R3 - R3)2
V(Ry<r<R)=—2
4mey(R5— Ry)
el R_R®
><( = 2+g(R§_R§))
—pour r <R, Qy = gnr34 o . On a donc :
:;TCR?

E(r<R) =2
4me )R,
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0 3(_%2) + ks

Par intégration V(r) =
4me) R

La continuité du potentiel en r = R, donne la valeur

de £;: ,
- -R
V(T = Rl) = Q 3(-—-—-2-—1—)+/C3 = V(T = RT)
4ne R
RI_RY 3
= Q3 . dR 2+§(R§—R§).
dmey(R3 - Ry) i
3(R;- R,
Dot k; = - Ry~ ) 3(R2_RY)
4mey(R3—Ry) 2R, 2
Vr<R)=—2
dmeg(R3-Ry)
« X[B(Ri—R3)+3(R2 R rZ(Ri—Ri)]
S Yy S(Ry-Ry) - —2 %
2R, 7 9K

7 1. On travaille en coordonnées cylindriques :

= > > >
EM) = E(1,0,2)¢,+ Ey(r,0,2)éy+ E (1,0, 2)é,.

La distribution est invariante par toute rotation autour
de Taxe (0z), le champ est donc indépendant de la
coordonnée 6. Le plan passant par M et contenant
(0z) est plan de symétrie, le champ électrostatique est
par conséquent contenu dans ce plan, il est donc porté
par les vecteurs ¢, et €,.

5
E(M) = E,(1, 2)¢,+ E (1, 2)¢,

2. On considéere comme surface de Gauss un petit
cylindre d’axe (0z) passant par M et de hauteur dz.
Calculons le flux d’un tel champ a travers cette surface :

¢=§E(M)-TS.

A travers la surface latérale, seule la composante radiale
intervient dans le calcul du flux, puisque la composante
verticale est tangente a la surface. En supposant que sur
toute la surface latérale, de hauteur élémentaire dz, la
composante radiale ne dépend que tres faiblement de la
cote z, on aura :

o, = ”1 (B, 207, + B, 97) - 34S)

= E.(r,z)x2nrdz.
A travers le disque inférieur refermant le cylindre (de
cote z), le flux ne fait intervenir que la composante axiale
du champ car la normale sortante est % = —¢,. On a
donc, en supposant que la composante axiale du champ
est uniforme sur ce disque, de norme £,(0, 2) :

j (E,(r, 2.+ E(r,2)2,) - (-2.dS)
inf

= -E,(0,2) xmr2.

[

inf
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A travers le disque supérieur, de cote z+dz, la nor-
male sortante est # = +¢,. On a donc avec les mémes
hypotheses :
®,, = J'J' (E(r.2+d2)2, + E,(r. 2+ d2)2) - (+2,d5)
sup
= E,0, z+dz) x mr.
Le cylindre est dans une région dépourvue de charges
(Qint = 0), Papplication du théoréme de Gauss donne
par conséquent :
W= q)lat + cI)inf-'— (l)sup =0
E,(r,2) x2nrdz— E (0, 2) x Tr?
+E,(0,z+dz) xmr? = 0
E0,z+d2)-E,0,2) _
dz -

2E.(r,2)+r 0

_rdE(0,2)

) 8 1. On travaille en coordonnées cartésiennes :

=
E(M) = E (x,9, z)?x + Ey(x, 9, z)?y +E (1,y, z)?z.

La distribution étant invariante par toute translation
selon E; et Z’)z, le champ ne dépend que de la coordon-
née x. Tout plan passant par M et perpendiculaire au
plan (y0z) est plan de symétrie, le champ électrostati-
que en M est donc contenu dans 'intersection de tous

ces plans, il est porté par 'axe (Mx).

ZZ(M) = E (x)¢,

Le plan chargé est plan de symétrie de la distribution.
Au point M’(-x, y, z) symétrique de M(x, y, z) par rap-

=
port a (y0z), le champ E(M’) est le symétrique du

champ Z?(M ). Lafonction E(x) est donc impaire :
E(-x) = -E(x).

On choisit comme surface de Gauss un parallélépipede
dont deux faces sont paralleles au plan (y0z) (le champ
leur est donc normal), de surface S, 'une placée en M(x)
et Pautre en M’ (—x), et les quatre autres faces normales au
plan (le champ leur est donc tangent).

Le flux a travers cette surface de Gauss est :

® = ‘ﬁﬁ dSA = E(x)- S+ E(-x) - (-8 = 28E(x)

- -
car le vecteur normal est ¢, en Met —¢, en M’.

La charge intérieure a la surface de Gauss est Q;,, = 6.
Le théoreme de Gauss donne donc : 2SE(x) = %SV
0

soit E(x) = 2%-
0

o > 3
= 5a b St x>0
EM) =
si x<0

0
O% )
X

2¢,

AN [E] = 40108 v. m1

2. On obtient dans cette configuration :

o .
N 2_8?" si x>0
E, M) = v et
c > .
=—¢, si x<0
2¢,
9 .
= T ¢, si x>e
Ep(M) = v
O > q
¢, st x<e
2¢,

3. D’apres le théoreme de superposition, le champ créé
par la distribution 4U B est égal a la somme vecto-
rielle des champs créés par les deux distributions

> > >
séparées : B, p(M) = E,(M)+ Eg(M).
On obtient donc :

o > o >

——l, +—¢, si x<0
28 " 280 "
EMy=122+22 sio<x<e
T )2¢) * 2g, *
o o .
¢ ——¢ six>e
2e0 " 2g,
4> .
N 0 six<Ooux>e
Soit | E(M) =

O .
-?xs10<x<e
€

Le champ est nul en dehors des armatures et uniforme
entre les armatures : les lignes de champ sont perpendi-
culaires aux plaques.

+0 -c

(0] e X
-

A E B

4. On ala relation locale entre champ et potentiel :

7 > _ s s s
E = —gradlV = —mex—aey—a—zez.
dl o
Or E, = E, =0 donc E(x) = - = — entre les
7 < dx g
armatures.
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En intégrant cette relation entre 4(x = 0) et B(x = ¢),

Ge
V,~—Vg=—
€

on obtient :

AN.:V,~Vy =40V,

5. La charge portée par la région de surface Sisolée par
la pensée sur 'armature dest Q = So.

La différence de potentiel entre les deux armatures du
condensateur, U = V-V = O est lice a la capacité

0
du condensateur par la relation :

0 =CU=C%=5s.
€o

)
e

On en déduit que

6. La charge portée par la surface S isolée sur I'arma-

ture B est Qp = —0S. Elle est soumise a un champ
=
électrostatique £, = —G—Z)x da a Parmature 4. Cette

2¢g,
portion d’armature subit donc une force électrostatique

> > c
F = QBEA = —GSQ—EOZC.

> 2 >

(o) S—)

FasB = ~5g fx = —FB 4
0

7. La pression électrostatique est la force électrostati-

N

. ‘F H o2
que par unité de surface donc | P, = “— = —
S 2¢,

AN.: P, = 29-102 N-m2.

) 9 1. Calculons dans un premier temps le potentiel

2|

créé en sa surface par une sphére de rayon 7 On calcule
le potentiel en un point M extérieur a la spheére, a une
distance p > r du centre O.
La distribution est invariante par toute rotation autour
de Odonc V(p, 6,0) = V(p).

2 —= drv. .
Donc E = —gradl = —d—pep. Le champ est radial.
On choisit comme surface de Gauss une sphere de
rayon p, passant donc par M. Le flux du champ électro-
statique a travers cette surface est ® = 4mp2E(p).

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

On applique le théoréme de Gauss. La charge intérieure

a la surface de Gauss est O, = %anpq, avec p, la den-
sité volumique de charges (a ne pas confondre avec la
coordonnée p repérant la position de M).

Onadonc ® = 4np2E(p) = Qg_mt
Lot E(p) = p,r® 0
o 3gp?

Par intégration, on en déduit le potentiel en un point
3

extérieur a la sphere : V(p) = ;é—rp +0. (On prend la
0

référence de potentiel a I'infini.) )
Py’

A la surface de la spheére, onadonc V(p =71) = 36
0

2. On apporte maintenant une pellicule supplémentaire a
la sphere, pour augmenter son épaisseur de dr. Cela cor-
respond a lui ajouter un volume dt = 4mr2dr. 1l faut
donc apporter une charge dg = p,dt depuis linfini
jusqu’a la surface de la spheére ou régne un potentiel V(7).
Cela correspond a un travail de opérateur (égal a la
variation d’énergie potentielle) dE, = dgV(r).

) p,r 4np§
dE, = 4mp,ridr3i=— = ~

4
. r¢dr
3¢, 3¢,

Ona

3. Pour constituer 'ensemble de la sphere, il aura donc
fallu apporter ’énergie :

2 2

dnp, R 41tp, RS

E = (48 = qJ‘ iy = TPg R
» Jd 3, ), 9= e, 5

_4ops 2 _90°
OrQ = 3nR p, donc p, = 0
Par conséquent, on obtient | £, = 80?
> = 90me,R

4. Danalogie avec la gravitation s’obtient en rempla-

cant Q par M et par —G. On obtient par consé-

4me,
quent ’énergie de constitution d’une étoile :
3GM?
% =TSR
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5 - Dipole électrostatique

Avant la colle

_"_'—‘__—‘

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 47

b 1 Donner 'unité du moment dipolaire [))
D a. Le newton-meétre : N - m.

[] b. Le coulomb-meétre : C - m.

e Le debye : D.

D 2 Que vaut le moment dipolaire d’un atome
d’hydrogéne (noyau +e, électron —¢,
rayon a) ?

D a. p = eaq,.

[ lb.p=o0.

e P = —ea.

D 3 Leslignes de champ d’un dipéle sont ortho-

gonales aux courbes d’équation polaire
r?2 = K,cosH.

D a. Vrai.

D b. Faux.

b 4 Laforce exercée sur un dipole par un champ

D 5 Comment sécrit la relation des moments

extérieur est nulle.
D a. Vrai.
D b. Faux.
[ e Pas toujours.

pour Paction d’un champ extérieur sur un

dipole ?
9

D Qe FO =
%

D b. FO =
%

D C. FO =

D 6 On considére une distribution de charges
telle que la charge totale soit nulle.

> =
Ty +00 A F.
9

T, .

>

> —
Ty +00AF.

a. Elle peut toujours étre assimilée a un dipole.

D b. Ce n’est pas nécessairement une distribu-

tion dipolaire.

Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 47

‘ 1 Redémontrer I’expression du potentiel créé
par une distribution dipolaire :

{A(—-q) ; B(+¢)} avec AB = a, et
—

P = g4B.

D 2 Redémontrer les expressions du champ créé

par cette méme distribution, en coordon-

nées polaires, puis 'expression intrinséque

(décomposition sur f et 7).

Donner la norme et la direction du champ

du dipole pour les quatre positions de Gauss,

situées sur un cercle de rayon D, correspon-

dant aux angles 6, = 0, 0, = g, 0, =m
et 9, = s,
)

‘ 3 Un dipole est constitué de deux charges
opposées situées sur 'axe (Ox) aux abscis-

ses _e et 4.
2 2

1. En un point de 'axe (Ox) d’abscisse x,
rappeler la valeur Eo(x) du champ électros-
tatique dans 'approximation dipolaire.

2. Exprimer la valeur exacte du champ élec-
trostatique sous la forme E>(x) = f(x)EO(x).

3. Pour quelles valeurs de x ces deux expres-
sions du champ sont-elles identiques a 1 %
pres ?

© Nathan, classe prépa
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4 On considere la molécule de dioxyde de car-
bone.
1. En étudiant la structure de la molécule,
proposer une distribution de charge équiva-
lente.

2. Déterminer le potentiel créé par cette molé-
cule en un point éloigné.

3. En déduire le champ électrostatique créé
par cette molécule en un point éloigné.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prepa
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1 ) 20 min

Sphére 6 = G cos0: dipéle équivalent

Soit une sphere de centre O et de rayon R, chargée

en surface avec une densité ¢, non uniforme, de

la forme 6p = 6,cosB, avec 6,>0, en posant
S =

6 = (¢,, OP).

1. Montrer (par des arguments de symeétrie) que la
charge totale de cette distribution (%) est nulle.

> Corrigé p. 50

2. Calculer la charge portée par chaque hémis-
phere et situer les barycentres G_ et G, des char-
ges respectivement négatives et positives de (2).

3. En déduire 'expression du champ E)(M ) pro-
duit en un point M éloigné (OM >=> R).

2)

Distribution discréte de charge

20 min
> Corrigé p. 51

On considére une distribution % de charge consti-
tuée de N charges ponctuelles ¢;, placées respective-

ment aux points ;. La charge totale de % est nulle :
Or= 2(],» =0. Les charges ¢, sont réparties
i

autour de l'origine O du repere, dans un volume
dont la dimension caractéristique est a.

On se place en un point M éloigné de %, tel que
—>

OM = r¢, avec r>> a.

1. Exprimer le potentiel V(M) créé au point M

par la distribution de charge %. On choisira la
référence de potentiel a I'infini.

2. En identifiant ce potentiel a celui d’un doublet
de charges (—¢, +¢), définir le vecteur moment
dipolaire f de la distribution.

3. Vérifier que f est indépendant du choix de
I'origine O.
4. On note G, et G_ les barycentres respective-

ment des charges positives et des charges négatives,
et ¢, la somme des charges positives. Exprimer le

vecteur moment dipolaire [7 en fonction de ¢, et

—
de GG, .

5. On considere a présent une tige chargée, pla-
cée le long d’'un axe (Ox), entre les abscisses —a
et +a. Sa densité linéique de charge est fonction
de x: A(x) = kx, ou kest une constante positive.
Calculer son moment dipolaire.

3 ) 20 min

Distribution uniforme de dipdles

entre deux plans

Lespace compris entre deux plans d’équation
z = —¢ et z = +e estrempli de dipdles microscopi-
ques régulierement répartis. Un volume élémentaire
meésoscopique dt posseéde donc un moment dipo-

> Corrigé p. 52

laire élémentaire, que I'on exprime par dp = Pdr.
Le vecteur P est appelé vecteur polarisation. Il s’agit
de la densité volumique de moment dipolaire. II est

- L. 5 >
ici supposé uniforme : P = P¢,.

On considére un point 4 situé dans 'espace pola-
risé, repéré par ses coordonnées cylindriques
A(r, 8, 2).

1. Exprimer le potentiel élémentaire d V' créé, en un
point M(z = h) de l'axe (0z), par les dipoles situés
dans le volume mésoscopique dt centré sur 4.

2. En déduire le potentiel et le champ électrostati-
que créés en M par cette distribution de charge.

3. Montrer que cette distribution de dipoles est
équivalente a une autre distribution de charge.

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

20 min

)

Modéle de Thomson de I'atome
et polarisabilité

On modélise un atome par un nuage €électronique,
de charge totale —Ze¢ répartie uniformément en
volume a l'intérieur d’une spheére de rayon g,
auquel on associe une charge ponctuelle +Ze
représentant le noyau, libre de se déplacer a tra-
vers la sphere chargée négativement.

> Corrigé p. 53

1. Quelle est la position d’équilibre en I'absence
de champ extérieur ?

On applique un champ électrostatique extérieur
>
Ey = Ey..

2. Déterminer, une fois I'équilibre atteint, le
moment dipolaire induit # de 'atome. On se limi-
tera au cas ou le noyau reste a I'intérieur du nuage
électronique.

3. Calculer 12_1> polarisabilité de I'atome o définie
par f = g0k,
On en précisera la dimension.

5)

Oscillations d’un dipéle dans le champ
créé par un anneau (A)

Un anneau de centre 0, de rayon R et d’axe (0z)
est chargé avec la densité linéique A. Un dipole

de moment § = ¢d = pé,, se déplace librement
sur (0z).

20 min
> Corrigé p. 54

électromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

1. Déterminer les positions d’équilibre de ce dipole.
Discuter la stabilité.

2. Appelons z, la position d’équilibre stable du
dipole. A ¢ = 0, on déplace le dipole, de masse m,
de zy-z, << 2,.

Exprimer la pulsation des petites oscillations qui
en résultent.

6)

Etude d’un quadripéle

On se place dans un repere cartésien (O, E)x, E)y , E)Z).
On place les charges ponctuelles +¢ en A(a,0,0),
+¢g en B(-a,0,0), —¢ en C(0,a,0) et —¢ en
D(0,-a,0).

1. On se propose d’étudier le potentiel en un
point P(x,y,0) du plan (x0y), trés voisin de O.
On suppose OP << a. Montrer que le potentiel
en Pest de la forme V(P) = ox? + By

Quelle relation lie o et B?

30 min
> Corrige p. 55

2. On se propose d’étudier le potentiel en un
point M du plan (x0y), trés €loigné de 0. On uti-
lise désormais les coordonnées polaires : M(r, 6)
—

avec OM = r>> a et ® = (04, OM).
a. Montrer que le potentiel est de la forme
V(M) = k%fe)-

r
b. En déduire les composantes radiale et ortho-
radiale du champ électrique.

c. Etablir Péquation des lignes de champ et repré-
senter leur allure dans le plan (x0y).

© Nathan, classe prépa
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Tester ses connaissances

k 1 Réponses b. et c. La réponse a. est bien P'unité
d’un moment, mais du moment d’une force. Le
moment dipolaire étant défini par f = qzﬁ, il s’agit
d’une charge multipliée par une distance, qui
s’exprime donc en C-m dans le systéme internatio-
nal d’unités. Le debye est aussi une unité de moment

dipolaire, plus adaptée aux molécules rencontrées en
chimie: 1D = 3-10-%0 C-m.

. 2 Réponse b. Dans un atome d’hydrogene, la charge
négative est répartie uniformément en volume dans
une sphere centrée sur le noyau, la densité de charge ne
dépendant que de r. Le barycentre des charges positi-
ves (le proton, ponctuel) et celui des charges négatives
sont donc confondus, et le moment dipolaire est nul.

b3 Réponse a. Le potentiel créé par un dipole est

V= pcosH

de la forme 5
4me,r

Les surfaces d’équation

r2 = K,cos8 sont donc des équipotentielles de cette
distribution. Le champ leur est normal.

4 Réponse c. Cette affirmation est exacte lorsque le
champ extérieur appliqué au dipole est uniforme, au
moins a I’échelle du dipéle, ce qui n’est pas nécessai-
rement le cas.

5 Réponse a. La relation générale des moments est
la premiere, mais on peut ajouter que, dans le cas
d’un champ uniforme, la réponse b. est valable éga-
lement, puisque la résultante de force F est nulle.

6 Réponse b. Pour une distribution de charge dont
la charge totale est nulle, on peut parler de distribu-
tion dipolaire uniquement dans le cas ot les barycen-
tres des charges positives et négatives ne sont pas
confondus. Sinon, il faut pousser le développement
multipolaire un cran plus loin.

Remarque: Le cas d'un quadripole est traité dans
I’exercice n° 6 de la rubrique « S’entrainer ».

Savoir appliquer le cours

‘ T On repére le point M en coordonnées sphériques

de centre O le milieu du segment [AB]. On note
— —

6 = (AB,OM). On a OM = ré¢,, et on se place

«loin » du dipole, c’est-a-dire pour r >> a.

—
Le moment dipolaire 7 =¢AB est porté par I'axe
(02).
La distribution de charge est invariante par toute
rotation autour de I'axe (0z), le potentiel qu’elle

créé au point M(r, 0, @) est donc indépendant de la
coordonnée @ :

V(M) =V(r0)

On choisit de prendre la référence de potentiel a
Pinfini, ce qui est possible puisqu’il n’y existe pas de
charge. D’apres le théoréme de superposition :

V(M) =V, (M)+V (M) = ﬁ,(ﬁ*ﬁz}

Il reste a exprimer AM et BM :
—  — —
AM = OM-0A4
— —
AM? = OM?-20M - 0A+ 042

AM? = rQ—Qrgcos(n—9)+a—z
B 2 4
2
AM? = 1’2(1 +%cos0 + a_)
r 472

—  — =
BM = OM-0B

— —
BM? = OM?>-20M - OB + 0B?

2
a a
r2—2r-cosO + —

2
BM 3 )

a a?
BM? = 72(1 - ;cose + 475)

Le point M est « loin » du dipole, on peut donc effec-
. L a
tuer un développement limité en e

1
1 _1f . a @\ 1 _a
i = 31+ Seos0 5] 7= 21— coso).

© Nathan, classe prépa
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De la méme facon :
1
11 a V31 a
Bl ;(1 —;cosG + m) = r(l +27c0s9).
11 vient par conséquent :

Vi) = ‘F%(BlM Ail/l)

q (a qacos
4n80r(27C059 * 270059) 4me,r?
> >
Et finir| V(r. 0) = 29088 _ p-é
pour finir| V'(r, 8) = 4me,r? T dmeyr?

2 On peut calculer le champ électrostatique créé par
le dipole. On l'obtient a partir du potentiel calculé
ci-avant grace a la relation locale champ-potentiel :
pcosO
dmeyr?

N —
E = —gradV, avec V(M) =

Comme V est indépendant de la variable ¢, alors
1 aV K
¢ = Fsinbog 0. Le champ n’a pas de compo-
sante suivant ZP, ce qui était prévisible puisque le
plan (M, ¢ ¢, %) est un plan de symétrie de la distri-
bution et contient donc le champ électrostatique.

. > >
On trouve pour les composantes suivant ¢, et ¢ :

ar 1oV

£ = Tor £y = rL)
_ 2pcosb _ psin®
dme)rd 07 4me,rd

1 2pcos6F, +ps1n969
4rme, rd

Vectoriellement : E>(M ) =

avec f = pcosBé, — psinOe,.

On peut donc écrire :

2pcos0F, + psin®é, = 3 pcosOF, — (pcosOF, — psinOé,)
=3(f-¢)é,-p.

On en déduit 'expression intrinseque du champ, avec

2 _ 2 .
7 =Té:

1 (Bﬁ'zr)?r_ﬁ_ 1 (3[) T)T 1572
4me, r3 ime, 7’

E(M) =

On cherche la norme et la direction du champ sur un
cercle de rayon arbitraire D, pour les quatre positions
de Gauss.

Ona:

IEI = JE + By = L Jtcos® + sin’6
S -3 cos?0 + 1
4me,rd
0 E =P .
n pose £, e, D

Aupoint G(D,0,=0), ona E, = Ej, et Ey; = 0.

. T E,
Au point Gy| D, 92=§ ,ona E,=0, et Egg = 5

Au point G4(D, 0;=m), ona E ;= -E, et Eg3=0.
. 3n

Au point G| D, 64——5— on a E, =E, et
E

Egy, = —70.

Le champ du dipole aux quatre positions de Gauss
est représenté sur la figure suivante.

E;
Gy
(0]
Gy Ei G, E X
3 1
- G,
E, N

3 1.Enun point de 'axe (Ox), avec x>0, on a
r=x0=0,¢=¢ eté,=¢,.

Lexpression du champ électrostatique dans I'approxi-
mation dipolaire est donc :

By - 240

2. Lexpression exacte du champ est obtenue en
additionnant les champs créés par les deux charges
ponctuelles. On rappelle que pour une charge

N
ponctuelle : E= 4-7'C8072e7
On a donc ici :

E(x) = A v

9vx 9%
a a
4ne()(x+ Q) 4—‘It80(x— i)

électromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa
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On trouve bien la forme souhaitée :

9 \-2
E(x) =f(x)E>0(x) avec | f(x) = (1 _ 4"_962)

3. Ces deux expressions seront identiques au pour-
centpressi f(x) = 1 a1 % pres. Comme f(x) > 1,
il faut que f(x) <1+0,01.

On effectue un développement limité de la fonction f
au voisinage de 0 :

— a2 -
fx) = (1 *4—962)
2
f)=1-(-2)75

a2
2x2

flx)=1+

2
La condition recherchée est donc % <0,01. On
X

. o a
en déduit que x doit vérifier x > —-

~0,02
Numeériquement

Remarques : On obtient bien entendu la méme condi-
tion pour les x négatifs.

On constate également que I'approximation dipolaire
est valable méme assez proche du dipdle, en suppo-
sant bien entendu qu’on puisse extrapoler ce résultat
dans toutes les directions de I'espace.

4 1. Loxygene étant plus électronégatif que le car-
bone, il apparait une charge partielle —& sur chacun
des atomes d’oxygene, et une charge partielle posi-
tive +208 sur ’'atome de carbone, assurant 1’électro-
neutralitt de la molécule. La méthode VSEPR
suggere en outre que cette molécule est linéaire, les
trois atomes sont donc alignés (figure suivante). Le
barycentre des charges négatives est confondu avec
le barycentre des charges positives. La molécule ne
peut donc pas étre modélisée par un dipole. En

revanche, le raisonnement suivi pour un dipéle est
entierement reconductible ici.

® & ®
0, C 0O, z

2. On se place dans un systtme de coordonnées
sphériques d’axe celui de la molécule. La distribution
de charge étant invariante par toute rotation autour de
cet axe, le potentiel est indépendant de la variable ¢ :
V(M) = V(r,8).

D’apreés le théoreme de superposition, le potentiel
créé par cette distribution de charge est la somme
des potentiels créés par les trois atomes pris
séparément :

V(M) = Vo (M)+Vo(M)+Vy (M)
- L(_—i+2§+_—_5)
" 4ne\O M CM "~ 0,M
OnaCM = r.

Et pour O, M et O, M :
— — —
O,M = CM-CO,
— - 5
O, M? = CM?>-2CM-CO, +CO;

O,M? = r2-2racos(n-0) + a?

2
0, M? 72(1 +2gcose+%)
r r

— = =
0,M = CM-CO,

— — 5
O,M?%2 = CM?-2CM - CO, + CO,
0,M? = 12— 2racos6 + a?

2
72(1 —2—acose+ a_z)
r r

0, M2

On cherche le potentiel en un point éloigné, on va
donc effectuer un développement limité en (;l, a
'ordre 2.

On s’attend en effet a ce que I'ordre 1 s’annule puis-
que les barycentres des charges positives et négatives
sont confondus.

On rappelle que, au deuxiéme ordre :

; 1 @@ 1

-5 . 3 .
7 - 1_1 2= 1 _2aa 2,2
(1+x) 2 =1 2x+ 5 X 1 2x+8x.
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o\-1
1 l(1+2—acose+%) 2
r r r

- da?
Tl reste | V(M) = (3cos?0-1)

oM 4merd
1 1 2 2\ 3(2 2
oM™~ [1 - E(Ta cosB + %) + g(Ta cosB + 6;2) } 3. On en déduit le champ électrostatique créé par la
1 —
1 1 “ 2 3 4alcos’ O distribution, grace a la relation locale E = —gradl/.
S R
0,M r[ PO TR TR T T A Y. 4
= TAs 6= "~39 = e
= 11 eose + & Seos 011 or 798 ©0 T "rinog
oM r 2 2 On a vu que le potentiel était indépendant de ¢,
onc le champ n’a pas de composante suivant ¢, ce
De la méme facon donc le champ n’a pas d p i %(p
I ! 94 N 1/2 qu’on pouvait d’ailleurs déduire immédiatement du
N (1 ~22coso+ L ) fait que le plan (4, ¢, é;) estun plan de symétrie, et
2 contient donc le champ électrostatique.
1 l[ _ _(__ cos + 2) + é(_l_a cos + az) } Par dérivation, on obtient :
0,M r 8\ r r? -
4 304? 9
E, = -5 =-——(3cos* 6-1), et
1 1 a> 3 _ 4a*cos’0 or 47580
Py —[1+ cos9———+—><7‘}
0,M r 272 8 r2
’ E, = _Lor ——— (~65sin6cos0).
! 1[1+ cos9+a—z w} raf 47‘78(
02 2 D’ou
Par conséquent, pour le potentiel total :
2
V) = 5 (_1 + %050 “ﬁ% BM) = _4iiar4[(3cosﬁ 0 1)7, + 25in6 cos0?, ]
TE)T r 0
a*3cos?0 -1
+2—1—;C0 G—FT)
S’entrainer

1 1. On utilise les coordonnées sphériques pour repérer
les points Pa la surface de la sphere. La distribution est
indépendante de ¢, et donc invariante par rotation
autour de I'axe (Ox).

Pour 0 € [0, g}, ona cos® >0, etpour 0 e [g, n}, ona

cos® < 0. La sphere est donc découpée en deux hémis-
pheres, I'un, correspondant a x > 0, portant une charge

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

ment de surface d.S”,

positive et lautre, correspondant a x <0, portant une
charge négative.

Si on considére un élément de surface d.S, centré sur
P(R, 0, ¢), portant la charge dg = 6,dS, alors I'élé-
centré sur le point P'(R, -6, ¢),
symétrique de P par rapport au plan (y0z), porte une
charge d¢’ = 6pdS” = —6,dS = —dg. En effet,

Gp = Gycos(m—0) = —6,cos0 = —Gp.

Il en résulte que la charge totale de la spheére est nulle,
puisqu’a tout élément de surface d.§ on associe un autre
élément de surface portant la charge opposée.

2. Déterminons la charge portée par ’hémisphere x >0,
repérée en coordonnées sphériques par un angle ©

. T .
compris entre 0 et =. On découpe la surface en couronnes

2

élémentaires reflétant la symeétrie de révolution autour de
Paxe (Ox).

© Nathan, classe prépa
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Tous les points de la couronne sont vus depuis le point O
sous le méme angle 6 a dO pres. La surface de la cou-

ronne élémentaire est d.S = 2nR?sin0d6. Elle porte
donc une charge dg = 6,dS = 2nR?Gsin6 cosOdO

= 2nR2G,sinOd(sin0b).
On obtient la charge totale de 'hémisphere en intégrant

pour 6 variant entre 0 et g’ ;

q. qu = QERQGOJ.i sinBd(sin0)
0

T

ZERQGOE sin? e}

Pour ’hémispheére x < 0, repérée en coordonnées sphé-

o

riques par un angle © compris entre g et , on obtient

de la méme fagon : | ¢_ = -nR%c,

On vérifie bien au passage que ¢, +¢_ = 0, comme on
avait pu le voir a la question précédente.

On cherche maintenant la position du barycentre G,
des charges positives, portées par ’hémisphere x > 0.
D’apres la relation barycentrique, on a :

— 5 = —
7. 0G, = J.:quP avec OP = RcosG?x+Rsin6?y.

Py . =
On remarque que par symétrie, G, est suivant ¢,. On

—
se contente donc de calculer 0OG, -¢, :
s

— . (2. (
¢. 0G, -¢, = QTER’}GO-" sin 6 cos? 6d6
0
T

’ 7 = : 2
nR?6,0G, -¢, = 211:R360J. cos? 0d(cosH)
0

— &
0G, -¢, = 2[10053 9}2
3 0
Par conséquent :
—>
oG, = 2Rz,
3
Pour le barycentre des charges négatives, il faut intégrer
P ) — 2
0 entre 5 et t. On obtient alors | 0G_ = —§Rex

3. Cette distribution de charges est donc équivalente a
un dipole constitué d’'une charge ¢ = —-wR?>G, placée
en G_ et d’une charge ¢, = +nR’G, placée en G, .
Le moment dipolaire équivalent est donc :

—
$=¢,G G, = %TCRSGO?x

Le champ créé par la sphére en un point M éloigné,

Y > .
avec OM = 7, estle champ d’un dipole :

1 3(-H-1p

EM
( )_41580 75

) 2 1 D’apres le principe de superposition, le potentiel

créé en M par la distribution est la somme discréte des
potentiels créés par les différentes charges ponctuelles

qui la constituent : V(M) = ZV,-(M).

Le potentiel V,(M) créé en M par la charge ¢; placée

. _ 9
en P; est: V(M) = Tre Pl

_— — —
Or: P.M = 0OM-0P,

—> —_— —>
P.M = OM-OP,

— — 9
P.M2 = OM2—-20M - OP,+ OP:

—>
P.M? = 12-212,- OP, + OP;

= == 2
-0P, OP;
PM? = 72[126—' ; ’+—’)

1

— . 1
L i, 208, oryH
PM  r| T r
Puisqu’on se place loin de la distribution de charges, on
peut effectuer un développement limité au premier
ordre. Ainsi :

g ¢-OP
i €, - UL,
VZ(M):w[I 1r ]

On obtient donc pour le potentiel total créé par la distri-
bution :
z i
(M) = &
ZV’( ) dme,r "

1 > —
_(z. OP.
4n8072(e’ th’ 0 l)

En effet, on a Zqi = 0 d’apres I’énoncé.

i

—>
g%, - OF,;

V(M
(M) , 4dmeyr?
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2. On reconnait le potentiel créé par un doublet de
charges de moment dipolaire  :

ﬁ' 27 = =3
V(M) = yrryv: avec| p = Z‘inP,-

—
3. On a [?= ZinP,-. Effectuons un changement

d’origine :

= (291’)%4'2%(?}’1’ = ZQi(TP:

La encore, on obtient cette expression parce que

Zqi = 0. La charge totale étant nulle, 'expression du
i

moment dipolaire de la distribution est indépendante de

Porigine choisie.

4. On sépare les charges positives, repérées par les

indices m et les charges négatives, repérées par les indi-

ces k£ On note ¢, = qu la charge totale positive et

%= qu la charge totale négative.

k
Le moment dipolaire s’exprime par :
— — —
p= Zqiopz’ = quOPme ZQkOPk-
i m k
Par définition, le barycentre des charges positives G,
—
quOPm.
De méme, le barycentre G_ des charges négatives est

qu(?Plr
%

N — —
Par conséquent, p = ¢,0G, —¢,0G_.

—
P=9G.G,

5. On considére maintenant une distribution continue
de charges, avec une densité linéique non uniforme.
Le principe du calcul est le méme, on remplace simple-
ment les sommes discretes par des intégrations. 1’élé-
ment de longueur d¢ = dx, centré sur le point P
d’abscisse  x  porte une charge élémentaire
dg = Adx = kxdx. Le moment dipolaire de la tige est
donc défini par I'intégrale suivante :

w37t
p= J quP J kxdx - x2, —kJ. x2dxe, —k[ } ¢,

tige

—
est tel que : ¢,0G, =

—
tel que : —¢,0G_ =

On a donc

On en déduit | §= %ka3?x

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

) 3 1. Le volume mésoscopique dt centré sur A peut

étre assimilé a un dipole élémentaire df = Pd‘t Il crée

dp- AM

T AMD 11 reste
0

donc au point M le potentiel dV' =

—
a exprimer AM et AM?.

On introduit l’angle o. (voir figure). On a alors, sachant

que P = P¢,, dp- AM = PdtAMcoso. et AM =

sina’
Par conséquent, le potentiel élémentaire s’écrit :

Pdtcosasin?o
V=
4meqr

2. Le volume dt est décrit en coordonnées cylindri-
ques,ona dt = dr-rd6-dz = rdrd6dz.

11 faut distinguer trois cas selon la position de M par rap-
port aux deux plans z = —¢ et 2 = e.

r R
On suppose :ona tano = e d’ou

r = (h-2z)tana et dr = h_QZ
cos?o,

donc :
Pcososino
V= reoth—gtanie < - Danc
x % daxdox dz.
cos
Il reste dV = Psmad dodz.

Pour obtenir le potentlel total, il faut intégrer sur la répar-
tition de dipdles, c’est-a-dire pour o, variant de 0 a g,
pour 6 variantde 0 a 27 et pour z variant de —¢ a +e:

& 2n e 5
van = [* [ [ L¥%qdeds
0Y0=0 Yz=—¢ 0

= —P- dGJ dzJ. sinodo
4meyl,
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Par conséquent, pour %>e¢, le potentiel créé par

I’espace polarisé, d’épaisseur 2¢est| V(M) = gf
0

Le champ électrostatique est donc nul puisque le poten-

tiel est constant :
> >
E(M)=0

On suppose maintenant . Par symétrie, on

B o[Fan=1]

0

obtient immédiatement | V(M) =

Si le point M est situé dans lespace polarisé

, on peut utiliser le calcul précédent en

remarquant que la portion d’espace polarisé située au-
dessous de A, d’épaisseur £+ ¢, crée en M un potentiel

VM) = %;e)’ et que la portion d’espace polarisé
0
située au-dessus de A, d’épaisseur ¢— A, crée en M un
potentiel Vy(M) = —Iigi)-
€

Le potentiel total créé en M est donc :

VM) =V, (M)+Vy(M) = QL;O[(h+e)—(e—h)].

Le champ électrostatique est donné par le gradient du
potentiel, donc ici, la dérivée par rapport a 4 :

= drs

E(M) —EEEZ

Ona | vy =Lt | et | By =-22,
€ €

Le champ électrostatique est nul en dehors de I'espace
polarisé, et uniforme dans celui-ci.

3. On peut penser au champ créé par un plan perpen-
diculaire a (0z), uniformément chargé en surface, avec
la densité o, qui créé un champ uniforme de part et
d’autre du plan : E=12 ¢,
2g, ¢

En combinant deux plans, 'un d’équation z = ¢, por-
tant la charge surfacique 6, = —P et I'autre d’équation
z = —e, portant la charge surfacique uniforme

6, = +P, comme sur la figure suivante, le champ créé

= _P
est bien nul si |4| > ¢ et uniforme égal a E = : I L si
0

|h] <e.

oy =-P

) 4 1. On commence par exprimer le champ électrosta-

tique E1 créé par le nuage électronique. On le calcule
en un point intérieur au nuage puisqu’on suppose que le
noyau ne peut pas en sortir.

Calculons le champ électrostatique créé en un point
intérieur par une sphére uniformément chargée en
volume. Une telle distribution présente une symeétrie
sphérique, et le champ électrostatique est donc radial
EM) = E,(r)3.

On applique le théoreme de Gauss. On choisit comme
surface de Gauss une sphére de centre O passant par 4,
donc de rayon r<a (le point M est intérieur a la
sphere). Le flux du champ électrostatique a travers cette
surface est ® = E (1) x 4mr2.

La charge intérieure a cette surface de Gauss est

D = %nﬁxp, ou p est la densité volumique de

charge. La charge totale —Ze étant répartie uniformé-
ment sur tout le volume du nuage électronique, de

—Ze
rayon g, onap = -—-
Zrad
3
_ 3
Par conséquent Q;, = é1'cr3>< Zogm ~Zel .
3 4 a’
gnd

Lapplication du théoréeme de Gauss conduit a :

. _ 3
@ = G _ Ze r_ E,(r)x 4mr2,
€y €y 613
LI Ze Ze >
d’ou Er(r) = —WT et gl(M) = —WMT

Le noyau, charge ponctuelle g, = Ze, est donc soumis
> >
a laction d’une force coulombienne F = ¢,F;. La

position d’équilibre du noyau est telle que la force
s’annule, c’est-a-dire au point de champ nul, ici obtenu
enr = 0.

© Nathan, classe prépa
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En P’absence de champ extérieur, la position d’équilibre
du noyau est le centre du nuage électronique.

=
2. Si on applique un champ extérieur E, = EjZ,, le
champ total ressenti par le noyau est désormais

= 2 = Ze
E = Ey+E, = Ejé,— ———r%,
0 1 0%x 4ﬂ8()a3 T
Il existera un point de champ nul P, (qui sera la position
Ze

d’équilibre du noyau) si Ey¢, = 373,. Un tel point

4meqa
P, est donc situé sur 'axe (Ox), et son abscisse vérifie :
4me,a’E,
REFE —0—
Ze

11 faut, pour que le noyau reste a I'intérieur du nuage élec-
4ne a’E . Ze
%) <a, soit E, <m~
Le barycentre des charges positives est donc désormais
placé en P, tandis que le barycentre des charges négati-
ves reste en 0. On voit donc apparaitre un moment
dipolaire induit par le champ extérieur £ :

—
P = ZeOP, = 4Aneya3Eye,.

3. La polarisabilité de 'atome, obtenue dans le cadre

de ce modele de Thomson est

La dimension de la polarisabilité est donc celle d’un
volume : [0] = L%. Son ordre de grandeur est celui du
volume de l'atome, et on remarque qu’elle est indépen-
dante de la charge totale.

tronique que £, vérifie

On a donc :

) 5 1. On commence par calculer le champ électrostati-
que créé par I'anneau au point M de 'axe (0z) ou se
trouve le dipole. o
Laxe (0z) est axe de symétrie, donc E(M) = Ez(z)?z.
On se contente de calculer dE,.

oV

54|
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Tous les points P de 'anneau sont vus depuis M sous le
méme angle o..

Lélément de longueur d¢ = Rd® centré sur P porte la
charge élémentaire dg = ARd6. La composante axiale
du champ élémentaire créé en M par dg est donc :

—_ d
E, =dE-2 = —2 __cosa.
dE, = dE-¢, 4TESOPMQCOSOL
On a PM = JR?2+ 72, et coso = 2. 1l vient
NR?+ 22
donc dE, = il e

CAne(R2+2) " R2+ 2

et en intégrant pour 6 variantde 0 a 2m:

ARzZX2W
4dme)(R? + 22)?
= ARz
2¢€y(R2? + 22)?

La force exercée par ce champ extérieur non uniforme

sur le dipole p place en M est donc
= = = = dE dE
F = gAE = q(E(G,)-E(G.)) = qd—za?z = ﬁd—z

puisque 7 = qa?z = qdz?z.

On calcule :
d_E—H 2 2’% (_%) 2 2’5
dz_QSO[lx(R +22) 2+ zX 5 X2zX(R2+22%) }
dE _ AR (1_ 372 )
dz =~ ‘ g R+ 22

2e,(R? + 2%)?
dE AR

(R?+22-322)
2e,(R2 + 22)2

> 9 0,9
Par conséquent| F = IJQK_ERX R:-27 5%
0

(R + ZQ)E

Le dipole est a I’équilibre lorsque la force électrostatique
s’annule, c’est-a-dire pour R?—2z% = 0.
Les positions d’équilibre sont donc données par :

R
Ak

2

o dE- — 2.9
La force s’écrit pd_z ¢, = —grad(-pE). Elle dérive
donc d’une énergie potentielle d’interaction :

AR
E, = —pE = AR 2

2¢, 3

(R2+Z2)2

dE, _ _p_ AR R?-222
dz 2¢, 5
(R2+Z2)2
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meé = —Ke
Les positions d’équilibre z, = i% sont des extrema de

£+ 58 =0
I’énergie potentielle. m-
On calcule la dérivée seconde de I'énergie potentielle On reconnait I’équation d’un oscillateur harmonique de
pour étudier la stabilité des équilibres : K
. ; pulsation ®, = /\/:71 . La pulsation des petites oscilla-
q L = _%{ [— 4z(R2+22) 2+ (R2-222) (— g) tions du dipole au voisinage de sa position d’équilibre
. 0 . est donc :
><2.z><(R2+z2)7§} 8 pA
o BER
d2E m
dZQ” - PR S 42(R2 + 22) - 52(R? - 22))
2¢0(R2 + 22)?
of & ) 6 1. On remarque avant toute chose que Zqi =0,
d’E, PARZ 2 2 ;
iz S mais que G, et G_ sont confondus. Il ne sl’;. 1't donc
2e0(R2 + 22)2 BT o <
9 pas d’un dipole.
R d*E, ,
En z = +T T2 £'> 0, la position d’équilibre est sta- D’apres le principe de superposition, le potentiel créé
en un point Pdu plan (x0y) est donné par :
ble, le dipdle est dans le sens de E.
R d2E V(P) = (1 1 _L__l_).
Enz=-—, —2£<0, la position d’équilibre est ins- 4ne,\AP BP CP DP

RE

table, le dipole est dans le sens opposé a E. Or AP? = (x-a)’+y* = #*+y*-2ax+a’

D v, o)
2. On se place au voisinage de la position d’équilibre = aQ(l - 27)6 + JC—;L) s
stable : z, = +£—~ On suppose que le point P est trés proche de lorigine, §~
J2 on peut donc effectuer un développement limité a §
Faisons un développement limité de F(z) au voisinage x .y =
de z.: lordre 2 en = et <. g
@° dF a a 1 =
F(z) = F(z) + (2~ Ze)(dz)zzz : On rappelle que (1 +¢)*=1 +0c8+0((oc2 ) ;2
¢ ©
o dF _ d2E, done - Ona:
a4 T a2 L=l(1_2_x+xQ_+ﬁ)’l/2
dF ARz, oy AP a a a?
(55)., = —=—=—6d-9m) ‘
dz /. Ze B o 2 57 ¢ (_1)(_%)
2e)(R%+z,) 11 1_1(_2_".,_"2"')’2)4. 2)\ 2 (_%)2
(d_F) _ HAR? (GR_Z B 9R2) AP a 2\ a a> a
dz/z= N . R2 27 2
2R+ 3) R P e S
AP a a 2a¢*> 24°
(dF) _ 6 pAR* 11 92 2
dz o 9 pon L — == x u}
R)z=2, Qﬁso(s-gf)Q 1P a[1+a+ 572
De la méme fagon, en changeant x en —x, on obtient :
) I 117, x, 22—y
dz /=2, 9./3¢e,R? ﬁ’NZl[li;l 2a? }
Donc F(z) = 0-K(z-z,), car F(z) = 0 (position )
déquilibre). En changeant x en y dans 7 P’ on obtient :
Onpose € = 2-%2,, ona ¢ = Z et € = 2. i~1[1 W2y 22 —xq
Lapplication du principe fondamental de la dynamique ¢ a  2a
au dipole de masse m, soumis a la seule force électrosta- E 1 S
] o 5 n changeant y en -y dans cp OB obtient :
tique, donne, en projection sur €, A o
. 1 _[1 Yy _u}
mz = F(z) DP a a 92a?
55
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y

1l vient finalement :

_ q 2x2_y2 2y2_x2} _ 3q(x2_y2)'
VP 4nsoa[2 2 2 2a? 4me,a’
2 _ 2
On adonc| V(P) = 3_1(32___1_)
4me)ad
C’est bien la forme demandée avec | oo = - = 3¢
4me,ad

2. On se place maintenant loin de la distribution de
charges, et on repére le point M ou on calcule le champ
par ses coordonnées polaires M(r,0). Ona r > a.

a. Toujours d’apres le théoreme de superposition :

-4 (L _1___1___1_).
van 41:80(AM+BM CM~ DM

Ona:
— — —
AM = OM - 04

AM? = r?2 - 2arcos0 + a?

2
AM? 72(1—29c0s6+a—()
r 72

1
1 1 a a*\3
m— = r(l—QrCOSe‘Fﬁ)

1 L oconn 4 &) 2 20 B Zacosdy’
AM 7 2 r r2 2 r
J_zl[1+acose_a_2 3a2c0526}

AM r 7 272 272

11 acosf  a? 9
m~;[ ar - +§;§(3COS 9—1)}

On obtient, en changeant 6 en ©—6:

1 1 acos® a4 ., 4
B_.—_M~;[1— . +-2——r72(3005 9—1)]
T 1 L
En changeant 6 en 5—0 dans or " obtient :
1 1 asin® | @ , .,
Ga= 7t S g 3sin0- 1))

T 1 .
En changeant 6 en 5t 6 dans o °n obtient :

__1__:1[ _asin®
r

DM r

Par conséquent :

2 (3520 1
+§ﬁ( sin®0 — )}

V(M) = 1 [Q—HE-(BCOSQQ—I)—Q-F-Q—(i%sinQG—1)}
T dmeyrl 202 2r?
2
= 4?:1‘;73(00829_ sin”0)

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

2
On adonc| V(M) = 3qu—0$(29)
4dmeyrd
2
On retrouve bien la forme demandée avec | £ = %%Z—
0

b. Le champ électrostatique dérive du potentiel :

> —
E(M) = —gradV. Soit, en coordonnées polaires :
4 4
E = “or o~ 706

On en déduit par dérivation de 'expression précédente :

_ 3kcos(20) ot | . = 2ksin(20)
= 22°082Y) g = o neY)

E
rt rt

7

C. Les lignes de champ sont telles que I'élément de lon-

- >
gueur d{ est colinéaire au champ électrostatique £.
On a par conséquent :

dr _ rd®
3cos(20) ~ 2sin(29)
dr _ 3d[sin(20)]
r 4 sin(20)

Y 8 i
lnro = Zln\ sin(20)

Léquation des lignes de champ de cette distribution, en

un point €loigné, est | r = r,|sin(26)|3/4

Leur allure est représentée sur la figure suivante.
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6 — Mouvement des particules chargées dans un champ E et B

Avant la colle
—‘-—--.._____-'

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 62

) 1

p 2

Un électron traverse un appareil dans lequel
le champ électrique est nul, sans subir de
déviation. On en déduit que :

[ Ja e champ magnétique est nul dans I'appa-

reil.

D b. la vitesse initiale de I'électron est perpen-

diculaire au champ magnétique.

[ ¢. Ia vitesse initiale de Pélectron est parallele

au champ magnétique.

Un proton (m, ¢ = +e), de vitesse initiale
Do = vy, sedéplace dansun champ magné-
tique uniforme B,¢,. Une particule o, (noyau
d’Hélium ;He ), de méme vitesse initiale 7,
>

placée dans un champ B = 2B¢,, décrit une
trajectoire quasiment identique a celle du pro-
ton précédent.

D a. Vrai. D b. Faux.

D 3 On considére une particule soumise a une
déviation électrostatique par un condensateur.

D a. La déviation de la particule est inverse-
ment proportionnelle a la tension aux bor-
nes du condensateur.

|| b. La déviation de I particule est inversement
proportionnelle a son énergie cinétique.

c. La déviation de la particule est proportion-
nelle a la tension aux bornes du condensateur.

D 4 Lesélectrons de conduction d’un métal sont
en perpétuel mouvement d’agitation thermi-
que, mais en 'absence de champ extérieur,
leur vitesse moyenne est nulle.

D a. Vrai. D b. Faux.

Savoir appliquer le cours

> Corrigés p. 62

) 1

D 2

Une particule chargée (¢), de masse met de
. - brd IR

vitesse ¥ = v¢, pénétre dans une zone de

champ magnétique constant et uniforme
d

B = B,é,. Comparer les valeurs a 'entrée

et a la sortie de la zone de :

1. son énergie cinétique,

2. sa quantité de mouvement,

3. son moment cinétique par rapport au

centre de la trajectoire.

On considere un électron et un proton, de
méme énergie cinétique initiale, soumis a un
méme champ magnétostatique uniforme,
normal a la vitesse initiale. IIs décrivent des
trajectoires circulaires. Comparer :

1. leur vitesse,
2. le rayon de leur trajectoire,

3. leur période.

‘ 3 Soit un champ électrique uniforme
E= —Eyé, avec E,>0. Un proton de
charge ¢ = +e, d’énergie cinétique initiale
E_, est émis au point O (de potentiel nul)

avec une vitesse 7 telle que (2, Do) = o
. 119~ . . Ec 0
Atteint-il Péquipotentielle V' = —=?
e

> 4

Calculer la résistance pour les conducteurs
suivants, de conductivité 6. On supposera

. > -
les courants radiaux : j = jé,.

6 — Mouvement des particules chargées dans un champ et
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P 5

1. Conducteur cylindrique de hauteur /4 et
d’axe (0z), compris entre deux rayons R,
et R, (figure de gauche).

2. Conducteur sphérique de centre O, compris
entre deux rayons R, et R, (figure de droite).

On considére un bloc métallique a la surface
de la Terre dans lequel les électrons sont en

équilibre sous ’action de leur poids et d’une
force électrique. Calculer la différence de
potentiel électrique constatée entre les pieds
et le sommet de la tour Eiffel (de hauteur
324 m). On rappelle que la masse de ’élec-
tron est m = 9,1-10-31kg et sa charge
g=-e=-16-10"19C.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prepa

© Nathan, classe prépa



10 min

1

Champs électrostatique
et magnétostatique paralléles

On considére une particule de masse m et de
charge ¢ soumise a I'action snnultanee d’un champ

> Corrigé p. 64

électrostatique uniforme et constant E= Eye,, et
d un champ magnétostatique uniforme et constant
B= Boe

La particule est 1n1t1a1ernent a l’orlglne du repére
et sa vitesse initiale est Uo = Vg » e + v, zﬁz
Etudier le mouvement.

2)

Faisceau cylindrique

On considére un faisceau cylindrique d’électrons
de vitesse © = v,¢, constante et portée par I'axe
(0Ox) du cylindre. On suppose que la répartition
de charges reste uniforme dans le cylindre de
rayon R au cours du temps. On note N le nombre
d’électrons par unité de longueur du cylindre.

10 min
> Corrigé p. 65

1. Calculer le champ électrostatique créé par le
faisceau d’électrons. En déduire la force électrique
qui s’exerce sur un électron du faisceau.

2. On donne le champ magnétique créé par cette

distribution en un point intérieur au faisceau :

= woNevr A
= TR ‘e Oou Mo

magnétique du vide (cette notion sera vue dans les

chapitres suivants).

Quelle est la force magnétique qui s’exerce sur un

électron du faisceau ?

est la perméabilité

3. Est-il alors possible d’avoir un faisceau d’élec-
trons de section constante ? On donne la relation
entre |, et €): Hygoc? = 1 on c est la célérité de
la lumiere dans le vide.

3)

Déflexion magnétique
On considére un faisceau d’électrons, de vitesse ini-
tiale 7y = v,¢,, qui pénétrent en O dans une zone

15 min
> Corrige p. 65

de largeur L suivant (Ox) dans laquelle régne un
champ magnétique uniforme et constant B = Byé,.

On suppose que le champ magnétique est nul en
dehors de ce domaine. On suppose également que
L< <5 - P

On place a la distance D + L de O un écran fluo-

rescent. 2

1. Déterminer 'ordonnée yp du point Pou I’élec-
tron quitte le domaine ou régne §0, ainsi que
Pangle o = (¢, Up).

2. En déduire la position du point d’impact / sur
I’écran.

%
3. Vérifier que le support du vecteur P/ passe

trés prés du point Q d’absasse 5 dans les hypo-
theéses d’étude.
Données: L = 10cm, B = 3,0mT, D = 20cm,
et la tension accélératrice qui confere aux élec-
trons la vitesse v, est ' = 10kV.
On rappelle également la masse de I’électron :

= 9,1-10-31 kg et sa charge :
g=-e=-16-10"YC.

)

Mouvement avec frottements

On considére une particule chargée positivement
(¢), de masse m, en mouvement par rapport a un
référentiel QR dans un champ magnétique uniforme

et constant B = Byé,. La particule se situe initiale-

15 min
> Corrige p. 66

t 0 it = _ 2> -
ment en 0, avec une vitesse 0y = vy 6, + 0 ¢,

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

Elle est en outre soumise a une force de frottement
%

de la forme F = —kv?%
positive. v
Montrer que la norme de la vitesse de la particule
décroit au cours du temps.

Atteint-on la vitesse nulle au bout d’un temps fini ?

5)

Séparation isotopique

On considére une particule de masse m et de
charge q soumise & un champ magnétique uniforme
B = Byé,. La particule se trouve initialement au
point M,(a, 0, 0) eta la vitesse :

ou k est une constante

30 min
> Corrige p. 66

9B,
avec ®, = —-
m

Zo = - awogy +Yaw,e,,
1. Décrire la trajectoire de la particule.

2. Etudier le cas o 7 = 0.

3. On superpose a ce champ magnétique un
champ électrique permanent E= E,cosole,.
Comment est modifiée la trajectoire, dans le cas
général ot ® # o, ?

4. On s’intéresse maintenant au cas ol ® = .
Montrer qu’il se produit un phénomeéne de réso-
nance, et donner la nature de la trajectoire.

5. Montrer que ce dispositif permet d’effectuer
une séparation isotopique.

0

> Corrigé p. 67
Conductivité de I'argent
On consideére que les électrons de conduction de
. . >
’argent (ou électrons libres) de vitesse ¢ sont sou-

mis a un champ électrique local E et a une force

m->

-
de frottement F| = -Zv

1. Etablir 1’é équation différentielle qui régit le
mouvement d’un électron.

2. En donner la solution en régime permanent.
En déduire la mobilité p des électrons.

9
3. Donner la solution générale v(t).
une interprétation graphique de T,

Proposer
et justifier
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qu'on l'appelle « temps de relaxation ». Calculer
T pour W =-525-10%m? -s"L.V-1. On rap-
pelle la masse d’un électron m = 9,1 - 1031 kg et
sa charge ¢ = —e = -1,6 - 10-19 C.

4. Déduire en régime permanent le vecteur den-

sité volumique de courant j puis la conductivité
6 de l'argent si la densité particulaire d’électrons
estn = 74-1022 e~ - cm3.

7

> Corrigé p. 68
Effet Hall (d’apres CCP)

On considére une plaque rectangulaire d’épais-
seur f et de largeur b, représentée sur la figure sui-
vante. Elle est réalisée dans un semi-conducteur
de type N ou la conduction électrique est assurée
par des électrons mobiles dont le nombre par
unité de volume est 7. On notera par e la charge
élémentaire égale a 1,6 - 1019 C. La plaque est
parcourue par un courant électrique d’intensité 7/,

uniformément réparti sur la sectlon de la plaque
avec la densité volumique ] Je ¢, J>0. Elle
est alors placee dans un champ magnethue uni-
forme B = B? €, avec B> 0, créé par des sources
extérieures. Le champ magnétique créé par le cou-
rant dans la plaque est négligeable devant 5. On
suppose qu’en présence du champ magnétique ﬁ,
le vecteur densité de courant est toujours égal a

7=J2>x

1. a. Exprimer le vecteur v1tesse o des électrons
dans la plaque en fonction de ] , nete.

b. Montrer qu’en présence du champ magnétique

d
B en régime permanent, il apparait un champ

électrique appelé champ électrique de Hall
= 1 » =
Ey = p_~. J A B.

>
c. Exprimer les composantes de Ey.
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2. On considére deux points 1 et 1’ en vis-a-vis
des faces A et A" de la plaque.

a. Calculer la différence de potentiel
Uy = V(1)-V(1") appelée tension de Hall.

C
b. Montrer que Uy peut s’écrire : Uy = THI B.

Expliciter la constante Cy.

c. Application numérique : pour I’antimoniure
d’indium InSb Cy = 375106 m?3. C-1,
I=01AA=03mmetB =10T.

Calculer Uy ainsi que la densité volumique 7, en
électrons/ m3.

3. On veut établir la loi d’Ohm locale, c_’)est-é—dire
la relation entre le champ électrique £ dans la
plaque et la densité du courant 7 en présence du
champ magnétique B. Soit B = E’ ¢, la partie

> >
6 - Mouvement des particules chargées dans un champ E et B

du champ électrique colinéaire a 7 On pose
- =

J = OF’, ¢ étant une grandeur positive.

a. Quelle caractéristique du matériau de la plaque

G représente-t-elle ?

b. Montrer qu’en présence du champ magnétique,

on a 7 = G(E— C’Hf/\ ﬁ).

4. Tracer _§lans un plan (x0y) de la plaque les
J

= 2 2
vecteurs -, E et CyJ A B et les lignes équipo-
tentielles en présence puis en absence de champ
magnétique. Faire deux figures en vue de dessus
par rapport a la figure précédente.

5. Soit 6 I'angle entre les vecteurs 7 et E.
Montrer que I'angle 6 ne dépend que de B et du

semi-conducteur.

© Nathan, classe prépa
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T ——

Tester ses connaissances

b 1 Réponse c. Il n’est pas nécessaire que le champ

magnétique soit nul pour qu’il n’y ait pas de dévia-
tion. Il suffit que la force magnétique le soit, ce qui
est le cas si la vitesse initiale est parallele au champ
magnétique.

2 Réponse a. Les masses du proton et du neutron
sont quasiment identiques donc :

my, =2my + 2mp=4mp. D’autre part ¢p = +e et
¢, = t2e = 2¢p. Leurs mouvements respectifs sont
des mouvements circulaires uniformes, de pulsations

® _ eB, Co _2e><2B0_(D cd
= et O, = T - O et de rayons
m.v 4mpv
= Mplo _ P _ p
Re = 750 ot R = 555g = B

b 3 Réponses b. et ¢. La déflexion électrostatique par

un condensateur est directement proportionnelle a la
différence de potentiel imposée aux bornes de celui-
ci. Elle fait en outre intervenir 'inverse de 1'énergie
cinétique de la particule déviée, puisque I'équation
de la trajectoire, dans le condensateur, est :

e U,

4 Réponse a. Clest vrai, les électrons de conduction
d’'un métal ont une vitesse moyenne nulle, en
I’absence de champ extérieur. En revanche, si on les
soumet a un champ électrostatique, on observe un
mouvement d’ensemble, dit de « dérive », la valeur
moyenne de la vitesse des électrons de conduction
devient alors non nulle.

Savoir appliquer le cours

T 1. D’apres le théoreme de la puissance cinétique,
la norme de la vitesse n’est pas modifiée par un
champ magnétique, puisque la force magnétique est
de puissance nulle. Par conséquent, ’énergie cinéti-
que d’une particule chargée est la méme a I'entrée et
a la sortie d’une zone de champ magnétique.

2. En revanche, la direction du vecteur vitesse varie,
la quantité de mouvement peut donc varier, méme si
son module reste constant.

3. La trajectoire de la particule est circulaire, de cen-

o 7 o >

tre O, le moment cinétique est L, = OM Amv,
Py > > >

avec OM = Ré, et 0 = Rwé¢,. On a donc

2 o .
Ly = mR?w¢,. Le moment cinétique calculé au cen-
tre de la trajectoire est constant.

2 1. Le proton a une masse plus grande que celle de
Pélectron : m, > m,, donc s’ils ont méme énergie

s 1 2 1 9 . .
cinétique ~m v. = zm.v., la vitesse de I'électron

2"l = gMele

est plus grande que celle du proton :

2. Les rayons des trajectoires circulaires sont :

m.v m v
R, = ==L et = —L2_P. Onadonc:
€ eB RP eB

_ MV, _ Ece_ Up _ ﬁ

R, myu, ve E, v,

Le rayon de la trajectoire de I’électron est plus petit :

3. Les pulsations cyclotrons sont données par :

_eB _eB .
0, = m—P et o, = Ee’ et par conséquent ®, < @,.
- 2n 2n "
Les périodes sont 7, = = et I, = =—. Par consé-

e
quent, la période du mouvement de I’électron est
inférieure a la période du mouvement du proton :

3 Le proton est dévié selon une trajectoire paraboli-
que. En effet, Papplication du principe fondamental
de la dynamique donne

md = ql?, = —eFyo,.
¢

4
etdonc z = z, = 0.
¢
y
¥ = o = vysina, et donc

La projection sur ¢, donne =0 donc 2 = %, = 0,

La projection sur

donne j = 0, donc

Yy = votsino+Yy, = vyisino.
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. . 2> .
La projection sur ¢, donne enfin m¥ = —eE,, donc
ek, . ek,
X = —-—1+%, = ——1t+wv,cosa, etdonc:
m m
ek , ek ,
X = - t“+uvptcost+ x, = — t“+ vytcoso.

2m 2m
Par élimination du temps entre les deux équations

paramétriques, ¢ = —L, on obtient :

vy sino
ek, cos O . .
X = - 3 2+y——. La trajectoire est
2muysin? o S o
parabolique.
y
1
1 -
1 -2
: E
N 1
Vo o 1
' X
1
(0]
Xrnax

Le proton va rebrousser chemin lorsque sa vitesse

. S, eEO
suivant ¢, s'annule : v, = ——1¢_ . + v coso = 0.
m
mv, Cos o,
Onadonc t,, = —-
max
ek,
Il est alors a la position
1eE »
Xax = _§7t + V(. COSOL
eE,mv,coson? muv,cos o
oMV + oW
il it et ——
2m\ ek, ek,
2 cos?
muvcos’a,
2eE,

Le champ E= —E¢,
locale champ-potentiel E= —gradV s’intégre sim-
plementen V(x) = V(0) + Egx = Eyx.

Le proton rebrousse donc chemin au niveau de
I’équipotentielle.

étant unlforme, la relation

1 9
smu,

- - 20, =
V = Eyxpo = o costa =

E
0
—~cos?o

E
Il natteint donc Péquipotentielle V = —<2

que si
cosot = 1, c’est-a-diresi oo = 0.

. 4 On part de la définition de la résistance :
J' B.di

J'Eds

1. La distribution est a symétrie cylindrique, le champ
-

électrostatique créé est donc radial : £ = E (r)e..

La circulation de ce champ d’une armature a I'autre

= R
donne donc J.E de=r,-V, = J E(r)dr.
R,

Mais la norme du champ dépend de r et par consé-

quent, le vecteur densité volumique de courant

dépend aussi de 7. On va donc calculer la résistance

d’un cylindre compris entre ret 7 +dr, et on obtien-

dra la résistance globale par intégration.

Lintensité /est égale au flux du vecteur densité volu-
>

mique de courant j a travers la surface latérale du

cylindre de rayon 7.

D’apres la loi d’Ohm locale, ] - 6F = GE(r)¢, et

= 2nchrE(r).

La circulation élémentaire du champ électrostatique

entre ces deux cylindres de rayon r et r+dr est

E-dt = —dV = E(r)dr. La résistance de cette
portion du conducteur est telle que —dV = IdR.

par conséquent, ona / = 2mrhj(r)

_ E(dr L .
On a donc dR = T hrE(r)’ Par intégration pour
7 variant de Rl a RQ,
1 fdr 1 R,
r= JdR J 27t0/zr onchly v ARl
. 1 R,
Il vient| R = mln i3

2. Le champ est ici radial au sens des coordonnées
sphériques, donc £ = E(r)?,.

Le vecteur
= = > . o

Jj = ok = oE(r)¢,. Pour trouver l'intensité qui tra-
verse une sphére de rayon r, on calcule le flux a tra-
vers cette surface du vecteur densité de courant
volumique. On a donc I(r) = 4nr’GE(r).

La circulation du champ électrostatique entre la
sphere de rayon r et celle de rayon 7 + dr donne :

>

E-d€ = E(r)dr.
La résistance élémentaire de cette portion de conduc-
teur est donc :

densité  volumique de courant

E(rydr _ E(r)dr _ dr

I(r) ~ 4nr’cE(r) = 4mnrc
Pour avoir la résistance de ’ensemble du conducteur
ohmique, il reste a intégrer pour rvariantde R, a R, :

dR =

R=[dR= J'Rz L 1"
B .[ 4nric 4750[_;}1{1
_ ( 1 1 )
" 470 R2 R,
) _ R-R
H vient R = m

> >
6 — Mouvement des particules chargées dans un champ E et B
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‘ 5 11 sagit ici de comparer linfluence relative du
poids et de la force électrique.

Les électrons sont en équilibre sous I'effet de leur poids
et d’une force électrique. Lapplication du principe fon-

>
damental de la dynamique donne donc 0 = mg _ekE.
Si on multiplie scalairement cette équation par

N
de¢ = dz?z, on obtient les travaux des forces :

—
-mgdz— eE-dl = 0, ce qui s'inteégre, entre les pieds
et le sommet de la Tour Eiffel (en notant H sa hauteur),
en —mgH +eAlV = 0.

On obtient alors la différence de potentiel entre ces

mgH

deux points :| AV = A

Lapplication numérique donne AV = 1,8-10-8 V.
En conclusion, la différence de potentiel électrique
qui est mise en jeu pour compenser I'action du poids
lors d’un dénivellé de 324 m est tout a fait négligea-
ble devant les différences de potentiel usuelles. Il est
donc tout a fait légitime de négliger I'action du poids
d’une particule chargée, lorsque celle-ci est soumise a
une force de Lorentz.

S’'entrainer

) 1 On se place dans le référentiel du laborat01re sup-

64

posé galiléen. La particule est soumise a la force de
Lorentz et a son poids, négligeable devant la force élec-
tromagnétique.

Lapplication du prmclPe fondamental de la dynamique
donne donc ma = q(E+ DA B)
Vu la direction des champs et de la vitesse initiale, on
utilise un repeére cartésien.

x 0 By
= = . .
OAB=|y|Al 0 |=|-Byx

2) \B, 0

mi = qB,y
On obtient donc par projection {mj = —gBy%
mz = qE,

La troisiéme équation s’integre aisément en

. _ 9 3 Bretiverrs £
z = —1t+v, ,, quis’integre a nouveau en
m ,

z(t) = —tl+vO A+0.
On peut intégrer la deuxiéme équation par rapport au

. : : 9B,
temps : on obtient alors j = — —x+cte.

Vu les conditions initiales (il n’y a pas de vitesse initiale
suivant ¢, et la position initiale est 'origine du repére),
la constante d’intégration est nulle. On peut alors repor-
ter ce résultat dans la premiére équation, ce qui nous
donne finalement :

B B B, IBNE
X = g—oy = u(—q—ox) = _((J_mo) x. On a donc

m m m

une équation différentielle de type oscillateur
. B ol 9B,
harmonique : ¥+ wyx = 0, avec w, = —

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

La solution de cette équation différentielle est de la
forme x(¢) = ocos®yt + PBsinwyt.

D’apres les conditions initiales : x(¢=0) = o = 0 et

x(t= O) = ]3(00 = v, ,- Par conséquent, on trouve que
x() = —Zsinw,t.

@
On reporte ensuite cette solution dans I'équation sur j :

. 9B, _Vox q 0 . .
= -——2x = —sinwWyl = —v, ,SIOyL.
) = @, 0 0, x 0
Par intégration, on en déduit y(¢) = t+7vy. On

détermine la constante d’intégration grace aux conditions
initiales : y(¢=0) = +y = 0.

()x

Il vient y(¢) = (cos(x)ot— 1).

On obtient les equatlons paramétriques de la trajectoire :

a(t) = 2 ¢
0

y(t) = Ox(cos(oot—l)
E,

z(1) = qQ 0t2+vo &

La projection dans le plan horizontal de la trajectoire a

pOuI équati(m e
(y ® ) ( (»0, )
0 0

v
Il s’agit d’un cercle de centre Q(O, cg x), et de rayon
_ Vo, x 0
0,
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Lensemble de la trajectoire est une hélice d’axe (0z)
dont le pas n’est pas constant car la fonction z(¢) n’est
pas affine. Elle est représentée sur la figure suivante.

z

2 1. Le faisceau d’électrons correspond a une distribu-
tion de charges, qui crée donc un champ électrostatique.
La distribution est a symétrie cylindrique, le champ est
donc radial : E>(M) = E(r)?r.
On s’intéresse a 'effet de ce champ sur les électrons du
faisceau, on calcule donc le champ créé en un point
intérieur au faisceau (r < R).
On applique le théoreme de Gauss sur une surface
cylindrique passant par M de hauteur arbitraire 4. Le
flux du champ électrique a travers cette surface est
@ = 2nrhE(r).
La charge intérieure au cylindre est Q;,, = nr2hp. La
densité volumique de charges dans le faisceau est donnée
par le nombre de charges, rapporté au volume considéré.
N(-e)h
nrh
d’électrons par unité de longueur du faisceau. On a donc
0., = mrh N(e)h _ _NeTQh'
nR2h R? 0
Lapplication du théoréme de Gauss donne @ = gi"t,
Ner 0
" 2me,R%

La force électrostatique ressentie par un électron du fais-

On a donc p = , puisque N est le nombre

et par conséquent £(r) =

= = Ne?r &
ceau estdonc | Fe = —el£ = T,
2ne R

2. Cette distribution de charges en mouvement peut
étre vue comme une distribution de courant, et a ce
titre, crée un champ magnétique, comme il sera vu dans
les chapitres ultérieurs. On donne ici 'expression du

h 6 - B uoNewr,
champ magnétique créé : B = — ————¢.
P IEGTEG] oOnR2 ®
La force magnétique ressentie par un électron du fais-
> Nevr
ceau est donc F| = qﬁ A § = (—e)v?Z A (— M“;W )29

> >
6 — Mouvement des particules chargées dans un champ E et B

3 > LoNe2v?r,
Par conséquent | F, = —————¢
2nR? 7

3. La résultante des forces électrique et magnétique
s’exercant sur un électron du faisceau est donc :

Fotel
= ( Ne?r _H()Ne27/27)—>
2me, R? 21 R? r
= Ne2r >
F = QTCSORQ(I—].LO&:OU?)E,

, .| = Ne?r v\,
Or pogpc? = 1, dou| F = ZRS()RZ( _5)37

On voit que la force résultante ne s’annule que si
v = c. Pour une particule non relativiste, on a v << c,
la force magnétique est négligeable devant la force élec-
trique, le faisceau a tendance a s’élargir.

311a trajectoire dans la zone magnétique est circulaire,
d tr C(O E(—)) et de rayon p = 0 = 220,

e centre ;) yon p o, <B
Langle oo que fait la vitesse en P avec 'axe (Ox) est
également I’angle sous laquelle est vue, depuis C, la por-
tion de trajectoire circulaire de I’électron. On a donc
L = psino, et yp = p(l - cosa).

Or d’apres les hypotheéses de travail L << p et donc

_ LeB
T omo,

sino. = o, Il vient | o

Un développement limité au deuxiéme ordre du cosi-

nus donne yp = pgf _ Lo _ mvy [?e’B?
’ 2 2 eB 2m2vg
L%*eB
On a donc =
TP 2muv,

Pour faire I'application numérique, il faut déja calculer
vy, sachant que cette vitesse est obtenue grace a une
tension accélératrice I Lapplication du théoréme de
’énergie cinétique donne :

1

imvg = (-e)(0-V) = eV, dou v, =

Lapplication numérique donne
vy = 59,3 +-106m - s-1, et par conséquent :
yp = 0,45 mmet o = 8,9-10-2 rad = 5,1°.

27
m

2. La trajectoire de I’électron, une fois sorti de la zone
magnétique est rectiligne, de pente o.. On a donc :

Lo Lo
—2— =D

IL
Y = yP+(D—§)tan(x:7+Doc—

Par conséquent | y; = DL—eI?
muv,
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Lapplication numérique donne y; = 1,8 cm.

3. Soit O le point d’intersection de la droite (P/) avec

Paxe des abscisses. On a alors 0Q’ = L—y—P, avec
tano
2
yp= rich et tano = oL = ILB, il vient donc :
2muv, muv,
’_ L?eB mvy, L
00 ~L_2mvo LeB 2

Le point Q” est donc quasiment confondu avec Q et ce
dernier appartient donc a la droite (P/), dans la limite
des hypotheses effectuées dans cette étude.

4 La particule considérée est soumise a la force magné-
tique ainsi qu’a la force de frottement quadratique exer-
cée par le milieu. D'application du principe fondamental

. dd _¢> 3 k -
de la dynamique donne : — = L0 A B- —v0.
dt  m m
On multiplie scalairement cette équation par . Il vient
Z@ = vd—v —0—£U3 et par conséquent S¥ = —ﬁv2
de  dt m P q ds m
Par intégration en séparant les variables, on obtient
_d_s = édt, et donc Lo ét.
v m vy m
k
1+ —vyt
On en déduit L = £t+l S
voom v, v,
v
Finalement, | v(¢) = 0
1+—=vyt
m

La vitesse de la particule décroit au cours du temps. Ce
résultat était prévisible, puisque la seule force qui tra-
vaille est une force dissipative de frottement.

Il faut attendre un temps infini pour que la vitesse
s’annule totalement.

5 1. Léquation du mouvement est donnée par le prin-

=
cipe fondamental de la dynamique ma = ¢o A B. On
obtient par projection sur les axes cartésiens :

X = 0
j = —mpx
z2=0

Lintégration de la derniére équation donne 2 =z, = yam,
ce qui s'intégre a nouveau en z(¢) = yamyt + K.
D’apres les conditions initiales z(¢ = 0) = K, = 0.

La deuxieme équation s’intégre par rapport au temps en
9 = —0yx+ K,. D’aprés les conditions initiales

J(t=0) = —wya+ Ky = —wya, donc K, = 0.
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En reportant dans la premiere équation, on obtient
¥ = )9 = —oyx. Cette équation différentielle linéaire
a coefficients constants s'intégre en
x(t) = ocosmyt + Psinwyz. D’apres les conditions ini-

tiales, on a x(¢1=0) = oo = a et X(¢4=0) = 0, =0

donc | x(¢) = acosmyt

En reportant dans la deuxiéme équation intégrée, on a
J = —wyx = —wyacoswyt. Par intégration, on obtient

y(t) = —asinwyt+ K;. D’apres les conditions initiales

y(t=0) = K3 =0, donc’ y(t) = —asinwgyt

La trajectoire est donc une hélice d’axe (0z), dont la
projection dans le plan (x0y) est un cercle de centre Oet
de rayon g, d’équation x? + y? = a?. Elle est représentée
sur la figure suivante. Le pas de I'hélice est constant :
p=A0Az=2z2(0+Ty)-2(t) = yan,Ty,, ou T, est la

&< - ] . 2n
période du mouvement circulaire horizontal 7, = =—.

On a donc !

p=2nya

:
e
.

2. Si y = 0, la trajectoire est simplement circulaire,
dans le plan (x0y), d’équation x%+y? = a2

3. On superpose un champ électrique E= E,cos a)t?x
Déquation du mouvement devient ma = qg +q0 A B.
Par projection sur les axes cartésiens, on obtient :
I
X = )y + %Ocoswt
= —wyx
z=0

On obtient les mémes équations, sauf sur x. Léquation
de Toscillateur harmonique libre devient celle d’un

E
. . - 0
oscillateur harmonique forcé : ¥ + wyx = % cosmt.
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La solution compléte est la somme de la solution géné-
rale de ’équation homogene associée :

x56(2) = oLcoswyt + Bsinwyt
et d’'une solution particuliere, qu’on recherche sous la
forme xgp(#) = Acosw?, avec la méme dépendance
temporelle que le second membre.
En reportant cette expression dans I'équation différentielle,

. 9 2 9E,
on obtient — ®?A cos®t + WyAcosw? = ——cosot,
E
ce qui donne A = ____%_9___. On adonc :
m(w,— w?)
x(t) = x5(t) + xgp(f) = oLcosmt + Psinwy?
E
i —%—coswt.
2
m(o, - 0%)

Il reste a déterminer o et 3 grace aux conditions initiales.
£,

Onad’une part x(¢=0) = 0.+ ———— =
m(®, — ®?)

a’
7E, )

m(cog—coQ)

D’autre part %(¢=0) = Bw, = 0, donc B = 0.

donc o = a-

Par conséquent :

9,
x(t) = a— ——5—— [cosWyl + 5 cosmi
m(wp — ®2) m(®, — ®?)
Il reste a trouver y(¢) en intégrant I'équation y = — wx.
Il vient :
E
_y(t) = -y a—- % iSiIl(.l)OL‘
m(wy— ©?) )P0
E
- wo—u—l sinw? + K.

m(w; - 02)©
Onay(t=0) = K =0, donc:

E
(1) = [____%__0____

—a |sinmyt— -
m(wy — ®?) mo(w, — m?)

E,o
770% sin ¢

On voit apparaitre des phénomenes de battements, pour
les composantes x et y. On peut en effet écrire que :

9o
m(wﬁ - 0?)
29E, L (O+
m(wg — ®%) Sm( 2

x(t) = acoswyt + (cosmt— cosmyit)

) O-0
Ot)sin( ) Ot)

(sinwyf — sinw?)

x(t) = acoswyt—

De la méme fagon pour y:
£y

m((né—uﬂ)

2qE, O+ 0\ . (0-0,
5 5 cos( ) t) sm( ) t)
m(®,— =)

y(#) = —asinw,? +

y(2) = —asinwy? —

> >
6 — Mouvement des particules chargées dans un champ E et B

4. Lorsque ® = ), ona:
29E,
m(m, — 0)(0, + ®)

o sin( @90 o (O D,
Sll'l( 9 )sm( 9 )

Un développement limité au premier ordre donne

x(t) = acoswyl—

L (O—0) ) O-0)
s1n( 5 t): 5t De plus, ® + ®;, = 20,.

Lexpression de x(¢) se simplifie alors en :

¢ ¢ gEOt g ¢
X = acosm,! + S gi.
( ) 0 QWOJO 0

De méme, 'expression de y(¢) se simplifie alors en :

()~ -asinayt+ L
~—asin®yl + ——
J " 2mo
La projection sur le plan (xOy) de la trajectoire a un
rayon qui croit avec le temps. La trajectoire est toujours
hélicoidale mais I'hélice n’est plus circulaire.

ol
CcosMyt.
0

5. La pulsation pour laquelle on a résonance est

B
0, = 120, Elle dépend donc de la masse de la parti-
m

cule. Si on se place a la bonne fréquence pour le champ
électrique, on pourra sélectionner les particules qui
s’écartent de I’hélice initiale, et ainsi réaliser une sépara-
tion isotopique.

6 1. On applique le principe fondamental de Ia
>

>
dynamique : m% = -eb- %3 Léquation différentielle
) d? 7 e
du mouvement de ’électron estdonc | — += = ——F
dt = m
72
2. En régime permanent, T 0, il reste donc uni-
=1 et
quement|?v = ——
m
>
La mobilité des électrons étant définie par 7 = pE, on
obtient aisément | L = —%E

3. La solution générale de 'équation différentielle du
mouvement de I’électron est la somme de la solution

générale de I’équation homogene associée, de la forme
t

= = . . 5N = .
Ugg = Uge 7, et d’'une solution particuliere, ¥gp, qui
correspond ici au régime permanent décrit a la question
précédente :

Le temps T qui apparait est donc un temps caractéristi-
que du régime transitoire. On D'appelle également
temps de relaxation. Graphiquement, c’est I'abscisse de
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Pintersection de la tangente a I’origine avec ’asymptote.
Lévolution de la vitesse avec le temps, dans le cas d’'un
vecteur vitesse initiale colinéaire au champ électrostati-
que, est représentée sur la figure suivante.

AN.: 1 =3,0-10"1s
4. Le vecteur densité volumique de courant est lié a la

. . S >
vitesse des particules chargées par la relation j = ngv,
ou 7 est le nombre de particules par unité de volume. On

a ici des électrons ¢ = —e, et leur vitesse en régime per-
et U 2 nety
manent est 7 = — <Y E. On en déduit que|j = neTE
m m
. . = = .
La conductivité locale étant définie par j = oF, il
2
vient immédiatement | ¢ = 2 *
m
AN.:0=62-107 Q1.m"1,
Remarque : 'énoncé fournit une densité particulaire

exprimée en électrons par cm?, il faut bien penser a

faire la conversion.

N
7 1. a. Le vecteur densité volumique de courant ] est

>
relié a la vitesse des particules par la relation J = nqz_)),

ou ¢ est la charge des particules considérées et nla den-
sité volumique de particules libres. On considére ici des

électrons (¢ = —e), par conséquent|s = —— ]

b. On suppose que le courant électronique n’est pas per-
turbé par P'introduction d'un champ magnétique. Cela
suppose I'apparition d’une force électrostatique qui vient
compenser la force magnétique subie par les électrons.

>
On doit avoir ﬁ = —e(E>H+3/\§) = 0. Par consé-

> -

> S50 1 2
quent En = -0 A B et| En = ;(;JAB

c. On afz]?x et B = B?z. Il vient donc :

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

2. a.On obtient la différence de potentiel entre les
deux extrémités de la plaque en faisant circuler le
champ électrique de Hall sur la largeur de la plaque :

1’ 1’
Uy = V(1)-V(1") = j —dV=_|' —gradV’ - dy?,
1
J EH dye —I - y——J—BX( b).

Il vient |Uy = ‘%’

b. Le courant / total qui parcourt le milieu est le flux de 7
a travers une section droite de la plaque, de surface bh.
IBb _ 1
bhne ~ neh

. . 1
reconnait la forme demandée, avec | Cyy = —
ne

On a donc I = Jbh et Uy = IB. On

c. Lapplication numérique donne
n=16-1022 e--m=3 et Uy = 0,125 V.

3. a.la grandeur G représente la conductivité du

milieu.
= > =
b. On écrit £ = Ey;+ £’, on aalors :
= = = = = =
J =ock =o(E- E),avecEHzn—e]/\B.
|| . .
Comme Cy = o il vient immédiatement :

f = (S(E— CH]_)/\ ]_3))

4. La figure suivante représente les vecteurs demandés
ainsi que les équipotentielles du champ électrostatique,
en présence d’'un champ magnétique extérieur (2 gau-
che) ou en son absence (a droite).

Ligne équipotentielle Ligne équipotentielle

y

///%' * j/c = E
- > X - >

N Cyd A BL >

E
CyJB
5. D’apres les figures précédentes, tan = HJJ . On

c

obtient donc Langle 6 ne dépend donc
que du champ appliqué B et du semi-conducteur étudié,
par 'intermédiaire de Cyy et 6 qui sont des caractéristi-

ques de ce dernier.

Remarque : on peut, en mesurant la tension Uy créée,
connaitre la valeur du champ magnétique B. Cela est
mis en application dans les sondes a effet Hall.
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/ — Distributions de courants

Avant la colle
—‘-—--.._____-'

Tester ses connaissances

» Corrigés p. 71

‘ 1 On a vu que la charge se conserve, en
régime stationnaire. Que peut-on en déduire

sur le vecteur densité de courant j ?
] ~
a. j aun flux conservatif.

9
D b. j est uniforme.

[ e. Le courant électrique est le méme a tra-
vers toutes les sections d’un tube de courant.

‘ 2 Quel est le lien entre I'intensité du courant /
et le vecteur densité volumique de courant ?

ar=(ffjac [lw.1=[[j a3
Dc.]:jj’-d?

P 3 La densité volumique de charges mobiles p,,
est égale a la densité volumique de charges p.

D a. Vrai. D b. Faux.

Savoir appliquer le cours

» Corriges p. 71

i 1 On consideére les distributions de courant
suivantes, donner dans chaque cas leurs
symétries et invariances.

1. Fil infini, d’axe (0z), parcouru par un

courant /.
2. Deux fils infinis paralleles, d’axe (0z),
d’équations respectives x = —a et x = g,

parcourus par le méme courant /.
3. Méme distribution, mais les fils sont par-
courus par des courants opposés /et —1.

D 2 Soit une spire d’axe (0z) contenue dans le
plan (x0y), de rayon R et parcourue par un
courant /. Donner les symétries et invarian-

ces de cette distribution de courants.

P 3

Le cuivre est un métal conducteur qui peut
étre modélisé par un réseau solide de cations

cuivre, de densité volumique de charges p,
et d’un gaz d’électrons de densité volumique
de charges p_.

Un fil de cuivre parcouru par un courant se
déplace dans le référentiel du laboratoire.
Dans ce référentiel, la vitesse du solide en M

%
est V(M), etlavitesse moyenne des électrons

9
est V(M) +0(M), ou 0(M) est la vitesse
relative des électrons par rapport au solide.

1. Le cuivre étant un matériau neutre, quelle
relation lie p, et p_ ?
2. Comment s’exprime la densité volumique

9
de courant j en fonction des vitesses et des
densités volumiques de charges ?

© Nathan, classe prépa
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7o)

s’entrainer

5 min

1

Cavité cylindrique

> Corrigé p. 72

Un cylindre infini d’axe (0z) et de rayon R est par-
couru par un courant volumique uniforme de den-

sité 7 = jé,. Ce cylindre est percé d’une cavité
cylindrique, d’axe (0,z) et de rayon R; < R.
Quelles sont les invariances et symétries d’une
telle distribution ?

2)

Circuit carré

Considérons un circuit carré

{AI(O’ a,O) 5 A2(O,O> d) 5 A3(07 —a,O) 5 A4—(0’O> _a)}’
parcouru par un courant /.

Déterminer les symétries et invariances d’une telle
distribution.

3)

Tronc de cone

On enroule jointivement un fil de cuivre sur un
tronc de cone d’axe (0z), de sommet S et de
demi-angle au sommet o. Les rayons extrémes de
I'enroulement sont R, et R,. Ce circuit est par-
couru par un courant /.

Quelles sont les invariances et symétries de cette
distribution de courant ?

5 min
> Corrigé p. 72

5 min
> Corrige p. 72

4) 5 min

> Corrige p. 72
Hélice
On consideére une hélice définie par les équations
suivantes : x = Rcos®, y = Rsin®, z = _g_g,

avec 0 variantde 0, a0, .

Cette hélice est parcourue par un courant filiforme
d’intensité L

1. Donner les éléments de symétrie d’un cylindre
infini de méme axe (0z), de méme rayon R, et de

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

vecteur densité surfacique de courant uniforme
2

Js = Jste

2. Lhélice infinie (8, —> - et 0, — +)
posseéde-t-elle les mémes invariances ?

3. Qu’en est-il de I’hélice finie ?

5)

Sphere de Rowland

Une boule de polystyréne (matériau non conduc-
teur), de centre O et de rayon R, a été chargée uni-
formément en surface, et porte la densité
surfacique ©. Elle est mise en rotation autour d’un
de ses diametres, noté (0z), avec la vitesse angu-
laire ® constante.

10 min
> Corrigé p. 72

1. Etudier les symétries de la nappe de courant
obtenue.

2. Calculer le vecteur densité surfacique de cou-
9

rant j.

3. Calculer l'intensité de cette distribution relative

a un demi-cercle méridien.

6)

Boule de Rowland

Une boule de polystyréne (matériau non conduc-
teur), de centre O et de rayon R, a été chargée uni-
formément en volume, et porte la densité

10 min
> Corrigé p. 72

volumique p. Elle est mise en rotation autour

d’un de ses diametres, avec la vitesse angulaire

9

0 = (DZZ constante.

1. Etudier les symétries de cette distribution de

courant.

2. Calculer le vecteur densité volumique de cou-
9

rant j associé a cette distribution.

3. Calculer I'intensité de cette distribution relative a
un demi-disque dont le diamétre s’appuie sur (0z).

© Nathan, classe prépa



Tester ses connaissances

b 1 Réponses a. et ¢. En régime stationnaire, la charge
contenue a travers une surface fermée se conserve,
intensité qui traverse cette surface est donc nulle, le
flux sortant du vecteur densité volumique de courant
est donc nul. II est a flux conservatif. On en déduit
que le flux a travers une section droite d’un tube de
courant, c’est-a-dire I'intensité, est une constante.

2 Réponse b. Attention, Pintensité est le flux du
vecteur élément de courant volumique a travers une
surface. On « compte » le nombre de charges pas-
sant par unité de temps a travers cette surface, pas le
nombre de charges contenues dans le volume.

b 3 Réponse b. Clest a priori faux. La densité volumi-

que de charges mobiles ne fait intervenir que les
charges mobiles, et qui participent donc au courant
électrique. S’il existe des charges fixes (réseau d’ions
dans un cristal par exemple), elles n’interviennent
pas dans l'intensité du courant.

Cela étant, il se peut que toutes les charges de la distri-
bution soient animées du méme mouvement d’ensem-
ble (courant de convection par exemple), auquel cas, il
n’y a pas lieu de distinguer entre charges mobiles et
charges « tout court ».

Savoir appliquer le cours

T Dans les trois différents cas, les distributions pré-
sentent une invariance par translation le long de
Paxe (0z).

1. Pour un fil infini unique, il y a en outre invariance
par rotation autour de (0z). Tout plan contenant
(0z) contient le fil et est donc plan de symétrie pour
la distribution. En revanche, tout plan perpendiculaire
a (0z) est plan d’antisymétrie de la distribution.

2. Pour deux fils parcourus par un méme courant, il
n’y a plus d’invariance par rotation autour de (0z),
mais on conserve certains plans de symétrie. Les
plans (y0z) et (x0z) sont tous deux plans de symé-
trie de la distribution, et les plans perpendiculaires a
(0z) sont toujours plans d’antisymeétrie.

3. Lorsque les deux fils sont parcourus par des cou-
rants de sens opposés, le plan (¥0z) qui contient les
fils demeure un plan de symétrie de la distribution,
mais le plan (y0z), médiateur des deux fils, devient
plan d’antisymétrie. Les plans perpendiculaires a
(0z) restent plans d’antisymeétrie de la distribution.

2 Le plan (x0y) contenant la spire est évidemment
un plan de symétrie de la distribution de courant. La
distribution est en outre invariante par toute rotation

autour de I'axe (0z). Tout plan contenant I'axe (0z)
est plan d’antisymeétrie de la distribution.

31 Puisque le cuivre est un matériau neutre, il faut
que la charge totale portée par le solide soit nulle.
Cela impose que les densités volumiques de charges
des cations et des électrons soient opposées :

2. 11 y a deux types de porteurs de charges, les
-

cations, de densité volumique p, et de vitesse V,
liés au solide, et les électrons, de densité volumique

) 2.3 o .
p_ et de vitesse V' +v. La densité volumique de
courant est donc :

2 > =2 2 >
J= QPiti=pVp (V +0)

2 > >
= (ps+p )V +p.v=p_v.
Seuls les électrons, donc la vitesse relative par rap-
port au solide est non nulle, participent a la conduc-
tion du courant électrique. La densité volumique de
courant est donc :

2 >
J =pv

e —— S
v
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S’'entrainer

) 1 Cette distribution présente une invariance par transla-

72

tion d’axe (0z). En labsence de cavité, on aurait en
outre une invariance par rotation qui n’est pas vérifiée ici.
Tout plan perpendiculaire a 'axe (0z) est plan d’antisy-
meétrie pour la distribution. Mais des plans contenant
(0z2), un seul présente une propriété intéressante du
point de vue de la distribution, c’est le plan contenant
aussi 'axe (0,z2) de la cavité. Il s’agit d'un plan de
symétrie de la distribution.

2 Le plan (y0z) contenant le circuit est évidemment
plan de symétrie de la distribution. Le circuit carré est
également invariant par rotation discréte autour de I'axe

(Ox) d’angle un nombre entier de fois g

Le carré lui méme présente 4 plans de symétrie, que sont
les plans (x0z), (x0y), et les plans bissecteurs, d’équa-
tions respectives y=zety=-z2 Tous ces plans sont
des plans d’antisymétrie pour la distribution de courant.

3 Une telle distribution de courant présente une inva-
riance par rotation autour de l'axe (0z). Tout plan
contenant I'axe (0z) est plan d’antisymétrie. Il n’y a
pas d’autre symétrie remarquable.

4 1. Cette distribution présente une invariance par
translation d’axe (0z), et une invariance par rotation
autour de (0z). On a une distribution de courant a
symétrie cylindrique. Tout plan contenant (0z) est plan
d’antisymétrie pour la distribution de courant et tout plan
perpendiculaire a (0z) est quant a lui plan de symétrie.

2. Pour une hélice infinie, 'invariance par rotation est
perdue de méme que I'invariance par toute translation
d’axe (0z). Subsiste une invariance par translation dis-
crete d’axe (0z), d’un nombre entier de pas de I'hélice.

3. Lhélice finie ne présente aucune symétrie particu-
liere, puisque méme I'invariance par translation discréte
est perdue.

5 1. Le support est & symétrie sphérique, mais pas la
distribution de courant. Les charges sont mises en mou-
vement dans des plans paralléles au plan équatorial de
la spheére, on a donc seulement un axe de symétrie de
révolution, 'axe (0z). Il y a invariance par toute rota-
tion autour de (0z). Les plans contenant (0z) sont des
plans d’antisymétrie de la distribution, et le plan équato-
rial, normal a (0z), est un plan de symétrie.

2. Un point P de la sphére est repéré par ses coordon-
nées sphériques (R, 6, ¢). Il est animé d’un mouvement

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

circulaire uniforme dans le plan de normale ¢,, de centre
la projection de Psur 'axe (0z) etderayon r = Rsin®.
Sa vitesse est longitudinale :

B(P) = Rsin®we .
Le vecteur densité surfacique de courant j, est donc

=
j, = 6B(P) = GORsin6,

3. Lintensité de cette distribution de courant est le
«flux » du vecteur densité surfacique de courant a tra-
vers un demi-cercle méridien. Il faut donc intégrer le
résultat précédent, pour 6 variantde 0 a m:

> N m
= J.jx (d€2,) = I GoRsin® - RO,
0
ou df = RdO est I'élément de longueur du demi-méridien.

¥
= cmRQJ 5in0d6 = 6w R - cos]’ = 260 R2.

0

6 1. Le support est a symétrie sphérique, mais pas la
distribution de courant. Les charges sont mises en mou-
vement dans des plans paralléles au plan équatorial de
la sphere, on a donc seulement un axe de symétrie de
révolution, 'axe (0z). Il y a invariance par toute rota-
tion autour de (0z). Les plans contenant (0z) sont des
plans d’antisymétrie de la distribution, et le plan équato-
rial, normal a (0z), est un plan de symétrie.

2. Un point Pde la sphére est repéré par ses coordonnées
sphériques (7, 6, @). Il est animé d’un mouvement circu-
laire uniforme dans le plan de normale ¢,, de centre la
projection de Psur I'axe (0z) et de rayon d = rsin6. Sa
vitesse est longitudinale : 7(P) = rsinf® ?q,.

5
Le vecteur densité volumique de courant j est donc :

N
J = pU(P) = pwrsinegq,

3. Lintensité de cette distribution de courant est le flux
du vecteur densité volumique de courant a travers un
demi-disque méridien. Il faut donc intégrer le résultat
précédent, pour 0 variant de 0 a m et rvariantde 0 a R:

= N m R
= JJ] -(dSéy) = .[ I pwrsin® - rdrd6,
0vo

ou dS = rdrd6 estl’élément de surface du demi-disque
meéridien. Il vient :

T & m r3 & 2 g
= pwj sinedej r2dr = po[ - cosG]o[—} =SpoOR3.
0 0 31 3

pOR3

=2 3
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8 — Champ magnétostatique

Avant la colle
—‘-—--.._____-'

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 77

k 1 Parmi ces affirmations, laquelle est fausse ?

D a. Les lignes de champ magnétostatique sont
des courbes fermées.

|| b. Deux lignes de champ magnétostatique
peuvent se couper.

c. Leslignes de champ magnétostatique diver-
gent a partir des sources du champ.

D 2 La perméabilité magnétique du vide i, est
un coefficient sans dimension.

D a. Vrai.
D b. Faux, son unité est le kg - m - s2 - A2

[ €. Faux, son unité est le kg -m!.s?- A2

D 3 Quelle est I'unité du champ magnétostatique ?
| | a Letesla (T).

b. Dampére par métre (A - m™).

c. Le gauss (G).

D 4 Le champ magnétostatique en un point d’un
plan d’antisymétrie de la distribution de
courant est :

[ a. normal au plan.
|| b. contenu dans le plan.

Savoir appliquer le cours

» Corrigeés p. 77

‘ T Calculer le champ magnétostatique créé par
une spire d’axe (0z), de centre O, de rayon R,
parcourue par un courant 7,

1. au centre O de la spire.
2. en un point M de 'axe (0z).

3. en déduire le champ magnétostatique créé
en un point A de son axe (0z) par une bobine
circulaire constituée de Nspires accolées, dont
I’épaisseur ¢ reste négligeable devant le rayon
R des spires.

D 2 Un solénoide est une nappe cylindrique de
courant, d’axe (0z), de longueur € et gle

rayon R. La densité surfacique de courant js

%
est orthoradiale : js = jg¢q.

1. Calculer le champ magnétostatique créé
en un point M de 'axe (0z) par cette distri-
bution.

2. En déduire le champ magnétostatique créé
en un point M de I'axe (0z) intérieur a un
solénoide de longueur infinie.

3. Pratiquement, on réalise un solénoide
grace a N spires jointives d’axe (0z). On
note n = % le nombre de spires par unité de

9
longueur. Comment s’exprime js en fonc-

tion du courant / qui circule dans les spires ?

© Nathan, classe prépa
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7|

s’entrainer

1 ) 15 min

Disque de Rowland

Un disque de centre O et de rayon R, chargé uni-
formément ( 6 > 0) est mis en rotation a la vitesse

angulaire ® constante autour de son axe de révo-
lution (0z).

> Corrigé p. 79

(o) o R

1. Rappeler le vecteur densité surfacique de cou-
rant ainsi créé en un point P(r) du disque.

2. En décomposant le disque en spires de courant

élémentaires d’épaisseur dr exprimer le champ
ﬁ

élémentaire dB créé au point M de 'axe Oz.

En déduire le champ résultant au point M.

Cas particulier : que vaut le champ Benz=0?

2)

Circuit semi-circulaire

On considére le circuit représenté sur la figure
ci-aprés constitué de deux fils semi-infinis reliés
par une semi-spire circulaire de centre O et de
rayon R. Le circuit est contenu dans le plan (x0y)
et est parcouru par un courant /.

Calculer le champ mangétostatique B au point O.

15 min
> Corrige p. 79

i

3)

Bobine plate

Considérons une bobine plate comportant N spi-
res jointives concentriques dont le rayon évolue
entre R, et R,.

15 min
> Corrigé p. 79

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

Déterminer le champ magnétostatique produit en un
point M de I'axe (Oz) de cette bobine, en fonction
de I (intensité du courant parcourant les spires), R,
Ry, 6, et 6, (angles sous lesquels les rayons R, et
R, sont vus du point M).
tan (9 + E)
2 4

Nota : on donne J.c(ci)ge

)

Sphére bobinée

Une spheére de rayon R et de centre O est recouverte
d’un grand nombre de spires N parcourues par un
méme courant d’intensité L Calculer le champ
magnétostatique créé au centre O de la sphere par
cette distribution de courant dans les deux cas
suivants :

=1In

15 min
> Corrigé p. 80

a) b)

1. les spires sont jointives (figure a) ;

2. les plans des N spires sont équidistants suivant
(0z), et les spires ne sont plus jointives (figure b).

5)

Circuit carré

40 min
> Corrigé p. 81

. . ; a
Considérons un circuit carré AI(O, 3 Q) ;
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a a a a a a
AQ(()’ _5’ i) 9 A3(07 _55 _Q) ) A4(O> 55 _Q)ﬁ de

coté a, de centre O, situé dans le plan (y0z) et
parcouru par un courant /allant de 4; vers 4.

-
1. Déterminer le champ magnétostatique B créé
au point O.

2. Déterminer le champ magnétostatique B créé
en un point M de I'axe du carré.

3. Calculer le champ sur I'axe (Ox) d’un polygone
régulier a N cotés. On notera R la distance 04;.
Considérer le cas ou Ntend vers I'infini.

6)

Cone bobiné (d'aprés ENAC)

On réalise un bobinage en enroulant sur un tronc de
cone, jointivement suivant la génératrice, N spires
d’un fil de cuivre de diametre « et de résistivité p .
Le tronc de cone de sommet S, de demi-angle au
sommet o, est caractérisé par les rayons r; et
79 > 1, de ses deux bases.

30 min
> Corrigé p. 83

Chaque spire est repérée par sa cote z qui mesure
la distance qui sépare son centre de . On désigne
par rle rayon de la spire située a la cote z

1. Exprimer le nombre N de spires qui constituent
le bobinage en fonction de r;, 7y, aet o.

2. On désigne par dN le nombre de spires dont
la cote est comprise entre z et z+dz. On consi-
dere que ces dN spires ont la méme circonférence
et qu'elles créent le méme champ magnétique.
Exprimer dN.

3. Larésistance R d’un fil de résistivité p, de section s
et de longueur { est donnée par la relation :

R = PL
s

Calculer R pour I’ensemble du cone bobiné.

4. Le bobinage est parcouru par un courant /dans
le sens représenté sur la figure. On désigne par L,

la permeéabilité magnétique du vide. Calculer le

champ magnétique B crééen § par la totalité du
bobinage.

7

Champ d’une hélice (d'aprés ENS Cachan)
Soit un circuit dont la forme est celle d’une hélice

30 min
> Corrigé p. 83

circulaire d’axe (0z). Elle est parcourue par un
courant /, et comporte 2N tours complets. Le pas
de I’hélice est noté p et elle est rapportée a un

repere (0, x, y, 2).

Son équation parameétrique (parametre : 0) est :

x = Rcos6
= Rsin6
»
< 2T
Les spires sont réparties entre la cote z; = —pN et

la cote 2z, = +pN. On recherche la composante
du champ magnétostatique B,(0) suivant I'axe
(0z) au point O (origine) créée par les 2N spires
de cette hélice.

1. Exprimer dB,0), composante axiale du

ﬁ
champ élémentaire dB(0) créé en O par I'élé-

— —
ment de courant dC = /d€ en fonction de R, 0,
I-LO’ Iet p
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s’entrainer

2. Calculer B,(0) composante axiale du champ
magnétostatique résultant au point O, par I'intégra-
tion de 'expression précédente. On pourra faire le

~ ivant: u = L
changement de variable suivant : u = o RG.

Exprimer B,(0) en fonction de W, 1, p, Net R.

3. Si on remarque que la longueur du circuit héli-
coidal est L = 2pN, montrer que 'expression de

a

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

B,(0) peut se mettre sous la forme:
B,(0) = Byf(R,N,p) ou B, est le champ
magnétostatique au centre d’un solénoide de lon-
gueur infinie. Préciser f(R, N, p) .

4. Pour quelle valeur de R peut-on considérer que
festégalala 10-2 pres?

AN.: N =150; L = 0,50 m.
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Tester ses connaissances

k 1 Réponses c. Les lignes de champ magnétiques peu-
vent en effet se couper, il suffit qu’en ce point, le
champ soit nul, mais en revanche, les lignes de champ
ne peuvent diverger a partir des sources, ce qui impose
qu’elles soient fermées (éventuellement a I'infini), on
reviendra sur cette propriété au chapitre suivant.

2 Réponse b. a une dimension, il s’exprime
P Ko ) P
dans le systéme international en kg - m - s+ A2,

b 3 Réponses a. et c. Le champ magnétique s’expri-

merait en A - m™! si |, était sans dimension, ce qui
est faux. Lunité du systéme international est le tesla,
mais on utilise parfois le gauss, qui est plus adapté a
décrire des champs de I'ordre de grandeur du champ
magnétique terrestre. Ona 1 T = 10* G.

4 Réponse b. Le champ magnétique est contenu
dans un plan d’antisymétrie de la distribution qui le
crée, et est normal a un plan de symétrie de la distri-
bution qui le crée.

Savoir appliquer le cours

T Analysons les symétries de la distribution de courant
étudiée. Laxe (0z) est axe de symétrie de révolution
de la distribution, par conséquent, on va travailler en
coordonnées cylindriques, et le champ magnétique ne
peut dépendre de la coordonnée 6.

Ona ﬁ(r, 6,2) = ﬁ(r, 2).

En un point M de 'axe de révolution, comme tout
plan contenant I'axe est plan d’antisymeétrie de la dis-
tribution de courant, le champ magnétostatique en M
appartient a I'intersection de ces plans, il est donc
porté par?z : g(M) = Bz?z.

Comme en outre en un point de 'axe r = 0, il reste :

B(M) = B,(2)2,

1. D’apres la loi de Biot et Savart :
>
=4 _U-OJ' Idf/\ltP—)O'
spire _)POZ
Puisqu’on calcule le champ B au centre O de la

spire, tous les points de la spire sont situés a la méme
distance Rde O: r = PO = R.

%
On a de plus #p—0 = ¢, et d¢ = RdO7,, de telle

EY I >
sorte que d€ A dp0 = dlé,.
Par conséquent :

ol > Hol >
B = = ——(2 .
- il 4,21 - e
. 3 uol
On obtient :| B(0) = ﬁgz

2. On cherche maintenant le champ en un point de
l’axe. D’aprés l'analyse de symétrie, le champ
magnétostatique en un point de I'axe de symétrie de
la distribution de courant est porté par celui-ci. II
nous suffit donc de calculer la composante axiale du
champ élémentaired B, :

BJ(2)=B(M)-2,= Uﬁ)@ = Uﬂ;@) = Ide-

— I — —
OnadB = f—"%ﬁd€ A, avec d€ et orthogonaux.

P

—
N
Id, a dB
R r
o

o z M z

Champ d’une spire en un point de son axe

S . T3 2 T
D’apres la figure ci-dessus, (dB, ¢,) = 5~ o

Par conséquent :
—

— —
a2, = |aB| cos(g - oc) - |aB sina.
Wold€

4mr?
mémes pour tous les points de la spire, la sommation
ne porte donc que sur d¢, et:

sinot. 7 et oo sont les

On a donc dB, =

> Kol sinoc( 2nR )_> Wolsino
B(M) = le, = 2T RY,.
(M) 4dnr? ,[0 b 4dmr? %
R
Comme en outre, r = ——

sino.’
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corrigés

g 3 Mol o 5
il vient | B = ﬁsm Oce B(O)sm

1. Silabobine est constituée de N spires accolées et si
son épaisseur totale est négligeable devant le rayon
des spires, cela veut dire que du point M on voit toutes
les spires sous le méme angle o et que I'on peut consi-
dérer que toutes les spires ont pour centre commun O.
D’apres le principe de superposition, on a donc en un

point de I'axe de la bobine §(M) = Nﬁl spire (M).

En appelant 1_9)(0) le champ créé par la bobine en
son centre, il vient :

> woNI

BM) = =55

N
sin3 OLE)z = B(0)sin’o.

D 1 Le solénoide circulaire présente un axe de révolu-
tion, ici (0z). Le champ en un point de cet axe est
donc porté par I'axe, et ne dépend pas de la coor-
donnée 6 (invariance par rotation autour de (0%)),
il est axial : E(Me (02) = Bz(z)gz.

1. Pour calculer le champ résultant de cette distribu-
tion de courant, on va découper le solénoide en por-
tions élémentaires, d’épaisseur dz, que l'on va
assimiler a une bobine plate (voir figure).

Cette bobine élémentaire est parcourue par un courant

2 >
dl = js-(dzéy).
Elle crée donc, d’aprés I'exercice précédent, un champ
magnétostatique en M :

1

0 - 307
°R sin®0¢,,
est vue la bobine élémentaire depuis le point M (voir
figure).

d_B>(M ) = 6 étant I'angle sous lequel

d/ Js
6
0 8
Y’ z
®
dz
Champ d’un solénoide fini

_ R _ -de
Ona z = el donc dz = R(sirﬂe)'
Par conséquent,
Thon - s p(=do
dB(M) = ok R( 76

. 307
)sm 0¢,

MO]S( 5in0)de?, = ”‘)]Sd(c 50)7,.

Ho] s

1l vient finalement B(M) ——=(cos0, — cos Gl)e

ou 0, et 6, sont les angles sous lesquels les faces
d’entrée et de sortie du solénoide sont vues depuis le
point M.

Remarque : le champ du solénoide est pratiquement
uniforme a I'intérieur de celui-ci, et ce d’autant plus
que le solénoide est long.

2. Pour un solénoide trés long, en un point intérieur
au solénoide, I'angle 0, sous lequel on voit la face
d’entrée tend vers © et I'angle 0, sous lequel on voit
la face de sortie tend vers 0.

On adonc B, (M) = MO]S

et | By (M) = lyjs

Cette propriété est mise a profit lorsqu’on cherche a
créer expérimentalement un champ magnétostatique
quasiment uniforme.

——=(cos0 - cosm)

3. Le solénoide est composé de N spires jointives,

avec une densité n = parcourues par un courant /.

N
e bl
Pour une tranche d’épaisseur dz, il y a donc
dN = ndz spires. On peut assimiler cette portion de
solénoide a une bobine plate unique, parcourue par un
courant d/ = /dN = nldz.

On fait le lien avec la modélisation de la distribution
par une nappe surfacique en écrivant que les cou-
rants sont équivalents. On a par conséquent
dl = jgdz = nldz, et:

Js=nl

On retrouve alors pour le solénoide fini un champ
B(M ) = 2

infini le résultat classique : B, (M) = pynl.

( cosB, — cosO 1)Ez, et pour le solénoide

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa
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S’'entrainer

) 110na déja calculé le courant équivalent a cette ﬁ— oWz 2 N o)
2 = > - 2 2 2 * Z - ez
distribution :| js = 60 = c0ré, NZ2+ R
Remarque : se reporter pour le calcul a 'exercice n° 1 de Au point 0, on a :
Savoir résoudre 1 ices » du chapitre 7. % HoOW/ 22 o o
« Savoir résoudre les exercices » du chapitre /. B(O) ) Z + 2+ R2-2z ? R
2 2+ p2 ®
2. On décompose le disque en spires élémentaires Z+R
d’épaisseur dr (figure a). Chaque spire élémentaire est = UyCOR
alors parcourue par un courant élémentaire d/ donné 2 =0, donc | B(0) = 9 %
par le « flux » du vecteur densité de courant surfacique a
travers une « section » dr. ) 2
> La distribution de courant proposée ne présente
Onadl = j,-dré, = cordr. Prop P

aucune invariance particuliére. En revanche, le plan du
circuit, c’est-a-dire le plan (x0y), estun plan de symétrie
de la distribution. Par conséquent, le champ magnétostati-
@ que créé en un point de ce plan, et notamment au point 0,
! (\ est normal au plan de symétrie. Il est donc porté par ¢,.

' 8 On remarque aussi que les deux fils semi-infinis ne par-
( © ‘ Lo ticipent pas au champ créé au point O. En effet, d’apres
® la loi de Biot et Savart, le champ élémentaire créé en O

a) b)

N
par une portion élémentaire de courant /d{ centrée
Disque de Rowland =

—
sur Pest donné par dB = ——
On a déja calculé le champ d’une spire de courant en un

N
. wod? } Ici, pour tout point P du fil, d€ et # sont colinéaires,
point de son axe : dB = —=—sin30d,, ou rest le rayon - . .
2 donc le champ élémentaire créé est nul.
de la spire considérée et o I'angle sous lequel la spire Il nous reste simplement a calculer le champ créé par la
est vue depuis le point ou lon calcule le champ demi-spire.
(figure b).
On aici tano = Z, donc r = ztano et dr = ng .
z cos?a
Par conséquent :
— cor
a = o zdpc sin30lé,
2r  cos? o
HoOWZsinado(l — cos?o)
= ez 1 (0] X
2 cos’o
On reconnait que sinodo. = —d(cosa), etdonc : Lélément de courant peut s’écrire en coordonnées
~ 5 _ Ho0®Z 1 — —
dB = 21— d(cosa)e,. polaires : dC = Id€ = IRd67,.
2 cos?a N &
. > >
Lintégration sur 7 variant de 0 a R se traduit par une On a également PO = R et & = —¢,.
intégration sur o variant entre o, = 0 et o, tel que =
Donc dB(0) = Rd@ee A(=2) = de
- Z 4 RZ
CosOly = ————1
72+ R? Il reste a intégrer pour 6 variantde O a m:
On obtient : R I i
0 B 0
L ooz o [ 1 T\, B(0) = J +22d62, done | B(0) =152,
Bi= ([cos(x]o +[ } )ez 04
2 cosa ]
cmz
= H02 (cosoc2+ ! —2)%
costty ) 3 On va décomposer cette distribution de courant en
On a donc, en un point de I'axe (0z), couronnes élémentaires d’épaisseur dr :
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so‘

Comme on a N spires réparties uniformément sur un
rayon R,—R;, la densité linéique de spires est de

n

- Une couronne d’épaisseur dr est donc
N

Ry - R,

Une telle couronne élémentaire crée en un point A de

l'axe (0z) de la bobine un champ élémentaire

N
~ Ry-R

équivalente a dN spires avec dN = dr.

— nodN7
dB(M) = OQ—r

couronne et o l'angle sous lequel elle est vue depuis
le point M :

. a3 > N
sinfoi,, ou 7 est le rayon de la

(OX

Ry

HZ
T®

On a tano = £ donc r = ztano et dr = zda

cos?0

Il en résulte que :
HoNI  zda 1
2(Ry - R)) cos*aztano
WNI (1= costo)do 2
2(Ry— R)) cosa, z
Lintégration se fait pour o variant entre 6, et 6,.
On obtient :

3 uENI "2(1 ) 5
B(M) = Q(Rz—Rl)J.el i cosa |doe,.

Par conséquent :

.
dB(M)

. g >
sindog,

(92 n)‘

tan| — + —
By = VL | 2 no, - sin, |2
= n sin — Sin €
2(R,~ R) tan(?.u’.‘) S

2 "1

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

} 4 1. Dans cette premiére question, les N spires sont

jointives, et réparties uniformément selon la coordon-
née angulaire 0 variant entre 0 et m. La densité angu-

laire de spires est donc ;E]Y, etona dN = ;E]Yde spires

vues sous 'angle d6.

On découpe la distribution de courant en couronnes élé-
mentaires vues sous 'angle d6 depuis le centre de la spire.
On cherche a calculer le champ magnétostatique élémen-
taire créé en O par cette couronne, vue sous l'angle 6
depuis O, d’épaisseur angulaire d6, et de rayon p = Rsin®.
Le champ élémentaire créé en O par cette couronne élé-
mentaire, constituée de dN spires parcourues par un
courant /est :

oy _WedNI . wNIT >
dB(O) = 2p S Gez = msm Gdeez
_ WNT 9 >
= 27'C_RSIH edeez

Il reste ensuite a intégrer ce champ élémentaire pour 6
variant entre 0 et © afin de décrire I’ensemble de la dis-
tribution de courant. On remarque en outre que :

sin?@ = %(1 — cos(20)).

Lintégration donne donc :

3 MoNT ™ S WNI >
Bo)=t L (1- cos(26))d07, = " (n - 0)7,,
s
car J cos(20)de = 0.
0
. 3 W NI
On a par conséquent : | 5(0) = W?Z

2. Dans cette deuxiéme question, les N spires sont répar-
ties uniformément suivant le diameétre 2R vertical. La

densité linéique verticale de spires est donc %{ et sur une

hauteur dz, ona dN = %{\dz\ spires.

On a cosf = I% donc z = RcosO et dz=-Rsin0d0.

La tranche d’épaisseur dz est équivalente a dN spires
derayon p = Rsin®, vues depuis le point O sous I'angle
0. Le champ élémentaire qu’elle crée en O est donc :

nod NI

dB(0) in3 62
— SIN @
2p

Z

W NI . P
= —4? Xm‘—Rslnede‘ s eez
HoNI

_ .3 >
vy sin30d6¢,

Or sin®0d6 = (cos?6 - 1)d(cosB), donc l'intégration
pour 0 variant de 0 a © donne :

© Nathan, classe prépa



NI ™
§(0) —(Eoa s (cos20 — 1)d(cos0)é.
4R J, z
_ W NIrp LN
= IR [Bcos G—COSGLQ
B uoNl(_g 2)2
T 4R\ 3 g
NI
On a donc dans ce casla | B(0) = HoltSo

3R

5 1. Le circuit est représenté sur la figure ci-apres. Cette
distribution de courant est invariante par rotation discrete

d’angle g autour de I'axe (Ox). Le plan (y0z) du circuit
est plan de symétrie de la distribution de courant. Le
champ magnétostatique en un point de ce plan (et notam-
ment en 0) lui est donc normal :

B(0) = B,(0)2,.

Ay : A,

A, Ay

On remarque que les 4 c6tés du circuit carré vont créer
en O le méme champ magnétostatique, a cause de
I'invariance par rotation discréte d’'un quart de tour
autour de (Ox).

D’apres le théoreme de superposition, on aura donc :

§( 0) = 4§A1A2( 0). On se contente de calculer le champ
créé en O par le segment A, 4, . On utilise la loi de Biot et

— I —
Savart : dB = 4::;02d€ A
—
Lélément de longueur est d¢ = dy?y. On introduit la
—
—
variable angulaire o = (4,4, 7)), on i = g%
Onaalors % = — cos(x?y— sin(x?z,
S L
d’ot d€ At = —dysino,.
E =4 =
n outre, tano = 7 donc y Stnd
do
tdy = —=
& @ 2sin’o.

Enfin, sino = 570 donc 0° a2
On a donc :
7 _ Wol2sina)? ado
dB4,4,(0) = 41‘c( p )QSin%csmae"
I
= H-Q—-sinocdoc?x
2na

Lintégration sur 4,4, se traduit par une intégration sur

o, variant de ~ (en 4;) a %—:—E (en A4,).

4
Ona:
7 3n
E)AIAZ(O) = —%J.: d(cosoc)?x
4

uol 3n N
= —ml(cos = c054) ¢,

ol >
= —%(—ﬁ)eﬁ

D’aprés le principe de superposition, on a donc
27J2n1
B(0) = 4B4,4,0), donc| B(0) = iso Z

2. On cherche maintenant a calculer le champ magné-
tique en un point quelconque de Paxe (0x) (voir figure
ci-aprés). On remarque que les plans (x0y) et (x0z)
sont plans d’antisymétrie de la distribution, le champ
magnétostatique leur appartient, et donc appartient a
leur intersection :

B >

B(M) = B,(x)e,.
Les quatre cotés du carré ont la méme contribution,

d’apres l'invariance par rotation discrete d’angle g
autour de (Ox). On calcule EAIAz(M), et méme plus

=

S =
précisément, on se contente de calculer Ba,4,(M)-¢,,
d’apres les symeétries.

Ay

N
N
<
N
N
N
N
<
N
N
N
N
N
s
N
N

Ag

On a vu que pour un segment parcouru par un courant /

s 9-

le champ magnétique créé s’écrit :
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- 1
B(M) = %(sin%— sin(xl)ﬁ, oll # est un vecteur

unitaire, perpendiculaire au plan contenant le segment
et le point A rla distance de A au segment, et o, et
0y les angles algébriques sous lesquels sont vus les
points 4, et 4, depuis le point M.

Remarque : voir exercice n° 1 de « Savoir résoudre les
exercices »

Ici, le point M est situé a égale distance de A4, et A4y,

_ = _ P-_()I .
donc o, = -0, et B(M) = Gy SO

Définition des notations utilisées

On a en outre, comme on peut le voir sur la figure

2
ci-dessus : sine. = ———, r = (‘_l) + x2
24, M° 9 ’

2 ®
. a /a .
2 = 2
?+|=| = [=+«x
(2) 2 ’
a

> 2
et#-é, = cos® = —

2r
Ol’l a par conséquent 5

AM =

3 5> Ml a a
Baa(M)-¢. = 53 M2r
= wola? 1 1
BA1A2(M)'?x = 08717 7 5
—+a2 (X 0
473
= Wola? 1
Baa,(M) - ¢, =
o Mom (a2 + 4x2) Ja? + 242
Au total :
22101 a?
BM) -2, = 4(Baa,(M)-2,) = = 4[:?’ ”z —-
n(a?+ 4x2)Ja? + 2x
221 a2 5

B

= ¢
n(a? + 4x%) Ja® + 2x? *

3. On va refaire ce calcul pour un polygone a N
cotés. Les symétries de la distribution sont similaires,
il existe une invariance par rotation discréte d’angle

2Wn autour de (Ox). Le champ en un point de I'axe

(Ox) est donc porté par cet axe. Chaque coté du

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

polygone y contribue de la méme fagon. On aura
B(M) = N(Baa,-2,)2,.

On calcule donc d’abord la contribution du seul seg-
ment 4,4, (voir figure ci-apres).

Comme dans la question précédente, on utilise le
champ magnétique créé par un segment :

3 Hol .
BAIAQ-ZC = %smacos&
A, A,
PR - 2 — P24 42
On aici sino = AN avec 4, M? = R? + x?,
et A{4y = 2Rsinf, ou B = %

H
D’autre part, cos6 = TO, avec :

HO = RcosP = Rcos%, etr = [R2cos? %+x2.

P
BN G
V4

A

Par conséquent, on obtient :

b T
M__O__I Rsin RCOSN

21 [R2 4 42

B >
Baa,(M) - ¢, = P
%2 + R?cos’ 3y
T I
ol R%sinjjcos

T/ 5 5 T : :
(xz+RZcosZ N)A/Rl+x1

Pour I’ensemble du circuit, on trouve :
B(M) -2, = N(Ba,a,(M)-2,), donc:

Baay(M) -2, =

T W
NI R?sin 37 cos 7
§(M) _Ho N*°N

N
4

T T *
(xQ + R2cos? N)A/RQ + x2

Lorsque Ntend vers I'infini, sin IEN - %
et cos%—) 1, donc :
2 T
wyi By

N
B0 = "gn vy
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R 3
On trouve done B(M (—) G
(M) = 2R\ Rz 2)
On reconnait le champ créé en un point de son axe par
une spire de courant de centre O et de rayon R, parcou-

rue par un courant /, vue sous I'angle ¢ depuis M, avec

JRZ + 52
polygone régulier tend vers un cercle lorsque le nombre
de ses cotés tend vers I'infini.

sing = On pouvait s’y attendre, puisqu’un

) 6 1. Notons L lalongueur de la génératrice, le nombre de

spires bobinées sur le cone est N = é’ puisque le diame-

TR : Ty=0n
tre du fil utilisé est a. Oron a sino. = 7
To—T
d’ou =21
asino.

2. Une hauteur dz correspond a une longueur dL le
long de la génératrice, avec coso. = d—z

La longueur d L contient dN = ]\Z[dL spires donc on a :

an = 1.4z

acosa
On a donc dN=_dZ_=_‘?1L , car tano, = dr,
acoso.  asinol dz

3. Le ﬁl a pour diametre a et donc pour section

na’
$= = La résistance élémentaire des dN spires de

rayon 7, et donc de périmetre 2mr est par conséquent

€ dr 8mr

donnée par dR = de; = pasinam. La résistance

totale pour 'ensemble du bobinage est donc :

R= Jd (rdr
a’sino,
On obtient : | R = _4p ( r)
a3sino. Z 1

4. Une tranche élémentaire de cone d’épaisseur dz,
constitué de dN spires de rayon 7, parcourues par un
courant /, crée au sommet du céne un champ élémen-

taire (?B(S) = o

37 ~
sinfoé,, ot o est I'angle sous

2r
lequel est vue la spire depuis le point S.

Toutes les spires sont vues sous le méme angle, le demi-
angle au sommet du cone, l'intégration se fait donc
simplement :

B)(S) _ J-C?B(S) _ TZHOI dr

27 asinao

. =
sin® oz,
n

Le champ créé au sommet du cone par ce bobinage est

donc

B(S) =

Wo/ sin?a
————1In

2a

T

Ty
—=¢

&

7 Lhélice finie ne présente pas d’invariance particu-
liere, ni de symétrie intéressante du point de vue du cal-
cul du champ magnétostatique en O. On se contente
donc du calcul direct.

1. D’apres 1’expressi0n de la loi de Biot et Savart,
— PO
im POlde " PO

On travaille en coordonnées cylindriques :

0P = RZ +é’ done |PO| = |R2+ (1’9)2.
TC

Attention le vecteur ¢, voit sa direction varier lorsque

N
ona dB(0) =

Pon parcourt I'hélice : d¢, = d62,.

_
e N pdea P_O_L_ »_[7_99)
dl = Rd0z,+ L2302 et 27 - PO( - £22,).

On a donc :

— PO 1 (g _ Rpodo., dee»)
denpo = PO(R d67, - == - ==

On s’intéresse uniquement a la composante axiale du
champ créé en O, soit dB,(0).

wol

= In PO*dee

—
On aalors dB,(0) = dB(0) - ¢

Par conséquent :

de(O)z%fQ(R @’2)) 2 do

i On en déduit du = [JdG

2. On pose u = IR

~ 9nR
Exprimons dB,(0) en fonction de . On a:

1o R2d6

4R(R2+(g_g)2)3

2nRdu

dB,(0)

Hol R

sni(1+(£5) )5

ol du

B
p(1+u2)5

Il reste a intéger cette expression. On remarque que

; est une primitive de

1 E)
(1+u2)? 2

(1 +u?)

© Nathan, classe prépa
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En effet,

u , 1 2u + 1
L I ) 3
[(1+u2)2j [ (1+u2)2J (1 +u?)?

B[ —

-+ (1 +u?) 1
B R 3
(1+u2)? (1+u?)?
I
On a donc dB,(0) = %id{m-’fwﬂ.
(1+u2)?
Lintégration se fait pour z variant entre
z =p_01 = —pN et z =’b—92=+pN donc pour 6
1™ 9n 28 0T ’
variant entre 0; = 21N et 0, = +2nN, soit pour u
. _ 10 _ pN
variant entre u; = TR~ "R
Py PN
et u2 m R J
iz
Bz(o) = L;(}) d{ - 1}
L1+ u2)?
N (_P_!_\’)
Y R R
"2 - 2
A/1 +( R 1+ R
Il vient :
B(0) = V!
‘ JRZ+ (pN)?

3. La longueur de I'hélice est L = 2pN et elle
comporte au total 2N spires. La densité linéique de spi-

JU . 1
res associée a cette distribution est donc n = 2N = -.

L p

Le champ magnétostatique créé en un point intérieur

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

par un solénoide infini parcouru par un courant / est
By = wynl ou n est le nombre de spires par unité de

longueur.

I
Pour la distribution étudiée ici, on a donc B, = %, et

la composante axiale du champ créé par I'hélice au

point Oest B,(0) = Boﬁlﬁ(\lm.

On reconnait la forme demandée :
Bz(o) = B()f(R7 N,P)
RT3
R,N,p)=|1+|—
FRN.P) [J'(p H

4. Si R est suffisamment petit (R << pN) alors, on peut
effectuer un développement limité de la fonction fau
voisinage de zéro :

s =[1e G TH=1- 4R

9 . 1( R 2 1
= 3 72 e —_— — = —_—
On aura donc f 1 a 10 pres si 2( N) T0C

avec :

L p _ pPNJ2
soit R = T

Or L = 2pN donc la valeur maximale de R a choisir
_ &
10./2

Lapplication numérique donne R = 3,5+ 10-2 m.

pour que f = 1 est| R

Remarque : le champ créé en O par 'hélice a alors une
composante axiale égale a celle créée par un solénoide
infini. Cependant, le champ magnétostatique de I’hélice
présente en plus des composantes radiale et orthoradiale,
qui sont nulles dans le cas du solénoide infini du fait de la
symétrie cylindrique.

© Nathan, classe prépa



9 — Théoréme d’Ampére

~Avant la colle

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 89

L 1 Considérons un tube de champ magnétosta-
tique, tel que le champ soit uniforme sur une
section droite du tube. Considérons deux
sections set > s de ce tube. Que peut-on
dire de la norme B(s) du champ sur la sec-
tion s et de la norme B(S) du champ sur la
section .§'?

| a. Bes) < B(S).
b Bis) = BS).
| e Bs)> B(S).

D 2 Lethéoreme d’Ampere n’est valable que si :

[ a. le contour d’Ampere enlace des courants
de la distribution.

D b. le contour d’Ampére est fermé.

[ | ¢. le contour d’Ampere présente les symé-
tries de la distribution de courant.

D 3 Le théoreme d’Ampere est au calcul de
champ magnétostatique ce que le théoréme
de Gauss est au calcul de champ électrostati-
que.

D a. Vrai.
D b. Faux.

D 4 On considére les cartes de lignes de champ
suivantes, quelles sont celles qui peuvent
représenter des lignes de champ magnétos-
tatique ?

P

Tw
TT
|

f
|
K

(b)
RN

—_— > — —> —>
—_— > — —> —>

N —

N

AN Py
il

(c)

(a), (

b1 s’agit des cartes (a), ( (

[ Jem s’agit des cartes (a), (c), (d) et (e).
(a), (c), (

© Nathan, classe prépa
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Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 89

) 1

D 2

b 3

On considére un fil infini, d’axe (0z), par-
couru par un courant £ Calculer le champ
magnétostatique créé par cette distribution
en appliquant le théoreme d’Ampere.

Soit une spire de courant de centre O, d’axe
(0z), derayon R, parcourue par un courant /.
Calculer la circulation du champ magnétosta-
tique créé par cette spire, le long de I'axe (0z)
(pour zvariant de —eo & +oo).

Tracer I'allure, dans le plan (xOy) des lignes
du champ magnétostatique créé par les dis-
tributions suivantes :

1. Deux fils infinis paralleles d’axe (0z),

distants de d, parcourus par des courants de
méme intensité / et de méme sens.

D 4

2. Deux fils infinis paralleles d’axe (0z),
distants de d, parcourus par des courants de
méme intensité /mais de sens opposés.

3. Trois fils infinis paralleles d’axe (0z), placés
au sommet d’un triangle équilatéral, parcourus
par des courants de méme sens et intensité.

Le plan infini (xOy) est supposé parcouru
par un courant électrique constant de den-
oy~ . . . > . .
sité surfacique jg = jgé,. Soit M un point

de cote z

1. Donner, en la justifiant, 'expression vec-
=

torielle du champ magnétique B en M.

2. Montrer que ce champ présente une dis-

continuité a la traversée du plan et vérifier

que cette discontinuité peut s’écrire :

> 2 - >
AB = B(z=0")-B(z=0") = Wojs A€,

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prepa
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s’entrainer

1 ) 20 min
Conducteur métallique uniformément

chargé en volume

On considére un cylindre infini, d’axe (0z), de
rayon R, uniformément chargé en volume, avec la
densité volumique p > 0. Ce cylindre est mis en

rotation autour de son axe, a la vitesse angulaire
constante .

> Corrigé p. 97

1. Exprimer le vecteur densité volumique de cou-
9
rant j de cette distribution.

2. Déterminer le champ magnétostatique créé en
un point de 'axe (0z) par cette distribution de
courants. On pourra découper la distribution en
cylindres élémentaires, compris entre r et 7+ dr,
assimilés a des solénoides.

3. En utilisant le théoreme d’Ampére, déterminer
le champ magnétostatique en tout point de I'espace.

2)

Bobine torique carrée

Soit un circuit torique, comprenant N spires
enroulées jointivement sur un tore d’axe (0z) a
section carrée, de coté a. Le rayon moyen du tore
est noté R. Chaque spire est parcourue par un cou-
rant d’intensité /.

15 min
> Corrigé p. 92

1. Calculer le champ magnétostatique en tout point
de I'espace.

2. Calculer le flux de E a travers la bobine torique.

3)

Cavité cylindrique

15 min
> Corrigé p. 93

Considérons un cylindre conducteur d’axe (0,z),
et de rayon R, parcouru par un courant de den-
sité volumique uniforme j = jé,. On perce ce
cylindre d’une cavité d’axe (0yz), et de rayon R,,

et on suppose que la distribution volumique de
courant en dehors de la cavité reste inchangée.

Déterminer le champ magnétostatique en tout point
de la cavité.

)

Champ au voisinage de I'axe

d’une spire (d'aprés ENSTIM)

On s’intéresse au champ créé par une spire de
rayon R, parcourue par un courant /, en un point
proche de son axe (0z). On utilise les coordon-
nées cylindriques : M(r, 6, 2).

On rappelle 'expression du champ magnétostati-
que en un point P(0, 0, z) de I'axe :

Hol R? >

1. Montrer, par des arguments de symétrie tres

30 min
> Corrige p. 93

B >
Bb(P) = B(0,2)¢, =

g
précis, qu’en A, B n’a pas de composante orthora-
el
diale By. Montrer que la norme de 5 ne dépend
que de ret z

2. Compléter la carte de champ suivante en préci-
sant le sens du courant et en indiquant le sens des

lignes de champ.

)
©)

3. Calculer le flux de 1_3> a travers une surface fer-
mée cylindrique d’axe (0z), de rayon r faible,
comprise entre zet z+ dz.

© Nathan, classe prépa
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s’entrainer

_rdB(0,2)
2 dz

9
4. Calculer la circulation de B sur un contour rec-
tangulaire passant par M(r, 6, ), de hauteur dz

et de largeur dr. 2 B
En déduire que B,(r, z) = B(0, 2) - % % d(z(;, ).

5)

Cable coaxial (d'apres CCP)

Un cable coaxial est constitué de deux cylindres
%, et €, de méme axe (0z) :

En déduire que B,(r,z) =

30 min
> Corrigé p. 95

*'ame €, est un cylindre conducteur de rayon q, ;
* armature externe, ou gaine est un cylindre de
rayon intérieur a, et d’épaisseur ¢ << a,;

* le volume entre I"ame et la gaine est rempli par
un matériau isolant.

f
K\/

I'Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - © Nathan, Classe prépa

Ce cable est utilisé dans un circuit électrique :
I’ame est alors parcourue par un courant / réparti
uniformément dans son volume, tandis que la
gaine est parcourue par un courant —/ réparti sur
sa surface ('épaisseur de la gaine étant négligée).

1. Donner les vecteurs courants dans ’ame et la
gaine.

2. Calculer le champ magnétostatique créé en
tout point de ’espace par cette répartition de cou-

d
rants. Représenter la norme de 5.

3. On consideére la surface verticale de hauteur 7,
découpée dans l'isolant (a; < r < ay), représentée

Pl
sur la figure ci-contre. Calculer le flux ® de B a
travers cette surface.

4. On appelle coefficient d’auto-induction la

quantité L = (ll) Exprimer L, ainsi que A le coef-

ficient d’auto-induction par unité de longueur.

5. On peut montrer que la capacité par unité de
longueur I de ce cable coaxial est donnée par

2me, L )
= - En déduire que le produit I'A est

a

In —

a9
constant.
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corrigés

Tester ses connaissances

k 1 Réponse ¢. Le flux de B est conservatif, donc
¢ =B(s)s =@ = B(S)S, i en résulte que
B(s) > B(S). Ceest le phénomene de canalisation du
flux magnétique, qui est mis a profit dans les solénoides,
ou encore dans certains accélérateurs de particules.

2 Réponse b. Le contour doit étre fermé pour
qu’on puisse appliquer le théoréme d’Ampére. En
revanche, il n’est pas nécessaire qu’il entoure une
partie de la distribution de courant, ni qu’il en pos-
sede les symeétries. Cela étant, pour que son applica-
tion conduise a un résultat intéressant, on choisit
toujours un contour qui respecte ces symeétries.

k 3 Réponse a. Clest vrai. Le flux de E mest pas

conservatif en présence de sources, et est lié a ces
dernieéres par le théoreme de Gauss. De la méme facon,
la circulation de B nlest pas conservative en présence
de sources, et est liée a ces derniéres par le théoréeme
d’Ampeére.

4 Réponse b. Sur les cartes (d) et (f), les lignes de
champ convergent (ou divergent) vers un point. Le
flux d’un tel champ a travers une sphere (surface fer-
mée) centrée sur ce point est donc non nul, ce qui est
contraire a la propriété fondamentale de conservati-
vité du flux magnétostatique.

Savoir appliquer le cours

T On commence par analyser les symétries. On se
place en coordonnées cylindriques :

2 > > >
B(1,0,2) = B.(1,6,2)é,+ By(r, 6, 2)ég + B,(1, 6, 2)¢..

La distribution est invariante par toute translation
selon (0z) et par toute rotation autour de (0z). Par
conséquent, le champ magnétostatique qu’elle crée
est indépendant des coordonnées 0 et z.

Le plan contenant Met (0z) est plan de symétrie de
la distribution, le champ magnétostatique lui est
donc normal, il est porté par ¢,.

On a donc %(r, 0,2) = By(1)¢y.

On choisit ensuite le contour d’Ampere. On choisit
la ligne de champ passant par M. Il s’agit d’un cercle
de centre H, projeté orthogonal de M sur (0z), con-
tour sur lequel le déplacement élémentaire s’écrit :

d_% = rd67,.
ﬁ
On adonc €6 = ﬁ@g d€ = 2nrBy(r).

QQ/(
7 B
Mo de

On applique enfin le théoreme d’Ampere, le contour
choisi enlacant une unique fois le fil parcouru par

P'intensité 7 dans le sens direct : € = 1,/ = 217 By (7).

Par conséquent :

2 Mol
B(M) = %ee

Remarque : On retrouve le résultat qu’on avait obtenu
au chapitre précédent grace a la loi de Biot Savart
pour le champ d’un segment de courant, dont on fait
tendre la longueur vers I'infini.

2 Le champ créé par une spire de courant en un point
ol

3 .
de son axe est donné par B(M) = IR sin® OLE)Z, ou o

est ’angle sous lequel la spire est vue depuis le point A/
de l'axe (on se reportera au chapitre précédent pour
Pétablissement de cette expression). Le schéma du cir-
cuit est représenté sur la figure suivante.

© Nathan, classe prépa
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La circulation du champ magnétostatique le long de
Paxe (0z) s’écrit :

> — +oo
¢= [ B-di= J' B(2)dz.
(02) —oo
Or zet o sont liés par la relation z = i, donc
tano
dz = - I,{d;x. Et lorsque z varie de —oo a +eo, o
sinZo
varie de m a 0. On a par conséquent :
0
_ Hol . R ey n_
6 =— . ﬁsm o X mda = TE[COS(X]O = l,lo[.

D 3 1.Dans le cas de deux fils infinis paralleles, les

champs magnétiques sont de sens opposés entre les
deux fils, ce qui conduit a Papparition d’un point de

champ nul, a la distance 5 des deux fils. La carte de

champ est représentée sur la figure suivante.

2. Lorsque les deux fils sont parcourus par des inten-
sités opposées, les champs magnétostatiques créés
dans P'espace entre les deux fils sont de méme sens,
ce qui conduit a la carte de champ représentée sur la
figure suivante.

3. La distribution de courant est invariante par rota-

tion discrete d’angle %T—C autour de l'axe (Gz), ou G

est le centre du triangle équilatéral. La encore, les

intensités étant de méme sens, on voit apparaitre en G

un point de champ nul (figure ci-dessous). Plus généra-
lement, par invariance par translation d’axe (0z), le
champ magnétostatique est nul sur 'axe (Gz).

. 4 1.On se place en coordonnées cartésiennes :

B > > >
B(x,9,2) = B(x,9,2)¢,+ By(x, 9, z)ey + Bz(x, 95 2)€,.

La distribution est invariante par toute translation
parallelement a (Ox) ou (Oy), donc le champ magné-
tostatique est indépendant des coordonnées x et y.

Le plan contenant (4, E}, ¢,) est plan de symétrie de
la distribution de courant, donc le champ magnéti-
que en ce point lui est normal : on a pour finir

B(M) = B(2)%,.

De plus, d’apres les regles d’orientation du champ
magnétostatique, il est dirigé suivant +¢, pour z > 0
et suivant 72),6 pour z<0.

Pour appliquer le théoréeme d’Ampeére, on choisit
une ligne de champ passant par M, et donc parallele
a (Ox). Comme elle n’est pas fermée, on prend un
segment AB de longueur arbitraire @ auquel on
adjoint, pour refermer le contour, deux segments
BC et DA paralleles a (0z) sur lesquels la circula-
tion est nulle, et un segment CD passant par le
symétrique M’(x, y,—z) de M(x,y,z).

2z o X
KeY
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Les contributions non nulles apportées par les deux
segments passant par M et M’ sont identiques : on a

— N 5 —
d€¢’ = dx(-¢,) = —dx¢, = —d¥€ et

B.(2) = B,(-2) = —-B,(z), et par conséquent

>, T > - - —

B(z)-dt" = -B(2) - (-d{) = B(z)-dt = B(z)d¢.

La circulation totale sur le contour est :

> =
¢ = B-d¢ =2| B/ (z2)dx=2aB./(z).
AB

ABCD

Lintensité enlacée par ce contour est :
2 > .
Ienlacée = j]s : (dx ey) = d]x.
Lapplication du théoréme d’Ampere conduit donc a

€ = ol = 2aB.(2).

enlacée

On en déduit :

Wojs-

—=¢é, siz>0
Bun =1 %

—HOT]S?X siz<O0

2. On observe une discontinuité du champ magnétos-
tatique a la traversée de la surface de courant, valant :

= = =4 . >
AB = B(z=0")-5(z=07) = Wyj,6,.

n reconnait, puisque jg = j €, et ¢, = ¢ A¢,
I’expression générale d’une telle discontinuité :

- >
; > > -
AB=l,jg Ané, |ou i = ¢, estlanormale a la sur-

face de courant.

S’'entrainer

) 1 1. Chaque point P(r,8,z) du cylindre conducteur

est en mouvement circulaire uniforme de vitesse

v (®) = m)?e. Il porte la densité volumique locale de
charge p; le vecteur densité volumique de courant est

donc ;(P) = po donc 7 = pwréy | Le courant de con-

vection créé est orthoradial.

2. Comme I’énoncé nous invite a le faire, on découpe
cette distribution volumique de courant en solénoides élé-
mentaires de rayon ret d’épaisseur dr. On décrit ce solé-

noide comme une nappe de courants surfaciques
214 . . . P4 Py .
élémentaires orthoradiaux : dj, = dj, éy. Il reste a faire

’équivalence entre ces deux densités (volumique et surfa-
cique) de courant.

Pour déterminer lintensité d/ portée par la tranche
d’épaisseur dr, dans la description volumique, il faut cal-
culer le flux du vecteur densité volumique de courant ; a
travers une surface rectangulaire de largeur dr et de lon-
gueur A arbitraire. Le vecteur normal a cette surface est ¢,
donc dI = '”j .S %= jx hdr.

Dans la description surfacique, pour trouver I'intensité
d/ portée par une longueur £ arbitraire de solénoide, il
faut calculer le « flux » du vecteur densité surfacique de
courant élémentaire d]?: a travers un segment de lon-
gueur A Le vecteur normal a cette courbe étant la

aussi ¢,. Par conséquent d/ = jdf?s (€)= djgxh.

Les deux distributions seront équivalentes si | dj, = jdr

On a vu qu’un solénoide, décrit comme une nappe de
. . e - .
courants surfaciques orthoradiaux ( j¢y) crée en un point

5
de son axe un champ magnétostatique B = 1, ¢, .

La tranche élémentaire d’épaisseur dr
conséquent un champ élémentaire :

crée par

- 0 = . = .
dB = p,dj ¢, = uyjdré, avec j = pwr.

Il reste a intégrer cette expression pour 7variantde 0 a R :

=

_ R R
B = JdB = J uopwrdr?zz HoP(DJ. rdr?Z
0 0

2R
= uopm[—j}o Zz

On obtient en un point de I'axe (0z):

H()P‘DRQ?

>
b= 5 .

3. On commence par analyser les invariances et symé-
tries de la distribution : la distribution de courant est inva-
riante par toute translation suivant (0z) et par toute
rotation d’axe (0z). Le champ magnétostatique au point
M(r, 8, z) ne dépend donc que de la variable 7.

Le plan contenant M et perpendiculaire a (0z) (plan
(M, ¢, ?e)) est un plan de symétrie de la distribution, le
champ magnétostatique lui est donc normal, il est porté
par ¢, :

B(M) = B,(r)2,

© Nathan, classe prépa
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On applique le théoréme d’Ampere a un contour rec-
tangulaire, de longueur / arbitraire suivant ¢,, et de lar-
geur 7, afin de calculer le champ magnétostatique au
point M(r, 6, 2).

Sur les deux portions du contour perpendiculaires a
(02), la circulation du champ magnétostatique est nulle,
puisque le champ est normal au déplacement élémentaire.

—

Sur le segment confondu avec l'axe d{ = dz?z alors
—

que sur le segment passant par M, ona d¢ = —dz¢,.

La circulation de B sur ce contour fermé est donc :
% = B(0)h+0-B(r)h+0.
Si r < R, le point M; estintérieur au cylindre, de méme

que le contour ; I'intensité enlacée est le flux du vecteur
densité volumique de courant a travers la surface rectan-

gulaire s’appuyant sur le contour. On a (:?.S” = drdz ?e et
y = r 2
donc 7 j,cee = .U] -dS = pwhj r'dr’ = pu)lzg-
0
Lapplication du théoréeme d’Ampeére donne par consé-
®
quent € =,/ = B(0)h- B(r)h = uopmh%-

enlacée

.2 72\
On en déduit B(M,-)z(B(O)—p.Op(Dg)ez, avec

R2
B(0) = %, et par conséquent :
B P22

Si r> R, le point M, est extérieur au cylindre, I'inten-
sité totale enlacée est :

>y = R L, R2
T e = ”1 .d§ = pu)hjo rdr = poks,

car au-dela de r = R, le vecteur densité volumique de
courant est nul.
Lapplication du théoréme d’Ampére conduit a :

2
€ = I‘LOIenlacée = B(O)ll—B(T)]l = Hopwhl‘;‘7 avec

pwR?

B(0) = Ho 5 et donc :

- e
B(M,) =0

On retrouve, comme pour un solénoide infini, un
champ magnétostatique nul a Pextérieur.

2 1. Le circuit est invariant par toute rotation d’axe
(0z2). Le champ magnétostatique ne dépend donc pas
de la coordonnée cylindrique 0. Le plan (M, ¢,,2,) est
un plan de symétrie de la distribution de courant,

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

le vecteur champ magnétique lui est donc perpendicu-

=
laire, il est porté par ¢y :| B(M) = By(r, 2)¢,

O—1—=®

—1—®
o ®C3 ®C4 X

On choisit comme contour d’Ampeére la ligne de champ
magnétostatique passant par M. Il s’agit de la courbe

colinéaire a ?e, sur laquelle 7 et z sont constants. Cest
donc un cercle d’axe (0z), et de rayon r. La circulation

de E) sur ce contour est :
€ = §1_3> (rd®)¢, = B(r,2) x 2xr.

La figure suivante représente les différents contours
d’Ampere utilisés par la suite.

Pour appliquer le théoreme d’Ampere, il faut calculer
Iintensité enlacée par le contour. Pour cela, il convient
de distinguer deux cas selon la valeur de z:

*Si |z| > a, alors le contour d’Ampere (C;) n’enlace
aucune intensité, il est au-dessus du tore. Le théoréme
d’Ampeére donne donc :

€ = u()lenlacée =0= 27”‘3(7, Z«)

= >
B=0 si |gd>a

et par conséquent

*Si [z <a, alors il faut distinguer a nouveaux plu-
sieurs cas, selon la valeur de r:

-Si r<R-a, alors le contour d’Ampere (C,)
n’enlace toujours aucune intensité, et on a encore
> >
B=0sir<R-a.

-Si R—a<r<R+a, le point Mest a 'intérieur du
tore, et le contour d’Ampere (C;) enlace les inten-
sités montantes de la paroi intérieure du tore.
Lintensité totale enlacée par le contour est alors
I acce = NI, et Tlapplication du théoreme
d’Ampere donne :

€ = ol epacee = WoNI = 211 B(1, 2),

et par conséquent :

HeNT,
onr 0 %

=
B= R-a<r<R+a
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—-Si r> R+a, le point M est a 'extérieur du tore,
le contour d’Ampere (C,) enlace les intensités mon-

tantes de la paroi intérieure du tore ainsi que les
intensités descendantes de sa partie extérieure.

=NI-NI= 0,
et application du théoréme d’Ampere conduit a

x G .
Lintensité enlacée est donc 7, .ce

- 2
B=0 sir>R+a

Remarque : la seule région de 'espace pour laquelle le
champ magnétostatique n’est pas nul est I'intérieur du
tore, les lignes de champ magnétostatique sont parfaite-
ment canalisées.

> >
2. Lefluxde B a travers le tore est le flux du vecteur B
a travers la section carrée du tore, dont I’élément de sur-
face est dS = drdz, avec rvariant de R—g a R+ g et
zvariant de —S a+2

2

> 2=5 oR+5 | NT
e e
section 2= R- g 2nr

NI :il R+g
D = i [I : dz)x(j 2%]
21 __¢ 27

=73 2

NI v
_ 10 Xax[lnr]ﬁ afj

drdz

)

o2n
R+%
NI g
On obtient par conséquent : | ® = Ho aln 2
21 a
R=3

3 Cette distribution de courant est la superposition de
deux distributions cylindriques, I'une d’axe (0,z), de

rayon R, et de vecteur densité volumique de courant

>

i = +j7z’ et la deuxiéme d’axe (0,z), de rayon R,
>

et de vecteur densité volumique de courant j, = —jé,.

D’apres le théoreme de superposition, le champ magné-

=
tostatique total B (M) créé en Mpar la réunion des deux

cylindres est la somme des champs ﬁl(M ) et §2(M )

créés en Mrespectivement par les deux cylindres.

On cherche a calculer le champ magnétostatique en un
point de la cavité, ce point est intérieur aux deux
cylindres.

On a calculé dans le premier exercice de la rubrique
« Savoir résoudre les exercices » le champ créé par une
distribution cylindrique de courants volumiques axiaux

>
. d . . o . . - .
j = jé¢,. Pour un point intérieur au cylindre, il s’écrit :

B(M) ]ree, avec r = OM, et ¢, le vecteur ortho-

radial pour les coordonnées cylindriques d’axe (0z).
Il faut exprimer de facon intrinseque, on a :

—
e AT = T,
2 oM
Donc on trouve pour le champ créé par le premier cylin—
0 M
dre en un point intérieur, ﬁl(M) p'OJO Me A =— 0.7

j P —
soit §1(M) = %Zzl\ oM.

et pour le champ créé par le deuxiéme cylindre, tou-

jours pour un point intérieur, on trouve
gQ(M) _ Ho( ])» OT>
Le champ total est donc :
Bo(M) = B,(M)+ By(M) = “012 A (O, M - 0, ).
On obtient finalement :
Bo(M) = “0]* 70,0,

Le champ magnétostatique est uniforme dans la cavité.

) 4 1. La distribution est invariante par toute rotation

autour de (0z), donc le champ magnetostathue est
indépendant de la coordonnée 6. Le plan (M, ¢ ¢, ez),

passant par M et contenant (0z) est un plan d’antisymé-
trie de la distribution ; le champ magnétostatique en A/
lui appartient. On en déduit que :

>
B(M) =

B,(r, z)?, + B, (1, z)?z

Le champ n’a pas de composante orthoradiale. On va
chercher par les questions suivantes a déterminer les
composantes radiale et axiale du champ en un point

proche de I'axe (0z).

2. On choisit d’abord orientation du courant dans la
spire. Lorientation des lignes de champ nous est alors don-
née par la régle du « tire-bouchon » ou de la main droite.

&\@%
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3. Le flux de B a travers la surface fermée du cylindre
—

(représenté sur la figure ci-apres) est ® = J.J.B) -dS, ou

—

dS = pdp dOE)z sur la face supérieure du cylindre, de

o
cote z+dgz, et dS = —pdpde?z sur la face inférieure
du cylindre, de cote z (normale sortante).

TR >
Sur la surface latérale, d§ = rd6dze,.

z

z+dz

=2

/

Puisque le rayon r est faible, on considére que la compo-
sante axiale B, (7, z) est uniforme sur les faces du cylin-
dre de cote z (ou z+dz): B,(r,2) = B,0,2). Ceci est
vrai au second ordre prés en 7. En effet, le développe-
ment limité de la fonction B (r, z) donne :

B dB. (1, 2) r2(0%2B,(1, 2)
Bn2) = B0+ 52 +H(E=2D)

et la fonction B, (r,z) étant paire en r par symétrie, le
terme de premier ordre est nul.

De méme, on suppose que la composante radiale
B,(, 2) est uniforme sur la face latérale du cylindre, de
hauteur dz.

Le flux de Ba travers cette surface est donc :
® = .[[ B-(—pdpdez,) +J]' B-(pdpdez,)
inf sup

+ J B. (rdedz?,).
lat

® =-B(0, 2) xnr2+ B(0, z+dz) Xmr2+ B,(r, ) x 21r(dz).

Or le champ magnétostatique est a flux conservatif, son
flux a travers une surface fermée est donc nul : @ = 0.
On en déduit que :

-B(0,z2) xmtr2 + B(0, z+ dz) xr2 + B,(r, ) X 2nrdz = 0
-1B(0,2)+rB(0,z+dz) +2B,(r,2)dz = 0

—-7rB(0, 2) + r[B(O, 2)+ dzw} +2B,(r,2)dz = 0.
dz
Il vient par conséquent | B,(r, z) = _gdBc(l% 2) 5
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4. On s’intéresse a la circulation du champ magnétique
le long d’un contour qui n’enlace aucune intensité.
D’apres le théoreme d’Ampere, la circulation sur ce

> —>
contour est donc nulle : € = §B -d€ = 0.

Le contour est représenté sur la ﬁgure suivante.

z

r+dr
-~
I <—
+ z+dz
| z
M

Le vecteur déplacement élémentaire est égal a dz?z ou
- dz?z sur les deux segments paralleles a (0z), sur les-
quels le champ magnétique est supposé uniforme, et il
vaut dré, ou —dré, sur les deux segments perpendicu-

laires a (0z), sur lesquels, 1a encore, on suppose les
variations du champ magnétique négligeables.
On en déduit :

¢ = §§.<ﬁ
0=B,(r,2)dz+B,(r, z+dz)dr - B (r+dr, z2)dz—B,(r,2)dr

B
9B, (r, z)dz)dr
0z

© Nathan, classe prépa

0 = B(r.2dz+(B,(r 0+

JdB,(r,
= (Bz(r, 2)+ —za(:—z—)dr)dz— B,(r, z)dr
JoB JB
0= ( (1,2) 9B(r, Z))drdz
0z ar
oB

On a donc 9B,(r,2) = o Z)-

0z or
Or on a calculé a la question précédente que
B,(r,2) = —%%%, donc en dérivant cette expres-

sion par rapport a z, on obtient :
08,2 _ _rd?B(0,2)
0z T 9 dz22
On a donc la relation :
9B (r,2) _0B,(r,2) _ rd’B(0,2)
o 9z 2 dz?
En intégrant cette relation entre 0 et 7, on obtient :

"B (17, 2) ,_ [( rd*B(0,2), ,
.[()—Br' dr’ = J‘o(72—dz2 dr).




;o d2B(0,2) Trdr’

(B 9Ty = - g [ T
d2B(0, 2

B(r,2)-B,0.) = - &

2 42
Et par conséquent : | B,(7, 2)=B,(0, z) - rz X dﬁ#ﬁg&) .

Ceci est bien P'expression demandée puisque sur 'axe,
le champ est porté par ?z et donc B(0,z) = B0, 2).

5 1. Dans P'ame, on a un courant volumique de
>
densité j. Le lien avec l'intensité totale / parcourant
> =
lame est / = J] Jj -dSszna%.
section

On a donc :

La gaine voit son épaisseur négligée, la répartition de
courant est donc surfacique, de vecteur densité surfaci-

que de courant j, porté par é,. Lintensité totale par-

>
courant la gaine, —/, est donnée par le « flux» de j a
travers une section horizontale de la gaine, c’est-a-dire
un cercle d’axe (0z) etderayon a,: -1 = j,x2mna,.
On a donc :

> I
]s QTCan

2. La distribution de courant est invariante par toute
translation parallele a (0z) et par toute rotation d’axe
(0z). Le champ magnétostatique créé au point
M(r, 8, z) ne dépend donc ni de zni de 6.

Le plan (M, ¢, ¢,) est un plan de symétrie de la distri-
bution, le champ lui est donc normal : le champ magné-
tostatique est orthoradial :

B(M) = By(1)2,

On choisit comme contour d’Ampeére le cercle d’axe
(0%) passant par M qui est bien une ligne de champ, au
vu des symeétries de la distribution.

La circulation du champ magnétique le long de ce contour

est € = i;l_? (rdO?e) = B(r)x2mr.

Pour appliquer le théoréme d’Ampere, il faut calculer
'intensité enlacée par ce contour, c’est-a-dire le flux du
vecteur densité de courant a travers le disque d’axe
(0z) et de rayon r. Plusieurs cas se présentent :

*r<a,, le point M est intérieur a Iame, le contour
d’Ampere n’enlace qu'une partie de I'intensité / :

e .2
Ienlacée: J.J.] 'dSZ]XﬂT =[><a—2~
1

Lapplication du théoréme d’Ampere donne donc
2

€ = “’O[enlacée = HOIX:;—Q = QETB(T), et
1

1
B(r<a)) = HLQr.
2na)

*a, <r<ay, le point M est dans le milieu isolant, le
contour d’Ampeére enlace la totalité de l'intensité de
= /.,

Lapplication du théoréme d’Ampere donne donc
€ = Nolenacse = Mol = 217 B(7), et

B(a,<r<ay) = %

* 7> ay, le point M est extérieur au cable coaxial, le
contour d’Ampere enlace a la fois I'intensité de I’ame et
celle de la gaine, qui se compensent mutuellement,

’a .
Pame : Ienlacée

donc /e = -1 = 0.
Lapplication du théoreme d’Ampeére conduit a
B(r>ay) = 0.
Pour résumer :
I
kr?e si r<a
2
2na)
>
B = 7
;l—;)c—r?e si a; <r<ay
9 .
0 si r>a,

La norme B(r) du champ magnétostatique est repré-
sentée sur la figure suivante :

B(r)

Hol
2na,

2na,

E Mo Js

a, ay r

On constate une discontinuité de B(r) a la traversée de
la distribution surfacique de courant, qui vaut :

Mol

B(r = a;)—B(r =day) = O—M = —Wo Js-

© Nathan, classe prépa

95

9 — Théoréme d’Ampére



corrigés
R

%
3. Le flux de B a travers la surface donnée est

> — — N
O = !"J‘B-ds, avec dS = (drdz)é,.
On a donc :
D= J‘J.(uié)e) (drdzé,)

(JLad)<( [ ]

Ih a
d = u()—[lnr]af

Holh
S on (al)

4. Les coefficients d’auto-induction L et d’auto-induction
par unité de longueur A étant définis respectivement par

e
Il

(0] L )
L= 7 et A = 7 on trouve :

96‘
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Hoh Ko, (4
e Pz (al) et 2n1 (al)

5. Lénoncé donne la capacité par unité de longueur de

2me
ce cable coaxial : T = =——". On constate que :
1
In~
2me, « Mo

I'xA =

1() '
27t al C
l(a)

2

Le produit de ces deux coefficients linéiques est constant

1
FA=C—2

ou c est la célérité de la lumieére dans le vide.

Remarque : ce résultat permettra, en seconde année,
d’étudier le phénomene de propagation des ondes élec-
tromagnétiques dans ce type de cable.
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10 — Dipole magnétique

Avant la colle

_‘——-—h.-___

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 100

L 1 Le vecteur surface associé a un contour
orienté est indépendant de la surface
s’appuyant sur ce contour.

a. Vrai.

D b. Faux.

D 2 Le vecteur surface associé a un cercle d’axe
(0z), de centre O et de rayon R est donné

par N
D a. §> = %nRg'?z
D b. § = 4nR%¢
z
D c. § = TERZ?Z

[ ld.§=onRre

D 3 Le vecteur moment magnétique J?/L est
P’analogue du vecteur moment dipolaire .
Ils ont les mémes propriétés de symétrie, et
sont tous deux des vecteurs polaires.

D a. Vrai.
D b. Faux.

L 4 1e champ électrostatique créé par un dipole

électrostatique et le champ magnétostatique
créé par un dipole magnétique :

D a. ont le méme comportement en tout point
de I’espace.

D b. ont le méme comportement proche du
dipole, mais se comportent différemment
loin du dipole.

[ ] ¢ ont le méme comportement loin du
dipole, mais se comportent différemment
proche du dipole.

D 5 Le champ magnétique terrestre peut étre
assimilé au champ d’un dipéle magnétique
situé au centre de la Terre, presque aligné
avec l'axe des poles géographiques. Ce

moment magnétique est dirigé :
D a. du sud vers le nord géographique.
geographiq
D b. du nord vers le sud géographique.
geographiq
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Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 100

) 1

D 2

On considére un cube ABCDA B'C’'D’
d’arréte a.

Sur ce cube, un circuit ABB'C’D’DA est
parcouru par un courant . Quel est le
moment magnétique de ce circuit ?

On admet que I’énergie potentielle d’un
%
dipole magnétique de moment Al soumis a

un champ magnétique B est donnée par
- =

E,=-A-B.

1. Par analogie avec le dipole électrosta-

tique, exprimer la force et le couple aux-

quels est soumis un dipdle magnétique

>

plongé dans un champ magnétique 5.

2. On considére un aimant, de moment

magnétique Jl,, pouvant se déplacer sans

frottement dans un plan horizontal (x0y).

Un fil rectiligne, parallele a (Ox), est situé

dans le plan d’équation z = A. Il est par-

couru par un courant d’intensité 1

» 3

Laimant a-t-il des positions d’équilibre ?
Discuter de leur stabilité éventuelle.

3. On dispose deux boussoles proches 'une
de Pautre, chacune étant constituée d’une
aiguille aimantée montée sur pivot. Déter-
miner les positions d’équilibre des aiguilles
et préciser leur stabilité.

1. Montrer que le champ magnétique créé
par un fil infini d’axe (0z), parcouru par un
courant /, peut se mettre sous la forme :

B = 2 gradf(n).

2. Une ligne bifilaire est composée de deux
fils paralleles a 'axe (0z), distants de a et
parcourus par des courants opposés —/ et
+1, respectivement pour le fil d’abscisse
a

Q.

Déterminer le champ magnétique en tout
point suffisamment éloigné des fils (r > a).

—g et pour le fil d’abscisse +

3. Quelle est la forme des lignes de champ ?

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prepa
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1 ) 15 min
Champ magnétique dans le plan
d’un disque de Rowland

Soit un disque conducteur de centre O et de rayon R,
tournant a la vitesse angulaire constante ® autour
de son axe (0z). Ce disque porte une charge
totale ¢ répartie avec une densité surfacique

O

I3

point P du disque a son centre.

> Corrigé p. 102

c = , avec r = OP, la distance d’un

1. Trouver la valeur de 6, en fonction de g et R.

2. Quelle est 'expression du champ magnétique
créé par une telle distribution en un point A situé
dans le plan du disque, mais trés éloigné de celui-ci
(r>=>R)?

15 min

2)

Superposition de deux champs
(d’apres CCP)
On considere la superposition d’'un champ uni-

> Corrigé p. 103

5

forme B, = B¢, et du champ B,, créé par un
%

dipdle magnétique de moment .l placé a I'origine

des coordonnées.

- = . -

M et B, sont reliés par M = —(

est une longueur donnée.

2nR3
Mo

)Ba?x, ou R

%
1. Expliciter, pour cette valeur de Jl, le champ
ER = gﬂ + B)M, créé au point P(r, 6, ¢), en fonc-

tion de B,, ¢,, 7 et R. On utilisera les coordon-

nées polaires.

2. En déduire que B » est tangent a la sphere de
rayon R et de centre O en chacun de ses points.
Onu lintensité du champ au voisinage de la sphéere
est-elle maximale ?

3. Donner un tracé approximatif des lignes de
champ de B alextérieur de cette sphere.

15 min

3)

Force sur un dipole

> Corrigé p. 103

On considére une spire circulaire d’axe (0x), de
centre Oet de rayon R, parcourue par un courant A
On place au point 4(x, 0, 0) un dipole magnétique

- >
de moment M = lé,.
1. Calculer la force qui agit sur le dipole.

2. Vers quelle position d’équilibre stable le dipole
tend-il ?

4) 20 min
Latitude géographique et inclinaison
du champ magnétique terrestre

Le champ géomagnétique créé par la Terre, 1_3>T
est caractérisé en tout point de la Terre par sa
norme By, sa déclinaison, c’est-a-dire 'angle que
sa composante horizontale forme avec le nord
géographique, et son inclinaison, c’est-a-dire
I’angle qu’il forme avec le plan horizontal.

Gauss a montré que le champ magnétique terres-

> Corrige p. 104

tre peut, en premiére approximation, étre consi-
déré comme le champ d’un dipéle, de moment

%
magnétique Jl, placé au centre O de la Terre et
dirigé selon I'axe des pdles magnétiques, assimilé
ici a 'axe des pdles géographiques.

1. Exprimer l_?> en fonction de la latitude A du
point M.

2. En déduire I'inclinaison en fonction de la latitude.

3. A Paris (A = 49 °N), on mesure une compo-
sante horizontale du champ magnétique de
2,05-10°T. En déduire la norme du moment

%
magnétique Il et I'inclinaison /en ce point.

4. Quel est le sens du moment magnétique ?

5. Commenter la valeur obtenue sachant qu’on
mesure en réalité une inclinaison de 64°.

© Nathan, classe prépa
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Tester ses connaissances

b 1 Réponse a. C’est vrai. Pour s’en convaincre, il suffit

de prendre deux surfaces (S)) et (S,) orientées
s'appuyant sur le méme contour (I'). La réunion de
ces deux surfaces est une surface fermée (%) :

() = (8,)U(S,). Or ﬁ #dS = 0, ol 7 est le

b
vecteur unitaire de la normale sortante en tout point

de =. Comme on le voit sur la figure suivante, 7, = 7
sur la surface (S§), lorientation imposée par le
contour est bien celle de la normale sortante, tandis que
sur la surface (S,), ZQ = -7, lorientation imposée
par le contour correspond a la normale entrante de X.

N
ny

“l

*—
Y
n
2

S,
S

@ )
Doncﬁ 7dS = J'J' ?zdS+.U ds
) Sl Sz
_U ZldS—H 7,dsS =0,
s, s,

et par conséquent J].s #,dsS = .Us #,dS = s.
1 2

Le vecteur surface est indépendant de la surface choisie
pour le calculer.

b 2 Réponse c. Le vecteur surface associé a un contour

ne dépend pas de la surface choisie, pour autant
quelle s’appuie bien sur ce contour. On choisit donc
ici le disque de rayon R, qui a pour surface TR?. Le

N
-2 -
vecteur surface est donc §' = nR2¢,, ou éventuelle-

ment 3 = —nRQ?Z selon lorientation du contour.

3 Réponse b. Cest faux, les deux vecteurs moment
dipolaire électrostatique et moment dipolaire
magnétique ont beau étre analogues, ils n’ont pas les
mémes propriétés de symétrie, ﬁ est un vecteur

> —
polaire, comme £, alors que Jl est un vecteur

N
axial, comme B.

4 Réponse c. Les cartes de champ sont identiques
loin du dipéle, mais proche du dipéle, la différence
entre le caractére fermé des lignes de champ magné-
tique, et ouvert des lignes de champ électrostatique,
font que les comportements de ces deux champs sont
différents.

5 Réponse b. Le dipole magnétique est dirigé vers
le sud géographique, et une aiguille aimantée voit
son nord pointer vers le sud du dipdle, c’est-a-dire le
nord géographique.

Savoir appliquer le cours

‘ T Le circuit est représenté sur la figure suivante.

z
D c

—|

A B X

On choisit comme surface fermée s’appuyant sur ce
contour la réunion de trois faces du cube, la face 1
(ABCD), laface 2 (BCC’'B’) etlaface 3 (CC’D’D).

Chaque face a une aire @ et d’apres l'orientation du
contour, elles sont de vecteurs normaux respectifs
2 _ 7 2 _ =2 t 2 _ 4

ny =€, My = -6 etng = —6.

Le moment magnétique de ce circuit est donc :

N
VI N
M=1a (—€,—€,+¢)

2 1. Lexpression de énergie d’'un dipole dans un
champ magnétique étant £, = —J?/L . 1_}), on peut faire
P’analogie avec I'énergie d’'un dipole électrostatique f
dans un champ électrostatique E:E » = -p- E.

Un dipole magnétique rigide plongé dans un champ
magnétique uniforme ressent donc une force résultante
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nulle: | =0 | Si le champ n’est pas uniforme, on

obtient 'expression de la force suivante :

- — —_— = >
F= —gradEp = grad (Jl - B)

Enfin, un dipole magnétique rigide plongé dans un
>

champ magnétique B est soumis a un couple I':

>
I'=MAB

2. Le fil rectiligne parcouru par un courant / crée un
[TRVAN

champ magnétique orthoradial B = 5 %, dans le

systeme de coordonnées cylindriques d’axe celui du fil.

Remarque : On se reportera au chapitre sur le théoreme

d’Ampere pour ’établissement de cette expression.

Par analogie avec I’énergie potentielle électrostatique

— = .
= —Mo- B. Cette énergie

sera extrémale lorsque les deux vecteurs seront coli-

d’un dipole, on a ici E,

N
néaires, a ’endroit o B est le plus intense. Il faut
donc ici que I'aimant soit placé a la verticale du fil.

On aura alors une position d’équilibre. I sera stable si

- -
Mo est dans le sens de B (position .l2) et instable

N
(position Jl1) sileurs sens sont opposés.

'®

-
N

ity R

Mo

Positions d’équilibre du dipble magnétique dans le
champ d’un fil infini

3. Chaque aiguille agit comme un dipole magnéti-
que et crée un champ magnétique. L’énergie poten-
tielle d’interaction des deux aiguilles est donnée par

Le systeme sera a I'équilibre lorsque le moment
magnétique de l'une sera aligné avec le champ
magnétique créé par l'autre. Cet équilibre sera stable
si les deux vecteurs sont dans le méme sens, et instable
s’ils sont de sens opposés.

3 1. Le champ magnétique créé par un fil infini d’axe

(0z) est donné par B = ; ree,

données cylindriques d’axe (0z).

exprimé en coor-

>

5
é,
Or ¢y = ¢,1¢, e 7 = grad (ln ), ou 7, est une

constante homogene a une distance.

I,
Il en découle que B = %9— Agrad(ln ) ou

RN I
encore| B = E)z/\ gradf(r) |avec| f(r) = l;Lﬂ_(ln rl
0

2. Le point M se situe a la distance r; du fil d’abs-

cisse g parcouru par le courant /et a la distance ry
du fil d’abscisse — g, parcouru par le courant —/.
D’apres le principe de superposition,

ﬁ(M) = §1(M) + ﬁz(M), on a donc :

= > — > —

B(M) = é,ngradf(r)) — ¢, A gradf(ry)

I n 4()1”011 Ty
n 1)~ (o 2]

BM) = 2. [g?u)i(ui

Mol 1y
B(M) =7 /\grad( o In 72)

2 2

2 a a a
Or r] = r2—arcos® + — = 72(1——c056+—).
4 r 472

On cherche le champ magnétique en un point éloigné
des fils, donc on peut faire un développement limité :

a
- Q—rcose).

De la méme fagon, un développement limité au pre-

On obtient, au premier ordre, 7, = r(l

. a
mier ordre donne 7y =7 (1 + 5. cos 9).

a
1-—cos6
. 1 2r a
ar conséquent, — =~ ———— =~ 1 — - cos0.
P t 1 0
Ty a
1+ —cos6
2r

On en déduit que In ho ln(l - l—lcose) ~—%cos0,
Ty r r
car au premier ordre In(1+x) = x.

II reste a calculer le gradient de cette fonction pour
trouver le champ magnétique :

— " —( a
grad(ln —) = grad(f - cos 6)

grad(ln ) ~8% (— gcose)?r + %aa—e (—g cose)?e
Ty

1 a 5 la, . >
grad(ln 7—2) = +r_2 cos0¢, — ;;(—sme)ee.
Finalement,

§(M) =Zn l;(frt (720 $07, + — s1n9e9) et:

_ o la o Wola
g(M)——-Q—E;ESIHe€,+"2**n-PC059€e

3. Les lignes de champ sont les courbes tangentes en
tout point au champ. Le vecteur déplacement élémen-

AN
taire df =
=

B(M).

d LI ~
dré, + rd0éy + dz¢, est donc colinéaire a
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Comme B, (M) = 0, on en déduit que les lignes de
champ sont dans un plan horizontal. Leur équation
est donnée par :

dr _ rd®

B, By

dr _ rd®
Tsin®  cosb

dr _ sin6d6

T T cos®

Cette équation s’intégre entre le point My(r = Ry,
6 = 0)etle point M(r,0). On a alors :

r
In = In cos6, ou encore| r = Rycos®
0

Les lignes de champ sont des cercles, tangents en Oa
I'axe (Oy).

N STy

S’'entrainer

1 1. On cherche 'expression de 6, en fonction de ¢. Il
faut donc relier la densité surfacique locale au point Pa
la charge totale. Il suffit de réaliser I'intégration
suivante : on découpe le disque en couronnes élémen-
taires, comprises entre 7 et r+dr. La surface de cette
couronne élémentaire est d§S = 2nrdr.

P

Tous les points de cette couronne portent la méme den-
%

2
r
1‘(73
rdr )
2
-
1‘(1?)

Il reste a intégrer cette expression pour 7 variant de 0 a

R :
q= qu: JRQRGO——J‘—(}—T—-——-
0
1

-

sité surfacique ¢ = - La charge élémentaire

estdonc dg = 6dS = 2ng,

2
On pose le changement de variable = 1- (#) On a
alors du = — Q;Cir’ et 'intégration pour 7 variant de 0 a R

se traduit par une intégration pour « variantde 1a 0.

Electromagnétisme PCSI, MPSI, PTSI - Nathan, Classe prépa

On a donc :
04y .
q= —RG()RQJ — = -1, R2[2./ul1.
1 Ju

On obtient donc ¢ = 216, R? et par conséquent :

q

%o = 2 R?

2. On se place trés loin des sources, on pourra donc
utiliser I'approximation dipolaire. Il faut calculer le
moment magnétique équivalent a la distribution de cou-
rants de convection.

On reprend le découpage précédent. Chaque couronne
€élémentaire peut étre assimilée a une spire parcourue par
un courant élémentaire d/. Un point P de la couronne
élémentaire de largeur dr est animé d’'un mouvement
circulaire uniforme de vitesse 7 = r®é,. Le vecteur den-
sité surfacique de courant en ce point est donc :

Opr®

¢
5%
1-(X
(&)
Le courant élémentaire d/ qui circule dans la couronne

est le « flux » du vecteur densité surfacique de courant a
travers un élément de rayondr :

f;(P) = GPZP =

rdr
G
R
Le moment magnétique élémentaire de cette spire est

—
donc d.il = d1§, ou § = nrQ?Z

dI = j,-dréy = o0

est le vecteur surface
associé a ce contour orienté.

Par conséquent, le moment magnétique total de cette
distribution est :
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R
i = JM = j Go(or;hzm??z
0 r
J1-(2)

Rop3dr

= nGOwJ —
-
R
Pour calculer I'intégrale, on fait le changement de variable

2

u = 7 avec yvariantde 0a 1.Ona du = I%rdr et

:RQRQ ' udu

J_d R? .
PO

R
On fait alors un nouveau changement de variable

9 q . T
u = sin? o, avec o variantde 0 a =-

2
Ona du = 2cosasinodo. Lintégrale devient :

i
RY(" udu _ R*(2sinax 2cososinada

2 oA/l—u_ 2 )y A1 —sin?o
= R4J.2 sindocd o
0

T
= /R4 2(1 — cos?a)d(—cos)
0

a

2
= R‘{— cosao + L cos%(}
3 0

1 2
= R4 — —-| = =R¢
—R(O+1+O 3) 3R.

Le moment magnétique du disque est donc :

5
M= %ncowR“?z = %quQZZ

Le champ magnétique créé en un point M éloigné du
disque est alors :
— > — -
Ko 3(0OM - M)YOM — OM? M
4m oMP>
On s’intéresse a un point M situé dans le plan du disque,

.
B(M) =

— -
donc OM et Al sont perpendiculaires, il reste :

s
Mo M

.
BUD =~ o

2 1. Le champ B u Créé par le dipole magnétique au

point P est donné par 'expression suivante en coordon-
) i > Wy 2M cosOe, + Al sin ¢,

nées polaires : B(P) = —

4in 7
3
Pl )Ba?x, donc :
0

—
Onaici M = —(

> My QRRS) 2cos07, + sinO7,
By (P) = 41t( o B, 73
3
= —%Ba(Q c0s0?, + sin07,).

Pour avoir le champ total, on lui ajoute le champ
B . =B a?x :

&
Bp(P) = B2, - BQQR—rs(z cos8Z, + sin07,)

2. En un point de la sphére de rayon R, on aura alors
3
Bp-re = BaRcosﬁ(l - %) =10,
Le champ en un point de la sphére de rayon R n’a pas
de composante radiale, il est donc tangent a la sphere.
Au niveau de la sphére, ona r = R et par conséquent :
B
ER = B,¢.— B,cos0¢,— ~2—“sin9?e.
Or ¢, = cosB?, — sin07,.
11 vient donc

B
ER = B,cos0¢ — B,sin0¢, — B,cos0?, — —2—asin6?e

F?R = —%Basineﬁe.

La norme du champ total est donc HgR | = %Ba sin®.
La norme du champ est maximale pour | 0 = g

3. La figure suivante représente les lignes de champ au
voisinage de la sphere. Loin de la sphere, les lignes de
champ ne sont pas perturbées par la présence du dipéle,
tandis que proche de la sphere, les lignes de champ ten-
dent a lui étre tangentes. On obtient donc cette allure,
qui n’est pas sans rappeler un écoulement fluide autour
d’une sphere solide.

3 1. On cherche a évaluer la force ressentie par le
dipole a cause de la spire. Il s’agit de I'opposée de la
force ressentie par la spire a cause de la présence du
dipole. Cette derniere étant plus facile a calculer, grace
a Pexpression de la force de Laplace, on procede de
cette facon.
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Commencons par calculer le champ magnétostatique
créé par le dipole en un point P de la spire, repéré par
ses coordonnées polaires dans le plan (y0z).

Interaction d’un dipble magnétique et d’une spire de courant

D’apres I'expression intrinseque du champ d’un dipole
magnétique, on a :

— 5 —> -
Wy 3(AP- M)AP— AP

>
By (P) = T APS

Onaici:

Wi 7 Y - > - no
AP = A0+ OP = —xé,+ Rcosbé, + Rsinb¢,.

— -
Par conséquent, AP = J/x2+ R?> et AP- M = —x M.
Il vient donc :

- M
Bu(P) = Mo

5
4m(x2 + R2)2

[-3x(— x, +RCOSGE> +Rsin9?) (x2+ R2)2,].

Il ne reste plus que la composante suivant I'axe de la spire :

3xpyMIR? (2" 3xpMIR?
= o [ge = 20T oon
Am(x?+ )2’ Am(x? + R2)?
_ 3apMIR?
= —
2(x2+ R?)?
La force exercée par la spire sur le dipole est donc :
- 3xuOJvL1R2 2.
2(x% + Rz)2

2. Si le dipole est dirigé comme sur la figure dans le
sens des x croissants, la force qu’il ressent tend a le rap-
procher de la spire. Il se dirige alors vers la position
d’équilibre correspondant a une force nulle, c’est-a-dire

i[x=0]

Il s’agit alors d’un équilibre stable, puisque le dipole
magnétique est orienté dans le sens du champ magnéti-
que créé par la spire.

emarque : si le dipole est orienté dans le sens des x
R q i le dipole est orienté d 1 d

décroissants, la position d’équilibre, correspondant tou-
jours au centre de la spire, est désormais une position
d’équilibre instable. Si le dipole s’écarte de I’axe, le cou-
ple de force qu’il subit tend a le retourner, pour le pla-
cer dans le sens du champ magnétique créé par la spire.

Lexpression de la force elementalre de Laplace ressen- ) 4 1. En coordonnées sphériques, on a :

tie par I'élément de courant 7 d¢ centré sur P est
dF = Id(’/\BM(P).

NP > o (D >
On a ici d¢ = Rd0¢; = RdO(- smeey+ cos6¢,). On

obtient donc I'expression suivante pour la force élémen-
taire de Laplace :

L wttrrde [ ° iR
i s || =@ | A|| BReesC
4 (x% + R%)2\ cos® -3xRsin®
+3xR
dﬁ = w (2x2—R2)0059
4m(x2 + R%)2\(2x2 - R?)sin®

II reste a intégrer cette expression pour 6 variant de 0 a
2m.

On voit immédiatement que les composantes F), et F,

de la force de Laplace seront nulles puisque :
2n 2n

J sin6d0 = cos0d8 = 0.
0

0
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B ].LOQMCOSGe +Jl/tsmeee
4m 79

Or latitude A et colatitude © sont liées par la relation

D= XE_

3 A, et par conséquent :

cos® = sinA et sin® = cosA.

Par conséquent, a la surface de la Terre, ou r = R, ona:

=

L (U >
B= 4nR3(2 SinAé, + cosAéy)

2. Linclinaison 7 est angle formé avec le plan horizon-
tal. On a donc By = g-?e = Bcosl, et:
> .
B, = Bb-¢, = Bsinl.
B, _ 2sinA

On adonc tan/ = B—e = ook

- Par conséquent :
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3. A Paris,ona A = 49°N, donc I = 66,5 °.
La composante horizontale du champ est :

4T R3B,
cosA. On en déduit donc = R’ By

_ M
By = 4mR? Lo cosh

AN.: M = 8,19 102 A - m2.

4. Le moment magnétique est dirigé vers le sud géogra-
phique. En effet, on a appelé nord la direction indiquée
par le nord magnétique d’une aiguille aimantée, qui est
attirée par le sud magnétique du dipole terrestre.

N

S

5. On obtient ici une inclinaison de 66,5°, qui est assez
proche de la valeur mesurée. Bien entendu, il faut raffi-
ner un peu ce modele si on veut expliquer les valeurs
expérimentales, mais en premiére approximation, le
champ magnétique observé a la surface de la Terre est
bien modélisable par un simple dipole, aligné selon 'axe
des poles géographiques.
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