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L es Nouveaux Précis Bréal sont concus pour apporter aux étudiants des
classes préparatoires une aide efficace dans leur travail. Tout en con-
servant la rigueur des éditions précédentes, nous nous sommes efforcés d'aplanic
au mieux foutes les difficultés inhérentes au discours scientifique. Nous savons
por expérience que le rythme de lo prépo n'autorise aucune perte de temps,
et nous pensons qu’une explication claire et précise permet d'éviter au lecteur tout
« hincugg » inutile.

Strictement conforme au nouveau p jramme, cet ouv s'adresse @ fous
les étudiants de premiére année de la filiére MPSI. Chaque chapitre est divisé en

trois parties complémentaires.

w Le Cours, qui présente les principaux raisonnements & comprendre ef @
connailre, accompagnés de nombreuses applications directes ofin d'assimi-
ler immédiatement les notions traitées.

= les poges Méthodes, qui contiennent deux rubriques indispensables &
la progression personnelle : L'essentiel permet de mémoriser rapidement tout

ce qu il faut retenir du n:hupltm et la Mise en ceuvre BxXpose les grcmdn:.
méthodes afin d'acquérir les bons « réflexes » en situation.

= Les Exercices, clossés por niveaux de difficulté, dont les solutions détaillées
sont enrichies d'astuces et de conseils (précédés des logos % ou A\).
Certains exercices sont accompagnés de courfes indications, comme en
colle : il suffit partois d'un petit « déclic » pour démarrer |

Il nous est apparu nécessaire d'occorder oux Méthodes et aux Exercices une
place équivalente & celle du Cours. En effet, 'apprentissage ne peut pas éire effi-
coce sans combiner étroitement ces frois dimensions : comp , savoir faire et
s'enfrainer. En revanche, s'il organise intelligemment son travail, I'éludiant pourra
s‘'oméliorer dans toutes |95 &lmlpllnm en gérant au mieux son lemps el ses efforts,
principale condition de la réussite.

Ainsi, les éludiants de MPSI disposeront, en méconique, d'un outl de travail
complet, adapté au rythme soutenu de cette premiére année de préparation aux

COMODAUTE.

Mous espérons que ce nouveau Précis les aidera & accéder avec confiance
en deuxiéme année et nous répondrons volontiers @ foute suggestion, remarque
ou critique par e-mail & I'adresse infos@editions-breal fr.

L'éditeur et les auteurs.
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CHAPITRE

n Cinématique du pomnt

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons au mouvement d'un point, sans nous
occuper ni des effers, ni des causes de ce mouvement, Ainsi nous émudierons le
mouvement, ¢'est-a=-dire I'évolution d’un point dans 'espace et au cours du temps, a
|'aide des notions de vecteur position, de vitesse ou d’accélératon, toutes relatives a un

ohservareur oy un referentiel.
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Fig. & - Dbservateur a1 point
obeerdd,

1. (in dit que le mowvament n'a pas
un caractana absoly, mais ast
relatif (& MNobservateur).

- Chapitre 1 ; Cinématique du point

A. Description du mouvement

A.l. Exemple : I’hélicoptere

Considérons un hélicoptére se déplagant horizontalement en ligne droite
(fig. 1).

Repérons deux points particuliers : le point A, axe des pales et le point M
extrémité d'une pale. Le point O est un point fixe par rapport au sol. Le point
A est un point fixe par rapport au cokpit de "hélicoptére.

Afin de décrire le mouvement de 'hélicoptére, il est nécessaire de choisir un
observateur (qui regarde la scéne) et un observé (point qui est observeé par
I"observateur).

Fig. 1 - Déplacement ractiligne harizontal de Mélicopténa.

Par exemple, le point M observé depuis le cokpit va tourner alors qu’observe
depuis le sol, il va « tourner et avancer s,

De méme, le point A, observé depuis le cokpit, sera immobile alors
qu'observe depuis le sol, il avancera.

Ainsi, il est indispensable de préciser ce qu'on observe (le point observé) et
d’ow on I'observe (observateur).

A.2. Systéeme étudié, observateur

A.2.1 - Deéfinir le systeme étudié

* La premiére étape consiste 4 définir le systéme étudié (I'observé) ; en ciné-
matique du point, il s"agira forcément d"un point ; le point observé.

Par exemple, sur la fig. 2, le point M est ['observé,

* La seconde étape consiste 4 définir 'observateur ; c'est par rapport & ha
que le mouvemnent sera décrit (le mouvement du point observé dépend de
I"observateur)'.

Par exemple, sur la fig. 2, l'observateur gui observe M est lié au sol.

Or définir précisément un observateur, ¢'est définir un référentiel.
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Fig. 3 - Base orthanormés
directs ; gn wissar be tirg-bouchon :

*daE", WErs i: i s"enfance vers E",.'
*de 2 vers &, il 'anfonce vers @, ;

- o —
=g g, vars E:.iurlnrmmnr.

1. Ca référentiel carrespond & tout
i qui @st fiwe par rapport &
l'abservateur ; on le représants
sousent par un solide augued est
lié I'ohsareatewr,

) |
|

Fig. 5 - Vecteur position du
poirt B dans la référentiel 3.

A.2.2 - Notion de référentiel
* Base orthonormée directe

Pour définir un référendel (observateur), il faur d’abord définir une base
orthonormée directe (voir fig. 3), composée de trois vecteurs :

- perpendiculaires entre eux (ortho) ;

= de norme 1 (normée) ;

- respectant la régle du vre-bouchon (directe).

Cette base définit en fait trois directions,

+ Repére

L'adjonction d'un point O (ofgine du repére) 4 une base orthonormée

directe {E::,E:.,E:j définit un repére orthonormé direct : (O ;Ei,a_;.,E:}.

* Référentiel

Comme le point M se déplace au cours du temps, il faut que I'observateur soit
capable de préciser la positon du point M a chague instant ; 1l faut donc gquil
soit capable de mesurer le temps (i aide d"une horloge).

L'adjonction du temps @ un repére définit un référentiel & : (O ; i_':, i_'_:, E: f).
Celui-ci définit précisément la notion d'observateur’.

Fig. 4 - Référentiel (05 ¢, e, c,.r) b & Fobservateur.

Ainsi sur la fig. 4, R : (O ; E:E_: e.. 1) est un référentiel lié 4 I'observateur.
Le temps s'écoulant de la méme maniére dans tout référentiel, il sera inutle
de préciser le temps dans 'écriture du référentiel ; ainsi, on pourra écrire :
RO &0, e,

A.3. Repérage d’un point

A.3.1 - Vecteur position et trajectoire

+ La position du point M observé (fig. 3), depuis "observateur (référentiel 3
—

est définie @ I'aide du vecteur position OM composé :

— d"un point origine O fixe par rapport & 'observateur, c'est=d-dire au référen-

tiel R (O ; &, &y, 20);

= du point M observe,

Rappel : un vecteur est defini par :

- sa direction ;
= 0N SE15 ;
— %A norme (ou valeur).,

+ La trajectoire du point M dans le reféerentiel 5t est 'ensemble des points par
lesquels M passe au cours du temps ; la rajectoire dépend du choix de
I"observateur, c'est-d-dire du référentiel .

— g
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Fig. 9 - Basa omhonormie
directe (&, €,, &,).

» Exemple de I"hélicoprére (fig. 6).

o

Fig. 6 - Position du point M dans 5t et dans &

La position du point M dans le référentiel 3t (O ; E:, E;,1 E:J, c'est-a-dire par
rapport 4 "observateur lié au sol, est définie 4 I"aide du vecteur position E‘l
La position du point M dans un référentiel &' (A ; ¢, e, ,), c'est-a-dire par
rapport 4 ["observateur lié au cokpit de I’hélicoprére, est definie a "aide du
e
vecteur position AM.,
Dans ce référentiel ', le point M décrit une trajectoire circulaire de centre A
et de rayon R = AM.

A.3.2 - Produit scalaire
Le produit scalaire des vecteurs f.r} et ; (fig. T} est un scalaire (un nom-
bre), noté -, qui vaut :

i o = lul-|glcos(id, 7).

B rv:~[.'u--£--!.‘~:|1tcInu.'u-n:i':w:liu:rrn1:1.uw:|:-r.:1.1ri.:|r danaladﬁtcﬁunduvcct:wa
sl Iﬁl = 1 {fig. 8);eneffet, 4 - v = |ﬂ|mﬁ{ﬁ.ﬂ] =U,.

* Produit scalaire entre vecteurs d’une base orthonormee directe (fig. 9)
& e, = 1; E:-E;=n;

G =1 &e=0;

goe=1; &-4=0

Chapire 1 : Cindmatigue du poim




Fig. 10 - Bases orthonormées
diroctes (&, 8, 5,) ot

(&, By, #,).

1. Comeme sows emtendu ici, la ou
bes bages utilisdes n'ont pas
forcément de lien avec le
référential de 'obssrvateur.

1 Attertion ; IEﬁH e S+ Ricar
F, n'est pas perpendiculgire & £, .

* Produnt scalaire entre vecteurs de deux bases orthonormees directes :
= cosl;

e M)
L )

= m&(g—ﬂ) = sinf;

cw(—[ﬂ+g]] - —sin®;

cosf,

o L.
4
Il

-
ﬂ'|-

b
n

A.3.3 - Différentes expressions d’un vecteur

On exprime un vecteur a I"aide des vecteurs d'une ou plusieurs bases, appe-
lées bases de projection’.
Un vecteur aura des expressions différentes selon la base de projection choi-

sie. En revanche, il s'agira du méme vecteur (méme direction, méme sens et
MEme norme).

Dans un soucis de clarté, on peut utiliser les vecteurs de plusieurs bases de
projection pour eXprimer un vecteur.

Exemple
Dans le cas de I'hélicoptére vu précédemment, on peut exprimer le vecreur
position du point M dans R (O ;ELE;.E:} en écrivant :
— —_— — - 3
OM = OA+AM = x¢, +Re,,
(utilisation des vecteurs de plusieurs bases).
Néanmoins, on aurait pu exprimer la position du point M en écrivant ;
—3 -
OM = in +Rc=:lsElEi +RsinEIE_:. = (x+ F-.::mﬂ'_lE;+ Rsinﬂe-;,.
La premiére expression est plus gimple, donc plus facile & manipuler, tandis
que la deuxiéme est plus longue. 1l s"agit cependant du méme vecteur : {E'-I
Calcul de la norme :

Im = -.'D_iMD_}M = J[IE+R;J-{:E:+R:;]
=

- = = = > > =
= .. . g .
= ,d"_; e, ¢, +xRe, - e, +Rxe, e + R, ¢,

= Jx?+ R? & 2xRcosh °.

%
f.l"

[N} -+

£

®5 "

Fig. 11 - Uhélicoptére ot las deux bases (,, &, &,) # (8, &, &,).

o I
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Fig. 12 - Dérwée de fif}en f,.
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' Chapitre 1 Cindématigue du poinl

A.4. Vitesse d’un point

A.4.1 - Dérivée scalaire

La dérivée temporelle de la foncdon f{r) en 1, représente la pente de la tan-
gente a la courbe f{r) en £, (Gg 12) ; on la note” : g—{{t,;.}.

Si ¢ passe de 1, & 1y + di, on se déplace de fir,) 4 {1, + d¢)} sur la courbe

Ffie) exde fie,) & flg,) + df () sur la tangente ; comme dr est infiniment
petit, on peut confondre les deux valeurs précédentes :

Flrgd+ df(e,) = f(r, + de),
dfig)  fleg+ di) —ftrull

soit df{t,) = fFig,+ de)—fie,) ou 5 - 3
Propriéiés

« Somme : %U+g]=%{+i—f=f+j_

* Produit : diitfkg] = j{g j‘f fe+fg.

+ Composition - 4 (7(en) = & 88 _ 47
Composition : d{l:ﬂ.?]fl dg Frialr T

A.4.2 - Dérivée vectorielle

.o . ' = =
Soit U un vecteur d'expression dans la base (e, . ¢

ﬁ — — —
= xe, +ye, +ze

.
La dérivée vectorielle de U dans’ le référentiel Tt (O ; ¢, ¢, ¢.) est:

i_j = El[ _}+ '?+ze_}]]
() a = (Gt st o

de Jiw {
s0it ;
= . — —3
[db) qx—;”[ﬂ L dvor [d.a.:_."] +E?+=[d£’“]
dr b = AT @ Ja T @ T T e T T T i
Remarque : .
Ce caleul permet de savoir comment varie U observé depuis 9.

- . . = . _ —f =4 =
Si I'on veut savoir comment varic U observeé depuis &, (O 5 e, .2, , ¢, ), 0N

¥
calculera :

.
du _(d, = dx—= dy—= dz—
(T ), = (Gren +oen 420, ’)h P TS T i Tt

s
et ¢, sont fixes dans g done :

de, de, d.ﬂf] 5
dr =, - :;lJ: “dr i®, 0.

Ainsi, contrairement d la dénivée d'une fonction scalaire, la dénvée d'une
fonction vectorielle dépend du référentiel de dérivation, c'est-d-dire que la
variation d"un vecteur dépend de « 'endroit + depuis lequel on 'observe.

- =3
En effer ¢, , ¢,
i Fu




* Dérivée des vecteurs de base de projection
Considérons deux bases [Ei' : E']- et f.E':iE;,?}; cherchons la dérvée de

chacun des vecteurs dans le référentiel % (O ; E’ «€g) (voir fig. 13).
Comme ¢, , ¢, ¢, et ¢. sont des vecteurs constants dans 3 :

L : | de, de, di, 4
Fig 13- Ha.taadupmiunliun [El" = (E].u = [E) =0

(e, E’i’}at{i-" i"]

: et ;; ® [oUrmnant » par rapporta % (ona B = {spa]nj,m:maum

(§).78

+ = .
Remarquons que ¢, = cosBe, + sinble, .

de, d{cosB) de, di si e]. l:le
P ¥ _ COSE j=* s 51T
Ainsi [EJH = 1 i+ msﬂ[d: )H-i- T +51nEI( 4 }m
Comme 8 peut dépendre du remps &, @ est la dénvée d'une fonction
composée :
dicosf) _ df :usﬂ]dﬂl
dr d8 4 - ~in(@)6.
De méme, @ = cos(8) 8, er done :
1. Or mantre pas l8-méme gue
[%1‘.! - E:; car ( ]JI =_-8 umﬂﬂ + H:unﬂe
dé, dey o I ¢ dexire sous la forme ©
[F]-‘t =[ﬁ]u“ﬁ' que 1'on pew sous la torme ©
de, : AT "y -
2 On constate gue la dérivée d'un (E]-‘J&: =8 [":“5[9 t i}"’x t Em[ﬂ' L E] ""'_1-]=
vacteur de norme constants '
{comme par exemple &, &, ...} soit’ -
a5t un vactawr ayant subi une L
ratation de +% rad. de, -
de Jia “s
Eneffet, si ¢ estun vecteur de
norme constante, alors De la méme maniére, on montre que™ °:
dlil? _ et _, .
dr dt dey 03
o LY _ dii @) [ﬁ].-‘.a =T
df df
=%_;+5 ﬂ_i: Propriétés :
PR d + =+ du dv
= Ll - " —— c—
Lo [d:‘“ ””)x [d:)f:**(m]
done & - 3% = 0 atdone
‘ d . du
d L] — = —
i1 ,,TL; [df[luj}fj ;"[ de }"ir
3. On mandre par la méma que + -
de, .[E{ﬂ.;]} =(d‘_”} t'_].'...;[d_”J
(ﬁlﬂ. = -d,. dr = de N dr Jim’

Cours




., A.4.3 - Vecteur vitesse

—
1. dOM = OM &+ diy— OMi 8.

Le vecteur vitesse du point M dans le référentiel 3t (par rapport & 'observa-
teur h }, est la dérivée temporelle du vecteur position du point M dans @' ;|

dOM =4, M+ dD ~ s ¥ vecteur vitesse (m - 571 =
——
l . o (M), = (%)ﬂ OM  vecteur position (m) |
Mir) OM(r +dr) ' | ¢t temps (s}
E— | :. A a4 —— —
OMie) | (Comme nous I'avons déja signalé, O est un point fixe du référentiel 3).
Ll
Rappel : E{MH* €50 un vecteur tangent i la trajectoire en chacun de ses
R —
points : il correspond a la variation dOM du vecteur OM pendant 1'inter-

Fig. 14 - Vecteur vitesse. valle de temps de (fig. 14) :
- ———4 -
vdr = OMir+ dr) - OM(1).

Remarques :
1) On est souvent amené & travailler avec la mesure algébrique v de 1a vitesse

=+ ¥ — —F N . -
v:v = peg (e VEcteur unitaire tangent a la trajectoire). v est la composante

du vecteur v selunr_-}r,c‘eat une grandeur qui a un signe (plus au moins).
La démarche du physicien consiste & se placer dans un cas particulier ot les
signes des grandeurs algébnques utilisées sont connus (abscisse, vitesse, force,
élongation...) et @ établir une relation entre ces grandeurs dans ce cas particulier ;
I'équation obtenue restera alors valable pour les autres positions du systéme.

2) Le calcul de 1_:"{ J"n-'l‘.||all permet de savoir comment varie la position du point
M observé depuis le référentiel ® (I'observateur).

LTSGR Vitesse d'avancement de I"hélicoptére

Exprimer le vecteur vitesse du point M dans le référentiel # (O ; E;. E;. ;:]I, dans le cas de I’hélicop-
tére vu précédemment.

Dérerminer la vitesze limite d’avancement de I"hélicoptére selon 1'axe (O ; ;: ) sachant que la vitesse
du point M doit étre inférieure 4 la vitesse du son (v, = 330 m - -} i chaque instant.

Données : les pales ont un rayon R = 5,3 m et tournent avec une vitesse angulaire :

o= =8 = 450 uw min-!.

Solution

n
- _!_"‘If. M|, o

.'-.\_. b 1_.\.
Rieg ™.

_}

Ty

ik
=
-+
L)

[(TTTEY

n Chapitra 1 Cindmatigue du point




. . —* = o
Le vecteur position du point M est : OM = xe_+ Re, .
Le vecteur vitesse du point M dans le référentel & (O ; E:, E:,, ?;] est donc :

dOM de de
vl = (55) - sz (4F), o x2n(%)

dr ) dr N’
— de, > de,
Comme R = cte, R = 0 etcomme ¢, = cte dans &, (T:]H = 0. Enrevanche {E:}"i = fey.

Ainsi : D(M)|, = %e, +Rog,.
Comme § = % = w, on obtient :
Z(M)|, = x2, + Rog,.
0. A 0O =+ . =F o =¥ =* 1
Remarque : on pourrait écrire ¢ iM}|_¢ = x¢, + Ro(-sinBe, + cosfle,) soit :
#(M)|, = (¥ - RwsinB)e, + (Rwcosb)e, .

La vitesse maximale du point M est obtenue lorsque les vecteurs ;.; et Rme'.; ont méme direction
In

el méme sens, o' est-d-dire lorsgue 8 = 5 rad.

Alors ©(M)|, = #e,+Roe, = (x +Ro)e, .

+ ' . .
Comme on veut, ﬂ{M]L" = Uyun » il faut avoir

x+Ro=v, , soit x =v, ~Rao.

AN, x=330-53x450x gT:;

x=80,2m 5!=289 km - h-l.
La vitesse maximale d'avancement de I'hélicoptére est de 289 km - h'.

A.5. Accélération

A.5.1 - Expression de 1'accélération
| Dafinition 3 |

i Le vecteur accélération du point M dans le dans le référentiel 9t est la dérivée
M viel seconde du vecteur position de M par rapport au temps dans le référentiel 3t :

+ aa :
a wecteur acceleration

. {m-s72)
o* ) 2 M) = [dlumJ _ [dw:Mﬂﬂ] v vecteur vitesse (m - s!)
" de? Jia de B = e
DM vecteur position (m)
I temps (8)
. - z‘r_: +dr) |
ul.:ld.:r“‘n, | S } ) o _
B T ! Le vecreur accélération (fig. 16) représente la varaton du vecteur vitesse
—u{r) | entre les instants r et 1+ dr divisée par I'intervalle de temps dr :
Fig. 16 - Vecteur accélération. 5“}'.11 di = ;{: + dl}l_t - ;“::l_a

o i



Remarque : I"accélération représente donc la vanation de ;
* la norme du vecteur vitesse ;
+ la direction (et du sens) du vecteur vitesse,

AL5.2 - Types de mouvement

Lz mouvement d’un point matériel M est accéléré dans le référentiel @ si
F{Mﬂar croit au cours du temps, c'est-a-dire si ”3[M}|m"= croil ; on peut
alors écrire :

dl oMy - 2iMy )
d"g{M”*'anmi: [ﬂ( |- T (Mg
dr di

da’{Mmlﬁ] . " [dg{M}L.]
uuenmr::[T Il,i-'l-'{M}ll_a-l-ﬂ[M}lm- —ar ll,!:bﬂ'

>0,

ainsi : 22 (M), - 2(M)|, > 0, ce qui donne :

v (M), @My, =0.
Le mouvement est décéléré (ou ralent) si H;{Mj[il décroit au cours du
temps ; on montre de la méme fagon que cette définition correspond a :

v (M), -a (M|, <o.
Le mouvement du point matériel M est uniforme dans le référentiel 3t s
";[M}Lk" = Cre au cours du remps, ce qui correspond 4 :

siM)|, -aim, = 0.

Accélération de I'hélicoptére

Exprimer ["accélération du point A dans le référentiel & (O ; E;. e_;.. ¢,) puis I"accélération du point
M dans le référentiel ' (A ; 2., 7, 2,) et dans le référentiel B (O 5 7., 2., 2,).

On suppose que la vitesse d"avancement de I"hélicoptére est constante : U= ve, (v=cte) et quela

vitesse de rotation des pales est constante @ = @ = i 450 tour - min-', Le rayon des pales est

dr
R=353m.
Remarque : il ne faur pas confondre « exprimer I"accélération dans le référentel & (O ; ;: E;. ;:] "
avec « projeter le vecteur accélération dans la base l’,;i, E;, ?,_! #l

Solution
— ik

d
" D_P: = :E’:. donc 3{*”1 = (dgﬂ]ﬂ; = ja_l_x(ﬁ)'rﬁ
s

h

= s d =
Comme ¢, = cte dans &, [—’] = 0 ; ainsi :
de Nim

)

DA, = e = ve, (v=%).

L'accelération de A dans 3t est alors :

= dg{ﬂ]'a . =¥ dﬂ-: . -
ﬂ{ﬁ}l:k = [T e = ve, + U[E]m, s0iL d(ﬁ}lﬁ = 0. :

1 Lhapitre 1@ Cindmaligue du poeit
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* La position de M dans 3" est repérée par : AM = RE};

=
. d
Sa vitesse dans 3" est dongc : ;{MHH. = Ret+ﬂ(—er} .
dr fia
de,
Comme R = cte, R=ﬂﬂ[T;}u'= ey, = wey,ona;

_i.

v(M)|,. = Roey.

Lraccélération de M dans 3 est donc :

-+ —
do(M)|.. . de,
=+ X - . =8 [}
a{MJld, = [T]-".ﬂ’ = Ruwe, + Rive, + Rm[ﬁ]}':‘t’-
o d i de diw
Remarque : E:{HI-'E-E'} =3 DL =+ umw * I-I‘I:-'T
dey,
Comme R = cte et w=cte, R = 0 et @ = 0; de plus [d_:l]'i:' = —l:]é', = —m?,.
43
On a donc :
aiM)|,. = -Ro’e,.
s = L — = -
* La position de M dans 3 est repérée par: OM = x¢_+ Re .
Sa vitesse dans # est donc : 3[‘“}'.1 — .i'z+ Rm.?ﬂ,
Son accelératon dans 9 est
deg
= = i . = =
(M), = x=,+nm[ﬁ]m, soit a(M)|, = -Rare,.
Cette accélération est constamment dirigée vers A !

AN, Jaom,] = 5.3 x[L‘;”‘]z

=11760,5m s 2.

A.6. Bilan

(@), (&)

Guoly) == Goul)

:!’.dm C.L I;I.-:I:}+C.]-

Fig. 17 - Bilan cmématigue.

La figure 17 permer d'établir un bilan cinémartique des principes utilisés, La

cinématique a pour objet d'étudier les mouvements 4 travers les grandeurs

cinématiques : vecteur position (et trajectoire), vecteur vitesse ef vecteur

accelération. A partir d'une cés quantités, on peut passer aux autres soit €n

dérvant [j_r]; dans le référentel d’étude, soit en intégrant [I. di)en tenant
®

compte des conditions initales (C.1.).




, n.x}ng

A.7. Bases de projection utiles
A.7.1 - Base cartésienne

. E . E e A B
La base cartésienne est constituee des trois vecteurs (e, , €., e,) (fig. 18), Un

Fig. 18 - Bage candsipnng,

—
vecteur OM y est défini a 'aide de trois paramétres x, v et = tels que :

gy - = —=
OM = xe +ye, +ze,.

|
: Cette base est la méme pour tous les points de 'espace.

Remarque :

— f— —

"DBIH = OM-0M = ,‘Ir{xa_':-l-J.rE_:& zz}-{xa-l-_va_;,-l-aa_'i] = o fxd b yd g g,
|

A.7.2 - Base cylindrigque
La base cylindrique est constituée des trois vecteurs {E’,, ;;, E:]- (fg. 19).

L'angle tE:.-E:} = B s'appelle angle polaire etona r = Iﬁl'

Fig. 19 - Base cylindriqua,

1. Attention da na pas &crire

oy - =
OM = rdl, + B0, + 20,

2. Aftention, B n'apparait pas
explicitemant mais &, et &,
dépandest de 8.

—_—

Un vecteur OM v est défini 4 I'aide des trois parameétres r, 8 et z tels que’ * :
—
oM = r::, + 35_!: .

Remarque : |ﬁ’1l = Jri4zl

Cette base est mobile er bouge avec le point M : elle est utile dans les problé-

mes 4 symétrie cylindrique.

-+ —
d.l".", dra -+

Rappel: (5 ), = @ = (G5 -

Trés souvent, on travaille dans le plan ; dans ce cas on n'utlise pas le vecteur

E:: on parle alors de base polaire (fig. 20).

_j
£y

—%

]s'a = —¢ avecR=(0;e,, Y

=
La base polaire est constituge des deux vecteurs {?,. E;] et le vecteur OM est

5 B = =
alors donné par la relation” : OM = re,.

.
_ de,
Remarque : on a toujours (ﬁ]ﬁa

-
£

@ ot

degy s
(@) =4

Fig. 20 - Base palasra,

A, Artention, B n'apparait pas
explicitement mais &, o &,
dépendant da &,

-+

I.Ehl’“ﬂ{d?i-:'}“ =0,

&y 2 i
(31, = 8: (52) = 6.

A.7.3 - Expressions de la vitesse et de ’accélération a
I’'aide des bases cartésienne et cylindrique

Soit un point M en mouvement par rapport au référentiel & (0 E:E: o)
5i on utilise comme base de projection la base cartésienne (.EL E;,, E:}, Of &
]
OM = IE: +_1.r;';+z4;i
4OM
-+ e .
E{M)L’ = (T]f’a = 13I+_1r£_‘,+3r='
&
dv (M)
o+ & N
-:h(l"v‘lﬂ_;.L = [T i = Ke +ie +ie.

Chagsitre 1 : Cindmatigqua du point




1. &fen d"obtenir ces wacteurs en
coordomnées polaires, 3 suffit de
supprimer bes camposanies des
wacieurs position, vitasse at

acciliration selon i:

51 maintenant, on utilise comme base de projection la base cylindrique

i s i
(e,.€g.€,), Oona :

_— — —
*OM = re, +z2e,.

—— -+ *
-_:'M:l| = dGM) = Fe + E—'] +EE + [Ei"] it :
i a [ T = T r[ 7 P i i MR
v (M) & = l:';:-l-rﬂé';ir.éa:.
dv (M) de, de,
i _ & - R oy bl - e ] L _E
a{Mlll_ﬂ = [_d: ]“ Fe, + r[drlf+rﬂeu+rﬂek+ rﬂ'[ r}.";il
y . de,
+Ee + % —)
T

.o+ T T T T .
soit: a(M)l, = re, +rBeg+rBeg+rBey-rBe +2e
s0it encore :

a(Mj|, = (r-r87)e, +(rB +2r 0oy +2e,.

" + T 3
Remargue : la composante selon ¢, d'un vecteur est appelée composante

. -+ . .
radiale, la composante selon gy est appelée composante orthoradiale.

B. Etude de mouvements usuels

B.1. Mouvement rectiligne
La trajectoire du point M dans le référentiel 3¢ (O ;: . ;:. E:]- &5t une droite,

= Lk s T = s
par exemple (O ; ¢_); les vecteurs position, vitesse et accélération s"écrivent

donc sous la forme :

e
-
* OM = xe ;
=+ . 3
' '.:'(M]-lﬁ = xa,;
-
g,

(M) = £

B.1.1 - Mouvement rectiligne uniforme et uniformément
varié

= Le mouvement est rectiligne uniforme si ¢ = »r = cte (on retrouve alors

+ . - 2
¢-a = 0 puisque a = 0.

. . ar o F —* —* :
— Le mouvement est rectiligne uniformément variési a = cte = ae, ctsi

la trajectoire est une droite :
v 51 va > 0, le mouvement est rectiligne uniformément accéléré, en effer :

=+
gv-a =wg>=10;

* 51 va < 0, le mouvement est rectiligne uniformément ralent (ou décéléré,
. +  F
ou retardé, eneffet; v -a = va<0.)

ﬁ\ La signe de a ne suffi pis

19
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A partir de I = ::E; = ¢lé, on peut trouver la vitesse en intégrant vectoriel-

lement 1'équation :
_}
':I;—": = ae., d'odl 01} = ate, +0(1=0) = (at+v,)e,.

Le vecteur position s'obtient en intégrant vectoriellement I'équation :
—
dOM

dr

— —
= ate, +vge, soit OM(r) = %EE:.-I'HQIET'I'GM{l: 0,

ar?

2
En projetant selon Ef,, on obtent :

. —* —*
OU ENCOTe © xe, = + vgb 4+ x; e,

ar?

X=Xt tpl+—

Déterminer une durée et une distance
Un véhicule se déplagant sur une ligne droite horizontale a une accélération constante a = 6 m - 872,
Déterminer le temps mis pour passer de (0 a 100 km - h™' ainsi que la distance parcourue.

Solution
Dans le référentiel (O 2,,2,,2,) lié & la route (O ; 2,), le vecteur accélération du véhicule M
s’éeril ' . L

E[M]:lar = gg, = Che.
At = 0 {au déparr), M se trouve en O (¥, = 0) avec une vitesse nulle (o, = 0};
ainsi en intégrant (a 1'aide des conditions initiales précédentes) :

— 2
3[M}|m = utE: er OM = %EZ.

v
Le temps mis pour atteindre v, = 100 km-h™! est: gy = :f-

2
La distance parcourue est : D = x(1;) = o,

2
(55)
3.6
AN. 1, = 3 =465 e D=

F
g ”:*ﬁ ~ 64,3 m.

B.1.2 - Mouvement rectiligne sinusoidal

L& mouvement est rectiligne sinusoidal 51 le vecteur position dans le référen-
. e A

tiel H(O ; e,, e, e,) s'¢crit sous la forme :

S — X, 'amplitude du mouvement (m) '
OM = x(t)e, w0 pulsation (rad - s7')
= X, cos(@f + ma | @ phase a l'origine (rad)
|
Ainsi
dOM do

- _ . =* + _ fdu __ 2 =
f = (T)m_—:{mmmn{mu-q:}a, el a= [d: )."3: X, 07 cos(or + @e,.

i Chapitra 1 : Cinamatiqua du point




Fig. 21 - Trajactoire circulaine
dus paing M dans la hase

08,8, 2,

1.0na ve= REB cequipermet
d'§crire ;

— 1,
i’ql.lrl,l_"""'r -Fi.

L'accélération orthoradiale est
responseble de la variatan de ba

norme de v et Faccélération
radiale ast responsable de la
wvariation de la direstion de ¥

Z0na v = Res done:

-I—HI*—II:='—=.

= —F
On constate que a = -wF OM.,

el R mouvement rectiligne sinusoidal est régi par

I'éguation dlEerenne]le :

dDM+m3ElM=II]

.2
Projetée selon ¢, cette équartion différentelle s'écrit :
x +@ix = 0.

B.2. Mouvement circulaire

La trajectoire du point M dans le référentiel #(0O ; -.:: .-:_;. E:} estun cercle de
centre O et de rayon R. En utilisant la base cylindrigue [E‘f_, .,:;, .e_':]- (ou polaire

puisque le mouvermnent s¢ fait dans le plan (O ; Ei,E:}] ifig. 21), les vecteurs
position, vitesse et accélération s’écrivent :

__’ _.
*r OM = Re,;
’ ;(Mjlj = R'B-E:;

* d(M)|, = Réey-RO% ;.

~ L& mowuvermnent est circulaire uniforme s1 = % = cte, en effet dans ce cas :
v-a2 = Rwe,-(-Rw?e) =

on a alors :

_'. -5
« OM = Re;

. :_;{Mﬂj = Rwe, (la vitesse est orthoradiale) ;
. gtM}l,g = —Rmia_;:, (I'accélération est radiale et centripéte)-.

Remarque : dans ce cas, méme si v = Rw = cte, l'accélération n'est pas
nulle car la direction du vecteur vitesse varie.

— Le mouvement est circulaire uniformément accéléré si 0 6
If.-n cffet, dans ce cas :

_}

v-a=RO& (Rieg-Re)=RW0H >0,

— Le mouvement est circulaire uniformément décélérési 8 8 < 0.

= cre > 0.

R = 600 m.

Solution

LR NG N Vitesse d'un avion

Un avion M se déplace a vitesse constante v en virage circulaire horizontal de centre O et de rayon

Déterminer la vitesse v de 'avion afin que son accélération soit a = 6g (avec g = 9,81 m-5-2).

Le mouvement est circulaire uniforme dans le référentiel lié au centre O de la trajectoire ; ainsi ;

AN, v=J6x98]x600=1879m-s!

pt .
= — S0l © =

B SJaR.

=676 km -h-!.

S = W, Y 21
Cours



L’essentiel

v Référentiel lobservateur :
'hmmthunumhdi::ﬁ::ﬁm[a.s;,ajuhquﬂ: %

cale, fle et la;
el = Bl = ) =1 3 3
« régle du tire-bouchon.

 repére (O ; e,, 2y, &). kﬂ-’

* référentiel (= observateur) (O ; E:,, i;. ;:. ).

¥ Produit scalaire
-2 = lullZleos(i, ).

Propriétés sin L © alors i -2 = 0.

¢ Vecteur position
La position du point M observeé depuis I'observa-
teur By (référentiel @) est définie par le vecteur
pnﬂﬂnum cOmposé :
~ d"un point fixe O dans & ;
- du point observé M.

Remarque : la rajectoire du point M dans le référentiel 3t est 'ensemble
des points par lesquels M passe au cours du temps.

¥ Vecteur vitesse
Le vecteur vitesse du point M dans le référentiel &
{par rapport 4 I"observateur ‘}mhdﬁv&m—
porelle du vecteur position du point M dans 5t :

aﬁﬁ’)
)

sl = (3

v vecteur vitesse (m 57

EIH vecteur position (m)
¢ temps (5)
Remarque : le vecteur vitesse est tangent 4 la trajectoire. |
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¥ Vecteur accélération Myt
Le vecteur accélération du point M dans le referentiel R estla ] (t+di)
dérivée seconde du vecteur position de M par rapport au temps
dans le référentiel 3 :

ainide

Sian) | £2M] . [£500%] .

R | a2 “\" dz: ;

i de? i dit i® 3““:“}& Fervdi)
a vecteur accélération (m - 57%) —

T vecteur vitesse (m-s")
—
OM vecteur position [m)
I remps ()

¥ Bilan

(&) (&)

{j.du +C.I {_f.dr: +C.L

v Caractérisation du mouvement
* Mouvement accéléré : @ (M), - a(M)|, >0
* Mouvement décéléré ; ©(M)|, - a(M)|, <0
* Mouvement uniforme :E{M]i! - ;{M}Ea = 0.

+ Bases de projection
* Base Cartésienne
La base cariésienne est constituée de trois vecteurs {iii;:-:}

—
Un vecteur OM vy est défini d Paide de trois paramétres x, v e1 o

tels que : OM = .1.';:+.j.';_:,-hh-!:.
Remarqgue ! savoir retrouver vitesse et accélération.

* Base cylindrique
La base cartésienne st constituee de trois vectours {;,,E;,E:}-
L'angle 8 s’appelle angle polaire etona r = "{.;h_ﬂ Un vecteur
Eﬂ v est défini a4 I'aide de trois paramétres r, B et z tels que:

—F 3 3
OM = re .+ ze,.

+ =

Avec RO ;e cg0 2.0 n::uu.:[:":l‘ﬂ—d:__']ﬁl = fe, H[dT?]-’-n =8¢,

Remarques :

1) Savoir retrouver vitesse et accelération.
—_—

2) Ne pas écrire OM = l";,+ ﬁi{+3&z,.

-+

—t
3) Dans le plan, on parle de base polaire OM = re, .




Mise en ceuvre

Comment déterminer la vitesse puis ’accélération d’un point
connaissant sa position ?

On considére un point M dont la position est connue & 1'instant ¢ et repéré 4 I"aide de paramétres
{x, v, r, 8_..). On cherche 4 déterminer son vecteur vitesse puis son vecteur accélération.

=* Savoir faire
r-n-----------------------—n————!——ﬁ—ﬂﬂ----—‘
I © Bien préciser le référentiel # (1'observateur) par rapport auguel on cherche a déterminer le I
vecteur vitesse pndﬁlevmeurﬁélémﬁm du point M.

@ Exprimer le vecteur position OM.
ﬁ\ 0 est un point fixe du référential Jt.

@ Dériver le vecteur position par rapport au référentiel # afin d'obtenir le vecteur vitesse.
Vérifier les unités

,z:. Comma la position du point M est connue & tout instant, e vecteor witesse est lui-méme conniu & tout
inELamt,

@ Dénver le vecteur vitesse par rapport au méme référentel 3 afin d’obtenir le vecteur accé-
lération.
Verifier les unités.

*  La démarche de caleul est basée sur la dérivation de vecteurs soit un déplacement sur le schama ci-
dessous de la gauche vers la droite (uniguement],

r-----,———————‘ﬂ----'_
‘------—F_-—H__-_----

Méﬂmdr. 1 :démn:rch:d:l:llcul
s
d: _||'5|_ -ﬂi .I'a
t_|‘ dr) + C.L . tj di) .
=+ Application i

Soit M un point correspondant & la valve
d'une roue de voiture, de centre G et de

rayon r = 0,3 m. Pour repérer le point, on
urilise deux paramétres (voir figure) :

ex(t) = 32 (x=0I);
x{m)f(s);
s B(r) = ~10F2 B = (£, 2);

0 (rad), r (s).

Déterminer le vecteur vitesse de M par rapport au sol, puis le vecteur accélération de M par rapport |
au sol.

_'
2y
0
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Solution
@ On cherche la vitesse du point M par rapport au sol donc le référentdel 5t estici (O ; EL%, E:]-
'ﬂ Cala sagnifie gue Mobsenvateur qui regarde bouger M oest fixe par repport au s,
& On exprime le vecteur position
OM = r:'ﬁ+1':"}+5ﬁ SO41 OM = :&T,+r§j,+ri‘,.
& 0 doit éive fixe par rapport au reférenbiel 4 ici le soll

ﬁ A tout instant |

® xif)h estconnu;
# rgstune constante egale a 0L m ;

- E': ast parfaitement déterming puisque B{f) = 1'3-:. £,) est connu @ tout instant ;

_. - .
donc OM @5t conmg & tout instant

8 Pour déterminer le vecteur vitesse de M par rapport au sol, on va dériver le vecteur position par
rapport a J ;

;{M]Ia (dDM).fa:
oM, = {ditix;: +rE,+ .-2-';1];.! = ['El'irfxaj ]m "'(‘dg!im';;”1 ]m +(d%fr?,l)m

"I# Ematfal { o+ v’ = o'+’

On voit que la dénvation de vectaurs s'effectue de la méme maniére que | dérivation scalaire en mathémati-
gues. La saule différance résida dans b fait qu'il faut praciser par rapport & quel réfarentiel on dérive un vectewr.

p: Pour dériver un vecteur pnr rappart & 9, il n'y & pas obligatoirement nécessité d exprimer ce vecteur dans
avant de le dériver: ici DM est exprimé a l'side de &, e

(0 e er

p o e gt on va le dériver par repport @

En reprenant le caleul :

-r‘-r:te,duncg:—r—ﬂ,
dr
fine dans B doa de, 0
e, est ns &, donc dr]a'a_ :

e mﬁndmmm,dmc[ddi]m 0

d
. e buug:dm:ﬁ,etnnsmI{d‘apreﬂemun}lqm(;]j = beg

Mdthadas




ona:
E{M}Ia = .\‘E:+x:-c3+ﬂ:-c;_:+rx'ﬂ'+ﬂxz+ rbe,
soit o(M), = xe,+rbe,.
Unités : comme x estenm-s',renmet 8 enrad-s' et que 3[M]|I estenm - 57, cette
expression est homogéne.
Par ailleurs, on connait :
x(1) = 312 et Bir) = -10¢2;
donc %(f) = x = 6¢ et B(z) = 8 = -20¢, donc:
T(M|, = 612, +0,3x(-2002, soit (M), = 61e,— 612y = 6ile, - 2g).
A tout instant, on connait :: EI?-.ﬂﬂl:l.c E(M}Ll.

9 Pour déterminer le vecteur accélération de M par rapport au sol, on va dériver le vecteur vitesse
toujours par rapport & 9t :

-+ dng}Ia] d. .= -+
a(M)|, = [T e = [E{isx-l-rﬂ sﬁ})m

soit E{M}lm = (EI%{: ;:}]l,r,;_ % [_ﬂqi'[rﬁ a}]a’a

de, dey
T B PP i -
soit E(M}LN .tal+x[—dl)m+ rﬁ¢a+rﬁ(—dt ]m

—- .
=i +xx0+rlicy+rb(-02).

Ainsi : a(M)|, = xe +rbgy-ro’e.

Unités : comme ¥ estenm-s 5, renm, 8 enrad-s' et § enrad - 52, cette expression est
homogéne.

. Encore une fois, il n'y a pas besoin d'exprimer le vecteur vitessa dans i |expression en fonction de E"I E;, at

&, uniquement |, pour pauvoir dérver ce vecteur vilesse par rapport & 4, {mais on peut le faire, c'est souvent
plus long au niveau des calculs).

Ici comme x%(r) = 61 et 6(r = -20r, alors:

¥(t)=6 et B(n = -20;
et E[Mﬂ,ﬂ s'écrit :

(M), = 6c,+0,3 % (~20)eq - 0,3 x (~200)%¢, = 6(c, - &) - 1201%,.

r

; . - -
A tout instant on connait €., ¢, ¢t ¢, donc ﬂ{M]Iw-

Copyrighted material
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Meéthode 2

Comment déterminer la position d"un point connaissant son
accélération ?

On considére un point M reperé a I'aide de paramétres (x, ¥, r, 8...). Connaissant son accélération
{4 tout instant}, on cherche & déterminer sa positdon (4 tout instant).

= Savoir faire

r— _________ L BB I B N B B B B N B

1 @ Reprendre la démarche de la méthode 1. Exprimer le vecteur position, le vecteur vitesse
puis le vecteur accélération du point M en fonction des paramétres (et de leurs dérivées) qui
repérent le point M.

@ Utiliser 'information sur I'accélération afin de trouver des relations entre ces paramétres (et
leurs dénvées).

@ Intégrer ces relations par rapport au temps (en utilisant les C.1.) afin de déterminer la varia-
tion en fonction du temps des paramétres repérant le point M donc afin de déterminer le
vecteur position.

- -

La démarche commence donc per la dérivation des vecteurs (identigue 4 la mithede 1 © déplacemant
de la gauche vers la droite sur ke schéma) puis se poursuit par intégration de relations (déplacement de
la droite vers ls gauche sur le schemal sfin de déterminer exactemant & veciear position (aprds avor
utifigé les informations disponibles au niveau de 'accaldration],

Meéthode 2 : dénmmhcd: calcul

{j di)+ C. : dr]

-— - —_— .-‘"

e e o e e R e e R R B R R S e e e e e
iy i SSUSSat Re SU SIS ————

=+ Application i

Soit un point M repéré par deux paramétres x et y (voir 1
figure). A tout instant I'accélération du point M par rapport g

ausol M (O E;E_:-?‘] eﬂégﬂeig, vecteur vertical vers
le bas et de norme 9,81 m - 572,

At =0, lepoint M setrouve en I (O = h = 200 m) et pos- :
ﬁédtm:?itm:ﬂ=ﬂ£mvu=ﬁﬂm-r‘. 4

L]
Déterminer la position du point M pour tout instant ¢ = 0, ¢ :
— I .
Solution ° 7 '
@ Le référentiel qui nous intéresse est bien évidemment &t (O ; E;.E_:.E:r] c'est-a-dire le sol
puisgu’on sait que "accélération de M vaut E par rapport au sol.
Sk el =+ =+
* Vecteur position : OM = xe, + e, .
ﬁ: Comme x{f) &t Wi ne Sant pas connues, ce veclaur position n est pour Nnstant pas connu
Ih- rrl II [} A= d |
Elathodas




dl‘.:'.lM

= Vecteur vitesse : "{Mjlm [ )g = (&{xi:+ye:]]m = ,i:.;;+j-5;,

- - o e : [!E‘-
,¢_ En effet, g, et g sont fixes dans .ﬂ.d-nnl:[ }II," D {d’r-‘l [!

de (M),
dr
@ Or 1"énonceé nous dit gqu'a tout instant I"accélération de M par rapport au sol est ;

2 =-ge, avec g =gl =081 m.s2

* Yecteur accélération : ;[M”* = [ ].l'ﬂ = [d%l’_.':&_‘_}t-l-j;;})fa = i’E:+_'Fi:“:,.

En comparant les deux expressions de "accélération, on en déduir :
5 e T =3 ¥=0 [Pmimms:-}
afh‘l}h = xe +ye, = —ge¢, donc -

¥ = =g (projection sur &),
=0

T Lt )

(£} = -

@ 1 ne reste plus qu’a intégrer ces deux relations par rapport au temps (en utilisant les C.1. c'est-a-
dire informations valables uniquement a un nstant donné (ici ¢+ = ) afin d'obtenir x(¢) et ¥(1).

Ainsi: (0 =k,

Or: #(t=0) =k, = v,-¢, = v, donc k, = v, = 50m- s,
Deméme: yir) = —gr+ k;
Or - y(1=0) = ky = -2, = 0 donc k, = 0.

Donc : E“] =%
() = —gt.
On obtient en intégrant une nouvelle fois par rapport au temps :
(i) = i+ Ry,

i Y il b
Or #Ht=0)=0M(r=0) ¢ = 0l-¢, =0 avec &k, = 0.

2
De méme : i) = -g%+#‘.

—r 5
Or : _}r{rtﬂ}-k‘-(}h{{lnﬂ}-#},
— ¥imi
Iﬂl-a}-ﬁnzﬂﬂm r=lls
donc &y, = &
x(t) = oyt
Donc

2
wit) = ~&35 +h.

'$: Comme xitj et i sont determinges & tout instant,

=i

DM pst détarming & tout instant; on connait dong
parfaitement la position da M & fout instant =0, On

peut ainsl positionner le point M au cours du temps sur
un graphigue, c'est-4-dire tracer sa rajecioire,

Copyrighted material
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ercices

Niveau 1

Ex.1 Homogénéité d'une formule
Virfier Phomogénéité de la formule ci-dessous ;
¥ = Sart+ovi+h,
ol a est une accelération, ¢ le temps, v une vitesse ot
¥ et hosont deux longueurs,

Ex.2 Vitesses rectiligne et angulaire

) Une volture avance a la vitesse & =70 km - b
Dronmer sa vitesse ¥ enm -s0,

b) Un moteur tourne & la vitesse & = 3 500 tr - min .
[donner sa vitesse angulaire ® enrad - s,

Ex.3 Analyse de graphiques

Une voitwre roulant sur une rowte horzontale reculi-
gne, =2 deplace d™un point A vers un point B distans de
300 m. On donne les informations pamielles sur la posi-
ton X, la vitesse © et I"accélération a de la voiture pen-
dant ce rajer

4 x (m)
Lt
-'---d—-- I
‘I"----. :
. w 5]
0 5 17
dvikm - b
LER LRLREid -\
I (s}
Q 5 17
4@ (m-%)
: = [ (5]
0 5 17

Completer les graphigues en indiquant les valeurs et
le ype de courbe,
Caleuler be vemps T mis pour aller de A &4 B

Niveau 2

Ex.4 Course poursuite

Une woiture © roule & la witesse constante
vy = 90 km - h™! sur une route horizontale et droite ;

un morard M, qui démarre & r= 0 au moment o0 la
voiture passe 4 sa hauteur (au point A), accélére
uniformément ; il atteint © = 90 km - h™' au bout de
£ = 10 5. Soit T, le référentiel (A ; ¢, &, 2.,

[

1) Cruel temps T faudra-t-il au motard pour rattraper
la voiture #

2) Quelle sera alors la distance d parcourue ?
3) Quelle sera la vitesse v, acquise par le motard ?

Ex.5 Ecran d'oscilloscope

On érudie le mouvement des électrons formant le
faisceau qui laisse une trace fluorescente sur 1'écran
de Moscilloscope.

Ces electrons armvent en O aves une vitesse E:, = -:.-“.E:.
Is raversent alors un jeu de plaques (P et I%,) de lon-
gueur £ qui créent, & "aide d'un champ éectrostatique,
une accélération constanic EE,:&DE;..lﬂ.élrcm
somt devies et sortent du jeu de plagues en A avec une
l’i.[tﬂ!tﬁ inclinée d'un mg;ltupa:mppnrtﬂi:. Il=
powrswivent aloss leur mwajer jusqu's 'éeran (au poing B)
awec une accelération nulle.

{, T,

@& [pladue T "

E_}: 'E:' Al -J“.- A - | &
==
[Pladue I,

T

Divepiedes
to=310"m-s'; ag=1-10"m-¢%; f=5em.

1) Dérerminer la trajectoire des électrons entre O et Al

Exrcices




2) Determiner puls calculer .
3) Déterminer la trajectoire des électrons entre A et B,
4) Calculer &.

Ex.6 Test de stabilité d'une automobile

Lors d'un rest de srabilite, une voiture repérée par le
point G de coordonnées {x;y) dans le référentiel
SO ; E;, E;.‘ E",} est astreinte 4 suivre une trajectoire
sinusoidale horizontale de slalom entre des plots

espaceés d'une distance L de maniére & conserver a
toul Moment une vitesse x = vy = 30 km - h-!,

5i on veur conserver 4 tout moment une accélération
inférieure & 0,7g, i quelle distance minimum L doit-
on placer les plots #

—+5

0.8
= g
@ |/
;: L.
. trgjechoire
Gl s ) ‘"’ sinusoidale
L

Ex.7 Sauvetage dans I'eau

Un nageur secouriste (A) qui se trouve au départ (sur
la plage (en 5)) veut rejoindre le plus vite possible un
enfant (E) qui semble en difficulré dans "eau.
Indiquer quel doit &tre son chemin pour arrver jusqu'a
lui le plus vite possible, sachant que sur la plage il se
déplace avec une vitesse constante v, f que dans ["eau
il nage & une vitesse constante ¥, (v, < o). Montrer en
particulier gqu'il dedt entrer dans 'eau en un pomnt par-
peulier B gue "on caractérisera a ['aide d™une relanon
farsant intervendr des angles et les vitesses ) et vy,

iﬁ f

H' B plage

“ Chapitre 1 : Cinématique du point

Niveau 3

Ex.8 Course de voiture

Lors d*une course de voiture, 2 voitures (A et B) am-
vent en ligne droite et prennent le virage de maniére
différente :

* la voiture A prend le virage sur une trajectoire circu-
laire de centre O et de rayon r, = 90 m ;

+ la voirure B négocie le méme virage sur une trajec-
toire circulaire de centre O et de rayon rg = 75 m.

On appelle & le référentiel (O ; &, 4,, 2,). Le but de
I"exercice est de comparer ["avancement des 2 voitu-
res, sachant que la référence de comparaison est
lié & I"axe (CC).

1) Dégerminer puis calculer les longuenrs Ly et Ly
des trajectoires des 2 voitures A ¢t B, Conclusion,

2} On suppose que les 2 voirures roulent & des vitesses
vy, et Uy constantes pendant tout le virage. Determi-
ner ces viresses pour que dans le virage, les accéléra-
tions des 2 voitures restent inféricures & 0,8g.

3) En déduire les temps 1, et fy nécessaires aux 2 voi-
tures pour négocier le virage. Conclure.

Ex.9 Satellite artificiel

Un sarellive artificiel M rournant aurour de la Terre
est repeére par ses coordonnées polaires,
Sa trajectoire est une ellipse d'équation :
OM =r = 1+ecoaf®

dans le référentiel Ro(O ; iy, £, 21).



16 000 km 1 16 000 km
- U B

1) Dérermuner puis calculer p et ¢,

2) Dans ce type de mouvement "accélération est

radiale. Montrer qu'alors r28 = C = cte,

Donner la valeur de C,

3) Dérerminer puis calculer v,, la vitesse de M au

point A

4} Sachant gu'au point B, l:-'_; est parallele & E: » THO=
Fo +F

trer que ry = ‘*'—z-f

Divenges : v, = 8 640 kan - 571,

Ex. 10 Mouvement d'une remarque

On ctudie le mouvement d'une remorque (par 1Minter-
médinite de mowvement du point A) accrocheée a
"armere d'une voiture {en B). La voiture roule a
vitesse CONSTANDE ‘I._I'; et 4 rour instant le point A se
deéplace en direction de B, Le sol est représenté par le

. 3 +
referenticl RO ; ;... €,).

=+ g
@ % .

—

O

Indications

Pour la caracténisation de la position de B, faire
iRTErVETir |

i = E—SEH et i, = E-E_EH'.

m 1y Me pas oublier les 2 segments de droite
pour la voiture B,

1} Sachant qu'au dépant & = g rad, on demande de

determiner I'évolution de B en foncuon du remps,
2) Conclusion quant au réalignement de la remorque
avec la voirure.

Dernedes
dx .r}
| e = ] ==
gAY "m"[z_’
*BA=f=cm;
* OB = x.

Ex.11 Roue de vélo

On émudie la rowe avant d'un vélo (de cenire G et de
rayon a) qui se¢ déplace sur un sol horizontal & la
vitesse constante v, = 20 km - h™' par rapport au sol

(référentiel R(O ; 2., ¢,.¢.). On repére un point M
de la roue {de centre (5 et de ravon a = 350 mm).

L3

'
| LN
&y

F

wid

®
‘.

1} Dérerminer expression de la viresse du point M
par rapport au sol.

2} Pour que la roue ne dérape pas, il faut que la
vipesse de tout poine M de la roue soir nulle lorsgu’il
passe au niveaw du sol (en I}, Donner la relation qui

exisre dans ce cas engre oy, et lil

3) Dans les conditions du 2}, tracer I"allure de la tra-
jectoire de M en le positionnant & plusiewrs instants.

2 Uldliser les coordonnées polaires pour exprimer
vitesse ei acceleration.

E!]]EI} On pourra exprimer le vecteur posirion

dans la base [é:...::r en choisissant x(r=0)=0 et

dip=0) =0,
Exarcices




Soluutions des exerczces

Exercices de niveau 1

Exercice 1

» Accélération :aestenm - 577,
*» Vitesse : vestenm - 57",
* Temps : r est en s.
Longueurs : ket v sont cn m.
Ainsi ;
m-s*xst=m [Sar’]
m-s'xs=m [vi]
m  [k]
L’ensemble de 1"expression est homogéne a4 une longueur en m. Ceci est de plus cohérent avec y.

Exercice 2

a) x = TJ0 km-h'.
Or 1lkm=1000m et 1 h=3600s.

. 70x1000 _ 70 _ L
Dﬂl‘.l.t X !W-Jlﬁ lg,ﬂlﬂ -

",cs.' Pour passer deskm - h™"enm . s, on divise par 36.

b) 8 = 3500 tr - min .
Or ltur=2xrad et 1 min = 60 5.

3500x2m _ 3500 _ 3500
60 B0 9,55
2n

Donc 8 =

=366,5 rad - 8!,

'z;".' Pour passer des tr - men' en rad - 577, on divise guasiment par 10,

Exercice 3

1} A rtout instant, on a entre les différentes grandeurs les relations suivantes :

dx dv  d?x
T PR T
Poar 0 <¢<5s
| a(t) = ay = cte donc v(e) est linéaire (par rapport au temps).
En effer :
! E—T-—'aﬂ donc wir) = a,r+ cte
vit=0) = O+cte = O
| 63
' 3,6
wir=58) = 63 km-h! donc au=¢5= 3,5 m-s72,

ﬂ Chapitra 1 : Cindmatique du o




x(r) est paraboligue :
+ elle admet une tangente horizontale en r=0car w(r=0) = 0

il v a continuité de la tangente @ la courbe x(r}) a gauche et & droite de r=5s car
(=% )=ev(t=5")=63km- -h-l.

'I;i La vitesse ast la pente de la courba x(f) dannant |a position an fanction du temps
En effer :

%% = v = agt donc x(r) = a,}§+ cte,
Or x(r=0) = 0 donc cte =0, d'oi x(r) = a,:,;-
Pourr=5s: xit=58) = Er,iza-r%2 = 43,75 m.

Pour §<¢<17s

Comme x(7) est linéaire, v(7) ¢st constante ¢t a(r) est nulle,

a=0D

v=cte=v,=63 km-h', donc x=u,r + cre.

Or =58, »x=43,75m donc cte = 43,75—%}{5 soit ote =-43,75 m.

Donc  x(r) = vat—43, 75.

Alospouri=1T7s: x(f=178) = ﬁ—ax 17-43,75 = 253,75 m.

3,6
Pour 1Ts<§<=T

La vitesse est linéaire par rapport au temps donc Paccélération est constante et le déplacement est
parabolique ;

alt) = a; = cte donc w(t) = a,t+ cte.
Orar=17s, v=vy et ar=T, v=0 donc:

% _ %o (x=17)%
v(r) = T_l.?'.t ]?}*"E{I donc xit) = T-17 3 + Ul 4 Cte.
ODrar=175% x=25375m, donc: L& (m)
_yyz i T S PP
w2~ U gy 1Ty 4 253,75, 28375 [
On sait par ailleurs que x(r=T) = 300 m, 43,75 |. ______._,a_,-f'“ : :
. - | | N S {
donc: ; . 5 v o2z
ty (T-17)
—Fog—g—— + (T =17)+253,75 = 300 4 v Em - bY
Ty
5(T-17) = 46,25 2 ) - .
-~ Do
- 46:..25 ] - T8}
T= {ﬂ) +17, 0 5 17 22,3
i 4 alm-s5%
2
Ainsi le temps pour allerde AdBest T= 22,35 35
63
Ty 3,6 ] J p - f8)
ct ay, = _T'-' 17 L 77 3:_- 17 ""_313 m !'I- 5 1 22:.!
’ -3,3

Exerc m:r::ﬂ



Exercices de niveau 2

Exercice 4

1) Pour trouver le temps que le motard va mettre pour ramraper la voiture, il va falloir rouver
I'expression des vecteurs positions de la moto et de la voiture.

Pour la voiture
Exprimons le vecteur vitesse afin d'utiliser I'informarion ;.
* Vecteur position : H: = I'I.'.Ei.

de, -

» Vecteur vitesse : Q{CH.*D = }-IEE:,-FX(E]I! = Ne,.
i

-

™ » & " d gy 4
e, estfue dans iy done [ I ] =D

Ici X(t) = n,.
On peut alors, en intégrant une fois par rapport an temps, obtenir Pexpression de X(r) :
X(1) = vyt + cte.
Ar=0 Xir=0)=0 donc cte=0 erainsi:
X(£) = vyt

Pour la moto

- T =+
* Vecteur position : AM = xe, .

» Vecteur vitesse - o (M), = xe,
o

i

* Vecteur accélération : EIMHED = :E:

Iei £ = a, = cte.

On peut alors intégrer 2 fois par rapport au temps afin d’obrenir x (1) :
x(f) = ayt+ cte.

«Ae=0:%(r=0) = 0 donc cre=0.
~At=ty:x(t=1y) = v, donc agly=v, (f, = 1035 et vy =90 km -h™'), d'oir:

a =
2
Ainsi it_t}=ﬁt done x{t}=‘l—:—+1::tﬂ.
Iy g 2
Ar=0:x{r=0) =0 donc cte=0;ainsi, ona:
_ Tat?
I{I}I—Ei

1
¥ 5 = m.

= 5 m-&
ﬁ_ Comme xestenm, Vg ENm - 5§ 1 Iy et fen s, cette expressson ast hl:ll'l'lﬂ-gE'I'lE:

Omn cherche 'instant T o les véhicules se rejoignent, ¢ est=g=dire I"instant ot :

2
X(e=T) = 2(t="T) soit o,T = 2 soit T = 2.
1

AN, T=2x10s = 20s.

E Chapitrg 1 Cindmeaibgue du pasnt




2) Les positions des deux véhicules sont parfaitement déterminées dongc :
d=X(t=T), soit d=1v,T = v;x21,, soitencore d = 2uyt,.

+ P .
:¢. o st en m, Vp BN m: s at E:EHEUDI'III catie expression est homogeng:-m -8 "= S =M.

a0
AN, d=2x—x10= 500m.
3,6
'.t;: Paur calewler o an aurai pu utilised
d=xi=T) = 2 _IEI'-_I = 2yt
b 2 !

cE Qui peut aussi constituer un moyen de varification

3) La vitesse acquise par le motard sera ;

v, =x(t=T) = EHT — EKZ:{, = 2uy, soit o) = x(r=T) = 2u,.

Iy
AN, oy=x(t=T)=2x90 = 180 km - h-

Exercice 5

-

1) Entre O et A, les électrons subissent une accélération : a = ape, -

' 5 =+
Leur vitesse est: v = dnley-bl'.:[ﬂ.

. =+ b -k — = = =3
Orar=0,v = v, = vye, = cte donc v = aple, + v,e,.
= z

-k [ Al -+ =

Leur position est donc : DA = a3 g, + Tyl e, + Cle.

) — — 2= =
Orar=0, OA =0 donc OA = @yey+ Vol e,

— x(r) = vyl
Sinnnu‘teﬂﬁ-xé_:-l-y;: alors L u':;
{!’} = ﬂ'ﬂi

Donc I'équation de la trajectoire est, en éliminant le temps entre les deux relatons :

1 x 2 . ﬂu
_}'=a,,x—x[;), soit ¥ = —x?,
0

2 Iuﬁ
Il s*agit d'une parabole.
i
2) En derivant I'expression précédente, on obtient : g{ = —':.r.
Uy
Or tana = [d—j] , donc :
dx =f
[
tana = — (.
Uy
1-101% .
AN. tana = m}:ﬂ,ﬂimﬂ,UEE d'oun a=3,2°

3) Entre A et B, les électrons subissent une accélération nulle :

- 3 - -
a =10 donc v = cte

. .
orar=0,v = t_-_; donc i.-'[:] = ﬂ
Comme la vitesse est constante (vectoriellement), la trajectoire est une droite.

Eercicas
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§-ya

*4) Dans le mangle ABH, on a : tana = 3¢

donc & = tanax 26+ y,.
A 1'aide de la question 1), on a :

ya = yx=6) = 2 x (2,

0
Donc &= Dxfx26+—2¢2 soit &= 508 242,
a 27 t'-
15 2
AN, ﬁ=§x%=ﬁﬁ-m"m; donc §=6,9 mm.

Exercice 6

On peut tour d'abord écrire I"équation de la trajectoire :

¥(x) = Acos(Bx).
*y(x=0)=dy = A;
*yix=L) = -dy = Acos(BL) = d,cos(BL) donc cos(BL) = -1.

D’-nﬁ:EL:r:witB=E=t:.imi:
nx
d,cos
y(x) = dycor( %),
On va ensuite déterminer I"expression de Maccélératon afin d’unliser la condition d’accélération laé-
rale inférieure &4 0,7g.

.. = = =+
* Vecteur position : OG = xe, +ve,.

* Vecteur vitesse : ‘-‘:'[G”;u = :i:E:+j-E_:,.

:¢: e gt F."; sont fixes dans . &
d_'|.r1:|x Ty, m, . [mHx
= %E T donc y = ---du.im(L :].: = -idﬂﬂlﬂ[f)"u-

+ 3 nx
Donc : w{G)|, = vhe,— det.l[,, (t]‘l"

Orx = v, = cte et ¥

, d7(G)
« Vecteur accélération : a(G)|, = [Tl'l]m Ld‘“ ,,cns(T] Ex;;

. . de
T,G: e, et e, fines dans .4 donc | —

di I -

¥y = cta dong #y = 0.

24 v
Donc : 8(Gly = 13- cos( )<

L'accélération maximale est obtenue pour : cnz{%} =%1.
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. omidy P
Onveur: |a_,| = 0,7g, soit Fﬂn = 0,7g, d'on:

d,
L=roy, s '::'
¥

- CommeLestenm, vyenm.s ' d,enmetgenm. s 2 cette expression est homogéne

En etfet :
m-51x e =m 5 ]..ms'w-ﬁ m
Am- gt 5!
50 3
AN LErt—n ——— .
36 WDTxom " BAm
Exercice 7

Sachant que dans chaque milieu (plage ou mer), le nageur

secouriste se déplace a vitesse constante (v et ¥,). £3
Pour aller le plus vite possible, il doit se déplacer selon une A
rrajectoire constituée de deux morceaux de droite (5B et BE). . A £
Calculons maintenant le temps total T mis pour aller de S IL '
aB(v,=cte)etde BaE (v, =cte): H: B -H  Plage
F ] mer
T= E + —B-I—E- T . :
T'Il. 'i'.l‘z iy ¥
Comme la position de B n’est pas connue et que c’est elle _ :
qui conditionne le temps T, on va la paramétrer a |"aide de -
Finconnue x = HBE (voir figure). PR

Done SB2 = f24x? soit SB = {24+ x%;
et BE? = (D-x)?+d? soit BE = J(D-x)?+d2
Lexpression de T devient {en foncuon de x) :

_ JEZ 4 gt . JI:D—I}?-FJ?‘
T b

Tix)

On cherche x = x; tel gque T(x) soit minimum donc on cherche le point o la dérnvée de T(x) s’annule.

ﬂ = -I-:a:%x—-]—xﬂx-l-ixlx;xzx[]}—:‘]x{—i}.

de 1y 67 4 x2 vy 2 (D-x)+d?
sfy o~ 11 - -y o oo |
i;. {JU)" = 7 —u qQuiestuncas particulierde (u")" = e X" avec o
T 7

i[‘ = 0= il = D-=x ® 1
dx v, 02+ x2 JAD-xP+d? U
Expression compliguée ou il est difficile de calculer x.

(1)

MNéanmoins, en faisant apparaitre les angles ¢, = E - SBH et fy = T _EBH’ (voir dessin), on a :

I

* dans le triangle rectangle BHS :

Exercices E



* dans le mangle rectangle BH'E :
D-x [:I'I: ‘J .
—_— = o8| = - | = sing,,
JD-x?+d? 2 ’
L'expression (1) définissant la position de B peut donc s’écrire :
sinf, sini,

=
L] L]

"L Cette relation est tout & fait semblable  la loi de Snell-Descartes vue en optique fiy 80 1y = Ay 81, gui 5 apphgue

au trajet de la bumidre dans deux milieux distincts dindices optiques n, et 0, traduisant la minimisation du temps
de percours de |a lumiéra.

Exercices de niveau 3

Exercice 8

1) La trajectoire de la voiture A est un demi-cercle de cenrre O et de rayon r, donc :
L, = ®r,.

AN. Ly =nx9%0=282,Tm.
La trajectoire de la voiture B est constituée par deux segments de droite de longueur, 00" (au débur
et i la fin de la rajectoire) et d'un demi-cercle de centre O et de rayon ry donc :

Ly = 2x00" 4+ x7ry

Ly = 2x(ry,—rg)+ Kry

Ly =2r,+(KR-2)rg.
AN. L= 2x90+(n-2)x75=~265,6 m.

Conclusion : la trajectoire semble la meilleure puisque plus courte plus de 17 m (= 6 %).

2) Pour calculer la vitesse et |'accélération de chagque
véhicule en virage, on va utiliser les coordonnées polaires.

Pour la voiture A .
* Vecteur position : OA = rh;,-
« Wecteur vitesse :

. d{}_'.'; d 3 dl'lq, -+ ":IE-
v{A)|y= (Tl’m - (m[rhsrj].fa =3 A _]'ra"

.+ . _‘ . _}
= De, +r Bey = rybeg.

fﬁ: ()" = W+ v, .

d "
fg = cte donc fy = d'r: =0 ==
a4, dely  df =
II 3t ). = | 3 :I B T

Soit en posant v, = r,8 ;{ﬁ”m = y,ay.

H Chapitre 1 : Cinégmatique du paant



» Vecteur accelération -
— . -
] _ d‘l:-'_|||I _ di’aﬂﬁa) I =5 [ . dgﬂ]
a(A)ly = [ ar )x.,. = ( ar Ja rﬁﬂ““*’*ﬂ‘“*rﬂﬂ{ﬁ ia

Or:#y=0(r,=cte}; 8 = 0 car v, = ré = cte;
(&)= (&)

dr fim - \d@Na dr
ne :

F(A)y = ra@(-07) = —r 077, = - 222

et
Dhax

On veur que I"accélération ne dépasse pas 0,8g.
Plagons-nous dans le cas limirte.

2
|7 A, = 0.8¢. soit :—: = 0,8z, d'oi v, = J0,8g7,.

',t;;(.' Comme v, estenm- s, ganm. s el sy enm.

Cette expression est homogéne ; Jm- 5 fxm mi-52am:5'

AN, v,=.08x981x90=266m 5!, soit v,=95Tkm- hl
On peut procéder de la méme maniére pour la voiture B dans son virage de centre O et de rayon ry ;
on obtient ;
|
-+ [ p
-ﬂtB} e
e - 2

Cette accélération est limitée a 0.8¢ ; donc :_—?E = 0,8g, ctl'ona:
B

vy = /0,88 rg.
AN. og=.0,Bx981x75=243m ¢! =873km hl

3) Comme les vitesses sont constantes sur les 2 trajectoires, on en dédut -

ax |—20 10,64

De méme :
B = '
U JOBgry
AN. tg = 2x90+(x-2)xT5 10,95 s,

JOBx08] %75
Ainsi méme s la rajectoire de B est plus courte, la voiture B met plus de temps.
C’est donc la trajectoire de la voiture A gui est la meilleure (dans le cadre d"une course de voitures).

Emarcicas “



Exercice 9

—
1) Le vecteur position est donc : OM = re, = ﬂm‘?ﬁ;
On cherche i déterminer p et 2,

P F
EaP:0 =0 et = 8000 Em = = 1
- " l+excosld 14+e ()

EnA:0=nrad e r,=24000km=—2 _=_2 3
l +¢cosn 1=¢

On a donc deux égquations (1) et (2)) & deux inconnues [ fr €1 ¢).
Il suffit de résoudre le systéme constitué par ces deux équations pour répondre i la question.

P
1 1+2 I - F .
%:._p = l+i =r_: soit (1-e)ry = (1l +e)rp; done:
l=g
e = Ya—tr
I'A+rp

_ 24000-8000 1
AN €= 0018000 _ 2

En reportant ce résultat dans 1"équation (1) :

J-l'.qL
FatTp

rh- F‘p

= lir’ d'ona p = rp{l+ ), s0it p o= rp

Fo+Fp

2%24000
AM p= Emu"anm}cmmu = 12 000 km.

2) 1l nous faut déterminer I'expression de 'accélération afin d’utiliser le fait qu'elle n'existe que selon &, :
—_—
» Vecteur position : OM = rz,.

dOM d dé,
. -5 F=+ F s
Vecteur vitesse : U{M]lﬂu = (Tl"ﬂu i '(E]ﬂnu’

donc ;{M]ia{- =l";:+rél:,-
]
* Vecteur accélération :

dz (M)
= Hy d . L =
E{M}Lﬂu = [ dr i, [dr”’"’ rﬂ’*];:i

-n

N~ FELLIS (T ICLWLY
i Th dr -l'in de ® dr ® defim,’

",¢: lrl::j—E;J = Ba, ot d—E]

. . = 12 . . - i
A(M)|, = Fa+i0e+ibe+ria-ro’s, soita(M)|, = (F-r87)e,+ (2704 rb)ey.

Onveut 2F8 ¢ = 0 [composante de ; suT ;,; = ()

c’est-d-dire %(r*ﬁ}l = 0, soit ¥*8 = cte = C.

. Chapitre 1 : C-nernad-uua i ping




Pour calculer C, on nous donne la vitesse au point P (op).
Or en ce point, 8 = 0, donc:
o dr _ drdf _ -p

= AT TOdr - (T3 ecoppit esingd = 0.

ro JUEER

Donc en ce point, r est extremum (ici minimum). Aussi au point P :

;{M]Lﬂu = ﬂ;t.-il rpﬂr.e_; donc r?éi.= Tp.

Or C =@ = cte;donc C = I"]E:ép= rp¥ tp, d’oll C = rpep.
AN. C=B000x10°x8640x 10? =6,9x 10" m? - g2,

3) On veut calculer la vitesse de M en A (0 = x).
En ce point, commeen P, r = 0;doncen A :

“ > L :
t-'[M]E__*ﬁ = Qe +ryBaey donc raBa = vy,
Or C=r8 =ce = rpvp = ryv,  donc:

i Pt
v, = & = Tet

Fa Fa
B 000

= . g1
®A = 31000 2880 km -s".

AN. x* 8 640

4) Exprimons tout d’abord la vitesse de M : 3{M}|§n = fe +riey.

Au point B, on sait que E{M}Lﬂ a comme direction E; donc :

+ & N T - =3 .. :
-EJ.-ir{M:Jl_h =0, soit ¢ -{re,+rBay) =0 et rsinB+rBecosd = 0.

or = (1 +£:ﬂﬁﬂ]2[+£mam! donc :
pesinon @ . B=0 so £sin?f ~
i1 +€:mﬂ}1+ l+ecosB 0 - ot l—+gmgﬂ+ﬂﬂﬁﬂ' = Q.

¢sin’8 + cosB{1 +ecosB) = 0, donc ¢(l - cos?8) + cosh + ecos?8 = 0 soir:

cosBy = -e.

",c: Il faut done que |8 << 1 pour que By existe, ce qui est le cas ici

2ry
I 2r.r
Aussi: rg = b = ‘FI= R F2= AL x 21 3
l+ecosBy 1-e 1_[1",,-!}) Fatrp Argy+rp)i—(ry—rp)
ot rp (ry +rp)®
2rarp  (ry #1p)? . rat?
rg = —AP TAYTRN i = TATTR,
ratrp  drarp 2

_ 24 000 + B 000

3 = 1& 000 km.

AN.

Ewercicns
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Exercice 10

1) Dans cet exercice la seule information que 'on ait, est que le point A se déplace 4 tout instant dans
la direction de B, ¢'est-d-dire :

2(A)|, /2, oumieux T{A)|,- & = 0.

Aussi, on va déterminer I'expression de 3[.&}|! :

— —  —3 — -
B(al, = $OR)|, = $(OB+BA)|, = £(OB)| + T (BA),
C Ao e L i de, £++f(d_?,]
gix¥ed +qilte)|y = e, ’(dr]m*d:" dr Jia
or [E] =5m§e&tﬂﬂesurﬁ,e[ at =0 car { = cte.
de V= ¥ dr

@.‘ Méme si '-'31. n'est pas défini de manire hebitualle, I'angle antre E':. g e; gst bien +g rad {awvec le sens = débin

; de g
par e, walable aussi pour ) donc on & quand méme |rﬂ—r' ]I| = f &y

o+ * g .
Done 3|‘{f’h]|_\,r = vpe,+0+0+£0ey = vge.+ £ Bey,
On sait que ©(A)|, - &y = 0 soit:

(vgr,+ €0y g = 0, d'oit v,e, eq+(0 =0, donc f.?,:,l‘.‘.ﬂi(—g-l-ﬂ]-l-fﬂ = 0.

£\ La définition de |=.': gt F.",:_ n'est pas la définition habituelle ; 'angle entre e; at e,', est ici E + 8 ou 3—;5 + 8.

a8 _ _Zog,.

Sy __U__,ﬂ' _E = i i ——
Aansi ; 48 = sin@de, car cnn[ﬂ 1] sind, soit e 7

t
Pour trouver 'évolution de 8(r), il suffit d"intégrer depuis ¢ = 0 [ﬂ =

de _
j:_; snd -, E’d"

m:l] jusqu'a £(8) :

Bl A

. Ty, ¢
J« = -1,

3 donc [lnIumE
2 3

dx X
Or v, = cre et jm-ln|un§

1 H i B _ —lTll:ll
o ln|mn§|—ln|mni mn§|-e

_ tl'n. E' _ ﬂﬂ‘ -
= —?:_., done ln|1:a.n§|-{l = f:, ]

] %
ﬂiusﬂa’i‘md, mg}ﬂ, done on a : umg me T soit B(2) = :-.Arcun(e r‘).

n

?

'I:: On verifie alors que B{ ) est bien compres entre 0 et = rad donc que Mon pouvait ien enlever la valeur absolue.

2) On voir qu'il faut un temps infini pour que B s’annule c'est-ia-dire pour que la remorque soit par-
faiternent alignée avec la voiture.

42
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Exercice 11

1) On veur déterminer la vitesse de M par rapport au sol (c'est-a-dire 3 &) :

—+ d —— d 2 — d = — »
M = | —({0OM = | —(0G + GM == +
d, = (HOM) = (§06+46M) = (fE+ad+ad))
—#* - ]
Sy +:(E’) +E?+n[ﬂ':] Ly +a(d—e’]
Tode t de Vw  de ¥ de im  de 7 de Jia
- ¥ l. _ d-ﬂ _
=Lerayon de la roua 8 = cte donc i 0.
ot fixa fang de, _ 3 da md (de, ) i ['dE“-_ _ a3
g, est lixe dans A, ullt[Fl:l = E*rnemalml — Im.ml - By .
Donc : ‘T':M]'Lh = ﬂﬂﬁ+¢l§l§;.
2) Quand M passe au niveau du sol, on a :
o =n
B = -3 rad, G
- =h
c’est-d-dire ;!:=—E;Et£_;=e_=:. _}|E: ‘-’rjr—‘ﬂ/é ®
Duonc dans cette position : Ew . 2 _
v(M) = vye, +abe,. s T L
Cetre vitesse doit étre nulle pour que la roue . ~
ne dérape pas, donc : Fosition M =1
u * .
I:_‘I:-',I}'Fﬂ'ﬂ}ﬁ_!z =0 soit v;+aB = 0 donc:
f o= o0
a

—'¢: Camma & estanrad -5 (rad unité sans dimension), vestenm - s~ et #an m, cette axpression est homogane ;

m

s
m

Comme ceci doit &tre vral pour tout pomnt M de la roue, on doit avoir 4 tout instant ;
. Ty
(1) = - - = e
3) Pour tracer la trajectoire de M, il faut expoimer les coordonnées du point M en fonction du temps :

——

e -+ = - - = o
OM = xe 4 ae, +ae, = xe, +ae +alcosbe, +sinBe ) = (x+acosBle, + ae, + asinbe,.

Or x = vy, = cte; donc x = v,f+cte,.

At =0 on peut prendre x(r=0) = 0 (G & la verticale de O) donc cte, = 0.

Par ailleurs 8 = —? donc 8 = —%'}Hcte,.

At=0on peut prendre B(t = 0) = 0 c'est-d-dire crey = 0 (M est sur "horizontale passant par G).
Ainsi cﬁ s’exprime sous la forme suivante :

— Y, -+ -+ . Uy Y=
OM = ['E'u I+ a:cus[— = I]] £, +ae, + ﬂ!ll‘.l.[——l}.!]f,r
i : a :

OM = [unt + ncm[%‘} :]]E; + [u—asm[ﬂr: c]]E;.

ExErceces




Pour tracer 1'allure de la trajectoire, prenons des valeurs de ¢ (bien choisies pour rendre les calculs

simples) :
: . S
—_—
' t OM = Xe, +Ye,
I.___ S -
| K:ﬂ T=
1
: a
! 'u"a}“'ﬂxﬁﬁ E=Eﬂ+¥ﬂ Y=(—¥]a
l e
|
= zr,,-gin X = 3a Y =0
|
Al a 3 _.f'i _JE
| Iy = 54— e —g-_2= v=[1__]a
| T oay, 319772 2
4, = = X=ma-a Y=a
U |
| ]
_ 3%a | 5n .2 /2
we¥s | xegede |vo(0d)
ita in
6: = —= = oe— =
" 3 v, | x 2“ Y = 2a
I A
[
Tka [ |
TI"=T1._I{,, |K=Z-—HG+JT§:: Y=[l+%)d
| |
| a I
E:D=2m; X=2na+a Y=a |
i

Remargue : il s’agit d'une cycloide.

? L P Y
2a . . 154
-~ . e
G =Dﬁ\-§‘;’3r_i - x.\"“! =E ln

(8] ar=252a 3a 4a Sa 6Ga Ta Ba
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CHAPITRE

Dynamique du point

en référentiel galiléeen

Introduction

La cimemangue du point a permis de décnre le mouvement d'un point, mais sans
s'occuper de ses causes ; ¢'est la dynamique qui permet de relier le mouvement a ses causes
c'est-d-dire aux efforts. On pourrait ainsi écrire » dynamique = cinématique + force ».
Newton a établi les lois fondamentales de la dynamique (dite « dynamique newtonienne »),
notamment une loi reliant forces et acceélération, c'est-a-dire reliant des grandeurs
dyvnamiques (forces) 4 une grandeur cinématique {accélération) ; dans cette relation une
caracténstique du point matérie]l intervient aussi @ sa masse.
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1. Un point mabériel peut
raprisenter dos abjets de petite
twille (e particule] ou de grands
taille (pa teere, vorlura).

2. Pl paactamest, Faction
miécanique parmet de modifier o
VEBEIRUT VilEEEE.

| ]M{H’ﬂ'
2 ﬁ

sl

e e

Fig. 1 - Poids d'un paint matériel
M,

A. Le point matériel et les forces

A.l. Systéme étudié : le point matériel

Drefinition 1

Un point matériel ' M représente un systéme (un ou plusieurs ohjets phy-
siques) dont la position peut ére décrite a I"aide de 3 coordonnées scule-
ment (celles du point M) et caractérisé par sa masse m ; on le notera Mipr).

Remarque : Le point matériel associe un point géométrique M, caractérisé
par sa position d un instant donné (3 coordonnées dans I'espace) et un sca-
laire (sa masse m).

A.2. Actions mécaniques : les forces

Les actions n_lér::aniqu:s (appelées aussi efforts mécaniques) sont les causes du
mouvemnent© ; elles admettent une représentation vectorielle :

le vecteur force, caractérisé par sa direction, son sens, sa norme (ou valeur
ou intensité) et son point d'application (le point matérie] étudié).

L'unité de la force est le newton (N) : IN=1 kg -m - s>

A.3. Différents types de forces

A.3.1 - Poids d'un point matériel

Un point marériel M, de masse m, se trouvant 4 proximivé du sol terrestre est sou-
=p

mis 8 son poids f-':, ﬁ:rctvuﬁmleetdhig&versl:hu,d:numl?l = mg

(fig. 1.

Dans ces conditions, on a :

l: P poids en (N)
| P = mg m masse (kg)

H:m.irque:é: est le champ de pesanteur terresire, supposé uniforme
(E = cte en tout point M) ; le poids s"idenrifie quasiment & la force d’interac-
tion gravitatdonnelle exercée par la Terre (voir chapitre 7), qui d sa surface est :

§--27T2

Solution

ETETEIEN Cas du champ de pesanteur

Calculer la valeur de E, i la surface de la Terre, sachant que :

* la constante de gravitation universelle est G = 6,67 - 1001 N-m?  kg?;
* le rayon de la terre est Ry = 6 370 km ;

* la masse de la terre est M= 5,97 - 103 kg,

”3” _ 6,67 - 10-11 % 5,97 . 1024

637 1087 - n8lm-s=,

-1-E| T

Chapitre 2 . Dynamigue du poant an réfarantial galilsen




N,
“t T

* M)
Fig. 2 - Tension d'un fil.

1. La tension est la méme an tout
paint du fil

2. lci la kanguaur de repos du
ressort est & longueur & vide £,

a) =
A — C
HHHRE
= ~
b) . .
Ao E
ORI, .
) i
A0 I

Fig. 3 - Force de rappel
tlastique du ressort - a) i vida ;
b) &tiré ; ¢} comprimé.

1. Powr simglifser e calowl de la
force de rappel, il st préfarable
defaire un dessin dans ba cas ol le
ressor ast &g

Fig. 4 - Force de frottemant
sodde.

4. Le coeflickent /dépend des
mat@riaux an contact mais pas de
la surface de contact. ex f=06
pour le contact
canuichaus [ hitume.

A.3.2 - Tension d*un fil

Soit un point matériel M de masse m, accroché @ 'extrémité d*un fil souple,
de masse négligeable et de longueur constante € (fil inextensible). Le fil exerce

_i.
une tension T sur le point matériel M, force dirigée selon le fil (fig. 2], de
norme dépendant des autres forces appliguées’ au point M.
=4
Remarque § en posant T = Tu {nv&cff vecteur unitaire dinigé de M vers
0), le fil reste tendu si T = 0,

A.3.3 - Force de rappel élastique

Soit un ressort horizontal (axe (O ; E:}]n , de masse négligeable, de longueur
4 vide £, de raideur & (en N - m™) {fig. 31.°
Si le ressort est ériré (sa longueur est {) ; il exerce une force de rappel ayant
tendance i le ramener 4 sa longueur de repos, proportionnelle 4 son allonge-
ment £ £, (=0)etak:

_}

F = k(f-Eodi-e,) = k(£ - €)e,.

5i le ressort est comprimé (sa longueur est £), il exerce encore une force de
rappel ayant tendance 4 le ramener a sa longueur de repos, proportionnelle i
son allongement £,-& (> 0)etak:

-]

F = ki€,—€)e, = —k(E-€,)e,.

Ainsi, dans tous les cas, avec ¢, un vecteur unitaire dirige dans le sens d'un
allongement du ressor, oma :

I- 1
! —. 15‘ force de rappel élastique’ (W) |
|F = k(€ -{y)e, | k raideur (N m™)

. £ - +£, allongement (m)

A.3.4 - Force de frottement solide, réaction du support
Lors du contact entre deux solides, donc lors du contact entre un point mate-
_.
riel M(m) et un solide 5, ce dernier exerce sur le point M une force R appelée
_:'
réaction, composée d'une réaction normale (3 la surface de contact) N, et
_}
d’une réaction tangenticlle T (dite force de frottement) vérifiant les lois de
Coulomb (fig. 4] :
1 L] ﬁ _. | 1 u
*5'1 v a glhisserment de M sur 8 : "Th = _f"'H |' o f est le coefficient de
_"
fromement’ ; T est opposée 4 la vitesse 7 du point M par rapport 4 § {c’est-
a-dire par rapport 4 un référentiel lié au solide 5) ;
. ) > ¥ — —|
* il n'y a de glissement de M sur § (v = 0} ITl *‘-T,i"'"H"-
Remarques _}
* En posant N = Nu {E.-’ vecteur unitaire dirigé de 5§ vers M, perpendicu-
laire a la surface de contact) ;

~ le contact se maintent st N = 0;
= le contact cesse s1 N = 0,

* En I'absence de frottement (f = 0), la réacrion du solide S est normale, ¢’ est-
— —
d-dire R = N ; elle reste donc 4 chague instant perpendiculaire au support.

Corrs




1. Ceci wst wrai dans |'aic ou Do,

1. P les déplaements o s
les jours {vélo, voitura, ..} les
forc s qui intervss nnant sant
cellas proportionnelles au carré de
h'H"rtHHEF = —HlFlF mais la
résobutian mathématique des
problames est alors délicate ; on

congiding donc souvent que les
forces sont proportionmelles & la

ﬂam:i:' = -A¥.

3. Pawr ples de renseigramants,
on 58 reportera au cours de
mécanigue des fluldes (2 annde),

4. La powssée d Archimada ast
prasque toujours néglipaable dans
Iair devant le posds {5i 'objot en
mauwemant a5t plein) | an
revanche, alle n'est plus
néighgeable dans les liguides.

5. La résultante F de plusieurs
I'urnaa.l_:a: Bst: F = EI?:

() |
T LA
{Rg)

'l'|:1:1'r.r‘r

Bte) :

Soleil

Fig. & - Référantels wsusls,

A.3.5 - Force de frottement fluide

Lorsgu'un solide se déplace dans un fluide (gaz ou liquide)', donc lorsqu'un
point matériel se déplace dans un fluide, il est soumis 4 une force de frotte-

_,
ment fluide F, s'opposant au mouvement :
—
v F = —io,

&1 ||§|| est faible (A est une caractéristique du fluide et des dimensions de
I'objet se déplacant dans le fluide] ;

" E = —R-"'i-'h";:

51 HI est plus élevée (K est aussi une caracrénstique du fluide et des dimen-
sions de I'objet se déplacant dans le fluide).™ *

A.3.6 - Autres forces

Il existe d'autres types de forces comme les forces électromagnétiques ou la
poussée d"Archiméde’ qui seront étudiées dans les autres cours (électroma-
gnétisme, thermodynamigque).

B. Les lois de Newton

B.1. Premiere loi de Newton : principe d’inertie

Principe d’inertie
Il existe des référentiels galiléens 3, dans lesquels tout point matériel isolé,
est en mouvement rectiligne uniforme {E{Mﬂ;l = E"['E] (0u au repos =i

+
2 (M)|a, =0).

Un point matériel isolé est un point isolé de toute influence dans I'espace qui
ne subit aucune force ; comme ceci est impossible & réaliser (un point matériel
n'est jamais seul dans |"espace), on utilisera comme modéle du point matériel
isolé, le point matériel pseudo-isolé soumis 4 des forces dont la résultante” est
nulle (par exemple, un mobile sur coussin dair).

Cette loi postule I'existence de référentiels galiléens. Selon le cas et le degré
de finesse souhaité, on pourra considérer comme galiléen I'un des référentiels
suivants (fig. 3.

- Référentiel de Copernic M

* origine : le centre de gravité du systéme solaire (quasiment centre S du
Soleil) ;

* trois axes : trois étolles o fixes » trés éloignées.

- Référentiel géocentrique Hi;

+ prigine centre de la Terre T ;

* trois axes identiques aux axes du référentiel de Copernic.

Chapitre 2 : Dynamique du point en riférentiel galiléen



1. Lie PFD pairmet de prévor
Féavolution du mouvemarnt
ltrajectoine) du pobrl matériel s 3
st cannue i chagque instant, ow
permet de conmaitre la résultante
des forcas ; & chague instant 5i
la trajectoira g5t connue.

2 La masse mdu point maténiel M
5l supposie constante i chaque
instant.

2. 5i ke poinst rmtivield wat inché fou
pseudo- isokil slors F = 0 et

{dﬁthlﬂ.al] s
dt R,

c'est-d-dire §(M)|a, = cik:la
qusantitd de mouvement du poim

donc

matériel §(M)|s, se conserve au
£OUrS Bu IBMPS SiNS qUE 54 vildsse
¥(M) s, ; on retrouve le principe

o inemie (1™ loa dir Miwaon),
& I faunt faire le bilan de toutes les

forces appliquées au point
maténel sans oublier la réactian

Fig. & - Principe des actions
TACiproques.

- Référentiel terrestre Ji, lié a la surface de la Terre (appelé référentiel du
laboratoire).

Ces trois referentiels sont, dans l'ordre suivant : # ., #;, M « de moins en
moins galiléen «,

B.2. Deuxiéme loi de Newton : principe
fondamental de la dynamique

PFD
Dans un référentiel galiléen R, un point matériel M de masse m, soumis

. =
a un e¢nsemble de forces dont la somme est F vérifie

m masse (kg)
ma(Mj|s, = F (M) accélération (m - s3)

=5
F force (M)

En définissant la quantité de mouvement (ou résultante cinétigue)

_EEMH-;' = mEIM] |3:;_ du point marériel M({m), on peut écrire le PFD sous
la forme™ * :

dr
Principe fondamental de la statique (PFS)

_"
[dﬂmlﬂ.]_ _F
fa,

e
Si un point matériel est en équilibre dans 5t , c'est-i-dire :T{M}Lj = D,

3 3
alors F = 0,

La réciproque n'est pas wraie ;s F = 0, le point matériel peut avair un mouvement
rectiligne uniforme dans ot (principe d'inertia) ef n'est en dguilibre que si $a vitessa
ast nulle a un instant qualcongque (denc a tout instant).

B.3. Troisieme loi de Newton : principe des actions

réciproques
j__,.. Fuyom Principe des actions réciproques
__ —
Fa_a Si le point matériel A exerce sur le point matériel B une force F,, _ 5, alors
—_—

—s
B exerce sur A une force Fy _, , = -F, _, 5: ces deux forces sont portées

par la droite (AB) (fig. ¢
Cnurs‘ .



C. Bilan et exemples d'applications

C.1. Bilan

Le synoptique de la fig. 7 permet de comprendre on interviennent les forces
sur le schéma cinématique (voir chapitre 1).

™

! (d./ ey {d;dm,
e @ o) D)

[j dt)+ CI I[J'*d=:|+EI

(1}

e ke e e A M NI E N W W Ew

Dynamique

Fig. 7 - Synaptigue bilan,
Par exemple, &i les forces appliquées au point matériel M(m) sont connues, la
résultante f"} est connue, donc (51 la masse m est connue) Paccélération E{M}Ilzl
du point M est connue ; on peut remonter — trajet (1) — & vitesse §[M}|g‘ {51 une

ey
condition initiale sur la vitesse est connue) et 4 la positon OM 4 chaque instant
donc a la trajectoire (51 une condition initiale sur la position est connue).

Si le mouvement Eﬁim, Q{M}l'ﬁl, ou ELM] |gt} esl connu, on peut déter-
miner les forces appliquées au point M - trajet (2] —,

C.2. Exemples d’application

Tir balistique sans frottement
Un obus sphéngue de masse m assimilé & un f
point matériel M, est lancé dans 'air avec une

viresse E; depuis le point O, origine du repére

{ﬂii}rs_;j:} li¢ au référentiel terrestre @, d '
supposé galiléen. La vitesse 1-_':,. fait un angle « . 4

h (R, v &
Ml'hmimmal:{ﬂ;a_:J dans le plan {E:.E:).

Le champ de p-emn::urE est supposé uniforme.,

{G;e_:] est la verticale ascendante du lieu.

On néglige tout frottement.
1) Déterminer I'équation de la trajectoire.
1) Déterminer la fléche de la rajectoire (altitude maximale atteinte).

3) Déterminer la portée D (distance entre O et le point de chute sur le plan honzontal z = 0). Pour
quel angle o la portée D est-elle maximale ? Calculer pour cet angle la portée et la fleche de la tra-
jectoire.

Données . g=981m-57; wy=3m-5'; m=1kg

1 Chagitre 2 : Dynamigue du point en reférantiel galilaan




Solution
1) * Systéme étudié : obus sphérique assimilé 4 un point marériel Mm).
- Référentiel galiléen d*étude : #,(0 ; 2., e, ¢ ).
* Bilan des forces appliquées au pﬂinth_i}:

poids P = mg = —-mge
« Application du PFD au point M dans 9t : .

"*;{M”m. = P.
- -

Or :_:}{MH;R‘ = (%]}'E" on a donc m[%}m. = mg-

En simplifiant par m et en intégrant vectoriellement, on obtient :

_“

tTI_'I:I = EHPL.
- 8 . . -+ —4 =+
A est une constante vectorielle qui s'obtientdr=0: v(t=0) = v;, = A.

Ainsi ; vit) = gt+u,
dOM
Comme v = BFTE I"équation précédente devient :
dOM
-+

s0it (en intégrant) :
P 2 —
OMin = E%+:_J;:+B.
_}
B est une constante vectorelle qui s"obtient a "aide des conditions initiales (¢ = ) :
—— + e
OMit=01=0=0+0+8,
—— i
ainsi : OM = i"iu‘-;:.

'I;: La méthode dintégration vectoriella ne fonctionne pes towt e temps ! Lorsqu'elle ne fonctionne pas, i faut
d'abord projeter sur les axes du repére avant dintégrer

* En projetant sur s_:, on obtient :
X = vycosQl.
. - .
* En projetant sur ¢_, on obtient :

1
z= -gti + vy sinou.

'ﬁ: En projetant sur ET:.. an aobtient : y=10.

= L'équation de la trajectoire s'obtient en éliminant le temps :

2
X .
z = —E[: ] + v, sin

2\ v, cosi Ty Cosa’
80t , g == ]'E l.tz-l'#ti.ﬂﬂq.
2oy coso

La wrajectoire est un arc de parabole.




La figure suivante présente différentes trajectoires obtenues pour différents angles .

z({m] |
45
40
35
30
z5
Z0
15
10

5

0 '.'--tlm:l
0 0 20 30 40 50 60 70 80 90 100

P . ' q . . . = - =k
2) La fleche est atteinte lorsque la vitesse verticale s'annule. En projetant I'équation v = gr+ v, sur

- i ) - v SN0
£, onobtient : v, = = gr+ s8N0 qui s"annule pour 1, = .
" Wy, il i
',Z:;_ L*unité de — - ast: D5 _ g homogene a &
1] m-§-?
Ainsi
Ty SINC u;slnl[zu}
Xgiche = X{I;) = 7,008 =
g
5 8in’ i 3sin?
et = —ﬂ!}——gxﬂ“mu+ﬂ muﬂumu s0it = - 23S “*
fNéche 1 2 3 i g L] Néche 2g
‘i E_' L unité de V"i;:u st ”:-I'_I' 55 '!'.L m ROMOGENE & 2.,

3) La portée est atteinte lorsque =z = 0 ; on obtient cette portée D en résolvant 1"équation :

2 2

5 X
- 2+ xtana = 0 soit .1:[— +|:u:|.u:) = .
2egcosfo 2o, costo

La solution x = 0 correspond au point origine, ce n'est donc pas celle cherchée.
L'autre solution est la bonne :

N Iuicns‘-utnm:t N ﬂ:iin{!.n) _
= 2 = 2 =

D=x

z:m

I est extremum si % = [} soit cos(2a) = 0, donc 20 = E; soit :

]
= = pad.
“=3

2
AN. D = ? S 91 Tm; zgy. = 229m e Xy, = 45,9 m.

Chapitre 2 ; Dynamigque du point en reférentiel galilden




ETEIETERE] Tir balistique avec force de frottement proportionnelle i la vitesse
On reprend le probléme de I"application 2 en supposant gue I'obus est soumis @ une force de frotte-
ment (résistance de 1’air) du type : ]F?|r = -kt en plus de son poids.

1) Déterminer les composantes (v, (f) ; v (1)) du vecteur vitesse T 4 chagque instant.

2) Déterminer les composantes (x(f) ; z(f)) du vecteur position D_}M 4 chaque instant.

3) Déterminer et calculer la fléche de la rajectoire.

4) Montrer que la trajectoire tend vers une asymprote verticale dont on précisera la position.
5) Montrer que la vitesse de I'obus tend vers une limite que I"on déterminera.

6) Tracer I"allure de la trajectoire.

Dommées :e=45°; m=1kg; A=01kg-5s'; v,=30m-s.

Solution

1) On applique le PFD dans le référentiel galiléen ﬂi a ce point martériel M{m) représentant ['obus :

de

<+ = "
m.:_:’{M}LH‘ =P +F soit m[m)m = mg —hv, donc = d”]“ +o = %E.
E B

alar

i . , = =+ +
on appelant © = T et en intégrant, on obtient ; ©(r) = Ae " T+ T2,

'.c: T @5t une constante Ce (emps qui Se mesure &n %

= . . . . - I
A est une constante vectorielle que l'on détermine a¢=0: v(t=0) = v, = A +Tg; ain

= —% —* -
vit) = (vg -Tgle " +1g:
. . —¥
* gn projection sur ¢, : v.(f) = v,costeT;
* 20 projection sur n_: Do () = (vysina +1g e T - 1g.

2) En intégrant I"expression vectorielle de 3, on obtient :

D_EM[IJ = —t{ﬂ—:g}c'”wﬁuﬁ avec lﬁi{rzi}} = ﬁ = _1@_15“ E;
ainsi : OM(f) = ~t(oy —18)(e "~ 1) + Tt
* £n projection sur e_: 1 x(t) = -Tv cosa(e 7 -1) ;

* ¢n projection sur e_: 12(t) = —He,sine+ tg)le VT - 11 -1g¢.
3) La fleche de la trajectoire est obtenue au moment ¢, ol v {1} = 0, soit :

- T

(vpsind + Tg)e™ " = 14, ce gui donne ¢ 7 = R S

T¢+ U, sindt
TF + U Sin
Alors 1, = TM{T] ; en reportant dans =) :
~ B . e . {Ig-l-t',}iinﬂ]
= = - +17)| —————— -1 |-t pln| ——
3&,;.4“: 3{“] T{ﬂnsln“— Ly ]{Tg - ?J'D sinm ] & T

T+ v, sin uJ

= Ty,sino— 12 In[
] g T

ﬁ.N. tﬂhh e 2“,1 m.

Corirs




La position de la fleche est : xg.,. = 2(1) = —Tvﬂmin[ﬁ - l}
o

'b_' Un constate que I'abscisse de la Hache ast plus pette qua dans ke cas ou il n'y a pas de frottement, ce qui est
narmal ; de la méme fagon, Faltitude maximale atteinte est plus faible,

4) Lorsque ¢ — +o0, x{f) — Tocosd qui correspond 4 une asymptote verticale.
AN. x = x2(t = +=)=1211,1m.

v () —=0

5) Lorsque ¢ — +o= {
v (1) = -18.

La vitesse tend vers une limite verticale de norme 12 E = -tg;:.
AN, vy, = 98,1 ms'.
6) La trajectoire est tracée ci-dessous. On retrouve une fléche inférieure au cas du tr sans frottement,
mais on ne voit pas 'asymptote verticale qui est atreinte pour une position x = 212,1 m, ce qui est
trés supérieur 3 la portée : D = 70 m.

= {m)

ST T 14 |
avec Fromdment ||
10 ' : AN

o 71 T TN,

o 1 20 30 40 50 &0 TO B 90 100 = (m)

£X

3ion prolongeait les courbes, on verrait apparaitre asympiote x = 212,71 m {fig. 10}

asymptote
z{mj , ¥ ==212,1m

[E1 1 —— N—— - = % (m)
—100 I 1] q] mmﬂ\lm 180 21
=3

=500 |
—T00 : .

) —r i I S S
=1 100 }— % S
-1 300 ¢ L
-1 500 {—— |
=1 TOO I —
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Tir balistique avec force de frottement proportionnelle au carré de la vitesse
On reprend le probléme de 'application 2 en supposant que 1’obus est soumis 4 une force de frotte-
ment {résistance de Iair) dutype : F = —klole en plus de son poids.

1} Eerire I"équation différentielle du mouvemnent et la projeter sur les axes (O ; e__:} et (O ; e__: I

2) Résoudre numériquement cette équation différentielle et tracer I"allure de la trajectoire du point M.
3)Déterminer la portée et la fléche de cette trajectoire.

4)Existe-t-il une asymptote @ cette rajectoire ? une vitesse limite ?

Digmnées :

m=1kg; v, =3Wm-s'; a=45"; k=645x 10 kg-m".

Solution

1) Le PFD appliqué dans Eii au point matériel Mim) donne :

-
H‘IE[M]'_*: = F-I-E = mE-k"ﬁ"S. sOiL ds =E—£|t.'||'r.r
g df -?l. M
d T 3
* En projection sur .e_:: %’ = —%.Jﬂi-l-ll:t'k.
duv,

i — FR
* En projection sur £, : ~g- vt o,

e
2) En urlisant une calculatrice programmable, un tableur (Excel) ou tour aurre langage de program-
mation, on peut programmer rapidement une résolution numérique de cette équaton par la méthode

d A Arl—-
d’Euler, qui consiste a approcher la dénvée dt: par It;f = el ;i vedt) ; ainsi le systéme formé
des deux équations différentelles d';r ddﬂ- permet de calculer v, (r + A} et v,(r + Ar) a partir de v, (6)
et e (1) :

v+ Ar) = o (1) - -k-,."'nfu} + :.-:U} o, (f) At

v e+ Ar = v {r]n-— 'r_z I}-l-l.'J (e (e Ar

A partir des conditions initiales sur la vitesse (v (t = 0) = yyoosd et v, (t = 0) = vysina), on obtient,
de proche en proche (pas d"avancement dans le temps @ Af), les valeurs approchées de v, et v, an
cours du temps.

On peut de la méme maniére, connaissant a chague instant (plus précisément a chague instant mul-
tiple du pas de calcul Ar) la vitesse, déterminer la position de M :

x(f+ Af) = x(f)+ v ()AL
{3[:+;ﬂuj = z(t)+ v lr)Ar

équations obtenues i partit de v = df;:"

La wrajectoire obtenue est donnée ci-apres : (1) sans frottement ; (2} avec force de frottement propor-
tionnelle 4 v ; (3) avec force de frottement proportionnelle i v,




() 4
x5
20 1 1 -1
15 u 1 = | - L _. — — —_— —
11} S . — —_— S - - |. S _— - —_—

R T e S

u | | | I -
o 10 20 30 40 50 &0 T0 30 90 100
3) Par lecture graphique, on lit la portée D = 62 m et la fléche @ xg. . =345 m et z55,.= 18,7 m.
4) 5i une vitesse limite existe, elle vérfie :

mE = k||§||3 SOIt vy, = IE‘F-

. I kg ms-2 . L
",¢: L'unité de u"?ig g5t |hf| .s.l = Jm¥- 8¢ = m-8"! cequiesthomogéne & v,
! .l_l u i

AN 0y, =389 ms ' =39 m + 57,

A + Cotte force de frottement est la plus proche de la réalité,
" = La vitesse horizontale finit par s'annuler {v, it — =) = 0} ce guiindique la présence d'une asymptote verticale
a la trajectoire.
= (In ne voit pas "asympiote verticale qui se trouve en x = 1254 m,

LT L Ressort horizontal

Un pett anneau de masse s, lid 4 un ressort élastique de ®
raideur &, de longueur a vide €, se déplace sans frotte- h

ments sur un axe horizontal {G:‘-E}- o ke M
s - =3 — -
Le référenticl (O 5 e, ,¢,, ¢, } est supposé galiléen, % . E

L'origine O de 'axe (O ; E:r] étant confondue avec la : ;:'E." t"[ ‘ '

position d*équilibre du sysréme, la force élastigue de : a I -
rappel s'écrit F = kx = k({ - £). : £

1) Ecrire I'équation différentielle du mouvement de S

I"'anneau.

2) L'anneau est abandonné sans vitesse initiale d'une
abscisse x = a. Déterminer son mouvemnent ultérieur.,

Solution
1) Appliquons le PFID au point matériel M afin de trouver I'équartion différentielle du mouvement.
* Systéme étudié : 'anneau M de masse mr.
» Référentiel galiléen d’étude : R (O ;5 ¢, 2., 2, ).
* Forces appliguées au systéme ;
- * —

~poids P = mg = —-mge,_

e = —
—réaction de I'axe B = R.:J.;
(perpendiculaire & "axe car pas de frottement) ;

N = -
— force de rappel élastique F = - kxe .

Chapitre 2 : Dynamigue du point en référentiel galiléen




'I-'P\ Il s"aget d'una torce de rappal. Sur la figure, on g x = 0 {ressort tendul. Or cefte force tend & ramenar la masse

wiers la langueur 4 vida du ressort [ = {; soit x=0), elle ast donc dirigée selon F.'Il d'od le signe « — » dang

.

lMexpression de F (kx = 0

:I".L'ln, Si on avait fait le dessin aves x << 0 (ressor comprimé), la i

# & %

foree di rappel aurait au tandance a ramenar la massea vers la R
langueur a vide du ressort {{ = {; s0it x = 0}, elle aurait &té diri- ﬁ

gée vers + &, mais Mexpression serait restée : F = —kxe

N

e = =

car kx < 0 at —kx = .

5
- . . . L . ! L
',t:;_ Dans ce cas, la position d'équilibre était évidente (longueur & : . r .
vide du ressort], Elle n'a pas ndcassité de calculs supplémen- £ 0
tairas.
e " =
* Le PFD s'écrit: ma (M), = P +R +F.
——

Vecteur position : OM = :e_:.

-
de
Vecteur vitesse : §{M}|:ﬂ_ = i-s_:+1{ d:]-":i, = %q.

',¢. e, estfixe dans &, donc | . | i
¥ L df )

s =+ an —F
Vecteur accélération : a(M)|, = xe,.
E
5o - - - -
Do : mxe, = —mge,+Re —kxe, .
. . . —+
* On projerte cette relation vectorielle sur ¢
= .=t = - - — . .
e - Amxe ) = e, (-mge,+Re —kxe ), soit mx = —kx.

L'équation différentielle s’écrit done :

. k
x+—x=10
a7

'.G: En projetant sur e, , on fait disparaiire R = R 2, qui était une force inconnue.

2) Pour trouver le mouvement de I'annean, il faut résoudre I"équarion différentielle du mouvement :

Lk N T [k
.:+m::—ﬂ-,dnu r+wyx =0 avec m,:,-J;-

Les solutions de cette equation différenticlle s'écrivent sous la forme @ x = Acosw,r + Bsinomgr.
Pour trouver la solution a notre probléme, on va utiliser les conditions initiales :

¥r=0) = a
|:&{r= 0) =0
Or x(t) = Acos{wg)+ Bsin{wyr) et x(r=0) = A = a.
De plus x(t) = - A - oy sin{wyr) + Bogcos(myr) et x{r=0) = Bw, = 0 donc B = 0,

La solution est donc : x(f) = acos(@,t) avec @, = i-

i




LT ELGT L Ressort vertical

On accroche une masse m 4 extrémité d’un ressort de raideur &, de longueur a vide £ et de masse
négligeable. Le référentiel QE{-D,:, R E:]- est supposé galiléen.

A vide a I"équilibre EN Mouvement
1) Déterminer la position d'équilibre {c'est-a-dire la longueur £, du ressort a |'équilibre).
2} On écarte maintenant la masse d'une distance a par rapport 4 la position d"équilibre précédente
et on 'abandonne sans vitesse initiale :
a) écrire I"égquation différentielle du mouvement de la masse ;
b) déterminer son mouvement ultérieur,
Solution 0,
1} Pour déterminer la posidon d'équilibre [masse
arrétée), on utilise le PFS. ‘
- Systiune Etudié : M de masse m. t

_}

+ Référentiel galiléen d'étude : Q‘tlfl‘.}l};szj.
» Forces appliquées -

_.
—poids P = m; = mg;:,',

4
— force de rappel élastique F = —k(f,— £,)e. . 4 vide 4 Péquilibre

{!"\ Sur le dessin €, = 1, done ¢, -, > 0 etla force de rappel élastigue a tendance & ramenas la masse vers la
= a . - - . . = S o H :
iongueur & vide, ¢'est-d-dire que F est dirigée vers — e, d'od ke signe v —» de 'expression de F ; en effet
kil =000 dang = kif,~ {50 =<0

-+

"
= e PEFS donne : (0 = P+ F.

—%

—%
Eupmjecljnnsure-: :0 = ng:-F:r-.k{f,—fﬂ.]e, -¢, etdonc:

mg

0 =mg-kif, -, soit £, =40+ %

2y a) On unilise le PFD pour écrire I"équation différentielle.
* Systéeme étudié : masse m ;
* Référentiel galiléen d'étude : Eﬁ‘(ﬂﬂ;;:,‘.li
* Forces appliquées au systéme :
I + —
~poids P = mg = mge, ;
— force de rappel élastique F = —R(€, +2— £,)2..

Chapitre ¥ ; Dynamique du point an réfarantial galiléen




a I'eguilibre 1 MOUVEnent

é\ Sur le dessin { + 2 = {ressort tendu) ; la force de rappel 8 tendance & ramener la masse vers la longueur &
! B
vide c'est-g-dire gque F est dingée vers |=.-__' d'ol e signe «—w» dans l'expression de F, en effet

K{ +2—tg) =0 danc —k({, +2-dq =10

F.G; Om woit gue I'on fart le méma rasonnement pour trouver la postion d'aquilibre (PFS) et pour trouver "éguation
différentielle du mouvement {PFI)

'ﬁ: zrepére la masse M par rapport 4 la position d"éguilibre. Lintérét de ce paramétrage est de simplifier équation
difterentalle du mouvemant {voir cl-aprasp.

- =* =¥
» Le PFD donne : ma(M)|, = P +F.
L]

— —
Vecteur position : OM = ze, (O est fixe dans &),
Vecteur vitesse 3{1‘4--IL}|$I = .%E:.

Vecteur accélération : a(M)|, = Ze..
E

Le PFD s'écrit donc :
miz = mgz kil +2— £z,
s0it en projection sur f: :
mE = mg=k(€ +2=-L,), soit m& + ks = mg-k{f_-£,).
En utilisant la valeur de {, (position d’équilibre), on en déduit I'éguation differentielle (simple, sans
second membre) :

mz +hkz = 0 soit .i+m:,:-l]nr=|:m.- E

b) On résoud I'équation différentielle i ’aide des conditons initiales :

£(1) = Acos{ty?) + Bsin{ege) donc  2(r) = -Awgsini{wyt) + Bogcos(w,r).
zit=0)=a z(t=0)=A=a
z(r=0)=0 z2(t=0)=Bw, =0 donc B=20

donc (1) = acos(wyl).

Cours H



L'essentiel

¥ Lois de Newton

* Loi 1 : principe d'inertie
Il existe des référentiels galiléens 5t dans lesquels tout point materiel isolé,
est en mouvement recrligne uniforme {3{M}|ml=?:] {ou au repos si
*
v (M}a, = 0).

* Lod 2 : principe fondamental de la dynamique (PFD)
Dans un référentiel galiléen H,, un point matériel M de masse m, soumis a
unenumblcdefurmdnmhmnm:mﬁ vérifie :

m masse (kg)
mad(M)|a, = F E_::{MJ accélération (m - s%)
F force (N)

* Principe fondamental de la statique (PFS)
Si un point matériel est en équilibre dans %, c'est-a-dire ¢ (M)|s, = 0,
alors E = EF
La réciprogue n'est pas vraia | 51 F=0, 0 point matériel paut Avoir un mouvament rec-

= tligne uniforma dans ., [principe d'inertie} et n'est en equilibre que 51 sa vitesse est
nulla & un instant guelcongue (donc & tout mstantl,

* Loi 3 : principe des actions réciprogues

—
5i le point matériel A exerce sur le point matériel B une force F _, 5, alors
B exerce sur A une force FH_”; = —Fﬂ_,é;cﬁd:u:fm:umtpuﬂéupnr

la droite (AB).
¢ Bilan
m rd:”, Y s‘d:}}!’ _"\ll
N ) B T B
[_[ dry+Cl1 {j de)+ Cl
TR

Copyrighted material
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Mise en ceuvre

Comment déterminer 1’équation différentielle du mouvement (res-
pectivement une force inconnue) a ’aide du PFD ?

Soit M un point materiel de masse m et i, un référentiel galiléen. On souhaite déterminer I"équa-
tion différenticlle du mouvement du point M dans ‘R, (respectivement une force inconnue) a Paide
du FFD.

=+ Savoir faire

'-----------thﬁ-h——dh —————————————————————
I @ Définir le systeme étudié.

: 8 Définir le reférentiel galiléeen d’etude.

I @ Faire le bilan des forces appliquées au systeme,

i Définir leur direction. Réaliser éventuellement un dessin.

: @ Ecrire le PFD : pour cela exprimer le vecteur accélération i I'aide du vecteur position puis
i du vecteur vitesse.

I @ Projeter la reladon vectorielle : sur une direction fasant disparaitre la force inconnue afin
! de trouver I'équation différentielle (respectivement sur la direction de la force inconnue afin
: de trouver cette force).

I

|

|

> Pour faire disparaitre une farce par la pragection, iLsutht de projatar sur ung fireclion parpendicul@ire a
cetle lorce.

— o il

e e P |

-+ Application

Un point matériel M de masse m glisse sans' frottement sur un plan inchiné. Le reférenticl
o = " 4

RO 5 e, . e,,e.) estsupposé galiléen,

-]
Fy = e,

Déterminer 1"équation différentielle du mouvement {respectivernent la réaction du plan incling).

Solution
i Systéme étudié : le point maténiel Mim),
@ Référentiel galiléen d’étude : (0 ; ¢ i, . c)).
& Forces appliquées au systéme :
- poids i‘?} = mE {vertcal vers le bas) ;

—
— réaction du support N = HE: {perpendiculaire au
support car pas de frottement).




© Le PFD donne : ma (M)|s, = P+N.
— -
Vecteur position : OM = xe, .
-

d 3
Vecteur vitesse : (M)|a, = %e, +:(i]m = 2 +0.
L3

dre
'_¢ g, estfie dans o,
=+ v =¥
Vecteur accélération : “'[M]IEI, = X8, .
Le PFD s’écrit done : mie, = HE+N;:,.
—1
@ » Pour rouver ’équation différentielle, comme N est inconnue, on projette sur ;: pour faire
disparaitre ﬁ = N;: ;ona:
e (mie) = &, (mg +Ne, ), soit mé = mg 2,40
'.¢.' ¢ & = 0, carles axes du repére sont arthogonaus,
mx = mgx 1}::::;{},::} = mg g—u}
L’éguartion différentielle du mouvement s’écrit :
X = gsind.
',¢ Comme ¥ estenm-5 < et genm-=s *, Faxprassion est homogane,

e
-Puuruuuvuﬁ, on projette "équation vectorielle issue du PFD sur la direction de N, c'est-
ﬁ-du':;:,

E:-[mii:} = ;_:'[HE‘PHEL soit 0 = “E':J-"'H'

Ainsi: 0 = mgm{E.EHH. soit 0 = mgcos({n—a) + N, soit encore (0 = —mgcosa + N,
La réaction du sol inconnue s"écrit :

N = mgeosa.
'.¢ Comme la réaction N esten N=kg-m- 572, men kg, gen m - 5%, cette expression est homogane.

',v.' Vérdication ; quand o = 0 [plan honzontal) N = myg, et guand @ = g iplan varticall N =0, ca gui ast logique.

| L4
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ercices

Niveau 1

Ex.1 Uniteé d'une grandeur
1) Dérermines I'omivé de © dansg 1équation @

1 2
F = —p8C =,
IFI :T'I

F est une force, p une masse volumigue, 5 une surface
et ¢ une vitesse,
2} Dérerminer I"unité de n dans "éguation ¢

F = érnre,

F est une force, rune distance et © une vitesse,

Ex.2 Test de freinage

Lors d'un test de freinage, une voiture, assimilés a un
point matériel (5 de masse s = 1 300 kg, roule sur
une route horizontale er freine alors que sa vitesse est

v, =100 km-h™'.

Le rvemps nécessaire 4 arrét complet du véhicule est
T = 7 5 On suppose gque la decelération est constante
et que le référentiel 3 (O ; 2], 2,2, ) est galiléen,

|
-y
Eg

I:_E:l e

v, = 100 km/h v; =0

1) Dietermuner la force de fremage Fj, et Ia distance
d arrér 4,

2) Omn suppose que |a force de freinage reste la méme
(F.) mais on teste plusicurs witesses de départ:
0=wp, =130 km-h'. Tracer la courbe 4= fle,).
Jue peut-on en conclure quant au respect des limita-
nins de vitedses sur roure ¢

Niveau 2

Ex.3 Trajectoire circulaire

Un homme fait tourner une balle (assimilée & un point
materiel M de masse m = 100 g), amachée a un fil de
lomgueur B = OM = 1 m et de masse nigligeable.

La rrajectoire de la balle est un cercle de centre O ex
de rayon B qui se fait dans le plan vertical [-.'_:. ;:}. ;:
est vertical vers le haut. On néglige les éventucls petits
mouvements de¢ la main de Phomme, ainsi ;
a,m;ﬁ-.{.‘.;jj est suppose galileen,

Om néghige tous les frottements.

1} Déerminer "équation differenticlle du mouve-
ment de la balle,

2} Determuiner |'expression de la tension du fil.

3} Diérerminer la vitesse minimum v, que doit avoir
Ia balle dans la position (1).

4) On suppose que la balle passe dans la position (1)
avec la vitesse vy, Indiguer dans quelle position la
tension du fil est maximum,

Ex.4 Choc frontal

On cherche a madéliser le comportement d"un véhi-
cule de tourisme, lors d'un choc frontal. Pour cela, on
assimile la voiture & un point matériel G de masse
m=1 30 kg.

L'avant du wihicule (gui va se déformer) ezt modélisé
par un ressort de masse négligeable de longueur 4 vide
£, = 2 m (longuewr au débuar du choc) et de raideur k.
Au debut du choc, la voiture armive avec une vitesse
U, = 36 km- bl

La vitesse du véhicule s'annule lorsque le ressort s"est

—
comprme de 3
Pendant le choc, on repére le point G par son abscisse
x depuis le début du choe.

On suppose (0 ; E} e_:e_;]n galiléen.

On néglige tous les fromemenis.

Exattices




Audébutduchoe G E ﬁﬁ“t]
A

1
? -1 —
' tkt.-.-!
E ]

pendant le choc : E
G s

1) Ecrire I"équation différentielle du mouvement,
2} Donner "expression puis la valeur numénque de k.

b | B

3) Donner les expressions puis les valeurs numéri-
ques de :
a) la durée du chog ;

b} Maccélération maximum suble par le véhicule,
Conclure sur les effets de ¢e choc sur le conducteur.

Ex.5 Heéliportage

Un hélicoptére de lutte contre les incendies transporic
un rEservoir d'ean modélisable par une masse ponc-
tuelle s = 1 tonne au pomt M. Ce réservoir est attache
i I'kélicoprére par un clible de masse négligeable de
longueur L= AM = 8 m incliné d'un angle constant
8, L'hélicoprére se déplace & I'horizontal (selon ¢, )
avec une accélération constante a; > 0, Le référentiel

@O ;). e, e,) estsupposé galiléen.

1} Déterminer "angle 8, en fonction de 4, Que se
passe-t-il quand a, sugmente ?

1) Dérerminer la tension du cible en fonction de a,.
Chae se passe t=il quand a, augmente ¢ Commentaire.

Ex.6 Route bosselée

Une woiture, assimilée & un

&
pont matéred G de masse = G
m =1 500 kg, roule sur une
route bomselée, modélisée par - B/ R

une succession de demi-cercles = — £

_’.
derayonOG=R=100m.On @ %l ¢ _
suppose gue le référentiel o[> -
H (O :,E:.E_:.E:I est galiléen ‘8

et on néglige rwous les frome-
Ments. \E
Sachant gue la voiture passe

au sommet de la bosse avec

une vitesse ¢y, = 50 km - h™', déterminer la vitesse vy
de la vorure au fond du creux, gqui cormespond 4 un
doublement de la réaction du sol.

Cuelle viresse maximum faut-il en A pour que cels
soit réalisable ?

Ex.7 Dans un séche-linge

On étudie le mouvement d'un vérement i intérieur
d'un tambour de seche-linge tournant a la vitesse
angulaire constante £1 = 8. Ce viétement est modéli-
sable par un point marériel M de masse m ogqui se
déplace sur un cercle de rayon R = 300 mm (tant
qu'il reste en contact avec le tambour). On néglige
tous les frottements.

Les trois petites butées évitent le ghissement du véte-
ment jusgu’a la perte du contact entre le vétement e le
tambour (en A). Le référentiel (O ; ¢, &), 2,) est sup-

Drterminer la vitesse £} du ambour qui permet une
perte de contact (en A) par un angle § = 0, = >rad.
Faire I"'application mumérgue,

64 —— -
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Niveau 3

Ex.8 Labalancelle

On émudie le mouvement d'une balancelle assimilée 4
un point materiel G de masse m reliée au manége {qui
rourne autour de Maxe vertical (O r_:]n i la vitesse
angulaire constante £ = 8 = cte) par |'intermeé-
digire d'un cible de masse négligeable, dont I"action

est modelisée par une tension 'i: de G vers B, appli-

quée en (3. L g d'inclinaison @ esr constant.
On suppose que 3t (O ; r_:,e_j,i.ﬁ] est galiléen.
Dionpides

L=3met R=7m.

wvue de dessus

1) Erablir une relation entre @, £, L et R.

2} Tracer {1 en fonction de ¢, Faire un commentaire
quant a I"uilisation du manége.

Ex.9 Saut a I'élastique

Un sauteur & I"'élastique, modélisé par un point maté-
riel M, de masse m = 70 kg, wombe depuis un pont
fen A) avec un élastique accroche aux pieds,
Pendant les 20 premiers mémes de chure (jusgu'’en
B}, I'élastique n'est d"aucune unilitd ¢t be sauteur est
donc en chute libre.

A partir du point B, I"action de P'élastique est modéli-
sable par un ressort, de masse negligeable, de lon-
gueur & vide £, = 20 met de raideur k= 120 N - m ",

On suppose quie le réfe-
rentiel
J A E:, ﬁ,

galiléen =t on néghge
tous les feotiements.

E:]. est

1) Determiner la vitesse
du sauteur en B (apres
20 m de chure libre),
2} Déterminer la hau-
teur totale de chute.

3) Diérerminer  Paccélé- '
ration maximale pen- C" .........

dant le saur.

Ex. 10 Dans un tambour

Un paler, modélisable par un point matériel M de
masse m, est insére en A dans un tambour de rayon
R=0M=0,35m tourmnant & vitesse constante
f1=8 =70 trmin-'. En A, le palet posséde une
vitesse RELD (4 ce moment-1a, il ne glisse pas, car il a la
méme vitesse que le tambour), Par la suite, il com-
mence a glisser des gqu’ill ne posséde plus ceme viresse
Ri},

Le coefficient de frottement entre le palet et le tam-
bour est fL

e R A
Le reférentie] Gt (0 ; ¢, ¢,, ¢.) est supposé galileen.

&
Ly
D k)
e | =R
B M
Al ..o
4

1} Déterminer le coefficient de frottement §, qui cor-
respond 4 une stabilisation du palet M dans wne posi-
ton 8 =8, Tracer f, en fonction de 6, pour:
0= 8, < nrad.

2} Dérerminer le coefficient de frottement §; qui cor-
respond a4 un début de glissement quand 8 =48,
(guard M s"éloigne de A). Tracer certe fonction pour
0= 8 < nrad.

3) En déduire le coefficient de frottement minimum
£ =F ., qui permet au paler de faire un towr sans qu'il
vy air de glissement,

Exarcices




2™ 2) On intégre 'éguation différentielle du mou-
vement en utidisant :
sgr=0, =gy;

£
* l¢ choc comprime le ressort de f-

1) Utiliser le PFD projeté sur 2.
2) Uniliser le PFD projeté sur ¢, .

m Me pas oublier la force motmice.,

Indications

I3 Calculer la réaction du tambour & Paide du

PFD et écrire la condition qui anmgke ceme réaction.

[3E] 2 Erudier le mouvement entre B et C, afin de

dérerminer la distance BC.

I8 1y Appliquer le PFS. Calculer T'er N 4 I'équi-

libre.

2} Apphiguer le PFD. Caleuler T et M lors du mou-
vement tant qu'il n'y a pas de glissement.

Utliser la condition comrespondant au début du glis-
sement.
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Soliuutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1) L'unité de C, est:
N
(kg -m~)(m?)(m - s1)

=kg-m sixkg! - m*xm2xm?-s?

= kg xm? x s
i est un coefficient sans unité,
2} Llunivé de 1 est:
N

— N igemestml

=kg-m!-5,

Exercice 2

1) Pour trouver la force de freinage, on va appliquer le PFD.
Syatéme étudié : la voiture de masse m assimilée au point matériel G.
Référentiel galiléen d*étude : (O ; e, ¢, . 2.).
Forces appliquées au systéme :
- -
spoids P = —mge,;
N =¥ -
sréaction dusol N = N“:;
. = -+
= la force de freinage F = -Fe, .

= =+ —¥ —¥
Le PFD donne : ma(G)|, =P+N+F.
e

. V. — — . -+ . = e = =
Vecteur position : OM = xe_; vecteur vitesse : v (M)|, = Jn!,;'Lrl;r4:1.'iz1:r:1|=:l:u3]»zrat:|::||1::;1H‘4r*1}|Aiz = Xe_.
L] B
L'equartion vectorielle issue du PFD sécrit donc :
— - -5 -
mxe, = —mge, +Ne - Fe, .
* Comme on veut calculer F et que I'on ne connait pas N, on va projeter certe relation sur E:,:
= = =+ -+ —+ -+ . "
e, -[mxe ] = e -[-mge, +Ne ~Fe,], dou mx = 0+0-F
mx =-F.

'_tj: Comme masten kg, x enm. s atF an N, catte expression est homogéna

*» Comme ¥ est une constante, F 1'est aussi ; on peut donc intégrer une fois 1"équation différentielle
précédente :

. F e F
X =-—, puis x = -—r+cte
m L

67
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. . F
*t=0, x(r=0) = v, donc cte = v, don¢ x = - SEr

wf=T, x{(t=T) =0, donc 0 E—ET'F!I'!, soit :

mui
Fo=—

kg-m-5-!

'ﬁ: Comme Festen M, men kg, v, enm- 5" et T en 5 cette relation est homogéne : = kg -m-5?%=MN

100
x
1 300 36

THS 159 N,

Pour déterminer la distance d’arrét, il faut intégrer une deuxiéme fois par rapport au temps I'égquation
différentielle du mouvement :

AN.F =

X = —— — 4+ Clt.
w2

. Fy 2
st=0, xir=0) = 0 donc cte = 0, d'ou x = —;E+u.t-

F, 12
«t=T, .t'=a'dam:d'=-—°1+ﬂ1T
m 2

T, w3

my, F, 1 [m'n"r.rl]2
=1 x
1 l:.-':I
2 2
my; | mu
F, 2F,
2
1)
2 F,

d =

',¢: Comme o est en m, mesten kg, v, enm . "' et F, en N, cette expression est homogéne

kg=im-%51¢ kg -mi.g2

= m.
N kg -m-s?

2} Courbe d = fiv,)

d (m)
160 }
140
120
100

B0
60
40
20

e 7, (km - h!}

0 20 40 60 80100120

La distance varie avec le carré de la vitesse d’ou I'importance des limitations de vitesse (en ville
COMITIE SUr autoroute),
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Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) On cherche a écrire 'équartion différentielle du mouvement ; on va donc appliquer le PFD (voir
méthode).

Svstéme étudié : 1a balle M de masse mr.
Référentiel galiléen d*étude : (05 ¢, ¢, ).

Forces appliquées au systéme : f
- + + =
rpoids P = mg = —mge.; .
— . (=) &y .
*tension du fil T = -Te,. R e

-

= e ]
Le PFD donne : ma(M)|, = P +T.

w —* -1 ) “ 2 =
Vecteur position : OM = Re, ; vecteur vitesse : v (M)|, = +Rbe.

o cd8, .
_¢_ R = cte et & .| . g

Vecteur accélération : .:_zlbt_fi-'!.:lLﬂ = -R&Z+Ride,,.

L'équation vectorielle issue du PFD est : m(- R8¢ + Rfa,) = —mge, - Te,.
_!‘ & I - 0 - - 0
* Comme T est inconnue et que I’on cherche I'éguation différentielle du mouvement, on a va projeter
: : ot —
la relation vectorielle précédente sur ey :
e [-mR&%C + mRbe] = g [-mge. - Tz, d'oit mRE = —mg(-cos8) + 0

8= imsﬂ.

- & L L
,¢. Commea 8 estenrad - % Y L LU ? ol R en m, Cella exprassion e hl'.lfl'll.'l!JL'IIl.! (rad ast une pnite 5ans dimension).

2) Pour déterminer I"expression de la tension du fil, on reprend I'équation vectorielle du PFD que 'on
projette sur ;:, ]

¢ [-mRO'c +mRBey] = ¢, [-mge, - Te.], soit —-mRE = mgsin® - T

T = mgsin® + mRO°.

T,t:;\: Comme TestenN, menkg, genm.- s Renmet 8 enrad. s, ceme expression st homogéne :
kg-m-5E+ kg mos'V¥ekg-m-5i=HN

3) Pour gue la balle puisse passer dans la positon (1) en restant sur le cercle de rayvon R, il fautr que le
fil ne se détende pas, c'est-a-dire gu'il faut que T = 0 soit mgsin® + mR B = 0, avec 8 = —g rad.
Or # (M)|, = Ré, = vey. Aussi

e

mg{—]j+mﬁ'a=ﬂ, done v¥ =Ry d'oh v = /Ry
Uin = ~RE.
',¢: Comme vestenm-5", Renmet genm - 57 cette formule est homogéne: .m-m-5% = Jm?-5% = m-5".

Exmroices



4) En reprenant I'équation différendelle du mouvernent :

B = £::nl:ln:il!,,

R

nuvmtquccnmm:—gﬁﬂﬂ rad, 0 = cosB =1, done 8 = 0.

2
En aur.r;. la balle posséde la vitesse v, dans la position (1), aussi la balle accélére quand B passe de

il oo

l.twcrsi:m-l:nt elle décélére quand 6 pa.as-: d-: | 3? ((2) — (17).

Aussi B est maximum quand 8 = E rad I:]:lmmun (2)).
De plus sin® = 1 quand 8 = -;Ernd.
Et comme T = mgsin@ +mR &, alors T est maximal en position (2).

Exercice 4

1) On applique le PFD pour trouver I"équation différentielle.

+ Systéme étudié : le point matériel G de masse .

+ Referentiel galiléen d'étude ; i {D, £ , : o)
* Forces appliquées au systéme ;

A + -
~poids P = mp = —mge,;
_}
-meaction dusol N = W E:, (pas de frottement) ;
_..

- force de rappel élastique F = -ﬁ:n?.

,n_" "n., Sur le dessin x = 0 guand on comprime be ressort.
Dang cette configuratian, F Bt Orignté vers — e d'od e gigne « — v et 'expression de F
{kx =00 done (- kx =0},

4
A
4+
e I8

+ Le PFD donne : nh'._a'r[llﬂ*r]|gt =P+

—_ -
Vecteur position : OM = xe_
Vecteur vitesse : E{M”ﬁ. = ?

",t}., g, B5time dans ;.
_i.

Vecteur accélération : a(M)|, = ¥e,.
Le PFD s’écrit {sous forme vectorielle).

mEE: = —m,gr;'_:,+HE_:— kxa.
- Pour u'ﬂuver Iéquarion différentielle du mouvement, il faut projeter sur une direction qui fait dis-
paraitre N = N, : la direction e, .

\ v —*

£n projecton sur &, 3
L = =& = = = =
mxye, -8, = —MEE:-E,+N¢J,-¢,—J!.I¢,-¢,

mx + kx = 0.
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2} On va résoudre 1"équation différentielle en utlisant les conditions initiales et les caractérstiques du
mouvement.

La solution générale s’écrit @ x(r) = Acoswyt + Bsinm,r avec w, = %
b
Donc  x(r) = - Awgsino, + Bogcosogr.
Y =0 faudébut dechoc) : x{ir=0) =0 = A, d'ou A = 0;
. . Ty
x(t=0) = By, = vy, dot B = —-
mu
*At=T (T durée du choc) : x{¢i=T) = ;—;;
x(r=Ty = 0.
* x(f) = Bo,cosm,r
—
t=T) = T o soit: T oot o T [m
x(t="T) = 0 donc w1 = 5 S0it: 1 o, Eullk
e Yo _ b
x(t=T) = mnsmimﬂT} =z
2
'i'.l',:,_f.“ul L. Iﬁ-_fﬂ - _dmun_
o - 2 duuuﬂ'\lk =3 s0it: k= {:

'.cﬁ: Comme kesten N.m', men kg, vyenm. 5" et i, enm, cefle expression est homogéne

. (% ; ? 4 5 i L
kg-im-s L_ﬂ-r':.-.g—=k-;|5-'. et N-m™ =kg-m-5"-m~=kg-5"

11000 1
1 ".-|'|: = —
ZZ\ . 3 600 g5

3) &) La durée du choc T vérifie @, T = 3, soit MI'&T =2

en reportant expression de & trouvée d la question précédente :

1

r by ) miy
T=z—,s50i1t T==—
2 2wy 4w,
- f m
-.¢v Lomme | ast an E.l':ﬂn m at W Enm- s , catla expression st homogana . — — = ]
m -5

AN. Ona T = “:ﬁ - 0,16,

43—
3,6

b) L'accélération est obtenue en dérivant 'expression de la vitesse |

¥ = U008yl done x = -, sinogl.

. 2o, ' l-:
Alors @ ¥ gy = vty = Uy SOl Xy = =2 X —-
[}

F:. E'Cil'{!s. -




-.-z;i- Comme X ., estenm- 3~ wenm- s~ et {; en m cette expression est homogéne :

13 ¥ el
[m- 5"} m®*: §
= =m-5L
m m

3)
3,6
2
Commentaire - le temps de choc est rés court. L'accélération maximum dépasse 10 fois "acceléra-
tion de la pesanteur (g = 9.8 m - 5. On imagine trés bien les effets nocifs d'un tel choc sur un

conducteur,

AN, x,,,=-2x = 100 m-5-*,

Exercice 5

1) On va appliquer le PFD pour trouver 8, en fonction de a,.

"'Kj.‘ Yoir méthaoda.

* Systéme étudié ; le réservoir d'eau assimilé 4 un point matériel M de masse m.
» Référentiel galiléen détude - (05 ¢,.c,. ).
* Forces appliquées au systéme ;
. = * -
=poids P = mg = MgE,;
. =3 —+
~ tension du maobile T = -Te

'

3 - =
* Le PFD donne : ma(M)|, = P+T.
L]

. ==} - e - -
Vecteur position : OM = OA+AM = x¢_+Le, .

. =% " d.f_,c Py d'EJ' . B
Wecreur vitesse : "{M:'lal = .t'a,+:[ii-]m‘+Lt,+ E]-’a, = Xe,.

'G_' ¢, ast constant dans Meib=cte dong L = 0.

. _ : de, i
€, eslici congtant dans A, car iy = cte {8y = 0); en effet [“Jn = Bg, = 0,

nn . -+ .= -3
Vecteur accélération : a(M)|, = xe, = a,e,.
L

_ =+ -+ ¥
Le PFD s'¢crit : mage, = mge, - Te,.
=t
- On cherche une relation entre 8, et a,. I faut faire disparaitre T = —Te¢, dans la projection.
On projette done sur 2, (car ey L2, ).

-?a-fma,:,?:} — e_;-{ng;—Té:}

- *
'¢‘ ¢ le donc &8, =0

= = -+ =
ma,cos(ey, £,) = mgcos(ey, ¢,) - 0.
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So0it ma,cos(n-8,) = mgms(—[g-lrﬂ“])
—may - cos(B;) = -mgsinf,

a

ml!lﬂ‘. = _'ﬂ

E

Quand a; augmente, 8, augmente.
'¢ Comme &, esten m-s et genm - 5, cette expression est homogéne.
',¢.' Vérification : quand a, = 0 [4 vitesse constante ou & Farrét], on a tan By = 0 $0it B, = 0, ca gui a5t exact.

2) On cherche désormais la tension du cible, on reprend "équation vectorielle issue du PFD :
muu,r._'_: = ng; - Tr._'}, .
Il suffit de projeter certe relation sur :, :

3, : {ng_:, - TE",J

= 4
'EJ'- I:H‘h:ll'.'l ’ ""l:l::I

:I'i!.l:l'utni.{é-':, E:] = mg:ns{z.e__:_}—']"
manm[—[g ""E'u]] = mgeos(-8,)-T

magl-sinb,) = mgeosB, -T
T = mgcos8; + ma,sinf,
Soit en remplagant a4, par son expression :
sin’@

T = mg{mﬂq+ u:] et done T = —=

cos ), cosh,

',¢_' sin’ By, 4 cos® By = 1.

D plus cos® =

F

1 | Ay
y pour D-::H-:-:E;dunc:Tn mg..|ll+[FJ.

o | + manB?

',¢.' Comme TestenMNskg-m-s% menkg genm. s et a,enm. $° cetle expression est homogine

',¢: Unsatque T = myg quand a; = 0.

'ﬁ.’ OQuand & augmente, T augmente. Une trop grande accélération pourrait entraingr une ruplure de cible,

Exercice 6

1) I1 va falloir déterminer la réaction du sol en A (puis en B). On va appliquer le PFD.
* Svsteme étudié : point matériel G de masse wr.

» Référentiel galiléen d'étude : (0 ¢, . e, . c.).
* Forces appliguées au systéme :
- poids P = —mge,;

. = +
~rtactiondusol N = Ne,;

Exerceces “




o = —»
— force motrice F = Fe,.

5 e I S
*Le PFD donne : ma{Gl|, =P +N +F.
i

. = +
Vecteur position : OG = Re,.
Vecteur vitesse : S{G}u = REE; = ‘I:-'E_';.
L]

Vecteur accélération : a(G)|, = Rbe,—-RO°Z
E

.
L'equation vectorielle issue du PFD est donce -
m(Rbe,—RO°2) = —mge, +Ne +Fay,
» On cherche i déterminer N donc on projette sur ¢, ;
¢ [mRie,-RO*Z)] = [-mge, + N +Feyl -2,

~mRB* = —mgcosh+ N

. 2
N = mgcmﬂ—mﬂﬂi, soit N = mgcmﬂ—m%=

"L_s. On voit que F n'intervient pas dans I'expression de N, du moins directement. En fait F parmet d'augmenter v |par
l'intermédiaire de 6 ), pour 5'en rendre compte, il suffit de projeter sur ﬁl', :

mRE = +mgainf +F,

T.¢C Comme la réaction N est en newton, men kg, genm- s venm. 5 et R en m, cotta sxpression est homogbne,

R. '

Pour trouver la réaction en B, il suffit de prendre 8 = nrad et l'ona:

2 2
'i'.l'_.gl ‘ﬂ.
Ny = -m_g-mi = -[m;+mi)=€ﬂ.

:¢: Ny est négatif car e sens positif défini par N est N &,
Or guand 8 = mrad, g, g5t vertical vers la bas alors que la réaction du sol st bien évidemment dirigée vers le
haut, d'ol be signe « = »,
On veut vy telle que |NB| = 2|1'~IJ.J Clest équivalent a
2 2

v v ,
mg+mﬁﬂ = E[mg—i""), sOIt 'r.ri = gR—Et.li

'I}: Comme vy estenm-=', genm- 5 R enmat v, enm -5, cette axprassion ast homogéne

a
AN. vy = Jﬂ,ﬁxlm-leﬂ] =244 m s =~87,8 km-h,
¥
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[Ng| = 2|N,| n'est réalisable que si vy existe, ¢’est-d-dire si gR - Eﬂi =0 soit vy = .‘@:

- R
{2

Uy max
AN, vppm = gw =22m-s' = 79,7 km-h-',

Exercice 7

On va calculer la reaction du tambour sur le vétement 4 I'aide du PFID,

* Systéme émdié : le vétement assimilé 4 un point matériel M de masse m.
-+ = =

- Référentiel galiléen : % (O ¢, e e ).
* Forces appliquées au systéme :
_:|.
— poids P = mE = mge_:;.
= reaction du tambour R_: = —Rl:r (perpendiculaire au tambour car pas de frottement) ;
— -
- réaction de la butée R, = R,e, (perpendiculaire & la butée car pas de frottement).
* e e B
* Le PFD donne : ma(M)|, = P +R,+R,.
]

" e -

Vecteur position : OM = Re,.

+ , =
Vecreur vitesse ‘E.?[f‘r'[:]|ﬂ = Rbe,.
.

ﬁ.’ R=ctedanc R = 0

Vecteur accélération @ ;{M‘J

ﬁ.‘ O=ctedonc 6 =L =10
+ =

Le PFD s'écrit : m(-RQ%)e, = mge, - R, e, + Ryeq.

T h )
a = -R8%, = -Ri¥?e .
L]

+
* On veut déterminer R, sachant que R; est inconnue : deux bonnes raisons pour projeter sur ¢, .

+ - - - + -
e, (-mRQ% ) = e - (mge, — Ry, + Rieg), soit —mRO? = mgeos(B)-R, +0;
R, = mgcosh + mR{}*

On cherche £} tel que R, s’annule quand 8 = 8, = }TE: la relation précédente s écrit :

0 = mgcosB, + mRO* soit
-E
Q= Hllicﬂgu
it

_¢_ X Jxn'existe quesi x>0, Ici 8y = 31 . £0s by = 0 donc g‘:ﬂ.‘:llq -,

,¢., f1astanrad-s ' {le radian astune unité sans dimension], g estan m- s~ et A an m, donc Mexpression est homogéne,

an
AN Q= J—Ecmjnd,ﬁmﬂ-s", soit £ = 45,9 tr - min™".




Exercices de niveau 3

Exercice 8

1) Appliquons le PFD a la balancelle.
* Systéme étmdié ; la balancelle assimilée 4 un point matériel G de masse m.
- Référentiel galiléen : %t (0 ; ¢, . ¢, ¢, ).
* Forces appliquées :
=5 L]
~poids P = mg = mgé::
—F
_"
= acton du cable T = =T

ﬂm

'K:;_' La direction de BG n'est pas rapéréa par un vectaur unitaing,
EIE
|BG

3 -5
|tl = définit un vecteur unitaire de (BG] qui s"exprime en fonction de &, et g,.
— =+ 2
T = ~Ti{cospe, + singe,)
s =
= Le PFID s'écrit : mu{G}La =P+ T
L

— m— » -* 5
Vecteur position : OG = OB + BG = Le, + Ricospe, + singe, ).

de, de, dé,
" % r i -
Vecteur vitesse : ”tﬁ}lm, = L[“:F].f;ﬂ + Rcmw[d—:]m +R5m'@[m]m :

',t;. L, R af o 200l des constantes

de - de, ;
cume [j]‘ = ﬂ;; et [ﬁl = Eg. ona S{G}lﬂ = IL-I'-R‘.!'.ETIIF}EI;:-
dl ﬂt d; -a. B

'_¢: L 4R sin @ représente la rayon de la trajectoire (cerclel dacrite par G.

Vecteur accélération : Elj'{l‘.'.ij||m = —(L+ Rsimp]ni':'t’:,_

'_t?: 1w 0 = cte done £ = @ =0

L'équation vectorielle du PFD s"écrit ;

3 - =3 +
-m{L 4 Rsing)#’e, = mge, — T{cospe, + singe,)

o —
* On projette certe relaton sur ¢, et e, :

—m(L+ Rsing)f}? = 0-0-Tsing, soit Tsing = m{L + Rsing)2? (1)
0= mg—Tcosp+0, soit Tecosgp = mg  (2)
On élimine T {force inconnue) en divisant membre 4 membre les deux équations (1) et (2) :

Tsing _ m(L+ Rsing){3* n
Tcosgp mg I P 2
tang = %ﬂwﬂ].
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_’G: On aurart pu trouver catte relation plus rapidement en projetant la ralation vectorielle de PFD sur une direction per-
- . r . 4 . - . » . .

pendiculaire & T donc & v si celle-ci avait é1é définie

',¢ Comme L, Rsontenm, genm . s et {2 enrad - 57" (radian - unité sans dimension), 'expression est homogéne

Varhcation: s {2=0, tan ¢ =0 donc g=0:le rasuliat est correct.

2} La courbe est la suivante.

{2 (rad - s ) .

2,5

2 plage
interessanie
1,5 R

1 -

,-wf"”f
ﬂ,i/
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

On voit que sur la plage allant de 2 = 0,8 rad - 57" 4 £2 = 1,25 rad - 57! de £2, ¢ varie beaucoup. Cette
zone de sensibilité de ¢ a 2 permet de donner de grandes sensations a ["utilisateur sans pour autant
avoir besoin d'une variation de vitesse importante.

Exercice 9

1) On émudie la phase de chure libre.

* Systéme étudié : le sauteur assimilé au point matériel M de masse m.
_"

» Référentiel galiléen d*étude : (A e, ., e, c.).

¥

-5

* Forces appliquées au systéme : poids F = mge_.

=

» =y —+
+Le PFD donne : ma (M)|, = P = mge,.

. - = -+
Vecteur position : AM = ze,.

Vecteur vitesse : 3|{1"|.-'l]||iE = éE:.
E

WVecteur accélération ; ;[M}l.i = Fe

Le PFD s’écrit: m e, = mge,

-Enprui:trjun&urﬂ_:: E=g
= Pour trouver la vitesse de M, il faut intégrer une fois I'équarion différentielle par rapport au temps
en utilisant une condition initiale :

£ = gi+cte.

Or,ar=0(enA), 2(r=0)=0=cte; =0, doncona:

¥ = gI,
Pour exploiter I'information sur la hauteur de chute & = 20 m, il faut intégrer une autre fois par rap-
port au temps ; "
z= g% + ey .

Or,at=01(en A), 2t =0) =0, d’od cre, = 0 et il vient :

Em -]-'-gtz-

2
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Le temps de chute libre est donc ¢ = #; obtenu lorsque z=k:

| . 2h
ﬁ:iﬂn,mﬂ; fy = E.

La vitesse en fin de chute libre est donc :

sle=1y) = gty = EE = J2hg, ol vy = .J2gh.

'g_' Comme vy estenm - s, genm- 57 et fan m cetta expression est homogiéne
JmosTum = Jmis? = mosl

AN, og=42x98x20=198m-5'=71,3km-h"".

2) On s'intéresse au mouvement entre B et C ; on applique le PFD.

« Systéme étudié : le point matériel M de masse m,

« Référentiel galiléen d*étude : (032, e, 2,).
* Forces appliguées au systéme : €y =h

|
—puidsﬁ:m,;=mg;:; ‘

. .
~ force de rappel élastique F = -kEE:. M

}C}: Sur ledessin £ = 0, ke ressort est tendu, |a force de rappel élastique est donc orientee selon - E:, d'ou lea - »dans

l'exprassion de F+ enefter K2 =0 et k£ < 0.

= =
+Le PFD s'écrit: ma(M)|, = P +F ,soit mZz, = mge, - kZe,.
E
En projection sur ¢, : mZ% = mg—kZ, soit mZ + kZ = mg.
mg

* Solution particuliere : Z;, = e

* Solution de I'équation sans second membre ;

£, = Acos{a,t) + Bsin{w,z) avec @, = J’%
Auntotal: Z = Z,+Z,,50i1 £ = ";LE+ Acos(w,I) + Bsin{w,r).
Done : L = —~Awysin(wyt) + Bogcos(myr).

ar=0 I{:=ﬂ]=ﬂ="'TE+ﬁ, dunr:ﬁ=_’%3.

zl[;=u] =y = B%:dnm: B = tE
Wy

L= '"Tg-?cm(mnr}ir:isin{mu:} soit  L(r) = ?1."’[%5]24_(%]*“(%”@].
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e . b -
I;}, asin{ml) + beos{wmt) = Ja¥+ Moosiod + @) avec cosgp = — gt smagp = _
Jat s bl JEE s b
Wak - & bn . 2 1 if ) (i e et |
Enaffet ; asmiwi) + beosiml) S+ br sinjoal) = — 0% [ wof)
Jal ¢ b Jat+ B
a 7]
On pose sing = 8t cosp = = :
Ja 4 I Ja e
, . , s+ b
Enwerthant gue [sing = 1, lcoseg = 1 etqué sin‘g + Cos5‘p = — i 1, an obbent :
at 4 b
asinfwf) + boosimt) = 8% + Poosiml+ @),

On cherche la distance BC = R que I'on obtient quand Z est maximum, ¢’ est-d-dire quand :
cos(r+9) = 1.

2 3 :
. _ _ mg HE Vr , _ mg mg Vg ke i
Ainsi E“‘“‘R‘TJ"KT]J*[;;T“]’““R‘TJ’T PR X g Son
m

rE
AN R=BC-= m“""ﬂx[l + 1 +M]u11.9m_
120 70 % 9,87

La hauteur totale du chute est donc : H = 20 + 21,9 = 41,9 m.

3) + Pendant la chute libre AB, Zow = 2 = 9,8 m - 572,
« Entre B et C ! en reprenant I'équation différentielle du mouvement :

. k
£ =pg= ;IE.
On obtent en dénvant ; Z =- %3,

done 7 est maximum quand 7 = 0, c’est=a=-dire quand Z = 0 cest-d-dire quand £ = £, = R.
L’accélération maximum dans cette 2° phase est donc :

. k o k
Lmax = g—EZm,iult Z miax =;—;E.

AN.: Zoue = 9,3_%;:21,9--13,: m - s,

Cette accélération maximum correspond @ 2,35 fois 1'accélération de pesanteur, Elle est atteinte en
fin de saut {au point C).

Exercice 10

1) On cherche le coefficient de frotement f; qui permet au palet de se stabiliser (équilibre) 4 8 = &,
On appligue le PFS.

= Svstéme étudié : le paler marérialisé par un point matériel M de masse .
= =

* Reéferentiel galiléen d'étude @ 5t (O ; -E_:, N
* Forces appliguées au systéeme ;

= * =+
—-poids P = mg = mge,_;

o — - ) -+
- réaction du tambour R = N + T = N +Tey
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L. M estlaréaction normale (qui existe avec ou sans frotements) ; T est | réaction tangentielle qui existe caril y
a frottament.

* le PFS s"écrit :

= L * - —F * - - -+
0=P+R,sonl = mge,+N+_T' ouencore 0 = mge, - Ne, + Tey.
“»

En projection sur ¢

.
— + 3 -+ = )
0 =mge, -¢,-Ne,-¢,+Tey-e, = mgeosB-N+0, soit N = mgcos8.

_j
En projection sur &4:
0= mgﬁ-%—HE-E;+TE;-E: = mgm[§+ﬂ]—ﬂ+T, anit T = mgsin®.
« Comme le palet est stabilisé il glisse sur le tambour, donc :
=
T = a N " r [ = o]l &4l w er donc = 1] =
1 = £IRl, son |12 = £-Nel, exdone 1T = fin
T = mgsinB, =0 pour ﬂ:&:ﬂﬂ-::g.

N = mgcosB, > 0 pour ﬂnaﬂu-::gq

Donc on a : mgsin, = f,mgcos8, et quand UEHI}{E:
.r.u = uﬂﬂ..

S5i8,= g, M= 0!Il n'y a plus de contact, donc plus de stabilisation possible.

I "Ir .
|
2 '
1,5 fo
1 E
0,5 '
: : ’ ~ B (rad)
3 L ix
i 3 4

2) On émdie certe fois-ci le palet en mouvement avant que le glissement commence : il posséde done
une vitesse constante RE. Appliquons le PFD.

'.Z;j.' Voir méthode

* Systéme étudié : le palet ;
'R&Ermﬂ:lpl]lﬁmd’étud::ﬂ';

— I
* Forces appliguées au systéme : P et R = N +T;
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i~ = 3 3 —3
-L:F'FDdunn::m::tM}l& =P+R =P+N+T,

P Y +
Vecteur position : OM = Re,.

Vecteur vitesse : 3[]!".-'l]|Jr = Rée, = RQle,.
]

Vecteur accélération : &i'[l'u.-'l]]'a,r = -Ré'%, = -RQ2.
E

r
‘.¢.’ D=ctedonc ]l = h = 0

Le PFD s'écrit donc :
-mR{e, = mge, - Ne, + Tey.
* On projetie respectivement sur E: er E; pour trouver W et T :
~mR L0 = mpeoosB-N, soit N = myg cos® + mR{?
0= —mgeinB+0+T, soit T = migsind.

Quand le palet commence & glisser :

17l = N

T3] = £|N3)
[T] = fIW]
T = mgsin®, =0 pour 0=9, <x rad;
N = mgcosf, + mRQ* >0 pour 0=8, <n rad.

70 = 1

) ';II
",¢: Pourd, =mrad, N = .'11|'EI.E:|:|:|5:.1|+EI.35~|—E-E— I | = mo 80 =0,

A Tt min" = I*E—u rad . &~
[ Faf

Done  mgsin®, = f,({mgcos®, + mRQO?) et par suite :

[ = sin@, .
! R !
cosl, + —
E
&k
1
T
0,5 - i}
__,.-"'# . :
. : — v @ (rad)
I n L n
3 3 ' g
91 mas
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3) f=f correspond au coefficient de frorement nécessaire pour qu'il n'y air jamais glissement pour
8, compns entre 0 et 180°. 11 s’agit donc du maximum de la courbe tracée a la question 2).

nl

02 _ .
ﬁ ) (cnsﬂﬁﬂ.?]mﬂ;‘mﬂﬂ'ﬁmﬂlj ) l"'REm“BI _
e, - 7y a2y’
! [::mﬂr*n?] (mﬂ’ +R‘g-)
R (3 - 2
df, a =__£
a6, - 0 conduitd : cos(8, .0 = TRaE
2z

1 £
S = Fi{Bmae) = (Rﬂa] = 1 )
i 1 K _LIPRHE Ruj 2

Rty (5) -

',¢ 0= 6 < nrad,doenc sin® =0 et sind = .J1- cos’@.

A-N- fmh = L ﬂ',ﬁh

~{_s On aurait pu vérifies, avec les valeurs de I'énoncé, gue N = D pour 0 = 8 = £ £l n'y a pas de glissement (13 vitesse
du palet est agale a RL2).
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CHAPITRE

B Puissance et énergie

en réferentiel galiléen

Introduction

L’énergie est une grandeur fondamentale de la physique. Aboutissant 4 une égquation
scalaire, elle permet de résoudre certains problémes de la mécanique du point, que I'on
peut rouver a l'aide de I'équation vectorielle obtenue & partir de la deuxiéme loi de
Newton. Elle permet aussi de merre en relation plusieurs domaines de la physique
(notamment la thermodynamique), puisque |'énergie perdue par un systéme mécanique
doit se retrouver sous une forme différente.
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1. Lorsgu'il n'y a pas d"ambiguité, i
n'esl pag nécesgaine de condenier

Fécriture #(M)[» fou #(F )], )
tout au long des calowds © on acrit

alors simglemant # fou (F ) )

Z1W=1N-m-5"'=1kg- m*. 57

 ——

Fig. 1 - Puissance d'una force.

A. Puissance et travail d'une force -
Energie cinétique d’un point matériel

A.l. Puissance d’une force dans un référentiel
| Définition 1 |

- —
La puissance #(F ]-| g d'une force F, appliquée en un point M possédant
une vitesse J{Mﬂ_n par rapport au référentiel M, est' :
_}
#®(F) puissance en watts® W)

— - 5
P(E)|, = F-0(M)q F force (N)
v(M) vitesse (m - 57"}

Propriétés
-+ —
+ Seule la composante de F paralléle & la vitesse (projection de F sur ;:I

intervient dans la puissance ?{l_;} (fig. 1).

=
* En notant o angle (F, 3}, on a 'égalité :

#(F) puissance (W)

— —

IE] norme de F o)

+ =

ol normede ¢ (m-s ")
it angle orienté

»(F) = [Fll5] cosa

& Y +
ﬁ\ Sl F L owv, alers #(F ) = 0;c'estle cas pour la puissance de la réaction du support
an 'absence de frottement et powr la puissance du poids |'g" Etant constant) lors
d"un dédplacement hornzantal,

=5 =5
+ 81 EHF}|3 =0, ondit gue F est une force motrice ;
— —
5i ':’:I"l{F‘JI,;,t < 0, on dit que F est une force résistante ;
=
&1 »:w{f-":h = 0, on dit que F ne travaille pas.

— —5 —
* Si plusieurs forces F; de résultante F = EFI. sappliquent au point M, alors :
P(F) = F -7 = [Eﬁ)g =V (F 9= Y.

. ?{Eﬂ.t dépend du reférentiel car 3[M}|.3 en dépend (mais E n'en
dépend pas).

Chapitriz 3 : Fuissance et énergie en réferentiel galikéen




—*
#FP)

—%
#r = P-

ETTENEIEN Déplacement d'un point matériel sur un plan incling
Un point maténel Mim) se déplace sans frottement sur un plan i
incling faisant un angle o avec Phorizontale, On suppose gue le “R

champ de pesanteur E est uniforme I{E = l:;::' £ tout point). M[m}-."'-._
On se place dans le réferentiel terrestre (O e, ¢, ¢. ).

IjﬁlfsdeMde'fﬂEﬁtg = —-uf (v = 0). g - Py
[ =5 o lﬂ (e
Dyererminer les puissances des forces appliquées au point M. E;@ f’i’“ ﬁ () -
0
Solution E"
> =+ i =l e Y =)
?{R‘.I|.;.~l = R-ﬁtMJ-_e‘ = IRzl cos(R. ) = |R] -t'cns[g] =0W

= =
On constate gue 'EI"I!I?"]i_a.t est positive, ce qui est normal car P entraine M dans le sens du

_l
mouvement : P est une force motrice.

v(M)|a,

- =% =3

3 s

I

Im}“glm[ﬂ—g] = mgvsinia) =0 W,

iﬁ'g, 2= Trau;ﬂi-i'uﬁn

farce.

1. 5l n'y a pas d'ambiguité, on
pourra simplifier I'écrture du

wn.w:?ﬂ,l:w.ﬁ}_
2.1\1.1~Imllmlm’|ﬁ_

Fig. 3 - Déplacemant
—
dlémentaire dOM.

A.2. Travail d’une force dans un reférentiel

On considére que le point matériel Mim ) décrit une trajectoire € dans le réfe-
rentiel 9t, qu'il passe en A a l'instant ¢; et en B a 'instant ¢,. Il est soumis a

_..
plusicurs forces dont F (fig. 2).

ll Deéfinition 2 | _— - ,
Dans le référentiel 3, le travail de la force F appliquée au point M le long

| d"un trajet allant du point A au point B entre les instants ¢, et f;, en suivant
| la courbe € est :
1

W(E}' travail en joule? (T)
?{E} puissance (W)
- J'n E.dOM F force (N
A e o .
dOM déplacement élémentaire (m)

[ - -
‘ W(F)|, = _L P(F)|de
|

£a

= -+ :
En effet : W(F )|, = J' F.o(M)lgde.

fi

—
& - —h
Or 3(M)|x = [d—fj’-:"-‘] donc (M)|xdr = dOM. On a alors :
]
— B = e
W(F)|y = J' F . dOM.
Alhp
',t;: On lit: » intégrale ou somme de & & B en suivant '{ ':lﬂsll: :I'l:lh';lo

—F

Remarque : Le vecteur AOM correspond au vecteur déplacement élémentaire
Co- — -

du point M entre les instants ¢ et r+dr, si on note OM = OM(r) et

OM'" = D_iM[I-I-dt} les deux vecteurs position aux deux instants ¢ et ¢+ de,

..+ JdOM  OM'-OM MM’
alors on peut écrire : v = T = R = a2

Couars




. — —_— ok — .
soit : dOM = OM’'-0OM = MM’. On le note parfois df .

— -
Ce vecteur dOM est colinéaire au vecteur vitesse en chagque point de la tra-
jectoire du point M (donc tangent i la trajectoire).

* Propriétés

B
* L'intégrale Amﬁ : dﬂ_}M correspond a la somme des travaux élémentaires

delnfnrcel_-'" pour chague déplacement élémentaire permettant d'aller de A vers
B en suivant la courbe € ; le travail élémentaire est noté : 5W = F - dOM.
* Le ravail dépend a priord du chemin suivi (courbe €) pour aller de A vers B.

_!.
+ 5i la force F est constamment perpendiculaire a la trajectoire (au vecteur
— — ==
dOM. ou au vecteur vitesse), alors F - A0OM = 0 en chaque point et done :

- BE = —_—
W(E)|x = [ F-dOM = 0
[}

=
1. Cast lo cos de la réaction du {exemples identiques’ du cas de la puissance #(F) = 0).

support lors dun mowsement sans i —+ = ) = )
frattement. = 51 W(F )|4 = 0, ondit que la force F est motriee ; si W(F )|, <0, on dirt
=+ —¥ =»
que la force F est résistante ; si W{F]|.=t = 0, on dit que la force F ne
« 51 la force F est constante, alors on peut écrire @
- B 5 — = — - —3 — - —
W[F;|%=J' F.dOM=F-[ dOM=F -(OB-OA) = E - AB.
ALED PR ]

On constate que ce travail ne dépend pas du chemin suivi pour aller du point
initial A au point final B.

* On a comme pour la puissance : W{:ZF‘,] = EW{E].
» Le travail dépend du référentiel. '

TG FE Travail du poids

Considérons un point matériel Mim) se déplacant sur
une courbe € allant de A vers B et soumis a son poids
; = m,i: {E champ de pesanteur supposé uniforme). M
€51 en mouvement par rapport au réféerentiel 3t dont 'axe
(O 5;:] est la verticale ascendante.

wed

=
Déterminer 'expression du travail du poids P entre les -+ 2 Bixg; ygizg)
points Alxy ; Va3 24) ¢t Bixg ; vg i zgh : -
Solution

S

E érant supposé uniforme, on se trouve dans le cas d"une
fum:mnsnmt:{§=m,|?}, done W{i;}|a = 1_5"} A_ﬁ

_j
W(P)|s = —mge, - ((xp—x,)2, + (yp—¥a)e, + (zg—22)2) = —mglzy—2,) = mg(s, — zp)

_}
i 3, > 2 (cas de Ia figure), alors W(F)|, > 0.

Le trawvail du poids ne dépend pas du chamin suivi dans le référantiel 5 varticale ascendante). On & considéra
ici que le champ de pasanteur était uniforma |

i Chapitre 3 ; Puissance af anargie en réfeérantiel galiléen




Travail de la force de rappel élastique d’un ressort
Un point matériel M{m) peut se déplacer sans frottement le long d'un axe (O, E:.]l horizontal lié au réfé-
rentiel St

Il est accroché a extrémité d’un ressort de raideur k, de longueur a vide £, dont "autre extrémite
est fixe (point O).

—
Ei’

-

() M "
' :_]n LA B

X

_.
Déterminer 'expression du travail de la force de rappel élastique F exercée par le ressort lors d'un
déplacement allant de A({x,) vers Bixy) le long de €.
Solution

La force de rappel élastique exercée par le ressort est :

l-5 = =Rk{x= {,3]-:_::.
Le ravail de cetre force pour le trajet allant de A vers B s'écrt :
=+ B = —
'n:-.'f':|=y,|_=‘E = _I' F . dOM.

AL

_} -
Sachant que dOM = dx-¢, ona:

3 B £]
‘n‘.!u'.'.[F:.L‘| j —kix-E€ghe. dxe = —k[ (x-Edx
ALY

Al

_k[tx_;;.}ﬂ]-p _ ,#[{IH _Efﬂ}z ) {Iﬁ;an].

LE

On remarque que le rravail ne dépend que des positions initiale Aix,) et finale Bixy).

A.3. Energie cinétique d’un point matériel dans
" un référentiel

Definition 3

L'énergie cinétique du point matériel Mim) en mouvement 4 la vitesse
3{M]IH par rapport au reférentiel 3 est ;

# - - W - a
1. Paur calculer une énergie 1 &, énergie cinétique’ (J)
cin#tique, on utilise la relatan t#”‘“la = i*““li*“:'l; m masse
Wap-w i‘

;{M] vitesse (m - 5 1)

'I;: ¥, dtant une fonction du point M et/ou du temps [ on notera indiféremment :
£ 00 ouw¥E (M| .



B. Theoremes énergetiques
B.1. Théoréme de la puissance cinétique (TPC)
il Théareme 1 |

TPC |
Dans un référentiel galiléen J, la somme des puissances des forces appli-
quées au point matériel M(m) se déplacant a la vitesse ;{M]iﬂ est cgale
{ |
1. Cip thisorime permet notamment i la dérivée par rapport au temps de 'énergie cinétigue de ce point M' :

d'écrire des dguations de d¥E ﬂ\-ﬂl 3
mouvement oy de calculer des s AR
()
[PLESSENCAS. de y
Démonstration

Le PFD appliqué au point M dans 3t s’écrit :

O do (M),
H oo ma(Mlly = m—g— | -

En multipliant scalairement cette relation par E{MH! , on obtient :
L]

. do (M| .
E-3(M, = "'{[—d;i']m ‘S{Mﬂa,] soit wcﬁ}lf £(Amerom)

d’o1 le résultat :

J

dE (M),
—

= B(F
d-: - (}

@’
Cas particuliers
* 51 ?{%}}LH =0, alors ’ﬁc[M}h: {et donc ||3{M]|-R'" ) augmente au cours du
remps ; ’
g e'rf*{11'5].|Jil =0, alors € (M), (et donc HE{M]|;J| ) diminue au cours du
temps ; )
= +
* 51 EP{FJ[_& = 0 alors ﬁc{M}“ (et donc nv[Mﬂ:ﬂ I] reste constant au

cours du temps.

B.2. Théoreme de I’énergie cinétique (TEC)

2. Ca theoréma sart @ comparar
deux dtats, deus pasitions du poing
maréral, TEC

Dans un référentic] galiléen '.ﬂa, la vaniation d'énergie cinetique d'un |
point matériel M(m) entre deux instanis 1, et £, (ou deux positions M, et
M;) est égale a la somme des ravaux des forces appliquées a M entre ces
deux instants (ou ces deux positions).

IM1Jd=1N-m=1kg-m* 5% a‘fﬂl_ﬁ = f‘c'[t:]h.—‘:e“n”_;‘ ¥, énergie cinétigue en joule’ (J) :
L]

3 |
5 WIF) travail {T) |
= “r{F]|-'H| | |

. Chapitre 3 ; Puissanca et énargie en réfarantial galiléen



Démonstration
On intégre le TPC entre ¢ et ¢, aprés avoir multiphié "expression par dr :

s Iy =
J gty = [T, dr

; Ty = b+ o
1. Un paint matériel passidde de st/ ‘E-.:{Iz” —’Et{ﬁ}l = J EF'{]-'-']L'l di = I EF. I'EM}l.'i: dr.
Famargin cindtigue 511 paut fournir Hy ® 2y e o .
du trawvail par modification de za ok

VIIEEEE. Or Q(Mll_ﬂ _ [dElM]

T . dongc:

it

) . Moy  — ¥
Elty)|, —E )], = J'“ F.dOM = W[F}L‘t-
E E L

C. Une application des théoréemes
energeétiques

C.1. Présentation du probléme

On considére un pendule sim-
ple composé d'un Al inextensi-

o
ble sans masse de longueur A(i‘j = o 4
h ¥

e

L

{ = 0M, suspendu en O, point
fixe du  référentel rerrestre

) =+ =+ = i '
RO ; e, e, ;) suppose gali- L =
léen et d'une masse m assimilée H[-- 2o M,
a un point matériel M{m). On _e Mim)
repére la positon du point M 4 BT ,
I'aide des coordonnées polaires M, t F

¥ = o .
(d'axe (O ; £,) ) (fig. 4). Fig. 4 - Le pendule simple

On écarte la masse m d'un

angle 8, et on la liche, sans vitesse initiale a I'instant 1 = 0. On cherche &
déterminer "équation différentielle du mouvement, ainsi gue la vitesse au
passage a la verticale.

L + .
On néglige tout frottement ; g ¢st supposé constant.

C.2. Equaﬁun du mouvement

Afin de déterminer I'équarion différentielle du mouvement, nous allons appli-
quer le TPC, dans le référentiel galiléen 3, au point M{m).
1) Bilan des forces appliquées au point M :

—}

s poids P = m_g.?,:.
. K
stension du fil T = -Te .
2) Puissances des forces appliquées au point M :
— 5 .

<3P =P M,

i, .

. —¥ .
or E{M}L,E = they, etainsi P(P)|, = mge, (8¢,



1. On aurait pu utiliser le TPC |

L Lunaté de /2g8(1 - cosfly)

estim-s7.m"am-5", coqui
&5t homogéne & la vitesse .

= . = . R
E!'[P}L,, = mgl B cos(e,, eg) = mgl B ms(gm) = —mgt B sin@.
L]

e - - = &
. QIH:T]||Jil =T-#(M)|, =0 car TLo(M),.
E E E
3) Energie cinétique du point M(m)
? 1 1 L )
EE{M]'H. = Emwz[M][;’l = Emf*ﬂ :
Appliquons alors le TPC :

B, _ g2 it $f1mezd? £ sin®
P = P }ﬂ' £00t d_r(im ]=—mg sin@,

ce qui donne : mf? B = =gl ] sinf, et en simplifiant par i l:;é = [ érant
la solution pour laquelle le pendule est immobile vertical vers le bas et qui ne
nous intéresse pas) :

mt28 +mefsin® = 0 soit @ +lfrninﬂ = 0.

C.3. Vitesse au passage de la verticale

Afin de déterminer la vitesse du point M au passage a la verticale, on va appliquer
le TEC' entre 'instant initial ¢ = 1, = 0 (position M;, 8 = 8, ) etl'instant final
t =ty (positon M., 8 = 0 rad ).

Travail des forces appliquées en M pour aller de M, (instant 1,) vers M, (ins-
tant &,).

-+ 5 ——F 5 —
. W{P}Lt =P -M,M, (car P = cte)
= mge, - (M, H + HM,) = mge, - (- £sinByz, + (£ - {cosBy)e,)
= migl(l - cosH,)
“» - i
. W{T‘J|_ﬂ = D car T LAdOM i chaque instant.

Energics cilnétiqms initiale et finale du point M{m)
), = %mv‘(M}[r.]| = 0 car o(M,)|, =0
@, x, ®,

1 2
= =iy,
5 2 :

‘ﬁcirzjli — %mvzil'rl}{rj}

Appliquons alors le TEC :

_}
€], -, =W, + WD), soit 3
O obrent ainsi directement la vitesse au passage 4 la verticale :

v, = /2gf(1 - cosBy). "

ﬂwg -0 = mgt{]l - cosf,).

D. Mouvement a un degre de liberté

Dans tout ce paragraphe, seuls les mouvements de points matériels détermi-
nés i "aide d"un unigue paramétre (degré de liberté) seront £tudiés, ce para-
metre peut £re une position x pour un point matériel en mouvement sur un
axe (Ox), un angle 8 repérant la positon angulaire d"un point M se déplacant
sur une trajectoire connue, une distance r & un point O, etc.

" Chapitre 3 | Puissance &t dnargee en rélérential galildan



1. € (M|, estuna fonction

ndépandanta du temps

2 On dit que F dérive d'une
énargie potentielle € .

1 Un systéme passéde de
Famargie potentislle 55 peut
fowrmir du travad par variation de
&8 podition.

4, Dang & cas ol be parambin es
un angle & ana:

_ llﬂ'll.i-
Fe- T
1

) JE— .M

I; = g 4
_}
£, &

: h{:ﬁ:)
1 -
RS

Fig. 5 - Enargie potentialle
de pesartaur.

D.1. Energie potentielle, force conservative
| Diétinition 4 |

Uine force appliquée en un point M est conservative si son travail, dans un
référentiel R, entre deux positions quelcongues M, et M, ne dépend que
de ces deux positions et pas du chemin suivi pour aller de M, vers M,.

En particulier, dans le cas d'un trajet fermé allant de M, vers M,, ce travail
est mul,

3

i la force F est conservanve, alors il existe une fonction € (M) . du point

M appelée énergie potentielle dont la varation est égale 4 1"opposé du travail
aly

de la force F entre M, et M, :

¢ ,(M) energie

- potentielle en joule (J)

AT =E_(M,;)| —-E_ (M) ==-W(F) -+
ply = FplMally = Ep(Val], = Wi(F) travail en

joule (I

‘EP[M] nest fonction que des coordonnées de position du point M, c’est-a-
dire ne dépend que de la position de M'.
Comme l¢ mouvement du point M est repéré uniquement 4 ['aide du para-
métre x (paramémre de position en métre), on pewut écrire - 4 ;
Ay |
P |
F = —— |
(x} ix

M.

M ; '
Eneffer [ “Fodx= [ -d€| = €M) -E (M),

' ' r o M'E-. — o
ainsi on retrouve ﬁPtME]l.&_ﬁP{M'}lg = _IH, F-dOM = _W{F}l_a :

D.2. Exemples de forces conservatives

.2.1 - Poids dans un champ de pesanteur uniforme

Mous avons moniré que le travail du poids entre deux positions ne dépendairt
pas du chemin suivi, mais seulement des positions initiales et finales. Le poids

(fig. 30 est donc une force conservatve et il dénve d'une énergie potentielle,
d¥, (M)
P

dite énergic potentielle de pesanteur i‘!P-[M] définie par —-mg = - e

s0dt
'EFF energie potentielle
de pesanteur (J)

m masse (kg)
| g intensité de pesanteur (m - 5°%)
| & aldmade (m)

£y = mgz+cte

Le poids a comme composante —mga;: dans le repére (O ; e_:, e_':,, E‘_l] lié an

référentiel A,




1. Pour trouver le signe £mgz, an
peut vérifer que &, doit étre
positive au-dessus (au sans
habituel du terme) de la référence
d'energie potenbielle chodag, &
nigative au-dessous,

I:m:};:- =

E'*f ¥ o
h_;m._- {
| ﬂ 5 '

Fig. 6 - Energie potentelle
elastigue.

i Chapitre 3 : Puissance ot anergle an réfarantied galiléen

A\ 5i 'axe vertical était dirigh vers le bas, alors I'énergie potentielle s'écrirait

4o = = mgre gl

Il apparait une constante qui est définie arbitrairement en choisissant une posi-
non d'origine des énergies potentielles, c’est-a-dire un point M, pour lequel
"E:-,'[MI}}' = 0 ; par exemple, s on choisit cette référence a 'aldude £ = 0,
alors EF“ = mgz. Le choix de cette constante n'a aucune importance car ¢’est
la différence d'énergie potentielle qui est utile (la constante disparait alors)'.
D.2.2 - Force de rappel élastique d’un ressort

Nous avons montré que le travail de la force de rappel élastique d'un ressort
de raideur & et de longueur a vide {,, ne dépendait pas du chemin suivi, mais
seulement des positions initiales et finales ; ¢’est donc une force conservative
qui dérive donc d'une énergie potentielle, dite énergie potentielle élastique
¥, définie par (fig. 6) :

d¥,, i !
——g = kx-f,) soit &, = ik{x—fﬂ:*m-

La force de rappel élastique a comme composante — &ix - IE'[,.'IE: dans le
repére (O; e, , e, ¢,) lié au référentiel 3.
En posant ’Epl{x =f,) =0, o0na: EP' = %.ﬂx—fﬂ}?-
5i on appelle X = x-{, (I'origine de I'axe ¢st choisie en O, extrémité du
ressort 4 vide), on oa :
'ﬁpi énergie potentielle élastique (J)

€y, = %k}ii X allongement du ressort (m)

k raideur du ressort (N - m™)

13.3. Forces non conservatives

Toutes les forces ne dérivent pas d'une énergie potenticlle, Clest le cas des
forces de frottements qui sont des forces dissipatives.
* [nterprétation de 1"énergie potentielle
Considérons un point matériel M soumis uniquement a des forces dérivant
+
d'une énergie potentielle. La résultante F de ces forces dérive donc d'une
energie potentielle € .
Cette énergie potentielle € représente le travail Wiop)|, que doit fournir
L
un opérateur extéricur pour amener le point matériel depuis la position de
référence d'énergie porentielle [ip = 0} jusgu’au point considéré (on consi-
dére que dans le réféerentiel d'étude (supposé galiléen), le point matériel,
immeobile au départ est encore immobile aprés son déplacement).
En effet, on peut appliquer le TEC entre les deux positions initiales (instant )
et finales (instant f;) au point matériel M dans le référentiel détude supposé
galiléen ; .
ﬂig 3 E';“[]l.-ﬂ:.- :E,_.{Ii:il:*t =0 = W{F} =ﬂ:+WEn‘P}|’it.
-+

Ainsi : W(op)|, = -W(F)| =A% =€ %,

'] [ B 1
Or EP. = 0, donc:

'EP = ‘EH = W{npﬂml.




1. Le TEMA nest qu'une réacriture
du TEC.

& ... ou b des lorces non
conservativis qui ne travaillant
pas.

3. Uéquation ¥ [, = cte est
una intagrale pramiéra du
mouvement : elle relie x et .

D.4. Energie mécanique d’un point matériel et
théoréme de I’énergie mécanique (TEM)
Définition &

L'énergie mécanique €, (M)|, d'un point matériel M(m) dans le référen-
tiel St est, 4 chaque instant, la somme de I'énergie cinétique € (¢)], du
point M et de I'énergie potentielle & (M) |, des forces conservatives appli-
quées au point M :

E(M. 0)], = B 8], + E (M),

L’énergie mécanique dépend, tout comme €_(1)| , et :'E:F{M:'l.ﬂ du reféerentiel

Thaorame 3

TEM

Dans un référentiel galiléen ﬁ, la variation d’énergic mécanique d'un
‘ point matériel M{m) entre deux instants est égale 3 la somme des travaux
des forces non conservatives appliquées au point M.

i l 'ﬂm{Mz, t,) énergie mécanique

| Ay, = E LMy )|, ~E (M, )| | finale (J)
I - | ! ‘ %m{Mpﬁ} Ellcrﬂi:l:'rérl:aniqu:
= W(F,) | initiale (J)
“ | WEF el travail des forces non
- conservatives (J)

On peut aussi énoncer le théoréme de la puissance m:-:muque {TPM) :

.ﬂt (M|,

i1 _} |
de I.F"F“c]!'*i

Démonstration ©
En appliguant le TEC', on a :

-* =
A€, = € ()|, € A1)], = W{mejhlﬂ;.;.-{Fm]
B E

+
Or Wi(F

]y, = EptMy)], =€ (Mo, 5
d'on le résultat :
[iclfﬂhi+?FEM;J!_*I}—E'EL-U.J|_*I+“EPEM|J|&I} = "'-5:"1’.1-‘1'...:}“,I
= 5i le point matériel M{m) n'est soumis qu'a des forces conservarives -, alors
£ iM, t}|.n, = cte ',

et I'énergie mécanique du point matériel Mim) se conserve au cours du
temps. Les forces conservatives conservent 'énergie sous forme mécanique.

On dit gque le systéme étudié (le point matériel) est un systéme conservatif.

Cours



= 5i le point matériel M(m) est soumis 4 des forces non conservatives dissi-
patives alors I'énergie mécanique ne s¢ conserve pas :© elle diminue au cours
du temps, L'énergie ne reste pas sous forme mécanique ; elle est perdue et se
retrouve par exemple sous forme d'énergie thermique (échauffernent).

Il existe des forces non conservatives non dissipatives dont le travail est
positif : dans ce cas |"énergie mécanique augmente au cours du temps. Ce tra-
vail peut étre utilisé pour entretenir les oscillations d*un systéme mécanique
en compensant les frottements.

D.5. Utilisations des courbes d’énergie potentielle
d’un systéeme conservatif a un degré de liberteé

Mous nous intéressons dans ce paragraphe au mouvement d'un point matériel
M(m) décrit par un paramétre x unique dans un référentiel galiléen 9, ; il est

soumis 8 un ensemble de forces conservatives dont la résultante i;‘ = F{xlz

di&
dérive d'une énergie potentielle € ,(x) (m a la relation : F(x) = - _d@]

Le systeme étudié étant conservatf (le point maténiel n'est soumis gu'a des
forces conservatives), son énergie mécanique £, se conserve au cours du
temps. Nous ferons 1'¢tude a partir du trace de la courbe : x — ¥ (x).

13.5.1 - Détermination des positions d’équilibre ; étude de
leur stabilite

Le point mareérie]l M(m) est a I"équulibre en x; s1 déposé en cé point sans
vitesse, il reste en ce point.

1. Dans le cas ol be paramétreest  Sa vitesse doit érre nulle & tout instant, son accélération aussi, et, d'aprés le
un angle 8, ona: PFD : Fix,) = 0. Ainsi la condition d"équilibre en x, est' :

de
Foy = -gt00 =

dE
L Ty Gx X0l =0 |

-2 dx

Une position d*équilibre x, est stable si le point matériel a tendance & reve-
nir vers la position d'équilibre x;, s"il en est écarté.

ﬁuprn:-:imité de x;, il doit étre soumis 4 une force de rappel :
' d¥
Fix) H—E_E.‘?ﬂ si x<x,;

d¥
Hﬂ:—ifﬁﬂsix}q.

Ainsi la position d"équilibre x;, est stable i :
diE

F;(x,;n = .

¥p est une position d'équilibre stable si la courbe x — € (x) présente un
minimum €n x;.

e - — P )

' Chapitre 3 : Puissance o énergie an référentiel galilésn




15-iﬂf =0, il fau
T V) =0, il fau

poursuivre be développement
lEmitit & un ardri ples dlevi.

£ kst homogéne 4 la raideur d'un
ressort [N -m™).

Voici les différents profils de courbe d'énergie potentielle que I'on peut ren-
contrer (fg. 7).

.f .
pi¥l (D € ix) _,m' . £t (3 Elx) ()
F F . . r
el o - ': - F 1"-
F ! F -""-\..__-'- e L

Xy x Xy x Xy X Xy x

X, prosition s position X, posilion Egulibre

dequilibre vtable d"aquilibre instable d'gqualibre mstable indifferent

Fig. 7 - Profits des courbes ' énergie potantiella,

£\ La courbe (4] de la figure T correspond & un équilibre indifférent {toutes les positions
L A [} I
peuvent dtre des posmions d équilipre)

Conseil

Pour rerenir ces notions, il suffic d'imaginer une bille se déplacant, sous
=

Paction de son poids (g uniforme), dans une cuvette avant le profil 'Ep{:] :

* 5i la bille est déposée au fond de la cuvette, sans frottement (courbe (1)), elle

v reste et si elle est écartée du fond, elle tend a v revenir ;

* 5i la bille est déposée sur une bosse, elle v reste mais si elle est écartée du
sommet, elle s"éloigne de ce sommet (courbe (2)).

D.5.2 - Etude du mouvement autour d'une position
d’équilibre stable (petites variations)

Posons x = x,+€ ([g| <= |x,|) ; écrivons la conservation de I"énergie mécanique
(F représente I'écart entre la position x du point M ¢t sa position d"équilibre x,) :

I SRS N
‘ﬁ,_.iM}l*‘ = gmE = gmes,
Effectuons un développement limité de la fonction x =& plx) autour de x,'
dé (x—x3)2d?E
Eplx) = Eplxa) + (r=x0) 2 00) + 5 gz (o) ¥
[ I
%_qunrtﬂ d?f[.‘fu;l- k=0
AF &, el UBE car la posatson d ‘Sguilibre
ot ' dqualibes e stable
- . : LS
ainsi : € (x) = #.I,Ifx,_-,]-l--z-xk,

La conservation de I’énergie mécanique s'écrit donc :

= %anl + & () + EEE = Cle;

en dérivant par rapport au temps cette relation, on a :
mEE+ kEe = 0
en éliminant la solution € = 0, on obtient :

E+£$=ﬂ;
m

Cours




1. x, &t kg 500t des poirts d'anrdt.

2l repartira forcément car ba
force 8n x, n'est pas nulle en effet

d¥
Fix,| = -T;:m < 0.

1 Le mouvement périodigue n'est
pas forcément harmaonbgue | i 'est
sauamant powr les oscillations de
faihles amplitudes (les oatillationg

d*E
id—rf (x40, on rouve I'éguation d*un oscillateur har-
monique {(voir chapitre 4 :

EI'.I.PEIEE.I']I{I]:_ = £ =

€+ e = 0;
dont la solution est sinusoidale de période T, = ﬁT:

I1.5.3 - Caractérisation du mouvement

« Comme € _(x) >0 (&2 >0), les seuls mouvements possibles sont ceux
pour lesquels

Ex) =¥ (x)="¢,
= Ainsi dans le cas de la (fig. 8) le point matériel ne peut jamais atteindre
Iintervalle Jx, ; x.['; s"il se trouve 4 une position x = x, il ne peut pas passer
i une position x = x, : il v a une barriére de potentiel. De plus le mouve-
ment n'est pas borne : le point matériel (8°il se trouve & une position x = x,)
peut aller jusqu'da x, (o0 il a une vitesse nulle) mais repartira vers les

X —p —ess,

* Dans le cas de la (fig. 9}, le point matériel ne peut pas sortir de I'intervalle
[#)s ;] : il s& trouve dans un puits de potentiel.
D¢ plus, le mouvement est borné et péniodique”’ entre les positions x; ¢t x,.

ni goml donc pas forcément
sanusoidalas)
Eix) Eoix}
kL |'I
. * | - a §
b0 =%, | F o F b= |\ E O F
w LA
] "y o, :
- "f: i . Eelx) - -"-u\_ -ﬂ:"__l:l:] 2
1 | i - ] 4
e . H h\"'--_ - [ S 2
o %y ® X X X ) o

Fig. 8 - Barrrbre de poteniiel

() ey |,
|
% d .
] N
. 3
H_Fﬁ;' T f,’
',"IMI::I'I:I'::I

b
|

Fig. 10 - Le pendule sienple,

Fig. 9 - Puits de patentiel.

* Exemple : le pendule simple
Beprenons 'exemple précédent de ce chapitre.

L'énergie potentielle du point Mim) (suspendu au bout du pendule) est
(hg. 10) ;

Epl8) = mgl(l - cosB)

(référence en 8 = 0), en effet, il n'y a que le poids qui travaille et il s*agit d une
force conservative dérivant d'une énergie potentielle :

EPr['ﬂ = —mMgx + Cig,

(ici x = fcosB ).

' Chapitre 3 : Puissance o1 anergia an référantiel galiléen




Fig. 12 - Mouvement de petites
amplitudes du pendule simple.

Fig. 13 - Mouvement de
grandes amplitudes du pandula
simple.

Fig. 14 - Mouvement de
révolution du pendule simpla.

1. Les candiions mitiales domeaent
tra réaksables.

M
8]

Y
£ positions d'équilibre
& mgl instable
3 '(., ﬁ;—,
L 2 . =
I 1,5 1 A I, L.’; ..
AN /' N I N S N |
10 ] { ' ¥l 0
HERNPARRNEANDARD
-8 = -8,08 = n 3n 2n 5z 3= (rad)
3 '\ 2 2 I}" 2
positions déquilibre stable
B
o

Fig. 11 - Energie potentielle du pendule simple.

L'analyse de la courbe d’énergie potentielle (fig. 11) permet de repérer les posi-
tions d'équilibre stable (minimum &€ Jen ® = ..., 0 rad, 2x rad, ... les positions
d'équilibre instable 8 = ..., - wrad, + nrad, + 3nrad, ...

Si€,, =% . etsl B¢ = 0)e [-xn; n] rad, alors le pendule va osciller autour

m

de la position 8 = 0 rad de fagon quasi-sinusoidale, avec une peériode gﬂJ’g :

il faut remarquer que les mouvements sont d’amplitudes faibles autour de
8=0 g 12).

518 = Emz et si B(r=0)¢e |[-n; +n) rad, alors le pendule va osciller
autour de la position d’équilibre stable 8 = 0 rad de facon non sinusoidale
(fig. 13).

Si ¢, = €, , lavitesse ne s’annule jamais et le mouvement est révolutif de
type fronde (fig. 14).

[3.5.4 - Portrait de phase

Le point matériel M{m) dont la position est décrite 4 'aide du parameértre x,
possede une vitesse x ; ces deux informatons x et x sont suffisantes pour
connaitre I’état du point martériel M a chaque instant,

On ulise une représentation graphique dans le plan de phase (x ; x) d'un
point Pix ; x ) représentant I'état du point M 2 un instant donne. Ce point P
appartient 4 une courbe appelée trajectoire de phase dépendant des condi-
tions initiales x(0) et £(0) et représentant I"évolution du point P au cours du
temps. Lensemble des trajectoires de phase pour diverses conditons initiales

constitue le portrait de phase.
La fig. 15 regroupe les courbes d’énergie potentielle et de portrait de phase
du pendule simple (en I'absence de frottement).

Cours E i



L} Fl
. V4

Fig. 16 - Sens parcoury dans g
plan de phase.

1. Les poeitinns ' Squihre stabla
ot :
8=-1x;0; Ix; .. rad

2. Dans be plan (6,6 ) catle
trajectoire sarait una allipse.

10< ¥, < 2mgl.

LO<E, <2Imgt.

E.EW}EWE.

E.'i“ = E.Mgf.
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Fig. 15 - Portrait de phase et cowrbe d'&nergie potentielle du pendule ssmpla.

= Les trajectoires de phase sont toutes parcourues dans le méme sens, en effet
lorsque x > 0, x augmente et lorsque x < 0, x diminue (fig. 16),

* Les trajectoires de phase fermées correspondent 4 des mouvements
périodiques : c'est le cas des mwajectoires () et (T Ces deux mouvements sont
périodiques autour de la position déquilibre stable 8 = 0,

La trajectoire (T), dans le plan [El.“%], est un cercle” caractéristique d'un
oscillateur harmonique (8 varie sinusoidalement au cours du temps).

En effet, on peut remarquer que pour un point P( H E] appartenant i cette
trajectoire (T), on a : D

:'2
wi® +mgl(l —cosB) = E '

=€+, = = Cte.

2
O sur cette trajectoire B est petit done mﬂml—% et mﬁ-%f, ainsi :

2

Ona: ¥ =k OP? (OP = cte, done P décrit un cercle).

La lrme:ctmre de phase (2 correspond & un mouvement d'énergic ‘E
{amplitude supéricure 4 celle de ((T)) ; la courbe n'est plus un cercle :n:qm
areste du caractére non sinusoidal des oscillations.

Efi[[%TmH S

+ La trajectoire (3) correspond 4 une énergie mécanique ’Gmf; B conserve un
signe constant (mouvement de fronde, révolutif du pendule).

* La trajectoire (4) est une limite entre les deux types de mouvements
précédents : ¢’est une séparatrice”. Elle relie les points d*équilibre insta-
ble et correspond a des mouvements d’amplitude « rad.



1. Les possions &'Ggquilibre
istables ou nonl lant partes de
Fensembda des points sguliers
pourlesquels & = @ &t 8 = 0 {ils
sont dont sur I'exe honeontall.

Remarque : en "absence de frottement (£, = cte), les trajectoires sont
fermées ¢

+si €, == Zmgt, alos €, =€, et on a alors un mouvement 4 vitesse

angulaire guasi constante .
f\_. +.£I" = f¢ = i‘.m,

Loy d
SOIE 2 %ﬂfff[miﬂ} .

Il
-

2€

g = % = .
m""qlmg{ cte

* les positions d’équilibre stable sont repérables : les trajectoires de phase
tournent autour d'elles’,

Remarque @ en presence de frottements, 1'énergie mécanique diminue et les
trajectoires de phase se terminent en des pomts d'équilibre stable (sur "axe
hortzontal) ; ces points sont des attractears (voir (fg. 177,

x

point arracieur

Fig, 17 - Avractewr dans be phan de phase,
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L'essentiel

v Puissance d'une force Zi‘tl-Fr:l

La puissance ?{E]h d'une force F, appliquée en un point M possédant
une vitesse ;{Mllg par rapport au reférentiel B, est :
I ‘F[E} puissance cn watts (W)
. S =5
PE), = F-oM)|a F force (N)

(M) vitesse (m -5

Tpam— o = "
* 5i Q{F}L. = 0 (parexemplesi F Lv ), la force F ne wavaille pas.
* i #(F)|, >0, laforee F estmotrice ;si #(F)|, <0, laforce F est résistante.
+ Travail d"une force Wl{i:':]. .

Dans le référentiel R, le travail de la force ﬁ appliquée au point M le long
d'un rrajet allant du point A au point B entre les instants r, et ¢, en suivant
la courbe ‘€ est ;

Wi E ) travail en joule (J)
-5
#®(F) puissance (W)
=IB F.dOM anmﬂﬂ
A T
dOM deplacement élémentaire (m)

WF)|, = I:'?{E;I,&:
i

Propriétés
i - -
* 8i W{F]lnl 0 (par exemple, si F J.#}, la force ne wravaille pas.
- - » -+
* $i W(F)|,>0, laforce F estmotrice ;si W(F)| <0, laforce F est résistante,
¢ Energie cinétigue d’un point matériel
L'énergie cinétique du point matériel M({m) en mouvement a la vitesse
3I,'M}|:_‘ par rapport au référentie]l N est :
1 €, énergie cinétique en joule (J)
T (M), = imu’{MHm - mlﬂe_tm }
v(M) vitesse (m - 57')
v Force conservatives et energie potentielle d'un point matériel
Une force appliguée en un point M est conservative si son travail, dans un
réferentie]l #, entre deux positions quelconques M, et M; ne dépend que de
ces deux positions et pas du chemin suivi pour aller de M, vers M,
&1 la force E est conservative, alors il existe une foncton ‘EP[M]L. appelée
energic potentielle dont la vanation est égale a 'opposé du travail de la force
; entre M’ E‘tMi H

+ €,(M) énergie poten-
ARy = € (M)| ~ €M), = -W(EF)|, _ tielle en joule @)
Wi(F) travail (J)

Chapitre 3 1 Puissanca at énargie an référentiel galill&#an




Propriévés
:; EF{M}lﬂ n'est fonction que des coordonnees de M.
* Soit x le paramétre de position de M, onoa ;
4t
dx
* L'énergie potenticlle de pesanteur d'un point M s'écnit :
'ﬁ,P{M} = mgz + cte,

Fix) = -

si "axe vertical (O ; ;:‘.I est dinigé vers le haut.
* L'énerge potentielle élastique dans le cas d'un ressort s"écrt ;

€, (M) = %#:.\' - €50 +cre.

v Energie mécanique d'un point matériel
L énergie mécanigque 'Em{l'n-l;lh‘r d"un point matériel M) dans le referentel est 58 est, a chague
instant, la somme de I'éncrgie cinétique € _(r)|, du point M et de I'énergie potenticlle & (M),
des forces conservatives appliquées au point M :
Ea (M0, = € (0], +E (M), .

v Théoréme de la puissance cinétigue (TIPC)
Dans un référentic] galiléen ., la somme des puissances des forces appliquées au point maté-
riel M{m) se déplacant 4 la vitesse E{M}[ﬂ est égale d la dérivée par rapport au temps de I'éner-
gie cinérique de ce point M : ;

dé (M),
PR T v

P
T = #(F)

v Théoréme de I'énergie cinétique (TEC)
Dans un référentiel galiléen 3, la variation d'énergie cinétique d'un point matériel M(m)
entre deux instants r, et £, (en deux positions M, et M,) est égale a la somme des ravaux des
forces appliquées @ M entre ces deux instants (en ces deux positions).

- ” . % f?}| €, énergie cinétigue ()
= €, ), = WF)|
cla, = Eelto)la, = Felti)]a, ", W(F) travail des forces (J)
 Theéoreme de 'énergic meécanigue {TEM)
D:nsmrﬂm&ﬂpﬂ&m@lﬂhwﬂnﬂmd‘éﬂuﬁ:méﬂniqued‘mpm:mléﬂelM{m]mue
deux instants est égale a la somme des travaux des forces non conservatives appliquées au point M.
E (M, 1) energie mécanique
finale (J)
E (M, 1) énergic mécanigue
initiale (T)

W(F,.) travail des forces
non conservatives ()

E B B

_.
= WE,)|,

7 Méthodes




¥ Théoréme de la puissance mécanique (TPM)

| . -
dé_ (M | (M) énergic mécanique (J)
BaMla, = ?{E“jl |55 : ;
dr i, ®(F ,.) puissance des forces non conservatives (W)
Propriétés
* 81 le point materiel n'est soumis qu'a des forces conservatives et/ou @ des forces qui ne tra-
vaillent pas alors :

(M, ﬂln.. = cte.

L’énergie mécanique du point M se conserve au cours du temps (le systéme étudié est conservatif).

* 5i le point matériel est soumis 4 des forces dissipatives (frottement), I'énergie mécanique dimi-
nue au cours du temps.

¢ Mouvement conservatif & un degré de liberté

* Le point matériel M(m) est a I"équilibre en x, si, déposé en ce point sans vitesse, il reste en ce
point.

= Une position d’équilibre x; est stable si le point matériel a tendance & revenir vers la position
d'équilibre x, 5'il en est écarté.

* xp est une position d'équilibre stable si la courbe x — ¥ _(x) présente un minimum en x,.
Les maxima de ¥ correspondent aux positions d’équilibre instables et les minima aux posi-

tions d’équilibre stable.
T (%) [ ] € (%) (2) €, (x) (3) €, (x) (4)
E .
(R -'__,"T“'x_‘ \ F E
VB LB g by ., S -'
et "'_jf o x —— ;
H“'\-\._i_.-"" .'I. : III E '\,lll i
Xy x Xy x .1;.] x X x
I pasition Xy position Xy, pOSIton éguilibre

Lopyrignted materjl

Chapitre 3 @ Pulssance e dnerghe en réferentiel galiléen



Mise en ceuvre

Comment déterminer I'équation différentielle du mouvement a I’aide
du TPC?

Soit M un point matériel de masse m en mouvemnent 8 un degré de liberté dans un référentiel gali-
léen i, On souhaite déterminer "équation différentielle du mouvement i I'aide du TPC.

= Savoir faire

r-*-u_-_*--H-H‘-‘---“---------------------1

1 @ Faire le bilan des forces appliquées au systéme étudié (point materiel M). [

@ Exprimer les puissances des forces connues. :
@ Appliquer le TPC afin de déterminer une équation différentielle du mouvement. Si des for- |

ces inconnues (forces de liaison, réaction, tension, ...) sont perpendiculaires au mouve-
1 ment, elles n"apparaissent pas dans 1"équation. I

T I T S S S ———————— o

=+ Application

Un point matériel M(m) glisse sans frottement sur un plan

incliné faisant un angle a avec "honzontale. Il démarre du e, W
pnintﬂuns'.rim;seiniﬂﬂe On travaille dans le référentiel }

galiléen R (O ; a,.,s ) suppose galiléen,

annmmnduputhcstmpm:parlnmbkx, M) M
GM = .tr = |k

Déterminer, en utilisant le TPC, I'équation différentielle du M

MOoUvement. A

Solution
Systéme étudié : point matériel M{m).
Référentiel galiléen d'étude : (0 ; ¢, ¢, ).
¥ Les forces appliguées au systéme sont
—
—lepoids P = myg vertical et vers le bas ;
— la réaction du plan incliné, normale au support en
H

I'absence de frottement, IN = N;;.
© La vitesse de M est (M|, = %¢,. Ainsi:

—puimudu p-nids

PE,, = P oMy, = myssing;

-rpuuunudell.rﬂcuun ?{H} =0,

'ﬁ: N étant normale au support, ella fa travaille pas

@ On applique le TPC au point matériel M{m) dans le réferentiel galiléen 5t
d'E,_.[MH!

Myl = lmin & = 3P| + (N (TPO);
EM)|, = gms ———r =P, +2N)|, ;

ce qui donne : mxx = mgxsina.
En éliminant la solution parasite x = 0 et en simplifiant par m, on obtient :
x = gsino.




Comment déterminer la vitesse en un point de la trajectoire a 1’aide
du TEC/TEM ?

Soit M un point matériel de masse m en mouvement dans un référentiel galiléen 9t A partir de la
connaissance de la vitesse en un point de la trajectoire, on souhaite déterminer la vitesse en un autre
point de cette trajectoire,

1 © Faire le bilan des forces appliquées au systéme (point matériel M) érudié.

I g Exprimer les énergies potentielles des forces dérivant d'une énergie potentielle et les ravaux
I des autres forces,

@ Appliquer le TEC/TEM afin de déterminer la vitesse inconnue,

La TEM n'est gu'one rédcrture du TEC dans laquelle les travaux des forceas consarvatives appdraissent
squs la forme d"une varation d'énergie potantialie.

eyt g S S AU A U S S S S S U U S ——— i ———————————

-+ Application

On lance depuis le point A un point matériel M{m) avec
une viresse initiale v, selon la ligne de plus grande pente
d"un plan incliné faisant un angle « avec "honzontale.
11 glisse sans frottement sur ce plan. On cravaille dans le
référentiel galiléen 5t (O ; E:. E:,;u. On repére la posi-
ton du point M a I"aide de ;

OM = x¢..

Déterminer en utilisant le TEM la vitesse du point
matéricl M{m) en un point quelcongque de sa trajectoire.

Solution

Systéme étudié : le point mareriel M[m}
Référentie]l galiléen d'érude : & SO "

-

0 Bilan des forces appliquées au systéme
'Icpﬂ-id.'i-l—:']l = mE vertical et dirigé vers le bas ;
* la réaction du plan incliné, normale au support en
I'absence de fromement ﬁ = NE;.

L Enm*git potentielle des forces : le poids dérive d'une
encrgic potentielle ‘Er_ = mgH = mgih - xsino), en notant H "altimude de M au-dessus de A.

« Travaux des autres forces : la réaction M étant perpendiculaire au support, elle ne travaille pas
lors du mouvement.

i -'r“'l"lll 0 material
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-l
€ On applique le TEM au point matériel M{m) dans Higy d'ott
A€, = W(F,) =0, donc €_(r) = cte
E A+ () =F (r=0)+E (r=0) soir %mu‘ +mglh - xsing) = %mﬂﬁ+ﬂ.

ﬁ i [r=0) =0 car la référenca d energie potantells & até choisie au niveau du point & de départ,

-'G: A laide du TEC, on aurait écrit ;m i ;m uﬁ -m gl b~ xsing)

Onadonc: v = J-uﬂ—zg{ﬁ—xsinu],

Methode 3

Comment étudier les positions d’équilibre d’un systéme conservatif a
l'aide de la fonction énergie potentielle ?

Soit un point matériel M de masse m soumis uniquement a des forces conservatives {ou ne tra-
vaillant pas) dans le référentiel galiléen . Le mouvement est décrit i I'aide d’un unique paramétre.
On souhaire érudier les positons d’équilibre du systéme.

————————————————————————— - e

l @ 5i I"expression de 1'énergie potentielle n’est pas donnée, faire le bilan des forces appliquées |
au systéme étudié (point maténel M).

8 Déterminer les énergies potentielles de toutes les forces travaillant lors du mouvement et en
déduire 'expression de la fonction énergie potentielle.

& Déterminer les minima de la fonction énergie potentielle (position d’équilibre stable).

'n: On peut aussi déterminer los postions d'équilibra a l'ade du PFS.

=+ Application
Soit un point matériel M{m) en mouvement & un degré de liberté (r) dans le réferenticl galiléen @y,
Ce point M est soumis a des forces conservatives dérivant de 'énergie potentielle :

€,(r) = ﬂ_§ (r> 00, avec K = TA >0,
r

Déterminer les positions d’équilibre stable du point matériel Mim).

Solution
O et ® Inudle ici.
& Afin de déterminer les positions d*équilibre du systéme, il faut trouver les extrema de la fonction
re—+€.(r). Pour cela, on cherche les solutions de :
a,

dr =,




=
Ici EE = = TAr-b4+ Kr-2,
dr
Pour r = 0, cette dérivée s'annule pour
16
TAr-t = K, soit r = [lﬁﬂ] = 1 (car K = 7A).

La position d'équilibre r, = 1 est stable si elle correspond i un minima d’énergie potentielle,
c'est=A=dire si %{rnj = 0.

d2¥ d?€
Or: FE = S6Ar?-2Kr-? et FE{I'BI = 56A-14A = 42A > 0.

La posinon d'équilibre (r, = 1) est stable.

Methode 4

Comment écrire I’équation différentielle des mouvements de faible
amplitude autour d’une position d’équilibre (stable) ?

Soit M un point matériel de masse m soumis 3 des forces conservatives, en mouvement d un degré
de liberté dans un référentiel galiléen 9. Ce mouvement se fait autour d'une position d'équilibre
stable avec de faibles amplituades. On cherche a déterminer I"éguation différentielle de ce mouve-
ment & partir de la fonction énergie potentielle.

=+ Savoir faire

¥
I © Effecruer un développement limité 4 'ordre 2 de la fonction énergie potentielle.

: @ KEcrire le TEM (conservation de I'énergie mécanique).

1 '® Dériver 'expression précédente par rapport au temps.

1 .

I ',G< Gandralemant, on ubhse cette technigue autour d’une posteon d aquilibre steble, mais on peut aussi ut-
I feser autowr d'une position d'équilibre instable

[

=+ Application

Soit un point matériel M{m) en mouvement i un degré de liberté (r) dans le référentiel galiléen ..
11 est soumis & des forces conservatives dérivant de I'"énergie potentielle :
2n=2-5 (r>0), aveck = 78>0
r F
Déterminer 1"équation différentielle des mouvements de faible amplitude autour de la position
16
d'équilibre stable r, = (Iﬁ":} ¥

. d*E
Donnée : Tj—r-z-f{rﬂ} = 424,
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Solution

@ On effectue le développement limité d’ordre 2 de la fonction énergie potentielle, autour de la
position d'équilibre stable r=r, :
(r=ry)*d*€

dE
E (R =% (ry) +(r- ru}TrE (#y) + —f_"ﬁ_ﬁefr“ ).

d¥ d*¥
Ona: E_E{rﬂj = 0 (ear r, position d'équilibre) et ﬁ{rﬂ] = 42A.
En posant € = r - ry, on obrient
2
E(r) = Ey(rg) + 5 x 42 = € (r;) + 21462,
@ Le systeme étant conservatif, le TEM s'écrit : E"*In = cte, soit icli‘u+zp|l. = cte.
]

D'on : %m EX + €, (rg) + 214 = 0.

© En dérivant cette éguation par rapport au temps, on obtient : mE¥ + 42A8e = 0.
En éliminant la solution parasite € = 0, ona:

E+m§z-ﬂ,mm:-%ﬁ-




ervcices

Niveau 1
Ex.1 Unités

Deéverminer bet unités des expressions suivannes :

. %lelmz', * mgvcosl;
o gt sinh ; . %h{:—nlg
. 4

dr

# €31 une masse ; Fy & et £ sont des distances ; goest le
champ de pesanteur terrestre ; 8 est un angle ; © est
une vitesse angulaire ; & est la raideur d'un ressort ; €
st une énergle ; v el une vitesse.

Ex.2 Travail d'une force (cas 1)

On considére un point matériel M de masse m pou-
vant s¢ déplacer le long de l'axe (O ; =_:} dans le réfé-
rentiel galileen 3 (O ; E_:}', il e=t soumis 4 une force
E = —&.t.r_:,.témm la position du poine M.

1) Déterminer le mravail de la force E pour aller du
point Adx, ) au point Bix,) directement, en suivant

Paxe (O :__' |3

1) Determiner le travail de la force [-:‘ pour aller du
point Afx,} au point Blxy) en passant par le poing
Cix-) (en restant sur Faxe (O ; ¢, )).

3) ﬁ eqt-elle conservarive ? si oul, déterminer |'éner-
gic potenticlle associée,

Ex.3 Travail d'une force (cas 2)

On considére un point matérie]l MOw) pouvant se
déplacer le long de Maxe (O ; E:p dans le référenticl
galiléen (0 5 ¢, ); il est soumis & une force ~Fe,
(constante) 5'il se deplace dans le sens des x crossants
et & une force F,,r_,' &'l ge déplace dans le sens des x
decrolssants.

1y Dérerminer le travail de la force E pour aller direc-
tement du point Alx = 1) au point Bix = 3) en sui-
vant 'axe (O ; :_:}.

2} Dérerminer le travail de la force E pour aller du
point Alx = 1) au point Bix = 3) en passant par le
point Cix = 4) tout en restant sur 'axe (O ; Ef].

3) La force ]-5 est-glle conservaove P si owl, détermi-
ner I'energie potentielle assocee.

Chapitne 3 ; Puissonoe &t &nergie en réfdnentiel galiléen

Ex.4 Un satellite

Un satellite assimilé # un point matériel M de masse
m= 1M kg est en orbite circulaire de myon r
autour de la Terre. On rappelle qu'a une distance r du
centre de la Terre, un sarellive subit une force d'inge-
raction gravitationnelie F = L
dirigee vers 0. On suppose que le référentiel

(O e, 0., ¢,) €5t galiléen,

consiamment

;- -
] ]
‘i .
y . 3
= 4 J'-| [
3
ol
S o - .:Fz
2

1) A I'nide du PFD, caleuler la vitesse v, (respective-
ment ) que doit posséder le satellite pour étre sur
I"orbite de rayon r; (respectivement ry).

2} Donner 'expression de 'énergie potentielle dont
dérive la force d'interaction gravitatonnelle F {on
prendra la référence d*énergie potenticlle & 1'infini).
3} Calculer la valeur de I"énergie mécanique du satel-
live sur "orbite de rayvon vy puis sur celle de rayon ry.

4y Caleuler ln variation d’énergie mécanigque entre les
2 orbites de rayvon r; et ry. Que devra-t-on faire si on
veut transférer le satellite sur [Morbite plus haute
(r = ry) ? Quel théoréme nous permet de Iaffirmer ?
Dumrrades -

Gm 6,67 100" N -m? -kg?; rp=6500km;
My = 59710 kg; ryo= 42 000 km.

Niveau 2

Ex.5 Acceélération d'une voiture

LUne voiture assimilée & un point matéricl G de masse
m = | 304 kg accelére depuis ['arrét sur une roure hori-
rontale. Cette voiture est propulsée par un moteur i



développe une puissance @ = 260 - v)e? P en W,
vitesse ¢ de la voiture en m - 57V, Elle est aussi soumize
& une force de frottement horizontale F = 450 4+ 0,402
(FenN,venm ')

L référentiel HE[D ; ;: ;;_ -?tjl est supposé galiléen,

1} Calculer la puissance maximum du moteur.
Indiguer (en km - h'") la vitesse associée.

2) A l'aide du TPC, calculer (en km - h'} la vitesse
maximun areinge par ce véhicule sur rowte honzonale.
3) A l'aide de TPC, caleuler {en m - ) I'accéléra-
tion maximum du vehicule.

Indiquer la vitesse {en km - h''} & laguelle cela se pro-
duir.

Ex.6 Au tri postal

On érudie un convoyeur @ colis présent dans un cen-
ire de tri postal. Les colis sont déchargés par un tapis
roulant & la vitesse v, =0,5m - 57",

Les colis glissent ensuire sur un plan incling d'angle o
par rapport & horizontale.

Le coefficient de frottement solide entre les colis et le
plan imcling est /= 0,4, Les colis somt ensuite prs en
charge au nivearu du point B par un nouvesu tapis
roulant. Ce tapis roulant avance 4 la witesse
vy =02 m s Le convoveur fonctionne correcte-
ment s les colis armvent au point B avec la vitesse du
deuxidme tapis roulant,

On suppose que le référentel (A e_: ‘-:r':;l esl
galiléen.

Donner Pexpression puis la valeur numeénque de
IPangle o gqui permet un bon fonctionnement du con-
VOVEUF,

Ex.7 L'enfant et sa luge

Un enfant et sa luge, systeme assimilé & un point
matérie]l M de masse m, glissent sans frottement sur
une piste {plan incling de longueur L. faisant un angle
o avee Ihonzontale), Arrivés en bas, ils continuent
leur trajet sur un plan horizontal od ils sont freinés par
une force de frottements solide (coefficient f).

L’enfant démarre avec une vitesse nulle en A.
On rravaille dans le référentiel R (B ; r':..E:,} sup-
posé galiléen, La position de M est repérée lors de la
premiére phase, par la variable x; :

—ag

AM = r,s_tt
et lors de la seconde phase, par la variahle x @

—y

_.
BM = xe .

1) Dérerminer, en utilisant le TPC, I'équation diffe-
rentielle du mouvement de la phase de glisscment sure
le plan incliné (phase 1. Ddterminer la vitesse en B
ain=l que la duree de cette phase.

2) Déterminer, en utilisant le TPC, Péquation diffé-
rentielle du mouwvernent de la phase de freinage sur le
plan homzontal (phase 2).

Dréterminer la distance d arrér I,

3) Determiner la durée totale du mouvement.

Ex.8 Un pendule

Omn considere un pendule simple (masse s, longuewr
£) suspendu au poing O fixe dans le référentiel

R (05 -;:. ::,. i_r:] suppose galiléen. On I'écarte a
¢ = dun angle B, du cite gauche (3 gauche de OF)
et on le liche sans vitesse imitiale (le fil est inextensi-
ble, sans masse et est tendu). Armive 4 la verticale, un
clow planté au niveau du point P modifie la longueur
du pendule, elle devient ;.

1) Exprimer la vitesse o, de passage a la verticale,

2) Exprimer I"angle maximum [§_, atteint par le pen-
dule du cote droit (4 droite de OF) ; Pexprimer en

Forction de By et r = -
'rl:l




3) Tracer la courbe représentative re—=f___ (r) en
tenant compre des valeurs numériques.
Commenter,

4) Dérerminer |"expression de la tension du fil pour la
position extréme de la masse m du coté droit (4 droite
de OP). Préciser pour quel angle .., elle s’annule.
Comment choisir £, pour que ceci ne se produise
jamais ?

Y

Darnées
f=1m;
m= 0,1 kg;

nu=§m1=-ﬁ°.

Ex.9 Labille du flipper

Une bille de fipper de masse m, assimilée & un point
matériel M est lancee par un ressort et se déplace sans
fromtement & I'inténeur d'un guide rectiligne se termi-

= = =p

nant en arc de cercle. Le réferentiel B (0 ¢, 0, ¢,

est supposé galiléen; le plan (&), ¢, ) fait un angle «
avec 'horizontale,

Le ressort posséde une radeur & et une longueur &
vide £, ; la position O, origine des x, correspond &
I"extrémivé fixe du ressort. La bille repose sur I"extré-
mité du ressort et & 1 = 0, on comprime le ressort
jusgui ce que s longueur soit x; , puis on le lasse
évoluer (sans vitesse mndtiale), il se détend alors et met
en mouvement la bille (on suppose qu'elle quitte le
ressort lorsque 1a longueur du ressort est £,).

1) En utilisant le TEM exprimer la position x; de la
bille M au moment o0 sa vitesse s"annule,

2) Tracer la courbe x,+~ x,(x;). Donner la lon-
gueur de compression minimum nécessaire pour que
la bille sorte du guide en D.

Donnégz:m=100g; k=40N -m'; L=80cm;
R=20cm; aa=10°; {;=12cm.

Ex. 10 Portrait de phase

On considére un pendule simple se déplagant en pré-
sence de frottement ; son mouvement veérifie I'équa-
tion différentielle & + b8 + wjsin® = 0.

Son portrait de phase est représenté sur la figure ci-
dessous,

1) A quoi voit-on qu'il v a du frotement ?

2} Indiquer les positions d"équilibres stables, instables.
3) Commenter l'allure des différentes courbes.
Donndes toy = lrad-s7'; h=0,55",
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Ex. 11 Mouvement des atomes

Une molécule HCL est modélisée par deux atomes H
et Cl, séparés par une distance r sur un axe fixe dans
le eéférentiel galiléen 'ii‘tij, Fatome de Cl est supposé
fixe o1 pris comme origine du référentiel. L atome H,
gssimilé & un point matériel de masse w5t en mou-
vement dans 9, sous l'action de forces dérivam
d'une énergie potentielle ;

K

C
2

ir) =

1) Déterminer graphiquement, puis par le calcul la
position d’équilibre ry. Discuter la stabilité de la posi-
ven d'équilibre r,

2) Dérerminer et calculer I"énergie de dissociation de
la molécule HCI.

3y Déterminer la feéquence des petites oscillanons de
la molécule,

Diosraridar

mo= 1,66x 10727 kg;

C=106x10-1%]-m!?;

K=9216x10-?]-m.

Niveau 3

Ex. 12 Jeu de balle

Un enfant lance une balle au mvesu du pomt A avec
une vitesse horizontale v, Cene balle est assimilée &
un point marérel M de masse m qui peut se déplacer
sans frottement. Le but du jeu est de permettre & la
balle de rester en contact avec le support jusqu’au
point C et qu'aprés sa chute (au-dela de C), cette balle
retombe exactement & son point de départ (en A).

On suppose que & _(O ; F:.E_:,.E:J est un referentiel
galiléen,

o A
-E_.,L"
A e

1) On suppose gue d = 3R ; on cherche & rouver la
vitesse v, requise su départ pour que la balle retombe
exactement en A et gue le jeu sodr remis. Pour cela :

a) dopner 'expression de la vitesse de la balle au
nivean du point C

b) exprimer la distance hormzontale # parcourue par la
balle dans sa chure d'une hauteur 2R en fonction de
T3

€} en déduire la vitesse v, requise.

2) Donner la valeur minimum d, de d au-dessous
de laguelle le jeu ne peut EMe réussi.

Ex.13 Le toboggan aquatique

On émudie le mouvemnent d'un baigneur dans un
toboggan  aquatique hélicoidal. Ce baigneur est
modélisé par un point mavériel M de masse mi glissant
sans frottement sur une heélice drodte de rayon
BE=2m de pas constant p. [l s'élance du départ
(point [¥) avec une vitesse nulle et quitte le toboggan
au point F aprés un dénivelé b, = 5 met m = 2,5 tours
effectués. Le point M est repére grace a ses coordon-
neées Cartésiennes :

x = Rcost

» = Rsmf .

E= -EH
i

T — 5 - R
Le referentiel 3t (O ; .. ¢,, ¢,) est supposé galiléen.

L
e ers
L
F L __:"_
L A=
o
— [ =g~
by, . e ---ﬂ-—.':__M g
: - Ny
M I F
e .
1.t * £y a -

1) On appelle o IMangle de la pente du toboggan.
Exprimer p en fonction de o et R, puis o en fonction
de &, et #. Faire "application numerique pour .

2) A I'side du TPC, écrire I'équation différentielle du
mouverment du baigneur.

3} Dererminer le temps de glissade (de D a F).

4) Déterminer la vitesse du baigneur au point F &

I"aide de 2 méthodes.
Ex. 14 La porte du garage

Une porte de garage PP, de longueur 2L peur se
mettre en mouvement (P, se déplace sur Maxe

(c; E-;:I sans frottement, Py & un mouvement circu-

E e n



laire de rayon L autour de {ﬂ;;:]. On modélise
cefte porte en s'intéressant uniquement au triangle
OAM (unc masse m étant placée en M).La nge OM
est rigide, de masse négligeable et de ravon R, Un res-
sort de longueur & vide [, le raideur & exerce une
force de rappel élasugue sur le point M (elle est cons-
tamment dingée vers le point A).

=4 & =%

Le referentiel 5 (O ; ¢, ¢,, ¢,) est supposé galiléen,

1} Exprimer ['énergie potenticlle du point matériel
Mim] en fonction de "angle 8,

2) Determiner les posinons  d'égquilibre du  point
matériel Mim) et discuter lewr stabilite. Conclare.
Lhoedes

m=3kr; R=10cm; L=10R=1m;
f,=12R=12m; &=50000N-m.

Indications

m.hppl.lqu:r le TEC emire A et B sachant gue

T = fN. Uilizer le PFD pour déterminer M.

I 1) Uiliser le TEM /TEC.

4) Utiliser le PFD,

_lml} On peut décomposer le mouvement en

plasicurs phases : la premiére lorsque la bille est en
contact avec le ressort et la deuxiéme lorsgu'elle ne
Iest plus.

LEME 1) Suivre les méthodes 3 e 4.

LIE3E) o) Appliquer le TEC entre A et C

b} Appliguer le PEL et inbégrer les deux équations dif-
ferentielles afin de wouver le remps de chue; puis £,

112

Chapitre 3 | Pulssance at énergie en réferential gallléan

2} Calculer la vitesse minimum en C pour que le
contact soit possible (avec le PFDY).

ml}hpﬁnw représente le rappon de la dis-
tance parcourue sur la denivellation correspondante.
3) Intégrer deux fois "équation differenticlle de la
guestion 2) avec les conditions initiales.
4) Suivre la mithode 1, a partir do 2).
Suivre la methode 2, a ['aide du TEC appligue entre
DetF.

m Pour dérerminer la longueur AM dans le
mmangle AOM, on peut utiliser la relation :

_i.j

AM

—p o} =3 —F

2 —h —F
=(AD+0M) = A0 +0M +2A0-0M.



Solutzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1
* Unité de émrzmiz kgxmixs? =],
* Unité de mgvcosi : kgxm-s2xm-5! = kg-m? - 53 = W,
* Unité de mglsin®: kgxm-s?xm=kg-m?-s52 =].
* Unité de ék{x—f]’: N-m'xm?=kg-ms2xm!'xm? = kg-m?-52=].
-Unitéd:?j—f: J's'=kg-m*-5? =W

Exercice 2

1) Pour aller directement du point & au point B en suivant "axe (O ; ;:}, le point M décrit une
_j
courbe ‘€, et le travail de F sécrit :

—* a H = —_— a B = - pd *n : k2 3
W{F]L‘ = L.-r.,;.}' dOM = im_.”—.ia*:ne:,c dxe, = _k[i]u = = 5lxp—xy).

'_c:' dOM = dxe. pour ce trajet

2) Le wavail de ﬁ pour aller de A 4 B en passant par C en restant sur 'axe (O ; ;:} s ecrit ;

G &

-+  — - —
F-dﬂM+I F.-dOM,

Wlﬁ}l*. : I Ci6,)

AiE,)
'I;_' Le paint M décrit la courbe 1.

3 % x27 40 k k k
R CIN N T ERC R

2 lx.

Y L

3) Le travail de cette force semble ne pas dépendre du chemin suivi ; la démonstration compléte en
_i

a éré faite dans la queston 1 de cet exercice. F dérve done d'une énergie potenticlle ’ﬁp et le travail

+
de F pour aller de A & B est égal 4 la diminution d"énergie potentielle entre A et B :

_i.
W(F)

W(E) . = g:xi_xéy = € (A)-% (B).

Ainsi I'énergie potentielle & (M) de la force ﬁ s¢ met sous la forme @ J—;Ex‘ + C1e,

= . . dé df
y On pieut auss utilises la définition F L ROl =KX = = —
dx dx

. 1,
S0l ¥ = Dkxt+ ol

2
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Exercice 3

1) Le travail de F pour aller de A & B en suivant I'axe (O ; &) (courbe €,) est :

-I- BE = — B e
W(F) = _I' F-dOM =J' ~Fpdx = -Fylx];2 = -Fyx2 = -2F,,
ACE ) A

2) En passant par C (courbe “€,) :
- L =+ — B
W(F) =J' F-an+J'

< —3 B
F-dOM = jc—Fndx+J- F,dx
AlEy) Ci%,) A C

= —Fulx] " 4 Fylx]"2) = -Fyx 3+ Fyx (-1} = -4F,,

-
1) F n'est donc pas conservative puisque son travail pour aller de A 3 B dépend du chemin suivi ;
elle ne dérive donc pas d'une énergie potentielle.

Exercice 4

1) Appliguons le PFD.
* Systéme étudié : le satellite M{m).

» Référentiel galiléen d'étmde : 'EE (0 e,. s 8 )- GMm
* Force(s) appliguée(s) : ﬁmttd‘xmmnn gravitationnelle F = -F: avec F = T
* Le PFD s'obtient avec :

—_— -3
OM = re,;
s(M,

I

rley = vey |:-=cu: car trajectoire circulaire) ;
E{Mjlal = —fﬂzﬁ = _?'E,.

Le PFD s'écrit donc : ma(M)|, = F, soit m[_”_:J;* = -Fi.

2 2 GMom
Enpmjecl:iunsu:?,.: —mﬂ— = =-F soit m‘ir = !_:T , dlon ;
GM
o= T,
r

'K;i Unités : sachant qua vestenm.s ', Genm’. 7. kg™', M; en kg et ren m, lexpression est homogéne ; en effet ;

mi 5% kg ' kg _ Jmist=mes
A m
6,67 x 10-11 x 5,97 x 10
AN, =J1 L 7 km - 5!
¥ 6 500 x 103 g
6,67 x 10-11 x 5,07 x 103 -
vz=J' 32 000 % 107 = 3,08 km - 871

D S E dérive d'une énergie potentielle, on a :
=* dE_
= P
Fir) = T ¢,
GMym  d¥,
T T dr
GM.pm

P

+ Cle.
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Or €, — 0 lorsque r — +=, donc cte = 0.

GM.Tmr

r-

'EPI'Lr]- = —

3) ELM) =¥ +%,
GMym 1 GMy GMm GMpm
= o= — - o

r 27 r ro 2r '’
= sur I'orbite circulaire de rayon r; :

‘Em{M] = %J‘i‘lt-'?—

_ _6,67x 1011 % 5,97 x 1024 % 1 000
. 2 %6500 x 107

E g, = ~3,06- 101 J;

%

« sur 'orbite circulaire de rayon ry :
Em, = —4,74 10° J;

4) En passant d'une orbite a I'autre, la variation d’énergie mécanique vaut ;
AE = ﬁm, -'Eml =2.59-. 1017 ].

D'aprés le TEM, il va donc falloir fournir de 'énergie au satellite si on veur le transférer sur une orbite
(r=r,) plus haute.

Exercices de niveau 2

Exercice 5

1} La puissance motrice s'écrit donc :
® = 2(60 - v)vi.

On cherche la puissance maximum et la vitesse associée ; on calcule done :

d® _ a2 B _
dy-ﬂ:&il e+ (00-v)x20] = 0

= 2[-3v+120]vr =0
cequidonne v = 40m - 5! soit: v=14d km - h?,
i certe vitesse la puissance (maximum) du véhicule est :

Pogy = 2060 -40)x 407, sonr P = 64000 W
P i = 64 KW,

Remarque : cette puissance correspond en ch &

P o4

max = 5737 = 56:8 ch.

2) Appliquons le TPC.
* Systéme étudié : point matériel Gi{m) se déplacant 4 la vitesse t:{G]nL.ﬂ = 'r.rE:.

=5 =5 —3

* Référentiel galiléen d’érude : 5 (O ;e,, ¢, ,¢,).
* Forces appliquées :
= —

~poids P = —-mge, ;

—# —
=reaction dusol N = He_P,',

= -+

— force motrice T = Te, ;

= —+
— force de frottement F = -Fe_ .
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* Expression des puissances :

- -+ =+ + 4
PP, =P (Gl =0 (PLE)
— = -
PN)|, =0 (N17)
-aﬁrl"’].m o -E{Gnil = 2% (60 - v)e?
Ny
P(F)|, = F-0(G)], = ~(450+0,dv2)v,

% [:‘—; HHJJ] = 2{60 - v)v? - (450 + 0,4v7)v.
On cherche la vitesse maximum c’est-d-dire quand % =0,
L'éguation du TPC s'écrit
0 = %mgu:ij_:‘ = [2060 - v)v- 450 - 0,dv2|w  soit 1200 - 207 — 450 = 0,402,

2,403~ 1200+450 = 0 soit v=459m-s!
(en ne conservant que la plus grande des deux valeurs possibles)

Ol COCOre ; v=165,3km h'.
3} On cherche désormais "accélération maximum, on a alors % = 0, soit ?1;1;' = 0.
Or d'aprés I'équation du TPC ; ona :
dy i | 1
my - = (- 2,402 + 1200 - 450)v  soit " ;r{_ 2,402 + 1200 - 450)
.. din 1 de do 1 de
en dérvant T = E{—d‘jgﬂm * lﬂﬂm] = H—Im[—4,ﬂﬂ+ 120) = 0,
soit —4.8v+120 = 0, d'od v=25m-s5-l.
=90 km - h-1.

On en dédwt alors "accélération maximum §

v=25m:s"!

B = i{—2,4u1+ 1200 —450) avec *m - 1300 kg

By = 0,81 m-58-2,

Exercice &

On va appliquer le TEC entre les points A et B @ un colis afin dévaluer le travail de la force de fror-
tement nécessaire au bon fonctonnement du systéme.

* Systéme érudié ; un colis M (masse m).

» Référentiel galiléen d’étude : B (A e, . ¢, ¢, ).
+ Forces appliguées :
- poids ]_; = m;;

A P — —
— réaction du plan incliné R = Ne, -Te,
comme il v a glissement du colis sur le plan incliné, T = fN ;
* calcul des travaux des forces entre A et B :

_}
W(P)|, = €,(A)-€,(B) = mgh (>0)

1|:. = = = AL EELTINIATL T IR L
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W"ﬁ}[ﬂ - —TH-,'&— = —fﬂi

. < ).
sIn o sino (< 0)

A\_ M ne travaille pas car M ast toujours L au déplacement.
* Le TEC s"&crt ¢

E(B)| -E M) = WP +W(R)|
(B, —EAA), = WIP)|, +W(R)|,

1 : 1 3 _ h
FMUp -~ MU, = mgh-fN sing

On a encore une inconnue () dans cette équation, On va appliquer le PFD afin de la calculer.
* Le PFDD projete 5ur€: donne ;

-+ -
ma(Mj|, -2, = (P+R)-¢2
L]
pisdemt. o [0 = a'rrg-,!ll c_:irh
'I-ﬂ-lmr:_
soit 0 = mgcos(R-a)+ N ouencore 0 = -mgcoso+ N

N = mgcosa.
A I'aide des deux derniéres relations et en remplagant N :

1 2 1 2 heoso b
SMUR — U, = mgh - fmg — =m.ﬁ(]-——)
27 R 2T A Bh-Ime e g tand
BOiL : tang = _':H
1 Upn—Ta
2gh
. f
',¢_ L'umité de — g5t : — 1 ; le résultat est sans dimension, o qui &5t homogéne & tan o
v~ ¥a LLLU i
1 " T2gh m-5 2 mm
0.4
AN, tano = =0,398, qg=21,7°.

0,22-0,52

| = —2= _— i
2=9.81 %15

Exercice 7

1) Phase 1 : plan incline
On va appliquer le TPC au point M dans le référentiel 5.

* Systéme étudié : 'enfant et sa luge assimilés au point
matériel Mim).

« Référentiel galiléen d’étude : B (B ;¢ ¢, ).

* Bilan des forces appliguées au point M :

N *
—poids P = mg: .
— réaction de la piste N = NE:
=
(M L piste car il n'yv a aucun frottement).
* Puissances de forces
-—
Comme on a posé : AM = -Tﬁ__: . on obtient la vitesse de M pendant cette phase :

Efmlﬂt = ¢, .

Exarcices
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Ainsi ;
= 2+ % .
~ puissance du poids '?{P}L = P "P{M','Ila = mgx,sing;

. N - 3
— puissance de la réaction : @[HIL‘ = NIH{M}"I. = 0.
]

Appliquons le TPC au point matériel M({m) dans le référentiel 5.

Lénergic cinétique de M est: €c(M)|, = = Zmii,

Le TPC donne :
. =B +PN|,  soit mih = mgss
TR 2t (M) a, Wit mi% = mgisina,

en éliminant la solution parasite x; = 0 et en simplifiant par m, on obtent :
x; = gsina.
Afin de déterminer la vitesse en B et la durée de cette phase, il est nécessaire d'intégrer deux fois
I'éguarion différendelle précédente : x;, = gsinor + x,(0).
H
x= %,gsil:u:l:.tcz + X, fli!lj

0
La durée r; de certe phase est donc obtenue en résolvant I"équartion :

| . [ 2L
L=—21r5.ml:lt? soit f) = fﬂnul

Lavitesseen Best: v = (1)) = gsinay,

= /2Lgsina.

U= pEind

£3in

'I;}.' Urnité di 2L Amxem~' . 5 ) = g (homogéne & un temps) ;
o gsanc

unité de J2Lgsince:(im=m-5 P

2) Phase 2 : partie horizontale

On va encore appliquer le TPC au point M dans le référentiel 5.

* Systéme étadié : point matériel M(m).

» Référentiel galiléen détude : 3t (B ; 2, . e,).

* Bilan d:lfnrcnappliqué:l au point M :

- poids E”. = l:r.r; —H'Il"ﬂ_,

—réncnnnnmmnled:lnpm:ﬂ He H

—mcunnungcunel]:dellpmc {furc:d:fmttm:nt}T = -T: (T > 0O car la vitesse de M est diri-

=m- 5" {homogéne & une vitesse)

gétttlnne,j.
T =N sl va glissement
" 1T<fN sinon.

Comme il n'y apasd:muuwmnns:lme_;,]ePFmei:t&m:E donne :
-+ = +
P+N =0 soit N =myg.
_}
Ainsi T = —fmge, pendant toute la phase de freinage ;
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* Puissance des forces

La vitesse de M s"écrit H{MJF,. = xe,

T, aini :

- la puissance du poids est #{P}

— la puissance de la réaction nnrmn.l-e est P Nj = 0;

- la puissance de la réaction tangentielle est ;
_}

P —+ .
:;1"‘1[']"]::_"l =T-ﬂ[M}|ﬂ‘=—fmgx-

L'énergie cinétique du point M pendant cette phase est : f,r.'[M:I“ = lm.t?

* le TPC appliqué au point matériel M(m) dans le référentiel i d::nn.-nr. :
dlﬁ |_q —* =+ | —*
—1 - @[P]|a'+ PN)|, + @{T:h‘
ainsi: mxx = —fmgx;
en éliminant la solution parasite x = 0 et en simplifiant par s, on obtient : ¥ = —fp.
Ainsi, 51 00 suppose gue certe 2° phase a débuté 4 ¢ = 0 (changement d'origine des temps),

= =fgr+x(0)
{I
i
et x=-fg—+vi+x(0)
2 I

0
La vitesse x (1) s'annule au bout d'un temps ©, vérifiant : 0 = - fgr, + v

oy Eiz.gsim: 1 |'2L
7 fz x4

- v .
,t;. Umite da o dm &7 dm - 57 = 5 (homogéne & L.

g

La distance d*arrér est :

D = x(t,) = _Jj;_! 21}52“‘“ + J2Lgsina % - “JZLME

Lsina

D= 7

3) La durée totale (des 2 phases) est :

2L +1 2Lsina
sesince

T=1g4+t =

Exercice 8

1) Pour déterminer la vitesse au passage a la verticale, nous allons utiliser le théoréme de I'énergie
mécanique [ TEM).
= Svstéme étudié ; bille assimilée 4 un point matérel M de masse m.

e

* Référentiel galiléen d’érude : 5 (O e, e .¢.).
* Bilan des forces appligquées au point matériel Mm) :

L. »
- poids P = mg;

_}
— tension du fil T.

t ‘Er:.":;‘ei T



Travaux et énergie potentielle des forces appliquées : e
cE = _ ids -+ @7
EF;. = mgl(l - cosB) pour le poids ; “ o
=5 -
* la tension du fil T ne travaille pas puisqu’elle est toujours perpen- —

diculaire au déplacement.
«TEM: ¥ _ = cte (il n'y a que des forces conservarives ou qui ne

travaillent pas) ¢/ 6
donc &g (0= E,(r=0), dou E (1) + €, () =F(r=0)+%, (+=0)
et: ' PL‘\?':'
lﬂﬂ!: +mglil —cosB) = 0+ mgfil - cosb,), . I‘-ﬁ* W s
; M{mj "~ - - - A RN
au passage a la verticale : 8 = 0; ainsi ; EM Iy g_,f’
%mvﬁ = mgf(l - cosB,) soit v, = [2gl(1-cosb,). TP

2) Dans cette seconde phase, le pendule se trouve du oité droit ; nous allons appliquer & nouvean le
TEM au méme systéme, dans le méme référentel.

Le systéme est toujours conservatif (les forces sont toujours les mémes), ainsi

E 1) = cte
1z T - 1 2
EAn+%E, (1) = 5MUp; SOIt Smy +mgly(1-cosfl) = 2™ .
L’angle B, est areint lorsque v =0 :
2
1 2 - Ty
mighnll — cosP_..) = ZMy  soit cosf.. = l—E o

s0it ¢n remplacant v, par son expression !

2g8(1 - cosBly) £
o = 1= = 1-=(1-cos8
ﬁll.ll zﬂﬂ 'En{ [l}
Ou encore Boex = arccos|1—r{l — cosB,)].
3) La courbe représentative de r— . (r) a I"allure Boee
SUIVanLe : 4
(%) (rad)

"As. On peut remarguer que équation précédente peut s"écrire (180°) &
sous |a forme :

fefl - cosph__ 1 = ({1-cosb,).
Ce qui montre que la bille remonte & la méme hauteur que sa
hauteur intiala (90~ W
Par axemple, lorsgua r = 1, c'est-ad-dire lorsgue | = {g.le 2

pendule remonte & une position angulaire 45°, axactemant & (45%) 0,783
la méme altitude que celle iniiale. On ne peut pas dépasser

r= 6,828 car sinon, il n"y a plus assez de fil pour realiser la con-

dition précédente {§; trop petith La waleur limite wérifie

aquation : 20, = {1 = cos,).

4) Afin de déterminer la tension du fil, appliquons le PFID au point matériel M(m) dans le référentiel 3t

= =+ =¥
mn{M]lm. =P+T.
Or dans la base {E:.E;.E:rl. ona:

—
PM = Goe,, UMy = Gofey et dM|, = oBeg-eofe).
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Ainsi le PFI s"écrit :
m{fuﬁ';; —£,p%2) = mgcosPe. - mg*.amﬂ;; - T;: .
e projeclion sur E: :
_MEUBE = mgeosP-T.
Au passage i la position extréme, la vitesse de M est nulle soit £, = 0 c'est-d-dire § = 0
et T = mgcosp.
T s"annule donc si B, = E rad;deplus T<0 s B . > T rad.

2
Ainsi les seules positions pour lesquelles le fil reste tendu sont celles pour lesquelles x = 3,41

soit fi < 3,41 s0it encore :
0
{y = 29,3 cm,

Exercice 9

1} Le mouvement se décompose en deux phases : la premiére pendant laguelle 1a bille est en contact
avec le ressort (qui I"accélére), la seconde pendant laguelle la bille suit le guide (sans frortement), sous
I"action de son poids seul.

Déterminons dans un premier temps, la vitesse de la bille au moment o0 le contact se rompt avec le
ressort (lorsque la longueur du ressort est £,).

» Systéme étudié : bille assimilée 4 un point matériel Mim).

+ Référentiel galiléen d’étude - 9,(0 ; .. ¢, 2. ).

= Bilan des forces appliquées :

— poids l_:'lr = ME;

- réacton du support 1:: (L support) ;

— force de rappel élastique du ressort l?:

La réaction du support ne travaille pas car on a négligé les frottements. Le poids dérive d’une énergie
potentielle ‘EI.: = mgh = mgxsino (haltitude de M au-dessus de O). La force de rappel élastique E}r

dérive d'une énergie potentielle p = %ftfr ~£4)* (x est la longueur du ressort).

* TEM :
Epln) = '#=+ipp+'£5.: =cte =& (t=0)

‘—;m.ri + mgxsino + ék{: — £ = 0+ mgx,sino + %ﬁr{xl}— €402,

lorsque x = £;:

1 . . 1
Emt.-ﬁ-rmgiﬂsmu = 'l'mgx,,]smﬂ+§k[x,:,—fn:|3
soit
- |k 2 -
- M k M-m' ) ) - - . . .
,G, Sl Xy — g1+ 200Ky — {5 )SiNGT @ COMME umeld ke m* M- 5 “xm= M 5 “=m:& " homogéng & w.
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Exprimons alors la position x, de la bille au moment o0 sa vitesse 8" annule :

idenrique 4 la phase précédente.
* Forces appliquées :

. -
- poids P ;
_5
= réaction du support M.

. Wfﬁ} =0 et ip' = mgxsina.

*TEM: €. +%, = cte, d'od :—,ﬂ'll'z-l- HigEsinm = %mﬂ§+mgfﬂsinu.

2
- o B
*Lomsque v=0, x = x| donc: x géino = i':‘-bgt’ﬂsmu

z
ol ]
= £y,
* 2gsina *te
soit en tenant compte de 'expression de ¢ :

: k
2g(x,—€y)sino + ={x; - £;)?
X, = S m:{ R +E, = x2,-4& -1-1,55-—-—-—{'1.'.“_‘t!‘:']Ii
! 2gsin o 0T Amgsinee
kixy— €517
i 0~ *a
S0t : X| = X
! 2mgsini
-c: T s a comme unitg ™™ ! M-8 o cs qui est homogéne & x, et x,
Zmgsing kg=m-57 kg-s? kg-s? g o BL Xy

2} La courbe représentative st

o

e X, (Cm)
12

Par lecture graphique, on lit que pour avoir x; = 1 m (sommet du guide), il faur x;, = 2,9 cm.

'b: On aurait pu résoudre Méquation du second degré donnant x;.

H Chapitre 3 - Puissanoe o1 énargie an rifarentied galiléan



Exercice 10

1) Les différentes trajectoires de phase se rapprochent de I'axe horizontal (sauf pour les séparatrices) :
la vitesse angulaire finit par s’annuler ; il ¥ a donc des frorrements qui entrainent une diminution de

I"énergie mécanique du systeme au cours du temps.

,I_‘I"p, Le sens de parcours ast

e gqauche & drole powr ©
die droite & gauche poer B -

2) Les trajectoires de phase (exceptées les séparatrices) se rerminent toutes sur une position d"équi-

libre stable : 8= ..., 0, 2n, ... rad sont les positions d’équilibre stable ; les points ..., (0, 0), (2mx, 0,

... 3001 des poinis attracteurs.
Les points (-m, 0) ; (x, 0) ;
3) La trajectoire (1) montre la présence d'une révolution compléte du pendule, avant d'osciller et de

... sont les points d'équilibre instable.

se stabiliser (8 part de - rad et se stabilise 2 8 = 21 rad).

La trajectoire (&) ne montre aucune révolution.

Les séparatrices sont les courbes (20, (3), (@) et (5) : une fois une trajectoire de phase entrée dans « 1'cedl »
limité par les séparatrices (2 et (@), elle n'en sort plus et se stabilise sur la seule position d'équilibre

stable se trouvant & I'intérieur (8 = 0 rad).

",t:: Ces saparatrices ont até tracees dans le cas od il n'y g pas de frottement ; ¢’est pour cela que des trajectoires de
phazse semblent & couper, ce gui est contraire au principe d'dvaluten uniqee d'un systéme [§ T fiodes),

Exercice 11

1) Position d’égquilibre

» Systéme étudié : atome M assimilé a un point matériel de masse m.

*Eiﬂrrmﬂ:lplﬂﬁnnd’imdn:ﬁ*.

* Forces dérivant d’une énergie potentielle :

C
'E:E—

K
P =

Pour déterminer les positions d’équilibre, on trace la courbe r+—s ‘Ep[r}l.

-665x 1072

La courbe présente un minimum en r, = 126,9 x 103 m,

Il s’agit d"une position d équilibre stable.




dE
Par le calcul, on cherche les extremas d’énergie potentielle en résolvant I'équation : —E£ (r,) = 0.

dr
dé 12C K 12C_ K_ un_12Cc .
—_—l o — = - — = — .
3 = on +r1 donc r# rﬁzn*ﬂ » bont
_ (12C i
Fp = T :

i J |'.'"\..
'I;: Unité da | ]i_!:]“ |:‘JJ rT|:1 |“ = m homogéne & r

AN. ry=1269x 102 m,

d*€
Pour savoir si cette position d’équilibre est stable, on cherche { dr;]'[r':'] :

d¥, 12x13C 2K
dr? rid r

d2%
done -a;f{rﬂ} =4955]-m2 >0,

d*E
Comme Fﬂtrﬂ} est positif, la position d’équilibre est stable.

1) L’énergie de dissociation est I"énergie qu'il faut fournir a la molécule HCI pour que 1'atome H part
a I"infini, soit :
Eg =~ (ry) =665 x10°21 ]
soit encore :
Ey=4,16 eV,

3) Enposant r = ry+ € (€ << ry), on effectue un développement limité de la foncoon € ,(r) autour
de r, afin de ne considérer que les mouvements de faible amplitude (£) autour de ry,

1iuu:l‘ﬁ (r=ra)?d*¥ k
E(r)=E (rg) + (r—ry) dr’*{rn}+ 3 dr;'[r,,}nﬁpnrﬂnieﬂ.
dE d2¥
= —E —] L — —E
En effer : o (ry) = 0 {on pose : & i (rg) ).
Ona:
€, =6 +€, = %mt=+‘ﬁpir,}j+gr;3-

Dna:o=rF= g.

dE
de
En éliminant la solution parasite £ = 0 et en divisant par m, on obtient : £ +£E = 0.

Or €, = cte donc =0, soit mEE +hée =0,

On obtient I’éguartion différentielle d"un oscillateur harmonigue {oscillation sinusoidale) dont la pul-
sation est :

[ i: 2nfy.

La fréquence des oscillations est donc :

1 |k
b= 3mlm

AN. f,=87x10" Hz.

',c"': Cette fréquence correspond & une longueur d'onde A, = f = 345 ym ce qui corraspend au domaine de Ninfrarouge.
T
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Exercices de niveau 3

Exercice 12

'.G.' 1) a) On cherche & calculer la vitesse en un paint donné {le point C) connaissant la vitesse en un autre point A} © vy,
— Yiour methodea 2.

On applique donc le TEC au point matériel M par rapport au référentiel galiléen St entre les posi-
tions A et C.

* Forces appliguées au systéme :
_..

-poids P = —mge_:;

_}
— réaction du support N (L support car pas de frottements).

» Travaux des forces :

_..
W), = -(€,(C)-%,(A) = ~(mgx2R) = ~2Rme.

".¢. Le travail du poids es1 négatif, ce gui est logique car ke poeds est resistant dans le deplacement de A vers G i(de B
vizrs Ci

W[, =o.

-

. N estatout instant 1 au support Le déplacernent est & tout instant // au support. N est donc a tout instant L au
dirplacament

e Om woit ici tout intérél des méthodes énergédtques puisque entre A ai C, méme i la directon de N évolue beau-

Coup, s calculs restent simples car N reste towours L au déplacemant

* TEC entre A et C :

BAC) A, = W) + WD), soit LmeZ - Lmed = ~2Rmg+0 soit 0d= o3 - 4R
- |!l: . {il_ 'ﬂ: ll'|: 2 c 2 AT £ C= Vg = 2gh.

5i on suppose v, > 2.JgR, ona:
ve = Jus-4gR (1)
',¢. Comme v &t vy santenm-5 ', genm-5 ! et A en m, cette expression est homogéne

b) Une fois le point C franchi, la balle décolle et retombe sur le sol horizontal.
11 s’agit d’un probléme de chute libre {(voir chapitre 2). On applique le PFD :

C

o’ .. i |-. ﬂ E-R

—5
l'_"_ M

“ iy a .
e, A A ¢ X ‘B

L)

* Systéme émudié ; balle assimilée 4 un point marériel M de masse m ; point Mix, v).
- = 3

* Référentiel galiléen d’étude : 5t (A e, e, 0. ).




* Force(s) appliguée(s) au systéme :

- * —
—poids P = mg = -mge,.

_}
» Le PFD s'écrit: ma(M)|, = P.
E
—

= Yecteur position AM = x::+yij;

. - I
- vecteur vitesse v(A)|, = xe +ve,;
[}

. de +  cde, »
- & ] F : it — il 4 _
,v. #,. €, fixedans# , donc |{ T ]|| 0 et f T }. 0.
. a o =
~ vecteur accélération E{M}h. =xe, +ie,;
le PFD donne donc @
o= L= -
mixe +ye) = -mge,.
',¢: Le PFD donne une relation vectorielle

. lati I
On va projeter cette relation sur ¢, et ¢, :

“-:'[M(fg:+jjg_:l]=§:-[—mgﬁ] soit mx =0 ou:
=0 (2

.’G:E; e, =0, & -8 =1

— L= L= — -+ , .

e, [’“{:*’x "'.3"'“*_1.-}]:‘_1.-'["“3‘_1.-] SOt My = —mg.
y =-g (3)

On connait la hauteur de chute (2R), on intégre donc deux fois 1'équation (3) :
¥ = - gr+cte;.
At=0(aupointC), y(r=0)=0 donc cre, =0er:
g2
.}*=_§'2""'m2-
ﬁr={lfaupuintﬂj, wit=0) = 2R donc cre,=2Rer:

¥y = —g§+2R.

/__i\ We pas oublier les conditions initiales,
On en déduit donc la durée de chute T pour arriver jusqu’au sol (y=10) :

0=_g_'T'1+2R

2
T=E‘ “)

',¢C Comme T esten 5, R enm et genm . 57, cefte expression est homogéne.
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On veut déterminer la distance horizontale parcourue £, on va donc intégrer deux fois I"équation (2) :
x =0, donc x = cte,.

Ar=0(aupointC), #(tr=0) = ~v. donc cte;=-v.etlona:x = —- e I+ Cley

At=0, #(t=0) = d donc cte, = d,d'od ¥ = —vr+d, soit:

d-x=vpt.

'n_' d— x représente |a distance horizontale parcourue a tout instant (depuis ke point Cl

La longueur £ cherchée correspond a cette distance horizontale parcourue a I'instant o la balle tou-

che le sol (en A”) quand r =T :
£ =v:T, soit £ = o= f?m -

'I;: Comme v estenm. & Renmet genm £ [ enm, cette exprassion ast homogéne.

¢) La vitesse U, requise correspond 4 ¢ £ = d = 3R (la balle rerombe en A).
D'aprées 1 a) et 1) b) :

e ﬁ,"? =d=3R, dou .Il'ﬂi;figﬂ",'%ﬁ = 3R

En élevant au carré : {wi"—ilgm% = OR? soit uiu = ?ER,, donc ;

5
Uy, = iu‘ﬁ
'b_' Comme v, estm-s7', genm- s et B en m cette expression est homogéne

2) La balle doit rester en contact jusqu’au point C ; on va donc calculer la vitesse minimum néces-
saire en C pour que cela soit possible,

',t;: Le contact exsle S la reaction du support n'est pas nulla

i

o
. (O]
£y ;:
A

Appliquons le PFD dans la position C.

* Systéme étudié : la balle.

* Référentiel galiléen d'étude - 5.
* Forces appliquées :

— poids l_"} = —rugE_:.;

S oy 4 -
= réaction N =—Nay,'.




- =+ =
.L:PFDE."E:ﬁt:maI:MHm = P +NM.
E

e T +
- vecteur position OM = Re,;
—mmﬁm:z[M}lm = Ré;;;
B

- vecteur accélération E{MHQ. = R#@ E;— RO 2

(au point C) = RB(-¢,)- RBE{E:]'

‘.v: Au pointC, B = ;rad donc 8, = -, et @, = -g,.
le PFD donne donc en C ¢

m[aﬁ (~&3)- REE{E:}) = -mge, -Ne, .

_— —
En projection sur €, :
—mRE = —-mg-N, soit N = mR 6 - mg.

2

el e)

v n Vp
':t}. EnC:w; = A6y donc B = ﬁ”

Pour que le contact soit possible, il faut N = 0

ve = JER.
On peut, pour cette valeur minimum de o, caleuler la distance horizontale parcourue { pendant la
chure libre : {question 1) b)) :

f:iﬂcﬁ, 0t f:ﬁf?:zn.

Ainsi pour que le jeu puisse étre réussi, il faur que J > d,, = ZR, soit:
dﬂ“l - IRr

Exercice 13

1) pestle pas de I'hélice @ c’est la distance verticale parcourue par le baigneur en 1 tour de toboggan.
Pour I towr, le baigneut parcourt

— une distance honizontale égale 4 2R ;

— une distance verticale égale a p donc :

tano = L = f = IxRtana.

2rR
Par ailleurs k, = np, donc:
fiy
ant = IR’
AN, tano = 3 o =0
o T 2nx25x2 )
2) Appliquons le TPC au baigneur M(m) par rapport au reférentiel galiléen &t (O ; 1_!:, E:,, 1_!: 1.

',¢ Voir méthode 1

H Chapitre 3 : Fulssance &t @nergie en réleraniel galilsen



* Forces appliguées au systéme :
=
- poids P = —mg;: C
- réaction du toboggan N (1 au toboggan a tout instant car pas de frottement).
* Puissances des forces :
- + 4
P(PYa, = P-o(M)|a,.

——
Or le vecteur position est : OM = .\'.r_: +}Ie_; +z;: = chs.'Ele_: +Rs.i.nH'€: +2£r|:EE:

donc ©(M)|a, = -Rsin88¢, + ReosBlz, + 1‘.2*9;:-
¥ In
',¢ e,. E': Bt &, sont ctes par rapport & A,
Ainsi *E-"l[f*}}|a‘ = —mge. -[— Rsinf@e¢, + Reost e, + %é;:] = —mg%él.
'l:)': 8 < I donc J'|F;‘- . = 0: P estmotrice ce gui est narmal.

b N =+ -+
E\P{leﬂ = 0 car & tout instant N L o (M)]a,_.

* Le TPC s'écrit :
d

w9 o,

0 0 2 . 2 :
Or v} M)y = 3(M)|a,  T(M)|a, = [Rfsiuzﬂﬂz + Ricos?00” + f;a’] = [R"—'+ P—] &

4n?

S04t %[%m[lﬁ+f—;]ﬂ=] = —mgﬁﬁ, d'on %D{R1+$)E‘§ = —mg%ﬂ : done :
£
6= -—g—28 _.
RI+£:E
Or p = 2rRtana, donc:
@ Riano _  F tana

= ¥ R*,R'tan’a  R1+tanc
',¢ Comme 6 estenrad - 52 (rad ; unité sans dimensien) gen m - 5 2 et R en m, cette expression st homogéne

3) Pour trouver le temps de glissade, il faur intégrer deux foiz I'équation différentielle :

§=_4£_tanc

R1+ tancr
g tano

" RI1+man‘a

A 1= 0 (au point D), le baigneur n'a pas de vitesse donc 8(r = 0) = 0 donc cte, = 0.

g £ tana o

R1+tanfa 2

_B=0)
- 2n

6= +cte, .
..

Ar=0(aupoint D), zir=0) = h, = np % 2nRtana, soit:

'&D
Ruana = ClE;

g tano I*_:'+ Ry .
Ri+tan‘aal Rtano

Bir=0) =

donc ; Bit)=-

I Exercices



Lz baigneur arrive en F quand 8(r=T) = 0 soit :

0. £ _tama T2 h
BEl+mnlae 2 HRtano

T _ by 1+ tan'a

2 £ wanto

sint
]+
T2 o Mo costa 2Ry 1
g sina £ sinfo
cosio

[ Ok,
donc : T = .
ond gsinlo
_ 2x3 _
AN.T = 'Ig,a;-:mqgnj 6,5 5.

",¢.‘ La valeur ast faible car les froftements n'ont pas &bé pris en compte.

4) Méthode 1 : on utilise 'expression de 8 pourr =T :

. 2
H:—Eﬁxa\'ﬁ::-T- ,'&'"-
R1+manio gsinfo
5in o
; cosot 2h . i
Ainsi: 6 = £ _S80 . | ST i § = L SIROCOSG pa-
R, sinfa 4gsin'o R sing
cos® o

Or l;{MHaJP = [Rhﬁ]é‘ = [R? + R?tan’ue] §°.

2h in?
EnF:vp = R3]+ ana) = ?':'zsms?m = Ehnf(l+::—'2z]w2ﬂ = 2ghy.

Ainsi : Up = .Ifilll,.
AN vp = J2x9,8x5=209m -5'=35,6km h-'.
Méthode 2 : on atlise directement le TEC entre D et F ;

i —
€AF)|y - €Dy = W(P)|a,+ W(N)a,

SOAT ¢ mt.-:, = mgh, +0 ouencore %mﬂ:- = mgh,; et done :

“F=m-

AN. vp= 35,6 km - h'! (valeur élevée car les frottements n'ont pas été pris en compie).

Froi ] et

ol -

)] =
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Exercice 14

1) Dms le reférentiel galiléen 3’: » le point matériel M[m}l est soumis a des forces conservatives (poids

P force de rappel elastique du ressort force Fd} el 4 une force qui ne wavaille pas { réaction de

la nge OM : R, ). Ainsi le systéme étudié (point matériel M{m)) est conservanf,

L'énergie potentielle de pesanteur est : €, = mgRcost + cre.

L’énergie potentielle élastique est : 'Epﬂ = ék{f = £5)% + cte,
avec { la longueur du ressort.
——ly e e

Géométriquement, on trouve : AM = AQ + OM,

) — — — —
soit : AM? = (AD+OM) = AD?24+ OM242A0 OM = AD24+ OM2 4+ 2A0 . OM  cosB,
Ainsi: €2 =L?4+R242LRcosB, soit § = (L%4+R?+ 2LRcosh)!'?;
et donc : 'EI," = :;k{[L3+R2+21.Rmsﬂ]|”1-fﬂ,}'”+cte.
L'énergie potentielle du point M est

ﬁp = ‘EPP+'°EPH = myRcosH +§[{L2+ R+ 2LRcos8) "2 - £ ]%;

en choisissant la constante nulle,
En tenant compte de L = 10R et £, = 12R, ona:

2 2 2
¥, = ngmsB+§[[lﬂ1&3+ 20R¥cosB) 12— 12R] = ngcuaE+'%[(lm + 20cos@)!’2 - 12] .

2} Afn de déterminer les positions d'équilibre et lewr statalite, on décide de tracer la fonctdon 8 HEF{E}.
Numériquement, on a :
"#pl[ﬂ} = 294,3cosf + 25 000{ (101 + 20cos8)1/2 - 12)%,

£,08) ) 4 5

2 - 10%

R B (rad)

il A

Exarcicas n




,r}, On congtate qu'il v & deux positions d équilibre
= i = [, position d'équilibre stable {minimum 4'énergie potentielie) ;
* 0 = 7 rad, position d"équilibre instable [maximum d"énergie potentialle).

La porte de garage est donc dans une position stable en position haute (porte ouverte) ¢t instable en
position basse (porte fermée) ; de cette maniére, il est facile d'ouvrir la porte.

d¥
Pour retrouver ces résultars, on peut chercher les valeurs de 8 annulant TEIE :
dié
ﬁE = —ngs:inlEH-kR?[é{— 20s5in8)({ 101 + 20c0os8)" 12 x ({101 + 20c0s8)1/2 - 12}];
d€ .
d—; = —RsinB[mg+ 10ER(1 - 12(101 + 20cos8)-1/2)]
§

signe comstant

d¥
ainsi les solutions de I'équation —£ = 0 sont@ =0 et 8 = 1 rad.

de
d¥é d*E
Pour étudier 1a stabilité de ces deux positions d’équilibre, il faut calculer d—EFE-[E =0) et d._BlE{H =),
&
E;;GSE = _ReosB[mg + 10RR(1 — 12(101 + 20c0s8)-1/2)] + Rsin?8[1 200(101 + 20cos8)-V2] ;
4, 6=0) = -R[mg+ mm—w‘] = - [11mg- 10kR]
da? 11 11 :
4,
N = = =
AN. S0 =0) = 45160 > 0
Donc la position d'équilibre haute (porte ouverte) est stable.
are 120kR] _ R
i = = R[mg+lﬂkﬂ— ; ] = Z[3mg— 10kR).
d*€
AN, F;m =R) = -166 372 <0,

Dwonc la position d'équilibre basse (porte fermée) est instable.
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CHAPITRE

n Oscillateur

harmonique a un
degre de liberte

Introduction

L'oscillateur harmonique est un concept permettant de modéliser le comportement de
nombreux systémes physiques, notamment leurs oscillations sinusoidales de faibles ampli-
tudes autour d'une position d'equilibre stable : circuit electrnique oscillant (oscillateur a
quartz pour les montres), phénomeéne vibratoire mécanique (bariment vibrant sous
I'action du vent, amortsseur de voiture, atomes d'une molécule, etc.). Ce chapitre ne fait
appel gqu'a des méthodes générales déja étudiées ; les résultats seront trés proches de ceux
obtenus lors de Iéude du circuit RLC sére vu en électrocinétigue.

Plan du chapitre 4
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1. Haponsa de |'osCillateur BarmmonigUB . . . .. cvver e snesssersmesssnssissis 134
Tt L e 1) - P N e SO e R S 134
3. Portrait de phase de |'oscillateur harmonigue nonamorti .. .cov v vneeernas. 135
4. Exemples d'oscillateurs harmonigques . ........ccovvevavrrmnreorsarrass . 136

B. Uscillateur harmonigque amorti par frottement fluide. . . ..o oo v v mnmnmenadas 138
1. Rasolution mathématigue de I'équation différentialle . . ... ... v nann 135
2. Etude énargétique, imerprétation du facteurdequalité . ... ... o000, 142
e P EIE  EII  rs oe ee H  B  B a . 142
4. Examples g’ osciiataurs 8m0mEE . cuiiaih s e e e e e 143

Miéthodes
LCOBBETIEM & TRBE B OBLINTE oo ot g e 3 b i s e o e R i e 145

B L BRI s e e s e R Y R e e 150

I - T e L o e e L, e e ey 152

PR R A M N L s e e e S e e e L 163




1. La régeme ast libre ; en effat,
Feseitatean gt nulle ce gui ae woit
car Miquaton ditférestelle a un
second membra nul

2. x représerts ["Gcan entre « ks
pasitian X & du systime ot 53
pasition d"éguilibra X, -

= R=-K,.

1. On pourral éerine la salutioh
sous |3 forme :
£ = Acosiogl) + Bein{eu,l).

4. Dans be chapitre 3, nous Svons
moniré que 5 Mescillateur n'était
pas harmanigue (énergia
potertiglle non parabaliguel, an
pouvait, an ne 5 intiressant quaux
petites vanations autour d'una
positsan & bguilibre siable, s
ramgnes & Pitude d'wn oscillatowe
harmonique |énargie potentielle
parabofguel ; on effectue alors
une approxmation harmomgus de
la fenction énargie potentells,

5 Lastermes da degré supérigur a
2 ont les termes anharmonigues
de lengrgie potentielle ;los autris
{jusgu’au degré 2) sont les termaes
hasmonigues.

A. Oscillateur harmonique non amorti

Mous nous intéressons ici 4 des systémes physiques 4 un degré de liberté,
conservatifs (on néglige les frottements), en régime libre, c’est-a-dire non
soumis 4 des excitadons permanentes, évoluant donc librement dans un
référentiel galiléen R, d partir de conditions initiales.

Un oscillateur harmonigque & un degré de liberté x est un systéme physique
verifiant I"équation differentielle! = :
.i':-l-m:x={l (1) iy, pulsation propre de 'oscillateur (rad - s7)

x &5t un paramétre décnvant 'oscillateur,

A.1. Réponse de I’oscillateur harmonique

La solution de 1"équation différentielle (1) est” :
xi(f) = X, cos(wyl+¢).

L'amplitude X de I'oscillation et la phase 4 'origine ¢ sont deux constantes
dépendant des conditions initiales (¢ = 0), par exemple :

x(t=0)=x, et x(r=0) = v,.

L'oscilladon d'un oscillateur harmonigue est purement sinusoidale. La I
péricde des oscillations est .

T. = n T, période (s) |
"7 w, oy, pulsation propre (rad - 57')

Remarque : en tenant compte des condinons ininales x; et v, on peut écrire :

lJ .
x(f) = xycoswy+ I;T:Biumﬂr.

A.2. Etude énergétique

L'oscillateur harmonique évolue au fond d'un puits d'énergie potentielle
parabolique, autour d’une position d"équilibre stable X ; son énergie poten-
ticlle s*écrit donc® :

. d¥ (M -X,)2d*¢ .
ip{x} = EF{KD]+{R—}EDJEE[}E“}+ 3 d:{:{x';'] R
Comme X, est une position LX) 4
d'équilibre stable : \ /'}
dé f
EEE{J{D; = {.
En posant :
4% 5 .
k= E,_E(xul (= 0), Xy X
— énergie potentielle
on obtient : — approximation harmonique

{la courbe est une parabole)

Fig. 1 - Appraximation harmonique de Ménergie

E,(X) = €,(X,) + 3RX-X,)2.
[potentialle,

Chapitre 4 © Oscillatéur harmonigue & un degré de liberts




1. mest la masse du systéma
trudi.

2. Aw woisinage de X = X, |position
o' équilibre stable), le systdme
tudil s8¢ compants comme un
oscillateur harmamigue 57 est
soumis & une force de reppel
ilastigie ;

4%
Fo _TEE = — k(XX

oulF = - kx avec x = K- X,

3 Lorsque &, a3t maximal, lg
Fystéma @ 5a vitesse maximale &t
'-Er egt mimimal | g systbme passe
par una pasiean & aguilibre stabla,
Lorsgue &, est maximal, le
systbma g5t le plus &loigneé de =&
pasition 4" dquilibre stable et €,
a5t nul ; la vitesse du systame ast
nulla.

4, La waleur moyenne de la
fanction A1l sur une durée T es1;

() = %j finde.
T

En écrivant la conservation de I'énergie mécanique, on obtient' :

Bpl, =€+, = %m}13+%p{}ln]+gtx—x{.}z = cte

puis en posant x = X - X, ona % = X et:

€, = ‘!?m.i'z + :{'P(Kuj + gr’-' = cte.

En dérvant par rapport au temps, on retrouve I'équation différentelle de
I"oscillateur harmonique :

. ¥ 2 k&

X +ayx =0 avec m.,=E*

En renant compte de la solution x{(f) = X ocos{@,t+ @) et en supposant que
E.(Xy) = 0 (choix de la référence d'énergie potentielle en X = X;), ona:

€(x) = = -k}{mﬂ‘ﬂﬁ (gt + @)

‘l

2 = Zmoofx Xpsin(wgr+ @) = 3EXqsin’ (@1 + )

et £ (x) = 3

I.'w-..ill— h.'l-lih-'

on obtient donc : €

m__'ﬁx'n-_ m'ﬂx'm

La fig. 2 montre les évolutions temporelles des grandeurs : €, € et'd

| énergies 'ﬁf{%kxi) )

1 -‘— e —— r = __.. -
0,9 1 % P | LA
0.He 2 '-.. l."r [

074 A/ . _
061 \/ Vi

1) SR AUUUURL ' SN S A Y

=TT A
/ A \Kk' ’jﬁ -'-: H\\ -yt

0.2 ¢
0.l 3

e In in
2

s
2

Fig. 2 - Energies cinétigue, potentiele st mécanique de Foscillatewr harmonique i =0).

On constate que les valeurs moyennes des fonctions &_ et f sont égales”

(€.} = Ek}; {sin®{a,r+ @)} = 4‘ X, = 5
: _ 1 2, a 1 r | I.‘E'nin
(€3 = Ekl"{m{l_uu [0yt + @)y = i EX =

A.3. Portrait de phase de I’oscillateur
harmonique non amorti

L'équation de la trajectoire de phase de ["oscillateur harmonigue est obtenue
d partir du TEM (fig. 3) ;

%mx +z&.::' [ o

Cours
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Fig. 3 - Portrait de phasa de
Fascillatewr harmonigue nom
amarti.

i I" '
4
’J

Fig. 4 - Ressort haripontal,

1. La ritaction a deux composantes
&n rialiv, une s&lon E:. &l e

perpendicula®e au plan ti:, E’,:I.
non représentés sur la figure 4.

Fig. 5 - Ressort vertical.

ﬂt hapitre 4 : Oscillateur harmonbgue & wn dagré de libarté

m.re:k=m§m,unn:
Lo + Lxt = ~(£)’ o Hm
FMES + 5 myx = €, soit o, +xt = 5 = cte

Dans le plan de phase [x ; "-"in)’ la trajectoire de phase est un ceércle de centre

&
O(0:0) estderayon R = —-k—"’

Pour chaque condition initiale (x, ; v,), €, est fixée et le rayon du cercle est fixé.

A.4. Exemples d’oscillateurs harmoniques

A.4.1 - Ressort horizontal

* Probléme & résoudre
On considére un point matériel M{m) fixé¢ au bout d'un ressort horizontal de
raideur & et de longueur 4 vide ;. Ce point marériel peut se déplacer sans fror-
tement sur "axe (O ; E;}, O érant exrrémité du ressort fixe dans le référentiel
galiléen ®,(O ; .., 2,) (fiz. 4). On notera A le point tel que OA = £,2,.
On se propose de déterminer 1'équation différentielle du mouvement lorsque
le point matériel M est ecarte de sa position d"eguilibre et liché sans vitesse
initiale a ¢ = 0,
* Résolution
Au repos, on peut appligquer le PFD (PFS) au point matériel M(m) dans le
référentiel " :
-+ + b -+
ma(M)|, =P+R+F = 0,
E
en projetant sur E: et en notant £, la longueur du ressort, on obbent
"'-k{fm""fu] = ﬂ E-'I:I'J:I 'E“ - 'E.ﬂ,.
Le point M se trouve en A au repos, la longueur du ressort est alors £, sa lon-

gueur a vide,
On écarte alors 4 ¢ = 0, le point M d'une distance x; et on le liche ; 4 un

instant f, on note A_h-"l = IE:;.- En appliquant le PFD dans ﬁ'.; au point maté-
riel M{m) : .

= —*
maEMHE =P+R+F,
B
s0iL €N projetant sur E:'. mx = —f((€y+x)=»£€,) = —kx.

En effet £, + x est la longueur du ressort 4 un instant r,
L'équation différentielle du mouvement harmonique est donc celle d'un

oscillateur harmonique :

f+m§x=ﬂmm§=£-

A.4.2 - Ressort vertical
* Probléme 4 résoudre

On considére un point matériel M{m) fixé au sommer d"un ressort vertical de
longueur @ vide £, et de raideur k. Ce point matériel est une perle enfilée sur
une tige verticale (O ; '5_’;}1 le long de laquelle il coulisse sans frottement ; O est
_..
&

Pextremité du ressort fixe dans le référentiel galiléen % (O : ¢, , %}] ifig- 5.




1. Afin do déterminer I'expression
de ks faree de rappel F'. On pewt
supposer que £ = £,
Fellongemeant du ressor el &loes
£ g = £y =0, la force est dane
dirigée selon (-, 1

& —t

Fo= b, —fai-20;

On el SUSSH SUPPOSEr que

Fgy = €y lallongement du ressort
estabors £ — £, = 0 o force ast
done dirigée selon |+ u';b:

Fa bify-E,00, .

Il n"ast pas necessaire de savoir

quelle est la bonguaur réelle du
ressoet, méme s ici, il atait
prévisible que: £ < £

2 Comme il 'y o pas de fratiement,
ﬁ g5t perpendiculaire au

déplacemant danc dirigé selon &,
at salon le plan perpendiculaina &

(9,9,

Fig. & - Le pendule simple.

On se propose de déterminer I'équation différenuelle du mouvement lorsque
le point matériel M est écarté de sa position déquilibre et liché sans vitesse
initiale & r = 0,
* Résolution
Au repos (4 I'équilibre), on a, d’aprés le PFD (PFS) -
3 b o -
ma(M)|, =P+R+F = 0.
]

En projection sur ¢, et en appelant £ la longueur i I'équilibre du ressort,

ona':
—mg— k(€ —Ca) = 0 £ = f,,-"%"_
) — - ] -

On notera Alepoint : OA = £ ¢, et AM=ye,.

On écarte le point matériel M{m) d'une distance v, de sa position d'équilibre
etar = 0, onle lache.

M se mer alors en mouvement.
L’équation différentielle du mouvement est obtenue en utilisant le PFD ;
" 3 &
maiM)|, =P+R+F,
E
. . =iy
En projection sur e, :
my = —mg-k({  +y-£{;).
On obtient alors I'éguation d*un oscillateur harmonigue (en tenant compte
7]
de £, = £5- )

_ji-l-ﬂ];y-l] avec mﬁ:

3|

A.4.3 - Pendule simple

* Probléme i résoudre

La figure 6 présente un pendule simple composé d'une masse m assimilée a
un point macériel M et d'un fil sans masse inextensible de longueur £, On se
propose de déterminer, dans le référentiel galiléen M (O ; 2, ., e,, 2, ), 'équa-
tion différentielle du mouvement lorsque le point matériel M est écarté de sa
position d'équilibre et liché sans vitesse initiale 4 r = 0. L’écrire dans le cas
particulier des mouvements de faible amplitude,

* Risolution N
Dans le référentiel galiléen R (O ; ¢, . ¢,.¢,) le PFD appliqué au point
matériel M{m) donne :

- =
ma(M)|, =P+T.
R

Ona:
—y . . &
OM = € ; o(M)|, = fg; a(M)|, = €he - €672 ;
- i
i =5 -1
T=—Ta_': er P=mge_:.
En projection sur E:,:tmru'nm'quantqu:e_:-.e_; = Eusg+lEl = —sinf, ona:

mi B = —mgsinf.
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Fig. 7 - Dscillatewr LC,

1. Pour résumaer -
Micanique | Electriciti
x q
) i L

[ ==

2 A s'exprime ankg-s".

Dans le cas des oscillations de petites amplitudes (sinf = 8), la pendule sim-
ple vérifie I'equation différentielle d*un oscillateur harmonique :

-E'-I-m:ﬂ-{l, avec m:-.'@

A.4.4 - Oscillateur electrigque LC

* Probléme 4 résoudre

On considére le cireuit LOC (fig. 7), composé d"une bobine d'inductance L et
d'un condensateur de capacité C (charge ¢). On se propose de déterminer
I"équation différentielle vérifiée par g.

» Résolution

La loi des mailles donne :

di d? . od
uy +up =0 avec nuy = LE = Ld—:f; | = d—f, g = Cu_,
. dz2
s0it L=9:4 -
di? C
On obtient I'équation d'un oscillateur harmonique :
. 2 z |
g +Wyg =0 avec w,; = _1_":.

En comparant les deux équations :

mx +kx =0 et LE+%q=ﬂ,

on peut substituer a I'étude du probléme mécanique, I'étude d'un probléme
électrique (circuit L.C), en utilisant les rransformations suivantes' :
X=yg v =i

| 1. .

m— L 'E.__=§m:2—ri|_=ile
1 1 147
k—}E lil} = Ek:z —J‘E—c = EE

B. Oscillateur harmonique amorti par
frottement fluide

MNous nous intéressons maintenant i des systémes physiques 4 un degré de
liberté, soumis & une force de frottement fluide i"} = -Av (responsable de
I'amortissement) *, en régime libre, évoluant dans un référentiel galileen &t
L'équation différentielle du mouvement (origine prise au niveau de la posi-
on d'éguilibre) est dong ;

mx = = hx - kx oOuencore +£i +£1 =0,

qui peut s"écrire sous forme normalisée ;

| , wy, pulsation propre (rad - 571}
| X +2z0yx +@px = 0 = coefficient d’amortissement
de I"oscillateur (sans unite).




|
1.Le cas 0 — o (2= 0) Ou encore ' :

comraspond au cas d'un -
amartissement nul : on retrowve le

cas de Poscillateur harmonique A+ nl‘“;.'; + [I]: x=0 (2) : uy, pulsarion Pl'l:l'pirﬁ: (rad - ‘E_I':l
non amarti. Q | Q facteur de qualité (sans unité)
2 _ ko M _ R

avec iy = - ef E = mL

W _ . 1
Ona: — = 2z, 50it Q = Iz

Q

B.1. Résolution mathématique de 1’équation
différentielle

Les solutions recherchées étant de la forme x = Ke™ (K, r ctant des cons-

tantes complexes), on obtent, en reportant x dans (2), 'égquation

caractéristique :
oy b
e —r+my; = 0.
Q ®y
Le discriminant de cette équation du second degré est :
z
. 1
A= _4yl = [_ - 4]_
Q"- Q?

Le signal de A permet de distinguer le type de solution.

B.1.1 - Régime pseudo-périodique

Z g-<=1 [amortissement faiblel. SA<D, cest=a-diresi () = ;—i- la solution (et le régime) est pseudo-péniodique.
Les deux solutions de 'équation caractéristique sont complexes conjuguées :

Wy .

"-Un
Fip = + _",|||| {P:_ﬁ_
et la solution de 1'équation différentielle (2) est:
x(r) = Ce"' 4 De™',

3 On aurait aussi pu dorine : qu'il est préférable d’écrire sous la forme ' :
- qr
x(f) = X cos{m,t+e)e 10, _ %t
x(t) = (Acosw,r+ Bsinw, e 29,

car x(¢) est une fonction réelle.

ﬂ.'l |
w, = 4_"-11 mﬂ'Jl - -H:F est la pseudo-pulsation (rad - s7') ; on ne
parle pas de pulsation car x(r) est composée d'une fonction sinusoidale de
pulsation &, amortie par une fonction exponentielle.
A et B sont constantes qui deépendent des conditons initales ; par exemple,
si le systéme est laché sans vitesse initiale depuis x;,, on obtent :

g
A=yx :tEm—ﬂﬁ.=Cl S01L x{t}=r[,[|:mm £+ ——sin f.]c-ﬁ

1] & zq -] Iq - ml.

(fig. B},

Crilfs




1. On définit la pseudo-période

[ = i—“] comma Nintervalle di

temps séparant deux passages
consécutifs, dans le méme sans,
paf by pasition déguilibre

2, Voir par exemple ks figure 8 pour
laguella 0 = &.

1 Le nofmboe & permel ef pratiguos
de déterminer le factaur de qualiti
du syshimae,

4. Sur la figure 8, on trowve pour les
deus pramignes amplitudes

B h{ﬂ 53] 0,635 {on théorie

ﬁ--ﬁ—ﬂm:l.

-0,2
-0,4 +
—0,6
—0,8

-1 ¥
1,21

Fig. 8 - Régime pseudo-pénodigue (O = 5.

Remarques :

[
» L'exponentielle en facteur dans x(1) peuts’écrire ¢ *avec T = 29 la cons-

tante de temps du systéme, qui chiffre la durée caractéristigue de 1'évolu-
tion du systéme (on parle aussi de temps de relaxation).

* La pseudo-période est :

T, = %E" = 2® it T, =
f 1 I|
* Le facteur de qualité Q) donne 'ordre de grandeur du nombre d'oscillations
{de pscudo-périodes) visibles” ; en effet, au bout d'un temps ¢, = QT,,ona:

I"l.rmrﬂg Bl

| xR -1

[ 1 i
2my | = —
P B TR b T2

iy iy iy
- e T o
e 20" = g 1 soit e Q" =

_ Mt
Si Q est grand (faible amortssement), e 9 = &% = (0,043,

L'amplitude des oscillations sera alors effectivernent trés faible.

* La décroissance des oscillations est souvent caractérisée par le décrément
logarithmique & :

x(t+T,) = e5x(1)

S0IT ;
5 = h( x(1) ] mnT.__ilJl 2n _ 2x
x(t+T,) W-r th 2Q " 2Q 1 FJ-!-Q!—]'
e W e Q mﬂJI_&Eﬁ_
51 I'amortissement est fort Q}}E:
5= X,
Q

oi & est le décrément logarithmigue’ et Q est le facteur de qualite.

I Chapitre 4 : Deciflateor harmonique & un degré de libaré



1. 221 [amarissement
importanti

2 7 = 1 [ceces est pau
iNCAressanT &n pratfigue car
illuscans & abserear pendant un
temps kong|.

B.1.2 - Régime apériodigue

I
S5i A0, cest-d-dire ) < E!-' » Ia solution (et le régime) est apériodigue.
Les deux solutions r, et r, de I'équation caractéristique sont réelles et

—ﬂ + ﬂ |L -4 (v, >=r,) et la solution de I"équation
zq 2 "I.IQE 1 F4

différentielle {2) est .

négatives @ . =

.Tl:t] - Htl’-l-l'_l_ BEFEtI
L'amplitude décroit sans oscillation (fig. 9.

A et B sont deux constantes qui dépendent des conditions initiales ; par
exemple, si le systéme est laché sans vitesse initiale depuis x,;, on obtient ;

A+B =x, et Ar, +Br, = 0,

. Xg
s0it x(t) = (ryen’ —re™).
L |
x(1)
L ¥
12 1 it
= {4
-\"1.\_\__
Tt
-\_\_\__‘_‘—\—-_

—— e (00
1 12 14 16 18 200 22 24 26 28 30

Fig. 9 - Aégimes apéricdique {u S %} et eritique [ - 1ﬂ
Remarque : la durée caractéristique {temps de relaxation) de ce régime
Fy

B.1.3 - Régime critique
:
2

Si A = 0, Cest-di-dire () = *, 1a solution (et le régime) est eritique.

La solution double de I'équation caractéristique est: rp = r; = —% et la
solution de I'équation différenticlle (2) est :
Ll.lq_l|£
x(f) = (Ar+ Bje 22,
L'évolution est une limive du cas du régime apériodique.

La stabilisation & x = 0 est la plus rapide des trois régimes (critique, apério-
dique et pseudo-periodigue).

Curs




AT,
1 T =4,

A et B sont deux constantes qui dépendent des conditions initiales ; par
exemple, si le systéme est laché sans vitesse initiale depuis x;, on obtient :

- By
B=x, e A EQE_D"

[T
SOAT x(t) = xﬂ(l + %I)E-ﬁi.
(Woir fig. 9)

20

Remarque ! la durée caractéristngue (temps de relaxation) est T = E

B.2. Etude energétique, interprétation
du facteur de qualité

L'énergie mécanigue du systéme est ;
. . 1 .51
T, = E +¥, = 5 Mm% +Ek.:2,
Mais ici ¥, # cte, en effer d'apres le TPM :

":: = P(F) = -hx? <0,

Ainsi, € (¢ diminue au cours du temps.

Dans le cas du régme pseudo-penodigque, exprimons la vaoation relative
d'énergic mécanique sur une pseudo-période avec () == % (faible amortisse-
ment)}, entre deux positions d'élongation extréme (ou la vitesse est nulle).

:
2

E g+ T = E e+ T +% (1, +T,) = ﬂ+%k:1ﬂn+T.]

E o) = Eleg)+E (0,0 = 0+ She?{e,)

alnst :
.|'I.|::£E1 _ 'Fm{Iu}r_:Fm[Il?-'-Tl-:l _1 _{M]E =1 _:_zﬁn EE {mr ﬁ 1 :I-
Em i) x(e,)
At o !
Donc - = —_
[ 0

) chiffre donc la diminunon d’énergic mécanique du systéme par pseudo-
période : plus Q est grand, plus "amortissement est faible, moins il ¥ a de
pertes d'énergie par pseudo période :

Q = 2n énergie mécanique de I'oscillateur
énergic perdue pendant 1 pseudo-période

)

Fodi ] et

Régime pseudo-péniodique, avec ) =

B.3. Portrait de phase

La figure 10 montre différents portraits de phase d'un systéme partant des
mémes conditions initiales (x, ; v, = 0}, ayant un facteur de qualité variant.

e | ateur armDrsGue 5 un degrd e [iiserhd

H Lruapstre & -



1. Cat amaortisseur exerce unsa
force proportannelle & la dérivéa
par rapport au temps de sa
kangusur,

- H

Fig. 10 - Portraits de phase de Moscillateur harmansguee amort

[rivgime apamodique 0 < % critique 0 = ;

+ psoudo-périodigue 0 = %:'r

Le fait que le systéme évolue petit 4 petit vers la position d'equilibre stable
prouve la présence de frottement (¥ #cte); le point O(0; 0) (position
d'équilibre stable) est un point attracteur.

50> ‘—:;- "allure de la trajectoire est une spirale {oscillations).

5 Q= %: la trajectoire rejoint le point atracteur sans « tourner » autour de
ce point (pas d’oscillation).

B.4. Exemples d’oscillateurs amortis

B.4.1 - Amortisseur fluide

* Probléme & résoudre
Considérons le disposinf méca-
nique de la fig. 11 composé d'un
point matériel M({m) pouvant se
déplacer sur 1'axe (O ; E:} 5ANS
frottement, d"un ressort de lon-
gueur i vide £; et de raideur &, et
d'un  amortisseur Juide (vis-
queux) de coefficient de frotte-
ment &', Le référentiel d'érude
W AO 5 . -ET:}I est supposé gali-  Fig. 11 - Dscillateur smorti par amortisseur fuide.
léen. On notera A le point tel

- .
que: OA = §,e, .
On se propose de déterminer I'éguation différentielle du mouvement lorsque
le point marériel M est écarté de sa position déquilibre et liché & ¢+ = 0 sans
vitesse initiale.




1. On retrous le tarme en X
caracténstigiee de Mamortissement
lu Systhmi,

e
L R [
i N o
rl]r_ +I.'H |

i [T

1 .'r:-l ‘—'—El

Fig. 12 - Oscillatewr amorii ALC

i La résisance créae
I‘amartibemen du syt
flectmigues.

* Résolution
Position de repos du point matériel Mim).
Les forces appliquées au systéme sont :
__p
P = —mge_: poids du point matérie]l M{m)
=
*R =R e_: réacton du support, perpendiculaire au support car il n'y a pas
de frotement :

+F, = —kill"tq—f,:,]e__.l} force de rappel du ressort lf',_q longaeur & I'équilibre

11
Le PFS appliqué au point matériel Mim) dans le référentiel ‘Eﬂa donne :
= -+ -5 —+* —¥ —¥
ma(M)|, =0 = P+R+F_+F,,
e

€N projection sur z: 0= —kif, ,—€) don § ={,.

Omn écarte d’une distance x, le systéme de sa position d’équilibre et on le liche
sans vitesse initale & ¢ = 0 {on note AT-!. = xE:jl.

En appliquant le PFD au point M{m)} dans R :
mE{MJl_ﬂI = E+ E+E}+E}

& H

. "
£l Projelant sur ¢, :

mx = —k{{_ +x-1{p) ﬁ.d%{fmht £,) soit mx+ix+hx =0,
o encore’ .i:-l-i:i:-l-ix-[l.
e i

B.4.2 - Oscillateur électrigque amonrti
+ Probléme & résoudre

On considére le circuit RLOC séne (bg. 12}, composé d'une bobine d'induc-
tance L, d'un condensateur de capacité C (charge g) et d"un résistor de résis-
tance R. On se propose de déterminer I"équation différentielle vérfiée par g.

* Résolution
La loi des mailles donne © ug + ue+up = 0.

Avec IIL=L1I=L3—;E (i'=25], HR=R1'=RdJ et g = Cup, on

ds di di
obtient :
L +Rg +% = 0,
ce gui donne* : §+E¢+Lq-ﬂ-

L° LC

En comparant les équations : m¥ + A% + kx = 0 et Lj+Rg+ lq =0,

on peut poursuivee les analogies électro/mecanique :
A — R

Chapitre 4 - Osciliatewr harmonsque 8 wn degré de Bbertd




L'essentiel

¢ Oscillateur harmonique non amorti
Un oscillateur harmonigue & un degré de liberté x est un systéme phy-
sique vérifiant I"équation différentielle -
F+@,x=0 (1) im,,puhulinnpmpmdel’mciﬂmeur{md-s"}
x esr un parameétre décrivant Moscillateur.

L'oscillation d'un oscillateur harmonique est purement sinusoidale. La
période des oscillations est :

T - 2x T, période (s)
7 o, e, pulsation propre (rad - ')

L’énergie potentielle d"un oscillateur harmonique est parabolique :
1
B plx) = ikx* + Che,

v Oscillateur harmonigue amorti frottement fluide
Son équation différentielle est ;

wy, pulsation propre (rad « s7")
X + 2z, x + m: x =10 z coefficient d’amortissement
{sans unité)

i, pulsation propre (rad - 57)

ou i+%ﬂi+m;x=u Q facteur de qualité
(sans unité) (Q = l),
2z
Si;
* Q> 1 (2= 1) régime pscudo-périodique (oscillations) de pseudo-période
T'.=_%'I:_i—;
T T

Q représente l'ordre de grandeur du nombre d'oscillations wvisibles

(= 3)

Remarque : le régime pseudo-péniodique est caractériseé par le décreé-
ment logarithmique égal au logarithme népérien du rapport de deux
amplitudes successives de la réponse :

. x(r)
i ln(m[: + T‘}}

. Q{% {z = 1) régime apériodique {pas doscillation) ;

*Q = % (z = 1) régime critique (pas d'oscillation).
Le régime critique correspond a la stabilisation, 8 x = 0, la plus rapide
des rois régimes.




Mise en ceuvre

Comment résoudre I'équation différentielle d’un oscillateur
harmonique (amorti ou non) ?

On s'intéresse a un svstéme physique en régime libre dont on a obtenu I'équation différentielle sans
second membre. A ¢ = 0, il est liché, écarté de sa position de repos avec une vitesse initiale.

On cherche I'évolution temporelle du systeme physique.
-+ Savoir faire

B T e B L B LS |

I @ Meure I'éguation différentielle sous forme canonique (normalisée) :
|
X+ %x + mg = 0
en identifiant la pulsation propre wy, et le facteur de qualité Q (x est I'écart 4 la position
d*équilibre).
@ Obtenir I"équation caracténistique en injectant une solution du type Ce™ (C et rcomplexes) :

F-I-%Gri-m:, = ).

1 © La résoudre (solutions ry et ry).
| © Ecrire la solution de I'équation différentielle en faisant apparaitre deux constantes A et B.
: B Déterminer A et B 4 "aide des conditions initiales.
o oo e e e e e e e e e e e e
=+ Application
Soit un systéme physique régi par I'équation différendelle :
mé +Af + bt = +hiy+mg.
Domnées:m=500g, A=1N-m'-s5 k=10N-mY £=1m, g=98m s

Déterminer la loi horaire £(1) en résolvant cette équation différentielle en supposant que le systéme
est liché depuis une position €{z = 0) = 2 m et avec une vitesse initiale £ (r=0) = 2 m. s,

Solution

0 Afin que 'équation différentielle soit homogeéne (sans second membre), il faut gque 1'égquation dif-
ferentielle soit celle d-u: |"écart x entre le paramétre initial ({) et sa valeur d’equilibre J.’,_.q définie par
t=cte (f =0etf =0).
En reportant dans I’éguartion différentielle, on a :
mE

En posant x = ¢ - {_,, I"écart & la position d’équilibre, on a, comme i=fetx = ¢
mi+hx+kx =10
qu'on peut mettre sous la forme :
SUPEE T
X+—x+—x= 0.
m om
En normalisant & I'aide de Q et oy :
i+ﬂi+m§:=ﬂ I?EE-E]:=£ et

Q
AN w;=447rad-5! et Q=2,24,

Foll=
3|~

Chapitre 4 : Oscillateur harmonigue a un degré de liberté



& Cherchons une solution de la forme : x = Ce™. Ainsiona:
x =Cre" et ¥ = Crien,
s0it en reportant dans 1'équation différentielle :

Er’:"-r-%ﬂm"-l-mﬁﬂeﬂ =0 soit Et"'["z"'ﬂ"*m:] o

On obtient ainsi, puisque la solution x(tr) = Ce™ = 0 n'est pas celle recherchée, 1'équation
caracténstique :

r‘+%r+{ﬂ§ =10,
2
® Le discriminant de certe équation du second degré est: A = [%j] - dd = mﬁ[é- ]

AN. A=4472

— 4| w7504 = (B,71})2
,242 ] 5 (8,71f)

Ainsi: ryy = -:;aii% = -%im_i.
AN. r=-1+4,36] (o,=4,36 rad s).
© La solution de I'équation différentielle est :
x(1) = Ae"' + Be"™' ouencore x(r) = e_% [Acos(w, 1)+ Bsin{w,t)].

AN. x(r) = e'|Acos(4,361) + Bsin(4,361)] etdonc: £(r)=x(r)+

ﬂ:
Ainsi : 1) = E;-I'E+fﬂ -I-E_W[ﬂms[m.:}-hﬂsin{m.r}].

AN. £(r) = 1,49 + e '[Acos(4,36¢) + Bsin(4,361)].
@ Avec les conditions initiales :

f(e=0) = £(0) = {+A A= €(0)-€
ETh1 ;
£(0) = —=—-=—A+Bu:r - oy,
)=-35 = m:: 200y - £y)
AN, A=051m e B =05"m
Ainsi: £(1) = 1,40 + e-1[0,51 cos(4,36¢) + 0,57 sin(4,360)].
b L) (m)
2.5 B
2
|
l|5- o i | __""‘--T._-'-_-'""-r‘:_'__':'-'_'_"_' —
|
1
0,5
L] -
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Comment déterminer 1’expression et le signe d’une force de rappel ?

Une masse ponctuelle m est accrochée a trois ressorts horizontaux.,
On veut déterminer 1'expression des forces exercées par les trois ressorts.

-+ Savoir faire

- . O O O O O B S S O S S S TN S R . W S - . — L ]
I @ Paramétrer les positions des points du systéme,
| ® Ecrire chaque force de rappel élastique sous la forme :

; Feth(E—8,)z,

: avec k& la raideur du ressort, £ la longueur du ressort et £, la longueur 4 vide du ressort.

: Se placer dans un cas particulier, par exemple § > =tugnrdersihfurc:ﬁmdidaée
1 selon +;: -;m—E; {pour le systeme étudié) ; en déduire 1'expression de chaque force,

i Remarque : on obtient de la méme maniére le signe de la force de rappel exercée par
i Pamortisseur :

! F = thie .

[ On suppose que % est =0 {ou <0) et on détermine, pour le systéme érudié, si la force
| de rappel (de frottement) est dirigée selon * ¢,

[

=+ Application

On considére le dispositf composé de trois ressorts horizontaux (de raideurs respectives &, &; et
k4 et de longueurs a vide respectives €5, €53 et 5.

Koty & b, 3 heln M

(ITETRINTRIRIRTE

‘LI "r."'l"

L'extrémité du ressort 1 est fixe dans le référenticl galiléen 5t (O ; E:}.

A I'extrémité du ressort 3 est accrochée une masse m pouvant se déplacer sans frottement le long
de "axe horizontal.

Déterminer les forces appliquées aux points A, B et M dans une position guelconque du systéme.
Solution

@ Afin de repérer la position des trois points A, B et M, on posera :

—3 — —b
ﬂﬁ=za__:; ﬂB=_*|.ra__:; DM-::#—:.




& Force de rappel élastique exercée par le ressort 3 sur le point matériel M :

E = hy(x-y- fl]i]";:‘
x — y et la longueur du ressort 3 4 un instant quelconque, done x - y— £, est son allongement.
Afin de déterminer le signe + ou -, supposons que x —y > {4, C'est-a-dire x -y — {3 = 0 (res-
sort étendu), la force doit alors étre dirigée selon —¢, et done :

= —

Fy=-hyix-y-{5)e,.
* Force de rappel élastique exercée par le ressort 3 sur le point B :

T U R
51 x-y-{,; >0 la force doit éwre dirigée selon +:: et donc !

F_f = #;{I—:r'—fm]'?:-
* Force de rappel élastique exercée par le ressort 2 sur le point B ;

=t =5

.Fj =ik:{f-£hfm}ﬂ'_'q

_}
En supposant que v -z - {; < 0, la force F, doit éure dirigée selon +E: car le ressort 2 est
comprimé et donc on a :

F, = —kiy-2-£{)e.

A Comma - 7- {4 = 0, il taut un signe « - u pour quelE; sa4t dinigee selan -.E_;I
* Force de rappel élastique exercée par le ressort 2 sur le point A ;

=7 —

F; = kiy-z-€3)e,.
* Force de rappel élastique exercée par le ressort 1 sur le point A :

=3 —




ercices

Niveau 1

- Ex.1 Unités
Déterminer les unités des expressions :
&

-ITI:JE'.
E

1,02,
. Ekt’?.

|
2n. LG

dans lesquelles k est une raideur, m une masse, £ une
longueur, g une accélératon, L une mductance et C
une capacite.

Préciser 4 quelle grandeur ces expressions sont homo-
EENES,

Ex.2 Oscillateur amorti

On considére un oscillateur harmonique amort de
pulsation propre @, = 100 rad - 371 er de facreur de
gualité 3 = 10; ]la masse m = 100 g de cet oscillateur
est lichée aves un écart & la position d'équilibre de
%y = 10 cm sans vitesse initiale.

1) Calculer :

a}) la pseudo-pénods ;

b) le décrément logarithmique ;

e) "amplitude des oscillations au bout de 2, 5 et 10
pseudo-pérodes ;

d} I"'énergie mécanique initiale ;

e) "'énergiec mécanique au bout de 2, 5 et 10 psewdo-
périodes,

2} Déterminer le nombre de pseudo-péniodes au bout
desquelles Mamplitude des oscillations est divisée
par 17.

Ex.3 Portrait de phase

On considére le pormrait de phase d'un oscillateur har-
monique amorti composé d'une masse m= 300 g
soumise & une force de rappel élastique (ressort de
raideur k) et & une force de fromement fluide - Lv (¢
etant la vitesse de la masse m et x est "écart & la posi-
tion d"équilibre],

L'érude est réalisée dans le séférentiel du laboraroire,
suppose galiléen,

| 1) Déterminer la nature du régime de PPoscillateur,

| 2} Déterminer par lecture graphique :

— la valewr initiale de la position x, ;

— la valewr finale de la position x; ;

- la pseudo-période T, ;

— le décrément logarithmique.

3) En déduire la pulsation propre wy, le facteur de
qualité () de I"oscillateur, la raideur & du ressort et le
eoefficient de fronement fuide A

i—{m .=-|]

| J/-*""-r- 0,3 ] 1\\

158 m ;
A
473ms |
Niveau 2
Ex.4 Essieu avant d'un véhicule

On modélise 'essien avant d'un wéhicule i aide de
deux ressorts de raadeur & et longueur & vide £,

2

m,}h

Une masse E égale & la moitié de la masse du véhi-
cule est posée dessus,

On travaille dans le référentiel terrestre (0 ; ¢;)
supposé galiléen (e, vertical vers le haut).

Le seul mouvement érudié est le mouvement vertical
selon 1Maxe (O ; :_:].

Dhamniées

m=ltonne; k=19 000N -m'; £,=40cm.

ﬁ Chapitre 4 - Oscillateur harmonsgue & un degré de liberbé



On suppose les roues indéformables (de ravons cons-
tants).

1) Montrer que ce dispositif est équivalent & un uni-
que ressort dont on déterminera les carnctéristiques.
2} Le véhicule étant 4 I'arrét, on enfonce la masse %
de 5 cm (4 cet instant ¥ = x,) et on la liche & 1= 0,
a) Ecrire "équation différentielle du mouvement.

b) Dérerminer la solution.

¢) Déterminer "accélération maximale.

Ex.5 Association pneu + amortisseur

On modélise 'amortisseur et le pnew d'un véhicule i
I"aide de deux ressorts en série de raideurs respectives
k. ks et longueurs a vide respectives £, et £;.

Au-deszuz est posée Wne masse E {quart de la masse
du véhicule),

M

=
4

Le mouvement de la masse %. suppasée ponctuelle

n'est gue vertical (selon Paxe (O ; s_:] 1, Iie au réfe-
rentiel terrestre 3, supposé galiléen.

Daorrndes @
k,=20000N -m"'; f,=50cm;
=1 000 kg ;

by =300000N-m™'; £,;=10cm.

1} Montrer que les deus ressorts on séric sont éguiva-
lents & un ressort unique dont on déterminern les
carsctéristiques.

1) Dérerminer la fréquence des osallations de IMoscilla-
teur cred,

Ex.6 Amortisseur de voiture

Omn modélise Mamortisseur d"une roue de vorture &
I'aide d'un ressort de raideur & et de longueur i vide £,
en paralléle avec un amortisseur de coefficient de froc-

tement A. Umm? est posée sur oo dispositf et

peut s¢ déplacer verticalement le long de axe (0 ; E:]l
li¢ au référentiel terrestre 3, supposé galiléen,

'
| m

Duminde » = 1 200 kg,
1) Lor: du changement d'une roue on souléve d'une

haureur & = 25 cm la masse %I, ce gui correspond au

moment ou la roue (de masse négligeable) ne touche
plus le sol @ la longweur AM vaur alors 40 cm.

Dérerminer les caractéristiques Jdu ressodt,
2y Determiner et calculer A afin que le dispositif fome-
Honne en regime critique (roue sur le sol & I"arrét er

i .
masse i on mouvement verocal).

) On enfonce la masse ™ d'une hauteur d = 5 cm et

4
on liche le syspéme & r= 0 sans vitesse initiale,

Dérerminer I"évelution de 'alutude » de la masse ?.
4) On charge maintenant ["amortisseur au maximuem :
la masse totale du véhicule vaut s = 2 200 kg,
Determiner les paramérres de amortisseur Qe .
Tracer Mallure de la réponse lorsgu'on enfonce de
x, = 5 cm la masse E et qu'on la liche sans vigesse
initiale & ¢ = 0.

Conclure,

Ex.7 Trampoline

On considére la modélisation d'un rrampoline & I"aide
de deux ressorts de longueur a vide £, et rmdeur & Un
homme, assimilé & un point marénel M de masse m
monte sur le rampoline gqui s’enfonce ; son mouve-
ment est vertical le long de Maxe (O ; E:j.

Exercices n



A B
i
5 -
A B
-
| k £y k€ B} £,
M) £y [_'
T

Diomdes
E=3300MN -m’;

fu— 1]I|.;|
ne = B0 kg ;
ad=5m.

Dans les deux premiéres questions, on suppose gue
I'hormme reste en contact avec le rampoline @ il est
solidaire du trampoline,

1) Déterminer la distance d'enfoncement x b ["équi-
libre lorsque 'homme monte sur le trampoline ; en
déduire I"allongement des ressorts,

2) Determiner 51 "oscillateur obtenu est harmomigue,
3) Déterminer la posidon 4 laguelle 'homme peut
gquitter le trampoline.

O MMECFMIEMLMEJQ 4 F:-"_:.-} Diéterminer de quelle distance il doit enfoncer le
supposé galiléen. rrampoline pour pouvoir diécoller.
|
|
Indications

H Chapitre 4 : Oscillatewr harmonigue & un degré da libarta
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Solutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

|
L"u.n:itéd:,jg est || l.'.:l = N-kg!' m! = kg-m-s? kg!-m! =5 quiest homo-
gene a 'inverse d'une durée.
—

m
m - 5%

L'unite de EH_E est = 5 qui est homogéne & une durée,

L'umité de lH’E est N -m' - m* = N - m gui est homogéne a une énergie (J).

. 1 1 1 . ,
L'unité de et = = 51 gui est homogéne a 'inverse d'une
2nf/LC JFH JA V1.5 V-Al-s
duree.
3 . ;
‘,c, Le farad |Fj est homogéne a: A-V' . s eneffetona: g = Cu =71 = 'jd'? = EH:A — Fli_

A

. dr
Le henri (H) est homogéne d (A -V . 5 enefferona: v = Lr'_r gt W = H_S

Exercice 2

1) L'oscillateur étudié est en régime pseudo-périodique (Q = %]
| &) Pseudo-piriode: T, = —ae.
1

] - ——
g 30!

e
_.(:}.' En effet F'équatien différentielle du mouvement £'acrit

__ . g, ]
my¥ + Ak +kx = 0 soif r+—:';:—u|[',x=lil

i
Un cherche una solutson sous la forme x = Ce™ ce qui nous donne 'éguation caractéristgue

s
U

A+ Bl =0
LAk By I )
| ‘] — — ¥ | Ill'llq' 1II
I ik 2 2f 1 Y 1 . Q' 0
3 u‘_:I iy l".;[ﬂ_-_ ‘1_|' 00 -l.dc:lu .3 5 :
L L
Amsi la pseudo-penode ast: T, = = |
joi(t-5) =@
B
AN, T, = 2n = 62,9 ms
1
100 x ||l—
4 % 102
- i In
b) Décrément logarithmique : § = ——-
4Q2-1

153
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L i § = X
'1;\. La decrament logarnthmigue vaut: o = In x_u
1
xy g5t la position de dapart (¢ =0).

x; &3t la position au bout d'une pseudo-période (f = T,

II-.r
E=1In o I gli'*:' ol E.]_':'Td . ml':',.c _.j___ __zﬂ_
e o 1- i
2%

¢} Amplitude des oscillations au bout de :

- 2 peendo-périvdes ;: 26 = |n[:—"] et appelint x, Pacnplitude #n bout de 2 peeudo-périodes ; e effiet :
Z

In(fl‘J = m[:ﬂxf—'] - m[ﬂ]q-m[ﬂ] = 5+8 = 28.

*2 * 3 o 2
Ainsi : x; = x,e %8,
AN. x; = 10x 10 xe 2034 534 cm.
= 5 pseudo-périodes xy = x,e 8.
AN, x5 = 10x 102 xe*0h34= 208 cm.
* 10 pseudo-périodes x,, = x e 1%
AN, xp = 10x 102 x e 10503014 o () 43 cm,

10x(m) | _
1] % | .
II_ [ [ S I 1
06 [ [l | % . n..L'.. I
| | | '.'ll Xy : i
[ T T 171 i fai- 4 1 T |
02 A A A s e
a . i - | -....-"xx - — 100 ¢ (%)
0201l | ;*EI 1 2000 30V _'iﬂ_ 50 &) 70
[ 1§ I - 1 | |
—0,6 |+ 4 . - -—'r —
I:.u i i L |
S A N | B N
) Energie mécanigque initiale :
1 =+ 1, = 1 23
ey, = Emun+ikxu = 'D+imﬂ;|,u_x“.
AN. & = %:ﬁ},l % 1002 x (10 x 10-2)2 =5 J.
¢) Energie mécanique au bout de 2 pseudo-périodes
Au bout d'une pseudo-période : ¥, = %Hﬂ?? +%ka:f = %Iu:f = %kr“xf, = e, .
De méme: ¥, = :'”’Emlg ainsi 'Em: = [c'zﬁ}zi%-
AN, Ep, = (e 3*BIIx5=142].

n Chapitre 4 : Oscillateur harmonigque & un degre de [fhertd



+ Energie mécanique au bout de 5 pseudo-périodes :
€, = (e ), .
AN. B, = (e2%034)5x5a(,22].

- Energie mécanigque au bout de 10 pseudo-périodes ;
I‘E""m = {e_zﬁ]mimu'

AN €, = (e2x0314)10520,009].

Energies () 4

- = 100 {a)
50 &4 T

2) Au bourt de n pseudo-périodes, 1"'amplitude des oscillations doit vérifier I'éguation :

In ﬂ] = 8 soit In(17) = nb, soit encors n = %hm'.

X
17
1 .
ﬁ.H. H = m II'.I. 1 T = q P““dﬂ'p‘t“ﬂdesr
Exercice 3

1) La courbe indique que 'on est en présence d'un régime pseudo-périodique (Q = EE]
2) Par lecture graphique, on trouve :

*x, = 3cm;

* x; = 0 em (position déquilibre) ;

* T, = 315ms;

P L\ Ix10-2 Y
e ]n[x,) h'(1,ﬁ:-cm-2] Pl

3) A partir de la relation § = ————, on rouve :

Exprcices

=

tn




%

',G: Le décrament logarithmigue vaut: & = In .
1

x, e5tla position au bout d'une pseudo-période {f = T,),

‘,q.' En effet I'équation différentielle du mouvemant s'derit :

miE+Aix + kx =0 soit

!
Q

T Y
-9 o
E B InH |:| = Ine[ﬁT.] — ETI — {ﬂx El': -_— = '_2:[_
{-zm.] 20 20 |'1_1 Janz-1
a m'l:l_,'|| —‘—uz
[ &2 I
AN. = [=————t+==5,
Q 0282 4
On a de plus la relation T, = = = on en déduit :
wy (1 -—
¥ iqi
2N
B = 1
R T

.ui-r%ujr-m:,x: D.

(n charche une solution sous la forme x = Ce™ ce qui nous donne Féguation caractarisbgue :

i
rl + —I'un-mn = 0

ilqllll,g{ﬂ - ﬂlz}

5

2

: T
iy 1 i TSR | B
Ainsi la pseudo-période est: T, = IE—H_ = |h 1 .
i 1 y oL
Joi(d-g) o)
2
AN. ﬂ.‘ln=—2-£—-1———-2l},ﬂ5md~r'.
315x 10% {1 -
T T axse
2k .
Comme o, = ot on trouve :
Iz=mﬂl§.
AN, k2=05x20,052=201 N-m-!,
La relation v, 0 C
Q
m,
A= m—-
Q
AN, A= {}I,szﬁ’QSHEN*m" ‘8,

Copyrinhted materig)
| il
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Exercices de niveau 2

Exercice 4

1} Les deux ressorts sont en paralléle ; exprimons, dans le cas général, la force rotale exercée sur la
m

Masse 3

par les deux ressorts de raideur &, et k;, et de méme longueur 4 vide £ :

=+ + + - -+ -+
F = F‘-’: + F‘.‘ = —hi(x—fy)e, —ki{x—E4)e, = (k) + R )x—E,)e,.

Ainsi deux ressorts de longueur a vide £ et de raideurs &, et &, sont équivalents @ un unigque ressort
de raideur k., = & + k; et longueur a vide £,

k. E, byl = ko = &y + kg, £

Ici &, =k, =k donc k= 2k

L]
2) a) Appliquons le PFD a la masse g dans le référentie] galiléen ‘Eﬂl'

Systéme étudié : la masze 5
Référentiel galiléen d'érade : 5 (0 ;¢).

assimilée i un point matériel M.

Bilan des forces appliguées a M{?] :
_}
* poids P = —E.gr;:;
. . = —

* force de rappel elastique F = -k (x-{)e,.

Le PFID 8™écrirt :
- SR
Ea{MH_ﬂl =P4+F

_— -+ .
et en projection sur ¢, , on obtent :

m.. m
Er - —Eg— Emf.ﬂt—f{,}.

A I"équilibre, ona x = 0, soit :
0= - Ef_kzq{qu_fﬂ}'

2
En effectuant la soustraction des deux équations précédentes, on obtient :
m ..
3% = _'&ﬁl{;_xbﬂ,}'

Ce qui permet d'obtenir I'égquation différentielle du mouvement, en posant £ = x - Xeg®
m

EE +qu£ = [,

2k
OU encore en posant @, = f =H|%:

£ +@E = 0.

E NG ﬂ



b) La solution s'écrit sous la forme :
E(t) = Acosoy,!+ Bsinogr.
En tenant compte des conditions imitales, on détermine les constantes A et B
e(0) = Xp=Xpg = A
et g(0) =0 = Boyy,donc B = 0.
La solution s"écrit donc :
E(r) = (x, —xq}mn{mu:)
SOIL & xX(E) = x,, +(xy - X )cos(w,r).

¢) L'accélération de la masse g est :

- 2
x = —dylx, —:q]m{mnr}-
L'accéleration maximale est donc :

¥ ez = —Wy(Xy— X,).

||2k ||
A_N_ mﬂ - H:q- = 2 > 21}":':”]:.:. ﬂ-ﬂﬂ o 5-17 md - !‘-1

Xongs = -8, 72 x(-0,05)=~ 3,8 ms2=0,4g.

"L Le modéle semble asser réaliste quant & I'accélération maximale ; par contre une fois lancées, les oscillations ne
& amortissant plus, ce qui n'est plus rédakiste : i mangue du frottement |

Exercice 5

1) Exprimons la force exercée sur le point M par le ressort 1 :
—.
F, = _k1”1_£m};:r-
Exprimons les forces exercées sur le point A de masse nulle :
—l
F| = klffl‘fm};:
=t -+
Fy = =kyl€y-tg)e,
Appliquons le PFD (PFS) i A (de masse nulle) dans %,

_ij — 5 -+
F'I + Fi — ﬂtﬁﬂ ':.-'.L}lg‘ — III..

soit, en projection sur E:,:
By, =Eh) = ky(fy = E5,).
Appelons AF Mallongement total des deux ressorts :
Af = (B -8 )+ (€ —Egad = (£, # £5)— (£, + £3).

sl
Afin d’obtenir le résultat, on cherche a exprimer F| en fonction de Af qui est "allongement du ressort
équivalent :

k k
at = fl"fm*k_;{fl'fm} = [f:'fm]'[:l"fk—'}

_i.
En reportant dans F; on obtient la force appliquée sur M :

— Af 5 Rk o
kllx = —mﬂ.fﬂ}.

n Chapltre 4 : Osciilateur harmonigue & un degré de lbens



= -
Soit Fy = -k (x—fyle,,avecx = £+ 8, et £, = £, + (.

Ainsi deux ressorts en série de raideurs respectives &, et k; et longueurs 4 vide respectives [, et £,

&k
sont équivalents & un ressort unique de raideur k, = L; et longueur & vide £, = £,, + ..

1+ Rz

&y, £

| L] k _ *lﬁ}
q

- &, + &y

€y = €y + gy

kII'EU‘

. ke k
ﬁ- Ky = P +}Jr,. est aquivalent & ;—n = ::|+*l:.

S I
Ainsa 2 ressorts (&, ky) en série équivalent & un ressort de raideur équivalente — =

]

léle (voir exercice 4] équivalent & un ressort de raideur éguivalente k,, = &, + k;.

1
K,

+ et 2 ressorts en paral-

L]
Ky

",r{(: C'ast [inverse des résistances an alectricré
r=a -Hl; et A, =R +h,.
AN, 'hﬂl =15 TS0 N-m"™.
'_¢ Le pneu intarvient peu dans la raideur totale de |'amortisseur
2) La pulsation propre s’obtient aisément ;
wy = [—=-

La fréquence des oscillations est donc :

_ 1 [ax18750 _
AN. fy = 5= IlE oo = 14 Hz.

Exercice 6

1) Lorsque la masse %1 est posée sur I'amortisseur, on peut écnre I'équation d'équilibre (PFS) :

—+

& —
P+F, =0.
En projection sur E:':_Eg_k{:ﬂq_fﬂ} = {,

Lorsque la roue quitte le sol, le ressort prend alors sa longueur a vide {; = 40 cm.
Ainsi x_+25cm = £;,s0it x, = 15 cm.
"

4 300 x 9,81 . )
Etdonc & I_Icq_fﬂ = TS x 107 a0x 103 E=11TT2N-m1.

Le ressort a donc une raideur & = 11 772 N - m~! et une longueur a vide {; = 40 cm.

|
—h
]
L

Enercioes




2) L'équartion différentielle du mouvement est obtenue a I'aide du PFD appliqué au point matériel

M(%) dans le réferentiel .
m

Systéme étudié : la masse — assimilée @ un point maténiel M ;

4
Reéférentiel galiléen d*érude : i-."r'tl{D;;;};
Bilan des forces appliquées a M :

== —h
spoids P = +Eg:=;
= -+
» force de rappel du ressort : F, = —ki{x—{;)e,;

= force de frottement de I'amortisseur : Fr = —hie,.

Le PFD donne donc .

P e =
?:u'.wl}lﬂ,t = P+F +F,.
En projection sur ?,':

e .. M . . m
Ex:—;g—k{x—fu)—lx soit =

ou encore en faisant apparaitre le facteur de qualité Q du dispositf et sa pulsation propre ), :

4kt
X +u—]-ﬂi +m§x = ?'}—g,

Q

¥+ A% +kx = kfrEg,

avec %:EE[ %:%.

Le régime critique est obtenu lorsque () = %;nndni: donc avoir :

j oz 2@y Gym l=EJE=M-
2 2o m

i
AN. m,=J1:—*= AL 63 rad 5
A= .Jmk=120011772=3758kg-s".

mg
4k

3) Appelons £ = x-x, avec x, = £,- = 15 cm.
',C}: On obtient x,, an reportant & = 0 et ¥ = 0 dans I'équation différentielle du mouvemant.

L’équartion différentielle du mouvement est :

E+0¢ ale = 0.

Q

Omn cherche une solution de la forme : e(t) = Ae™; en injectant dans I'équation différentielle précé-
dente, on obtient 'équation caractéristique ;

r3+%r+mf} = {).

Comme Q = %,. I'équation caractéristique 5" ¢Crit
(r+ey)? =0,

dont la solution est ¥, = —i0,.

“ Chapitra 4 : Oscillataur harmonigue 4 un degré da libana



La solution de I"équation différentielle est £(z) = (At + Bje™"
Avec les conditions initiales
E(D) = x3-x, =B =g (= -3 cm)
et £(0) = ¥(0)-x, =0 =A-Bw, soit A= +Bwm, = +g,0.
Ainsi  e(f) = gy(1 + wyr)e™ | soit
X(1) = X+ (X9 =2, )1 + @i ™",
AN, x(r) = 15=-5(1 + 6,31 %} [encm)

x(r) (em] 4

10

¢ (5]

4) On calcule 4 nouveau Q ety :

k ﬁxuwz el
W, = f 3200 =4,6rad - s

2200% 11 772
Q= H 414(4_ Lq{_ 3 ?53 4 ~ 0.67.

Le régime est maintenant pseudo-périodique.
L'équation caractéristigque est ici ;
r3+%r+w:‘; =0 soit r?+6,89r+21,34 = 0.

Le discriminant A = 6,892 4x 21,34 = —37,83 = (6,15))? donne :

Fla = — 3,44 53,074,
La solution de I"équation différentielle s"écrit donc sous la forme :

(1) = e WA cos3,07t + Bsin 3,071).

A et B sont détermindes a I'aide des conditions initiales

E(0) = g, = -5 cm

E(D) =0,
ce qui donne :

A = gy :
., soit
~3,44A +3,07B = 0 B=2MA_

{ A=g;,=-5em
3,07

Ainsi : B(f) = Eqe ¥ cos3,07r+ 1,125in3,071)

ou encore (x(r) en cm) :
x(t) = 15 - 5e ¥ 083,071 + 1,125in3,071).




. La solution est pseudo-périodigue de pseudo-pulsation 3,07 rad - s~ ; mais il y a peu de dépassement dans la
réponse, oe qui ne modifiera pas trop les sensations, On comprend par contre qu'avec wn tel dispositd, on obtian-
drait des oscillations de fortes amplitudas 51 la masse pouvait vaner beaucoup (Bx. camion], C@ qui entrainerai une

géne pour un homme subissant ces oscillations,

x(e) (em)i m =2 200 kg
I
= | 200 kg
10 .
= I (8)

Exercice 7

1} Afin de déterminer la position d'équilibre écrivons le PES appliqué au point M.
Systéme étudié : point matériel M{m).

Référentiel galiléen d’étude : 3 (0 2, 2,).

Bilan des forces appliquées :

= poids de M f-"'} = -l-mfﬂ_:,',

* force de rappel élastigue du ressort droit ;

= MB
Fy= ki€-E)il, = s
|MB
",¢: J-:' — ME;_ est un vecteur de méme direction et de mame sens gue Iﬁi| de norme 1.
M8l
4 —p — 2
€= f[g] +xt et MB = —x,+ 36, dou M| - f:h[f_] , on obtient :

d
—k

Fd=k[: +x2- ——4;
e g

* force de rappel élastique du ressort gauche :
4, MA

F o= kié-€)0", 0"
—] —_— 0 Pl 5 F] —
‘ [val

2 —_—
avec £ = [:g] +x* et MA = _:;:_EE;,

d
Fl=k(|lt 1a? f ::-
||::3+ ||.r’-‘+

“ Chapitre 4 © Dscillateur harmonigue & un degré de liberé



Le PFS donne !

-+ = =
P+F +F; =0 avecx = x.
Eupmj-e::r.inuauri:,,::eladnnne:
mg—2hx

€0 ~
”‘[1_ L;{g)“f] '
AN. x. =198 cm obtenu par résolution numeérique ;
allongement des ressorts :::q + [;T -f5=1,5m.
2) En mouvement, on applique le PFD au point matériel Mim) dans Eft‘ donne sur E_.::
L + m
o

Il g’agit d’une équation différentielle du second ordre non linéaire : "oscillateur n'’est pas harmonique.

mx = - 2kx|1 -

3) Appliquons le PFD au point matériel Mim) :
iy —> —+
ma [M]-lﬁ =P4+R.

Soit en projection sur e, :
mi¥ = mg-R soit R=mg-¥).

L'homme peut quitter le trampoline si R = 0 soit 81 ¥ = g. Ceci se produit lorsque x = 0 (voir
équation (1)),

Cherchons maintenant la position initiale pour qu'il atteigne la position x = 0 avec une vitesse limite

nulle.
£l =cte soit ¥ +¥ = cie,
H|=~.. ¢|1l Fl-.iz,
1 1 4 1 [2 a2 ¥
Em.rz-mg:+2:-ci.k[ .1'3+T-fﬂ] —Em.t'.:. mgx,;,+2!ik(”|: +—-~f'n] :

Comme onveutqu'en x = 0, x = 0 avec x, = 0, on doit avoir :
3 a 2
k{——f ] =—mgxﬂ+.k[ ||xi+d?—fﬂ] .
AN, On résout numérnquement cette équation et on obtient x = 39,4 em.

',cl(. En réalita, il faudra enfoncer ke trampoling d"au mams 35,4 cm, pour decoller au passage en x = 0, car il faudra alars
une vitesse différante de 0

Exarcices H
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CHAPITRE

B Oscillations forcées

dans les problemes
mecaniques a un
degré de liberté

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous mntéressons a la réponse d'un oscillateur a une excitation
sinusoidale. Pour cela on érudie le régime foreé sinusoidal de oscillateur, dont Iintérét est
de pouvoir traiter, wa 'analyse de Fourier, n'importe quel régime périodique forcé.

La nouon de filtrage, c'est-d-dire de dépendance entre 'amplitude de la réponse de
I"oscillateur (en élongation, en vitesse ou en puissance) et la pulsation de 'excitateur, mise
ici en évidence, permet de rapprocher cette étude de celle des régimes foreés du circuit
electrique RLC série.

Plan du chapitre 5
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1. Cest aussi la solutson du ragime
libre éfudié dans e chapitra 4 ;

2] = Ny,

2 5i l'amertissement et nom nal :
Oz,

3, Le temps de réponse & ast de
l'ordre die grandeur du temps de
relaxation (duréde caractaristiqua)
1 {vair chapitre 4], -

4. On qualifie auss ce rigima de
régeme forcd permanent.

A. Régime transitoire et régime force

On considére un oscillateur harmomique amord 4 un degré de liberté (x) évo=
luant dans un référentiel galiléen B, soumis i une force excitatrice F(r) ;
I’éguation différentielle du mouvement est :

mx + Ax + kx = F(r),
gi I'oscillateur est composé d une masse m et d"an ressort de raideur & et 8°il
est soumnis a une force de frottement fluide —Ax.

En utilisant les paramétres normalisation () = mu% ety = E. on obtient :

———————— . I
x écart i la positon d*équilibre
@ . 3 F(t) iy, pulsation propre (rad - s7')
I+{_1#+u”'x- (1) Q facteur de qualité
F force excitatrice (N)
m mmy:{kg}

Supposons que la force excitatrice apparaisse i t=0(F(t)=0 pour r < CI'J et
que l'oscillateur démarre a partir des conditions initiales x(0)==x,; er
x{0) = vy. La solution de I'équation différentielle est la somme de :

* la solution x,{r} de "équartion sans second membre, qui dépend des conditions
initiales' {qui s"annule au bout d'un temps ¢, appelé temps de réponse”)” ;

* ¢t une solution particuliére, qui a souvent la méme forme que le second

membre % {qui est la solution forcée x{1)).

On fair ainsi apparaitre (fig. 1) un régime transitoire (de 1= 0 & ¢ = 1) qui cor-
respond a la solution x(7) = x,(¢) + xg{¢), pwis un régime forcé' qui correspond
a la solution x{r) = x(¢) + xr) = xe(t) (car pour ¢ > t,, on a x,(t) = 0).

Excitation | 0 F(z) & Fir)

L xl) +xg() | x (1) £
Sclutlon | o jorce | forcé
Régime transiboine ' forcé

Fig. 1 - Régime de fonctionnement &t solution de I'équation différantisle.
Un exemple d'évolution est donné sur la (fig. 2) pour une excitation sinusoidale.
conditions ¥ x(r)

initiabes \i
':-xul l"l:n:-' _2:

Xpled+ mlt)
z : xd )
1,5 H l‘ } |
' v
‘ | 1
> L |
o ! | n il .
i ? n *P 30 r(s)
-0,5 ||
,1 N |

régime ransitoine régime forceé
Fig. 2 - Rigimes de fonctionnement.

H Chapitre & ; Oscillations forcées dans les problemes mécaniques a un degre de liberise



1. preprésante la phase & I'origine
e x, (F) mais aussi be diphasage
de x, () par rapport & Fii).

2, On et g'imbdresse el gu's la
solutsan particuliére, 'est-d-dire
qu'au régime force sinesoidal
|cethe étude ne permet pas I'étude
du rigimi transitaire],

1, ' opération inverse permettamt
de passar di la grandowr
complexe & la grandawr réells
consaste ici & prendre la partia
riselle du nombre complexe :
xfy = RAeix)

Sila grandeur rielle dtait :
xfy = X sin{omt+ p)

on laurat associde 3
X = Ir.-lrlﬂ‘-l--'_l

ovec xf} = Imix}.

B. Excitation constante

Si Fir) = F, = cte, la solution particuliére de 'équarion différentielle (1) est
constante
i) = nj = e,
e,

x¢ 1) est la nouvelle position d’équilibre transitoire ; en effet, aprés le régime
transitoire, il ne reste plus gque cette solution, le systéme s'est stabilisé 4 la
valewr :

Fr
xX(t—e) = xpit) =

3
m{ﬂﬂ

Eemarque : en effectuant le changement de variable :

F
Xit) = xlt)-x(1) = x(6) - —5»
My,
I"éguation différentelle devient :
X +EQ}5: +@pX = 0.

Elle permet d'étudier le régime transitoire du systéme (I'éguation différen-
tielle est identique & celle des régimes libres du chapitre 4.

C. Excitation sinusoidale - Méthode
complexe

51 Fir) = Fycos(wz), la solution particuliére de I'éguation différentielle (1) est
de la forme :

xp(e) = Xcos(me + @) (X, = 0),
cecl est une proprieté des systémes linéaires, ¢est-a-dire des systémes régis
par une équation différentielle linéaire a coefficients constants {ici w, et Q).

Afin de déterminer la solution particuliére” (x(r) = x;()), c'est-i-dire afin de
déterminer X, et o, nous allons utiliser la méthode complexe, consistant a rem-
placer chagque grandeur sinusoidale par une grandeur complexe équivalente :
Fit) = Fycoswt -+ F = Fyei = F el (F, > 0)

x(r) = X_cos{@t+@)—ox = X elwrel = X, elor (N = 0)

Aver

* F, = F,; est 'amplitude complexe de F(r) (ici F| est reelle) ;

« X, = X, ¢ est 'amplitude complexe de x(r) ;

* p est la phase & 'onigine de x(r) {ici aussi déphasage de x(r) par rapport a
F(r));

X = |:.'-_Lm| est 'amplitude de x(t) ;

* Fy = |E,| est Famplitude de Fir).




dx

1.k = T-I' = X e = jox,

I argument {x + jyi =

zu::un[ ﬂ gx=0

x +uﬂ:tan[ 5] g x e

ﬁ Chap iri 5 Clecilations Foredas densg los probismess s s O LN Chegng s 1 Darrs

Sachant que ;
i = jorei = -k
I'equation différentielle devient une équation complexe :
0 2 F

i 2
— iy + jmﬁr + 0% = ;,

ar
Foe

Ly, 3

T 10 4 g * e = =
sOil 1 — X e ﬂ.;l:fm‘: +pX e p-
en simplifiant par ¢**, on obtient I'équation aux amplitudes complexes :

Em[—m=+j9ﬁi°+mﬁ] o B

(2)

C.1. Reponse en élongation

L'équation (2) permet d’écrire I"amplitude complexe de 'élongation x{f) :

F, 'l
B " - M,
X z 3 00, {{.13]2_'_]- o
ol — 0% + j—— ol e p——
v "Q 0y 10,02
F,
soit X, el® = "rt:}“
._[E)',,ji
oyt g
Un obuent alors M'amplitude X de x(r) et la phase a Vorigine @ de x(r) :
Fo
2
xI1'. = | Hr-\m:'l F]
(&) Ea)
"1' By (]
.
(13 3
- arctan i s:’l—(—] >0 (o< my);
I_{E]E i}
r oy
[ = 4
! e
1 of@ z o
-K—arctan | ————— | sil-|—| = oy = :
o7 (2) <0 =0y
1y

La solution particuliére xdr)= X, cos{oor + @) est ainsi parfaitement
déterminée ; on constate gue son amplitude X et sa phase 4 I'origine ¢
dépendent de la pulsation de Vexcitaton : 'oscillateur harmonigue

amortl se comporte comme un filtre,




(C.1.1 - Comportement en fonction de la pulsation

* Aux basses pulsations, o — 0 (00 <=, )

F
F,_'. _"{I“ = “1
}:m = — = Ry
T ming
=0 rad,
* Aux hautes pulsations, o —» = (@ ==, )
F o N - "0 S
N
i E
et @=-% rad.
= Aux pulsations intermédiaires ([ = o, )
F|"| :HL - F,'lq
v - mrt, _ iF“Q " o,
L iy,
'Q ’ Q= —g rad.

* A la pulsation de résonance (lorsqu’elle existe) @ X, peul passer par un maxi-
mum (Ol " agt d"un phénomene de résonance) ; détermmons la pulsation de
résonance en cherchant le maximum de la fonction X, ou encore Je minimum
de son dénominateur {ou du carre de son dénominateur) ;

dim;[l_{mig]zJ'{%ﬂ = 0, soit 2[1 -E)(_zi)uﬁm—h = 0.

)

[A]

. {
Il wient ; 4—4

+ 0= — mﬁ] = ), ce gqui donne :

o 2Q
@ =0
G
P S P S B
W o= W, = "?'n"ll _3_[11 w1 ) E =5 (13 << 00g)

La solution @ = 0 correspond & la tangente horizontale a la courbe 4 pulsation
nulle ; la seconde solunon est la pulsation de résonance gui n'exisic que s

.
Q= “"T‘? 3 le maximum de 'amplitede est ;

X ) i Q7
[ i = {0 e —— .
' " ’ mmﬁaﬂ'-ﬂl! |

X

m

1. U'anabysa du compaorta ment en

lanctan de la putsation wloudela [ allure des courbes réponse’ est donnée sur la fig. 3.
LiF]
2z
I'annbyse Fraguentipiia.

fréquence f = 1 5'appelle




1. On peut représanier
Foscillatewr comme un Syslsme
d'entrée H il et sortie xif):

Fif) —[filtre] - xi1),

2 La bamde passants sst donnéa
par: X
X {m) = r—E'

3. Comme en électricice, kes imites
de la bande passante $ond les
waleurs pour lesquelles
Famplitude est 'amplitude
maximum diviséa par /2 . Voir la
paragrapha C. 2.

s

|
=i
§u|""
—"

L

=l >
L
=W o= W RS RR L WE Se BN

H,

=

¢ (rad) 4 0,5 ] 1.5 2

S——— ]

- L 00! @O @O@om e wmm B ——
Fig. 3 - Comportement fréquentie| de 'élongation.

La courbe @ — X (@) montre que 'oscillateur se comporte comme un filtre

passe-bas', mais trés localement, lorsque Q == i;_?-, il 2 un comportement

passe-bande (la bande passante est alors Aw = @, - w; 7).

L'acuité de la résonance est alors chiffrée par la largeur de cette bande

passante : plus Q) est grand, plus Ao est petit ; dans le cas () == 1, on pouvait

démontrer que’ :
Q) facteur de qualité (Q === 1) |
0y, pulsation propre (rad - s7')

| Aw bande passante (rad - s71).

Ainsi, si la pulsation de I'excitateur est faible (@ << @), I'oscillateur arrive a
suivre le rythme imposé ; si la pulsation de I'excitateur est grande (o == @, ),
I"oscillateur n'arrive pas a suivre le rythme imposé : Pamplitude de 1'élonga-
tion est alors tres faible.,

Pour des pulsations d'excitation voizgines de la pulsation propre de I'oscilla-
teur (plus précisément proches de la pulsation de résonance, pour () = S ¥
I'amplitude de I'élongation est grande : il v a résonance (plus Q est grand,
plus la résonance est aigué).

Dans le cas particulier oi il n'y a pas d’amortissement (Q — =), I"amplitude
4 la résonance est infime.

H Chapitre & : Decillations foro#es dans les proablémes mecaniques a un degré da libama



Expression de "amplitude complexe de I'élongation
Soit un oscillateur harmonique pour lequel (Q = 10 et oy, = 10 rad - 511, de masse m = 1 kg, soumis
i une force excitatrice

Fir) = Eycos(fr + y).
Données : Fy= 1N; Q=8rad-s'; y= E rad.
Déterminer la réponse forcée de "oscillateur {on suppose que "on travaille dans un référentie] galiléen).
Solution
L’équation difféerentielle de 'oscillateur est :

_ , F
¥ +ﬂx +agx = ﬁcm{ﬂﬁ Wl

Q
En utilisant la rotation complexe, on obtient une équation reliant les amplitudes complexes ©
Ly, Fa
X |[-of+n _] = Zeiw,
—m[ 0"+ +) Q o
ce qui permet de calculer 'amplitude complexe X de I'élongation x(r) :
FD
— iV
X, = e -
- ;g O
wy - W +iQ
it ﬂ + éi
le4 2 2 . .
AN X = = —  S0il =0,027e®571,
T 1p2-g24 3210, 3648 e
10

Ainsi la solution particuliére (réponse forcée) est :
x(£) = 0,027cos(8¢ + 0,57).

C.1.2 - Quelques exemples d’oscillateurs

* Exemple 1

Considérons la masse m suspendue au >

bout B d'un ressort, de raideur ket de :

longueur a vide £, dont "autre extrémité X, | ‘

est en A (fig. 4). Elle baigne dans un ! |

récipient rempli d’esu lui imposant la |

poussée d'Archiméde R=- ME. |
0

CIR-0

Le mouvement se fait dans le référentiel
galiléen H (O ; E:,E:.}.

1) Le sysiéme est au repos (x, = 0).
Déterminer la position d'équilibre B, du

point B.
2) On impose alors 4 A un mouvement
vertical sinusoidal : Fig. 4 - Dscillations dans un liguide.
Xpl0) = Xy sinfor ). .
Ecrire I"équation différentielle vérifiée par la position X (BB = H?,':I de la
massc m.

On suppose que eau exerce une force de frottement fluide opposée a la
vitesse de B : - AT,

o n




* Résolution
1) Au repos, dans le référentiel galiléen i, la masse mr assimilée a un point
mateériel Bim) est soumise a

B -+
*son poids P o= mge |
+ la poussée d’Archiméde & = - Mge, ;

—l

* la force de rappel clasuque du ressort F, = -k(x,, - Eu}a;

- + 3 5

* la force de frottement fluide F = 0 (carow = 0 ).

Ainsi le PFD (PFS) donne, en projection sur , :
(m=Mg=kix, -

La position de By est: x,q = (m ':'l}'ll'

2y En mouvement, le PFD donne :

+ £,

-+ = -
ma(B)l, =P +F +F +7

SO0t mf;i= mg;i—k{x—xh—fnja—ﬁa—higa-
En projetant sur ;; et en faisant apparaitre X =x— x_,on a:

mX = [m—M}g—k[K—xﬂ+xﬂ—fD]—l}t,
soit mX+AX + kX = kx, = kX, sinw).

ol
- En utilisant les parameétres o, = Jg et = mﬂ% on obtient :
N/ iy | X +%‘£ +wpX = mﬁ‘.‘i’.mﬂn{m},
R J[.4,4-'!: * Exemple 2

Considérons le circuit ¢lectrique RLC sériec soumis un générateur basse fre-
quence délivrant une tension et} = Ecos{wt) (fg. 5.

L J[,.,I., 1| Ecrire I'"équation différentielle vérifiée par la charge portée par le condensateur.
. : * Résolution
I I f La loi des mailles donne : wg(t) + up (£) + uc(2) = elr).
M-l Amf=%l:tq=ﬂﬂc,ma:
Fig. 5 - Circuit AL série. oy _ o dig_ L - Ri = RY _ ps
By Ld[ ar Ly et wg=Ri Rd: Ry.
1. L'anabogie électrcité / On obtient' ainsi : Lg + Rg + i\ = E cos(mi).
micangue peul $& poUrsUNTE | G
ety — Fin) e - _ ! —m L .
R En utilisant les paramétres @, = e et () = tys ON trouve :
|wair chapitra 4]
.oy 2 Ey N T T
q + ﬁq+ mg = Tms{m:} 0Nl +{—1-q+muq =, CE_ cos{of).

C.2. Réponse en vitesse
La vitesse de "oscillateur est aussi sinusoidale :

v(t) = W cos{or+q,);

i Chapitre & : Dscillations forcdes dans les problémes méacaniques 8 un degrd da libara



on peut donc utiliser la méthode complexe ;

_ JAwes @ ) _ gy . _ S
Vo=V e =V e avec V_ =V "%,
dx )
Comme v} = ;0 onas Vo= jmX .
. Py _ F
—2 iy
TE : i
V= - soit Ve = -
R ST ) Jer
-|—| +i— = #+]
s o3 g 03,0

On obtient alors 'amplitude ¥V de la vitesse @z ) et la phase a 'origine ¢, de
vif) = V  cos{ms+q) :

Fymw

ol
PR,
W L = L et

L)) (50)

P

Comportemeni en foncition de la pulsation

* Aux basses pulsations 0 — 0 {0 =< W, ) :

wk,
1|'-IIII = I1_.u
v =imFI,I . g
T ma, T
! P =3 rad .

» Aux hautes pulsations & — = (0 == @9, ) :

] _ E (]
.UJFII W, . FI:- o ?‘lﬂ.ﬂ':
Vg moi—g o= =
Ry, 0 P = _g rad

* Aux pulsations intermédiaires (0 = ok, } @

1 F" I:I'
HiEy 1-;||{-l .".IIII: = :
- . - - =ty .fﬂrJJ.:-.
1. Pour I'élongation, |a puksataon L 1 —
de résonanca est |— L =
IQ i, = 0.
| 1 L
m, = oy |1 - — fqui Aexiste . , . ) L
U * A la pulsaton de résonance ;: on powrait démontrer que cette fous-ci, la
{3 courbe @ = V_ (0} passe par un maximum en o = @, et gu'il ¥ a résonance

gue poir 0 = 2=- _
z pour toutes les valeurs de QQ (fig, 6./




¥

Fle

51 i l ! ——
Fig. & - Compoarement fréguentiel de |a vitasse.

Les pulsations de coupure délimitant la bande passante A = 0, — @ vérifient :

F.m
v, o F
V,(0) = —==, soit i . D@
= () S
) w0, Q

. 232 : e
1] o1 -2 ) = 222 o en élevant au carré ;
v [1-2)'+(c2g) - G2 .
2 2 2 2
(-2 e (-2
my” QP Wy Wy
3 3
Soit: [1-£ -2 J1-Z+.2
( wmy Q% my Q0
Ces deux solutions admettent quatre racines dont deux seulement sont positives :

1
@ = "-'%*Wu 4_'51:'”'

Ainsi la largeur de la bande passante est :

. ==f.'r-
Q oy

] = uuﬂ]it%ﬂ}—[&ﬁ = 0,

Aw = 0y -wy = mﬁ“

‘ Chaplira 5 : Gecillations forcées dans les problémas mécaniques a un degré de libard



1. Pour Félongation, cetie relation
ri'éteil gu'approchiée et n'éai
valable que pour G =1,

On retrouve ainsi la relaton ;'

o, Q facreur de qualité
Q= Ao ty, pulsation propre (rad - s
' At bande passante (rad - 57').

C.3. Réponse en puissance
La puissance de la force excitatrice est :
(1) = F-o = Finv(n) = F)x(e)

soit : Pir) = -Fyeos{we)X_ wsin{we + @) = -F X _wecos{ws)sinfws + @)

FoX o .
S [sin{g)+ sin{ 2w+ @}].

La puissance est une fonction sinusoidale de pulsation (2wm) variant autour de
la valeur movenne :

F, X w
(P = - '1" sing.
Avec 'aide du paragraphe C. 1, 0ona:
F, _mz]_- w0
¥ = ’“"3'-"111' _ F, W; LLJ.:,Q‘
e z ] 2 )
; 1-(2) 42 “mn[l—m—jj e
@ps  9Q Wy Qi
Or X _ = X,el¥ = X cosp+jX, sing,
Fym
3
g Q)

On trouve donc : Xsing = -

( _fé]iaﬁmﬁ-

. n
0 0,5 Wy 1,5 2 25
My oy
Fig. 7 - Comportemant fréquential da la puissanca mayenna,




1. La bande passamnta d -3 0B est

donnée sur la courbe de

puissance

2 Comme Fanalogie 8 montré |

=t W
u-sF

Ona:Z =

par { () =

e

B
=i

Fiti

D

‘i.'I_.'Il

T

(® nua.
%) am

Fig. B - Circuit » mécanigue ».

La courbe représentative de o — {#)}{w) (fgz. 7) montre un comportement
passe-bande', faisant apparaitre une résonance 4 la pulsation ® = .
Cette puissance est dissipée sous forme de chaleur par les frottements fluides ;
en effet la puissance de la force de frottement est :

Pr) = A2 = -Av? = -AVE cos?(wr+9,)
en valeur moyenne ;

by
(P = —E\"'....:

a I'aide du paragraphe C. 2., 0na:

mz
(Pgd = _mmﬂ_Fﬁmz 7 : =- FoQ ' Ql{ﬂi
L] 2
S e B
' mpQ? gt QP
ainsi par périnde d'excitation [T - 27_‘]‘] D)+ (P = 0.

D. Similitudes électricité /mécanique
En poursuivant I"analogie développée dans le chapitre 4 entre grandeurs
meécaniques et grandeurs éectriques, il est possible de définir 'impédance
meécanique de "oscillateur”

E:

res ik
1
IE-:':‘rL"rl

En remarquant que I"éguation : mx + Ax + &kx = F(t) peut s'écrire sous la
forme :

mv + Av + k|odr = Flr),

on obtient, en complexe :

: k
Em[]mm"'l'l'ﬁ]] = ED-
Ce qui donne comme expression de impédance complexe :

Z=Ak+jmao+

Uy
On peut ainsi associer une impédance complexe i chaque partie de I'oscillateur :
« frottement fluide : Z = L (résistance) ;
*masse m: Z = jmin (bobine) :

*ressort: L= + {condensateur).

(&)
On peut ainsi représenter "oscillateur sous la forme d'un dreuit électrique
équivalent (fig. 8).

Chapitre & : Decillations forodes dans bes prablimes mécaniques i un degré de libamé



E. Regime périodique

Le régime sinusoidal permet d’¢tudier, wia I"analyse de Fourer, le régime
périodique. En effet tout signal périodique (de périodique T peut se décom-
poser en série de Fourier :

Fir) = Ag+ A cos{on + @) + Ay cos{ 2m0 + @) + Ay cos{ 3w + @,)

+ A, cos (4ot + @y )+ -
Par exemple, en additonnant ;
o -4 =2 =2
5lr) = EEJII[IL sal1) = 3,.:5’“””- f3lr) = sﬂs.m{ﬁr} el 5,0 = Tﬂm(h}

on reconstitue le signal en créneau (fiz. 9) allant de -1 & +1, de péniode
T =2n.

e g
1,5

‘/\

50} nm /?\. 0
. I {5}
\v \/

_lgﬁ
(0 = E (1)
iz |
I:ij e o
L "F\’k ,?‘P“‘m?‘#x\_/*cl :
0.5/ - |
:IIII Illi
'E tis)
U 1 1 ¥ -
n n in Fan
2 : 2 :
0,3 - \ i
i | [
A /
-1 | _.thﬁ_.)%.;.-
_] 55
Fig. 9 - Reconstitation du signal périodique sir) & 'aide des fonctions sinusoidales s,(f), s,
st) et 5.

Plus on ajoute des composantes sinusoidales de frequences élevees, plus le signal
somme s¢ rapproche du signal en créneau idéal : front raide, peu d’ondulation.
Aingsi, pour tudier la réponse forcée de 'oscillateur 4 une excitation périodi-
que (ex, force périodique) cest-d-dire 4 une somme de fonctions sinusordales,
on cherche la solution particuliére, somme des réponses forcées 4 chaque
composante sinusoidale (on applique pour cela le théoréme de superposition).

o ﬂ




L'essentiel

v Régime transitoire et régime forcé

Excitation (0 F()  f  F(0)
L xl) E x| xr) 1
Soludo® ' lbre forct | forcé

¥ Comportement des oscillateurs harmoniques (réponse en élongation) :

F pas de
Régime force [P _ﬂqm_gﬁ_;’ s

@, = oy

Copyrighted material
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Mise en ceuvre

Meéthode 1

Comment déterminer la réponse d’un oscillateur harmonique a une
excitation sinusoidale ?

On considére un systéme physique régi par une ¢quation différentielle :

P | +wfx = Acos{mr+y).

Q
On cherche la réponse forcée du systéme, o’est-a-dire 1a solution particuliére de I"égquation différen-
elle du systéme,

=+ Savoir faire
F-----------------------------------------‘

I On utilise la méthode complexe :

@ On cherche une solution sinusoidale, de méme pulsation ® gue excitation ; on pose :
x=X el gvec X =X, ei? et F=Fe avec F, = Fpel¥,

En remarquant, quavec 'écriture complexe, dériver par rapport au temps revient 4 mul-
plier par jw, écrire I'équation complexe reliant les amplitudes complexes X et F.

® En déduire X puis X, = [X | et p = Arg(X ).
© Ecrire la solution : x(r) = X_cos{w+ 9).

=+ Application
Soit un systéme physique régi par I'équation différentielle :
mé + hi + ki = k€ o+ mg+ Focos(wi+ ).

Dionnées ¢
m=500g; h=1N:m'-5; k=I10N:m"; =1m;
E:ggﬁmrs_j; FQ;EH; m = Sﬁ"d.i—li *=Eﬂd"

Direrminer le régime forcé de ce systéme physique en déterminant une solution particuliére de
I'équarion différendelle.
Solution
L'équation différentielle s"écrit :
Ky .k, #& . Fs
‘ +;f + ;f = -&ﬂi-gq-;ma{m:-l-\n.

Onposex = £ -, = e-e,,—"'Tf (£ obtenu en faisant £ = 0, { = 0 et F = 0 dansI'équa-

ton précédente) et on obtient une équation différentielle reliant les écarts a la position d"équilibre :

F 2 F
I O — cos{mr+ ).
moom i

_f—
Friarrimte
© Méthodes
U 3




Soit en normalisant avec Q = i;—’mq et o = =

k.
¥ ¢ + 3 =F“ {of 4+ )
1+Qx x = —cos(0r+ ).
AN Q=224; a@y=44Trad-s!; ;"zaim-rz.
@ En complexe :
x(t) = x = Emti'* avec X = X e
x(t) = jox = ]m:.i_:mei-f

X (1) = (jm)’x = -milﬁ.ﬂei‘“'

F
il — 0 _
;nﬂs{m”ﬂ — ;ei‘" avec F = Fael¥,

L'équation différentielle s’ecrit donc ;

' F
]mﬂm 2 H | [
~02X et s UOX, clory X, cier = =Leia

ce qui donne, en simplifiant par ¢!™ ; -

X, 0004159 = 2.

Q
& On a donc :
Bs .
Etiﬂ _u:tl!
= m _ Wy
T - F] ;
1_ 3 'ﬂ l_m_.q.'..u;
Wy — W= +] q ﬂ}g ]'Qlillﬂ
K
B ﬂ,hﬁ _ 0,2e0785 " p—"
A, 3.1_ - n,l +M24i - U,H-ﬁch ] ﬂj‘iﬁ': i

Ainsi: X_ = En]nﬂ,,-llﬁm
p = Arg(X_)=-0,55 rad.
© La réponse forcée est; xi1) = O.46c0s(3./21-0,55).
soit £{f) = x{:}+£u+ﬂf;d’nﬁ:

£(t) = 0,46c08(3./2¢-0,55) + 1,49,

[:C:F}'-.-' righted maiterial
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ercices

Niveau 1
Ex.1 Unités
Drérerminer les unités des grandeurs :
2
2R
i,

dans lesquelles Fy, est une force, Q un facteur de qua-
lité, mr une masse et oy, une pulsation.

Niveau 2

Ex.2 Amortisseur de voiture

Un conducteur de masse m = 80 kg monte dans sa
voiture vide ; les ressorts (amortisseurs) s"enfoncent
alors de 4 cm. La masse de tout ce qui s¢ trouve sur
les ressorts est alors de 1 000 kg.

Calculer la raideur du ressort équivalent ainsi que la
frequence propre de Moscillateur (dans "approsima-
tion harmonigue),

Ex.3 Modélisation d'un haut-parleur

On modélise la parte mécanique d'un haur-parleur &
I'mide d*ane masse m, s¢ déplagant horizontalement
sans frotrement le long de Maxe (O ;::I,' CEITe TASSE
m, assimilee 4 un point matériel Mim) est reliée 3 un
ressort de longueur & vide (; et raideur & et & un amor-
psseur fluide de constante f; elle est soumise 4 une

-
force Fir), imposée par le courant (1) entrant dans
le haut parleur ; onoa ;

2 -

Fir) = Ki{r)e,, avec K une constante.
On travaille dans le référentie]l galiléen terrestre
M (O '.E:,r_::l. On suppose gue le courant #r) est
simusnidal @

i) = 1 cos{ar).
k= 15000N -m;
=] A,

Donrées s m o= 10 g;

K=o 200N-A1; 1

1} Ecoire 'égquation différentielle vérifiée par la posi-
non de la masse wi.

2) La normaliser. On veut ) = ;]—I'_;.
2
calculer la valeur du coefficient £

3 Déterminer 'expression de la réponse foreée x(r);
la mettre sous la forme X cos{wr + ).

Donmée : @ o= 6 280 rad - -1,

4} Tracer "allure de la courbe donnant o= X 0],
En déduire la bande passante du systéme.

Niveau 3
Ex. 4 Un sismographe

Un sismographe est constitué d'un ressort de rardeur &
ct longueur & vide £, d'un amortisseur de cocfficient
de frotrement et d'une masse s ponctwelle,

h{?ﬂl] e

Le ressort et 'amortisseur sont fixés & un cadre
ngide ; un stylo reproduwisant les déplacements verti-
caux de la masse s par rapport au cadre est fixé au

niveau de la masse m,



Le cadre est mis en mouvement vertical sinusoidal ;

zit) = Z cos(un) + 5., (avec 3, = D).

Le référentiel 3,(0 ; ¢, ) est supposé galiléen,

1} Déterminer I'équation différentielle venfiée par la
grandeur x, écart entre la longueur £ du ressort & un
instant f et sa longueur £, & "&quilibre (obtenu lors-
que 5 = 5, = 0). On fera apparaitre ke facteur de
qualité Q@ du syseéme ainsi que sa pulsation propre o,
2) Déverminer, ¢n régime forcéd, 'amplitude X de
I"oscillation de la masse ainsi que sa phase a 1'origine.
3) Comment choisir ) pour gue la bande de pulsa-

tion reproduite soit la plus grande possible er que
écart entre X, et £ soit au maximum de 5 % ?

Ex.5 Molécule diatomique

On modeélise une molécule diatomigque par un oscilla-
teur harmonigue non amort de fréquence propre
fo = 8,67 x 10" Hz. La distance séparant les deux
atomes i I'équilibre est ry, = 1,27 2 107" m, Un des
deux aromes est supposé fixe dans le réferennel gali-
léen d'étude; le second posséde une masse
m o= 1,66 % 10-7 kg et porte une charge électrique
g = LEx10-1% C,
1) On soumet cette molécule & un champ &lectrique
E(r) = Eyoos{,r).
Chercher une solution de la forme :

| Acosugr + Bsino,r]r.
Conclure sur la valeur de E; nécessaire i la rupture de
liaison.
2y En eéalité cer oscillateur posséde un facteur de
qualité O} = 5,45 = 10%, Chercher la nouvelle solu-

tion. Conclure sur la valeur de E;, nécessaire a la rup-
ture de liaison.

Remarque ; on admet que pour rompre la haison
entre les deux avomes, il suffit que la distance les sépa-
rant soit supéricure ou égale a 2r,.

Ex.6 Couleur de ciel

Thomson a propose un modele d'atome dans lequel
chaque électron (M) est élastiquement lié d son noyau
(00 (il est soumis & une force de rappel passant par le
nml:tdl:l'ltﬂmc;l'_": = —h{ﬁi].

Nous supposerons que cet electron est freing par une
force de fromement proportonnelle 4 sa vitesse

F; = —hv et que le centre O de Patome est fixe dans

le référentie]l d'étude supposé galiléen. Mous cher-
chons 4 érudier "acoion d'une onde lumineuse carac-

térisée par un champ électrique Eti} = E,:,mufn‘.lr];;
de pulsation © (provenant du Soleil) sur un &ectron
d'un atome de atmosphére, représenté 4 "aide du
modéle de Thomson.

Domrdes o= B0 2 10-M kg e = L= 10719 C;
k= 100N -m'; h=10"kg- sl

1) Berire "éguarion différentielle vectorielle du mou-
vement de I"électron, puis la normaliser,

2y Dérerminer e régime forcé (solution particuliéne
de I"équation différentielle).

3) Simphifier ["expression précédents sachant que le
rayonnement visible provenant du Soleil posside des
longueurs d'onde s'étendant de &y = 400 nm (bleu)
d A, = 800 nm (rouge), longueurs d’onde du champ

-+
E(1).

4) Sachant que I"électron diffuse dans toures les direc-
tions un rayonnement dont la pussance movenne est
proporoonnelle au carré de I'amplitede de son accélé-
ration, expliquer pourguoi le ciel est blew,

Indications

[EX]1) x = €-£, = (¥-5) = (Vg 5eg)

avec { longueur du ressort et £, ln longueur du res-
wort & 'equilibre,

[Ex. bl 1} L'atome portant une charge ¢ est soumis i la
=¥

=
force: F = gE.

182

[/ 1) L électron portant une charge —e est soumis

i la foree :

-+ ¥
F = =gE:

3) Rappel : & = f-:r. ou & est la longweur, d'onde,

c=3-10%"m-s5"" et festla frdquence en Hz.
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Soluutions des exercices

| Exercices de niveau 1

| Exercice 1
L'unité de :fﬁ est ]‘E'[I:"F = ]”'Ek:‘s'_:'z = m (homogéne 4 une distance).
. ng  N?  kg® m?-st L ) )
L'unité de Imo, esL i Ekg-rl = kg-m?- -5 = W (homogéne i une puissance).
i . .
. Exercices de niveau 2
Exercice 2

Sans le conducteur, en appelant {, la longueur a I'équilibre du ressort, on a, d'apres le PFD applhique
» —% ¥
dans le référentiel terrestre, supposé galiléen : 0 = F_+ P.

En projetant sur .E_Z:
0 = —k(f - {y)- Mg, soit k(f,-€.,) = Mg
{la masse du vehicule est M).

]
i
o
- S | j
aj _m | =
. raTe T .ﬂ'l:*l'll}
ol by 4, ,
f ko, {
o - A : A
sans le conducteur avec le conducteur €N MOUVement
a Péquilibre i I'équilibre
Avec le conducteur, le ressort passe 4 une longueur £° (1'écart est d = th - =4cm):
+ )
0=F+P

En projetant surE::
0= —k{£' -8 -(M+mjg soit Mg+mg = k(=L g-d))

mg = kd=h = ?-

AN, k= B0x9Bl 030N ml.

4= 102

En mouvement (petites oscillations), 1"équaton différenticlle du mouvement est, si { est la longueur
d'l..l ressort en mouvement -

(M+m)f = ki —£,0—(M+m)g.

ERErciEes ﬂ




En posant x = {—{", on obtient :
iM+mx = -k +x-)-(M+mlg soit (M+m)x +kx =0

F:]
M+m

x + x =0

La pulsation propre de cet oscillateur est :

AN, = %=ﬂﬂrﬂl-r'.

La fréquence des oscillations est donc @ fy =

al#

AN, f3=0,7THz.

Exercice 3

1) Le PFD donne :

En projection sur E:, :

—kx-fx+Ki, don i+ii+£x-51mm{ﬂl].
m m m

" x
2) En posant mﬁ:% et %= i,mubﬁ-:nt:
;t-l-%-“x +m::: = %cnsfmﬂ.
Dnndum::{l=mﬂ%r= $?= %..,I"Gr

. | B
AN, pouravoir Q = —, il faur:
J2

f=A2km soit f= . 2x15000=10x103=~17,3kg s,

o B R
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3} En utilisant les complexes, I'équation différentielle devient :

(0D Kl
X, (-o i ea) = 52
K1 Klm
= HJ'[L'I-I
soit X _ = " = .
- 2 gl S
R o ©Q
Ce qui donne ;
U
KI, —arctan m"g B 81 W< g
3 l=]—
o me ) ()
Al wy, w,Q —nﬂarﬁm% i > oy,
()
iy,
Ainsi : x (1) = X cos{m+@).
.
AN. Avec o = 6280 rad-s"! et w, = JE = Jw” 224.7 rad - 5-!
e 10 - 10-3
X, = 0,5 mm
o=-2,86rad (o> wm,)
s0it : x(4) = 0,5 10 cos(6 280¢ - 2,86), (x(¢) enm).
4) La courbe est tracée ci-conire. X,
. [KI_]
m A
"c;:ﬂ L ox m oy A
3 . ."’.
[+(&) poaf O\
| . Bos \
La limite de la bande passante est definic par : o \
]
- Dmmax . 1 _ 1 .
X i) T SO0T l,ﬁ 5 0.2 ~—
’ﬁl [0y 0 1 2 3 4 ®
ce qui donne : o
. w3 FI R
1+[—‘] =2 soit {—‘] = 1.
wy Wy

La solution intéressante est @ ®@_ = @ .

AN. mt=%=E= 1224, 7rad - s,

Exarcices




Exercices de niveau 3

Exercice 4

1} Cherchons tout d’abord la position d’équilibre y,, de la masse m assimilée a un point matériel M.
Systéme étudié : point matériel M(m).
Référentiel galiléen d’étude : El'i‘.:
Bilan des forces :
« force de rappel élastique du ressort :
—
F, = —k(ly—€o)é, = —R(yy—2q-Lo) &, = —k(yg—€y) 2,
fqlmuu:m'du ressort a I'équilibre, qu = ¥eq ~ Beq =Veq {:EI:EI'} 5
_.
«poids P = mE = —m_gi:;

— ]
« force de frotement de 'amortisseur Fp = 0 (a I'équilibre donc pas de mouvement).

Appliquons le PFS au r.ywl-mrdmﬁtl:
— *
F.+P = 0.

_— —
En projection sur g, : - h{_'_vq— £g)-mg = n="J"uq = {'._?.
En mouvement par rapport 4 cette positon d’éguilibre, le PFD appliqué 4 M{m) dans B“t‘ donne :
- + =k =¥
ma{M}i;. = P+F +F
soit mij€, = - mge, - k(y-z2- ) &, ~f03 - ),
T_G: ¥ -z estla longueur § du ressort & un instant donng ; y,, — Z, = ¥y = | €51 18 longueur & ['équilibre du resso

-I?: La longueur de lamortisseur est h-ly-zl=he 2=y, la force exercée par l'amortisseur est donc:
ifihe 7 r|ef.= #Fi 7 plE':. g =f(y ?IEJ_.

T -+ :
En projection sur ¢, et en tenant compte de la relation :

X = y=2=My
i(x est I'allongement du ressofrt par rapport 4 I"équilibre), on obtent :

mix+2)=-mg-hiy, +x-{;)-fx,
ce qui donne, en tenant compre de I'éguation d*équilibre :

mg = k(v -{;)
I'égquation différentielle du mouvement :

En wtilisant mu=JnE'|:tmg=
]

X+

H Chapltra 5 : Osclilations forcdes dans les prollemes macanigues & un degré de liberid
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M
Ainsi la plage de pulsation 3 I'intérieur de laquelle 0,95 = z—'“ = 1,05 est obtenue par :

= 0,95

J[ £ o 322 PR
(&) ) +(5s)
N €y 3, (3

LN
Wy

La plage utile est donc : we [1,150m, ; +=|.

Exercice 5

1} En appelant r I"écart entre la distance entre les deux atomes et cette meéme distance a "égquilibre,
PFatome en mouvement vérifie I'équaton différentielle :

mr = —kr+gE soit E+m§r=iﬁ.cm[ﬂ.ﬂ.

ﬁ On est en présence d'un oscillateur harmonigue non amat excité & 38 pulsation propre, cas non traité dans le
EOurs.

Sir=r{Acosm,r + Bsinm,r),

alors :
r = Acosoyf + Bsinagt + 1oy -Asin, s+ Boosm,r)
= cos(m, (A + Bogt) + sin (@) B — Aw,r)
et F = —wgsin{w,r) (A + Bugr) + cos{wg){ Bay) + ey cos{wr)(B - Awmgr) + sind wgri—Amg)

sin{ [ -2m,A —Em.ﬁ t] + cos{a,| 2w, B - Hmﬁrl.

En remplagant ces deux expressions dans I"équation différentielle précédente :
E

cos{,f) % 26,8 + sinw,t % (—2m,A) = %ms{mn::,

ce qui donne ;

A=0 et = zmr.u,}'
La solution est donc ;
qE,
rit) = zmm‘]uinm.h

L'amplitude des oscillations croit au cours du temps sans s"arréter ; ceci ne représente que la réponse
forcée i laguelle il faurt ajouter la solution de 'éguation sans second membre (réponse libre) qui est
de la forme : Acosay,t + Bsinay,f. La liaison entre les deux atomes se rompt quelle que soit "'ampli-

tude E; du champ électrique appliqué.
2} La nouvelle équation différentielle de I'oscillateur harmonique (Maintenant amora) est ;
(i) 2 E
r +ﬁ{ri +0r = %mﬂmn:ﬁ.

Afin d"obtenir la solution particuliére, nous pouvons utiliser la notation complexe, puisque la solution
cherchée est de la forme :

rit) = Rcos{myr+@)=r = E..mei”"’ avec R = R el




Ainsi, en complexe ;

i qE, .
B g e e B

aE, & .
soit: R = m - 1wmﬂ -t u?. q gQ i
05— 03 41— l-ﬂg+(j%] g mo,
wy - Do
gE,Q n
Ainsi ri) = =———cD5 ==, s0it
. (0-3)
rit) = qE'?uh(mnI]
o
La liaison se rompt 51 o, = s (500t dp = 2r, ) 500t :
2
@ e Fii s dﬂl:l.l: E. mfnﬂq.‘
mm,:, qQ

1,66 % 10727 x 1,27 x 10-1% x (2x x 8,67 x 1013)2
1,6 x 10-'% x 5,45 = 10°

Ey=717453V . m =100V m-1.

ﬁ-”- ED e L

Cette hypothése semble réaliste mais le calcul précédent a été effectué dans I'approximation harmo-
nique, qui n'est valable que si "'amplitude des oscillations est faible ce qui n"est pas le cas ici !

Exercice 6

1) Le PFD appliqué i I'électron dans le référentie]l galiléen S d'érude donne :
B = . ¥
ma(M)ls, = P+F, +Fp-¢E(1).

',¢_' Le poids P est négligeable devant les autres forces.

On a donc :
—_— — —
mOM = -ROM-hOM -cE(1)
OM + ﬂmhim.i = _iﬁm
. 0y — 3
SOt : {'.'I'M +EUM+m¢ﬂM = ——E{ﬂ

avec Q=m[,.r£ et mn,—_JE.

100

AN. __100
Do Jo1 100

= 10,5 10¥ rad ‘8! et Q=21.10%,
'I;){: Cet dlectron a sa fréquence propre £, dans le domaine des UV ; en effet, sa longueur d'onde est:

A=L= 2-;I-'F--'IE|-I:II'||'I1
fip g

ilas longueurs d onde du visible wont de 400 a 800 fim).

Chapl L] !-_| Oscillations forcées dans les prablEmes macangues a un dagrg de liberta




2) La solution particuliére est de la forme : -
—
OM = x{r}z = }{mm{wuip‘.l;:.
Seule la solution dans la direction E:r nous intéresse ; on résout donc I'équation différentielle

x 4+ E:vi* +m§x — -%cm(mr}.

Q
En utilisant la notation complexe. on obtent :

L] . .
B mJEmer * iEu!_{meFW' e mi Emejm = _E% e

eE,
ma,
En e - e
]——2+|_

0, Q

Wy

_!.
3} Les valeurs de pulsations w du champ électrique E(r) s"étendent donc de @, = 2,3x 1015 rad - 5!
(rouge) 4 @y, = 4,7 % 1019 rad - 5°! (bleu) et sont donc trés inférieures a @,

Ainsi, comme @ <*< i, , 0N peut écrire

E, E
DM:—E—; I!T.m=f'—'n'2 et ¢ = ;.
™ ™
La vibration s écrit donc :
E, E,
—_ e —
OMir) = +F_E-%cns[mr+ n), soit OMIif) = - ‘ ':-:m{mi].
i o 0

",t:’_' Cetta vibration {oscillation] se fait dans la direction du champ électrigue Ei 7).

4) Llaccélération de I"électron est :

— 2 E
OM = = zﬂms{mr}.
"y

La puissance moyvenne diffusée dans le bleu est ;
3 2 2
(Py) = K[ambEn] - KB ol = KEIE;H Llatn

mug muw, mo, oy
La puissance movenne diffusée dans le rouge est :
_KeE] 16mtct

(P
m2a) i

"'@xl:- E":- i =
Ainsi : 73t v () 24 = 16.

Iy adonc 16 fois plus de bleu que de rouge diffusé par les électrons des atomes de "atmosphére : le
ciel est bleu.

'tj' Cette énergie diffusée est prélevée & "électron, d ol le froftement présent dans le modéle choisi

R — = -I.:'|'|
Exercices
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CHAPITRE

n Theoreme du

moment cinétique

Introduction

Le moment cinétique, tout comme la gquantité de mouvement et 1'énergie, sont trois
grandeurs fondamentales de la mécanique. Le moment cinétique joue, pour la rotation,
un role équivalent a la quantité de mouvement pour la translaton ; de plus sa conser-
vation fonde les lois de Kepler, bases de I"'étude du mouvement des planétes.
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A. Rappel : le produit vectoriel

A.1. Définition
| Difrition 1 |

= " =h - o *
| Le produit verctoriel des vecteurs & ef ¢ esf un vectieur, noteé & » ¢ dont ;

— la norme est [ » 9] = I:“ x"gllxlsin[;,a}l;

| | - la direction est perpendiculaire & i et & ;j,

= l& sens est donné par la régle des 3 doigts de la main droite (fg. 1),

Hemargues

1) On dérerminera donc un produit vectoriel en trois étapes : norme, direc-
Fig. 1- Régledestroisdoigtsde DO €1 S¢S,
e 2 2) L'angle f;. 3} est orienté (signes = 0 ou << 0, fig. I),

-2

sens + dans le plan {if, ¥} orienté

:|:-|1'I.|rir.'ntl:imnl'lin.lt-nn'm.'-dl:Eu-ar
W

\nm+dlukplm1;.ﬁi oriend
pirhmurimtutmlrdeﬁ

+
-+ —
= A D

—
Be

Fig. 2 - Drnentation de Fangle (d, ¥).
3) Pour uriliser la régle des trois doigrs de la main droite, il faut choisir la posi-
tion des doigts pour laguelle |{ﬂ, ;.:]4 est inférieure 4 180° (fig. 3).

angle 4 ne pas considérer
car |a’| = 180" 2
{index)

anghe 4 considerer pour
u‘ déterminer le sens de
- ¥t i laide de la
T, R lT

y ite n

(direction et s¢ns ) {index)

§Af (directon
et sens) (majeur)

Fig. 3 - Lnilisation comacte de la régle des trois doigts de la main drojta.

A.2. Quelques propriétés

& = R
* Le vecteur ¢ ~ & @St un vecteur de méme norme que & ~ ¢, de méme
, . -+ . T R
direction que u ~ v mais de sens opposé 4 w A v, ainsi

= 3 -+ 3
0 AN =—M AT

-3
[

. 3 —+ . . 4
» 51w et ¢ osont deux vecteurs colinéaires alors : s =0

19'1‘ . S

Chapitre & : Thaorima du mamant cindtigue




- b =+ & = =+
120 = |sina c| Notamment:usuw =0 etvarv = 0.

I ) .
* Sin, ¢ et s sont trois vecteurs, on a (distributivité)

e T e T T T T
#Halv+W)sH AU FH AW

_ ) o 1l— —
* Laire 5 du tnangle ABC s"ecnit : F =i||ABABCI

Fig. 4 - Aire d'un triangle et

- 1 e W v
produit vectonel. en effer f = Ebﬂ!ﬂ‘:}-ﬂ hauteur = E”PLHH ® IBﬂi ® |sinal (fig. 4)
g A.3. Calculs de produits vectoriels utiles

* Produits vectoriels entre deux vecteurs d'une base orthonormée directe

cartésienne
-+ - o T2 —1-
St €M E, =/j sin = _+1.e = ..
_i. 1
L E:_ 80 * nm:hhq""' direcrion
(regle des 3 doigrs _® — =
I' - le_el le
Fig. 5 - Dans une base de la enals deaive) =3 T ]
arthonormée directs cartismnne. " . L =+ + 4
De meéme (fig. 5) : e_._.a:s = 8,3 e Al =8,
-+ = -+ = b -
_ En revanche E AE, = —8 e Al = —g
— ) : : A
£y |+ Dans une base orthonormee cylindrique :
| - = . — — —
. &, Ay =;- sl;llie§=+]:= = g,
‘\+ . eI norme direcrion
g ' + | e - -3 -+ = = Y
s “ | Deméme (fig. 6):eg ne. = €5 £ e, = &3 £gneé, = =&,
. e - -+ -
Fbﬂ.E-DII‘III.I.IHIIIIIII e, My = —&,3 1!!'-1! = —dg.
orthonormée cylindrigue.

* Produits vectoriels entre vecteurs des bases orthonormées directes carté-
siennes et cylindriques (fig, 7)
. -+

.o L
e, ne, = +|sinBle, = sinbe,.

_—

] TS [aTs 1 5 direction
) [réghe des ¥ doigs ., = .
de In main dmite] e, . ed = B Leg et Loy

|sinf = mni
carfl < @ = x2
saar le diessin

De méme : e__,:.-'-.e_ﬂ} l [EH— ] +|mﬂﬂ'|el_ = Cﬂﬁﬂ'-ﬂ_:

Fig. 7 - Produit vectoriel dans

ides bases carésianne at _ m .
eylimdriqua. |cosB| = cosB car 0 <8 < 5 sur le dessin)
-+ & , Y =+ -
e, A€, = —|sin H_E ¢, = -cose,

{car cosB > 0 puisque 0 < 8 f:.g sur le dessin).

e,; Py —Ismi—EI]E: = —5.inl}£_:

(car sin® = 0 puisque D{H-r:g sur le dessin).

Remarque : il est préférable de faire un schéma pour lequel on a :
ne:ac:g, ainsi sin® = 0 et cosd = 0.

Les calculs faits dans ces conditions restent valables dans les autres positions.

— 185

=
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Fig. 8 - Moment d'une force F
&nun paint 0.

A.4. Expression du produit vectoriel
en coordonnées cartésiennes

.o =, =k = + e T
Siu=ae +be, +ce, et v =a'e, +be, +o'e,,

- = — — — — —
alors wav = (ae, +be, +ee)ala’e, +8e, +7e,)
- - R i R
uAav = ad'e, ne +abe, ne +ac’e, ne,

X

M,

- =2 =
é

+bn':a?+bb'¢ M+ hete A
¥ & 2 x

- = = =F =

L4

F L4 #
+ea'e, ne, +cb'e, e, +cc

&

L
[

_—
M

[ [

L

D o

] — -
At =(b"=Fele, +ica’ -c'a)e, +(ab" —a'b)e, |

B. Moment d'une force

B.1. Moment d’une force en un point
| Définition 2 |

— .
Le moment Mo(F) en un pomnt O d'une force F - appliqueée au pomnt M
est défini par le vecteur (Hg. B) ;

— =3 ; .l.'lﬂiF] moment en O (N - m)
Mo(F) = UM;-'-.F .
F force (N)
Propriétés ; L

* La norme (ou valeur) du moment Mo(F ) est:
— — — —— = —
Jste®)| = loml x IE] x|sin(oM. B)| = omx IE] x Isined;

—
* 5i O appartient 4 la droite d"action 9 de i?' (c’est=d-dire si OM es1 colinéaire
= —_— =5 ¥
a F ), alors Mn(F) = 0;
—¥ —F —F . ; . .
* g plus.ieurs forces F,, F, et F; sont appliquées au point M, alors, si on

— —=  —
appelle F = FJ + Fz + F, la résultante de ces forces, on a :

'r“ﬂ{F} = GMI’\F ] GM ﬁ'[FI"'FI"'F}}

— e el e eed

OM A F, + OM ~ F, + OM ~ F,

—F — —F = — —F
Mo(F) + Mo(F,) + Mg (Fy).

— —
Remarque : dans les exercices, OM et F se décomposeront en fonction de

=5
vecteurs de bases, Le caleu]l du moment en O de F reviendra donc a un calcul
de produit vectoricl entre vecteurs de bases,

ﬂ Chapitra & : Thaeréme du moment cingtique




Cas du pendule simple

Considérons le pendule simple composé d'un fil inextensible sans masse de longueur £ = OM, sus-
pendu et O, point fixe du référentiel terrestre & (O ; n_; .-._; e_:] supposé galiléen et d’'une masse m
assimilée 4 un point matériel M repéré a I"aide des coordonnées polaires d*axe E: .

Exprimer le moment en O des forces appliquées au point matériel M.

Solution .

* Le point M est soumis d son poids P vertcal et dirige vers le bas, de valeur P = mg, et dla tension

_j
T du fil, colinéaire au fil et orientée vers O,

-
'EE'

@ e,
() n<r_u H

—
ty

_}
* Le moment en O du poids P = mg.?: appliqueé en M est :

-

— 3 = > -
MG(P) = OM AP = £e nmge,

- =
mgle re,

mgt x | x |7 x
—mgrfsin'EIEZ-

-5

_e__}

1}

Remarque : t—:::]- est obrenu 4 Paide de la régle des wois doigris de la main droite et
[sin(-8) = sin@ car 8 > 0 sur le schéma.
—}
+ Le moment en O de la tension T = —Te, appliquée en M est :
— = *
M (T) = l'_'IMr«.T =fe ph— “Te = —fo 0.

_}
Remargue : on aurait pu conclure directement car DM est colinéaire & T .

B.2. Moment d’une force par rapport 4 un axe orienté

Soit A un axe passant par O de vecteur unitaire ",
Remargue : 51 0" A, alors A peut étre défing indifféremment par O et .

[
Le moment de la force F appliguée au point M par rapport a l'axe A est
dﬂnneparkmmbreaculmre

| ,.'Il.i{l_:}} moment par rapport 8 A (N - m)
|
|

ﬁ.

_j
Mﬂ{F] = ,H,u{F} u{F} moment en O (N - m)
W vecteur unitaire de A.

Cours




ayant tendance A fawe tournar le
piiet M dans le seng dract sutour
de A

i) = -|Fla

Fig. 10 - Momentd'une force F

ayant tendance & faire towmer ke
poirt matériel M dane e seng
indirect autour de A

= o
M, (F) correspond done juste 4 la projection de .-itc,{E] sur A et cest une
grandeur algébrique. .
En appelant H le projeré orthogonal de O sur la droite d’action de la force F,

on obtient :
—5 Y —= -

= — — —3 3 —

MF) = (OMAF)-u = ({(OH+HM)AF)-u = (OHAF)-u
i
{car HM /' F )

Le moment Af.ﬁ{l_?}]n est défini par I'expression ;
- | .HA{EJ moment par rapport & A (N - m)
ai\‘.ﬁ{ﬁ: - :l:d:ﬂ:Hi".H d_.brasdelﬂ'ier{nﬂ
' "FH norme de la force (IN).

_..
* Le signe + + » est obtenu si la force F a tendance a faire tourner le point
matériel M dans le sens direct autour de I'axe A (vecteur u ) (fig. 9 ;

* le signe « — » est obtenu s1 la force f? a tendance a faire tourner le point maté-
riel (fig. 107 M dans le sens indirect autour de I"axe A.

Propriétés :
«Si F est colinéaire i A, alors M,(F) = 0 ;
= 5i Iadmircd'actinnd:lafurc:f’l coupe I'axe A, alors ..Hﬁtf-'}‘; = 0;
* 5i plusicurs forces f:, I_?;. F; sont appliqguées au point M, si on appelle
- = —= —
F = FJ +F2+F!J ona:
- —p o —
M (F) = My(F, )+ M, (Fy) + M, (Fy).

Remarque : le bras de levier est un moven pratique pour calculer le moment
d'une force dans un exercice (si la géométrie n'est pas rop compliquée).

Solution

_!.
Le bras de levier du poids P par rapport 4 A est :

d=0H = {x|sinfl| = fsinh
(8 =0 sur le dessin).

Cas du pendule simple (suite)
Calculer les moments des différentes forces appliquées au point M par rapport a 'axe A = (0 ; E:}

-

_}
'El
@ €,
H) 0 & H
=

L g i
=4 9 1 i
Le poids P a tendance a faire tounmer M dans le sens = T
indirect autour de A (orienté par E:,:l. ";“m}
Ainsi : My (B) = —1xdx|P| = —mgtsine. L /r
' +

On multplie par -1, car F fait tourner M dans le sens indirect autour de A.
— —
Le bras de levier de la tension T est nul donc : M,(T) = 0.

Chapitre & : Theéoréme du momant cindticpuse




C. Moment cinétique d'un point
matériel

C.1. Moment cinétique en O d’un point matériel
M(m) dans le référentiel 22

i_;]. o _'I “—. N Le moment cinétique en O du point maténel M{m) dans le référentiel St i
; v}, .
l I::Mp | est le moment en O de la guantité de mouvement ;{MHE = mﬁ(MH; =
' gh_h-{i}"l | du point M dans le référentiel ® (fig. 11).
| M
_}
i —_— M . .
| a=(OM.oiMllg)| | Lo(M) ﬁ'ﬁ:;"—:fﬁﬂqﬂt
L ] — —3 -
Fig. 11 - Moment cinktique. [ LUEMH-& = OM » mv {M”ﬂ m masse (kg)

! o (M) vitesse (m - s™). :

Remarque : lorsqu’il n'v a pas ambiguité sur le référentiel, il n'est pas néces-
saire de conserver Iindication |, tout au long des calculs.

oMy = oo, Propriétés :

1. La norme du moment cinétigque s &crt :

El-:'[ M7'|1:||

oM x m| & (M1, |sin(OM, (M) )

mOM = o] | sinia)l.
2. Expression en coordonnées polaires :

el

Ijir,u{f'n-'l.]{:i= — ﬁi.ﬂ m;[MH_ﬂ = r.e_'::aml_r";j rﬁ.;;] = mrzﬂ'e_i.

Fig. 12 - Moment cinétique en 1 M est en mouvement circulaire, de centre O et de rayon R, é la h’il:c_s}a:_.:ng_}u-
0 dun point M en mouvement laire e (fig. 12), le moment cinétique de M dans le référentiel ®(0 ; ¢, ¢, ¢.)
circulaire § = o dansle est -

E
5 = § = =% =¥ i - sy
rigf@rantael -“‘lu.-l'.- Oy Wy ) I—qthHﬂ = mﬂzmen = .FHRI-'I.'-E {am o = Rm]_

Cas du pendule simple (suite)

Calculer I'expression du moment cinétique en O du point M(m) dans le référentiel 5.
Solution

_‘ _} - .
Lo(M)|y = OMAme(M)|y = te, amtBe, = mi2@e,.
5
d'er A
- E[E]!j‘ = (0.
o

Remarque : { est constant donc f = 0, il n'est donc pas nécessaire de faire apparaitre le terme i'a';

—_—h
dﬂM]
de Ma'

Cours E

—_—
d'DM)
.I"_-H:

En effet OM = €7, et -E:'{M”j' = (T

dans I'expression du vecteur (




C.2. Moment cinétique d’un point matériel M par
rapport a un axe orienté dans le reférentiel

Fea Il Deiinition 5 |
L.(M) f,f.f. { | Le moment cinétigue du point maténiel M(m) par rapport @ I"axe A (orienté
- A .
b 7 LotM} par le vecteur unitaire 3} passant par ¥ dans le référentiel S, est le scalaire
0} | | Ly(M)|g (fig. 13):
i — -
() LM}y = LM, u
—
M = (OM A mu (M)|,)-u

Fig. 13 - Momant cimitique du
point maiériel bm| par rappon 4 )
Faxa A dans le référantiel 3. Remarque :

_,
L,(M}|y represente simplement la projection de L,(M})|, sur A et c'est une

grandeur algébrique.

Cas du pendule simple (suite)
Exprimer le moment cinétique du point M{m) par rapport a Paxe (O :r:] dans le referenuel .

Solution

—= " - = ] ;
L”:“I-:__II."'.-J].H_‘Ii = Ly{M) n €y = mil2Be_ -¢, = miiQ,

D. Théoreme du moment cinétique
(TMC)

D.1. Théoréme du moment cinétique en un point
fixe dans un référentiel galiléen Ui,
| Théareme 1
TMC(O)

»
La dérivée par rapport au temps du moment cinétique L,_-],[M}Li du point
B
matéricl M) en un point fixe O dans le référentiel galiléen A est égale
au moment en O des forces appliquées an point M :
—m
LsiM) moment cinétique
— = P
= Wo(F) (kg -m* -57)

—
E MH(F ) moment (N - m)

—
d[Lﬂ-{M” -ﬁ.]
de Y]

Démonstration
Le moment cinétique en O du point M dans le référentiel galiléen 3 s"écrit

m Chapitse B ! Théoramea du momeant cinaligws

b —_— 3
Lo(M)|; = OM amt (M), .



Omn derive cette expression par rapport au temps dans le référentiel St :

— -
dLg(M)|, ] 4OM ) - [dv{MHa
= o - il
[——-—rdi . (5% ]“‘ S (M) +OM A mf ———] .

di

—
_ dOM _
Comme O est fixe dans HE, [T]“‘ = l.lfHH_ﬂt.

dv (M), >
£ = M .
dr ].f:ﬂ. ! H*'u

Comme H, est galiléen, on a, d’aprés le PFD :

En outre : {

ma(M)|, = F,

donc @

On notera TMOC{(O) ce théoréme appligué au point O fixe dans le reférentiel
galiléen 9,

Remarques :

* Le TMC({O) fournit une relation vectorielle,

* Le point O peut étre remplace par n'importe quel point fixe dans .

* Ce théoréme n"apporte, pour un point matériel, aucune information supplé-
mentaire par rapport au PFD ; en effet, toutes les forces s"appliquent en un
meme point. Il permet seculement de résoudre plus facilement certains exer-
cices {en faisant disparaitre certaines forces inconnues).

=T Cas du pendule simple (suite)

Appliquer, au pendule simple de I'application 1, le théoréme du moment cinétique en O, par rapport
i M, afin de dérerminer I"équation différentielle du mouvement.

Solution
DYaprés les applications 1 et 3, on a trouvé ©

fﬂ(Mjl_n = HIEIE!EZ ;

—* ¥ o
Mo(P) = —mglsinBe_ ;

—_— =% #
MT) = 0.

En appliquant le TMC dans le référentiel 3 galiléen au point O fixe dans le référentiel #i_, on a:

dLo(M)), S
— | =P+ Mo(T),
* ]

[
SOAL Htfzﬁ';_, = —m,g'fsinﬂg_}_,,
cé qui donne en projetant sur .E: I'équation différentielle du mouvement ;

ﬁ+§s&nﬁ=u.
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E. Cas particulier de conservation
du moment cinétique

E.1. Mouvement a force centrale

Ji Définition 6 |

+
' Le mouvement d"un point matériel M est 4 force centrale F si le point M

est soumis @ une force iE dont la droite d"action passe constamment par
| un point fixe O (fig. 14), appelé centre de force.

=
E.l-'

e -.,1‘
h [a!;
O
®

‘.-

Fig. 14 - Mowvement & force centrale.

— -+
Remarque : OM et F sont donc colinéaires.

E.2. Conservation du moment cinétique
Appliquons au point M, avant un mouvement i force centrale E‘, le TMOC{O) :
_!.
dl—-n{M]];* — 3 —s = * - —
T! by = Mo F) = OM A F = 0, ainsi L.;..{Mngt = cte.

_"
Le moment cinétique Lﬂl[h-i}h‘ du point M se conserve au cours du
mouvernent de M.
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v Moment d'une force par rapport 4 un axe
_’.
Le moment de la force F appliquée au point M par rapport i 'axe A (orienté par le vecteur
unitaire :}thmnépnrle scalaire :
_i.
M {F )} moment par rapport 4 A (N - m)

— 3
My(F) moment en O (N - m)
-:!A{EJ = -“m:li’.}': o i"ﬂgﬂ u vecteur unitaire de A
d bras de levier (m)
- =+
! HF" norme de la force F (N)

H

d’ e M

DE{"—,/)‘:\‘

AL

e o AU} ottt de F

MEV IR L, o ~ o
T My(F) = +|Fla My = JEla

¢ Moment cinétigue en un point
Le moment cinétique en O du point matériel M(m) dans le réferentiel St est le moment en O

de la quantité de mouvement ;{MHQ = mE(MHi du point M dans le référentiel 9.

Q{M} moment cinétique (kg - m* - s
— —
Lo(M)|; = OM A mu(M)|, m masse (kg)

£ (M) vitesse (m - 57,

@y _, etMi, =
M —s
LM_. @ = (OM, o (M)],)

A O M
A

¥ Moment cinétique par rapport 4 un axe g e g

Le moment cinétique du point matériel M) par rapport 4 "axe A H_.i

(orienté par le vecteur unitaire u ) passant par O dans le référentiel  LalM) ;‘_,f" LgtM)

i, est le scalaire : ot

—a ———
LyM)|y = LoiM)|, -1 = (OM amo(M)|,)-u [ Im

v" Théoréme de moment cinétigue en un point {TMC(0)) :

La dérveée par rapport au temps du moment cinétigue L_},;.{MMQ.
du point matériel Mm) en un point fixe O dans le réfi-rmﬂulgalili-mﬂ'ﬁtégn!:au moment
en O des forces appliquées au point M.

—3 - ) —
:I[Lu{h!um‘] F f:' Ly M) moment cinétique (kg ‘- m*-s")
de ! ke ) ﬂ{i:’: moment (N - m)

W




¢ Théoréme du moment cinétigue par rapport & un axe (TMC({A))
La dérivée par rapport au temps du moment cinétique Lﬁ{M}Iﬂ, du point matériel M{m) par
rapport @ 'axe A, fixe dans un référentiel galiléen %, est égale au moment des forces appli-
quées au point M par rapporta A :
dL,(M)|, = L,({M) moment cinétique (kg - m* - 57)
————1F = M (F) =
di | M, (F) moment (N - m)

Mise en ceuvre

Comment déterminer I’équation différentielle du mouvement a
I'aide du TMC ?

Soit § un systeme ponctuel de masse m et 5t un référentiel galiléen. On souhaite déterminer I'équa-
tion différentielle du mouvement de S dans %, a I'aide du TMC(0) (respectivement TMC{A)).

=+ Savoir faire

! © Définir précisément le systéme étudié et le référentiel galiléen d'érude.

@ Faire le bilan des forces qui s"appliguent au systeme S,

& Définir judicieusement le point O (respectivement 'axe A) pour le calcul des moments :
*le point O (respectivement l'axe A) doit étre fixe par rapport au référenticl galiléen
d’émde R :

-ltpnintf} (respectivement 'axe A} doit étre choisi de maniére a faciliter les calculs des
moments ;

* le point O (respectivement I'axe A) doit étre choisi de maniére a « éliminer » les forces
inconnues ou inintéressantes (par I'intermédiaire de la nullité de leur moment).

@ Calculer les moments en O des forces .Tﬂ{F] {respectivement .-If.ﬂ{g} moments des forces
par rapport a ["axe A).
—
@ Calculer le moment cinétique Lﬂ{5]|ml en O dans le référentiel galiléen SR (respectivement
Lﬂ{s”ﬂ. par rapport a I"axe A).

@ Ecrire le TMC au point O dans le référentiel galiléen (respectivement le TMC par rapport
i Paxe A).

@ Pour le TMC au point O, projeter la relation vectorielle afin dobtenir 1"équation différen-
tielle du mouvement. Vérifier alors la cohérence et Fhomogénéité des résultats,

'I:p: Appliguer e TME &n wn point 0 puis projeter sur la direction 4:-, ou appliquer le TMG par rapport & on
axe & = (0; ) fournit la méme équation différentielie du mouvement.

&.‘ SiFaxe A estmal chaisi, le TMCIAY paut conduire & « 0 = 0 = qui n'apporte pas beaucaup d'informations |

F = - - .- - - - -
‘-——--------------‘

L

f i-I, I l'|| 11 |:" | .. _|-'-: ILI:

Chapétre & : Thaoréama du momant cinatigue
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On a donc :

I__.::,,I{G}|ﬁ. = r;:nmrlri;: = mr’ﬁ;:n;: = HF’E[+|IIIIE

:_:) = mr’ﬁ';:r
@ Application du TMC en O dans le référentie] galileen 5t :
e — = —3 =5
(LolS)) = Hg(P)+ Ho(N)
de  Ala,
d(mr2bz — = 4
({—d—"]f = mgrcosde (car Mo(N) = 0)
! =,
mr'l'ﬁ.;: = mgrmlB;: {car r = cte erér: est fixe dans F).
@ Projection de la relation vectorielle du TMC{O) sur la direction e_::
mril = mgrecosf,
soit I'égquation différentielle du mouvement :
ﬁ-%mnﬂ = D.

'_¢.' Comme @ estenrad-s?, genm: s ! et renm (expression rrouvée est bien homogéne

En appliquant le TMC par rapport & un axe
& Définition de I"axe de calcul
+ il doit étre fixe par rapport i # (or "axe (O :;:} est fixe dans MR, ) 3
« il doit permettre + déliminer » la réaction N_inconnue (or, la droite d"action de la force N
coupe a chague instant I'axe (O ;;:H-
On choisit done 'axe A = (O : e, ).
@ Calculs des moments des forces par rapport a I"axe A

« pour le poids 1_’" 3 ﬁj{i‘}} = +mgrcosh;

'-¢ Dans cette expression, mg ast ks force (le poids), rcost le bras de levier (rcosf >0 car0 =8 = g sur e

dessing, et u + = la sens (e pords P 4 bien tendance & faire tourner G dans le sens posit! défini par .' surle
dessind,

» pour la réaction 1'-4.: .thﬁ] = 0 (bas de levier nul).
& Calcul du moment cinétique Lﬁ{f_i]hl par rapport i I'axe A dans le référenticl galiléen &

L,(G)[, = {Ehﬂz[ﬁ}lg‘}-a = mrife, ¢, = m2B
(voir caleul de I__.;{G‘,lig,‘}.

@ Application du TMC par rapport 4 'axe A dans le référentiel galﬂém@tl:
dL4y(G)|y > ¥
D’on ﬂ"af-:ﬁ = mgrcosB, soit mri@ = mgrcosd.

Léquation différentielle du mouvement est donc :
- fmnﬂ = 0.
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ercices

Niveau 1

Ex. 1 Homogénéités, unités

¢ et @ sont des longueurs, & est un angle, F est une
fioroe, M est une masse, © ¢80 une vitesse et L, st un

moment cinétique,
Dreterminer les unités des expressions suivantes
# fFainio);
* i cosie);
. dl.,
dr

A guelles grandeurs ces expressions  sont-elles
|:||.r1'|'|-:'\-g|'.-r|1,:x .

Ex.2 Ordre de grandeur

O suppose qu’un Electhon o e irapectoire droulaire
de rayon r o= 5,3 100" m autour du noyau qu'il
parcourt 4 vitesse constante & la fréquence :

f= 66 10"%Hz
La masse de ["électron est m, = 9,1 - 1073 kg,
O suppose aussd que la Line 4 uh fouverment circu-
laire uniforme de rayon d = 3,8 10% km autour de
la Terre, de période de révolution T = 27,3 jours,
La masse de la Lune est my; = 7,3 - 1072 kg,

=
Calculer la valeur du moment cinétique L, de I'élec-
1EOE Par fapport au cenire du noyau, puis la valewr du

—
moment cinétique Ly de la Lune (assimilée & son
centre d'inertie par rapport au centre de la Terre).

Ex. 3 Calcul de moments

On considére un point matériel Mip) sowmis & ume

: = L
force F = Fe, constante.

i —=*
Exprimer et calculer les momems de la force F
SLivanis :

— 3 — — —3 3
1) MoiF); Mg(F); Mu(F); M(F)
= = =5
D Mg, F) Mo o (F) My o (F)

Tivpées
F=10-10"N; f = 1,0m; 8, = 45"

Niveau 2

Ex. 4 Balancier d'une horloge

O s"intéresse au balancier d’une = horloge & podds «,
Le balancier est composé d une tige de longueur € de
masse négligeable fixée en O e porrant 4 s0n autre
extremité un disque modéhsable par un point mate-
riel M de masse m.

Le référentiel R ,(0 ; ¢, ¢, e} est supposé galiléen.
1) Ecrire I'équarion différentielle du mouvement du
balancier.

2y Le mouvement du balancier ]

est considéré de faible amplitude.
Déterminer les expressions de la
périnde er de la fréguence des
petites oscillations,

3) Le balancier posséde un réglage £y ]\
qui permet dajuster la longueur £

afin que I'hordoge donne ["heure " p
evacte. Faur-il augmenter ou dimi- o

nuer £ 5

* I'heroge avance ?

* I'horloge retarde # M)

Ex.5 Un satellite
Un satellite, assimilé 4 son centre d'inertie, de masse
m = 1 tonne, décnt une trapectoire elliptique autour de
la Terre. Ce satellite n'est soumis qu'i la force dinge-
-3

raction gravitationnelle F dirigée vers le centre O de
la Terre. Le réferentiel 9t (O ; i'_:.. E_:,, E:J 25t SUppPOsE
galiléen. A I'instant représenté, la viresse du sarellite
dans ce référentiel est :

v o= 14 650 km - kU,
Dormee : rayon de la Terre Ry = 6 4040 km.

1} Calculer la valeur du moment cinétique du satellite
en O dans 3 4 I'instant considéré.

Exdirgicas




Hidden page



1) Deéterminer une relation entre r, v, m, 1, h.

2} Sachant que I"électron n'est soumis qu'a la force
—3 —l!*

d'mteraction électrostat F=—
ik dme,r?

miner une nouvelle relation entre ¥ et 1.

-+ g
€., déter-

3) En déduire que r se met sous la forme n®r,; on
calculera alors ry,

4) Momnrrer que 1"énergie mécanique de I"électron se
€y

=7

5) En supposant que I'élecrron est dans son érar fonda-
mental (n = 1), calculer la vitesse de I"électron ainsi que
I"'énergic dionisation de atome ('exprimer en eV,
Diprsrdes

h=6604-100"]5; €= 1,6-10"%C;

£y = B84 10-12 2 N-1.m%;

m, = 9,1 - 10-* kg.

met sous la forme : €, = -

Ex.9 Au bout du fil

Un cvlindre, d'axe de révolution matéricl (O ; 2)) et
de ravon R, repose sur un plan homsontal et est fixe par
rapport & un réferentiel galiléen Q‘Eﬂ : ;L EI,. E:Il.

O atache une extrémite d'un Gl suppose idéal (inex-
tensible et de masse négligeable) 4 la base du cylindre
ren 1), L'aurre extrémité du Al est fixée & une parti-
cule matericlle M de masse wr, astreinte a glisser sans
frottement sur le plan horizontal (O E: E;]- La lom-
gueur de il non enroulée sur le cylindre & un instant ¢
est Lir).

A l'instant £ = 0, on communigue & la particule M une
Vitease E:, horizontale, perpendiculaire & I,M = L.

a) Vue de dessus b) Vue de dessus
a I'instant ¢ = 0 a instant ¢ = 0
Mir =0}
9

On suppose que le Al rese tendu au cours du mouves
ment.

1) Donner la relation entre Ly, L, R et @,

2) Monrrer que : ©(M)|a, = =(L, - R8) 6,

3) A I'aide du TPC, montrer que la valeur (norme) de
la vitesse de M reste constante au cours du temps.

43 A I'aide des questions 2) et 3), montrer que § véri-
i
fie I'equation % - LB+ wyr = 0.

Montrer que la seule solution physique s"écrit

l..“ 'III"_'ﬁ - ERFQI
Blf) = ==L —0n—.
R K
5) A I'nide du TMC, déterminer la norme de la ten-

gion du fil en foncton de r, m, Ly, B er wy,

&) Expliquer pourquaoi le fil cassera avant de s'enrou-
ler complétement sur le cvlindre,

Indications

Ex. 5| 2y =Le TMC (O} permet de montrer que le
moment cinedgue en O du satellite est une consante.

« A 'apogée et au périgée, la vitesse ;{Sﬂgl du satel-

lite et perpendiculaire au vecteur {TS (rayon).

Ex. 753 Intégrer 1'équation différentielle de 1) en
multipliant par 8.
3) Utiliser le PFD projeté sur ¢, .

[EW] 2) Utiliser le PFD projete sur ;,.
4) Calculer I'énergie potentielle ¥, dont dérive la
force F.

Ex. 9| 1) La longueur d"un axe de cercle d'ouverture
o et de ravon B oest égale & R,
4} Intégrer I"'equaton différentielle obtenwee a Maide
des guestions 2) et 3).
6} Calculer le remps correspondant a 'enroulement
total du fil sur le cylindre,

211
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Soliuttzons des exerczces

Exercices de niveau 1

Exercice 1

* L'unité de l'expression fFsina est: mxN = N-m  (homogéne & un moment).

"¢: SN, coso, tanc sonisans dimension
¢ L'unité de I"expression moa coso est :
kgxm-s!'xm = kg -m? s (homogéne 4 un moment cinétique).
dL
* L'unité de I"expression d_rﬁ est ;
kg m? slug! = kgm? s?=N-mcorlN=lkg-m-57%

(homogéne & un moment).

Exercice 2

_"
* Le moment cinérique L_ de I'électron par rapport au centre O du noyau dans un référentiel lié 4
celui-cl est

= —_— — . —_—
L,=0OMamuw,,s0it L, = r<mo, x [sin{OM, v,)|.
Comme le mouvement est circulaire, la vitesse 17: de I"électron
(tangente 4 la trajectoire) est perpendiculaire 4 chaque instant
—
au rayon vecteur OM, d'od
= |5:I.rl ’El:l = 1.

Comme le mouvement est uniforme, "électron parcourt la dis-

tance 2xr (1 tour complet) & la vitesse constante v, en une
période T, (inverse de la fréquence ), d'ol :

—_—
sin({OM, ©.)

2nr
o, = — = 2nrf.
TE
'_¢: Pour un mewement circulaire uniforme, on & touppurs ; v = wR, avet w = 2af = E;[-

On en déduit done ;
L, = Ixm,rif.
AN, Lo=2rx9,1 - 10-%x(53 - 10" x6,6- 105 =1,1-10M kg -m? s,

',tj: On aurait pu dcrire oM = re. et v. = v g, etcalculer le produit vectorial 2+ &, des vecteurs de base.
* De méme, la valeur du moment cinétique L; de la Lune par rapport au centre de la Terre est :

| 1mm, d*
Ly = 2mmydify = 2

1 Chapitra § | Thiorame du moment cingtigus



2rx 7,3 - 10" x (3,8 - 10%)°
27,3 % 2% 3 600

AN L= =28 10 kg m? s,

",c;: Uans I'application numéngque, ne pas oublier d exprimer denmet T an s

Exercice 3

— = - - S - -
1) My(F) = OMAF = (fcosBye, + fsinfe,) » Fe,

(FsinByc,ne, (care e, = 0)

. + = -
= -{Fsinbge, (care ae, = -¢ ).

] ]
ﬁ‘l Le moment My F) d'une force en un point estun vecteur.

—

AN, [UGF)] = 1,0%1,0- 107 x 5ind5°=7,1- 10 N- m.
— = —

+ My(F) = BMAF = fsinf,c, A Fz, = —{Fsinf,z, (car &, a2, = —2,)

AN, [ #E)| = [HaE)] =71 102 N-m.

— 3 —_— = - s -
* Me(F) = CMaF = (~{cosbye, - {sinfye )~ Fe,

+
—['Fsmﬁﬂ,r .-*.E (mr?n; = 0

-

I
1
W
S

= stinEl,,e {car e A e,

aN. [ F) = [ugF) =71 100N m.

2) On applique la formule : .H&{I_;} = t bras de levier x F.

'.t:l: Le moment .M 1IFI 1 d'une force par rapport & un axe eston scalaire (nombra) posiol ou négatt.

* Mg, (F) = ~OAXF = - (Fsing,.

",G.' laforce F atendance & faire tourner M dans le sens indiract gutour de (0 ; e: I, doneg il faut un signe -
AN. .-‘."l',mr-ﬁ {F] =-7,110¢ N - m.

LE -.-[F} +CH = F = {Fsin8,.

',t:.' La force F a tendance & faire tourner M dans le sens direct autour de (C .ﬁ done e signe E51 +
=4 i
AN ..chia]{F}aT,l- 14 N -m.
_!.
-,Hm_:]{F} = +AD=F = {Fcosf,,.

-.tj., La faree F & tendance & faire taurnar M dans |8 sens direct autaur da (D - -E__.I, donc be signe st a + =,

—
AN. "H'rn ;E'r"rF] = 1L0x1,0 = 10°x cos45"=T,1 - 10* N - m.

Ewantioas n




Exercices de niveau 2

Exercice 4

'_¢.' Voir mathode 1

I;_l'i'j Cet exercice ast & sawoir refaire par cceur

1) * Systéme étudié : le disque est modélisé par un point marériel M de masse mi.
» Référentiel galiléen détude : #,(0; ¢,, 2,,2,).

* Bilan des forces appliquées au systéme :

= le poids i; = mgu_;;

_laréactivn de la tige T = ~T&,.

= Axe de calcul des moments : A = {'.'.};E:]n fixe dans .

'.t:;.' On choisitcetaxe A = (0 ; E'if.:- car la droite d'action de f coupe & chaque instant cet axe,
* Calculs des moments par rapport a I'axe A :
_:|.
— pour le poids : M (P) = -mgésind,
'¢ mg est une force, { sind estle bras de levier [ fginG = 0 car 0 < @ =< E | gt — = car le poids & tendance & faire
tourner M dans le sens négatif (sens positif défini par e: b
—3
— pour la réaction AM,(T) = 0 (bras de levier nul).
* Calcul du moment cinétique L.JM]'L; .
L]
== » -+
Ly(M)]s, = (OM A md(M)a,) -

{f:,m. mfé;;] ;:

mf’ﬁa- ;i =m0,

* Application du TMC (A) :

dLy(M)], 5o
T" = M P)+ M (T).

d%{mfﬂ B) = —mglsind+0

miB = —mpf sin®.
L’équaton différentelle du mouvement est donc :

ﬁ+‘%ﬂn9 = 0.

2) Le mouvement étant considéré de faible amplirude, on peut urtiliser sin® =8 (développement
limite & "ordre 1).

En posant @, = %, on obtient 'équation : 8 + w0 = 0.

H Chapitre & : Théoréame du momant cindtigue




Cetre éguation admet une solution de la forme :

8(t) = Acosmyr + Bsinwye,
qui varie sinusoidalemnent.

ﬁ A et B sont des constantes qui dépendent des conditions initiales

La période des oscillatiens de faibles amplitudes est T, = ‘?TT = In <,
La fréquence est f; = 1_18 - h
3 1 ":'_T_E,'E:-,F'

3) La période d'oscillation du balancier dépend uniguement de £.

* 5i l'horloge avance, cela veut dire que la péniode est trop faible ¢t que la fréquence est trop grande.
Il faudra donc augmenter T, ou diminuer f, c’est-a-dire augmenter £,

» 51 l'horloge retarde, il faudra a l'inverse diminuer .

Exercice 5

1) Le moment cinétique en O du satellite dans le référentiel galiléen B s"écrit
— - " —
Lo(8)|a, = OS A m2(S)|a,, d'oi ILE[S] |EJ| = OS x mo x |sina]
— e
avec o = angle entre OS et HI:S:I|.I‘.
En remarquant que O5/sine = C8S, on obtent directement :

"I‘:{S}Lﬂ." = muv 8.

ij’:n %16 715-10°=6,8- 10" kg -m? - s-1.

AN. HL..;,{S]|3 I = 1x10%x

".¢ On aurait pu calculer 05 et o dans le tiangle rectangle OCS. ) avrait fallu donc d abord déterminer OC
Le grand axe de I'ellipse mesura
= CA+CP = AA" + 2R, + P'F = 48150 km,
don: OC = a-PP" -RAy = 17325Ekm
A l'instant du schéma, on a done dans le tr angle rectangle OCS
* d'apris le théoréme de Pythagore : 03 = ./OC? + C5% = 24074 km ;
= d'aprés les relations tngonométriques | tand HE 0t o = fan ‘|. L3 | 447
ac (1],
O an déduit inalemant=

L?_,lE- gl = 20074103 < 1,0- 10° % < gindd® = 68 MY kg-m? s,

,uhl'lf'l., Dans I'application numérique, il faut convertir venm- s (Im-5"=36km-h"'}
Ll

Z) ',c;‘.' Voir la méthode n® 1. TMC {0)
= Systéme étudié ; le satellive § assimilé & son centre d'inertie.

« Référentiel galiléen détude : Gt, = (05 c..c,, ).
* Bilan des forces appliguées au systéme : force d'interaction gravitationnelle F —FE: ;

* Point de calcul : le point fixe O dans 3.

'ﬁ. Le point 0 ast commode, car la droite d"sction (05) de la force F- coupe constamment cet axe, donc .[;[:-I Fr| = l]'




*» Théoréme du moment cinétique en O dans le référentiel galiléen 1‘, .

ﬁ
.j]__ﬂ{SJ —_— * — s —_
[ ! ]m = My(F) = 0, d’oi Lﬂ,{sy|ﬁ‘ = cte e:HLu{S]|g.j = cte.

La valeur du moment cinétique en O du satellite est constante (valeur calculée d la question 1)). On
peut donc utiliser cette valeur 4 "apogée A et au perigée P.

En outre, on a & chaque instant :

— -+ -+ 3 - —
OS = re,,d'on 1:{5]1;.=5'e,+ rile,.

Or, r est extrémal 4 "apogée et au périgée (maximal en A et minimal en P) ; en ces points, r = 0 et :
— .
05 = re, Lo(5)|a, = réey.

On en déduir done :

* i I"apogée A
—
[Lots)|a,| = OAxmu,x sin®),

oIt v, = ”I-:Eﬁlllall = 6,8 1017 = L6 10m-5s1=59-10 km- - h';

AT [AAT+Rpm 41400-107x1,0-100 ’ |
* au périgée P :
||L:{5}|m ” 6,8 - 1019
= k. = : =10 10°m-5'=3,6- 104 km - b1

TR +PP)m 6750 10°x 1,0 107

Exercice 6

1) * Systéme émdié ; 'enfant assimilé 4 un point matériel G (m).
» Référentiel galiléen d’étude : %t (O e, ¢, .).
* Bilan des forces appliquées au systéme :

- -
= le poids P, vertical verz lebas P = mgi;;

_}
-la réaction N du roboggan, normale au support en

H
I'absence de frottements N = —NE’,-

* Choix de "'axe de calcul A = (0 E:] : cet axe permet (via
—
les moments) »« d"éliminers la réaction N inconnue

_l
puisqu’a tout instant, la droite d'action de N passe par O

(le bras de levier de ﬁ par rapport a A étant nul).
* Calculs des moments des forces par rapport a 'axe A :

— pour le poids ,'I-l,,[l_:"}J = +mgrcosB; I

- pour la réaction Mﬁ{ﬁ} =0.

=
. !

)
poids a tendance idans Iz position du dessin} & faire tourner G dns le sens positif (définie par E';l.

“ Chapitre & ;: Théorame du momant cindtique

7,¢: mg est |a force, rocos B est le bras de leviar [rcosB =0 car 0 < A dans la position du dessin) et « + » car le
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. . <
Pour trouver N, on projerte cette relation sur ¢
= L — =
(mBB g -—mRE‘ir,}-:, = {-mge, +MNe, ) -2, ;

~-mRO% = —mgrosh + N, soit N = m(geost-R67).

',t;}.' g, 2 =0, 0 -8 =16l 8, 8 = cosé,

" Comme mesten kg, genm-s S Renmet 87 enrad? s lexpression est bien homogéne & une force
(Tkg -m.-s¥=1NL
4) » La luge guitte le sol quand N = 0, soit :

migcos6—R8%) = 0 ou cosd = g‘é’ @

',v.' Cette relaton caractérise le décollage. Pour déterminer 8, en fonction de i, il faut ubliser Mexpression de & en
fonction de 8 et v iquestion 21

« A linstant du décollage, les relations (1) et {2} donnent :

2
BRI . o
cosBy = E[R_UE +Ei:“ ~4:nsﬂd'.l]. soit 3cosb, = R_:+2 ;

1
1w 2
= _I —— = | *
By = cos [311:*3]

- # 7 3 3 T E . 5 '
_G_ Comme vy estenm- 5%, Renm el genm - 57, lexpression rouvée st bien homogéne (rombre sans dimension),

5) La courbe demandée est la suivante :

8,("]
48,2 —_
40
30 "mx
20 S
10 AY
e wylkim - b
0 10 20 =252 km-
La vitesse limite v correspond a 8 = 0, c'est-a-dire ;
2
%;l—gd-% = |, soit o = .,l"]r_ll

AN, v, = JOBx50=70m-5s'=25km hl.
Pour v = vy, la luge ne suil & aucun moment le profil circulaire, car elle » décolle » pour 8, = 0.

Exercice 8

1) Le mouvement de 'électron étant circulaire uniforme
4 la vitesse o, on & :

— —F -
Lo(M)|a, = OM & m @ (M)|x,

- —s
= re, A mvey

_}
HI_FUE, .

“ Chapitre 6 : Théoréma du momeant cinatique



dvec I'habitude, on peut gagner du temps en retenant que pour un mousemeant circulaire de centre 0 et de rayvon
R.ona

La( M} s, = MRiwe, = mRve,
D'apres I"énoncé, on obtient donc ;
J—"
e 'Ln{M}|atl = rm.v = n,‘:i“, soit

_ nh
Inm,r

(1)
2) Dans le référentic] galiléen 3t , on applique la deuxieme loi de Newton (PFID) & I'électron :

_}
m.a(M)|a_ = F.

— . .
DOr, OM = :FE:, tT[M]l_a‘ = :rH-aT; = 'i'.l'-;; &t ;{Mjl_g‘ = —rﬂja_': B ——g

'I:-. La dérivation donne: 3(Mj|sx = Rbe, -ré' e, avec & = 0 (mouvement uniformel

On a donc :
.
Me™p €r = dme,rd "’
i 2 E'l 2
T vr = ey (2)
3) En unlisant les expressions (1) et {2}, on obuent :
hie Rt
r=n?x— = ron?, avec r, = E"z-
Rt e T e

_ (6,64 10°%)2x 8,84 10712

AN F
T =91 100 % (1,6 10-19)2

= 5‘:3 - lﬂ-!l ml.

hie, T.elw 2. N-! z al. mt. 4. 82y I 1. gl :
-’z;: L unité de Il'_ﬂﬁ[ JT.gf [ "-.I1 m kgt - m*.o 5t s?xkgl-m .57 m .
mim, A kg = LF kn

fcar1J=Tkg-m* s ¥at1N=1kg-m-5s¥

4) = L'énergie cinétique &, de 1"&lectron est :

- 1 e?
T o= i op? = .
£ = gmet SR rnt
_’.
* La force F d'interaction électrostatique dérive d'une énergie potentielle :
2 2 2
% = - = < = = £ = = —-—E—-—-—
pr) JFdrH:tc I4usnr3dr+ cte 4“ur+-:te e

On choisit cte = 0 (référence de I'énergie potentielle & Iinfini : ¥, = 0 pour r 5 =),
« L'énergie mécanique de I"électron est dong

el gl el
z 57 z
Bre rgn®  AmEr, Bregr,n

= E 48, =

?. :-:

= -3 avec &y = Snegr,

Enarcicas H



5) L'énergie d'ionisation est I'énergie 4 fournir i I'électron pour le faire passer de son érat fondamen-
tal 4 un étar infiniment éloigné de O (n — =), cest-d-dire dans un état d’énergie nulle.

"'I;j.' Comme r = fry, §—ssa §i 11—,

L'énergie d'ionisation vaut donc : ¥, = A¥ = 0-— = §,

(1,6 - 10-1%)2
8w 8,84 10-12x53. 101

AN. &, = =2,17- 10-'% [ = 13,6 eV.

',t;.' Par définition: 1eVeex1Ve 1610779,

Exercice 9

1) Lalongueur L du fil non enroulée a I'instant 1 est égale a la longueur initale L, moins la longueur
B8 enroulée sur le cylindre :

L= I.n—RB-
B
2) Le vecteur position OM s'écrit :
— —5 =% -+ —
OM = OI+IM = Re, + L.
On dérive le vecteur position par rapport au temps

soub, = (459),, = (5 = R, 1),
Or, L = -R# (voir question 1)), [d;:]mt = flt_; et (T;: a, = —E'IE:-

On en déduit done
v(M|a, = Re, -ROe, -Lée = -Log,,

soit : v(Mj|s, = (L,~Re)0e,.
3) = Systéme étudié : la particule marérielle M de masse m.
+ Référentiel galiléen d’étude : R (O e, . ¢, . ¢, ).
* Bilan des forces appliguées au systéme :
- le poids F, vertical et vers le bas : F = -mg:-:;
- la réaction ﬁ du plan, verticale et vers le haut (absence de frottement) : ﬁ = Hr_:;

= ST = —»
—la tension T du fil, selon le fil et orientéevers I T = -T g.
+ Calcul des puissances des forces :

L, = =+ &
- pour le poids P : '?[F}|:j‘ = = mge, -tJI:M]-lg_. =0;

, =¥ =3 -+ =+
- pour la réaction N : @I:N}|-g|; = Ne, 't-"[M]-lg. =0;

'_z:f Le poids P et la réaction M, parpendiculaires su plan du déplacement ont une puissance nulle lils ne travaillent
pas|

- pour la tension T : P(T )| = -Téy - 2(M)|a, = -Téy  [-(Ly-RO)BJE] = 0.

H Chapitre & - Theorime du moment cinétigue



* Théoréme de la puissance cinétique dans le référentiel galiléen 3
dié .,.{M‘.I| &}
_ &
dr
On en déduir donc que :

= P(F)|a, = 0, doir: B,(M)], = %muz{Mﬂ_k‘ = ctr.
||1.?|{M]||1J| = cte = vy, (valeurar=0);
4) IDaprés les questions 2) et 3), ona:
|giMi|a) = (Ly-ROIE = v, doi: L6 -ROD = v,.

j¢f viM) ._i = [[Ly-RB) 8| = (Ly-RB) &, carlefil s'enroule dansg le sens positif (B sugmente, donc @ = 0)

On intégre une fois cette équation différentielle par rapport au temps :
g2
L“B_RE = oyt + cte,

Ars 0, ona: B(r=0) = 0, donc la constante d"intégration est nulle. Finalement :

z
%_LDH""‘JD: = “-

TI:': La constante d'intégration est toujours donnée par les conditions initiales & r=0

Les deux solutions de cette équation du second degré en 8 sont ;

a B 3
8(r) = L’“i«/L““‘—E”‘]’ _ Lo JL3- 2Ruyr

R R
S ==
*3

4
s avet A = B —dac.

{;'\ Les racines de I'dquation du second degréenx: ax® + bx+ ¢ = 0 s'écrivent : x =

Comme 8(t=0) = 0, on ne conserve que la solution avec le signe - :

Lﬂ_-;'LE_ERT-'nII
R

{h Comme 8 est en rad, Ly enm, B enm, v enm- 5 " el fan s, lexpresson trouvée est bien homogéne (B sans dimen
ssonl.
5) » Systéme étudié : |a particule matérielle M.
_:..

» Référentiel galiléen d*étude : 5,(0 ; ¢, e, .2.).
* Bilan des forces appliguées au systéme :

Bli) =

l_"i=—mg¢_:; ﬁ=Ne_:; ?=—Te_;.

,_P
- Axe de calcul : P'axe fixe A = (0 ; ¢, ) dans R,
"L lci, aucun point ne permet de simplifier les calculs. En revanche, les moments du poids P et de la réaction N par
rapport 8 un axe vertical sont nuls. On choisit done comme age da calcul Faxe fike A = (0 .c!_1 ) dans A,
* Calculs des moments des forces par rapport a "axe A
= =
— pour le poids P : M, (P) = 0;
) ) = o
~ pour la réaction N : M (N) = 0;

- —
—pour la tension T : M T) ==-R-T.
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CHAPITRE

Forces centrales

conservatives

Introduction

Drans ce chapitre, nous étudierons les mouvements d'un point matériel soumis a une force
centrale conservative, ¢n montrant notamment gqu'un certain nombre de grandeurs se
conservent tout au long de ces mouvements, Les résultats rouvés (lois de Kepler) permet-
wront 'étude du mouvement des planétes et des satellites artificiels.

Plan du chapitre 7
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Fig. 1 - Force centrale
CONSErVAlIVE.

1. Le travail A4&merntaire de la
farce S @it -

W = F - dOM

= F(n&,-(dré.+r d&).

Comema &, &, =1, #t@, d&, =0

|car &, BStum vecteur de norme
canstantel, on &

W = Firdr = —i:ﬁl.

L On parle aussi dinteraction
mEWIDniEnne.

3. En faisant apparaitra le champ
det gravitation créé par O mg) en M

- Eﬂ'h
giMmy = _Ir_]?r

- ., = -

FIi| s acnt: F- = mgiM}.

La massa mapparaissant ici

5 appelia masse gravitatiormelle
du poént matérial M : c'est la
caractinstique du paint matanel
M vis-a-vis de la gravitation,

4. Il ast ramarguahble qus la massa
graviationmele se comonde avec
la masse inarta, caracteristigua
du poant matérial M vis-4-vis de
Finertie, ¢'est-3-dira da |a facilitg
aver laqualle la vitesse da M peut
warier {la masse ingne apparai
dans 'exprassion

- dv
F=mid= mﬁi.

H Chapitre 7 ; Forces cantrales consarvatives

A. Forces centrales conservatives
|
Considérons un point matériel M de masse m sournis 4 une force centrale |
]_*ir = F{r]?, constamment dirigée vers un point O, appele centre de force,
fixe dans le référentie] galiléen &, (fig. 1) ; cetre force ne dépend que de la :
distance r = ||H&H entre le centre de force O et le poing M. '

Cente force est conservative et dérive donc d'une énergie potentielle & (r)
gqui ne dépend que de r, ainsi’

| F force (N) -
%EP Energie potentielle (T |
r distance en (m)

%,
Fir) =~ e

La force E est attractive s1 F(r) < 0, c'est-a-dire si % = 0.

d¥€
La force l_=]I est répulsive si F(r) = 0, c'est-a-dire si E’E < 0.

A.l. Force d’interaction gravitationnelle

Supposons que se trouve en O un point matériel de masse m; et en M un
point matériel de masse m.

M est soumis 4 la force d'interaction gravitationnelle” :

F, force (N)
G constante de gravitation universelle
(G=6,67x 10" N-m? kg?)

mgetm” ' masses (kg)
' r distance OM (m)

P_':=—Gm;m£_t

Certe force est centrale car constamment dirigée vers O (elle est attractive).
Elle est de plus conservative :

L'énergie potenticlle d'interaction gravitationnelle est :
¥, énergic potentielle ()
m et my, masses (kg)

r distance {m)

G constante de gravitation universelle
| (G=6,6Tx10"N-m?-kg™)

"
‘ﬁp{r} = — —-:—

R e ————————————

si on choisit la référence d'énergie potentielle i Pinfini: ¥ (r— =) = 0;
en cffer :

dé mm
& = T =0-3

Comme on souhaite avoir & (r— e} = 01l faut choisir cte = 0.

i,
A i
st

Eoir = -G

+ CLe.
F




1. Cette relation porte le nom de ol
de Couamb ; on parbe aussi
d'interaction coulombsanme.

2. En famsant apparaite le champ
&lectrostatigue créé par 0{g,) en
i

T 1 &=
E‘.“:‘ - EEF v
F, 8'écm
F, = gE(M)

A.2. Force d’interaction électrostatique

Supposons que se trouve en O une charge électrique ponctuelle g, et en M
une charge électrique g.

M est soumis a la force d'interaction électrostatique’ ;

F, force (N)

£y permitivité du vide

(6, =B85 x 102 F-m™")

gn et ¢ charges® électriques (C)
r distance (m)

Cette force est centrale car constamment dingee vers O (elle est attractive s
§ et g, sont de signe oppose : gg;, < 0 et elle est répulsive s ¢ et g, sont de
méme signe : gg, = 0).

Elle est de plus conservative.

L’énergie potentielle d'interaction électrostatique est :

: €, énergie potentielle (J)
g, constante (F - m™!)
gy et g charges électriques (C)
r distance (m)

_ . 1 Ga
Eplr) = "bdi'l:z‘:f r

5i on choisit la référence d'énergie potentielle & 1'infini : ’-f.p{r—: va) =
en effer

1 dod 1 quq

—PF = _Fi(r) = - — soit € = +——— +cte.

dr tr) dmE, = soit  Spir) 4nE, ¥ ce
Comme on souhaite avoir € (r— =) = 0, il faut choisir cte = 0.
Remarques ;

1) On constate une analogie entre les deux forces précédentes, toutes deux

: 1 T
Varmant en ; ; 0N peul ecrire, pour ces deux forces ;

ﬂ
F=§Er

el avee K = -Gmym ou K =

“E“qﬂq-

:-E.Fn[:r} - %

2) Comparons 'ordre de grandeur de la norme de ces deux forces dans le cas
de deux particules élémentaires de masse wm = 10" kg, de charge
le] = 1,6 10" C et distantes de r=10"""m:

F = G™o6Tx105 N et g k109N
N * 7 Ame, ’
F

Soit F‘=3:ID“.

E
A I'échelle aromique, interaction électrostatique est prépondérante ; il n'est
pas nécessaire de prendre en compte l'interaction gravitationnelle.




1. Le moment cinétique peut étre
calculd & partir de la posstion

]
initials 0M; &t de la witessa

initiale ¥, da M:
[:,-I'“i = ﬁ.ﬁ.mﬁlﬂ = ﬁ;
= OM, ~ mi,

Z Qg plan passe par ¢ centre dit
Tores O et est parpendiculaire au

VBEIeuT [:,{M:l-

Fig. 2 - Aire d:d balayés par OM

durant di

1. € peut dre détesminde A I"aide
des conditions mitiales :
Y =
C = |omg il
L=
= OM, = wy- |a|n:mn. Wyl

4 Catbe relation a5t une mbigrale
premigre du mousemant.

5. Lorsque restgrand, § est petit

gt lorsqua rest petit, & est grand.

6. Lo cas particuliar C =0
carrespand i une vibesse
angulaire & = 0:le mouvement

et rectiligne.

L B %Iﬁ A ﬂml reprdsente &
surface du triangle dant deux
citiis sont dOM ot OM,

B % g'sppelle la vitesse

araolaira.

ﬂ Chapitre 7 ; Forces centrales consarvatives

A V'échelle des planétes, les masses mises en jeu érant considérables et les
charges électriques quasi nulles, 'interaction gravitationnelle est dans ce cas
la seule i prendre en compte.

B. Lois générales de conservation

Dans un mouvement a force centrale conservative, le moment cinétigque et
I'énergie mécanique du point matériel M se conservent, entrainant un certain
nombre de conséquences.

B.1. Conservation du moment cinétique, loi des
aires

Le TMC appliqué dans le référentiel galiléen R (O ; ¢,.¢,,¢,) au point
matériel M de masse s donne :

_..
ALl ) ZIE) = OMAF = i aF(2, = 0.

dr i

—
= Ccie.

_’
Ainsi: Ly(M)|_

Le moment cinétique én O du point matériel M se conserve au cours du mou-

vement.'

_}
Comme L;(M)

— » —F == ) .
. = OMa "“'{Mlla = cte, OM reste a tout instant per-
'l (]

® : le mouvement est plﬂ.n:-
E

On peut donc utiliser les coordonnées polaires pour repérer le point M (fig. 2) :
—}
Ly(M)

—}
pendiculaire i un vecteur constant L,(M)

e = -
w = DMnmS{M_'lll‘. = ré:..&ﬁﬁ‘é:.'lrﬂ"ﬁ;‘;]l = HH‘JEIE:,
. £

On pose souvent : .

8 = cte = C,
C étant une constante (> 0) appelée constante des aires.” """
Cette derniére relation peut étre interprétée en adoptant un point de vue
cinématique : I'aire balavée did par le vecteur oM pendant le temps dr
(fg- 2} est:

1 dr

dod = %Hmﬁdmlf = %lmﬂﬁd\e" = 3rx rl x dt = Er-’-l'i';
. d#A®* C . C
ainsi ; S -3 soit () = EH:&{G}.

Cette relation constitue la lol des aires.

Loi des aires
En présence d*une force centrale passant par le point O, 1"aire balayée par |

- —
le vecteur OM est proportionnelle au temps.




1, Cefte relation constiue wne
deuxigme ntagrale pramiare du
minuvement.

L [ane ca §, on congidére qoe K,
mat C sont fixéez par des
gonditiEns immEies.

1, La résalition de [Méquation
! i

a
:Flrl =l dorne r=r, = -

i Il::lﬂ':‘rl:ll -

X
EmL

8. Oy rerdrlie fjise la sodution de

ﬁ:lﬂ=ﬂﬂatr=g=-r;—ﬁl.

Remargues :
1} Aurrement dit, aire balayée & chague instant par le vecteur position est
constante,

: . _— dd
2) Autrement dit, la vitesse aréolaire v, = ar est constante pendant le
MOy CITICNT. f

B.2Z. Conservation de I’énergie mécanique

La force appliquée au point M étant conservative, 'énergie mécanique du
pomt maténie]! M se conserve au cours du temps ¢

J,,,[Mjg_kl = ¢ce = ¥,

1
Donc: ¥ . +% =cte =% soit Em:-3+¢‘ptrl-=ctt=-‘.

———
La constante ¢ peut étre détermince a r=0, 4 Pade de r, = |'I:!Il'|.-*1,J et

3
vy = (vl -

%mﬂl-i Eplr) = %mu: +Eglry) = &,

-

- . . = . -3 . ,
En coordonnées polaires : ¢ = re + rfe,, ainsi;

1 ] o iy o
SmFE+ PR +E () = 8

2

[¥aprés la relation C = r*8 on obtient

g

:l'l':.rn""'+%irrr:+ -:‘p{r] = .

En appelant ¥ petr () = %mc—: + fpfr] I"éEnergie potentielle effective (ou
l
. . | e e e .
efficace) du point matériel M et € = Fmrs I"énergie cinetigue radiale du
point M, on se raméne a I"étude du mouvement d'un point matériel a un
degré de liberte (7, connassant son énergie potenticlle effective :
Eopt Epapir) = ¢,

La notion dénergie porentielle effective permet de demontrer les résulats de
cours mais est délicate & manipuler car elle intégre une partie seulement de
I"énergic cinétique du point matériel M.

B.3. Etude graphique du type de trajectoires

sSupposons gue le point imaceriel soir soumis 4 une force centrale conservative &

i
F = E,-t
i

(K = 0 force répulsive, K < 0 force attractive).
&on energic potenoelle effective est :

K "r'l:'z_

foalr) = T

2rs

Lranalyse des courbes d'énergie potentielle effective (fig. ) montre la pré-
sence d'un minimum ' (r,) si K < 0 et d’aucun minimum si K = 0.

ks




1. Dans le cas de mouvement de
particules chargées dans un
ginme, Ménengie mécanigue ne
pei pas prandre n'importes qualle
vabaur : Fanargie ast quantifide,

2 Les seuls mauvements
possibiles sont ceux pour lesguals
I'énergie cindtigue radiale est
positive : &, = 0 salt & =& .

Fig. 5 - Etat de diffusian dans |
cas d'une force répulsive (K = 0L

H Chapitre 7 : Forces centrales conservalives

IEFIH{ F} :

H*ﬂ

" 2mC?
Fig. 3 - Courbes d'énergie patentiole affective.

Y

B.3.1 - Cas d'une force répulsive : K > 0

ipfﬂ'{r}J \

E=0

Drrr_-q [

Fig. 4 - Force répulgive [K > 0L

£

Chuelles que soient les conditions initiales, ¢'est-d-dire quelle que soit I"énergie
mécanique’ du point matériel, le mouvement est non borné? : on parle d’état
de diffusion (fiz. 5).

Le mouvement radial peut se faire entre r;, et I'infini. r;, constitue la dis-
tance minimale d"approche (du point O] et est déterminée par la résolution

de I'éguation :
€ = —:m'-=+2—+%, lorsque r = 0.

2
Alnsi: B - Kr- 1L

= 0, soit rg,, = ﬁ{lu JKT+ 2mC)
{on ne conserve que la solution positive).

B.3.2 - Cas d'une force attractive (K < 0)

'Epd,r.“r}ul

|

|

L ¥=0

.5

55i

AN T

ﬂ' | o A ‘_=—'_'_'_—t 0

K ' =
ImCE -...-..}“.\._._.\__f.‘."'._f-_._-...--,-'@m

Fig. 6 - Force attractive (K << 0}
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On peut obtenir 8, = 0 en choisissant correctement 'origine des angles ; en

posant p = |‘”_:{:"| e ¢ = |A‘“TC: , on obtent I'équation de la trajecrodre,

caractéristique d'une conigue de foyer O, de paramétre p et d’excentricité ¢

siK <0 et r=ﬁ*5ﬂ{?ﬂ,
(force attractive) {force répulsive)
+ 5i e =0, la trajectoire est un cercle de rayon r= p et de centre O.

'r' ]
1 +ecosd

v 510 =< e < 1, la trajectoire est une ellipse de foyer O, de paramétre p et
d'excentricité g

* 5i e = 1, la trajectoire est une parabole de foyer O, paramétre p et d’excen-
tricite o

* 51 e = 1, la trajectoire est une hyperbole de fover O - dans le cas d'une
force artractive, c'est la branche de hyperbole pour lagquelle O ze trouve i
I"intéricur de sa concavité ; dans le cas d'une force répulsive, ¢'est la branche
de I"hyperbole pour laquelle O se trowve A extérieur de sa concavite,

C.2. Expression de I’énergie mecanique

En remplagant u(8) par son expression dans I'énergie mécanigque, on obtient :

mCi . L . K K
!m=TLA-5m-[H—HnJ+[Acn.=.iH-—H,,]—m :3}]+K[ﬁm5{ﬂ—ﬂu;—m]
i@ - mCIAT K OK! K2 [1_micme]

Coom 2 2iCE miC? 2miC3 K* ’

| &, energie mécanigue {J)
| f paramétre (m)

K| 5 £ exCentricité
b = ~ 5011 €]
P —{ami,m
K = 1 (N -m™) <0
4_:15.._."?"'?

C.3. Etude de la trajectoire parabolique (K < 0),
vitesse de libération

La trajectoire du point matériel M est parabolique lorsque ¢ = 1 ; son énergie
mécanique est alors nulle ;

| K
€, = 0 sot —nr-:.,"3+F =,

2
O EMEOTE
H
%#H:I-'=+H;g +l—:" = 0.
La distance de plus courte approche est obtenue lorsque ¢ = O
miC: p
Tr = r‘l:l'ﬂl:l = IK = E.

Une vitesse importante dans les exercices est la vitesse de libération, c’est-
d-dire la vitesse minimum & donner au point matériel M lorsgu’il se trouve 4
une distance r, du centre de force O pour gu'il se hibére de ["attraction du
point matériel O

Lhaprire § o Forces centrales congenealivies




pour cela, il suffit que son énergic meécanique soit nulle :

) 3

€ =0, dono —m-ut=——{}ﬂ]

2K |' G

2K | s K = —Gmgm.
Ty

ISR Vitesse de libération

Calculer la vitesse de libération, appelée seconde vitesse cosmique, d'un sarellite terrestre se trouvant
a la surface de la Terre.

Données : Ry=6370km; G=667x10" N -kg? - m?; Mp=507x10% kg

Solution
2GM.y
v, = R,
AN o o [2X66Tx10LIx597x10% . .
! 6 370 107 ’ '
C.4. Etude de la trajectoire circulaire (K < 0)
4 La wrajectoire du point matériel M est circulaire de rayon r lorsque ¢ = 0 ; son
1. Comme & T?_E énergie mécanique est’

& Pour retrouver rapsdement cethe
redation, on apphque le PFD au
peainvt i

4
ﬂ]; = F.
-l ! :
sot Mt -mL §, = +5 4,
ﬂr F] I
c8 qui donne ;
K
¥ |« — = Cim
W mry
dw
Caf
I -ﬁ-lﬂ.

A T ost le rappon de la distance
parcourus 2y surla vitessa v
[constarta).

(En effer I'équarion de la trajectoire est: ¥ = p = cte = r,. )
La vitesse sur cette trajectoire est constante :

1a-a-n.-3+E = cle = K soit o = _K = Cre.
2 Fa a N
Gy,
SiK=-Gmym: v = || 82
o ¥y

La pérode de révolution T de M autour de O est le temps mis par M pour
faire un tour, soit’ :

2 2x
T = =20 2070
v K
_m‘_r,:,
En élevant au carré cette relation, on a :
Anlmr, T2 T R
T2 = 0 T @ — = e = .
x 3 K
———
) T période (s)
Si K = -Gmym: ry Tayon (m)
B S ¢ G constante de gravitation universelle

(G=667x107" N-m?-kg?)

m, masse (kg)

o ﬂ




Satellite en orbite basse

Calculer la vitesse d’un satellite artificiel en orbite basse (r=R) - premiére vitesse cosmique -,
ainsi que sa période de révolution.

Données: Ry =6370km; My =597 x 109 kg,

Solution
3

= 7,9 km - 5!

AN v= Jﬁ,ﬁ? * 10-11 x 5,07 x 1024
6 370 x 10°

et T =5062s=1h 24 min.

_ J 4x3(6 370 x 10%)2
6,67 x 10711 x 5,97 = 10

AT N Satellite géostationnaire

Déterminer la période de révolution, le rayon de la trajectoire et la vitesse d'un satellite se trouvant
sur une orbite géostationnaire autour de la Terre (de masse M = 5,97 x 10** kg).

Solution
Comme la rerre tourne suf elle-méme en T =24 h = 24 » 3 600 = 86 400 5 autour de son axe SM, le
satellite ne peut gque tourner sur une rajectoire se rouvant i la verticale de I'équateur avec une période

. 2 2
de révolution égale 4 T. A panir de la reladon : .L! = %, on obtient le rayon de la trajectoire ;
ra T
GM T2
F. = —
. 3*] dn
AN, ry=d42 227 km.
. . , _ My
La vitesse du satellite sur cette orbite 5"écrit ; o = —
]

67 % 10T x 5,07 % 105
AN. = : g =% kkm - s-!.
Y -.fﬁ 42 227 = 10° s

',c;(: Laltitude de ce satellite a5t
h = ry—Ry = 42207 w 10% — B 370 = 107 = 3§ 000 km,

C.5. Etude de la trajectoire elliptique (K < 0)

La trajectoire du point matériel M est une ellipse lorsque 0 << ¢ < 1 ; son éner-
gie mécanique est :

1. Si le mouvement ge fait sutour E = _ﬂ ] —a?y <

de la Teerre, on pare de périgie ; s m =gt 0

n'agt autour du Soleil, on parle du

périphélie. Comme r = le point le plus proche du centre de force O

1+ecosh’

2. 5i le mouvemant se fait autour £ 1 : . I _ _F = i
da In Tarre, on paria Tapoghe s (pénicentre ) se trouve a la distance rp,, = 1, = {cosB = 1) le point le

:.r:;;:f"rd" Saled on parle plus éloigné (apocentre”) se trouve i la distance r___ = r, = —I{E {cosB = -1).

Fﬁaﬁltle 7 Forces centrales conservatives




Comme rp+r, = 2a (a étant le demi grand axe de la trajectoire, on a ;

2a= L 4B - p spit o= all - &%),

l+e 1-& 1-—gf
Amsi Pénergie mécanique 5" &crit 5imp|:m:nl: :

K| _

= =
m 2a (R=0)
On remargue sur la higure & i
que la distance OB=a et |
donc que : B
|c:u_rp:a—]‘|:_€ /__-ﬂ"ﬂ-'_ﬂ_ .b. --__ H\f
= A
'E!.
_ o all-et A /’{“}‘. .
I +e ! AL P Di ‘-EP
s b¥ = g?=¢? = a1l -¢?) \ " 2a J.‘./
= ﬂpl _,__,—o-""'-"fa
1. U"éguation de ['ellipse en La vitesse © sur un pm'n: de Fig. 9 - Trajecigire illipliq'ua
codfdonners Cordsannes asl la trajectoire est -
danalerapﬁrerli'a,. CATE Empf ‘_K K
p —- = —
S5 1 2 r 2a
soit ot = E[l - E} (K < 0},
miha ¥
La période de révolution T sur Pellipse est obtenue a Maide de la vitesse
aréolaire :
dad E = cte = j
dr 2 T
L’aire de 'ellipse est & = mab, ainsi
2 2
I_':f_? = E S-'D'i.[ —T = 4l1_..
T 2 ath? C
Comme §* = pagetp = m_l.:" oma:
|
T!  4xim _ 4%'m
_ﬂ-j' = K| = K cie.

T période (5)
Si K = —Gmygm: a demi grand axe de ellipse {m) [
T: 42 s constante de gravitation universelle
;=G"‘u G=667x 10" N-m” - kg™

miy masse (kg

K T 4nt
€, = — et — =
Remargue : les relations =3 2 = Gy

obtenues dans le cas de la trajectoire circulaire en remplagant r, par a.

sont identiques a celles

o ﬁ



Solution

-
De 'expression T

o'~ GM

ETEIENE) Trajectoire de la Terre
Calculer les paramétres p, a, b, ¢ et ry de la trajectoire de la Terre autour du Soleil.
Données : Mg =2-10"kg; T=1an; M= 147.2 = 10* k.

!
ir » 0O trouve

4n?

‘e = 1‘%=u,m?;

L (Tit}Ms\Ji:[{aﬁﬁ % 24 % 3 600)2 x 6,67 x 10-1! % 2 3¢ 10

1
= J=1,498x10" m (= 1ua)

(1.8, @ unité astronomigque).
Ainsi, comme r, = &(1 - ¢}, on trouve :

ep=all =¢?)=149,76x 10" m;

v b= a1 -e?=149,78 x 10° m;

sr,=a{l +¢)=152,3= 10" m.

La trajectoire est quasiment un cercle ; en effet :e=0 et a= b= p.

1. De mé&me : 5i |'ohjet en
mouvement g4 une sphitre de
masse mat de centre d'inertie G,
an ne sintérassera gu'su
mouvesment d'un posnt mabériel M
placé an G de masse m.

I+ AL

| =
...’n

Fig. 10 - Deuxiame loi de
Eeplar,

C.6. Loi de Kepler

Dans le cas du mouvement d'un point matériel M(m) a force centrale attrac-
_,.
tve F = :—E: (K << 0}, nous avons montré que :
» les trajectoires étaient des coniques donc le centre de force O érait un des foyers ;
dd  C

* la vitesse aréolaire était constante : — = —;
de 2

* dans le cas des trajectoires elliptiques (ou circulaires), le rapport du carré de
la période sur le cube du demi grand axe (ou du rayon) €tait constant et indé-
pendant de la masse du point matériel M :

Ces lois s'appliquent aux mouvements des planétes et des satellites
artificiels en remarquant que la force créée (et le champ de gravitation créé)
par une sphére de centre O et de masse m;, est la méme que celle créde par un
point matéricl placé en O de masse my, (voir théoréme de Gauss et
electromagnénsme’) ; 1l est aussi nécessaire de néghger "action des autres
astres sur le point matériel M, afin que la force soit uniguement centrale et
afin de pouvoir considérer que le référentiel d'étude (d'ongine O) est galiléen.
Kepler (1571-1630) a énoncé les lois régissant sont le mouvement des corps
du systéme solaire autour du Soleil.

Lois de Kepler
* Chagque planéte se déplace sur une ellipse dont le Soleil est 'un des fovers.

# Le rayon vecteur allant du Soleil 4 la planété balave des aires égales pen-
dant des temps égaux (fig. 10.

* Le carré des périodes de révolution est proportionnel aux cubes des lon-

gueurs des demi-grands axes des ellipses [l—; _ r:t:)-
a

H Chapitre 7 : Forees centrales conservatives



L'essentiel

« Forces centrales conservatives
* Considérons un point matériel M de masse m

soumis 4 une force centrale 1_5 = Fl[r]-E]'F cons-
tamment dirigée vers un point O, appelé cen-
tre de force, fixe dans le référentiel galiléen
ity ; cette force ne depend que de la distance
r=1ﬁi' entre le centre de force O et le
point M.

Certe force est conservative et dérive donc d'unc énergic potentielle
‘Ep{r}l qui ne dépend que de r, ainsi ;

di F force (M)
Fir) = -—EF €, énergie potentielle(])
dr r distance en (m)

* Force newtonienne :

| 1'-_‘; force (N)
" G ' G constante de gravitation universelle
F,=- ':_';'"';1 (G=6,67 10" N-m?-kg?)

! my et m masses (kg)
I r distance OM (m)

(‘EF(F] =_G’-"-";ﬁ]

* Force coulombienne :

ek
F, force (M)
= 1 Fo G — £, permittivite du vide
F'=4ﬂgﬂx_,."i'“r {€a=885-10"F-m)
gy et g charges (C)
r distance OM {m)

* Conservation du moment cinétique : L,(M) = cte
=5 le mouvement est plan.
C = r2B% = cte estla constante des aires

=a%‘% - % loi des aires) : en présence d'une force centrale passant par

kpﬂﬁuﬂ,l‘ﬂrthﬂmepmkwaﬁ est proportonnelle au temps.
* Conservation de I'énergie mécanique :

£, = %mﬂz,,% =ce,avec K= -Gmym ou K= ﬁl-é;qa?-

o I".i'llithl:l.u-iala




¥ Lois de Kepler
o planéte se déplace sur une ellipse dont le Soleil est Fun des — by + At
fovers.
* Le vecteur rayon allant du Soleil 4 la planéte balaye des aires égales ' h
pendant des temps égaux.
* Le carré des périodes de révolution est proportionnel aux cubes des
longueurs des demi-grands axes des ellipses :
T période de révolution
a demi-grand axe de Pellipse

v LEtude des trajectoires
* Dans le cas d’une trajectoire circulaire, savoir retrouver rapidement :

i F:'“ (4 I'aide du PFD) ;

e Gmgm ; _ Gmym
€ = — 5, (@ partir de 1:-."2"’*"2“?)1
T2  4n? ; 2xr
F = G_I'I'I,:, (@ partir de = ?j‘.

* Pour retrouver les formules d’une trajectoire elliptique, on remplace r par a, ou a est le demi-
grand axe de ellipse :
Gm,m T2 4

im — zﬂ er F = Gn_:“ur
* Afin de caractériser une trajectoire, on utilise le signe de I'énergie mécanique €, (voire la valeur
de 'excentricité ).
hyperbole %, =0

parabole ¥ = 0
mm:_ Excentricité e *rn;umm|
e=0 cercle*
fm <0 0<e<] ellipse 26 - s
T, =0 e=1 parabole
$ = 0 e>1 hypﬂ*hnl:_ :
* Pour que la trajectoire soit un cercle, il faut que la vitesse ila

L&
0 T point 50it T = I-T"G et gue, &n of poing le vecteur : ///

vitesse © mhnfdﬂp:udiuﬂ;mﬁ'i: rE':.

L.opyrighted material
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Mise en ceuvre

Comment déterminer les parameétres (vitesse, énergie, période) d'une
orbite circulaire ?

Soit un point marénel M de masse men mouvement sur une orbite circulaire sous 'action d"une force
centrale newtonienne exercée par un objet O de masse m;,. On donne le rayon r,. On souhaite déter-
minert la vitesse, I'énergie mécanigue et la périnde de révolution du satellite constitué par ce point M.
-+ Savoir faire

R RN
1 © Exprimer la vitesse du point martériel M a 1'aide du PFD.

: @& En déduire 1'énergie mécanique du point maténel Mim).

1 '® Calculer la période de révolution.

e oe o oo o o o e o o o o e S e S S e e e e R S RS S e

- Application
On considére un satellite artificiel de masse m assimilé & un point matériel M én mouvement sur
une orbite circulaire de rayon r, autour du centre O de la Terre.

Déterminer la vitesse v, du satellite sur son orbite, puis son énergic mécanique €, et enfin sa
période de révolution T.

Données : ry=10000km ; m=800kg; M;=5,97- 10" kg,

|

Solution

@ Dans le référentiel géocentrique 5 (supposé galiléen), le PFD applique au satellite M s'écnit
sous la forme @

-+ | =
"*'“':M}at. =F.
Comme la trajectoire est un cercle de rayon r, on a :
» Yo+ dor-
E{MJL"; = —;£r+ I G

> G
La force exercée est ' F = = M;rmé',.

Fa
2z
L L GM o m s
Ainsi - m — gy - —— €, = —————,
dr ¥, 2
4} rn

. . =
Ce qui donne en projection sur &, :

ol 0 soit ©,=cte,

&1 &N projeclion sur :,:
v GM GM
-—-.:I = ]T" mi‘[ ul] == T
[ Fe Ta

6,67 x 10711 x 5,97 x 103
AN © =Ji : = 6,3 km s
¢ 10 000 = 103 '




-y

@ L'énergic mécanique du satellite s’écrit :

GM-m
'Em='ﬁc+'ﬁp=%mn§— I =

1 .GMi; GMym  GMym
- K = - "

To
~6,67 x 10-11 % 5,97 x 1024 x 800

AN. &, = =-1,6%x101],

. 2 % 10 000 x 10* : ]

@ La période de révolution T du satellite autour de la Terre est donnée par :
T=2:r,1

L
2 x 10 000 x 103

AN Ts=
6,3 = 103

=0973g=2h 46",

Meéthode 2

Comment déterminer la nature de la trajectoire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous Paction d'une force centrale conservative
newtonienne exercée par un objet O de masse m;. On donne la vitesse v, et la distance r, au centre
de force O en un point de la trajectoire. On souhaite déterminer la nature de la trajectoire du point M.

=# Savoir faire

: @ Exprimer puis calculer I"énergie mécanique £ _ au point matériel M)
1 @ Conclure selon le signe de €.

L |
i
1
i
o e e o e e R S S S S S R S R I LI S S |
=* Application

On considére un satellite artificiel de masse m = 1 t assimilé & un point matériel M se trouvant a
=0 a la distance r, = 12 000 km du centre O de la Terre (M = 5,97 x 10** kg) ; sa vitesse est 4
t=0,vy=8km -5

Déterminer la nature de la trajectoire du satellite par rapport a la Terre,

Solution

© L'énergie mécanique du satellite s’écrit :

GM - m
S

Elle se conserve au cours du temps ; on peut la calculerar=10:

% 132 GMym

€, = :E:+‘EP = %Iﬂﬂi—

m = EH‘IIJD— rﬂ
1 6,67 x 101! x 5,97 x 102 x 1 000
AN. ¥ _=-x1000x(8000)2- -— ;

& Comme ¥ < 0, la trajectoire est une ellipse ou un cercle ; pour que cette trajectoire soit un cercle,

—3 G
il faut que OM, L ¢ etv = || L,
1]

Calculons la vitesse qu’aurait le sarellite sur une trajectoire circulaire de rayon r,

= 6,67 x 10-11 x 5,97 x 1024
12 000 = 103
Conclusion : la trajectoire du satellite est une ellipse.

] =576 km: s,

il "

.ﬁ" g vy avalt eie egale a 5,76 km . 57!, la trajectoire n'aurait 86 un cercle que si, en plus, OM; L v,

. — L OO0 T !i.'l':_i maeErial



Meéthode 3

Comment déterminer la position et la vitesse aux points caractéristi-

ques d'une trajectoire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous "action d'une force centrale conservative
e

newtonienne exercée par un objet O de masse m,. On donne le vecteur position OM,; et le vecteur

vitesse ¥, en un point M, de la trajectoire. On souhaite déterminer les positions et vitesses aux

points caractéristiques

* i 'apocentre et au péricentre (P) pour une ellipse ;

* au point d*approche minimal () pour les parabole et hyperbole.

-+ Savoir faire

I -+ . W, 1 S0 0 -0 NS O S I S O - S S . T T -y

© Ecrire la conservation de 1'énergie mécanigue #_, a I'aide des conditions initiales (en M,). |

@ Ecrire la conservation du moment cinétique (ou de la constante des aires C) 4 I'side des condi- :
tons mitiales (en M), —_ [
{pour les points caractéristiques considéres, r = 0 donc OM L v ). :

& Résoudre le systéme de deux équations & deux inconnues (r ; v) obtenu. [

=+ Application
On considére un satellite artificiel de masse m assimilé 4 un point matériel M se trrouvantda r=0 4
i g e — —
la distance ry = IDMDE ; 5a vitesse est alors vy = I:I,;.I ctona & = {0OM,;, vy).
Déterminer les positions et vitesses aux périgée et 4 I'apogée de la trajectoire,
Domnées :m=1000kg; r,=24 075 km du centre O de la Terre ;
Mp=597-10kg; v,=14650km-h'; a=H4"

Solution

0 L'énergiec mécanique du satellite est :
v, E:""Ep =E

my
GMym GMym

1 1. 2
raial- O

Em‘bz -

iy
8 La conservation de la constante des aires donne :

c=loMad] = oM, s3] soit € = rv = ryugeina.
@ L'éguaton donnant C permet d’obtenir :

Pyt B
o THSANIG

| 7l 4]
En remplagant v dans €, on a
GM.m
%rm:l:— CT o = :'F'm-:-

SOL ;
(mC)o* - (2GM-pm)v-2CE, = 0.




Le discriminant de cette éguation du second degré vaut A = 45’M1-m=+!ﬂ=‘!,im et les
solutions sont :

2GMmt [4GIMim? + 8BmC2E,,
¥pin = 2mC '
La vitesse maximale est celle du point le plus proche (périgée) et la vitesse minimale est celle du
point le plus éloigné {apogée).
AN E_i-—s,lﬁ-lﬂ’] et C=68-10"m?.5!;
vp=10km s, o, =164km sl

Les distances r, et r, a I"apogee ¢t au perigee sont :

C
-
P oy

AN, r,=6765km et r,=41444km.

Copyrighted maierial
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Ex.6 Transfert d orbite

On veut transférer un satellite 5 de masse m initiabe-
ment sur une orbite circulaire basse de rayon
ry = 6400 4+ 500 km (sutour de la Terre de masse
My} @ une orbite circulaire haute de rayon
#y = 6 400 + 36 DM km.

Pour cela, on utilise une ellipse de transfert (de A 4 B)
dite ellipse de Hohmann dont la Terre est un foyer.

- -

B T i

1) Exprimer et calculer la vitesse v, du satellite sur
I"orbite basse,

1) BExprnmer I'énergie mecanique du satellite E, sur sa
trajectoire basse.

3) Exprimer 1'énergie mécanique du satellite E, sur
I'ellipse de transfert,

4) Que faut-il apporer au satellite au pomt A pour
qu'il passe sur I"ellipse de Hohmann #

Exprimer et calculer 1'écart de vitesse Av, nécessaire.
5} Quelle action faut-il avoir sur le satellite en B pour
qu'il passe sur I"orbite circulaire haute 7

Exprimer et calculer I'écart de vitesse Avy nécessaire.
6) Exprimer et calculer la durée du rransfert (entre A
et B).

Diarnedes

Ge6b67x10" N m*-kg?; Mp=59Tx10"kg

Niveau 3

Ex.7 Retour de mission spatiale

D etudie un véhicule spatial 5 de masse m qui rentre
sur Terre (masse My) aprés une longue mission.

Ce wéhicule arrive au point B avec une vitesse 1:,:, el
présente un « parumeétre d"mmpact « & (vour figure).
O considérera le point B suffisamment ¢loigne de la

Terre pour que ['on puisse ¥ négliger I"énergie poten-
tielle gravitarionnelle de 5 avec la Terre.

Fia

B b

o
|

1) Donner la nature de la trajectoire de 5.

2y O veut gue le véhicule sparial aeeive au poimt O
avec une vitesse tangente 4 I"orbite circuladre passant
par C (de rayon 2r,). Déterminer puis calculer la dis-
tance b necessaire.

3) Donner la distance minimale b, pour que le vehi-
cule spatial évite la Temre.

4} Au point C, on veut que le véhicule spatial passe
sur 'orbite circulaire de rayon 2r;,

Quee faur-il faire ? Dérerminer puis calculer Avy,

£) Si rien n'est fair au point O, tracer 'allure de la tra-
jectoire et calculer ln déviation totale du véhicule sur
&4 trajectoire.

Donndes : ry,=6400km; vg=2km-s!;
G=667x10"N-m* - kg?; My=597T=x10"kg
Pour une hyperbole €, = m::”
tance entre le point d'intersection des asymproges de
I'hyperbole et le sommet de Phyperbole (point C).

ou a est la dis-

Ex.8 Loi de force centrale

Déterminer la loi de force centrale pour une trajec-
toire d’équation polaire -
I r=

= I+e::na.B’l 2y r = acosB.

Indications

[ ] 1) Calculer 'énergie totale.
2} Utiliser la conservation de 'énergie ¢t du moment
cinétigue entre B er C.
3} Méme démarche gu'en 2) mais appliquee entre B
et A, ou A est le pamt de la Teérme mngent & la trajec-
todre de 8 (distance d'approche minimale],

. 344

Chepitre 7 : Forces canirabes conservatives

[3] 1) Utiliser la constante des mires C, afin de
determuner Vexpression de Ppecéléranon (e de la

forcel en fonction de o = %, i et B {on unlisera la
methode de Binet voe en cours),

dr drtai{8{ii dr du dB
Happel : — = ——e—rul = —  — . —.
di dr du dB dr



Soluutions des exercices

Exercices de niveau 1

| Exercice 1

1) Sachant que: G = s SON Unité est

Moy m

Nxm? _kg-m s?xm? _
kg kg kg x kg
2y a) L'unité de K. = GMm est:

kgl m' s ?xkgxkg = kg-m* 52,

=51 i

el

b) L'unite de & =

kg.m}s-l

= 2 X
_kg-l'l'.I.-E- "
1

-.-Q: kg m-s'=JeariJaiN=1m 1 kg - m 2Ty m 1kg m?. 5!
| ¢ , est donc homogéne & une énergie

Exercices de niveau 2

Exercice 2

1) Le satellite est sur une orbite circulaire de rayon r,. On va appliquer le PFD au satellite par rapport
au referentiel géocentrique S, (supposé galileen) et le projeter sur la direction radiale

3
-+ v GMom (G M-
I?,'F'NE{SJE* = F,-F, puis -m— = - 4'r , d'ol vy = L,
; My I',_-, '.E .l,‘ rn

{ L'énergie totale du savellite est :

iGMd GM GM
Ep = lmﬂﬁ— o soit €, = -]-m . ™
o2 o * 201 o
é GM-]-m
T" - Irn )

2) L'énergie totale diminue @ € = € (1 +ar).

L'expression de "énergie peut étre obtenue par analogie avec la question 1.

"E _ GMI]H‘E

L
Sachant que ¥4 = €y (1 +ar)
GMIP:H' G’MTﬂi

onalos: —-—— = - (1 +or)
2r 2r,
Fa
= 1+t

245
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1) a) L'équation de la trajectoire d'une ellipse est donnée
par :

r= 1 +ecosh

- _ . -
En @ =0, r'—rp—H_E
En@ =m, r=r1=ﬁ- 2a

Done en divisant membre 4 membre les 2 relations ci-des-
HUS, 0N TOuve ;

1 | 1+1 2 2

fa _ l—g _ e _ #l-x _2-x . E=__

:rF_ p  l-e 1-(1-x) soi o X 5
1+¢&

Or x<< 1 done 1= 1, donc r, = rPE-
x x

2

AN 1= 510215100 2

= 1,5 10" km,

Pour calculer la vitesse v, de la comeéte a cette distance, on peut utiliser la conservation du moment
cinétique :
L = TaXMXT, = r X mXu,.
(en P dem A)

F,
Donc: v, = Lo, = Zu,.
101

AN. » = T:afﬁﬂﬂ = 0,030 km-s! = 30 m s,

b) On veut calculer la période de révolution de la comete, Pour cela on utilise la 3° loi de Kepler :
2 T}
T—'] = cte = —,
a ra

ol T est la pérode de révolution de la Terre autour du Solel (T, = 1 an).

'I;: La constante est la miéme pour la comidte of la Terre car cos deus astras « tsurment s autour du Saleil,

3

T
Done : T2 = -?ﬂ:u.'az'-

P
Or 2a = 142 =2 (Lse1]: done il vient :
r ﬂ—fl'l'rp—rp +; rp_x - v QOonc i vient o
i
Qry X = o\
T? = T2 x| ——2]|, d'on T=T¢|x[—]1.
Erﬂ x
5. 1033

AN, T=T,= [ ]‘ =354T, = 354 ans.

10-4
¢} Dans I"hypothése d'une parabole, on a

a1 2z Km : _ I'EI{_
€, =0= MU a S0IL T, = .'| -

Exgrcices “



On considére une trajectoire ellipuque :
_=Km _1 .2 Km

i i e

2a = rP+r.=rP+§rP-=§rF (x << 1).

L'expression ci-dessus devient ;

Em B 1 o3 Km . P 2K x ( 1.':]
—_— = —x = = ——— st = [—: [l=-= = ®¥ll—-==
2 TH e e A 22

X'

',G: (T+x1"=Tenxr (x=1)

1
a2 s L.-l'.'-|;+.!|==1+%# =

On trouve finalement ;

[
Umaxy ~ Umas - lﬂ""

AN.
Ty 4

= 2,5 105,
L’approximation faite en 2) a) pour calculer v, en urilisant ¥, pour v, est justifice,

Exercice 4

1) Pour connaitre la natmure de la trajectoire, on peut calculer I'énergie totale du satellite, c’est-a-dire
50N CNETgic mecanique.
1 3 GMT!W

IET=I£ +%F=i?ﬂpﬂ_ Fl}

Or vj = qu_:[T donc ¥4 = gGL;Tm - Gh;Tm = Gr:_LTm{EH 1].
= 5i ¥4 = 0, la trajectoire est une hyperbole :
11 quand %‘— 1 >0, cest-a-dire o> 2.
= 5i ¥ = 0, la trajectoire est une parabole :
ici quand g—l = 0, c'eat-i-dire o = 2,
* 5i €. < 0, la trajectoire est une ellipse (ou un cercle) :
ici quand %’a 1 <0, c'est-g-dire o< 2.
Reste a étudier le cas particulier du cercle (ellipse particuliére).
Pour calculer la vitesse v, nécessaire pour étre sur une trajectoire circulaire, on applique le PFD au

satellite dans le référentiel galiléen géocentrique et on projetre la relation vectorielle obtenue sur la
direction radiale,

- - + 2
e - ma{S}h‘ =¢-F GM. m .
2 5 £
L1 GMpm 5 L
= — = = — -
rﬂ' rE ST g
2 GMy
‘[.'n, - v “
i

I e . I S - - . il il L] .._I ki |
' Chapitre 7 ; Forces centrales conservatives



Exercice 5

2 e ST
Orov, =ax ety LTS;

Fa
donc le cas du cercle correspond d oo = 1.
2) Les trajectoires ont donc 1"allure suivante.
o o << 1: ellipse (7).
=@ = |:cercle (2.
=] < @< 2:ellipse (3).
* @t = 2: parabole (4).

* ¢ > 2 : hyperbole (5. 5
3) Le devenir du satellite dépend donc de o
(i.e. la vitesse initiale) : v

o o= 2 e satellite tourne autour de la Terre A
{voire retombe sur Terre) ;

s@=2 le satellite s'éloigne irrémédiable-
ment de la Terre.

@l<a<2

ﬁ La prémiar cas fo < 21 corraspond & des etats e

ligs [+ == 0}
Le deuxieme cas liz = Z| correspond & un etat

de diffusion {¥; =0 Eoa=2

1) Pour connaitre la vitesse o, du satellite sur sa

trajectoire circulaire, on va appliquer le PFD au i G My 4
satellite dans le référentiel galiléen &, géocentn- 5 -
que et projeté sur la direction radiale. . :
¥
GM--m
Gomd®l,, = 4 (-G
B FI:'
vy GMm
—_— = - 3
F“ J"ﬂ
GM
ﬂﬂ = T'
Ye

L'énergie (mécanique) du savellite est ;

: GMopm GM. GMom

Fiy 2 ro ry

S0iL : Ty = - ¥
1]

De plus, pour que la trajectoire soit un cercle, 1l faut que la vitesse soit orthoradiale (tangente a la
trajectoire), donc :

_i
v, L TS.
2) a) La witesse :_J:r fait en réalité un angle ¢t avec la perpendiculaire a
- i #
TS (la trajectoire n’est done pas un cercle). ARy
3 H & :_\-\"‘:r' 'y
Il faut dérerminer la nature puis les caracténstiques de la trajectoire vl
réelle du satellite. : 5

Exercices



* Calculer d’abord I"énergie totale :

GM-m GMypm
Er =8 +%€, = lmﬂﬁ— MT = — My
ro2 o 2r,
Donc il s’agit d"un état lie, La trajectoire est une ellipse {dont un des foyers est le centre de la Terre).
*» Dieterminons le demi-grand axe de ellipse.

Sur une ellipse I"énergie du sarellite est ;

< 0.

GMpm
Ey = — .
T 2a
Or ici au départ le sarellite posséde I'énergie :
GM.-p i
$r=- 2r,

En identifiant on trouve : a = r,.

b) Cene information (a = r,) permet de conclure que
la position de lancement correspond & un des sommets
du petit axe ; par suite, on i déduir aussi que le grand
axe (dont on connait la longueur) est paralléle a :_.-;:

= on trace d'abord le grand axe (paralléle i E; PASSATIL
sur T ;

* on trace ensuite le petit axe (perpendiculaire au grand
axe) passant par S ;

« on reporte la demi-longueur du grand axe (r,) 4 partir
de O (point d'intersection du grand axe et du petit
axe) : on obtent les points Pet A

« on reporte la demi-longueur du petit axe ;

= on trace enfin I'allure de 'ellipse qui est 1a trajectoire
réelle du satellite.

¢) On veut calculer r, et r, :

Ty = ro— 0T et r, = r,+OT.

1l reste a calculer la distance OT.,

Or dans le tnangle rectangle TOS
.. _ 0T _0OT _ .
sinG = = = ~ donc OT = rysina.
Donc ; L rall —singt) et r, = ryil + sind).

Pour calculer v, et v,, on peut utiliser la conservation de la constante des aires (ou du moment

cinétique).

Cs= rntsusin(g— cr.] = rptpcose (en 5)
=rv, (end)
=rv, [(enP)
i _Te COs 0
Done : v, = f.nmu-n. = 1+ sina ™"
. Cos(
De méme : v, = I_m“un.

ﬂ Chapitre 7 : Forcas centrales consarvatives
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2} On utilise vour d’abord la conservation de I'énergie totale entre B et C.
1 2 1 2 GMym
— 1)

Sy = =MNU-—

2

Cette équation ne suffit pas puisque v~ n'est pas connue et b n"apparait pas.

On utilise done aussi la conservation du moment cnétique (1.e. la constante des aires) :
L = mbug = mix2rgv.  (2)

En reportant dans (1) la valeur de v tirée de (2)

12 1 [ b UB]I - GMym

2 iy

2™M¥8 = 37 3, 2r,
G
b=2r, 1+ My
i Tt

6,67 x 10-1" x 5,97 x 1034
6 400 = 10% x (2 000)*
3) On veut calculer b, qui correspond a la distance minimale de b qui

permette au véhicule de » tangenter = la Terre au point A.
On reprend la méme démarche gqu’en 2).
On utilise tout d'abord la conservation de 'energie entre B et A

f
A.NM. b=2x64MKJ1+ =52 080 km.

| - 1 2 GMqpm
Eq =cte = cmuy = —mv, - 1
' 27 B 3TA o m
Cette équation fait apparaitre v, qu'on ne connait pas. Par contre & / N
n'apparait pas : 2 bonnes raisons pour utiliser une 2° equation : la con- i

servation du moment cinétique.

Pour appliquer le moment cinétique, il faut caractériser e qui se passe
en A (position, vitesse). i
Le point A se trouve i la distance r, du centre de la Terre. Par ailleurs, U8 |

la vitesse du véhicule au passage en A est perpendiculaire @ TA car r
(distance TS) est minimum.

. En elet, en coordonnées polaires, Fexpression de la vitesse d un point M est w(M) = re : r g,
Quand rest mmimum (F = 0y, ana viM) = ré e,

Comime Dl'l.-i Fi, . On 3 I:Il'n.':l 1 wild

Connaissant bien les points A et B, on peut appliquer la conservation du moment cnétique entre ces deux

points
L =cte = mb_ vy = mryv, (2)

(en B) (en A)

'.¢: Cela revient & utiliser la constante des aires C = b, vy = mqy.

En reportant dans (1) la valeur de v, tirge de (2) :

[ 2x6,67x1011%85,07 = 102
AN. b, = 6400x |1+2%5 ‘ .
min z B 400 % 10° % (2 D0D)2

Exercites ﬁ

36 266 km.
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| X
e () (®
Fig. 1 - Deux risférentiels.

1. Repisner & mouwnemant de St
par rappart & 3 reviant ;

— d repérar le mouvement de 0 par
rapport (4 Iaide de #(0°)), ):
mauyement de translation |

- & repirer |6 mouvement de la
base (#,., &, &} |4 Faide du

vecteur rotation ﬁr-n :
mouvemeant da rotation.

Iﬂ‘}

Fig. 2 - Référontial ®° an
rodation par rappor au
réddnentiel 5.

A. Cinématique dans deux référentiels

Considérons deux référentiels (liés i deux observateurs), (O : ¢,, 2,,2,) et
T " _; €,-) 1 A" est en mouvement par rapport a 9. E:muuvmimt
peut étre décnmpm::nmmuuv:m:ut de translation de 3’ par rapport 4 ®
caractérisé par la vitesse E.-'(D’H* de I'origine O par rapport 4 9t et un mou-
vement de rotation de 3" par rapport & 3 caractérisé par un vecteur rotation
_ﬂ'!.li (cette décomposition est celle utilisée en cours 51 pour décrire le mou-

vement d’un solide par rapport 4 un autre)'. Le référentiel joue ici le rile de
solide en S1.

A.l. Formule de Varignon

Soit LT un vecteur quelconque que I'on projette dans la base {e,, :}.e, )
lide d W": N
U=U,e +U,e)+U, &)

— -
Deérivons dans # le vecteur U afin de connaitre la variation de ce vecteur U
observé par un observateur 1ié 4 9t :

a0y g, U, iy + Uy +U U, dey u, déy
(E].-‘a_ o h+ o+ "[d ]f [d:] + (d:]}m'

On remargque que ; [%]ﬁr = U_.,f#—:-‘ + U}.-E:+ Urﬁ

2L 0N montre que : (dT].l'E __:
()= Bemr

—Il
(%), = Bumr

On obtient ainsi la formule de Varignon :

( de Jm '( dt ]I-a' +Hgp U

qui permet de faire le lien entre la variation de ﬁ observé depuis & et 0.
Cas particuliers :

- 8i " est en translation par rapport 4 R, E*'lﬂ = 3 (voir paragraphe A. 4) ;
—5i 3" est en rotation autour de axe (O ; 2,) lié au référentiel @, 4 la vitesse
angulaire § = "—E' alors £, = &, (voir paragraphe A_ 5).

La rotation est uniforme si 8 = w = cre.

= =
w: n:t.-m = —ﬂmlma

ﬂ Chapltre 8 : Changerments de référentiel. Rélérentiel non galiléen



A.2. Loi de composition des vitesses

Soit M un point quelcongue ; le vecteur position du point dans le référentiel St
— est OM ; le vecteur position de ce méme point dans le référentiel @ est O'M.
* | Cherchons un lien entre la vitesse i-'!rlil"n-'lllﬂ.‘,t ﬂatMHa.;parmls-d:la:elaﬁnn:

OM = 00'+O'M

\@ dérvons cette relation dans le réferentiel 3t ;
—— —

dOMY| _ (40O o'M
. @) S { ar ]s';: '(T]ﬁf[ ]fa

l'

Fig. 3 - Dlu:rﬁfdrmﬂaln ’ =
soit: 3 (M)|, = 2107 +(M) + 0y A O
& A dr  Na
{utilisation de la formule de Varignon)
S . . -+ = —
ainsi : B(M)|, = 200", + DM, + Dy g n O'M

soit : 2 (M)|,, = 210}, + 8y A O' M+ B(M),..

On peur alors écrire la relation suivante :
— —¥ —*

Ty, = il‘c-l'-il"..

. E: = 3{!'-'1i}|a|| est la vitesse absolue, cest-i-dire la vitesse de M dans le
reférentiel 9t.

-, =2 prry- :
v, = v(0 )|3 il 5~ O'M estla vitesse d’entrainement, c’est-d-dire
la vitesse qu’aurait M s'il était fixe dans 3" ; on parle de point coincidant ;
ainsi, on note : 1'._1,}_. _ 3{!'-'! & R')|y

- o+
v, = v{M),.

référentiel ",
Ainsi la loi de composition des viresses, s"écrit sous la forme

st la vitesse relative, ¢'est-a-dire la vitesse de M dans le

Loi de composition des vitesses
v(M)|, = o+ (M),
shsclue relative
» —
avec v(Me ﬁ'}|g = a-l-ﬁ!.lg A O'M.
|

Considérons I'hélicoptére de la figure ; nous nous intéressons au mouvement du
point M dans deux référentiels : 30 ; Py ?]l et MA; o e ?}

Exprimer la vitesse d'entrainement de M par mppm‘t a9, la vitesse relative du point M puis la vitesse
absolue du point M.

Données: R = EﬁT.-'lE = 53 m

w= 8 = 450 tr min-!

=+ - o
1.:{1'5'|L}|=7I = ve, = Cl8.
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L’accélération d’entrainement E: est
r -
did 5. n

= :
a(Me ® A

—F
Et'

= d(A), + AAM 4845 A (B0 A AM)

Vg

" B
i

A.4. Cas d’une translation pure
de 92’ par rapport 4 R

Deux référentiels (O :E:,-E_j..-e_:]l et RO '.-E_:-,ﬁ.f:'-] sont en transla-
ton I'un par rapport 4 "autre 51 les directions des vecteurs des deux bases

=+ = =¥ = = =B ]
(g0 €50 €,) €T (£y, &, &) restent fixes les unes par rapport aux autres.

En général, on choisit les vecteurs tels que :

e I T T T T
£y -

By = £,y .a-.:gy, g . =

¥ ]
Le mouvement de O par rapport & 5t est lui quelcongue : on peut avoir par
exemple un référentiel en translation circulaire par rapport i un autre.

—
t_'r'
‘x_'h ¥
., ~ OUn a dans ce cas : ﬁrm = 0.
i Rﬂgwa---. ’ >

Y g . | Onadonc: o, =ov(Me R, = t'_}lﬂ'.'ll.,

@y | - 2
}h : +_ a =0
0 | I

a, = a(0),.

()
Fg_:- Réticentiel A’ an Si la rranslation est rectiligne uniforme, muj'a = cle et E}{D*Hﬂ = EII ce
translatson par rappart au i Y -
ridiirentiel . qu donne : a, = 0.

A.5. Cas d’une rotation uniforme de 7%’ autour
d’un axe fixe de i

-t
Le référentiel (0" ; &, ;.E-]- est en rotation autour de Paxe (O 5 ¢.)

fixe dans le référentiel (O :e.z,e) il suffit d'un paramétre

| £ e, B = [E:. E: )} pour repérer i chaque instant la position de 3 par rapport 4 9t.
’ () (R}

Fig. 5 - Référantial &’ en Le vecteur rotation de 3" par rapport a4 5 8"écrit

rotation autour de 'axe (0 ; 2] 2 o

fous dans bo référantiel A an = B,

“ Chapitre 8 : Changemants de référantiel. Référantie] non galiléesn



IPTE Ll - -
3 H '-.,__" P
e Y

;./;[
&/ ol

—IlI I""_
r,: “"'_,.l

Fig. & - @' est en rotation
uniforme sutour de Faxe (0 ; #,)
e da .

1. D retrouve Maxpression de
Faceéliration d'un point M
dicrivant ung trajectairg
circulaire de rayon ré vitasse
angulaire o constane,

S — S — S— B3
Cours

La rotation est uniforme si, en plus ;

B == cte.
On a donc :
_}
t'l‘l=

- ﬁ*aljﬂﬁir

— — -
En posant : OM = re +2¢, ,0na;

— —= — — . -
v, = We, Alre, +ze) st v, = rin €y

- = =+ . = —*
a, = Lg g n(Blg qnOM) = Q4 4 nv,
4
I:IE

1

_}
= e, ATEE,;

— —
on a donc : a, = —refe. .

L'accélératon d'entrainement est centripéte.

_..
En appelant H le projeré de M sur (O ; ¢.) ona:

= 3
a. = -w - HM.

B. Dynamique en referentiel
non galileen

Mous allons dans ce paragraphe déterminer les lois de la dynamique dans un

référentiel quelcongue, pas forcément galiléen.

Mous considérerons donc deux référentiels :&F[D ; Ei,ELE:} galiléen et

mo’, e_:-, e_: E:-] en mouvement par rapport a .

B.1. Référentiels galiléens

Le principe d'inertie (17 loi de Newton) postule existence de référentiels
galiléens dans lesquels un point matériel isolé a une accélération nulle.

Mous cherchons @ établir une relation entre tous les référentiels galiléens.
Supposons que le point matériel M soit isolé, dans deux référentiels galiléens

dt, et Jiy ; on a alors : ELMH# = E}[MH.E. = ﬁ,

comme E{Mn_‘; = EIMHJI*‘;:[MH.;:,*Eam;;.n“;'[M”m;
— = -+ +*

ona: a(M)+ Eﬂj;l_ﬂ‘ﬂ 'r.r{M”ﬂ, =0,

_..
Afin que 'égalité précédente soit vraie, il faut que ﬁl".’l“". = (0, oe quisigni-
fie que Jt, et A} sont en translation I'un par rapport & I'autre ; de plus, il faur
¥
que Eth} = 0, c'est-d-dire que certte translation doit étre rectiligne uniforme.,

| Tous les référentiels galiléens sont en translation rectiligne uniforme les uns
Par rapport aux autres.
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Fig. 7 - &t est en rotation .
unifarme autour da Faxe (0 ; #,)
fixe par rapport a &,

2) les forces d'inertie se ressentent lorsgu'on se rouve dans un référentiel non
galiléen.
Ainsi le PFD en référentiel non galiléen ® s'écrir :

B Loi 3 R

PFD en référentiel non galiléen
- —F —%
ma{M]la =F+F,_,+F
avec : |
L ] = & dﬁ —l- I

d:
| la force d'inertie d’emrninement,

= = - : : e
| et Fip = =mag = -imﬁamlﬁﬂ{M]h la force d'inertie de Coriolis. |

Cas particulier : équilibre dynamigue
¥
Le point matériel M est en équilibre dans 5t s ¢ 3|;M'|||j = 00; on a done :

N
.E"I[J"|.-i}||3,| = 0; ainsi on doit avoir ;
= ] F
F+F,_ =0,
S5i 9t est en translation par rapport i i, la relation précédente devient :
l?": = mE}[D'jl »
R
{(ceme relation correspond au PFD écrit dans le référentiel galiléen &),
S5i M est en rotarion uniforme autour de Maxe (O ; E;} fixe par rapport a
(0" = 0), la relation précédente s'écrit

"

-—
F = —mw?HM (fizg. 7)

B.3. Théoréme du moment cinétique en référentiel
non galiléen

TMC en référentiel non galiléen

Dans le référentiel &t quelcongue le TMC appliqué en O (point fixe de #),
a un point matériel M de masse m, s"écrit :

—
dLg(M)|, r 2o s — —
T " = "'“'ﬂ"' fF } + --“1:'-' {Ff_-} + "'H'l:l"' [Fiﬂ}'

— - 3
En effet : Lo (M)|, = O'M amo (M)], .

En dérvant dans 3t :

:iI::{M]L ) o [dS{MJ;,]

T " - )I. hmﬂtM”x-l‘-ﬂ' A T R
= S{M}lﬂ A rui:{MJllﬂ G’M.ﬂ i‘l‘lﬂ"[M:I[

O'M A md (M),



1. La force d'inertie de Cariolis ne
iravailbe pas,

2 Ce thisormi n'est wtile gue i
3(H]|l:i;ihutqm Ie: pavind
£0M &N mouvement daens 5t 1

1, Cenainas forces peurvent dine
consarvatives dang un rafanentiael
et pas dans un autra,

en tenant compte du PFD en référentel non galiléen :

3 e .
ma(M)|, = F +F_+F,,onobtent

_l
oM, | o
——— | = O'Ma(F+F,_ +F)
ds i
—— = — o —p
= O'MAF +O'MAF,_ +0'MaF,
_..
. d[ﬂ'{mlla —_— % % =%  — —F
soit ;| e | | = Mg AF) + Mo (Fo )+ Mo (Fig).

dt

B.4. Théorémes énergétiques en référentiel
non galiléen

Muldplions par tT(MHg I'expression du PFD en référentiel non galiléen (3).

do (M) 5 = —
E{M}Lﬂ -H[T* - = 3[M}|m~[l= +F,_+F,c)

s (oM = P(F)|_ +P(F,)|
"“‘"‘d‘:[i’"”‘ 1|,]- (F)|, + #(F, |

—_— Y —F
en effet Fie Lo(M)|, donc Fo-o(M)|, =0
| Theorime 2 |

TPC en référentiel non galiléen

d ¢ PE)|, + P(E,
5 (BM)|,) = BOE)|, +P(F,)

s
En intégrant entre deux instants £, et r; dans 3, on obtient le TEC en réfe-
rentiel non galiléen :
TEC en référentiel non galiléen
AT | = B )|, ~E )], = WE)|, + W(F)

<l n

Certaines forces peuvent dériver d'une énergie potentielle dans R’ ; en
appelant: ¥, la somme de toutes ces énergies potentielles et
E (M, g = "F.E{r”aal-'EF{MH_l I'énergic mécanique de M dans 9, on
obtent les théorémes TEM et TPM en référentiel non galiléen St.

Theorerme 4

TEM en référentiel non galiléen . —

Ay, = Eauley, My)| ~Egle, M| = WIF,)|, avec Fy, lasomme

des forces non conservatives.

Théoréme 5
TPM en référentiel non galiléen
a0, M)
——

——p
nc

o |
=MF,.) , avec F_. la somme des forces non conservatives. |
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Remarque : * la force d'inertie de Coriolis n'apparait pas car elle ne travaille
pas dans 9.

- — 1+ Laforce d'inertie d"entrainement est en général une force non conservatve ;

dans le cas particulier o0 3 est en rotaton uniforme autour d"un axe (O ; E:}
— ——

fixe par rapport a @t (g 5, ona F, = - ma’HM le travail élémentaire de

—

F,, s"écrit :

4
L

— —_— 4 4 4
F,,- dOM = - meo’HM - (dOH + dHM)
2
2
= —d'il,
on peut ainsi définir I'énergie potentielle d entrainement centrifuge (ou éner-

Fig. 8 - & ast an rotation Ee Gelle centrifuge).

uniforme autour de Faxe (D ; &)
fixe par rapport & Gt ’m e —

(La constante a été choisie nulle lorsque M est sur I'axe de rotation (O ; .E:]l.
51 on appelle r = HM alors :

. 1
E,t = —irll:ml:rl.

C. Caractere galileen approche
de quelques reférentiels courants

La premiére loi de Newton stipule I'existence de référentiels galiléens : les réfe-
rentiels que nous utilisons ne sont pourtant qu'approximativement galiléens.

C.1. Référentiel de Copernic

Le réféerentiel ¢ le plus galiléen » connu est le référentiel de Copernic i~ :

* origine : centre de gravité du systéme solaire,

« 3 axes : 3 érodles éloignées « fixes s,

Le référentiel d; EKépler (référentie]l héliocentrigque) est lui aussi un bon réfé-
1. Ce réfarentiel est utikisé pour rentiel galileen ' :

déciuni l§ mouwement das

planétes autour du Sobail. * origine : centre § du Soleil,

* 3 axes : identiques 3 ceux de J..

4 M C.2. Référentiel géocentrique
1 Mous travaillons habituellement, par exemple pour "érude des satellites arti-
Soleil T Terre| ficiels de la Terre, dans le référenticl géocentrique . ;
/@. de |« arigine ; centre T de la Terre,
He [ *3 axes : identiques 4 ceux de Fi-.

. i La Terre décrivant wune rrajectoire gquasiment circulaire de ravon

: — — 1 R=150%10°km et de pericde de révolution T = 365 ], le réferentiel i

Fig. 9 - Référentiels classigues.  n"est pas en translation rectiligne uniforme par rapport 4 .
[:ﬁ“ri- “




1. Nous nigligeans bes
interections gravitationnelles des
auires astras (ces forces
i

1

décroissant en — |
rl

2. Wy ast an translation par
rappart & #, dong I_II'J.H, = ﬁ

1, I sont responsables des
phénomeénes de marées,

A Lnfluence des difirents astres
aurait &84 beaucoup plus
importante 8 on avait travaillé
dans Ftg ; dans Jg, seul un terme
différentsal apparait.

Ecrivons le PFD dans le référentiel non galiléen t; (en supposant que & est
galiléen) appligué a un point maténel M de masse m en interaction gravita-
tionnelle avec la Terre, le Soleil et la Lune' ;

- — — — —  —
ma fMH; = Fr(M)+ FoiM)+F (M1 +F_ +Fg.
—3 GMT o
*Fp(M) = - ™G TM est la force d’interaction gravitationnelle exercée
par la Terre.
- G;Ms .
* Fys(iM) = SM° SM est la force d'interaction gravitationnelle exercée
par le Soleil.
—% GML .
* F (M) = FTE LM est la force d'interaction gravitationnelle exercée
par la Lune.

—
«F,, = —m':_:{M} = —rnv‘-u-t“{T}Lﬂ,t‘_J est la force d'inerte d’entrainement de

M. Afin de déterminer "accélération du centre d'inertie T de la Terre, écri-

vons le PFD dans le référentiel R (galiléen) a la Terre.
MTE} {T]|ﬂ = EE{TJ + F ,_{TJ (on néglige I'action de M sur la Terre)

GMgMy o GM My —

ST? LT?
S0IE 2

- GME GM; —

a(Mly, = -5 ST-gp LT

—p — = - 1 i
*Fir=-mar(M) = _z”n-ﬂ._;.rﬂ._- no(Mil, = l:}l est la force d'inertie de
L&}
Coriolis, nulle car W 3
Ajnsi :
—s — —3 —

- GMy SM ST LM LT
E[M]iin=-TM3TM-GM5 SM ST i LT (ég 1)

Evaluons I"ordre de grandeur de ces trois termes en imaginant que tous les
vecteurs ont méme direction dans le cas o0 TM=r=Ry, TM=r=10Ry
et TM =r= 50 Ry.

AN G=6,6Tx 10" N -m* kg?; Mg=2x10"kg; Mp=6x 10" kg
M =7T=x10%kg; ST=15x10"m; LT=4x10"m;

Ry = 6,4 % 10° m.

e T TNy
” = e | oM o)

Ry 08m- s’ 5% 107 m-s? 9,1% 107" m-s?

ll]llil'.r lle:: 10%m - 572 5% 10%m: s? 7T5x10%"m-s°

-
S0 R, 3I;rx|n-"m 52 25:-:“3 "m :-.-= W= 10%m-s2

Les deux derniers termes (éq 1) appelés termes différentiels ou termes de
marées’' sont du méme ordre de grandeur et sont négligeables par rapport au
champ de pesanteur’. La Lune a néanmoins 1'effet le plus important an voisi-
nage de la surface de la Terre.

Chapitre B ; Changemants de référantiel. Référentiel non galilien



1. Caci ne signifie pas gu'aucun
affet lié au caraciére non galdéen
die o e Soil abservable | bes
mMaries DCAANIQUEs 8N 50Nt une
preuve [alles sont lides aux termes
de marées|.

2 Ceei est done valable paur 1pus
bus satelites artihcials de la Terre
pour lesquals r < 50A;.

«
I
|

Fig. 10 - Riferertiel terrastre.

1 Las termas différantiels | de
mardes | ont dbé négligés, de
maniére & ce que S soit gaklden,

MNord

In:-:ude

Flg 'l'1 Hé‘fdrnﬂtlaltarmm
ey e ratation uniforme sutour de
Faxe (SN] fixe dans le rélérentel

Qéocentrique &,

o HM
Gty

7

5 On B aloes -

i = 1,2 %.

{1
Gy
r3

&. Ceci ne signifie pas gu'aucun
afet lié au caractére non galilken
de &y ne soit obsarvabla ; la
rotation du plan d'escillation d'un
pendubes |expénience du panduls
e Faistailt) on est i exemale, 14
déviation vars FEst lors d'une
chuta libre, le sens denroulamant

des déprassions sont d'autres
axemples

=1 %

Conclusion : 4 I'inténeur d'une sphére dont le rayon est quelques dizaines
de ravon terrestre de centre T (le centre de la Terre), le référentiel géocentri=
que #; peut étre considére galiléen’ (il faut alors tenir comte uniquement du
champ de gravitation de la Terre)-.
Cette remargue justifie Putilisation du référentiel géocentrique pour 1"étude
des sarellites artificiels de la Terre.

(.3, Référentiel terrestre

Intéressons-nous maintenant au référentiel terrestre 3 lié 4 un point de la
surface de la Terre : ce reférentiel n'est évidemment pas galiléen puisque 3
est en rotation uniforme de pérnode de révolution 24 h, autour de I"axe 8N
de la Terre, fixe dans le réféerentiel géocentrique Hiy;.

Ecrivons le PFD dans le référentiel non galiléen Hp (en supposant que R est
galiléen), appliqué 4 un point matériel M de masse m soumis uniquement & I"inge-
raction gravitationnelle de la Terre® (fig, 11).

= — _— = .
ma(M)|, = Fer(M)+F, +Fc. (éa2)
— GMTW—'—" ) i o
*F (M) = - TN TM est la force d'interaction gravitationnelle exercée
par la Terre,
J—
+F,,=-ma {M} est la force d'inertie d"entrainement.

— _}
* Fir = —mag(M) est la force d'inertie de Coralis.

Comme 3t ¢st en rotation uniforme autour de ["axe 5/N de la Terre fixe dans
le référentiel fi;, ona:

0 = we = 2N -6 . g-1
2y », = W& et m-mnuﬂxm rad - 571,
On peut ainsi écrire :
—3 — — = =
(M) = —@’HM et ao(M) = zr:uj,ﬂﬂ:ﬁw{mﬂJrl

{eq 2) s"écrit donc :

GM
g{Mjlﬁ_l = — FET'E_: +ﬂ]:ﬁ—ﬂﬁ.ﬂl-|.ﬂ“.ﬂ :{M}h'
Evaluons I'ordre de grandeur des 3 termes de E[M]i_ﬁr:
GM
. #qu,ﬁlm-sz{:irﬁﬂ-r}

* w?HM = o?Rycosh = (72,7 x 10791 x 6 370 = 107 x — "'E (A =45%)
=23 8% 103 m- 52

s 2w = 2 T2, ?xlﬂ'ﬁxl—

5.6 {on a choisi v= 100 km - h ™)

=4% 10y m.s2. .
On voit ainsi clairement que les deux termes d’entrainement {w?HM) ' et de
Coriolis (jusqu'da v =700 m - 57')° sont négligeables devant I'interaction gra-
vitationnelle, Ainsi pour beaucoup de cas pratiques, le référentiel terrestre A,
peut étre considérd comme galiléen”.

Cours




C.4. Poids d’un corps
| Définition 3 |

Le poids d'un corps est défini comme étant la somme de la force d'imterac- |
tion gravitationnelle et de la force d'inertie d'entratnement (hide au carac-
tére non galiléen du référentiel terresore).

De cette maniére, au voisinage de la Terre, si on suspend une masse m fixe
dans Fty au bout d'une corde, alors on peut écrire, dans -, & I"aide du PFD
en référentel non galiléen :

Fig. 12 - Poids d"un corps. BT
GRM:‘T;: + miﬁ-i] +T

GM —
en appelant F = ——:T E: + w*HM, le champ de pesanteur terrestre (dif-

férent du champ de gravitation), on a :
=k —¥ =
mg +T = 0.
Ainsi le poids du corps est

— G —
(R EE Y P=mg = m[— h:fi:-mlﬂm].‘
M, R
R}

H Chapitr B : Changemants de niférentiel. Référentiel non galiléen
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d - o e
SEMI| ) = PE)| +2(F)|, avec PFQ), = 0.
* TEM-TPM en référentiel non galiléen :

3 ey d
M| = ultz. M) |, ~Eulin My)|, = WEL)| et

€ P(F,
S Ealt M)|) = B(Fy)|,.

¢ Quelgues referentiels courants

* Référentiel de Copernic :
Origine : centre de gravite du systéme solaire.
3 axes : 3 étoiles éloignées « fixes ».

* Reférentiel géocentrique :
Ornigine : centre T de la Terre.
3 axes : identques au précedent.

* Référentiel terrestre :
Origine : un point de la Terre.

3 axes fixes par rapport a la terre

(verticale, Est et Mord). #, référantiol da Capernic
iy référentiel géocertrigus
Ji; réddrentiel (errasire

Mise en ceuvre

Meéthode 1

Comment déterminer les forces d’inertie d’entrainement
et de Coriolis.

Probléme a résoudre
Soit : — S un systéme ponctuel de masse m,
— # un référentiel non galiléen,

~ H, un référentiel galiléen,
on souhaite déterminer les forces d'inertie (d’entrainement et de Coriolis) s’appliquant 4 5 dans le

=+ Savoir faire

'-‘---uﬂ-ﬂ--“_----‘--------_ﬂ“‘dﬂﬂh-uh_“-ﬂ-‘

I @ Bien préciser les deux référentiels 3t et M, qui vont étre utilisés. S'assurer que H, est |

galiléen. :

& Calculer I'accélération d'entrainement et I'accelération de Coriolis. i
— —p

@ En déduire F,_ et F,.. Vérifier les unités. :

. O O O S . e O S O S S N S - ol

=+ Application

Une circonférence (C) de centre O° et de rayon g, située dans le plan vertical, tourne autour d"une
de ses tangentes verticales (O ; a_:: d'un mouvement de rotation uniforme défini par le vecteur
rotation @ (voir figure). Le référentiel R(0 ; ¢, , ¢, ,¢.) est lié i la Terre.

T —
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* - .
etfl,. , Alfl, , ~0Mj= we, Alausinde) = wlasing (g, ).

awmsi au tatal ;
a, = —au{l+sing)a,,
— Accelération de Coriolis
Or 2(M),. = [2oMy)| = [Lias)
L [d= ]l, [dr ]l,

;-3
abey

donc ap = 2we, A abe,
= 2wab sh[g-—ﬂ)aj
= 2wal msﬁir'::
ap = 2wabcosBe,
@ Calcul des forces d'inertie :
E‘; = —ma, forces d'inertie d’entrainement
= —m{—aw?(] + linH]e_,:a}
F. = maw¥(1 +sin8) ..

".¢ Comme mesten kg, & enm et en rad - 57, cette formule est homoagéne ;
kg =m= s =kg-msg =M.

s L
Fic = -mag

= —m(2wa cosbe,’)
= ; —
F“;-_ = -2mwaf emﬂr_._.- :

',t?,' Comme m esten kg, coat 8 en rad -5 &t 8 an m, cetta fermule ast homogane ;
kgxs'xmxs ' =kg-m-s =N,

ﬁ\ Si on devait utiliser le TEC en référentiel non galiléen, il n'y aurait pas besoin d'sxprimer F; car on sait que

PF|, =0

_FI-
d Copyrighted material




ercices

Niveau 1

Ex.1 Homogénaite

Verfier I'homogénéité des formules suivantes |
1 Fy = mwir

2) F; = miow

ot F| et Fy somt des forces, m une masse, r une lon-
FUELT, ¢ UMme Vilesse er o une vitesse angulaire,

Ex.2 Bateau a voile

Un bateau & woile se déplace dans la direcrion indi-
guée sur la figure suivante & la vitesse de 10 km - h!
par rapport a la mer que 'on suppose immaobile grice
@ un vent du nord qui souffle & la vitesse ©,. Un appa-
redl present sur le bateau indique que le vent relatsf
fvent mesuré depuis le bareaw) fait un angle de 40°
avec la direction davancée du bateau.

Cluelle esrla « vraie # vicesse du vent du nord ¢ ?

Ex.3 Sensation en référentiel non galiléen

Afin de « ressentir « bes effets des forces d'inertie, un
enfant assimilé 8 un point matériel M de masse w
mronte sur une plate-forme tournant & la vitesse angu-
laire o = cte autour d'un axe vertical (voir dessin}.

I>w=0=ce

[ M(m)
7 o N
I"\R .-"'Lﬁ:._ .'-'—I|

On suppose que le reférentiel & (O ; £, 2} est
galiléen.

En calculant les différentes forces d'inertie dans le
référentiel 3t Li¢ 4 la plate-forme, expliquer dans quel
sens 'enfant a rendance & basculer si

1) I1 est immaobile par rapport 4 la plave-forme
(r=gte).

23 11 avance pour s"éloigner du centre de la plate-
forme (r > 0 ; F = cte).

3} I recule pour se rapprocher du centre de la plate-
forme (r =<0 ; r = c1e),

€xr .'I'

Niveau 2

Ex.4 Poursuite automobile

Une woiture A roule & une wvitesse constante
vy = 60 km - h™' sur une route circulaire horizontale
de ravon 3080 m.

Une voiture B roule sur une route droite horizontale
d la vitesse constante vy = 80 km - h™'. La voiture A
esL repérée par rapport 4 la vodture B 4 1"aide de coor-
données polaires (r, B).

—%

L

W = B - &

T

A I'instant représenté, la voiture B passe au centre de
la trajectoire circulaire de la voiture A et 8 = 45°,

a) Déterminer la vitesse de la voiture A pergue par le
conducreur de la voimere B 4 cer instant.

b) Dérerminer # ¢t 8 & cet instant.

Ex.5 Petit poids dans un ascensaur

On énudie Nindicarion donnée par un pése-personne
lomsgu'un homme M de masse m = 80 kg, se tent sur
ce pése-personne, dans un ascenseur. Le mouvement
de I"ascenseur enre 2 étages se fait en 3 phases ;

* une phase d'accéléranon constante : a, = Im-s?;

275
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® unc phasc 4 Vitesse constante v, = ¢t ;
* une phase de décélération constante @ a,=—3 m 52,

i

———

i
1
1 3
i

. E]E:
n‘_"‘-_---__---_-ﬂ..

On suppose que le référentiel ﬂifﬂ:,s_:,i'_:,;:} est
gahiléen,

a) Déterminer la réaction du  pése-personne  sur
I'homme en fonction de », g et a,.

b} En déduire les valewrs indiquées par le pése-per-
sonne au cours des différentes phases.

Ex.6 Route bosselée

On érudie un objer de masse s posé sur le plateau
d'une remorque. La remorgue se deplace a une
vitesse horzontale © = e sur une route de profil
sinusoidal. On suppose les amortisseurs et les pneus
de la remorque infiniment rigides.

D

¢ = 50 mm
L]

i

t s O

—
= -

o= [ ' J

L=1,2m
Drterminer la vitesse © a parntir de laguelle I"objet ne
reste plus tout le temps en contact avec le plareau de
la remorgue.
On suppose que le référentiel ® (0 ; 5:.:_7_',,.5:] esL
guliléen,

Ex.7 Pendule composé

Omn épudie un pendule constiteé d’une masse s repérée
par I"angle B supposé constant €t d'un fil inextensible,

de masse négligeable et de longueur £ (le fil restant
rendu). On suppose gue le référentiel d'émde

RO 5 e, ¢, e.) est galiléen,
Le pendule est fixé sur un wagon de train possédant
une accélération horizontale a; = cre.

o

a) Deéterminer la relation entre ag et @ (rappel : B = cte).
b) Discuter le signe de @ suivant celu de a.

Ex.8 Eauw en rotation

Une petite masse m est placée i 'intéricur d'un cine
d'angle sur I'honzontale o Le cone est en rotation
aurour de som axe wverrical 4 la wvitesse angulaire
m = 8 = cte. On néglige tous les fromemenms. Le

référentiel RO ; ;. 2. 2,) est supposé galiléen.

a) Dérerminer angle o nécessaire au maintien de la
masse i la distance r de I"axe de rotation.

b) En déduire la forme de la surface de "eau dans le
cas d'un récipient cylindrique remphi d'eau tournant
aurour de son axe.

Niveau 3

Ex.9 Pendule de Foucault

On considére un pendule composé d'une masse m
assimilée 4 un point matériel M suspendue an bout
d'un fil de masse négligeable, inextensible de lon-
gueur L. Ce fil est suspendu en A (aldtude &), point
fixe dans le référentiel terrestre @ (O -',F:,a__:, E:} i:
dirigé vers le Sud, horizontal, E:, dirigé vers I'Est hori-
zontal et E: vertical vers le haur.

On néglige wour fromement. On supposera que le
mouvement de M et quasiment umiquement hori-

ﬁthnpitre 8 : Changements de référentiel. Réferentiel non galiléen



zontal car de faible amplitude angulaire. La latitede
du poine A est 4

i

.

A0;05 k) B -
L
Hix;y;z)

1) Ecrire les équations différentielles du mouvement
¢n appelant o la vitesse angulaire de rotanon de
la Terre sur elle-méme,

2) At = 0, on liche le point M depuis la position
(x5 3 03 z,) avec une vitesse initiale nulle.

Ex.10 Déviation vers I'Est

On léche sans vitesse inidale depwis une  alonsde
h= 268 mun point matériel M de masse m ; Pérude est
réalisée dans le référentiel temestre F {0 5 o), 0, 0,) @
une latude & = 457,

On choisit :

] E:_: vertical dirigé vers le haur ;

» &, : horizontal dirigé vers le Nord ;

* ¢ : horizontal dirigé vers I'Est ;

* T = 23 h 56 min 4 5 pénode de rotation de la Terre
sur elle-méme.

1) Etablir les équations de la trajectoire,

2} En déduire les déviations horizontales lorsque M
touche le sal

Ex.11 Traversée d'une riviére

On érudie la wraversée d'une rividre par un bateaa &
moteur (M), On fait les hyvpothéses suivantes :

* |a rividgre a une largeur £,

sla vitesse ©r du courant eft supposée uniforme
3 =wils

» I¢ moteur du bateau maintient une vitesse © cons-
tante par rapport au courant faisant un angle 8 avec la
direction E; .
* M se trouve en O ar=0.

. rive gauche
i 1
, ,
- ™
~ ! E- - riviére i
, P
D el 6
. T :
e W] kL
0 rive droite

a) Etablir I'équation de la trajectoire de M dans le

réferentiel S0 ?‘!_;}1 €y e_':] en fonction de B, © et w.

b) Dérerminer angle 8, rendant minimum le che-
min parcoury pendant la traversée, On supposera
pour cela & 5 e

Ex. 12 Portiére de voiture

La portiére d'une voiture est restée entrouverte par
inadvertance au moment o0 la voirure ae mer i freiner
créant une décélération consante o (g < 0). On veut
etudier le mouvement de la porte pendant ce freinage.
Pour cela on la modélise par une tge ngide de masse
neghgeable de longueur § et une masse m placée au
point M. On suppose que 3t (0 ; 5:.%,},5:5 est gali-
léen.

a) Ecrire 'éguation différentielle do mouvement de
la portiere (en @),

b)) Dérerminer la vivesse de la porte quand 8 = E rad,
¢) Om etudie désormais une phase d'accélération cons-
tamte (@ = 0). Au debut du mouvement, la porte est
ouverte d'un angle 8, [ #o = 0). Pour que la porte se

referme seule il faut que (8 = 0) = B g . Détermi-
ner la relation entre 8, et a pour que cela soit possible.

Ex.13 Ball-trap

On étudie le mécanisme de lancement des pigeons
d'argile dans un ball-trap. Le pigeon d'angile assimilé
d un point matérie]l M de masse m peut se déplacer
sans frottement le long d'un bras horizontal (de lon-
gueur O& = ) qui i tourne & la vitesse b (SUpposee
constante) autowr de Paxe (O E':i suppost vertical
ascendant.

A départ du mouvement, le pigeon d'argile est posé
sans  vitesse imuale par rapport au bras en

OA(r=0) = <.

AN




On suppose que le référentiel MO ; 2, ¢).2,) est b) Indiquer au bout de combien de temps, le pigeon

gallléen d'argile guirce le bras.

On repi ln:miﬁmdeh!nr:ﬁ'l=rit- t}ﬂftmhﬁl’ﬂlmdﬁhmiﬂﬂﬁudch!dmsﬂr

a) Déterminer la variation de ren foncton du temps : | Dormies :

rith | we=brad s'; £ =1m
Indications

mu:mmummﬂlwmueunhcﬂnndupha mnﬂ‘nsuppm:nquehrén:timd:hﬁg:m

teau s'annule. perpendiculaire au déplacement relatif qui se fair
=5
. sclon ey .
[3Mila) On posera OM = ::,+_w_:, et on cher-
- {“{’]‘ (Ex. 13 a) Comme il ¥ 2 mouvement relatif, on peut
). appliguer un théoréme énergétique,
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SOIL
o, cos( 180% - 50°) = v _cos(180° -40%) + v,
{-u_sin(lﬂﬂ“-ﬁﬂ“} = —g sin( 180° - 407) + 0.
On veut déterminer v,,; on connail v, mais pas ¢, ; il faut donc éliminer ©, entre les deux derniéres
équations.

- . sin{ 180° — 507)
', cos( 180° - 50°) = ﬁ'sin{]ﬂﬂ“—dﬂ"‘}

sin( 180° — 507)
sin{ 180° — 40°)

cos( 180° - 40°) + v,

soit ¢

[ cos(180° - 50°) - cos(180° - =m=;|] -

0| - cos 507 - *'“:‘3‘,

sin 30° o
- -:us-ll]"x mn-m&ﬁﬂ ] =1,

t'IE
cos 40" x % — cos 507

AN, ﬂ_=%=3?hﬂ-h"_

4 {—msal-ﬂ"}] =1,

U, =

Exercice 3

Si on applique le PFD i l'enfant dans le référentiel & (O ; 2, , g, , ¢, ) li¢ 4 la plate-forme (non gali-
léen), on voit apparaitre les forces d'inertie suivantes :
— force d'inertie d'entrainement :

_..

F,=-ma, oo a,=alMe®R), .,

[
cela revient a fixer M dans 3t et 4 calculer son accélération par rapport 4 9t ici ;
a(Me R)|, =-rol,
E

— -
donc F,, = mrwe;
= force d'inertie de Coriolis :
ﬁ
Fe = -mag ou ag = 28 g AB(M),.

Ici ﬁmm‘ _ éa _ ol
2 d =2 d, = - .
[ H{M}lm = EE{GM} = = d—j{rfr'l'.ﬁ'ﬂ_azﬂa =re,

'.¢: e',. E)_ sont fixes par rapport 8 % et fy = cle

— -+ .+ >
done ap = 2we, are, = 20re,

. == .3
soit Fr = -2mwore,.
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1) Enfant immobile v = 0:
1;.-, = mrn:ﬁ;, F |_:’

=0

—* 3

. . - L .
Ainsi 'enfant a tendance a basculer vers I'avant (selon ¢, ) sous "effet de la force d'inertie d'entraine-
ment (¢'est-a-dire du mouvement d'entrainement du plateau).

2y Enfant qui avance: r >0, r = cre:
—F —%

F, = mruw’c F,-¢ >0
— —
F = -2maie, Fyo- g < 0.

L’enfant a donc toujours tendance i basculer vers I"avant {du fait de la rotation de la plate-forme donc
_!.
du F. ).

Mais son mouvement relauf va entrainer un déségquilibre supplémentaire sur sa droite (selon - E;,‘.I
sous I'effer de la force d'inertie de Coriolis.

3) Enfant gui recule : r <03 r = cle:

= —h
F, = I:H':I'[I]EE. F-“-;:-‘l*ﬂ
—F = —F

Fir = -2Zmare, Fyr g, = 0.

. e Il * =¥
Quand 'enfant recule, il est done déséquilibré vers I'avant (selon ¢, ) et vers la gauche (selon ¢ ).
',t:‘;: En résumé la force dinertie dentrainement {due au mouvement de la plate-formel a tendance & déséquilibrer
I'enfant vers l'avant ;

la force d'inertie de Coriolis (due au mousement de la plate-forme et au déplacement de I'enfant sur
la plate-forme) a tendance a déseguilibrar 'enfant latéralemant (a gauche ou a droite suivant la cas).

Exercices de niveau 2

Exercice 4

a) On cherche la vitesse relative de la voiture A par rapport a B.
Les deux référenticls importants sont ;

RO ; o, 2, 2.) lié 4 la Terre ;

‘.-H!{B,e e .

s iy l:l li¢ a la voiture B.

Par composition des vitesses :
- ]
v(A)|, = wm}|£'+ v(Ae Mg)|

=+ 5 =4
Uylyg = '”'[ﬂ]'l_g““’ VR, .

',¢: viAe M) = wiBe Mg _ a!i.l.:, o P BA - ry A HI,I_ § 0

On a donc 3[ﬂ]|ﬂn = t'hE:.—tu'BE_': {1

Exarcicas “




On cherche [2(A)], |.

;{A]’h"t—‘}tﬂ}lah = i”a';;-ﬂn;:]‘{“ﬁ;;—ﬂnzl = Fi-*vi—zmvn;:';‘;

or [gal, )’

[Bals |

donc "3{h}|ﬁj = Jui + vi + 2u, vgsind.

)

'ui + 0y — Euﬁﬂgcm(g + E]

AN, |3“”|a,|| = J60?+ B0Z + 2 % 60 % 80 % sin45°

[gea], )| =130 km - b,
b) Par ailleurs,

—_ .
FAll,, = SBRI, = Sed|, =il +rba.

En reprenant la relation vectorielle (1), on obtent :
L : = ¥ -
re, +rlagy = v, 85 - tge,.

. - = -» =
On projette cente relation vectorielle sur ¢ et ¢y
+

- {FEHE'?EJ-E = Evﬁ-vaal-f,
F= —tigcosh.
AN. r= _%ms{w;a_u,ﬂ m-s;
¥
“(re,+rleg)- ey = (Uptg—vge,) &
. U, +vpsnd
e &

r = vy - nncm[; + EI], soit B -

) % + ;% ® sinds
_ ¥ ¥ - R |
AN, 8 = 300 = 0,108 rad - 51,
Exercice 5

a) Pour trouver la réaction, on va appligquer le PFD par rapport au référentiel lié 4 1'ascenseur
RIA E:, 5:, i:} qui est non galiléen.
Systéme étudié : 'homme M de masse m.
Référentiel d*étude : &t non galiléen.
Forces appliquées :

_'.
-poids P = ME = -mg:;,

1
R —
-

. g = 3
-reaction R = Re, R
- forces d'inertie :
= — . -+ 3 -
* Fi, = -ma, (d'entrainement) avec a, = a{Me Jt)|, = are,, M)
[ ) . = =
Le PFD appliqué dans le référentiel 3t non galiléen s"écrit : F-:,

- +* 4 = —h
ma(MHi =P+R+F, +F.
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— Le PFD) s’écrit donc :
- = 3 —  —3
ma(M)|, = P+R+F, +F.
. g + s .
Or "’-'"[M:llg = 0 donc ».-:[I'v.-'l]|gt = 0, le PFD s'écrit donc :

3=-mga+ﬂs:-m.fé:.
En projection sur E:,::Iadunne:
0= —mg+R-mz
R=m(g+z).
On veut B = 0 cest-a-dire 2 = —p.

= Il reste @ exprimer # en fonction de v afin de répondre 2 la question posée. Or le point I est astreint
a rester sur un profil de route sinusoidale donc :

E= fcns[z—m]
T2 L J

',C&. On avrar pu prendre un sinus cala n'aurait rien changé 4 la suite du raisonnament.

De plus la route est parcourue i vitesse constante donc x = w.

Exprimons donc z pus = 2

< 22(-sin(22)) s
= $x(3) ()
() e 3E)

£ est minimum (maximum en valeur absolue) quand cus{T) = 1, c'est-d~dire quand z = +

&

bk | o

[
|

L
L ] z:
c'est-a-dire au sommet des bosses :

On veut que :

cest-A-dire = |[EM—=
ﬁ: Comme vestenm- s, genm-5 ? aetl sont enm, cette expression est homogéne

m-g ¢
il

I| 9.51 1,2 - -
AN o= WKTEEJS M'Slﬂ'lgla km - h 1.

Exercice 7

M= 5 ixm = m- 50

a) Pour obtenir la relation demandde, on va appliquer le PFD i la masse m dans le référentiel lié an
wagon St A ; e_:,e_:,?,), non galiléen :

systéme étudié : masse m ;

référentiel d*émde : % non galiléen ;

H Chapitra 8 : Changaments de rélérentlel. Rélérentiel non galildan
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Le point M peut étre repéré par rapport 4 "axe de rotation et au fond du récipient par les coordonnées
reta.

En ce point on doit donc avoir :

_ds _ roo?

tand = — =
dr g’

. i . _—
soit dz = —rdr, s0il en iDTEgrant :
g

tdz = o? rrdr,
£y £ 4

_owrret
goz = 73

'I:: Quand r=0, z= 2.

2
E=x +m—Ef
= Zt—3
La surface de "eau a donc un profil parabolique.
i
L o
LJ_.} R
;-i--—-—l-
|
i
N e
.___q_;__ - 2 F '3
5l
i
1

Exercices de niveau 3

Exercice 9

1) Appliquons le PFD dans le référentiel i non galiléen.
Systéme étudié : point matériel M de masse m.
Référentiel d*étude : H non galiléen.

Bilan des lorces appliguées :

. = -

+T = Til = Trag: = TH2 = L~ 58, -38 + (h-2)2)15
Imal L L

= = * ] 1 u .
c = —2mo A v(M)| s, force d'inertie de Coriolis.

- > = .
P =mg = —mge_ poidsde M ;
=F
. 2 - - - . - e .
Si OM = xe, +ye +2e, (2=cte car le mouvement est horizontal), alors ﬂ[M]lar=xe,+y=y et
—
Fic=-2mi- mcu&i'l.?,+ wsin E:} A f:'rE: +j';_:} = -2 |- wCos Ay E:;+ m:sinl.i:e_; - WsinAy EZI;

— =
= F,. estincluse dans le poids P, par déefinition.

Exercices




Appliquons le PFD dans 9t au point M{m) : MEEMH!T P+ ii.'."'i:'

En projection suar LE:i s__:..;;], on obtient :

i = zmmysinh-'%‘ (1)
my = -zmmimh-%ﬁ (2)

h-=z
L

Comme |2moy cosd] <= |mg et h—z =L, alors I"équation (3) devient T = mg.

mz =0 = —mg+2mwycosh+T (3

Ainsi : |¥ - 2wsinky +g%= 0 (@

3+ 2emsink ¥ +3E =0 (%)

2) Enposant: u = x+jy; 4 = x +jy et # = ¥ +]¥; (4) +j(3) donne :

i + 2josindu + Ey = 0,
',{:4_' 2uwsinky + | = wsindy = Jwsinaijy + %) = 2jmsnid

',t;_' avsimA estla projection de o selon E':,Z cest la composante while de o pour e mowvement Studié.

L’égquation caracteristique ¢st : r~ + Ejﬂr+m§ =10,
£l = wsini
wl = £
AN, Q=54x10%rad s'<<@,=0,38 rad - s !
A= —4ﬂ3—4m§ -u—émﬁ = {2ju, ), ce qui donne comme solutions :
- 2jL) £ 2j .
Fia = Tmﬂ = —j[£2+my].
Donc u = Ae M= ga-Hl-mhr _ eI Ballel 4 Aa iu"'r].
Ar=0, w(0) = x; = A+B et u(0) = 0 = —j{4d + 0y )A - (L2 - w,)B

) o ad A+B = x, A=RH X,
S00E :ﬂm:ihgl:ant evant d, - =4 = -
"l-AsB=0 2

Onadonc: u = ?r““x 2cos(myl) = xpcos(myr)e ™ = x,cos(wyr)cos(L2r) - jsin{Ldr))

Ainsi : x = x,cos(i,r)cos(L2r)
¥ = —xjc0s({m,f)sin( L)
g=z,=h-L

er: G_EFM = xﬂms{mn:]lcusiﬂ:}é:— sin{!l:);?;l.
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x 268
9,81

La déviation dans la direction &, est :

AN T=

'=Tj‘ 8.

- _l 2gf - _i i (HJE '_l o B I
»(T) 5 sin(24)gTH lznﬂnn{z.'ﬁ.]g . ng hisin{2d).
AN, ¥(T) = -m % (7,3 % 10-5)% x 2682 x sin(2 x 45°) = =13 pm.

ﬁ Iy & donc une petite déviation vers le Sud
La déviation dans la direction ¢, est :
3
1 2h);
x(T) = sﬂmlff p ) .
2 268
9,81

5
AN. x(T) = 2 x7,3% 105 x cos(45°) % 9,81 x( ]‘-E,E em.

3

',¢.' La déviation la plus importante se fait vers 'Est

Exercice 11

a) L'énonce mentionne la vitesse du bateau 3 par rapport au courant et on indigue la vitesse ; du
courant, par ailleurs, on précise que 1’on cherche I"équation de la trajectoire dans le référentiel lié a la
rive. Tout ceci doit faire penser & I'utilisation de la loi de composition des vitesses.
Démarche : on va donc exprimer la vitesse du bateau a ["aide de la loi de composition des vitesses puis
invégrer par rapport au temps afin de trouver le vecteur position donc la trajectoire.

T(M)|, = DIM)|,.+D(Me R,

_l

ou M’ est un référentiel lié 4 un observateur fixe par rapport au courant : (E ; E:, £y .Ei]-. E &st un

point de la riviére qui posséde la vitesse o par rapport & la rive.

Cette formule peut aussi s’ écrire :
— — -

1.'.=!.|I.'|'l'.|=

abinlue relative enimaimement
A vitesse relative du bateau (par rapport a &t”)

viM)|,. = U3

=2y
oo

a2
"

vitesse du M considéré comme li¢ au courant par rapport 4 la rive

+ - —+ =g ey 4
viMe 3 :||m = U{Ej|a+ﬂlrm.ﬂEM

—+

= -+
=w+0 = we,.

T,G_' Il r'y & pas de rotation entre 5" et A
done v, = D(M)|, = © +we, (1)
—

Si on appelle x et v les coordonnées de OM dans 5 :

OM = xe, +ye,

Exercices “_
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Ainsi
U
sin@_, = —.
m o
'b_' On aurait pu chercher & en effectuant E_:JI 0 mais le caloul de Ia dérivie aurait été beavcoup plus long.

B n'existe gue si W= ¥

Exercice 12

a) Pour écrire I"équation différentielle du mouvement de la porte (en 8), nous allons appliquer le
TMC(A) dans le référentiel lié a la voiture (A ; E:i E:..E:] non galiléen, A = (A :E;}. Ef, vertical
vers le bas.

Systéme étudié : point matériel M de masse m.

Référentie]l d*étude : 2 non galiléen.

Forces appliquées ;

S = -+
—-poids P = mge,_,

%

L . = — —}
~réaction de latige R = R ¢ + R,e, (Legy),

F
— forces d'inertie :
—"

« F.

—
e EE

= -ma, = -mae, (d'entrainement) car a, = a(Me H®)|, = ae, (accélération de la voiture)
1

— ¥ — — +
* Fic = -mag = 0 (de Coriolis) ott ag = 2055~ 9(M)|, et Qg5 = 0.

—}
Axe A= (A e,) : cest 'axe physique de rotation de la portiére. Par ailleurs, le choix cer axe permet

4 un certain nombre de moments d'étre nuls {en particulier celui de E]. De plus A est fixe dans &,
Moment des forces par rapporta A :

—_’
M P =03
—
M R) =05
—!.
M (F. ) = +{sinB(-ma) (+ bras de levier x force)
_"
M (Fe) = 0.
Le TMOC(A) appliqué dans le référentiel non galiléen 3t s'écrit -

d = b — —
E{Lﬁ{'“'}l.i} = M Py+ M, (R)+ M (F )+ M, (F:).

Or Ly(M)|y = 2 Lo(M)],

— — . ,
et Lo(M)|, = OMamo(M)|, = fe,Am(€0e) = mi26e,.
Done le TMC donne :

i{mf“é} = 0+0+ fsinB(-ma) + 0

me28 = -m{sinba

soit 8 = —=sin@.

Exarcices



g rad ; il faut pour cela intégrer une fois par rapport au temps, ["égquation

b) Onveur 8 guand B =

différentielle précédente ; pour cela, on peut commencer par muluplier par B
B0 = —%Eiﬂﬂé

clest-a-dire ;

d (6 ad e af?

=l === d_ _— = = 4

dr( z) £ ;(cos®) soit | [z] EI{.““”‘"}

',c: Eneftat 4 = 0 quand & = 0

o a
T_ﬂ = E.{mﬂ—muﬂ']-
gt = il—;{cmﬂ—lj.

Puurﬂ=!md, 0 = iﬂlﬂn‘: a=10

2 £
s(0=%) - [-29.
8 [ﬂ - 1) A
€} Si la voiture accélére, I'équation différentielle reste valable, c'est juste @ qui change de signe
(devient positive) :

8 = -gsma, soit B8 = -%sinﬂﬂ

. on intégre puisqu’on nous donne une information sur la vitesse sachantque 8 = 0 quand B = By et 8 = Bmn

guand & = 0
; = jcaspl),
I':;._- _ ?._| costly|
costy = 1 E%

'I;J(_ Comme { estenm, aenm-s et 8y, anrad - 57, cette expression est homogéne -

T i
—— x5 1} = 5_:1
m-5 ° m: % -

Exercice 13

a) Pour trouver la fonction r(f), on va appliquer (par exemple) le TPC én référentiel non galiléen
(en effet il ¥ a un mouvement reladf).

- Systéme étudié ; le pigeon d'argile M de masse m.
- Référentiel d’étude : R(0 ; ¢, ¢y, ¢.) lié au bras du lanceur (non galiléen).
— Forces appliquées au systéme :

- —+
~poids P = —mge, ;
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_’.
—réaction du bras R = HBE:; + N__;; (perpendiculaire au support car pas de frortement) ;
- forces d'inertie :

= — . + +
* F,, = —ma, (d'entrainement) = —m(-w?re,) = mwire,

— —
= F,- qu'on ne cherche pas i calculer puisque “.-3“‘{1=",-,:]-|_ii = 0 (de Corolis) ;

— Puissances des forces appliguées :

—1
«P(P)|, = 0 car T(M)|, = #7 Le

_i.
'-':F[R}L :'-.Etlﬁl?; (pas de frottement)

0 car (M),

= + L 5
. 'EF(FHJL = mire,  Fe, = mMO-rr

_'.
L B(EQ)|, = 0;
Le TPC s’écnit done :
dieMy) = 2P|, +PR)| +P(F )| +P(F,
SIEAMI|) = PP)| +P(R)| + P(F)| +P(Fo), .

Or i:[M}h = %nu-a:-!u.'n.--l}Lat ] %m{-‘-é’,]’ — %mif

donc on & ¢
Er(!miz]=l}+ﬂ+mmzri+ﬂ 501t lmﬂii" = minirr.
dn 2 2

Soit r-wtr = 0.

'.t;}.' r = [l g0it r= cta n'est pas une solution intéressante

Cerre équation différentielle admer comme solution :
Fir) = Ae™ 4+ Be ™,

rie=0) = E =A+B
at=10
rir=0) =0 = Am-Bwo
wit A = g et B = g.
Ainsi ; rit) = %l[t'“”t'“’l-

Exgrcicos




-t 5: Oim aurait pu wtilser lg TEM an rétérential non galiléen en remarquant gue saule fa force dinerte d'entrainemant
travaille et gue dans le cas dune rotation uniforme du référentiel d étwde autour d'un axe five d'un référentiel gali-
: : . ]
léen, elle dérive de I'énergie potentielle centrifuge : ¢ . imrfml
Ainsi le TEM dans 4 s'écrit: £

c x+ €, = Cle

1 .
Soit: zmr? im.r’l:ﬁ' = ¢te qui donne, en dérivant par rapport au temps - F - wfr = 0.

2
b) Le pigeon d'argile quitte le bas quand r(r=T) = £
c'est-i-dire E[E":‘T-I-E'*"T} ={
s0it etT 4 p-aT g §

enposant X = "7 on obodent :

1 _
K+E—B

501t X?-8X+1=0
A=Bl-4x1x1 =60

comme X = ¢®7, on ne conserve que la solution positive, ainsi :
X, = 4+.15 = T

T |n{4L.,.'T5:

In (4+./15) _

AN. Ts= S

0,34 s,

¢) Pour déterminer la trajectoire de M dans 3, on va exprimer le vecteur D_}M dans &
_'. —I
OM = re,

— ® =+
OM = ricosBe_+sinfle )

',t;}(_' H = w = cte donc 6 = mi+ cle

Slonpose 3 I=0) =0, B = i

— - -+

OM = ricos(wr)e, +sin(we)e,).
J—

5ion pose OM = in+_1.rE;, ona

x(f) = FCosdor
it} = rsine

soit en remplacant r par son expression (trouvée dans la question a) :

x(f) = %{I‘:‘“’+:"‘}Eﬂ5ﬂ]:
¢ pour 0 = r =T,
yr) = E{E“" + &%) sinr

H Chapitra 8 © Changemens de relérantial. Relarantial non palibgan




L'allure de 1a trajectoire de M dans 3 est donc :

v A (m)

i r= i (m)
= -

O 0,0 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1 »
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CHAPITRE

n Systeme forme de deux
points matériels

Introduction

Apres avoir étudié les lois et théorémes de la mécanique pour un point matériel, nous
allons nous intéresser aux systemes simples formeés de deux points materiels. Cette étude
est prealable a celle des systemes matériels et notamment des solides.
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f Eg-
Meg )
. (R} =
) e rl'
: & = e
5 L Mi{mz Jq
() +
¥

ad

Fig. 1 - Systéme 5 formé des
deux points M, et M,.

1. Les axesde 5t * conserventdes
dirpctEons Fes par rappon & ceux
de 5 ; souvemt, on les prend
parallélas.

2 Atigntion la translation de S5t°
par rapport & & n'est pas
farcémant rectisgne wnifarme |

A. Eléments cinétiques

Soit ¥ un systéme formé de deux point matériels M, et M, (Gg. 1) de masses

respectives my ¢t m, en mouvement dans le référentiel W0 ; .E:,.E;,E:).

A.l. Masse totale, centre d’inertie et référentiel
barycentrique

* La masse totale M du systéme F est ;

!M = M, +m,

* Le centre d'inertie (on centre de masse) G du systéme F est défini par :

DE = mlm::l::EQME ou encore mi, GM,; + m,GM,; = E
M,

* Le référentiel barycentrique M est un référentiel dans lequel G est fixe
(souvent G est D'origine de ") qui est en translation par rapport au
référenciel' = .

Remarque : pour la suite, les grandeurs barycentriques seront notées soit
avec un indice soit avec un astérisque ; ©,

Par exemple la vitesse de G dans 9°, appelée viresse barycentrique est
notée : J{G;L!_ =1 (G).

A.2. Quantité de mouvement, moment cinétique

et énergie cinétique

A.2.1 - Quantité de mouvement ou résultante cinétique
La quantité de mouvement Etﬁﬂa du systéme . dans le référentiel 3t est la

 somme des quantités de mouvement E[M.)h et E(Mi]h des points M, et

M, dans le référentiel 3 :

|i-"uﬂ|, = B +B M|, = m (M) + (M) |

—_— el

En écrivant :

— — 3 —_— -
2l [dDMt] . [d{ﬂG+GMt} _ (d0G [dGMl]
My =l —ar T de Ja_( de ].I":'l+ dr Jia

o
« 2y, = (995) [ 45M;
2 |-3q de lm dr  Jm

on obtient :
» d{ﬁ d T e’ - .
P, = {ml-I-mz]-[TJm-I-[:d—r(nerML-l-szM:}]m qui écrit, en
remarquant que nt, GM, + m,GM, = 0 et 3fﬁ}l; = [T]ﬁa"

“ Chapitra 9 - Systama formd de deux points matérials
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- — %
dI“.ﬁ{M]}lj e s —_— 5 —p =+ —p =
T" =J{{D:.Fz_aI}+JHG{Fl—ilj=DMIﬁlF:_'I"'ﬂM]hFE—"l

r FRy

l

S b
dLo(My)],

\ dr J

=

- —s 3 —s 3 — 3
[,{Fl_‘2}+.ﬂn{F¢_..1}|=GMEnFL42+{'}M].-.F=_”.
'r-ﬂ.;

En sommant, on obtient :

—
dLﬂfffjlﬂ — —* e . e % e -*
I ik

On remarque gue :

—_— " —_— —_— —
OM; aFy +OM; 4 F) ;= OM o F; L +(OM, + M,M;) 0 F,

—p " & —f *
Ainsi, en un point O fixe dans 9

_..
dLg(F) —
_l'*r = Mg(F_).

i I

| Théoréme 3 |
Théoréme du moment cinétigue en un point fixe O [TMC(0)]

Dans un référentiel galileen 9, la somme des moments en un point fixe O

de S, des forces extérieures appliquees 4 un systéme est egale 4 la derivee
temporelle dans 3, du moment cinétique du systéme :

O peint fixe dans 9,

—
Lo(d)|; moment cinétique du
—3 E L R S|
ﬂL"[fJ‘J“ - systéme (en kg -m* - 57')
—_— = Mol F ) { temps (en s)
d: I.'.ﬁ'

=

Mo(F_ ) somme des moments
des forces extérieures
fenN-m=kg -m*- 57

— —3 pr =+ ;
En remarquant que : Lo(5F)|, = Lg(F)|, +0G ~ Mv(G)|, , on obtient,
E ] E
en dérivant par rapport au temps dans ’:ﬂ‘:

- — —
Ao (A 608 g,
_ N 3 s, I,

dr fa, dr
,
. dv(G)|,
+0G A M| ———F
'd[ Ifa_‘
ﬁ "
dLs ()], . " .
= | —F— + (G}, ~AMv(G)|, +0GAF,,
I F *

l:n“rq H
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1. 18] = cte donc
IEI: = :I.E = cig

ool :

[dTa:]f-'HJ'E'[‘:II_a:}-’! =0

soit: i -

-
do

dr im

——
M, M,

=+ . I . e — <+

en appelant & e vecteur unitaire = et rle scalaire défini par MM, = ru,
: MM,
on obtient N
d .+ (du
?m=F|_,z|_:}-[ {J:}]a-F'_'EEI[TH*LF(TT]M}
_“
Comme & & une norme constante, 3-[%){,3 = 0", donc ;
Pu.imncedui‘utml.ntéﬁemn

‘?m =F, L3 :r (o0 r = MLMEJ‘

Tl.'l.'l."lﬂ des fnmes intérieures

Ewm = Fl_.z'd.l"

* La puissance (ou le travail) des forces intéricures est liée aux variations de
distance entre les points M, et M, : elle n'est en général pas nulle.

51 la distance MM, reste constante (cas o0 le systéme est un solide) alors
?'nt = D‘-

* La distance r = MM, et la force F, _, ; étant deux grandeurs ne dépen-
dant pas du référentiel, il en est de méme du travail ou de la puissance des
forces intéricures.

B.4.2 - Théorémes de la puissance cinétique et de
I’'énergie cinétique
* Appliquons le TPC dans 3, 4 chaque point matériel M, et M; :

dﬂ:{M]:'l = -+
— % - B(F, _,,.Jia + P(F, ..J!,-,.t

dr
d€_(M, ]| .
et _-I:!.I_' ?th—tE}| +?{Fe—|-2]'|
d‘ﬁtujh
En sommant, on obtient : T! =B +5"m|1

+ = o dr, ..
mg""lm, = 5°th41}|!.+'.¥[1== LI]|,!. et P, = F“'“E indépendant
du référentiel.

Théarémea 4

Théoréme de la puissance cinétique
Dans un référentiel galiléen 9, la somme des puissances des forces inté-
rieures et des forces extérieures appliguées & un systéme est égale 4 la déri-
vée temporelle de I'énergie cinétique du systéme :
E.(F) eéncrgie cinétique (en J)
¢ temps (en s)

dﬁ:[fﬁl_ﬂ_ T W #,.. puissance des forces
dr " intérieure (en W)
¥, puissance des forces

extérieures (en W)

Eﬂursﬂ




Attention ! Bien que la somme des forces intérieures et que la somme de leurs
moments soient nulles, il faut tenir compte de leurs puissances dans le TPC |

+ En intégrant entre deux instants ¢, et ¢, la relation précédente, on obtient :

Theorema 5

TEC AT, = ELDN)], - IN0)|, = Wine+ W, -

Attention ! Il ne faut pas oublier le travail des forces intérieures !

B.4.3 - Energie potentielle

Une force étant conservative si son travail entre deux instants ne dépend que
des positions initiale et finale du point ou elle est appliquée, les forces exté-

rieures igE .1 Etfou 1_5'E _, 3 peuvent étre conservarives ; de la méme maniére,
les forces intérieures peuvent étre conservatives ; dans ce cas le travail des for-
ces intérieures s'écrit :
- —h & ¥
E-Wm = FI —a' dﬂME + F] -1 dﬂMt = Fl _.zdr avec r = MlME
= —d'Epm{r}
o1 EP_ est 'énergie potentielle d’interaction des points M, et M, : elle ne

dépend, tout comme le travail de ces forces, que de la distance séparant les
points M, et M, et donc pas du référentiel d'étude.

Comme cette énergie potentielle ne dépend pas du référentdel, on peut la cal-
culer dans un référentiel dans lequel M, (par exemple) est fixe, ainsi :

= — 3 —
d‘E:mn = =8Wy, = -F - d(M;M;)-F, - d(M M)
= —Fy 0 d{ri)+0

= -F, _u (dri +rdit) = -F, _,dr (o0& r = M;M,).

Energies potentielles d’interaction et de pesanteur
Déterminer I'énergie potentielle d'interaction des forces d'interaction électrostatique et gravitionnelle

-
{ﬁurmhtﬁi:m},ﬂl‘&mﬁtpmmﬂeﬂtdemmm{hmeemﬂim}ﬁmkmsmg = C8le,
Solution
2 _ 9z » 14
SiFi. dmegr? | Pm Imeyr €
» Gmym, Gmym
$F L2=- 41:;:,;"’ Pee -iu::{,r: *
- * . *
uFe—t.E=m2: et Ft-i-l = E

+ -+ n.d +
P ™ Ft_.z-w{Ma}|m+FE_,j "I:"[M.l}|_3

= § - (myB(My)| +my T(M,)| )
- —*
= £ -Mu(G),
+ ds
= {-Mﬁaﬂ-ﬂ(ﬁ}lg == Tf = %{_mf{ﬂ (axe (O ; u.) dirigé vers le haut)

(sl z; est "altitude de G).
Ainsi si W, = Pdr = d(-Mgzg) = -d¥, et €, = Mgz +cte,

T Chapitre 3 ;| Systeme Tormeé de deux points matanets




B.4.4 - Théoréme de I'énergic mécanique

En séparant les forces conservatives des autres, le TEC s'écrit dans un réfé-
rentiel galiléen fﬂ'ﬁ r

+
W __(F

_}
:Ec[ﬂ..:'{fj}lﬂ _In{i:':-‘r'r.]':-'fl]:lﬂ = w:u:{Fnc} & +

cons .t‘

+Wm{ )+ W

II1I:'- 1.'|:H1I|]

En remplagant :
+
WoalFoml. = +£F,m[M,]'H -ifpmtmzqﬂ
e ]

.i‘

et wm:" ""-} = +:§'Pn|{M1}|_ﬂ _I;ET'NEMI”.H

on obtient, en définissant I'énergie mécanique du systéme dans 3t -
(N0 Mfy, = €Ny +E, (Mly +E, (M), .

il Théoréme 6 | .
' Théoréme de I"énergic mécanigue [TEM)
¥ % ]

5 +
= Wo(Fo|, + Wi EL).

E ol FWty, M) énergie mécanique finale de 5 (en J)
E_(F)(t,. M,) énergie mécanique initiale de 7 (en J)

[ W ol i:'}m} travail des forces extéricures non conservatives (en [)

M
| W (F_.) mavail des forces intérieures non conservatives (en J)

| Théoréme de la puissance cinétigue (TPC)
€ () énergie mécanique

vatves (en W)

‘ (en J)
+
et P o(F..) puissance des forces
l ”g 5 exterieures non conser-
| —!ﬂl '?m{Fnc} + P e Fe) . vatives (en W)
| Pl Foo) puissance des forces
| INtEreures momn conser-

CEIETELEDN Deux masses et un ressort

Deux perles M, et M, de masses m et 2m sont enfilées sur un axe horizontal (O ; E:T‘.l el peuvent se
deéplacer sans frottement ; elles sont reli¢es entre elles par un ressort de raideur & et longueur a vide €.

Le référentiel d'étude R (O ; ¢, ¢,) est supposé galiléen.

g
iiﬂl [ ’ M.! MI
' =

O x k£,

On comprime le ressort | sa longueur est alors o et on le liche d 1 = 0, le centre de masse du svstéme
érant fixe. :




1) Déterminer le mouverment du centre de masse G du systéme.

2) Exprimer m:m et fﬁ;m en fonction de la longueur € du ressort & un instant quelcongue,
3) Appliquer le PFD a M, dans %", En déduire 1'"équation différentielle vérifiée par ¢,

4) La résoudre ; en déduire GM, (1) et GM,(1).

Solution
1) En appliquant le théoréme du centre de masse au systéme constitué des points M, et M, et du
ressort, on a :
dv(G),, 5 S o oo o s
—3 ia =F _+F. ;=P +R+P,+R; = 0.
r

e — e -+
P, poids de M, et R, réaction dusupport: P, + R, = 0,
- = ) - = =
P, poids de M, et R, réaction dusupport: P, + R, = 0,
_'.

{En toute rigueur, R, a.mn:mmpusam:scluné_: l:tun:uluns: = E:rni;,. car elle est perpendicu-
laire au support, mais elle n'est pas utile ici).

R — + — —
M=m+2m = 3m, ainsi v(G)|, =ce =0 (r=0) 0 OG = cte.
G est donc fixe dans St _.

2) Ona: mGM, + 2mGM, = 0 (par définition de G) et M;M, = M,G+GM, = £2, on résout
le syspéme ;

—_— —_— ¥
GM, + 2GM, = 0
—_—s —F =

X

ce qui donne ;

—_— ———_
GM, = -EE: et GM, = +2?f51_

3) G érant fixe dans J_, le réferentiel 3" est aussi galiléen ; on peut donc appliquer le PFD a M,
dans 3" :

d?GM
1 =¥ =+
m[ dr L_=F¢_”+Fz_,.,

En projetant sur E;:

mxE = _k(e-ty).
Ainsi £ vérifie :
3k, 3kE,
C4mt ™ Im
4) La solution s"écrit :
£(t) = £,+ Acosw,t+ Bsinm,r, en posant mﬁ - %

Ar=0, H0)=d=4{+A=A=d-§
£(0) = 0 = Bo,=B = 0.
Ainsi £(r) = €5+ (d - £,)cos{wyr)

q

etdonc: GM, = %[fn+{d—fn_]mn{mn:}]-a et GM, = _%{fnud_fﬂ]mmﬂu]a,
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1. 5i b systéme es1isodé, |3
somme des forces exthrieunes est
nulle et la somme des moments
des forces extérieures est nulla.

C. Systeme isolé de deux points
materiels

Dans ce paragraphe, M (m ) et M;(m,;) sont deux points matériels en inte-
raction dans le référentiel St galiléen d'origine O ; ils forment un systéme
is0lé (ou pseudo-isole) .

Nous cherchons 4 dérerminer les caractéristiques des mouvements de M, et
M, dans ﬂn-

(.1. Lois de conservation

C.1.1 - Conservation de la quantité de mouvement
Le théoréme de la quantité de mouvement appliqué dans Hi au systéme

donne :
dPi‘:-"“-IIJ 3
—dr = Fop = 0 (F est isolé).

+

" Y & =5 | —
Amslpf.'il"]l,il = Mt'[GH*I = w,ufM,]r_ﬂ.+ mgﬂimj]lj' = Cre.
La quantité de mouvement E{H'] |y %€ conserve au cours du mouvement.
e

Conséquence :

Le référentiel barveentrique W ° est donc galiléen car il est en translation rec-
tiligne uniforme par rapport a #

(C.1.2 - Conservation du moment cinétique
barycentrigue

Le théoréme du moment cinétique barycentre (TMC®) appliqué au systéme
F dans St donne :

.
dL;ff}] I T
[ ar Jra- = MolFen) = 0.
= = —
L () = cre.
Le moment cinétique barycentrique se conserve au cours du mouvement.

Conséquence : le mouvement est plan (perpendiculaire a l__}..{.'?}}.

C.1.3 - Conservation de I'énergie mécanique
barycentrique

5i les forces interieures dérivent d'une energie potentielle ¥ . alors le théoréme

de I'énergie mécanique dans le référentel barycentrigque 3t ° (galiléen) donne :

:E;[H'] = cie,

soit S+, = cte,

— — 311
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(C.3. Grandeurs cinétigques du mobile réduit

* Quantité de mouvement

.. : . + mp( AGM, .
2M) = H(er“_ _ Hm.m_ x{ m, nr_\][ l]. T
i S

di 1y + My "y di

de méme : ;'[M] = Hr:;.{hi::l.

o 3 , s e *
Remarque : on retrouve f (F) = 0 soit myo (M) +mao (M) = 0,
* Moment cinétigue

=5 ¥ -
L (M,)+L {M,)

A
L ()

R —— - —F "
GMy ~omge (M3 + GM, &omge (M)

*
(1T . TET i, My, .
= ra l[ v [M]]4 nm,[ v IM}]
wy + Wy, + M. My o+ M “hm, +m,
| M "
1 3 3w
= 2 raT (M = rapr (M) = L (M)
Wy + M

L& moment cinétigue barycentrigque du mobile réduait st le moment cinetique
barycentrique du sysieme i .

'Encrgicci.m':ﬁqu:
Eo0H) = EAM)+E (M)

%m]‘l-"JEM]}+ % m, o 3 M,)

%’”1”‘ T2 }:T.'-E[M:I]+%H!3-( ! ]:'-'."E{Mfl]

m'l +r:|-.': :lrl +r:|'.|:

£ (M).
L'énergie cinétique barycentrigque du mobile réduit est "énergie cinétigque
barycentngue du systéme F,

(.4, Conclusion

L étude du mobile réduit est celle d'un point matériel M de masse |l soumis

F
d une force centrale F passant par le centre de forces G,

On peut appliquer cette méthode aux mouvements des planetes et des satel-

lites artificiels de la Terre (force newtonienne en —= § ;) OO & rameéns 3insi au
. a P r= =. 5.
chapitre 7 en remarquant que s1 #, = m, , le centre de force est confondu

avec M, et le mobile réduir est confondu avec M, (masse m,).

Par exemple dans I"étude du sysiéme Soleil! Terre, le centre de force est con-

fondu avec le centre du Soleil e le mobile réduit est confondu avec le centre
MM

My + M,
My est trés supérieure a la masse de la Terre My 0 Mg == My,

de la Terre et posséde une masse i = = W (car la masse du Sobeil

Le mouvement ¢tant & force centrale et donc plan, il verifie la loi des aires
(0 = C) et on peut définir I"énergie potentielle effective afin d'étudier les
vpes de trajectoires,
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Deux masses et un ressort (suite)
Rn-pr:ndre I'application 3 et déterminer, i 'aide du mobile réduir, les positions GM, et GME
Solution

Le systéme est pseudo-isolé donc on peut lui appliquer la méthode de réduction du probléme & deux

mx2m 2
= —M 500

P — -
corps en un probléme 4 un point matériel M (GM = M M| = fe ) masse | = 3w - 3

mis i une force centrale : ﬁ = —k[f—fnja (o1 £ est la longueur du ressort).
Le PFD dans ®* appliqué 4 M(p) donne :

a3 Ty
patM) = F avee a°(M) = |LEM
dr?
- "
En projetant sur ¢, :
%mf’ = —k(f-£,) soit f+l?—*f = —fu

En définissant la pulsation propre w, = J%: on retrouve "éguation différentielle de IM'application 3 ;
o+ mgl = wyt,,
On retrouve done la méme solution :
£r) = €5+ (d-€,)cos(myr).

e —
On retrouve GM, et GM, i I'aide de la definition de G :

— —— » ] ] ¥ ¥

mGM, + 2mGM, = 0 soit: GM, +2(GM, + M M,) = 0,
- . — —

soit encore 3GM, = -2M M, = +2{¢,.

=TT —3
Ainsi GM, = i[f.+{d—f.]mﬂ{mﬁl]]a_t

et (GMa+ M,M,) + 2GM, = 0 donne :

* # L m— 1

g
3{‘:,

— 1 —%
GM; = =3[, +(d - £y)cosmyt) e, .

Chapitre 9 ; Systémea formé de daux points matérials




L'essentiel

v Eléments cinGtgues
Soit f un systéme de deux point matériels M,
et M, de masses respectives m; et mr, en mou-
vement dans le référentiel R(O ; (,. ¢, 2, )).
* Masse totale :
M = m +ms.

* Centre d'inertie :
= m, OM, + m,OM,
Wiy + I
e —_ 3
ou m,GM, + m,GM, = 0, -
‘l
* Référentiel barvcentrigue

" est un référentiel dans lequel G est fixe qui est en translation par rap-
port a4 .
* Quantité de mouvement

()], = BIM,)|, +P(My)|, = MB(G),.
Rﬂmqw:ﬁ'{ﬁ"} = i-lr
* Moment cinétique L
—_— - — i —
Lo(H)|g = LotMy) | +Lo(M;)| = 00" A p(#)], + Lo ()5,

— —F @
Remargue : Ly, () = Lo (F) = L (¥).

+ Energie cinétique :
BlH)y = EM)|, +E (M)

¥" Dynamique du systéme de deux points

* TCMITOM :
dp ()], [m‘:mng ] , 3
dr s, N dr  Jia, § ME{GH*: = Fo.
- TMC :

" Miathodes




dE (F)|4

]
dt

Remargue : P, = 0 si distance MM, est constante.
*TEC : A¥ (¥

i }L!,

= Pt 9m|_!..

€ Dn)], €M), = Wi+ Weal,, -

"TPM: T’ = P Foc) + ?m{Fm:]ig i %mﬁnlgl = E-.E{E“;’ T IEJ!{H’“EJ‘

= )
*TEM: A%, (F)], = €,(9)013 My)|, - B(F)(. My)|, = Wﬂl{Fm}L_""wImEFm}'

Mise en ceuvre

Comment utiliser le théoréme de la quantité de mouvement (ou du
centre de masse) ?

Soit un systéme ¥ formé de deux masses. Ecrire le TQM appliqué a .

=% Savoir faire

I @ Définir le systéme érudié,

@ Definir le référentiel d'étude en précisant 5'il est galiléen au non.

® Erablir un bilan des forces extérieures appliguées au systéme (sans oublier les forces
d'inertie si le référentiel n’est pas galiléen).

@ Ecrire le TQM appliqué au systéme étudié,

-
o e o e o o

=* Application
On considére un systéme matériel of composé d'une 1
tige sans masse de longueur 2a au bout de laguelle
se trouvent deux masses m aux points M, et M, Le
point M, glisse sans frottement le long de 'axe ver-

tical (O ; E; ) et le point M, glisse sans frottement le
long de "axe horizontal (O ; :rf, I. Le point G est le
centre de la ige MM, On travaille dans le référen-
tiel terrestre 3t (0 ; E:TE_:, E:} supposé galiléen,
Appliquer le théoréme de la quantité de mouve-
ment (TQM) dans le référentiel Hp.

T

Solution

@ Systéme érudié : le systéme I composé de la tige sans masse et des deux masses m se trouvant
en M, er M,
& Référentiel d*éude : Fty galiléen,

e e Tl alair=" aMaE =i
Copyrighted mate

rial



@ Bilan des forces extérieures a o 4

—en M, : ®
«poids de M (m) : P| = -mgF:,

. . s s R
= réaction dusupport : By = Rye, (R, 1 sup-

port car il n'y a pas de frottement lorsque M, se
déplace).

—enM;:

e = =4 l
« poids de My(m) : Py = ~mge, , y-—

= 8, - M,
— o=t G, P
* réaction du support : R, 'Rﬂi,r (R, L sup- 2
port car il n'y a pas de frottement lorsque M. se déplace).
@ On applique le théoréme de la guantité de mouvernent (TQM) qui s écrit :
dp(i)
Uil 3
dr Sy =
Il faur rout d’abord déterminer ;{E‘}L]T ]
On peut pour cela urtiliser la définition :
¥ = =+
Py = m(M,”ﬂT +mv (M) -
diOM, )

5 1 d =3 wi s K

Or: E{Mtlllq- = T . = E_{iﬂ E'EE“-EJ.:I = —zﬂ'ﬂmﬂﬂt’.y
diOM,)

¥ 3 d . . |
oL ul:Millslr M . = a{ﬂa sinme, ) = 2acosatie, .
Donc : ;{?]lm = 1mm:‘qmua_:— ulnua:'}-
',G: On avrail pu utifises .ﬁ:r:'H L = J;IEP . Gui stipule gue | quantili de moavemant du systieme est la quantite

de mouvement da G effecta de la mazga tetale du systéms ;

*

pLtl, = (i iG] £

-

d DG

-+ —= ” —5
Or:viBy, =|— et 0G = asing e +acosc e,
Ay dt ‘A J I
Done viG)|, = dacosa &, - A0 SN ¢, # P consegquen
T - . -
pLidy, = dmacicosoe, - sinmd, )

+* iy s g vy =L — oy
Et F_ =P, +R, +P,+R; = — Em;'s, +Rye, +Re,.
Ainsi le TOQOM donne :
EMa&{cmus_:—Ehlﬂe;}+Ema&{—l:'l.-sili{u_: ~Gcosite,) = - 2mge, + Rye, +R e,
en projection sur ¢, : 2malitcoset - @ sine) = R,

en projection sur ¢, 2mai-osing - o’ cosa) = Ry - 2meg.
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= Application

m
Deux masses et —

3 8¢ frouvant aux points A et B

sont reliées par un ressort de masse négligeable, de
raideur k e1 de longueur & vide £, Ce systéme peut
glisser sans frottement le long d'un axe (O ; E:,}
incliné d’un angle o par rapport & I'horizontale, fixe
dans le référentiel galiléen 9 (O ; {E:. EL E:]]. On
abandonne le systéme sans vitesse initiale, le ressort
ayant, 4 r = 0, un allongement x;, le point A se
trouvant alors en O,

Déterminer dans le référentiel i le mouvement des deux points marériels A et B.

Solution

Afin d’¢tudier les mouvements de A et B dans le référentiel 3, nous allons décomposer le mou-
vement én deux érapes :

* étude du mouvement du centre de masse G dans 3t (@) ;
* étude des mouvemnents de A et B dans ®° (3 partir de I'étude du mouvement du mobile réduit)
(@, 8. 0).

0 TCM appligué au systéme o
Systéme étudié | systéme ¥ composé des deux points matériels A{m) et B{%] et du ressort.
Référentiel d'erude : @ galiléen,
Bilan de forces extérieures appliquées 4 5

- me = mgm'nu;: - mgmui_:, poids de A ;

R‘,LE; réaction du support en A {1 au support) ;

- m— —1

3 3
= Rnu_'; réaction du support en B (L au support).

_‘.

Py

_j.

R,

i M M, W e IR

Py —gnnuax—igcmmj. poids de B ;
_’.

Ry

',¢: Les réactions sont perpendiculaires su support car il n'y & pas da frottemant pour fes objets glissant sur ce
suppart.
. my =
Le TCM s'écrit : [m+3]a '{G}'m = Fen.
¥

On appelle x; I'abscisse de G, x,, celle de A et xp celle de B,

En projection sur E;:
4Tmf._—, - Ei“;gsiud soit X5 = gsina

et en intégrant par rapport au temps : xg = gsina + xg{r =0).

Comme le systéme est liché sans vitesse initiale, g (r=0)=0:

donc xg = gsinor,

En intégrant une seconde fois par rapport au temps, on obtient :
xgln) = 'E;'Eil:lﬂ!“a + X (r=0).




- —
_,=mDA+EDE=3ﬁ+E
m:l-g 4 4
£
i::ﬂ:ﬁ{:=ﬂ}=3+¥i‘;,ﬁmﬁ:
+ £
xgl(t) =r-inu§+’“‘ ..
@ Afin de définir le mobile réduit M, appliquons le PFD dans i a A et B ;
PFD appliqué au point A ;
5 — =% =
m.:{m|,_ = Ry +P +Fg_a
PFD appliqué au point B :
] f— —F =+
-.:.[3]' R
3
A,
En projection sur e, :

mx s = mgsing + k{xg—x, - ;) et %'.i:'n = gg:a.inﬂ-.i:{:a-xh-fu]_

& Me pas oublier les forces F;. .5 Bt E! . . forces de rappels alastigues du ressort, qui étaient des forces
intrigures pour Uétude du systéma |1, mais qui sont des forces » extérigures » & chaque point maténel Aou B |

fx= print+ Xy —x,— o)
Soit -
g = gﬂnu—;:{xﬂ-—.th— £0)

En soustrayant ces deux éguations, on obtient :

d¥{xg—x4) 4k
T = -;-{:rn—:,‘—f,,}.
En appelant r = x5 - x, la longueur du ressort, on obtient I'équation différentielle :
TF = —kir—ty),

qui est celle du mobile réduit M de masse yu = ’f %€ trouvant i la position r du centre de masse
e e A
G du systeme : GM = re, = r = AB.

m =

s
Xy mm
Mia + M .rr1+%T

@ 1'équation differentielle du mobile réduit dans 5" est:

F+%‘kr = %tu s0it, en posant w; = E, i"+m,=]r = m:!n.
La solution de cette équation différentielle s"ecnit ;
rr) = K cosmgr + K sinoge + £
K, et K, sont déterminées a 1'aide des conditions initiales :
P0) = 2g(0) - x,(0) = £p+x, = K+, =K, = x.

w|Ffw|3,
L
o E

Copyrighted material
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ercices

Niveau 1

Ex.1 Recul du pistolet

Un pistolet armé est déposé sur le sol, sur lequel il
peut se déplacer sans frottement.

A =0, unc balle est tirée. On néglige la force
necessaire pour appuyer sur la gichette du pistolet.
Le référentiel lié au sol (O ; &}, 4, 2,) est supposé
galiléen,

Dawnées © masse de la balle me = 10 g ; masse du pis-
tolet M = 2 kg.

1) Determumer le mouvement du pistolet apres le tr s
la vitesse de la balle est v = 500 m 5!,

2} Déterminer I"énergie cinétique perdue par le recul
du pistoler.

Niveau 2

Ex.2 Systémes [masses + poulie}

O considére un systéme composé de deux masses mry
et m, suspendues en M, et My, aux extrémirés d'un
fil sans masse, inextensible, de longueur £, Ce fil passe
dans la gorge d'une poulie idéale sans masse de
rayvon B, Il n'y a aucun frottement (le fil ghsse dans

la gorge).
Le référentiel d'étude (0 ; e,, 2, ) est supposé
galilten. Un suppose que ey = By,

=
(e i
-
£y

X

M, () M

¥ ]'fi;{mz}

N

1) Exprimer la longueur € en fonction de v, v; et R,

En déduire une relation entre ¥, €1 ¥, puis entre v,
et ¥y,

H Chapitra 9 ; Systéma forme de daux points matérials

23 A I'nide du principe fondamental de la dynamique,

déterminer les accélérations de M; et My, puis les
— —l

vecteurs position OM,; et OM,.

3) Betrouver ce résultat 4 I"aide du théoréme do

moament cinétgue en O,

4) Retrowver ce pésultar 4 1'aide du théoréme de

I"énergie meécanigue (ou de la puissance meécanigue).

Ex.3 Tige tombant sur le sol

Om émudie la chure d*un systéme ¥ composé d'une

tge sans masse of de deux masses m placées aux extré-

mites de la tge, aux points A et B. Le point A est en

contact avec le sol, sur leguel i se déplace sans fFore-

ment.

Le point B est liché avec une vitesse mitiale quasi-

nulle depuiz un angle uﬂ=gmd par rapport 4

Vhorizontale (O ;2 ), liée au référentiel terrestre
= = = . o :

RO ;e.e.¢) supposé galiléen. Le point O se

mouwe, 4 ¢ = 0, i laverncale du cenire d'inemie G du

systeme .

Bim)

N
(= e €

1} Dérerminer les caractéristigques du mouverment du
centre d'inertie G du systéme .

2) Déerminer 'équation différenticlle du mowve-
ment en . Déerminer "accélération de G juste au
moment od le point B de la tge touche le sol.

3) Dérerminer la vitesse de G au moment od la tge
touche le sol.

Ex.4 Deux patineurs
Dieux parineurs A er B de masse mr se pennent & bout

- . — -+
de bras, 4 la distance constante 2§ : AB = 24e,.

(A et B sont initialement sur I'axe (O ; &,)),

A t = 0, on communigue au patineur B une vitesse

=5 =*
T = Taf.




O suppose que la lisison entre les deus patineurs est
rigide et gue le mouvement s¢ fait sans frortement
dans le réferentiel terrestre R (O '.E:. E_:.E:J sup-
posé galiléen.

Bim) —L..
[
_}
E‘.11'
(W] -3
E.I'
f
A .
ar=0

1} Déterminer le mouvement du centre d'inertie 3
du systéme F formé des deux patineurs,

2y Drérerminer la vitesse angulaire du point B gqui
toumne autour de G pour § = 0.

3) Exprimer la tension des bras,

4) Qe devient la vitesse angulaire i la distance entre
les patineurs est, par la suite, divisée par deux #

Niveau 3

Ex.5 Wheeling d’'une moto

On considére un modéle simplifié de moto, compose
d'une tige sans masse de longueur 26, A chague
extrémiré A et B de la rige, se rrouve une masse m. Les
roues, de masse négligeable, ont un ravon r.

Le référentiel terrestre Jt(0 ; E:. -E:. -E:]n o5l SUpPosE
gahiléen, Le motard en accélérant, aves Paccélération
g = "’u-"_:* a réwssi & lever sa roue avant d"un angle 8,

constant dans 'exercice.

Dommee - € = 2r,

1) Determiner la réaction du sol en 1 ; conclure sur la
présence de frotement.

2) Exprimer accélération a, en foncton de g et de B,
AN 8 = Erm:l.

Ex.6 Chute d'une tartine

On modélise une tarting par une tige sans masse de
longueur 2a, reliant deux points matériels A et B de
masse m,

On emdie la chute de ceme tamine depuis le bord
d'une table (de hawteur k = a ),

A ¢ = 0, le centre d'inertie G de la tartine a comme
coordonnées (d ;0 ;0) dans le repére (O r_: r_:. E:]
i = o - = =+ : -

lie au referentiel '.E'E:[D § Epu €, ) SUppose galileen,
o1 54 viresse est nulle.

Drans un premier temps la wartine se met & basculer
autour de "aréte (O ; -F_:} de In table sans glisser ; dés
qu'elle est verticale, elle quitte le contact avec la wable

et amorce, dans un second temps, une chute libre.
Digwmrces ;

a= 25cm;
(r02a;
75 cm,

d
h

A " At

1) Dérerminer 'énergie cinénigue de la ramine dans
A lors de la premigre phase du mouvement,

2y Dréreeminer 1'éncrgie potentielle de la tartine lors
de la premiere phase du mouvement.

3) On suppose que pendant la premigre phase du
muvement, la tartine st un systeme conservatf,
Exprimer 8 en fonction de g, f, a ct 8.

En déduire la vitesse de G lorsque la tartine quitte la
rable.

43 Dérerminer, lors de la seconde phase, la loi horaire
B (on appellern f lMinstant du débur de cetre
phase).

5) Dérerminer la durée de la chute. En déduire 1 e

dont a tourne la tartioe,
Conclusion.

TIE
S8

Emercicas
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',¢: La tension se conserve le long du fil et est intégralemant transmise par la poulie parfaite,

PFD appliqué a M, :

- —F —F . -
m'a{M'}la =P, +T, soit my =mg-T (1)
E
PFD applique a M, :
e .
mlg[Mi}l; =P,+T, soit myys = mg-T (2)
P

On élimine T, force inconnue, en faisant (1) = (2)

My V- MV = (M) — Mg, SOILAVEC Yz = — ¥ M Y1+ M Ye = (i) - iy )g.

- {rl:l—m' } H'l.—m'i =,
- it S|
et vz ¥ et H{Mﬂlg m,+m2£ -
"I:;: Comme m, = my p1=0 ety =<0,
* En intégrant :
+ _my-m — L T TR S
ﬂEM'Jlil.‘ = = 2;“! +::.|D{Mi]- et OM,; = mgza’+u-{ﬂ|]t+ ﬂMi{ﬂ}.
De méme
4 g — MW S L M emy e —
ﬂ[M;]li’ —— gl’ﬂ +I-|p{MJ}I et ﬂMl = m E-E,'l‘ﬂ.{M:]l‘-‘l‘DM!{“'].

3) Appliquons le TMC(O) au systéme forme de deux points M, et M, dans le reférenticl 3t
On exprime le moment des forces extérieures en O (point fixe de Ei’l'l}.

— — _— = —
— — — = = = - - -+ -
* My(Py) = OM, A P, = OM, AMygE, = {Re, +J"'-‘E.'-']| Amyge, = mygRe,;
— — —_— =
« Mp(T,) = OM, AT, = (-Re, +3,6,) 7 (-Te,) = TRe, ;

— 2 —3 —3 -+ - - —
* My(T;) = OM, AT, = (Re, +y,8,) A (-Te) = ~TRe,.

_}
dLo ()], -
Le TMC{O) s"écrnt : Tl s, = M Fext)

—3 — —
avec I-g{fﬂl.,. = Lo(M,)|, +LolM;)|

— p—_ =+ — =
Ln,l[fi’]]:tl 0OM, nm]t.'{Mljl +DM2.-.:|111:'{M1]|“

= {—Ra+y];_:_}ﬂ ml_'p].e +-{R‘.a +-3I13 ] .ﬂm;_'pzs
= —m.Rjna-:-i-mIRy;_a:-
Ainsi le TMC{D) s"&cnt en projection sur ;: 1
—m, Ry + m;Rya = —m gR+ m,eR+ RT - RT.

“ Chapitra % ; Systéma formé de deux poinis rr'awmzls
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_l
* Py —mﬁ: appliquée en B, poids de B ;

. E: RE; appliquée en A, réaction du sol (L au sol car il n'y a pas de frottement).

i " -+ e e e
Le TCM s’écrin : 3m::l{ﬁ}|g =F, . =P,+Pz+R,.
L]

En projection sur Ei  avec Gixg, vg), il donne :
2mig = 0 soit xg(r) = cre.

—  DA+OB = v(A)]; +v(B)l,
Comme IZ.'-G:—-—-E—, v }|i'= *2 ',

Ainsi, a ¢ = 0, mprniecdnnmi;:
fo(1=0) = 3[alr=0) +ig(r=0)] = 0
(la tige est lichée sans vitesse initiale].
Donc : iglr) = 0 soit xgit) = cte = xgz(e=0) = 0.
Le mouvement de G se fait uniquement le long de la verticale (O ; ;;l.
En introduisant I"angle o, ona :

OG = fsinae, soit o(G) = Cacosoe, et a(G) = {(Gcosa— @ sinm)e,

Le TCM projeté sur ¢, donne ainsi :

2mi(@cose— @sing) = —2mg+R (1)
1) Afin d'obtenir I'équation différentielle du mouvement, il faut une seconde équation reliant o et R.
Le TMC' appliqué au systéme ¥ permet de 'obtenir.
On exprime d'abord le moment des forces extérieures appliquées 4 o -

— — —_— — -+ IR - —
« M5(Py) = GA AP, = (-fcosme, - {sinme,) a(-mge ) = mgfcosae,;

o —_— =
+ Mg(R,) = GA AR, = (-fcoswe, - £sinme,) o Re, = ~-Récosoe, ;

i - = - -+ = =
= Mg(Py) = GB APy = ({fcosae, + £sintte ) a (-mge,) = —mglcoste,.

@
* — = —f =} —h = — —
Le TMC" est: E-LT'EE! = Mo(F) = Mo(Pa) + Ma(Pg) + Mg(Ra).

5 &

Or: L (i) = GA hma-{ﬁ}-l-":l_ﬁjﬂ me (B).
Comme E‘i = {—fcnmé:—fsinu;_:}, ona: g‘tﬂ} = f&{ﬁnuﬁ—mu%].
Deméme: v (B) = £a(-sinaz, + cosae, ).
Ainsi ; E‘{EP} = m[—f:nsﬂa—hinaé;}ﬁ fﬂ{iﬁlﬂg—ﬂﬂiﬂ%}
+ m[fwsl:[;:-i- Esin{:E;} PR s.inn.a+ mi-::E;}

i‘{ﬂ"} = mfzﬁl{mzui: + s:in‘uE:] +mé2a cmlu;: + sinzué:} = Emf‘&a :
Le TMC donne :

2mflie, = -Récosme,, soit 2mfd = -Rcosa  (2)

H Chapitre 9 ; Systéme formé de deux points matériels




En reportant B obtenu 4 partir de (1) dans (2}, on obtient :
2mia = —cosa|2meg + 2mé(ocosa - & sina) ],

soit 2l + cos’a) + 2gcosa - 2{ cosasinaa’ = 0.

',v_* On aurait aussi pu uiilisar le TMCiG),
Lorsque @ = 0, ona:

26ax2+2p =0 s0it = _%.

Ainsi a(G) = fae, = vgé:, (pour ¢ = 0).

Y Lo rdsuliat surprenant vient du fait que notre modele a suppost que seul A éait en contact avee le 5ol ce résultal
n'est plus valable larsgue A et B sont en contact avec le sol, mais juste avant, 51

3) Afin d’obtenir une intégrale premiére du mouvement, nous allons appliquer le TEM au systéme
(comme 3 est solide, le travail des forces intérieures est nul).

Pour calculer I'énergic cinétique, on wiilise :

E:{T}Iﬂ‘ = Er[ﬁ”ml"'rﬁttﬂnm"

or S{A]:al = %[E’i]lal = dﬂrt_fmu;:}a = -ﬁ&:iIIEift;i-

Donc : €.(A)[, = %m[-E'si.ru:uit]n2 = -mflginon’.

3] e

Par ailleurs :

+ _d = ~d. . — . _ .-k -
1'.r|[E!-}||5,|1I = d:[GB]'Li, = E-;{-tmma,+2fsmur},)|m‘ = —{sinooe, + 2{ cos oo

Donc: #,(B)|, = %ml{hinm‘:}lﬂzfcnmﬁft = %mlfisinan:ﬁz+4fms3uﬁli.

Do : €(F)], = %mlﬁﬁnuz+4cuszﬂ]faﬁ? - %mf?ﬁz[l{sh‘ﬂu+cn53:::}+2cus3u].
L3

Ainsi € (F)|, = me2a’(l + costa).

La seule force qui travaille est la force de pesanteur dérivant d'une énergie potentielle € ().

Fr\-:

'"I:,: H,'_ na travaille pas car elle est orthogonale au support
ip:[?}l = ‘ﬁppfm +ip,[B]' = 0+ mgx2,zinet si la référence d'énergie potentielle est choisie au

niveau de I'axe (O ;.ET,}.
Ainsi le TEM appliqué au systeme ¥ dans 9t donne, en posant € (F}], = €_(F)|, + 'Epp:
e L]

€ (D)D), ~EnlFNE=0), = W(Fac), =0 soit me2a*(1 + cos?e) + 2mglsina = 0+ 2mgt.

On obtient une intégrale premiére du mouvement :
2g 1-sina

" I — — g i .1= —_—
fa (1 +cos?a) = 2g(1 - sino), soit @ T 17 cosia

Exproices




',¢: En dériwvant par rappost ad tamps cetta expression on obtient & nowees |e résultat de 18 guestion 2.

Pour o = 0, 4:':"'='§

donc @ = - g{mru-iﬂ]etpnrmnmqumt:

Exercice 4

1) Le systéme Ff est pseudo-isolé car la somme des forces extérieures appliquées au systéme 5 est
nulle (la réaction du sol E; en A compense le poids P_; en A, la réaction du sol R_; en B compense
le poids ET; en B).

Ainsi le TQM appliqué dans % donne :

[dﬁwnal
—
dr

+ ¥ . —
=F_ =0 soit p{B"‘llg.. = ce

aI

fconservation de la quantité de mouvement).

mi:’{mlgl+m3:5u|g- = zmi?{l:}ng. = Cte = MB(A)(E = n}|ﬂ_+m3{m{: =0)l, .
Ainsi ; 2(G)|, = Fey.

',t}_' Le reférentiel barycentrique est galiléen puisqu’il est en mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport
—&

a.filviGy, =ctal

— Uy —3 L —
On a done - 0G = EIE!+GG['H], soit OE =

Dyl —
1]
L

~|

2) L'érude peut se faire dans le référentiel barveentrique 9°(G ; ;L;;-ﬂ_;li on note 8 1'angle
—
+

EE:.ﬁTB}h €, = "% E[:ﬂ tel que : {-;?t,{_!;} = +gﬂd_

Dans %", comme G est fixe dans 3, ona:

Hw

—% & . =@ - w * . —
p i) = cte = 0 soit mv (A)+mv (B) = 0, doti v (A) = -0 (B).

I
4 ¢
B
_.
L]
3 Ao
ol 2 /f’
@ i
2 A
Le TMC  s'écrit ;
dL (#) _ = 3
—ar - Mo(Fz)

ﬂ Chapitre 9 - Systéme formsd de deux points matdriels
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=+ - —+ . B,
*R = R.e, +R,e, réaction de la route appli- o
quée en L. 4

Le TOQM s'écrit :
5 =
Zma {Gllmf Py+Pyp+R soit:

_"
R= Emaﬂa+2mga.

.
Ainsi B a deux composzantes dans la base - ]
+ =
(€, 8.}t

R, = 2ma, et R = Img.

=
o
L
L

_}
Comme B n'est pas perpendiculaire a la :.
route, il ¥ a du frottement entre la route et la roue,

2) Appliquons le TMC*(G 5 e,) = TMC*(A) avec A = (G ; e.).
Moment des forces extérieures par rapport a 'axe (G,) :

_j.

* M, (Py) = +fcosOx mg;
=3

* My(Pg) = —LcosB x mg;

. .#Ld{ﬁ.‘] = (£sinb + r)R, - rcosBR, .

dL, ()
di

TMC (A): = Mﬁ{ﬁmj.

Or L) = (GA A mi "(A))- 2.+ (GB amb (B))- 2.
—_— — =+ 2 -+ =4
Comme mGA+mGB =0, ona: v (Al+v (Bl =0
done L () = E{Eﬁnmﬁ'{ﬂni = 2(fc, nmébeg) ¢, = 2mé2p,
TMC(A): 2m€28 = (r+{sin@)R, - fcosBR,
avec R, et Rydt]lquﬂtiﬂllptécédﬂltt,.mln:

2mi0 = (r+ £sinf) x 2may - £ cosB x 2my.
Comme 8 = cre ici:

f!nmﬂ

ag(r+€sinf) = fgcosl, soit ay = r+ (sind

_ 2rgeosB _ 2gcosd

Avec € = 2r, r+2renf  1+2sn8
. Exﬁ,ﬁlxg

AN, B=z<=md & g, = ————=5T7m-5%,
4 . 1+.2 ’

',z;s: On peut dire gue Naccelératson vaut 06 g : le coefficient de frottement entre la rowe et route doit &tre au moins égal a 06 |

|Ft B |
Eneffet tord _ [ZMay| _ & _pe g

Re| |Imgl g

r

. 12 , )
':t;‘ T = flNl guandiln’ya pas ghssamant.

H Chapitre 9 : Systivme formé de deux points matérials



Exercice 6

1) Pour déterminer I"énergic cinétique de la tartine dans 3, on peut utiliser la définition :
S|, = EAA)|5 +E(B)y .

= —F :
Or 'ME”ELI = dﬂr{ﬂﬂﬂi. = %’Hd-‘-ala}ﬂ = [d-l-a}ﬂe_;;
donc ¥ (B)], = %m{d-m}!l'r".

e ] . .
De méme Q{A}L.E‘ = %{nhﬂal = g}t{n— ::r]:—é',]]||3|| ={a-di(-8ay) = (d—a) bz

Done €(A)|, = gm(d-a)26".
Au rotal :
(), = %m[{d+a]3+(d—a]3]ﬁz - %mfzdhza!}é*.
Ainsi EAS)y = m8'id?+a?).
2) La seule force extérieure qui travaille est le¢ poids qui dénve de I'énergie potentielle de pesanteur.
Ainsi : € (%)= € (¥) = - 2mgdsin. Le wravail des forces intérieures est nul car la distance AB = cte.

{La référence d'énergie potentielle est choisie 4 1’altitude du point O, c'est-d-dire pour 8 = 0).
-,¢ Ona I"" [} = I'Pl.uul ¥ -'; (B = ~mgid « a)snd + Mgl - dsind |"" (G}
3 ‘Em{EFHI = Cie équ.i'.uuti?;c[ﬂ‘”m +"EP|{.‘:F'] = Cte, S0if :

E L

m8®(d?+ a?) - 2mgdsin® = 0 (ar=10)

slr 6 = lglflillﬂ‘
d? + a?
5 - _E @ 2gd

Lorsque la tartine quitte la table, & = zﬂd et By e

=+ s 3 2gd — — -
et ﬂ{G}lﬁ‘ = —dBye, = - d’al-a‘ﬂ" fonaalors g = —g, ).
4) Posons A = (G ; E:] et appliquons le TMC®(A) lors de la seconde phase de chute libre.

dL, ()

- —_— 3 .
T = My(F,) =(GGAP)-e. =0 donc Ly¥) = cte

Or: Ly() = Ly(A) +L(B)

— 4 = w s — - = L — -+ ® =
[GA ~mv (A)]-e,+[GBAmv (B)]-¢, = 2[GB A mv (B)]- e,

2t nmbBey) ¢, = 2mE2l,
'i;: Carmime rrrG.ﬂ:amGE': = IJ v (Al+¥ (B) s EII

Donc 8 = cte = 8 lors de la seconde phase,

gd

donc 8(r) = |—2£ “E[z—:,u’z—' (t, = durée de la premiére phase).

Exgrcicas H




%) Appliguons le TOQM a la tartine lors de cette seconde phase :

+ — —¥F - . ; .
2mal(G) = Py +Py = 2mge, soit ¥ =g soit ¥y = glt—r)+yiy)

_)?
or ¥ir,) =0 donc ¥ = glr—1,) soit ¥(r) =g 2“1 + 3.
Comme y(#;) = d ona:

(t—1t,)*

»ME =g 3 +d.
La durée de la chute T vérifie i = n‘+§’1”

soit T = {durée de la seconde phase seulement T = 1,—1, ).

La tartine arrive sur le sol avec un angle H{rjr) par rapport 4 I"horizontale :

_x, [2ed [2 x, [d(h-d)
G = 5 Jd'lq-l sUi-dl = o+ T

E[:J,]-u—+2|| d & E+2||

n 02x75- 102
AN. 6a)=3 +2J°’ T3 oE = h2rad=179"

Comme d<<g-<h, ona:

',c.' La tartine atterrit donc sur la mauvais cité : celui de la confiture |

Exercice 7

_i.
5 mlg{Ml”; =F,,, (13 PFD(M,)

__’
F 2 (2) PFDIM,)

_:..
mia[MIJla
]

2) En sommant {1)et(2),ona:
_..

=+
"";'[M‘”m +maa(My)| =0
L] L]

ﬂ ﬁ
B T "al‘bm:2 T R, =0
[d—ztm '-'}M=+m DM'}:I = E
d? I I 2 2 ﬂ- .
Par définition de K, on obtient :
thiE + JdOK
. - —3
{m-l +m2][ d!‘\z ]."_.H: = ﬂ 01t (?l‘m' — - ulK”:ﬂl = Cie.

Le mouvement de K dans EE est rectiligne uniforme donc 3", en translaton par rapport a Q’t*, et
galiléen,

ﬂ Chapitra 8 - 3ystame lorme de deux ponis matariels



2) En caloalant 22 -1 op
my My
] e q. -+ —
- = = , d'on —a = [_"'_]FI + 2
de* R! diz 'ﬂl Py Ilnll de? E; Ry WYy
L Fi_. - Fy .+ d'apries le principe des actions réciproquas.
* —3
Avecr = M,M,, ona:
d#?] e
d:l 'I:H| - mjmz l =a X~
) iy . . Ny . - .
En posant u = p— la masse réduite, on obtient I'égquation différentielle :
] F

-4
= Fu—.zr

(dzﬁ
Mae

—
Clest I'équation différenticlle vérfice par la particule réduite M située en ¥ = KM de masse M SOU-
-
mise 4 la force centrale F| _, ; constamment dirigée vers K dans le référentiel 3",

"',t:\: v (M) = viM) =[d:::'1. =|% .

9 T, = EM)| +E,M) = Juo (M) -

)l.’ﬂ'w |

G‘I‘I‘.lj FH'E
¥

. < (I 1 .
Et ﬂm{&}|i_= EnlMy)| +ER(My)| = 3mv 2(M.J+£m;n *(M;).
) ~ OM, +m,OM, — B
Or: KM, = KD+OM, = 1772 opg = -2 MM, = -2 ¢
ney + My my + my My + my
De méme : KM, = —2—7.
my +
Donc : & (& _ 1 —my ey 1 my \rdey' Gmgmg
£ -E'“L'”ldr- Em'[m] +m2] (E] +Em3[m| +m2] dt} - r
1 mymy Gmym,
=-—2 M) - = E_(M) .
2m’+m=v{ :I anl }l.it'

L’énergie mécanique de I'étoile double dans 5i* est celle de la particule réduite M dans 3*,
e ——t o — b
— — -+ 3 -5 =5
Comme m KM, +m, KM, = 0, muov (M)+mv (M) =0:

mz W

(M} = pr Ao (M),

& —_— —3 . s
LK) = (KM, - KMy) amy@ (M) = MM, nn-r](—

m|+m3

Lz moment cinétique de I’¢toile double dans ®* est celm de la particule réduite M dans 3.

Exgrcices ﬂ
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ﬂ Chapitre 10 : Quelgues probdEmes

oblerrres

' Probléme 1: Les mouvements cométaires (extinction des dinosaures)

Il ¥ a de cela environ 63 millions d'années, les
dinosaures et de nombreuses aulres espéces
vivantes, [errestres ¢f aguatiques, animales et
veégeétales, ont été victimes d’une extinction mas-
sive et brutale (événement KT, d la limite des
periodes crétacée (K) et tertiaire (T7)).

Parmi les diverses hypothéses proposées, celle
qui recueille 4 'heure actuelle le plus de suffra-
ges dans la communaute scientifique est celle de
I'impact d'une cométe 4 la surface de la Terre.
Ce probléme examine quelques-uns des aspects
de la description mécanique d’un tel impact.

Les mouvements cométaires

Un ensemble d'astéroides de faible dimension se

rouve vraisemblablement répart, dans le sys-

téme solaire, a grande distance du Soleil (au-dela

de "'orbite de Pluton).
| La masse totale de ces astéroides (nuage de
| Qort) représente environ le ters de la masse
totale des neuf planéres et de leurs satellites.,
Lorsqu’un de ces astéroides est suffisamment
dévié de sa trajectoire quasi-circulaire par "effer
gravitationnel d'autres astéroides et planétes
pour s approcher 4 trés courte distance du Soleil,
il prend le nom de cométe.
Mous étudions ic1 les caractéristiques du mouve-
ment d'une comére hypothétique, qui pourrait,
a certamns égards, ressembler a celle qui fut peur-
étre responsable de 'événement KT,
Cette cométe C, de masse m = 2,5 1079 kg,
est considénée comme sphérique, de ravon
r. = 107 m; sa trajectoire autour du Soleil est
une ellipse wés allongée,

La cométe C est aussi caractérisée par une dis-
tance maximale au Soleil: 4, = 5 10%a, o0

a=15 10" m estle rayon de la trajectoire
terrestre (supposée circulaire) autour du Soleil (a
est appelé unité asronomique).

Elle est enfin caractérisée par une période de
mouvement notée T. On note T, la période du
mouvement terrestre autour du Soleil,

1) Dérerminer numériquement la vitesse v, de
la Terre sur son orbite circulare autour du
Soleil,

2} On note (3 la constante de la gravitation uni-
verselle et Mg la masse du Soleil. Exprimer le
produit GM; en fonction de v, et a.

3) La distance mimimale de C au Soleil est notée
d_..
Exprimer, en fonction de d . @, @ €8 T, les
vitesses maximales v et minimale v, de C
sur son orbite.

On pourra utiliser des relations de conservation.

4) Quelle relation doivent vérifier d_;, et a pour
qu'un impact de C sur la surface de la Terre
puisse &tre envisagé ?

En déduire une évaluation numérique de la plus
petite valeur possible pour v, .

§) On choisira dans la suite d_, = a.

Qhuelles sont les valeurs extrémes possibles de la
vitesse relatve de la Terre et de C (vitesse
d'impact) au moment du choc de C sur la
Terre ?

DVapriz e concours Mines Pones 2000,
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| i
D . - f 2 Maaw -
r o t,_.,"| ﬂ""nm[*fmm o donc
. | I:'!.r.nl.n: - - |I E""!Irlrm.;
o ﬂ".-glzud[d +dm“]1 BONL B - ﬂn‘ll

o Bt ITUS
(awd,,)

De plus, d_,. == a; on peut donc écrire plus simplement :
[2d —
. Iy . | 10 - = ]
Vs = iﬂa,ll _d:nn: y B0 T, T 2T,
AN. v >./2x299 = 42,3 km s,

§) Si d = a, lacollision a heu au périgée, quand ¢ est maximale :
* 51 la comete a utie viresse opposée a celle de la Terre alors ;
Lol

- =T
impact T.J"'*--—-‘"u- L

¢ & la cométe a une vitesse de méme sens gue celle de la Terre -

—
Vimpacar = /201 = vy . I

Adnsi ;{2 - 1) = Opppuer = {42+ iy, .

AN, 124km-s'l= Uimpact = 1252 km - s

E Xk




Probléme 2 : Vibrations de molécules

Le probléme est consacré 4 "émude des vibra-
tions rectilignes, forcées par un rayonnement
infrarouge, de molécules de CO ; on s'intéresse
en particulier 4 la valeur des fréguences de
vibration et i leurs modifications causées par
differents effets. On étudie les vibrations de la
molécule isolée.
Données mumérgues
» Constante d"Avogadro : N, = 6,02 - 10°* mal ',
» Masse molaire du carbone :12 g - mal .
» Masse molaire de I"oxygéne : 16 g mol .
Une molécule de CO domt le centre de masse est
immobile, est modélisée par deux masses ponc-
tuelles, m; pour 'atome de carbone et m, pour
I"atome d'oxygéne, On ne considérera dans tout le
probléme que les déplacements rectlignes des
atomes le long de "axe x"x de la molécule & I'equi-
libre et on négligera la gravitation.
1) Lorsqu'ils sont dans un état lié, I'énergie poten-
tielle d'interaction des deux atomes est bien repré-
sentée par I'équation empirique, dite de Morse :
Vir) = Vol1-e Pl
ot r est la distance des noyvaux des deux atomes
et Vi, P et r, sont des constantes positives avec
fry ==1.
a) Tracer un graphe de Vir). Que représentent
physiquement les paramétres V, et r, ? Quelle
est la dimension de [ #
b) Montrer qu'il existe un domaine de distances
ou I'énergic potentielle d'interaction peut étre
modélisée par celle d'un ressort de constante de
raideur & gue 'on précisera (figure ci-dessous),
On conservera Ccette approximation dans toute
la suite du probléme.

C & ]
= Ry Kty *

2) Solent x, et x, les écans aux positions d’équi-
libre des atomes C et O respectivement.

a) Ecrire la relation fondamentale de la dynami-
gue pour chaque atome.

b) En déduire I'équation différenticlle regissant le
mouvement relatf s = x, - x,, puis la résoudre.
Exprimer la pulsation propre i, et la fréquence v,
correspondante ¢n foncton de & et de la masse
bl Rk

réduite p défimie par p =

Hiy + M,

Chagatre 10 Quelgues proflsmes

¢} Exprimer que le centre de masse de la molé-
cule est immobile. En déduire le rapport des
amplitudes du mouvement de chagque atome et
justifier le terme de vibraton d'élongation uti-
lisé pour décrire cette vibration.

d) La fréquence v, mesurée pour des molécules
de CO isolées est 6,425 - 10'? Hz, et leur éner-
gie de dissociation est 1,77 - 10719 ],
Déterminer les valeurs des constantes k et P

e) Quelle serait la fréquence v' de wvibration
pour la molécule PCO ?

Sachant gque la résolution spectrale en spectros-
copie infrarouge est de 'ordre de 10'! Hz, peut-
on séparer les fréquences de vibration.

3) La molécule de CO est une molécule polaire
possédant un moment dipolaire permanent
—+ —3 . =¥ ..

Po = Pgli, 0 u, estle vecteur unitaire de I"axe
x'x. Dans un modéle simple, on considére gque
I'atome C porte une charge positive +6& qui lui

est rigidement lige et "atome O une charge — &
également rigidement liée. On éclaire la molé-

cule au moyen d'un rayonnement infrarouge
dont le champ électrigque oscillant 4 la pulsation
 est donné, dans la notation complexe, par :

=+ e 2 — .
E - Eﬂcll:u.l' - .E.“‘“IEIIIII_

_"
a) Justifier que le champ E, est vu comme uni-
forme par la molécule de CO. On prendra cette
approximation dans la suite.
b) Ecrire les équations du mouvement de cha-
que atome.
¢) En déduire I'équation différentelle régissant
le mouvermnent relatif 5 = x, — x, . Déterminer sa
solution en régime sinusoidal permanent sous la
forme : 5 = geiox,
Exprimer a en fonction de o, o, E;, & et p.
d) Du fait du déplacement des atomes, le
moment  dipolaire de la molécule devient
_E; +§e1’m. ol Eeim est le moment dipolaire
induit par le champ électrique.

—!.

E-'.'I.'pl'l'-mﬂ; en fonction de &, p, wy, wet E;.

€) On définit la polarisabilité de vibraton o (o)

3 =
par: p = o () E,.
Exprimer puis tracer schématiquement o _{)
en fonction de @. A quelle pulsation I'effet du
champ électrique sera-t-il le plus grand ?
Quelles remarques peut-on faire sur la valeur
alors aneinee par la polarisabilivé #



Indicarions 1) a) Longueur d’onde de [D'infrarouge :

2) ) V’C est un isotope du carbone de masse A = 80O nm. - — -
atomique molaire : 13 g - mol . d) Danscecas: p = &(-su,) = Blx, - x;)u,.

[Vaprés le concours Polytechmigue 1998,

Solution du probleme 2

1) L'énergie potenticlle d'interaction des 2 atomes est donnée dans 1"énoncé :
Vir) = Vg1 -e Pr-nl)?,

a) Pour tracer la fonction r+— V{r), établissons son tableau de variation :
Vir=0) = V|1 -efn)?,

La condition fry, == 1 montre qu'en fait Vir = 0%) = +e; Vir— +e=) = V,

et % = Vox2[1-e P ] (e P x (< B) = Vgx2(1 - e M kB e B!
% =0 dob l-e ™ =0, donc 1=e P ", puis 0= -Bir-r,), donc r=r,.
Donc le tableau de variatuon de Vir) s"écrit ¢
r ':I fn =+
o I
dv f’f - 0 +
dr |
,«ff.bw Vo| Vir=ry) = 0
Z 0

D’ou la représentation graphique de Vir) :

Vie 4

Exgrcicas ﬁ



Comme fr, est sans dimension et que ry est en m, on a ff en m™.
Pour r = ry, V(r} est minimum donc r = r, représente une position d'équilibre.

4
De plus : :;T‘:r = vgxﬂ'[ﬂ:'ﬁr"’”]x Ble'ﬂ""“:'-bvu}(i[l _‘._.-I-’-'ir—l'ni]“ [_ﬂjie-ﬂlr- fal

',t;": (Wl = v+ v,

d*V

F{F =r,}) = 2V, p? = 0; done r = r, représente une position d’équilibre stable de la molécule,

V, représente |'énergie nécessaire pour faire passer la molécule de sa position d'equilibre (Vir = ry) = 0)

i deux atomes dissociés (V(r = +o0) = V).
V, représente donc I"énergie de dissociation de la molécule.

b) Si on se place au voisinage de la position d'équilibre r = r,, on peut faire un développement limité

al'ordre 2 de Vir):
dv dv (r-ry)?
?[r}=\?{rn,]+5{r= Fad X (r—ry) + F{r- Fol) ® 3
(r—r)® 1
Vi =0+0x(r-ry)+ EYQBEKT =3 ®x 2V B3(r=ry)2.

5i on modélise I'énergie potenticlle d'interaction par celle d"un ressort de raideur &, on a :
V(r) = 3k(r-ro)2.

Ainsi en identifiant terme & terme, on a, dans un voisinage de r, :

k= 2V,B.
2) a) Comme indiqué, appliguons le PFD a C.
Systéme : atome C (masse m).
Référentiel galiléen @ (A ; ?,] ol A est un point fixe gquelcongue de 1"axe (x"x) et E: =
(avec [COf = .
Forces extérieures appliquées au systéme :
* poids, negligé ;

» forces d'interaction Fy _, ; = +k(r- r{,,'_lE;.
Equation du PFD :

d2AC
Hodre

] = +kir-rgle,
|

ﬂ'\ Attention au signe de la force de rappel.

A I"équilibre :

. d
].f;;_ = .iz[r—rn}E: soilt m,[d—!e[x,-;:}]m = k{r—r,:,}.,::,

aCe
(1) = {2) donne : m.[d—?:-

En projetant sur E_:: mix, = k(r—ryl.

Chapitre 10 : Quelques problémes
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De plus : r=ry = xy - x,. Donc I'équation différentielle s'écrit :
myx, = kix;—x;).

O effectue la méme démarche sur "atome O

=
= =kir=ryle,.

fR—
[dzﬁﬂ]
iy
R

dr3 k
f“" Aetirtion a0 sigoe de b fofce da rapna

Soit avec les informations i 1"équilibre :

b} Les deux équanons difféerentielles s"écrivent :

. ke
Xi = H_II:IE -:'I'I] {3}
X3 = —E{-TJ—I]J ()
(4) - (3) donne :
v k k L | 1
Xy—X,; = _E{IE_I]]_E”:_KLJ’ soit & = _k{;l+ﬁ}"-
+
Siun:p-nstﬁ = % = #—L +miI1 an peut écrire :
= —Es, SO0t .§+Ea = 0.
k
La pulsation propre s'écnt ; @, = IIITL;
N
. C. Iy 1 ik
et la fréquence propre : v, = T :."n:-.'ﬁ

¢) (3 est defini par :

E _ m]HU+rrr::’;C, )

J'H'|+l'l':|2

A T'équilibre :
— —
— my A + mACe

AG, = (6)

LS LS L4

Y JR—
my 0,0 ¢ m, CC

My +J‘H2

(5) - (6) donne : G,G =

—y =5
Comme C; est fixe {voir 'énoncé) GG = 0 donc:

> —+
E|-} Hr|.!v.'|£'_i,'l- mExelE_‘ . 't; I"I!ll

= B — = ———

My + g X, .,
D¢ plus, on introduisant 5 = %, -x,,ona:
0= mx; +m,x,, soit 0= m(x,=s)+myx,,dod 0= (m;+m,)x, = ns.

Hriy

Done ; X, = ————8%.
'."ﬂ-| 'I'ﬂ"l:

EndrEetmi
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¢) Par analogie avec 2} b), E—} _15 donne :

1 g

¥, o—% —i — i' fan i - i Jinde
L), — Xy = ml{I; :|:|+m1b{|.e +m2{#= x|]+m2E\ﬂ.E

- = E.i+ §Eﬂci-“"
T 1]
Donc : £+—-5 = -=E,el0f
u H Fo
En posant 5 = ae™, on obtient :
P - BE,
~wige'™ 3 —gei™ = - -E i, d'oll a = H .
H H L
m
5,
ﬂrmﬁ:idnnca: L 3!
H @' - @y
",v_' C'est la procédura classique pour I'étude d"un régime force (woir chapitre 5),
d) Ona: E_I} = pp-bBsu, = py-bac™ ., donc p = —Sau,.
L
= EE“E: [ Eo
Donc:p = -8 = .
U e s g
N BT = . . ,
€) Sip s'écrit p = a,E,E,, on peut identifier @ (w)4 I
avec |'expression retrouvée dans la question _.-"i
précédente : / :
&’ :
— - :
. F. = I'I | E
v H].E—EL'II :
& oy = ®
_HE E
dont la représentation schématique est donnée
ci-contre, E
)

L'effet du champ électrique est le plus grand

(ici infini) pour w= @, Cene valeur infinie

m'est évidemment pas physique. Un phénomeénes dissipatf n'a pas eté pris en compte ; cecl auralt per-
mis d'obtenir une valeur de la polarisabilité finie pour toute valeur de w avec un maximum pour une
valeur proche (cette fois) de m,.

Exarcicas



Probléme 3 : Comportement routier d'une automobile

On se propose d'émudier quelques problémes
relatifs & la suspension d"un véhicule automobile
et au comportement dynamique de ce véhicule

sur route deformeée.

A) Modéle simplifié de la suspension

La suspension d'une automobile est habiruelle-
ment assurée par quatre systémes identigues
indépendants, montés entre le chassis du véhicule
et chague arbre de roue, et constitués chacun :

* d’un ressort métallique hélicoidal de constante
de raideur k et de longueur a vide L.

* d’'un amortsseur tubulaire & piston a huile fixe
parallélement au ressort, exergant une force
résistante de frottement visqueux de coefficient
d'amortissement a.

[ =+ vihicule

E"H. putomobile

[a |-
On suppose gue la masse M du chassis est éga-
lement répartie entre les quatre systémes. Les
poeus de rayon extérieur B sont considérés
comme entiérement rigides et n'interviennent

pas dans I'étude. Tous les déplacements verti-
caux seront comptés algébrigquement vers le

=¥ - .
haut (», vecteur unitaire vertical).

— E|

gt

1} Le vehicule etant immobile sans frein sur un
sol horizontal, quelle est la longueur L., des res-
s0rts au repos et la garde au sol z, du véhicule #
2) Lors d’un essai dynamique a vide, le chassis
est abaissé d'une hauteur &, puls brusquement
libéré sans vitesse initiale.
a) Erablir I'équarion différentielle de la positon
verticale z(f) du chassis par rapport au sol sous
la forme :

Z+oaz +fz =8,
o, B, & érant des constantes que 1'on exprimera
en fonction de a, &, M et =,.
b) On usine I'amortisseur de maniere 3 obtenir un
retour 4 la position d'équilibre final le plus bref
possible. Quelle dodt étre la valewr de o en foncton
B ? En déduire celle de a en fonction de M et k.
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¢) Déterminer alors I'expression compléte de la
solution z(r) en fonction de =, ket o, = EE?
d) Tracer avec soin le graphe z{f) (on prendra
pour échelle z, =1, h = ?, wy, = 1),

3) On effectue de nouveau le méme essai en

charge nominale, le wéhicule contenant quatre

masses dgales chacune 4 m également réparties

sur les quatre systémes |ressort-amortisseur}, la

garde au sol éant = .

a) Etablir la nouvelle égquation différentielle

verifiée par z(r) et "écrire sous la forme :
z+a’z +fz = &,

en exprimant les nouvelles constantes o, i’ et &

en fonction de a, k, m et 27,

b) Montrer que, dans ces conditions, le véhicule

oscille.

¢) Déterminer 'expression de la période T des

oscillations autour de la position d'équilibre

finale en fonction de &, M et m.

d) On souhaite obtenir T=‘_;'f pour M = 1 000 kg
et m = 100 kg. En déduire la valeur de k puis de a.
B) Etude de la réponse harmonique

1) On érudie maintenant le comportement sur
route difficile du véhicule avec ses quatre passa-
gers de masse s chacun.
a) On modélise la route rectligne dans la direction
x par un sol ondulé smusoidalement autour de la
cote de référence horizontale 0 suivant la relation :
& = g, cos(yx).
Quelle est la distance A entre deux bosses expri-
mee en fonction de ¥ ? Quelle est la pulsation ®
des osallations verticales imposées aux roucs si
le véhicule roule sur cette route i une viresse
constante Y ?




b} On repére mamtenant le chassis par sa posi-
rion s(¢) par rapport a la cote de référence O lide
au réferentiel terrestre supposé galiléen. On
neglige le décalage angulaire du point de contact
prieu-route par rapport d la verticale, Montrer
gque "équanon différentielle vérifiée par s(r) du
chassizs est de la forme :

F+a's +f's = f+8,
ou f est une foncrion du emps que U'on expri-
mera en foncton de cet é.

2} On érudie le régime forcé permanent.

a) BExpliquer la signification de cette expression.
b} En wtilisant les notations complexes, expri-
meer "amplitude complexe § des oscillations du
chassis en fonction de ¢, ®, o et f{i'. L'écrire
sous la forme ;

l+iE
5= Q9
= i . El"
| -0 4=
'Q

. in . .
ou £} = - o5t la pulsation réduite, @y, et}

0
étant des constantes que 1'on exprimera en fonc-

tion de o et [ puis de a, &, M e1 m.

¢) En déduire "'amplitude S des oscillations en
fonction de £2 er Q. Que vaur-ellesidl = 17
d) Montrer que § atteint un maximum 5, pour
une pulsaton réduire {1, que 'on dérerminera
en fonction de Q, et démontrer gue :

Smo_ 1

fm 41 -f10

b
e) Calculer Q, 2 et —-
]
1 Tracer avec soin le graphe {ou 'allure du gra-
phe a1 la gquestion précédente n'a pas ere faie)

g
donnant E—'“ en fonction de {2 dans la plage
m

0= 0= 10.

g) Calculer la pulsation propre oy, . En déduire
la distance A, entre les ondulations du sol pro-
voquant la résonance des oscillations du chassis
s1 le vehicule roule & une vitesse V de 90 kmv'h.
Comment réagit le chassis sur des deformations
plus rapprochées passees a la méme vitesse 7

D 'aprés e concours EIA 1999,




Solution du probléme 3

A) 1) Le véhicule érant immobile, on est donc a I"équilibre. —

Pour trouver la longueur L, on peut appliquer le PFS a i de

la masse M de la voiture,

Systéme étudié : point A, un quart de la voiture (masse E};

4
Référentiel galiléen : (0 ; u.);
Forces appliquées : L,
vpoids P = M2 . _M =
pmdsP_4g— 431-!*:

—F

= force de rappel élastique F, = —-HL.—I.-“]'II:E

—¥ *
= frottement visqueux F, = 0 (a I"équilibre).
Le PFS s'écrit :
»
6= Mo (L -1y +0.
En projection sur E:,:::e]ndmme:
M , _ Mg
3 § = kLy-L,), soit L, = h—ﬁ
On en déduit la garde au sol & I"équilibre
g, = R+L,,s0it =z, = R+ Lu_%'
2) a) On reprend la méme démarche mais certe fois-ci, on est en mouvement ; on applique le PFD.

Forces appliquées :

- M —
+« poids P = - fli

— -
* force de rappel élastique F, = - k(L - Lyju,;

* force de frottement visqueux l_?llr = -uf.ﬁ:,
Le PFD sécrit
aiAl|m, = P+F,+F.

T

M > —= =3
)

Or :{A}]gt = i:.u_:,dunr::

as —* .
yia = —%gi:—k{L—Ln}u,—ﬂLE:.

En projection sur ., cela donne :

%i.:_%_ﬂL-Lu]-aL,
Sachant que :
sz=L+R domnc 2 =L e % =1L;
.'EI:I:I"D-I-R-%;

ﬁ Chapitra 10 ; Quelgues probléames
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La périnde des oscillations (la pseudo-période) est donc :

T=2Z_2xMtdm i 1 TMidm
o 4 Jem 2 Jkm
4
d) Onsochaie T =™ sojt == 3M+Im L g o JiM+dm)”
3 32 Jbm ri—
9 (1000 +4 x 100)2
AN, k=- - —
i 00 44100 N-m

Le coefficient d"amortissement est a = kM :

a = .44 100 = | 000 =6 641 kg - 51,
B) 1) a) L'ondulation de la route est défimie par: e = ¢ cosiy x).
Entre deux bosses, on 2 une distance A telle gue :

. b
TA = 2R, soit A = —
T
51 la vitesse du véhicule est Vet est constante alors @
x =% donc x = Vi+om
En prenant cte = 0, on a alors : ¢ = & cos(yV ).

La pulsation des oscillations verticales est donc :
o =YV,
b) En reprenant la démarche du 3) a), on peut appliquer le PFID ¢

Svstéme ;| point A de masse [% + m]

Référentiel galiléen : 3 (O 5 u_).
Forces appliguées :

o
»poids P = —(¥+m]gu_z;
—a

» force de rappel F, = — k(L -L,)u.:

. =3 © —
* force de frottement visqueux Fy = —al.u, .

Le PFD s'erit -
{%+m)£fﬁ.]|ﬁ:.= [%Hm}gu: B{L-Ly)u,-aLu.

- o . -
Avec Eﬂ_ﬂ.]!_g: = §u, efen projection sur u_:

i

{%{4,",]; = _(%{4 m}g—k[L—Lu]—ﬂL-

Sachantque 5 = e+ R+ L. donc § = é + L, I'équation différentielle s*éerit :

L ke
[.s-.,+]+m.'1 (s-e¢-R-Ly) = -p.

m—— L =

E it ria: e

a

T
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(2) donne : w},? = [, soit o, = J§.
(1) donne : w, Q = E;1 soit Q= iIE
[Vt o
-~ 4a e . ¥ 3 .
Sachant que o = M ram et a = JEM et B = M1 am » on obtient
N
. [
D -.'IM+dm
_ E _ J Medm . _ JR(M 4+ am) _ JR(M + dm) )
et Q o 2 x M+4mx 3, ol Q 5 EJ,_F on a alors :
Q= Mtim
v 4M
l+j%
c) Ona S = Y
- 1-024j=
'Q
L'amplitude S des oscillations s"écrit donc (module de 3 :
II 2 2
.J] +5l:r | 1.,..‘11
-8 = =L ot S@ = | — T
(1 -€22)2 + oz (1-0%) + —
[ 1
|1 i -
Pour 2 =1,0na: S(2=1) = ¢, | 1':1 = ¢ Q%+ 1,
IJ E
d) Pour trouver le maximum de 5(£2), on va calculer sa dérivée :
20 a1 241
(1-02)2 4 ] [1 2(1-0Q%)(-20Q) + ==
as() | [ e el @
g ‘m* = o '
I 1+ﬂ—; [tl—ﬂ1j3+%]
2=
IVE
i1 -2+ —
i Q2
",v.'- uy’ = '..'1" ! : iF —lul'..'—l""—
Jur = | -3 -3 -1
[J.I'II. Wi '
[T '3
ds
On cherche — = 0, ce gqui éguivaut & ;
di
02720 (3 2Q
(1-Q2P+ = [ —][zu -)(-20) + 22 ] 0
| ¢l L TE Q’
241 (WL L
s0it en divisant par =— [l—ﬂ*}h——[ —:IIZ[I -0 -QN+1] =
Q' Q* Q*

Ex&rcitas T



En posant u = {27 on obtient I'équation du second degreé :

]
i
2—q1+u—1=u,
L 1 2
dofit le discriminant A = l=-d — % (=11 =1+ =—>10.
o =1 RE
Dﬂnﬂla!ﬂluﬁﬂﬂm:u=_d%ﬁ'

2Q?

= -0+ Q2 ||1 +$-
ﬂi;u:ﬂ*![lll-l-%rl] d.-l:l.l:'li: IIM=Q@F

On cherche aussi 5, ©

2
soit en développant : 1+ﬂ*-2ﬂ3+$—2{12{ﬂl—l]—l —ﬂlxzfﬂi—]}_n_ =0,

QZ

soit en simplifiant : 0202200 -1)+2(1-01)02 = 0
~04-2Q207+2Q2 = D
Qo
enfin zq=+ﬂ 1 =0.

{on ne conserve que la solution positive puisque u = %), soit :

:tlj: En wtilisant la formule proposée dans Fénoncé

a,
Ceci équivaut 4 : Q) - 207 = -0

H Chapitre 10 : Geslgues problames

—E;ﬂmdhrisunttﬂutpurﬂm:

2

L]
en divisant par I+E';~

14
S, =58(0,) = e, x an
{I—niffei‘;
§ 52 “'n_i g 2
Ainsi [;] = qz ﬂ:, S0IL [;;] n:,-zn,';',
]+ﬂ:n—2ﬂﬂ+¥ 1+ Y
I+E:
n-l-
Or 2, vérifie I"équation bicarrée ﬁfﬂi-m:,_l = 0.
4 2
l+n—"“
Q2

r

o ,
soit qu-znm_z =0
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Probléme 4 : Composition de deux rotations

Une circonférence (€) de centre O et de rayon a,
située dans le plan vertical, toume autour d'une de
ses tangentes verticales Oz, d'un mouvement de
mm}nmiﬂannedéﬁnipmlemeurmﬂmﬁ
{voir schéma 1 et 2).

Un anneau M de masse m, assimilé & un point
matéricl, est mobile sans frottement sur cette
circonférence. On désigne par 8 "angle que fait
O'M avec la verticale descendante passant par
O, B est compté positivement dans le sens indi-
que sur les schémas ci-dessous.

=

Schéma 2: cas ou le plan de la circonfé-
rence (€) est confondu avec le plan (y0z).

A) Erude du mouvement de M sur () par
plusieurs méthodes

1) Unlisation de la relation fondamentale de la
dynamigue

a) Ecrire la relation fondamentale de la dynami-
que dans le référentiel | (Ox"yv'2") lié au cercle
et en rotation dans le repére galiléen 3 Oxvs).
On notera 1?: et E; les forces d'inertie

_}
d'entrainement et de Coriolis, ¢t B la réaction
de (‘€) sur M.

= —
b) Montrer que F,, est colinéaire 4 ¢, , ¢t expr-
mer sa norme en fonction de 8, m, a et w (norme
du vecteur rotation autour de Oz,

_i.
Montrer que F - est mﬁnéﬂmﬁ@,:’cnpﬁm:r
sa norme en fonction de me, 8, w et © ol v ost la
norme de la vitesse de M dans le référentiel 5.

¢) Projeter la relation obtenue en a) sur le vec-
teur E; de la base locale des coordonnées polai-
res planes dans le plan (x'0’z") et en déduire
I'équation différentielle vérifiée par I'angle 8.
Montrer que la relation obtenue peut s¢ mettre
sous la forme :

d?e
e ™ fiay,

o1 la fonction f(8) est 4 déterminer (clle sera
utilisée & la question 4) de la partie B).

2} Utilisation du moment cinétique

a) Définir le moment cinétigue en O du point
M dans son mouvement dans #’.

Montrer qu'il est colinéaire & E,}-, £L exprimer sa
composante en fonction de a, mr et 8.

b) Démontrer le théoréme du moment cinéti-
que utilisé dans un référentiel non galiléen.

¢) Lrappliquer pour retrouver I'équation diffé-
rentielle du mouvement.

3) Utilisation de I'énergie mécanique

a) Calculer la fonction énergie potentielle U,
dont dérive la force d'inerte d'entrainement.
Exprimer U, en fonction de x*, abscisse de M sur
I'axe O'x", puis en fonction de 8, Déterminer
complétement U, (8) en prenant U, (0) = 0.

b) Calculer la fonction énergie potentielle U,
dont dérve le poids de M. Exprimer U, en fonc-
tion de £°, abscisse de M sur ’axe vertical ascen-
dant O'z", puis en fonction de 8. Déterminer
complétement U,(8) en prenant U,(0) =0 (on
négligera la varaton de "accéléradon de la
pesanteur g avec l'altitude).

¢) Montrer que les énergies potentielles dont
h
dérivent la réaction R et la force d'inertie de
—
Coriolis F,~ sont des constantes, que 1'on fixera
a 0 dans la suite du probléme.

d) Ecrire, en la justifiant, la conservation de
I"énergie et retrouver I'équation différentielle du
mouvement.

H Chapitre 10 Qualgues problames
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Solution du probléme 4

A) 13 a) On wveur étudier le mouvement de M, on nous demande d'appliquer le PFD dans
W0 x", v, 27) qui est en rotation donc qui n'est pas galiléen.

Systéme étudié : anneau M de masse m.

Référentiel d'étude : (0 ; x', 1", ') non galiléen.

Forces extérieures appliquées :

'W'Ildﬁ ; = F:HE = —rﬂf.;::;
_j
* réaction du rapport R = R,?,.-I- Rj,e__.; (Ll & la circonférence car pas de frottement).
Forces d'inertie :
—
« entrainement F__;
Y
* de Coriolis F-.
Le PFD s'écrit :
- - - —% —%
ma(M),. = P+R+F_+F,
— ey il ]
b) F,, estla force d'inertie d’entrainement : F, = mw*HM
ou H est le projeté orthogonal de M sur I'axe de rotaton (O ; ?,Ll
—— i —
donc HM = (a+ asinf)e,- et donc:
—t
F,, = ma*a(l + sinB)e_. .
Ainsi [F] = mo2all + sin®| = mw?a(1 + sin®)
= . , T ﬁ +
* Fic. est la force d'inertie de Coriolis : Fie = -2mil 4. nﬂ{M}|a..

=+

d i _(4d s
(-:T:m M])a'a' B (dtm'}lrs- = abe.

~Zmwa B sm(g— H]@, et donc :

I

—F = g
Donc Fi = -2mow, nabey

—F . —
Fir = —lmmn'ﬂnnlﬂn_‘,-.
—F .
Ainsi |Fio| = 2moal & cossl.
= d . = d  — i = 3F oo
¢) Sachant que a(M)|,. = [I:'[”[M:'lﬂ']'];ﬂ- = [d—I{aﬂun]]MJ = ab& —ad?Z, Je PFD s'kcrit :
3 - = —F —%
ma(Mj|, = P+R+F_ +Fp.
. -+
On projette sur g :

- — —% p—
ma(M)|, ey = P-eg+R -y +F,, ey+Fic 2.

] = " . - r P ¥
..z;: On projete sur 8; car B - 8; = 0 donc on fait disparaitre Minconnue de lisison R,

m[uﬁE;- ﬂéz-it] - F;, = - mg;:- F;, +{RT.?,+ FL__;-} : E; +motall + sin'EI}E. - ?,, - Eiﬂtﬂﬂﬁmﬂ-;:- : E:;
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maB = —mgsin® + 0 + maall + sin) cos

1
s0oit E{E = all + sinf)cosf — gsinf.

Done par identification : f(8) = wfa(l + sin@)cosd — gsin@.
2) a) Le moment cinétique «n O du point M dans son mouvement dans 3t est :

—3 -3 = .y 2 = - +
L‘:"{M}lr =0 Mnmv{M}lﬂ, |ni.l[MJ|:ﬂ, = aBey et O'M = ae, donc:
LD{M}| = ﬂ;hmﬂﬂ&u = mazé[—e_;-}.

Done LurLM]!Lw = —ma’l ;;- ;

b) On démontre le TMC en dérvant le moment cinétigue :
d —= + —  (d
[ Lo (M), ]I [ [-:- M mo (M), ]]1 (50 Mjllir.ﬂmﬂ[M}h.-l-ﬂMAM[EH{M}L.]H

» & p— -+
= u{M}l|ﬂ. A mu{M}l|ﬂ.+ O'M ~ ma{M}|3:. -
Or le PFD dans 3" s"écrit :

- =5 —*
maiM)|,. = P+R+F_+Fg,
_j

d —F 3 3
donc (‘“Lu (M), ] = O'MA(P+R +F, +Fg).
'3:.' Le 2" terme de 'égalité représente le moment des forces extérieures ef forces dinertie appliqguées & M.

=4
) On veut retrouver 1'équation differentielle du mouvement, il faut pour cela farre disparaitre R ; or

. =k = T‘l -
comme il n'y pas de frottement R n'a pas de composante sur ¢; donc O'M ~ R (son moment en O')

—* . . . —F
n'a pas de composante sur ¢, Tonva donc projeter la relation vectonielle du TMC sur ey

On a donc : a'[dir[l‘_;"{mﬂa']]gf = E--Iﬁn[i‘}+ﬁ+ﬁ:+1?,:;]|.

S rda .
',G. 2. @3t fine dans A" donc | :r] =10

Par aillewurs :
ey

. G'Mnﬁ = EE::.-'-.[—H'IE'E_:] = —mg::s:in{:—ﬂ](—?;} = +mgasinﬂ€-;

l

—

- O'M ~F,

az, » mwla( 1 + sin@le,. = mota(l + ﬁnﬂ}iiﬂ[g - ﬂ]{-@j

=mw?a*(1 + sinf)cos EI'E.:- -

R W — -5 . : . =Ty
* O'M  F- n'a pas de composante sur ¢, car le résultat du produit vectoriel est orthogonal a 0'M

{ =¢) et orthogonal & F_,:: ( E.?.],

Exprcicas



Ainsi la projection sur e_: du TMC s écrit -
~ma*f = mgasin® - mw?al(l + sinf)cosd
F-

soit n% = ?all + sinB)cosd — gsind.

3) a) On sait que le lien entre énergie potentielle et force est :

dU
F_'i:=—d—x,ls_:r ol x" = HM.

— — Jp
Or F, = mo'HM = m’x'e ..
du,

Donc — O mmty’ goit; U, = - mw?*

x"2

2

+ cte -

"t;.' Il s"agit de Fenergie potentialle centrifuga.

Soit en cxprimant 'ensemble en fonction de 8
F i 2
UI{-H] = '“WEM"P":[EP
On prenant U, (8 = 0) = 0, on détermine la constante :

U, (0) = —mmzﬂzj+|:t:] = 0.

Ainsi - U,(8) = %mm:alu_n“inum.

du
W) Deméme P = — d;?,._

'Z:J,' Onae, = e, atr=2¢

=¥ — .
Avec P = —myge_. on obtient :

dau,
Tds

s0it en exprimant I'ensemble en fonction de 8 : U,(8) = mg({—acosB) + cte,.

= -myg soit U, = mgz"+cte

En prenant U,(8 = 0) = 0, on détermine la constante :
UL(0) = —mga +cte; = 0,
Ainsi : U,(8) = mga(l - cosB).
%
¢} Comme il n'y a pas de frottement, R ne wravaille pas. De plus la force d'inertie de Coriolis Eé
ne travaille jamais.

d) Le TEM nous dit que lorsque toutes les forces qui travaillent sont conservatrices, I'énergie méca-
nique du systéme se conserve ; ici cela se traduit par

reTghe Mecanigoe  energie cinéniqees  cnergie potenticlle
[roales

‘#m{SHﬂ, = %mfuﬁ}z+%mm3ﬂz[] {1 +sinB)?) + mga(l — cosB).




En dénvant cette égalité par rapport au temps, on obtient :
mal@ @ - mwda(l + u:i.nﬂjcniﬂl'! + mgasmB@ = 0.
En excluant la solution inintéressante 8 = 0, on obtient :
ma?® — mla( 1 + sinB)cosd + mgasin® = 0,
soit en divisant par ma -
ab = aw’(1+ sinf)cosd - gsind.
B) 1) L'équilibre s"obtient en prenant @ = 0, soit
am?(1 + sinB)cosB = gsind

|04t aw’(l +sinf) = gtanh.

) ) A —3
2) Les 3 forces mises en jeusont: P, R et F,

F T
=4 ==
b 0=4 3

-
On voit que dans les cas E =0=x et %ﬂ = 8= In guelle que soit la direction de R, il ne pourra ¥
avoir équilibre,

Inversement les cas 0 =8 = g eI m=0= %Il: montrent gquun &guilibre relatfl est possible.

Les positions d"équilibre se trouvent dans les intervalles :

in)
[ﬂirﬂ et [t;?:'.
3) On peut retrouver ce résultat 4 Paide de B.1) en effer les positions d"équilibre vérfient.

2
a1 +&inB) = granB, soit um?ql +s5inf) = tan@.

Emensicag ﬁ
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