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En mathématiques, la série constitue une généralisation de la notion de

somm ? finie. Le but de ce chapitre est de donner un sens & la sommation d’une
infinité de termes réels, par exemple :

JEseR] 5] i
5 +4 +'8-+...+'2';+... —7
Le calcul d’une somme infinie n’étant pas toujours simplifiable, un certain
nombre de méthodes permettent de déterminer la nature (convergence ou non)
d’une série sans réaliser explicitement les calculs. Toutefois, certaines régles de
calcul sur les sommes finies ne sont pas nécessairement conservées par cette
notion de série, comme la commutativité ou I’associativité, c’est-a-dire la pos-
sibilité de permuter les termes de la suite ou de regrouper certains d’entre eux,
sans modifier ni la convergence ni la valeur de la somme de la série.
Tout au long de ce chapitre, N désigne ’ensemble des entiers naturels. Le
corps des nombres réels (resp. complexes) est noté R (resp. C). Les séries nu-
mériques sont réelles .

1.1 Geénéralités
1.1.1 Définitions et Propriétés élémentaires

o 'Déﬁmi!wn 1.1 Soit (Qp_)ne_N une 'suitg c?e réels. On appelle série numérique de
terme g!énémlan, la suite (Sn)nen définie par :




N
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Remarques 1.1 :

1. Une série n'est autre qu’une suite dont le terme général est la sormme des
premiers termes d’une autre suite.

2. On peut définir des séries a valeurs dans un ensemble E, dés lors que
celui-ci est muni d'une « addition », en particulier dans C ou dans espace
vectoriel normeé.

Définition 1.2 On dit que la série Y. an est convergente (ou qu’elle converge)
lorsque la suite (S,) des sommes partielles est convergente, on dira qu’elle est
divergente (ou qu’elle diverge) sinon.

Lorsque la série de terme général a,, est convergente, on appelle somme de

+co

la série )" a, la limite des sommes partielles. On note S := Y a, la somme,
n=0

c’est-a-dire :

+oo
S Zan =" him S5 =0 m Zak,

—++4-00 n—--+oo
n=0 = k=0

et on définit le reste de rang n par :

+oo
R,=5-5, = Z ax.

k=n+1
Etudier la nature d’une série c’est déterminer si elle COMUETge OU MON.

Remarques 1.2 :

1. On ne modifie pas la nature de la série > an en changeant un nombre fini
de termes : on ajoute une constante d S, & partir d’'un certain rang, par
contre, on modifie la somme de cette série en cas de convergence.

2. On peut supprimer les termes nuls d'une série sans en modifier ni la na-
ture, ni la somme : ) (1 + (=1)")/n s’écrit aussi DB 7_,2;. Par contre, re-
groupement de termes et modification de lordre des termes ne peuvent
s'effectuer sans précaution.

J. Tous les critéres de convergence pour les suites restent donc valables.

Exemples 1.1 :

1. La série ) T'JW est convergente. En effet, pour tout entier naturel n

n—-+4o00

et lim (%)HH = 2 donc

1S
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{ﬂ.
2. La séri 8
série 31 est divergente. En effet, pour tout entier naturel n, S, =

el B
§i g6 ; 1 :
nztzfzenz n(nF1) converge et a pour 3om11:z_e ‘1‘. En effet, pour tout entier
: Lo S 1
(R i =>kz_in(n+1) = Gt

d’ot le résultat.

? T]‘EPOSItlon 1.1 L’ensemble des séries numériques réelles convergente, noté
S (R), est un espace vectoriel réel muni des lois

+0o ) +o0
@) an+ B ba=Y (aan+Bbn), V(a,p) € R2.
k=0 k=0 k=0

I?émonstration. La démonstration se déduit & partir des suites de sommes
partielles des séries.

Remarque 1.1 Attention ! L’égalité

+co ~+00

+co
Z (aa,, + Bbp) =a) a,+ ﬁan
k=0 k=0 k=0

n’est valable que si au moins deuz des trois séries sont convergentes. Par exemple

. too 400 4o
la série Y (1 — 1), mais les deuz séries ) 1 et ), — 1 sont divergentes.

Théoréme 1.1 (Condition nécessaire de convergence)

Si la série > a, converge, alors lirﬁ a, = 0, donc si la suite (an) ne
IN—1 00

converge pas vers 0, la série ) an est divergente.
Preuve. 1l suffit de remarquer que
A =00 = o).
Remarque 1.2 Lorsque la suite (a,) ne tend pas vers zéro, on dit que la série

Y. an est grossiérement divergente.
suivant montre que la réciproque du Théoréme précédent est

L’exemple
fausse.
*Exemple 1.1 La série harmonique Y. + diverge. On raisonne par l'absurde.
On a -
1 <y
Son — On = Z % > .-‘-\—\= ‘l,/‘{n?_ 1.
k=n-+1 ‘LM
Donc si la série harmonique converge, alors !
lim Son —Sn= l— Q: s
n—-+00 gu
- . . l o5
ce qui est absurde, mais ﬂ__1_151_‘:‘0ﬂ ;



Démonsration. La série 3 @, est de Cauchy si et seulement si la suite des
- sommes partielles I’est aussi.

La définition de la convergence de l'intégrale impropre, ou généralisée :
+o00

«b
f(0)dt = bglfml £ () dt.

L'avantage des intégrales, par rapport aux séries, est que lorsque I’on peut
calculer explicitement une primitive F* de f, I'on aura

—+00
f(t)dt= lm F(b)-F(a),

- (Comparaison avec une intégrale)
[mo ""f'o_[-'* R une fonction continue positive décroissante. Alors la

~ f(z)dz.

_ﬂ e _ “

26 aotit 1789 et mort 4 Sceaux (Hauts—de-
' -'membre de l’Acadérme des ac:encea et



i et k=n

Z f(k)</ f(t)dt<2f(k) L S SLH 8
2

=
Ce qui assure le résulta.m’ ,'Y'\'{'A

-

Exemple 1.2 Cherchons la nature de la série Y lan,

La fonction f (z) = Iz et continue positive décroissante sur [3, +o0] et

+O°1D$

4 ) 5

=+,

3

donc la série )° 122 diverge.

1.2 Séries géométriques et séries télescopiques

1.2.1 Séries géométriques
Par convention, Va € R, a° = 1.

Théoréme 1.4 (Série géométrique)
La série géométrique ) a™ converge si et seulement si |a| < 1, et dans ce

cas, on a .
oo
Dhates
k=0

r }"\—%euve. Si a = 1, alors la série géométrique > 1 diverge.
2l Si a # 1, alors

Br = iak

=0
/\,.cu,v\’

iff

T N 3
1 T ™

b e il
/ e L L.



dong ) .
a serie Z a™
converge si ; : s
et seulement si |a| < 1 Tge si et seulement si la suite (a™) converge, €t donc st

Remarque 1.3 En général, on a :

+00 . -
aO

S

1—a

k: o

Exemples 1.2 :

1. La série géométrique ) (%)"’ est conuergente, car \-1:;\ <1, eton @

SE NG Gl S
Z(@) — ST

'n.-'-_O -g- At
9. La série géométrique 34" est divergente, €T 4> 1. '
1.2.2 Seéries télescopiques
n terme

Définition 1.3 Une série réelle Y an €St dite télescopique lorsque 59

général peut se mettre sous la forme

Gn = Unt+l — Ym Vn = 0,

ou (un) est une suité de réels.

série télescopique réelle Y Gn, GVEC : ap = Untl
(un) est une suite convergente. Et on G

— Un,

Théoréme 1.5 Une
Vn > 0, converge si et seulement s

+00

E a,= lim un—Yo-
n——+09

n=>0 g

Preuve. Soit (Sn) la suite des sommes partielles de la série ) Gn.

Alors :
So= Mn— Vg Vn 20,

et I’équivalence ainsi que la valeur de la limite en découle.

Exemple 1.3 La série ) 1n (14 L) est télescopique divergente.

1.3 Séries a termes réels positifs

1.3.1 Le théoréme fondamental

Définition 1.4 Une série )  a, réell ' T A
e Y a, réelle est dite d termes positifs si, an 2> 0, pour
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‘Théore : 2
éeulé‘rﬁe::tli 126 S?zt Y. a, une série a termes réels positifs. Elle converge, st et
: t la suite (S,) de ses sommes partielles est majorée.

Preuve. La suite (S,,) est croissante puisque :
Sﬂ+1- nz,anzo, VRZO-
Donc i ;
la suite (S,,) converge si et seulement si elle est majorée.

Co i s : n
orollaire 1.1 Si une série 3 a,, est divergente, alors - ax —7 o
=y e

Remarques 1.3 :

1. Le T{téoréme 1.6 reste valable si la suite (a,) est positive ap
certain rang.

2. Si ) an une série a termes réels positifs, alors

artir d’un

+oo

Zan = lim S,=>0.
n——4co

'l'l.=0

1.3.2 Critéres de convergence

Théoréme 1.7 (Critére de comparaison)
Sotent Y un et y vn deux séries a termes positifs

Vn = ng : Un < Un. Alors

tel qu’il eziste no € N,

2 -+00 -+00
a) si) vn est convergente alors S uy, est convergente et 0 < S Un <DL Un;
n=ng n=mno

b) si > un, est divergente alors S v, est divergente.

T
= ) wux est croissante et majourée par

Preuve. La suite (Sn),>n, O3 Sn
¥ k=n,

+00
> Un, Car
n=r"mng

n +co
O_Sné Z'ch Z'vn-
k:no n=mno

la limite, I’égalité des sommes est démontrée.

Et par passage a
6té se déduit par la contraposée de la premiere.

La deuxiéme propri

Remarques 1.4 :
1. Pour montrer lao convergence d’une série d termes positifs,

une série majorante convergente.
ontrer la divergence d’une série a termes positifs, on

on recherche

recherche une

9. Pour m
série minorante divergente.
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Théoréme 1.8 (Comparaison qs

Soient
vants 2 Un et Y Un deuz série

/5

‘ymptotique) -
$ a termes positifs. On a les résultats SUv

St Un = O(v,) ou bien u,, — o(vn), alors

1) $i Y vn est convergente alors S un, est convergente;
CRY P T e
) 1), un est divergente alors Y v, est divergente.

2. SiUn ~ vy, alors Y u, et Y v, ont la méme nature.

: : ' our
Démonstration. Utiliser les définitions des relations de comparaison P
déduire des majorations & partir d’un certain rang.

Exemples 1.3 :
: 1 0
1. Cherchons la nature de la série H 1In (1 + %) On sait quelln (1 + n) Zte’
Vn €N et queln (1+ 1) ~ , or la série harmonigue S L est divergente,
" donc la série 3 In (1 + 2) diverge. 3

: 10 1 1 —
2. La série ) 7z comverge, car oz ~ inid) T

.

(1 L
nt+l°

3=

Théoréme 1.9 (Comparaison logarithmique)

Considérons deus séries a termes strictement positifs S un et ), Un telles
que 22l < P=EL g partir d’un certain Tang, alors :

1. la convergence de ) v, implique la convergence de ) Un;

2. la divergence de 3. un implique la divergence de 3 Vn.

Démonstration. La suite (., /v,), est décroissante & partir d'un certain
rang ng, ce qui donne les inégalités

U
Vn > ng, 0< up < —2

Uno

™

donc u, = O(v,) a partir d’un certain rang ng et le Théoréeme des Comparaison
asymptotique s’applique.

Exemple 1.4 Soit la série )z, telle que la suite (z,) est définie par :

{ xo > 0,
Tn41 = 3 arctan (z,), Vn > 0.

On sait que Vo > 0, arctanaz < z, donc

\)m,r/\ \-er S

L AV
& 2 (3)" converge donc Yz, converge, aussi.

Tn41
Tn

L

Sl
=9
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Thiorém.e 1.10 (Séries de Riemann?)
a série de Riemann 3 -, avec (a € R), est convergente si et seulement si

a>1;sio<0 lasériey - diverge grossiérement. /
N

N

4
v

&

A&

ly

! -
L
1.

Riemann

Démonstration. On compare cette série avec f:r = f;;dt et le résultat est

immédiat. Si a < 0, alors =5 S 0 et la série Y 5 diverge grossiérement.
n— 100

>l

(8] (%)

Exemple 1.5 La série ) —1%* est convergente car

Corollaire 1.2 ( Régle de Riemann)
i) S’il existe a > 1 et 1 > 0 tel que lirJ1r1 n®u, = I, alors ) un converge.
n—-100

ii) S’il existe a < 1 et 1> 0 tel que lir}rl n®u, =, alors ) u, diverge.
n—-1+00

Théoréme 1.11 (Critére de la racine de Cauchy)
Soit la série ) u, a termes positifs & partir d'un certarn rang telle que

lim =/ = I, alors la série ) un est convergente sil < 1 et divergente si
n—-+oo

sl
Démonstration. En exercice.

Remarque 1.4 St = 1, on ne peut rien dire (cas douteuz) :

: : Al =l
- 3.1 diverge et ﬂ_1_1_’111 V1=1,

+ oo

s k Y n 1 s
=S conwerge et Lim §/55 = 1.
n

— 400
Remarque 1.5 Si ) un une série o termes négatifs & pertir d’un certain rang,

on peut appliquer les critéres de convergence pour la série a termes positifs
" —u,, pour étudier la nature de ) Un.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 & Breselenz, Etat de Ha-
novre, mort le 20 juillet 1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un
mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses contri-
butions importantes & I’analyse et a la géométrie différentielle, certaines d’entre elles ayant

permis par la eunite le développement de la relativité générale.
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1.4 Séries alternées et séries absolument conver-
gentes

s oy . q M) E-
Définition 1.5 On dit qu’une série est alternée si ses termes sont alternativ

i : ) e
ment positifs et négatifs (a partir d’un certain Tang). A“mm_f?t Bl E::t 1; 0
série dont le terme général est de la forme (—1)"'&31 ot (1) ain GUEL =R

a partir d’un certain rang.

Exemples 1.4 :

: SN o lternée.
1. La série Y (—1)"e™™ est altern .nn oscille entre

9. La série Y (—1)" sinn n'est pas une série alternée, car S}
les valeurs —1 et 1.

Théoreme 1.12 (Critére de Leibniz’) ] 10 série alternée
Soit (u,) une suite décroissante telle que n}lrfm”" =0jalors '

S (=1)"u, converge.

Leibniz

Démonstration. On a
J
{ Son+2)5 S2n = Uznt2 — Uzn41 <0,
et
S2n+3 — Sant1 = Ugnt2 — Upnts > 0.

De plus nEIfOOSzn+1 - Son = nETwuzn = 0 et Senyy < S5, done les deux

suites extraites (Son)n et (S2n41)n sont adjacentes et donc ont méme limite
Ceci montre que (S,), converge. :

S, A —1\n+1
~ Exemple 1.6 La série ) (—%— est convergente.

3Cottfried Wilhelm Leibniz ( ibni
M mnec : prononcer (laibnits]; parfois ke ;
| oo en Leibnitz) (Leipaig, ler juillet 1646 - Hanm!re? 14 no:;);l}rzﬂ?;‘]:é R oot frang
maé g_]lﬁ. lna_tl':\ematxcxen, logicien, diplomate, juriste bibliothécaj ) e§t un philosophe,
- w a cenben latin, allemand et frangais. } caire et philologue allemand
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Théoréme 1.13 (Majoration de la somme) Soit > un ume série alternée

convergente d’apres le critére de Leibniz et S sa SOMME. Alors =

a) S est compris entre deur sommes partielles consécutives quelconques;
b) S est du signe de ug et |S| < |uo|;

c) le reste d’ordre n, Rn est du signe de Un+1 et |Rnl £ |un+al -

Preuve. a) La proposition résulte de ce que les suites Son €t Sania sont

adjacentes.
b) Dans le cas o) u, = (—1)" |un|, on a:

51<S<S) — 0<u+uw <5=U

et la conclusion. \J
Dans le cas ol u, = (—1)""* |u,|, on a :

SUSSSS1 = UDSSSUD+UISO

et la conclusion.

c) On applique b) 2 la série \- N
( W=+ N

de somme R,,.

Définition 1.6 On dit qu’une série ) un d termes réels est absolument conver-

gente si la série ) |un| est convergente.

Proposition 1.2 Si la série ) un est absolument convergente, alors 3" u, converge

et on a
+0 +o0
Z Un| < Z lun| (Inégalité triangulaire pour les séries).
n=mno n=1mo

Preuve. Soit Y un une série absolument convergente, donc la série Y |un|
et d’aprés le Théoréme de Cauchy, on a

converge,
LI - n+p
Ve> 0,3ng ENYpEN', Vn2mo: ) lanl<e.
k=n+1
Or
n+p n-+p
> zk| < > zxls
k=n+1 k=n+1

donc la série > Un est de Cauchy, parconséquent, elle est convergente.
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éoréme

fo

les propriétés des serie
positifs. Mais lg Técip

monire que la convergence absolue entra.ﬁ-ze ii
ndamental de ce théoréme est que l'on peut appligu

; : rmes
S & termes positifs, & la série > un] qui est a te
roque de ce Théoréme nest pas toujours vraie.

o, 8 S n»vgrgente:
Définition 1.7 0On dit qu'une série ) u, de nombres réels est semi-co
st elle est convergente sans étre absolument convergente.

En
Exem - (=)™ ._convergente.
ple 1.7 La série harmonique alternée » —— est semi-CO

t
bniz. donc elle €3
effet, la série S L—_iﬁ vérifie les condition de la régle de Leibniz,

convergente mais n'est pas absolument convergente.

e
leuler la somim
Remarque 1.7 Si ) a, est semi-convergente, on ne pe}ut fasasciocmmable- D
> a, dans le "désordre”, on dit que la suite (an)neN N ESL P

n
neN

o
dans N
mmer les an
le cas ou la série est absolument convergente, on peut so

. Hst ¢
porte quel ordre et avoir la méme somme, on dit alors que la s¥t (an)n
sommable.

Le Théoréme suivant généralise le critére de Leibniz.

Théoréme 1.14 (Régle d’Abel!-Dirichlet’) ol
Soient (an) et (bn) deuz suites de nombres réels tet que -
i) la suite (an) est positive, décroissante et liman = 0)g

i) IM >0, Vn>0:|bo+bi+...+ba| < M.

Alors la sén’ezz a,bn est convergente et Vn : |Rn| £ Man4

1 = = h I
&

Dirichlet

4Niels Henrik Abel, est un mathématicien norvé

gien, né le 5 aott 1802 A Frindow pres
de Stavanger et mort le 6 avril 1829 a Froland prés d’Arendal. 11 est connu pour ses tra-
vaux en analyse mathématique sur la semi-converg

ence des séries numériques, des suites et
séries de fonctions, les critéres de convergence d’intéprale généralisée, sur la notion d’intégrale
elliptique; et en algabre, sur la résolution des équations.

SJohann Peter Gustay Lejeune Dirichlet (13 février 1805, Diiren - 5 mai 1859, Gottin
est un mathématicien allemand originaire de Diiren en Alle
Lejeune Dirichlet, était ma

gen)
magne ol son pére,
itre des postes et commergant,

Johann Arnold
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Démonstration. Soient
o 2! P
S, = Zb“ et Sp = Zﬂ-kbk-
k=0 k=0

On démontre par récurrence que

- =l
SP = apSp A LS“ (Gn — aﬂ+1) ’ Vp e N.
|\ n=0
Or |apSy| < lap|M — 0Oet
p—+00
Bisl : p—1
Z ‘Snl (an — ant1) < MZ (an= -'.l-n.-{-l)
S M (0.-0 = a,p)
< Ma.o.

00
Donc la série . Sn (an — @ny1) est absolument convergente, donc Conver
n=0
gente. On déduit que S, est convergente; ie. Y anbn converge. )
En commencant avec l'indicen =q+1=P (au lieu de n = 0), on obtient

de la méme fagon que

P
Z anbn| < lapSp| + Mag+1,
n=g+1

et avec p — +00, on obtient
|R,| < Mag+a-

Théoréme 1.15 (Régle de d’Alembert®) !
Soit > un une série réelle non nulle @ partir d’un certain Tang,

telle que

lim |2 =L
n——+oo | Y»
_ Gil< 1 alors ) Un COTLVETYE absolument.

— Sil> 1 alors > Un diverge, (méme st | = +00).

6 Jean le Rond D’Alembert ou Jean Le
od il est mort le 29 octobre 1783, est u
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Démonstration.
— Cas0<l<1.

Soit I < g< 1, et poure=¢—1[ IngeN,Vn>ngona

Un+1

——l‘<q—-l,

donc
|tns1] < qlun| = Jual < ¢*77° |uol, V1 2 no-

Ainsi |u,| = O (¢™) et 0 < g < 1, ce qui prouve que la série DB thn COLVEEES
absolument.
— Cas | > 1, comme précédemment, soit : 1 < ¢’

démonstration précédente.
Si | = oo, en utilisant la définition, on démotre que uzn = 0-

< 1. Alors, en adaptant la

Exemple 1.8 La série Y 4 est convergente (vers le nombre e = 2.7 1/8281828),

car - : \/
. n+1)! = . =:0<:1‘
lim lIim ——+ 1

n—>-+00 L n—+o0 71
n

Remarque 1.8 Sil =1, on ne peut rien dire (cas douteuz) :

- 31 diverge et lim =1,

n—-+oo

1
- 3 % converge et lim 2= =1,

n—-foco0 37

Théoréme 1.16 (Produit de convolution ou de Cauchy)
Soient Y an et D b, deuz séries absolument convergentes, alors la série
produit de convolution ou de Cauchy, de terme général ¢, défini par la relation

n
’ Cn = zakbn—k = Z Gkb[
k=0

0<Zk,l<n
k+l=n

L est absolument convergente et

n=0 n=0
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Preuve. Vn € N,

n n T T n n

E Cki— E Qg E bl = E E ambi — E E axbi
k=0 k=0 1=0 k=00<m,I<k k=01=0
m+l=k

n n
0<m,l<n k=01=0
m+I<n

™~

5 n b LI
= | /D ahi— ) > _axb
'3
0<k,1<n k=01=0
ki<n

= Z arb

0k l<n
k+I>n

< > loklfl

0<k,l<n

k+l>n N
\

<SS bi— > laxlibil,
k=0

=0 0<k,l<n
k+l<n

/i

on peut donc se ramener au cas de séries & termes réels positifs. Et dans ce cas,
on a :

n n n 2n

ch < Zakzbl < ch,

k=0 k=0 =0 k=0

carsi 0 <k < net 0<l<mn,alors 0 < k +1 < 2n, ce qui permet de montrer
que la série Y ck est convergente et par passage aux limites, on a la relation sur
les limtes. :

. Remarque 1.9 Le mathématicien allemand Franz M ertens’ a prouvé une pro-
priété de convergence plus forte : si I'une des deux séries converge et [’autre
converge absolument, alors leur produit de Cauchy converge et la formule d

]
"

7Franz Mertens est un mathématicien allemand, né en 20 mars 1840 a §rc
(actuellement en Pologne) et mort en 5 mars 1927 & Vienne (Autriche).
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1.5 Applications

1.5.1 La constante d’Euler v

i - 1 1_Inn;on
On veut montrer la convergence de lasuite T, =1+35 +--+ 3 )

lui associe la série 3 uy, par les formules : S
n>1

Un développement limité & la précision n~? donne 'équivalent : tUn ~ 773,
ce qui montre la convergence de la série Y u, et donc la convergence de la suite

(@n)wet
L= 1ol
1 ‘:nﬁﬂmmf‘-:l‘z_(lnl__l “E)’
\i=n=2 n
‘et on peut écrire S

1+§+....+%=’lnn+q +0(1).

Numériquement, la constante d’Euler® est 4 = 0, 5772156649...

’3 Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 4 Béle (Suisse) et mort & 76 ans le 18 septem
Saint-Pétersbourg (Empire russe), est un mathématicien et physicien suiss

grande partie de sa vie en Russie et en Allemagne. Il était notamment
royale des sciences de Prusse a Berlin.

i
o
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- 152 La formule de Stirling
' Démontrons la formule de Stirling® (1730) suivante :
T
n! ~ nle V2 = (E) V2
+o0 (=

-, admet une limite

nln—(m+3)em. on veut montrer que

: Soit la suite z, =
!> 0 On pose y, = Inzp = ln(ﬂ!) _(n+ -’;—_)lnn+n et pour n>1 Un =

Yn —Yn—1- On a :

Un S = ln(n!)—ln((n—l)!)—(n—i—%)lnn—l—( —-lﬁ)ln(n—l)Jrl

= lnn+( —E)In(nﬂl)—lnn+1
2 n
1 1
(n 2) In (1 n)
1 1 1 1 1
= il L R\ —
5 ("‘ 2) ( oy (n3))
Bl ]
1202 ' C\n?)’
Donc la série 3 u, converge et la suite

tend vers | = e* > 0.
Et en déduit que

(yn)n admet une limite A et Tn = evr

e
T Al — IS ] x n{vtale"
+o0

En utilisant P’intégrale de Wallis

3
In=/ cos” zdzx.
0

Cette intégrale vérifie les deux résultat suivants :

T _ (@n)
SRR In {00 \ 20 b Izn_gzn(nz)EZ’

par conséquent !
g et
4dn +oo 2211[2 X n?(n-}-%)e-—?n 2’

donc | = V27 et on déduit que n! 2 nte "/ 21Tn.
o0

9 James Stirling est un mathématicien, né en mai 16921,2 & Garden
le 5 décembre 1770 a Edimbourg. :

19
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3 Développement décimal d’un réel
Définition 1.8 $Soi
] . @z € RY. On appelle développement décimal propre de ©
toute suite (z,,) _ telle que ; i

(1) zo €N et Vn>1, Tr € [0,9]x;

-e n n
1) V T = 1
) VECRE P S 2 5 + 1ov-

n
Remarque 1.10 La suite des décimaux p, = Y Za. est convergente VeETS L,
k=

107
+oo
Z i:%]t:‘_ = T, puisque
n=
:1;——1— <i_$_x_ <z Yn20.
10" 10—

k=0
et on a xo = E (z), la partie entiére de -

: ; TE.
Théoreme 1.17 Tout réel positif admet un unique développement décimal pTop

Démonstration. Unicité : Soit z un réel positif. Supposons qut’adx ‘idége(tq;t:s
un tel développement et qu'il soit donné par la suite (€n)nen- On dédw
que

n—1
Tk .l
$o$a:<a:o+let‘v’n_>_1, :cnglﬂ"(a:-— —-)(:Un—}-l, (1.1)

10%
k=0

n—1 <
donczo = E (z)etzn = E (10“ (a: - E_‘b%‘;)) _La suite (zn) est donc umique.
Existance : Les formules (1.1) permettent de définir par récurrence une s.uit.e
(Zn)nen- Vérifions que cette suite détermine bien un dével'oppement décimal
propre de z c’est-3-dire que les propriétés (i) et (it) sont satisfaites. .
D’aprés (1.1), on déduit que (i3) est vérifiée et <o € N. 1l suffit maintenant
de montrer que Yn.> 0, zn € [0, 9)x.
On a

2o < < xo+1=>0 < 10(z — o) < 10,
donc z; = E (10 (z — z0)) € [0, 9]y- De méme, on a

n—1
< 0 (a: -~ Z%) — 10z, < 10,
k=0

donc

n+1 - Tk
0<10 (:c — Z,ﬁ

k=0

ce qui prouve que T4 = E (1‘0n+1 (
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Reﬂ_.larflue 1.11 La suite (zn)n>0 M€ peut pas étre statiomnaire égale @ 9 a
partir d’un certain Tang. En effet, s’il eviste N tel que Tn = 9 pour tout n = N,

e

i N
o Tk 9 10
e Zlgk+1gN+1 X’Q_
k=0
T Ink © 10N
k___010 10

ce qui contredit la stricte inégalité dans le développement décimal propre.

Bilan

Série > un \
Il

: N = :
lim u, = 07 \ Non |14 série diverge| — Fin
n—-+00

|Oui Oui, [y, verifie la régle & Abel-Dirchlet? | O i
Série a termes positifi‘?__\ Oui  [(riteres de convergence
[ —

|Non

Etudier la série > |in | i

!

e ™

|Oui

|Ou

> un est ¢V absolul ‘un vérifie la régle de Liebnizﬂ o

! 1Oui
Fin ‘}: Uy, est convergen@

!
Fin




Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Dans tout ce chapitre, on convient que :
A est une partie non vide de R;
KK est 'un des corps R ou C;

F(A, K) est 1’espace vectoriel des applications de A dz?,ns ]'K.; L
B(A, K) est le sous-espace de F(A, K) forme des applications bornees;

pour tout f € B(A4, K), on définit la norme qui s'appelle la norme de la
convergence uniforme

1flloo = S |f (=)

Sauf mention contraire, les fonction sont & valeurs dans K.

2.1 Suites de fonctions

Une suite de fonctions (fr),cy de A dans K est une application de N dans
I’ensemble F(A, K), par exemple A = ]0, +oo[ et fn (@) = @t

2.1.1 Convergence simple et convergence uniforme
Définition 2.1 Une suite de fonctions (fn),en d€ A dans K converge simple-
ment vers la fonction f sur A si pour tout z € A, la suite numérique (fn (Z)) nen
converge vers f (). On note fn o f sur A. Dans ce cas, A s’appelle domaine
de convergence de la série.

Si la suite converge simplement, alors la limite est unique.
Quantification : f, 9 f sur Asi:

Ve>0, Vo€ A 3N, €EN:n> Nep = |fn(z) — f (z)| < &

P01.1r la convergence simple, la limite se calcule point par point pour les suites
numeériques (fn(z)),, donc les théorémes de calucul de la limite de sommes,

produits, quotients etc... restent valables. La question qui se pose maintenant;
est ce que les propriétés des fonction f, se conservent par passage a la limite ?

22



ri¢tés de la continuité, lo dérivabilité ou Vintégrabilité
erTvées.

Pour tout n € N*, on définit la suite des fonctions

fn (z) =27, Vo €[0,1].
On a
lim fu(I)-'_- lim E":f(a:):{

n—-+4oco n—-+oo

Donc la suite de fonctions (f,), converge simplement vers la fonction f

définie sur [0, 1].
Remarquons que les fonctions fn son
pas.

Vn > 1, on définit

¢ continues mais la fonction f ne lest

sin(n2) v e R,

9 (z) =

Soitz €R, ona:

: . sin(nz
lim gn(x)=n}_{rfm o ) =0,

n—-+co

donc gn C-5 0 sur R. Dans cet ezemple on a toutes les fonctions gn sont
(d.), ma pas de limite car

continument dérivables sur R, mais la suite
g, (z) = cos (nz).

On considére la suite de fonctions (hn),, telle que pour tout entier n 2 1,

on a:
Ry (z) = n*z™ (1 — ), Yz €[0,1].

La suite (hy), converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1], mais

=ahim ( — )
n—-+400

1 A
1# '/0 | nll.rfmh“ (z)dz = 0.

Il
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Ces exem

Priétés des fples- montrent-que la convergence simple ne conserve pas les pro-

besoin Qe OB : continuité, intégrabilité et dérivabilite et ils justifient le
une nouvelle mode de convergence, plus difficile & vérifier, mais valide

pour les passages 4 la limite.

g'; 2.2 On dii que (fn)n converge uniformément vers f sur A e'i ok

ecrit fn == f sur A si la suite numérique (||fn — fllo),, converge vers Owce

Ve>0, 3N, eN:n> N, = |fa (z) — f (z)| < & VT € A.
Autrement dit, s’il existe une suite numérique u, — 0 telle que

|fn (@) = f (@)] < un, V& €A

Remarques 2.1 : R
; ieni u’a
1. La convergence uniforme de la suite de fonctions ( fn.)n vers f Sllgngzc%ion
partir d’un certain rang, la distance entre les _fonctlonsr fn et t,adans e
£ tendra vers 0. Ou bien les graphes des fonctions fn s inseren
bande de largeur 2¢ autour du graphe de f.

: . o
. Pratiquement, pour étudier la convergence uniforme fi’une 31‘11te c;ie ‘:onue
tions (fn)n, on calcul sa limite simple f, puis en ‘?ssaae de voir est ce q

la suite numérique (||f» — fll.,), converge vers 0’

Exemple 2.1 Pour tout n € N, on définit la suite de fonctions

fn(z) = 99%‘“) Vz € R.

La suite de fonctions (fn)n converge simplement, sur R, vers la fonction nulle.
Et on a

1

donc fn Y 0 surR.

Proposition 2.2 La convergence uniforme entraine la convergence simple. La
réciproque est fausse en général.

Preuve. Immédiate.

Proposition 2.3 La somme de deuz suites de fonctions uniformément conver-
gentes est une suite de fonctions uniformément convergente.




la Shite de foncblons (fn)n

2:1)

: >0, 3N. €N, Vz € 4, Vm>n>N:|fa @~ fm @I <&
;fdonc pour tout = € A, la suite numérique € f,,(m))u est de Cauchy numérique
f (z)- On fait tendre m —

" +HOJ;S(§€ Elle est convergente vers une limite notée
. é:ns (2.1), on obtient la convergence uniforme
. iproquement, supposons que la suite de fonctions
mement vers la fonction f, donc

Ve > (, aNsEN:n2N£=¢-|fﬂ(a;)—f(m)|<%, Vz € A,

de (fn)n vers f sur A
(fn)n converge unifor-

donc Ve > 0, IN. e N;Vz € A, Ym>n2> N
Ifn(m)_'fm(x)l <A e |+| i |

< e

D’ou le résultat.
nt vers f sur A, elle

Théoréme 2.2 Soit la suite (fn)n convergeant simpleme
(zn) de points de A;

converge uniformément sur A si et seulement si pour toute

nlig}m |fn(2n) — fzn)l =0

Preuve. —>) Se déduit & partir de 'inégalité

|fn(2n) — f(za)| £ | fn — il

<) Réciproquement, supposons que nli’xfm fr — flloo # 0, donc
e 3> 0, YNEN, In> Net |fa—fllo 2 &

donc
Je> 0, YNeN, In> N, Jz, € Aet Ifn(a:n) — el 2 G

ce qui permet de construire une suite (z,) telle que

|fn(Zn) — f(za)l 2 &

et on fait tendre m — +oo on obtient 0 > €, ce qui est absurde.

[&)
(54}
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Remar
uniform(;:;;'z PO}LT‘ montrer quune suite de fonctions (fn) ne converge plas

Vers J sur A, il suffit de ¢ ; i AR el
ments de A telle que : ffit de trowver une suite numérig

ﬂli;r-{-loo (fn (a"') = (a'n)) # 0.

Exemples 2.2 :

1. Soit fn(x) = 2™ pour tout & € [0,1[, on a fn S (1) g (Ol G

Tn = € [0,1[, on a :
Jm (e -0 = ()
= # 0.
Donc la convergence de (fn) vers 0 n’est pas uniforme Sur [0, 1[-
2. Soit la suite de fonctions (gn)n définie par ST
= Vz € R,
gn () 1+na?

converge simplement sur R vers la fonction

9@ ={

s . y
Avec la suitea, = , on démontre que la convergence n’est pas uniforme
de (gn)n vers g sur R.

Corollaire 2.1 Si f est continue enz € A, fn O f sur A et T, — T dans
A; alors nEI-Poc i) =i E)

Proposition 2.4 (B(A4,K), |.|l..) est un espace de Banach (espace vectoriel
normé complet).

Preuve. Il est clair que (B(A4, K), ||.||,) est un espace vectoriel normé. Pour
montrer qu’il est complet, il suffit de montrer que si f, est bornée pour tout n;

et la suite (f,) est de Cauchy, alors f, St f sur A et que f est bornée. En
effet, la suite (f) est de Cauchy pour la norme |||, donc elle vérifie le critére

de Cauchy pour la convergence uniforme, ce qui prouve que f, G [ sur A
Montrons maintenant que f € B(4, K). Pour tout z € X :

|If (#)| < |fn (z) = f (2)] + | fn (z)|, VR €N.
Pour e = 1, 3ng € N,

Vo € A |f (@) S |fno (@) = £ (@) + | fno ()]
S 1+lfﬂ0(x)la

s : or ﬁhq €tant bornée, il en est donc de méme pour f, donc f € B(A, K)

26
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- 2.1.3 Théorémes fondamentaux sur les suites de fonctions

: qonPr&irem'ent a la convergence simple, la convergence uniforme préserve la
continuité, la dérivabilté et I'intégrabilté des fonctions par passage a la limite.

I‘héoréme 2.3 (Continuité) Soit (f,) une suite de fonctions continues de A
dans K converge uniformément sur A. Alors la limite f est continue sur A.

Autrement, la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est conti-
nue.

Preuve. Soit (fn) une suite de fonctions qui converge uniformément sur A
vers f. Alors :

Ve 08 S Ve Nin e N [P ()= f ()| < % Vz € A.

La fonction fp, : © — fy.(x) est continue sur A. Donc pour g € A fixe,
on a :

Ve> 0, In>0, Vz € A, |x— x| < n=>|fn. (z) — fn. (z0)| < %
donc Ve > 0, 3n> 0, Ve € A, |t —xg| < npon a:
If (2) — f(z0)] < If (=) — fn. (@) +1fw. (@) — F. (@0)] + | . (zo) — F (o)

< 3><-§=s.

Donc f est continue en tout point zp.

Remarque 2.3 Le résultat précédent est utile si on veut montrer que certaines
suites de fonctions ne sont pas uniformément convergentes : si une suite de

fonctions continues converge simplement vers une fonction non continue, alors
la convergence n’est pas uniforme.

Théoréme 2.4 (Intégration) Soit (f,) une suite de fonctions continues, conver-
geant uniformément vers f sur [a,b], alors :

lim [ ' fo (@) do = | linf () dz = /b f (=) ds;

2. la suite de fonctions gn (T) = f: fn (t)dt converge uniformément sur [a, b
vers g (z) = f:f (t)dt.

Preuve. 1l suffit de remarquer que pour tout = € [a, b, on a :

/jfn(tJdt—/;f(t)dt' ]:fn(t)-—f(t)dt\

< /'Ilfn(t)—f(t)ldz
< Je—alllfa—fll
= el

27
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Remarque 2.4 [ Théoréme d’

nt 1 ) o piery 2 Pl
tervalle fermé bormne. O i égration n'est plus vrai si I n'est pas un

re la suite de fonctions définient sur R par
1

In(z)= { =, siz € [0,n]

0, sinon.

On a fn Z8 0 sur R, mais [ f, (t)dt =1 0.

Théoréme 2.5 (Dérivation) Soient I C R un intervalle et (fn) une suite de
fonctions de classe C* (I). La

S’il eziste zo € I telle que la suite (fn (z0)) converge vers L et la suite A
dérivées (f') converge uniformément sur I vers g, alors (f “). ConveTye _—— ;
mement vers une fonction f de classe C* (I), qui est la primitive de g prenan
la valeur | au point xg, et on a :

(timfa (2)) = lim/s (2); AT

i.e : qu'on peut échanger la dérivation et le passage a la limite.

Preuve. La suite de fonctions (f;,) converge un.iformi:ment = g sur r.rf h?; ‘
plus comme f7, est continue sur I, car fn est de classe C* (I), d apréis le wtl
réme d’intégration, la suite de fonctions = ! (t)dt converge uniformément ve

[ g(t)dt sur I. Maintenant, on montre que la suite (f») converge uniformément
To

sur I vers f (z) =1+ [ g(t)dt.
Soit z € I, on a:

@ - (14 [ a(tat)|

=

L " 2 (8)dt + fa (o) — (z + / y(r)dt)\

< |[ fatar- / g(z)az‘wn(mo)—u

I Fh(t)dt - / o(t)dt

Done la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f(z) = | +
Jz g(t)dt.
Remarque 2.5 La convergence uniforme d’une suite de fonctions dérivables

n’implique pas la convergence de la suite de fonctions dérivées. En effet, La suite

1
de fonctions dérivables fo(z) = (2? + 25)* , n> 1 converge uniformément sur
R wers la fonction z — |z|, qui n'est pas dérivable en 0, puisque

21%
Sil@i =] <
n

Les Théorémes de Dini sont des théorémes puissants pour prouver la conver-

~ @gence uniforme d'une suite de fonctions quand on ne connait que sa convergence iy

<

n——+4o0

+|fn(11:0)—” — 0.

)

bO
co
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i
i

T__ - X "
~ Theéora j ; t : :

e ‘;ﬁ:f:z zznti ( Igzeorém_es de Dini' ) Soit (f») une suite de fonctions conti-
wes. 2 intervalle I = [a 1 ' l
continue f. Alors - .f{ [a, b] qui converge simplement sur I vers une fonction

1. Siz >, st .-:_..
s a surte (fn)nen est monotone, i.e. fn < fnia ot , frnt1 < fn, alors la
> nvergence est uniforme sur I.
. Sich :
= aque fonction f, est monotone, alors la convergence est uniforme sur

£ -

Dini
croiP reuve. Prouvons 9. 1l suffit de le démontrer si chaque fonction fn est
unjfssante. Soit & > 0, la fonction f étant continue sur le compact [a, b], elle est
ormément continue sur [a, b] par le Théoréme de Heine. 1l existe donc 1 > 0

tel que
Vz,y € [a,b], |z —y| < n=>|f(s) - fO)I <&

Soit elors S = (@ = a9 < @) < .- < Gp—1 < @n = b) une subdivision de
[a, 8] de pas < 7. Puisque (f) converge simplement vers f, et que les a; sont en

nombre fini, il existe un entier ng € N, tel que
Vn > ng, Y0 <4 <n, |f(a:)— falas)| <e
Soit z € [a,b] et n > g, 1l existe ¢ € {0,...,m — 1} tel que = € las, @it

Alors,
|f (z) — f(ai)| < e

Donc,

1f (@) = fn(2)] 1 (@) = £(@:)] + |f (as) = fa(@i)] + |fn(ai) = fn(@)]

% + (fn(x) — fn(as)), car fa est croissante

9% + (fn(ai+1) — fn(ai))
% + |fn(ais1) — fai1)| + If (ai41) — £ (i) + |f (a:) = fnlas)l

DE.

IA A IA IA 1A

La convergence est donc uniforme.

1. Admis.
n mathématicien et homme politique italien, né le 14 novembre 1845 a
meéme ville le 28 octobre 1918 (2 72 ans).

1Jlisse Dini est u
Pise et mort dans la



2.2 Séries de fonctions

De fagon analogu
. Ogue aux séries numeéri . : :
a partir des suites 45 Sortons riques, les séries de fonctions sont définies

¥ "
2.2.1 Convergence simple
Letmition 2.3 On dit que la série de fonctions Y fn converge simplement SuT

A wvers une fonction S définie sur A, si la suite des sommes partielles (Sn)n =

n
que Sp = kZOf « converge simplement vers S sur A. On dit que S est la somme

de la série Y f,, et on écrit

Et dans ce cas, le reste de la série ) fn $’écTit

“+o0
Rn(z)=S5(z)—Sa(@)= Y fe(z), VZEA

=n+1

Exemple 2.2 La série de fonctions ) <5 converge simplement sur R vers

S(z) =
Définition 2.4 On dit que la série de fonctions ) fn converge absolument sur
A si la série 3 |fn| converge simplement sur A.

Proposition 2.5 Sila série ) fn converge absolument sur A a
simplement sur A. '

lors elle converge

n
4

Exemple 2.3 Etudions la nature de la série Y fn sur R, avec fn (Z ) = ST
Vn>0,VzeER, ona:

_cl'\

donc d’aprés le critére de d’Alembert, la série Y. % converge absolument pour
tout réel .
2.2.2 Convergence uniforme et convergence normale

Définition 2.5 La série de fonctions ) fn converge uniformement sur A si la
suite de fonctions (Sn)n converge uniformement sur A. Il revient au méme de
dire que la suite (R,) converge uniformément vers 0.

Théoréme 2.7 (Critére de Cauchy) La série ) f, converge uniformément
sur A si et seulement s

q
Ve>0, IN. €N, Vo€ 4 Yp> N, ¥g> p: | ) fi ()| <e.
k=p+1
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ntp
> fr@|<e

k=n+1

Ve> 0, 3N. €N, Vze€ A, VpeN*, Vn > Ne:
Cc.U

[(Jl'orollaire 2.2 Si la série 3 fn converge uniformément sur A, alors fn —
sur A. La réciproque est fausse en général. Donc si (fn) ne converge pas
uniformément vers 0 sur A, alors la série Y, fn ne converge pas uniformément

Sur A.

'(]i?héorél_rne 2.8 (Critére d’Abel-Dirichlet) Soient (fn) €t (gn) deux suites
e fonctions définies sur un ensemble A et vérifiant les conditions suivantes :

i) la suite (gn) est positive, décroissante et converge uniformément vers 0;

ii) il existe une constante M telle que :

D1 ()

k=0

< M, Vz € A.

+o0
Alors la série de fonctions Y, fn (z) gn (x) converge uniformément sur A.

n=0
X, 5—1_% On a la suite de fonctions

Exemple 2.4 Soit la série de fonctions
. n=0

(zifl-n) est décroissante uniformément vers 0, car sup;{r—n = %, et la condi-
L zER
tion.ii) est vérifié par la suite (—1)". En appliquant le critere d’Abel-Dirichlet,
on déduit que la série z):ﬂ z_in converge uniformément sur R.

n—
Pour les séries de fonctions, on peut définir une notion de convergence plus

forte que la convergence uniforme; la convergence normale, qui dans la pratique

est souvent facile a vérifier.

Définition 2.6 Une série de fonctions de terme général f, converge norma-
lement sur A, si la série numérique a termes positifs de terme général || il

converge.

; 'Pﬁroﬁésition 2.6 Lasérie) fn
une série numérique Y Un O termes posi
|fn ()| £ 2n, Yz € 4, VN 2 ng.

converge normalement si et seulement s il existe
tifs et convergente telle que

Remarque 2.6 En l'absence d’hypothéses supplémentaires, toutes les réciprogques
des impliquations sutvantes sont fausses en général.

La convergence normale =  La convergence uniforme

| I

La convergence absolue ~=—> La convergence simple
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Exemples 2.3 :

: cos(k
1. La série ﬁ&_%l converge normalement sur R.
n>1

B Soit £.(0) = ne~* /® definie A = |—e0,—1] U1y ool ipoun tout v = 0
Ona:
0 < fa(z) £ , Vz € A.
e converge d’aprés la régle de Riemann, ca7

D’ot la série de fonctions ) fn converge normalement sur A.
2.2.3 Théorémes fondamentaux sur les séries de fonctions

nctions se déduisent ditec-

Les Théoremes fondamentaux sur les séries de fo
les suites de fonctions, en

tement & partir des Théoremes fondamentaux sur
utilisant la suite des sommes partielles.

Théoréme 2.9 (Continuité) Si ) fn est une série de fonctions continues SuT
A, convergeant uniformément sur A, alors sa somme est une fonction continue

sur A. i.e : pour tout Tg € A, on a:

+0c0 +0c0 +00
bm S (@)=Y lim fa(z) =) fn ().
n=0

r—*Ig Tr—ITQ
ﬂ,=0 ft:O

C’est-a-dire : on peut permuter lim et ) .

Théoréme 2.10 (Intégration) Soit ) fn une série de fonctions continues,
convergeant uniformément sur [a, b], alors :

: b +oo +o0 b
/ an(:r)d:rz Z/ fal(z)dz:
an=0 n=0"2

C’est-a-dire : on peut permuler f: et

Théoréme 2.11 (Dérivation) Soient I C R un intervalle et ) fr une suite
de fonctions de classe C* (I).

. S'il eriste zo € I telle que la série numérique ), frn (To) converge et la série
des dérivées Y f! converge uniformément sur I, alors Y fn converge uniforme-
ment et sa somme S est de classe C* (I), et on a :

$'(@) = (L1 @) = 1al@)s

%e qu'on peut échanger la dérivation et ) .



mme il s’agit d'une série de fonctions continues sur [0, 1], la non conti-
- nuité de S en 1 montre que la convergence n'est pas uniforme sur [0,1].
2. On considére la série de fonctions définies sur [0, 3], de terme général
iy E“+l j

La série numérique de terme général fn(0) converge (c’est la série nulle)

et la série des dérivées de terme général ™ converge uniformément sur
[0, 3], donc la somme

Si@)=

n=0

n—+1
est dérivable sur [0, 7] et

S’(m)=§w“= L im0 L
b ‘12 ’

= l—=x

donc peut déduire que

§(z)=—In(l-12), Vz e [0,%]-




- 3.1 Deéfinition et premiéres propriétés

Définition 3.1 Soit (an)nen une suite de scalaires, Téels ou complezes. Une
. série entiére est une série de fonctions de terme général fr,(z) = anz™, ot T € R,
- nespectivement fn(z) = anz", ot 2 € C. On appelle domaine de convergence D
~de la série entiére l'ensemble des x, repectivement z tels que la série converge.

N Po_ux_' simplifier, on se place dans le cas d’une variable complexe z, le cas réel
~ s'en déduisant sans peine.

- Exemple 3.1 Cherchons l"intervalle de convergence de la série entiére f“’—:
Y = n
Ona : nES

i zaml n!
[ et X —— e
(n+1)! " zn n+1

don d-"*;i;pré?s la régle de d’Alembert, la série est absolument convergente sur R
le domaine de convergence est R. :

lim

n—+oo

=0<1,

= m
n—+o00

suite, on dispose de plusieurs méthodes pour déterminer la nature
entiére en tant qu’une série de fonctions.

c) S’%l eziste zo € C tel que la suite (|an2o|™) est bornée,
€ tel que 2| < ||, la série 2. an2" est absolument conver-
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Démo 3 : :
e nstration. Si zy = 0, Az € C tel que |z| < |zo|, donc la propriété est
Si . n
20 # 0, or la suite (lan20]™) est bornée, donc il existe M > 0 tel que
YneN, |a,zf| < M.

Soit 2z € C tel que |2| < |2|. On a

IA

1 -
Ia'nzul — 2

Comme

_ |7

A
=—< 1,

<0
donc 1 i : i
a série géométrique e l %’ converge, et la série entiére ) | a,2" converge

absolument.

3.1-1 Rayon de convergence d’une série entiére
Définition 3.2 Soit >_anz" une série entiére. Le nombre

R = sup {r 20, (an"),en SO bomée} € [0, 4+o0]
est appelé rayon de convergence de la série entiére 3 a,2™.

Le rayon existe car 0 € {r 20, (anr"), oy soit bornée} .
Pour les séries entiéres, la notion de convergence prend une forme assez

simple.
Théoréme 3.1 Soit ) a,z" une série entiére. Alors,
(i) Siz e C tel que |z| < R, alors Y a,z"™ converge absolument.
(i1) S7 z € C tel que |z| > R, alors 5 ap2™ diverge.
Démonstration. Par définition de R, pour tout z € C tel que |2| > R, la

série > a,2z" diverge grossiérement, car a,z" - 0.
Soit maintenant z € C tel que [z| < R, (R # 0) et 7 > 0 tel que |2| < » < R;

"(@n7™),,en est alors bornée par une constante M, donc

lahzlt = X S

La série géométrique ) [ﬂ " étant convergente donc il en est de méme pour

a2
Définition 3.3 Soit 3 a.2z" une série entiére. Le disque ouvert Dp = {z € C,
|z| < R} s’appelle le disque de convergence. S’il s’agit d’une série entiére réelle,

lintervalle | — R, R[ est l'intervalle de convergence.
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' solue

Disque ouvert
de convergence

g +o0
Exemple 3.2 Le rayon de convergence de la série entiére ), =z est R=1¢et

n=>0

rd du disque de convergence. Silz| > 1,

~ la série converge aussi sur le bo

o 2l
Iim e o

n—+oco 7T

+00
donc Eﬂf‘q diverge grossiérement.

Si |z| < 1, alors

+o0
donc la série entiére ), 27 comverge absolument.

emarque 3.2 Le rayon de convergence d’une série enticre polynéme est R =

ans la pratique pour calculer le rayon de convergence on utilise la regle de
me 3.2 (Régle de d’Alembert) On considére une série entiere anza:
|_'= 1l € [0, +o0], alors le Tayom de convergence R de la série est

5 avec % = 400 et -1-_1:5 =0.
Par application de la régle de d’Alembert & la série 3 5 anz™,

i et 2l

n—+oo | Qan

1]2].
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: g: f :'-‘-_ 0, alors la série est convergente sur C, donc R = +o0.
L = 'EOO. alors la série est divergente sur C*, donc R = 0.
Clest s diree |] ) +°i’[, alt?rs la série est convergente pour tout z tel que l|z| < 1
Donc = %ZI < 7 et divergente pour tout z tel que I |z| > 1 c’est a dire|z| > 1.

Rem

e azl‘qélne 3‘3_077: peut pas calculer le rayon de convergence de la série en-
&%, Tais si on pose Z = 22, on démontre facilement que le rayon de
Loiivergence est 1. o 1

Co i ;
E) :;Olllau- € 3.1 Sia, est une fraction rationnelle (ou un polynéme) non nulle
» ‘€ Tayon de convergence de la série entiére " an2™ est 1.

g'l’lél?rénie/ 2:98(egicide Cauchy) On considére une série entiére ) an2".
“as lan] = 1 € [0, +00|, alors le rayon de convergence R de la série est

n—-+oco
do =1
nnéparR—_T, avec % = 400 et ?163 = 0.

Démonstration. Immédiate.

T
-

Exemples 3.1 -
1. Soit a € R. Le rayon de convergence de la série de terme général = est
1, en particulier, si a = 1, le Tayon de 3 = est 1, et 3. L diverge mais
B -(——i)— converge malgré que |1| = |-1| = 1.
2. Pour ) ni‘-,“; Appliquons le critére de Cauchy, on a

=aplim i:0,
n—+oco 7

donc R = +o0.

Proposition 3.1 (Rayon de convergence et relations de comparaison)
Soient Y an2" et ) bp2z" deuz séries entiéres, de Tayons de convergence

respectifs R, et Ry
wSyan = O (bn), alors R, > Ry.

: 2 Sz an, = 0(bn), alors Ry > Ry,.
+co

9. Sia, ~ by, alors Ra = Rp.
+00

Démonstration. Immédiate.

Théoréme 3.4 Une séric entiére d’une variable compleze - ou réelle - ) anz"
est normalement — donc uniformément — convergente sur tout disque compact
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| inclus dans lintervalle
ouvert de convergence

Compact in(!;lus
dans le disque ouvert
de convergence

Démonstration. Pour tout z € D, on a ey

n n
Zakzk <3 Z lak| &,
=t k=0

La convergente normale de ) anz" sur D, résulte de la convergence de la série

s k
numérique » |ax|T".
k=0

Remarque 3.4 Une série entiére de Tayon de convergence R mn’est pas en gé-
néral uniformément convergente sur le disque de convergence Dg.

—+00
Soit, par ezemple, la série entiére d’une variable réelle Y  z™, Ici Dr =
n=0

]-1,1[. On a
sup |z"[=1-0,
]_111[
B oo
- donc ) a™ n'est pas uniformément convergente.
! n=0
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i 3-2 ! i > » - .
Opérations sur les séries entiéres

3.2.1 S :
o Addition et multiplication de séries entiéres
éore :
convemel:; o So'f.ent Yo anz™ et Y b,2" deux séries entiéres, de rayons de
) 5 respectifs R, et Ry, et de sommes respectives Sa €t Sp-
a séri :
Y rie entiére Y (an +b,)2" o un rayon de convergence Ry > min{Rq, Ry}
@ pour somme la fonction S, + Ss. ,

i) La ‘ : - s
série entiére produit 3 cnz" ou pour tout n € N, ¢n = > akbnk @
k=0

u
Sn;a yon de convergence R, > min{Ra, Rp} et a pour somme la fonction
alh-

Dé . :
gentes 'gz:szat;on, zg Pour |2| < min{R,, Ry}, les deux séries sont conver-
z C fts 2> min{R,, Ry} et pour tout z tel 2| < min{R., Ry}, on 2
g il e e 2 tel que |2| < min{Ra, Ro}
d:a%é Sll 2| < min{R,, Ry}, les deux séries sont absoluments convergentes,
Z 2 i e Théoréme du produit de Cauchy pour les séries numeérique, la série
Ccnz" est absolument convergente, donc {0y 2 min{R,, Ry} et on a

+o0 +00 +00
S e S e R
k=0 = k=0

Remarque 3.5 Si R, # Rs, alors R, = min(Ra, Rb)-

+oo +co
Exemple 3.3 Soient > z" et 1527 2. Les deus séries ont pour rayon de

n=—0 n=0
TRk
sm %", G POUT TAYOn de conver-

convergence R = 1. Par contre la série somme
k=0

gence Rs = 2.

3.2 9 (Continuité, dérivation et intégration des séries en-

tieres d’une variable réelle
u Théoréme 3.4 et les Théo-

Les théorémes suivants se déduit directement d
rémes fondamentaux sur les séries de fonctions, voir Chapitre 2.

+00
Théoréme 3.6 (Continuité) La somme S(z) = 3 anz™ d'une série enti
n=0

est continue sur 'intérvalle ouvert de convergence Ig.

Théoréme 3.7 (Dérivation) La somme d’une série entiere S(a

classe C° sur son intervalle de convergencest

5,

est une fonction de
k-

on a o
5P (z) =S n(n-1)...(n - p+1)an

n=p A
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[nanz”| = lanr™| . (Ij:;l )_n o

z™| est bornée, ce qui implique

o [l (]%)ﬂ — 0. Donc |nan -5
dérivée ont le méme rayon de

- que R < R’. Donc la série entiére et sa série
~ convergence. Par récurrence, en déduire le résultat.
La dérivabilité est évidente.
:‘ ' Théoréme 3.8 (Intégration) On peut intégrer terme 4 terme une série en-

tiere réelle sur son tout intervalle fermé inclu dans Ig-
Donc pour tout a, b € Ir, on a

L b [+ +0c0 b +oo a 5
E / > aat™ | dt = > j | = = (B = e
' a \n=0 n=0 & n=0n +

De plus la série obtenue par intégration a le méme rayon de convergence que la

) T
B série ), anT".

n=0

laire 3.2 Soit f une fonction de la variable réelle développable en série

Corol
0 avec :

entiére sur un intervalle ] — R,R[ o R>
+o0
vz €] — R, R[, f (z) = Zanxn,

n=0

ol (an)nen est une suite de nombres compleges. La primitive de f nulle en 0

est la fonction F définie par :
+
= On ﬂ+1_

Vz €] — R,R[, F(z)= ZM z

n=0

Etﬂdions la continuité de la fonction f définie par :
: _ s
f(z) = Z;g
n=1




- e mayon de converyence de ta série >_ =z est 1, or la série numérique 3y X,
n=1 n=1
[—1,1], d’ou la continuité de la

done la sérg X
e TS SCTe 21 n3 Converge normalement sur
i

Jfonction f sur[=1, 1.

3.3 Développement en série entiére

3.3.1 Développement en série entiére en un point

Définitj g '
déi ) gemisdison £ K- (C définie au voisinage de 0. On dit que f est
Sé 3 OPP(?MB €n série entiére en 0 (ou a Porigine) si et seulement si il existe une
Aoalere Zanzﬂ de rayon de convergence R non nul et un voisinage U de

0 tels que :
+co
f(2) = ) an2", V2 €U C Dp.
=0

Définition 3.5 Soit J : K — C définie au voisinage de 29. On dit que f est
entiére en 2y si et seulement si la fonction z — f (z0 + 2)

développable en série
a l'origine, donc si et seulement si il existe une

est développable en série entiore
serie enticre 3" a, (z — 20)" de rayon de convergence R non nul et un voisinage

U de z tels que -
+00
(&)= Ya,(z—z)t, V2cU € Dg,
n=0

L est développable en série

Exemple 3.5 La fonction f:C€—C, zr—
entiere a l'origine, car
+co

2 E Iy FE=

n=0

La définition 3.5 raméne tout probléme de développement en série entiére a

un probléme de développement en série entiére & ’origine.
Proposition 3.4 On considére deux fonctions f et g développables en série

: +co +o0
entiere en 0, de développements respectifs ) anz™ et ) bnz™.
n=0 n=0

i) Pour tout, A € C, la fonction f + Ag est développable en série entiére en 0 et

+o0
ce développement est ) (an + Ab,) 2".

n=0

ii) La fonction fg est développable en série entiére en 0 et son développemerg
est le produit de Cauchy de ceuz de f et de g. _ il

b
=
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Théoréme 3.9 Si f : R — R est développable en série entiére a 1-'01r£gin;
(resp. en z), ce développement est unique : c’est la série de M ac-Laurin’ de

(resp. la série de Taylor® de f en z JSsels

+00 £(n)
f(x) = Zf_._'(_(_)lzn au voisinage de 0

=0 .

T £(n)
(resp. f (z) = Y dce) (z — zy)" au voisinage de To),

e |
=0 T

donc f est de C™ au voisinage de 0 au voisinage de To)-

Mac-Laurin Taylor
Démonstration. Il suffit d’utiliser le Théoréme de dérivation pour les séries
entiéres.

Remarque 3.6 La réciproque n’est pas vraie en général, une fonction f possé—
dant des dérivées de tout ordre en xg, n’est pas nécessairement égale & la sére
entiere. Vérifier, en exercice, que la fonction f définie sur R par

=1
e=? sizF#0

f(m)z{ 0 siz=0

est de classe C™ mais n'est pas développable en série entiére au voisinage de 0,
car elle posséde en effet en 0 une série de Mac-Laurin identiquement nulle.

+o0
Proposition 3.5 Si f est développable en série entiere avec f(z) = Zoana:“,

alors
i) f est paire <= Yn > 0, =)
i) f est impaire <= Vn > 0, =10*

!Colin Maclaurin (Kilmodan (Argyll and Bute), février 1698 - Edimbourg 14 juin 17¢
est un mathématicien écossais. Il fut professeur de mathématiques au Marischal Colle
Aberdeen de 1717 4 1725 et A I'université d’Edimbourg de 1725 4 1745.

*Brook Taylor est un homme de science anglais, né 3 Edmonton, aujourd’hui un
de Londres, le 18 aott 1685, et mort & Londres le 29 décembre 1731, Principaleme:
comme mathématicien, il s'intéressa aussi & la musique, & la peinture et & la religion.
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~ Théoreme 3.10 (Condition nécessaire et suffisante) Soit I =)—R, R[ un

ntervalle de R et f € C=(I,R). Pour que f soit développable en série entiére
sur I, il faut et 4 suffit que le reste de Mac-Laurin de f converge simplement
vers 0 sur J. i;e

: f("+1) (mgx) n+1 O .
Tbs) il 0, Yz eI
S e 2

avecioReN 0N (S
;‘héoréme 3.11 (Condition suffisante) Soit I = |=R, R[ un intervalle de

€ J € C=(I,R). Pour que f soit développable il suffit que les dérivées suc-
cesswes de f soient bornées sur I. C’est a dire :

M >0, VneN, YzeI; |f™ (:r:)l < M.
Démonstration. On a
1O @) ol ]
(n+1)! — (n+1
zntl
De la convergence de la série de fonctions )° %, on déduit que %ﬁ Mo 0,
et de méme pour le reste de Mac-Laurin de f.
3.3.2 Applications aux fonctions usuelles
1. Vz € ]-1,1[, on a :
e =
l-m:zw et ] :E:Z(Hl) T
n=0 n=0
donc
+°°$n oo 1 "
—_— — n_ —
In(l-z)= —Z; et In(1+2) =" (-1) =
n=1 n=1
O e % xEt' de +00
1 n.9
= =l)iezet
en déduit que
+00 p2n+1 £
n e -
arctanz = nz_o (—1) D Vz € ]-1,1]. (3.1) i

On peut remarquer que I'égalité (3.1)

reste valable si |z| = 1. Voir pl
loin, dans la série N° 4.
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—— VoL —Saft

e® = ¥ = (Voir Série N° 2) I

+oo  on +°° p2n+1
Py I —— i s . w
EGenT = Z_O (2 )' et smmhz = 2 (271 1)'

3. La fonction sin est de classe C* sur R et on a

Vn €N, sin®™ z = sin (x -+ n%)

donc lsm(n) fb‘" < 1, et on déduit que la fonction sin est développa.ble en
série entiére sur R. Et on a :

'"- 2n+1

S (&l
smz:_z (2n+1)' —— Vzr e R.

De méme, on démontre que

+Do( l)n n

COS T = Z , Yz € R.
n=0 (2 )'
4. Soit la fonction f : z +— (1+2)%, @ € R\N. f est de classe C* s

]—1, 400 et
Vn >0, Vz> —1; f(") (z) =a(@a—1)...(a—n+1)(1+z)*".

La série de Mac-Laurin de f est donc :

(a=—n+1)z"

ailo—1)..:
Z( ) 2

n=0

de rayon de convergence R = 1. Pour tout = € |—1, 1], le reste intégral
d’ordre n de la formule de Mac-Laurin sur 'intervalle fermé I de bornes

Oetz, I =[0,z] ou I = [z,0], est :

/ f(n+1) )( " d
a(a—-l) (@ — n)/

Ry (2)

Or
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de Vt e I, 5t < |z| (¢tudier le signe de z), on déduit :

|Rn ()] < 2@ = 1) n(f" =) " fo @+ g

P el

bour tout z € |—1,1[, &= ”";E, ml=l” est, @
t‘e.rt, le terme général d’
um R, (z) = 0.

apres le critére de d’Alem-
une série convergente, donc il tend vers 0, donc

n—+o00
On obtient :
+co 3
Vee|-1,1[, (1+2)° = za(a_l)---(():-—n+l)a: :
n!
n=0

Remarques 3.1 -

1. Pour déterminer la somme d’une série entiére, plusieurs méthodes sont
possibles. On peut par evemple utiliser le Théoréme de dérivation ainsi
que celut d’intégration. On peut aussi utiliser une équation différentielle
ou encore décomposer le terme général de la série en éléments simples et
calculer la somme des séries correspondantes, etc.

2. De la méme fagon on définit exp(z), cos(z), sin(z), cosh(z) et sinh(z),
pour tout z € C. Les développements de ces fonctions donnés dans R sont
encore valables dans C. Mais la fonction la plus utilisée est |’exponentielle
compleze.

3.4 Reésolution des équations différentielles a I’aide
des séries entiéres

Considérons I’équation différentielle suivante :
y"+:vy’+y=0. (E)

Cherchons la série entiére solution f de I'’équation différentielle (E) vérifiant
les conditions f(0) =1 et f'(0) =0.

«. -~ On montre que
= (_l)ﬂ 2n
n=U

Vous verrez d’autres exemples dans le chapitre des fonctions spéciales, co. rs

d’Analyse 4.
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Chapitre 4

Séries de Fourier

Fourier
Jean Baptiste Joseph Fourier est un mathématicien et physicien frangais né
91 mars 1768 & Auxerre et mort le 16 mai 1830 & Paris. Il est connu pour ses
travaux sur la décomposition de fonctions périodiques en séries trigonomeétriques
convergentes appelées séries de Fourier et leur application au probléme de la

propagation de la chaleur ou I'étude d’une corde vibrante.

le

Les séries de Fourier sont des séries de fonctions d'un type particulier, qui
servent a étudier les fonctions périodiques. L’idée est d’exprimer une fonction
2r-périodique quelconque comme une série de fonctions 2m-périodiques simples

3

de la forme a, cos(nz) + by sin(nz), avec n € N.
Les signaux exponentiels complexes jouent un role essentiel en traitement du

signal. En effet, tout signal périodique peut s'écrire sous la forme d’une somme
infinie de signaux monochromatiques

@ (t) oS cheiwnt'

ned

Les séries de Fourler s ' ' '
ont un outil fondamental dans 1'étude des fonctions
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diques. C'est & partir de ce concept que s'est développée la branche des

pério ;
ématiques connue sous le nom d’analyse harmonique.

math

4.1 Seéries trigonométriques

Définition 4.1 On appelle série trigonométrique toute série de fonctions

400 _ 00
Zc,,e‘"’“F e e O Zan cos (nx) + by, sin (nz), z€R (4.1)
n=0 TI-=0

ot (Cn)nez, (@n)nen €t (b )nen sont des suites de nombres complezes.

Remarques 4.1 :
1. Rappelons que cne™+c_ne " =( + )cos (nz)+i( — )sin (nx),
ce qui permet de passer des C, QUL Gn €l =
9. Comme sin0 = 0, on peut sans restreindre la généralité, poser bop=0. En
outre, nous avons ag = 2cq, donc on peut désigné par % le terme d’indice
0. Ceci provient du fait que ag est choisi de fagon a se calculer par la
méme formule (voir plus loin) que les autres a,, donc la série (4.1) s’écrit

+0o0
ap ;
5 e E an cos (nx) + by sin (nz), z € R (4.2)

n=1

+oco i -
9. La série trigonométrique Y cne™® +c_ne” """ peut s’écrire sous la forme

n=0
Z Cneinz
nez
4. La série (4.1) n’est pas nécessairement convergente, par ezemple la série

= cos(nz) sin(nz)
1
S, SEREL . 2R nlest pas convergente pour T = 2.
n=0
e y ) ; +00 +00 +0oo +oco
Proposition 4.1 i les séries numériques ) cn €t ) C—n 0u () anet ) bn)
n=0 n=0 n=0 n=0

sont absolument convergentes, alors la série trigonométrique (4.1) est norma-
lement convergente sur R, donc uniformément convergente sur R. En outre, sa
somme est une fonction continue sur R et 2m-périodique.

Démonstration. Immeédiate.

+00 :
Exemple 4.1 La série trigonométrique Coig“wl + S‘“TEQI) converge normale-
n=1
ment sur R.

Proposition 4.2 Sila série trigonométrique (4.1) converge vers f(x) sur [—m, 7|,
alors f(x) est 2w-périodique, c-a-d., f(z + 2m) = f(x), z € R.
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Proposition 4.3 Si les séries (an)nen et (0n)nen sont réelles positives, décrots-

400 : )
santes, et tendent vers 0 alors, la série ) an €0S (nx)+-by sin (nT) converge SHR

intervalle de la forme [a, 27 — al

n=0
lement sur R\2xZ et uniformément sur tout
s : continue sur |2k, 2(k+

pour tout a € |0, w[. De plus, sa somme est une fonction
1)71‘[, Vk € Z.
Théoreme d’Abel-Dirichlet.

Démonstration. C’est une application directe du
vantes sont

Pour cela il suffit tout simplement de montrer que les sommes St
majorées indépendamment de n.

Sn=) sin(kz) et Co = )  cos(kz)-
k=0 k=0

Soit z € R\27Z. On a:

L ot o= ei(n+1):c
S T
=1

(1—cos(n+1)z) —isin(n+1)z
(1 —cosz) —isinxT

2 sin2 !rHél B ot sin [n-gl):: o (n—{;l)::
2sin” S —2isingcos3

—2isin L—L"";l = cos L—L““;l £ L isin g—)—“gl =

W e

—2isin = T 4 iaine X
2isin 5 cos 5 +isim” 3

: 1
SIHL%)‘E j{nt)=x
= — = = XNe 2
SlI'lE
. 1
sin (Brllas
= == Xe®
Sllli
sin !n-{-l!z

— (cos o + 2 51 m:)
- - — 481N —
sin 5 2 O

Cn +1i5n

=
21

donc
. (n+1 :
Sin z e no sin LIH-T]')E . nT
Cn:“"fx—COS‘—HEt = - Sin —.
sin 3 2 sin Z 9

Et on a
1

\sin =

1
|Cn| < o] et |Sn| <

d'ou la convergence simple de la série trigonométrique sur R\2xZ.
Soit a € |0, 7[. Pour tout x € [a, 27 —al, on a

a
ST—5 =

<
2= Tong]

G
o 8
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d'on la convergence normale, donc uniformément sur [a, 2w — a] pour tout a €
J0, 7[. Donc la fonction somme est continue sur |0, 27(, est puisque la. fonction
est 2m-périodique, donc elle est continue sur |2k, 2(k + 1)7(, Vk € Z.

+oo '
Exemple 4.2 La série ) “’55‘“:} + smf’z} converge simplement sur R\2Z.

n=1

4.9 Séries de Fourier, Théoréme de Dirichlet

4.2.1 Seéries de Fourier
Théoréme 4.1 (Unicité de la décomposition) Soit f une fonction définie,
intégrable sur [—m, 7] (fjw |f (z)dz| < +oo) om-périodique et développable en
série trigonométrique
oy
T = —29 -+ Zan cos (nz) + by sin (nz) -

n=1

Gi cette série converge uniformément sur [—, 7], ce développement est unique

et on a : =
{ an = L [T f(z)cos(nz)dz, Vn 20 (4.3)
b, = 1 [T f(z)sin(nz)dz,Vn > 1. '

Démonstration. On a :

+00

f (z)cos(kz) = -C;—O cos (kx) + ;an cos (nx) cos (kz) + b sin (nz) cos (k) ,
+o0

et f (z)sin(kz) = 923 sin (kz) + Zan cos (nz) sin (k) + bn sin (nz) sin (k) ,
n=1

donc

T +00 ™ e
%9 cos (kz) dz+ Zan ] cos (nx) cos (kz) dz+bn / sin (nz) cos (
n=1 us

— T

f(z) cos(kz)dz = /lﬂ

=T —1T —_

On calcule d’abord les intégrales auxiliaires suivantes, dans lesquelles n et k
sont des entiers strictement positifs :

iz ' s, 0, sin#k
/ cos (nz)cos (kz)dz = {TF, i s

=TT

/.w sin (nz) sin (kz)dz = { 0, sin#k |

Lz mesi=1k

/ sin (nz) cos (kz) dz 0, et / C—fzg cos (kz) dz = 0.

-1 —T
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et en traitant le cas k =0, on obtient :

Gy = < f(m)da;, Qn = = f(:n) cos(nz)dx et by = — f
T - 1

£ (z) sin(nz)dw, Vn > 1.

-
Ce qui entraine que

g 1 :

G = 3 f () cos(nx)dz, Vn 2 0et by = = / f(x) sin(nz)dz, Y7 2 1
g e

[—m, ] par un autre intervalle

Remarque 4.1 On peut remplacer lintervalle
d’amplitude 2m, par ezemple [0, 2m).
Définition 4.2 Soit f une fonction définie, intégrable sur [—, ) et ZW-péﬂ?dique-
Les coefficients (ax)k>0 €t (bk)k>1 définis par (4-3) 3 ‘appellent les coe)ﬁc§6ﬂ53
de Fourier de la fonction f et la série trigonométrique ( 4.2) est dite série de

Fourier de f.

En utilisant la méme technique utilisée dans la démonstration du Théoréme

4.1, on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 Soit 3 cne™® une série trigonométrique écrite sous forme com-
nezZ
pleze qui converge uniformément sur [—, n] vers la fonction f, alors Vz € R,
YneZ,ona:
1

Cn = oo f(z)e™ " dx.

—TT

Les coefficients (cn), ez SONt QUSSE appelés coefficients de Fourier de f.

Remarque 4.2 On peut noter les coefficients de Fourier d’une fonction f par

an (f), bn () et cn(f)-

Proposition 4.4 :

(i) Si f est paire, alors pour tout n € N, b, =0 et an

(ii) Sif est impaire, alors pour toutn € Nilan = 0letbr= % fow f (z) sin(nz)dz,
n = 1:

Pour une fonction f T-périodique avec T' € R%, la fonction g définie par :

g(fs)=f(%m), Vz € R.

=2 f; f(z) cos(nz)dz.

est 2m-périodique.

Définition 4.3 Pour une fonction f, T-périodique, la série de Fourier associée
a la fonction f est donnée par :

2
+ Zﬂn cos ( an) + by, sin (27mm) ol Z cne T (4.4)

n=-—oo
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o la décomposition) Soit f une fonction T-

Théoréme 4.3 (Unicité d
et développable en série Fourier

périodique intégrable sur [0, i

+oo
f (@) = 22 + ) _on 08 (n2) -+ bn 80 (n).
n=1

§i cette série converge uniformément sur [0,T), ce développement est un-

ique et on 0 ¢

On = %fg f(z) cos(ZL=)dz, Yn 2 0
by = % [y f(z)sin(2p=)dz, Y 2 1
Cn =7 Orf(as)e‘z"’f“&"da:, Yn € Z.
Remarque 4.3 Si on pose w = %’f—, lo série de Fourier (4.4) devient :
G0 fa cos (wnz) + bp sin (wna) ou § chenz
g L Y e SR

w 8’appelle la fréquence fondamentale de la série de fourier, mais en physique

s’appeéle lo pulsation.
9r-périodiques : Cela

e considére que des fonctions
stude d’une fonction

Dans toute la suite, on n
énera, si l’on veut, 1

ne restreint pas la généralité, on ram
f, T-périodique, 2 celle de la fonction 2m-périodique g.

Exemple 4.3 On considere la fonction f : R — R périodique de période 27
définie sur (—m,m] por f(z) = 1D

Y 4
1 7'{2
1 I 1 | | |
n i l l 1
“37 | =278 W U s T e
On a :
ag = —1—/ rde =
M Jem
e
S j z* cos(nw)de = ,
etb, = 0, car f est paiwre.

ol
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La série de Fourier de [ est done

v R4 (=-1)"
= -+ s (na),

n=1

et 3 1 "
™ oy
co=ﬁ=———etcn=—— zle ™"y =

2 3 2N for

Donc la série compleze de Fourier de f est

2
n ine
g e

neZ*
Remarque 4.4 Dans l'ezemple précédent, on peut déduire ¢, & paritr de a, et
bn.
4.2.2 Opérations sur les séries de Fouriers

Les propositions suivantes sont faciles & vérifier.

Proposition 4.6 (Somme)
Sotent f et g deux fonctions T-périodiques intégrables sur [0, T]. Alors pour

tout x € R

an(f+ag) = an (f) +an(9),
bu(f+ag) = ba(f) +bn(g),
Cn(f o 0-'9) =5 Cn(f) +Cn(9)'

La translaté de f par a € R est la fonction notée 7,f définie par
(Taf) (£) = f(t - a).

Si f est une fonction T-périodique, intégrable sur [0, T], alors Tof est T-
périodique, intégrable sur [0, 7.

Proposition 4.7 (Translation)
Soit f une fonction T-périodique, intégrable sur [0, T, alors

e (Tl = %0 (F)

Proposition 4.8 ( Dérivée)
St f est une fonction dérivable T-périodique telle que f' et f sont intégrables
sur [0, T], alors
1
MW

Cn(f): Cn.(fi)-
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Preuve. La fonction f' est T-périodique et par intégration par parties on
retrouve 1'egalité.

De fagon analogue & ce
strie entitre, étant donnée une fonction f, 2m-
Fourier sont définis. Deux questions se posent :
elle convergente ?

ie converge vers f 7

qui se passe quand on développe une fonction en
périodique dont les coefficients de

1. La série de Fourier associée 3 f est-
2 En cas de convergence, peut-on dire que la sér

4.2.3 Conditions suffisantes pour qu’une fonction soit de-

veloppable en série de Fourier

on se demande pour quelles conditions

Etant une fonction 27-périodique f,
mme soit égale aux valeurs

imposées A f, sa série de Fourier converge et que sa so

de la fonction aux points considérés 7
Une fonction f : [a,b] — C est dite continue par morceaux si elle est

continue sur [a, b], sauf peut-étre en un nombre fini de points, en lesquels elle
admet une limite finie & droite et & gauche. Une fonction est de C* par morceaux
si elle est continue par morceaux et admet une dérivée, sauf éventuellement en
un nombre fini de point, et si cette dérivee est elle-méme continue par morceaux.

Pour simplifier, on pose
f (=) = ; lim f ) et f(z7) = a lim f ().

Théoréme 4.4 (Dirichlet 1824)
Soit f une fonction 2mw-périodique de ¢! par morceauz [0, 2] . Alors la série

de Fourier de f
cheinz

converge simplement en tout point T Vers
ft)+ /(=)
5 :
En particulier, si f est continue au point z, sa série de Fourier converge

vers f(z).
Démonstration. Le noyau de Dirichlet d’indice n est défini par :

D,, (t) g Z eikt
k=—n
vérifie les propriétés suivantes :
D,, est paire et 2m-périodique;
D,(2kr) = 2n+1, VkEZ; %-/ D, (b)) dt=15
U -

i)t _ o-i(nt+)t _sin(n+ 3t

S i g5 sin(h)

, Vt ¢ 2.
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En effet, si ¢ # 1, on &
n

n
Z qk s Zq-—nqk = q—n
k=-—=n k=0

Ll

q 2 o

= q:ii

et avec les formules d’Euler, on obtient

Dalt)————— ) Ve & 20

s
Posons S/ (z) = 3, cke**® pour tout n > 1, on a

k=—n
f ) E ikx e = _EL_ —-tkt 1.kz
si@) = k;ncke : k; = f(t) dt
=.ﬁ]fﬂzymwﬁm—/fmmw—ﬂ
k=—n
LA A
= f(:r:—u)Dn(u)du=§T—r-/_ f(ﬂ?—U)Dn(“)du

= 3 | U=+ f@+w) Da(wdu
L [y Dn (w)du =1, posons | = J—lﬂ—_l donc

Si(@)—1 = % (7~ )+ -+ ) Do )
3= | @)+ @) D )
1 m™
= 5 ) V-9 =f@E)+fE@+u) = f(@*)] Dn ) du

o Tl flz—w) = fl@ )+ flz+u) — fl@t)] . i
/ { 2sin (%) ]sm ((2n+1) 5) du
& ] flz=u)=f(z7) + flz+u) - f(:c"‘)>< u

z s (3)

On sait que f est de classe 01 par Immorcea d
ux sur R, done on déduit ’exi
S ) il existence

x sin ((2n o]

. filE=w) = filler) . flz4+u) - =
Jug e LR
O ) R Mo
et u.El:.r%H = u)u i (SL ) e ff (:‘C+) .

o4
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Donc
’ ,f_(._f:_}_{)"f(.-":“)"“f[ﬂ:"’“)"f(m‘k) ¥ _ sty = e
uymﬁ u D= 2 sinq(‘—‘.z-) flites) ey

La fonction
el farw) = @D
4 e '

st intégrable sur (0, -

je par morceaux sur (0, ), donc elle e
deduit le résulat souhaiteé.

ast contint
e de Lebesgue suivant, en

En appliquant le Lemm

Lemme 4.1 (Lebesgue‘) Goient a et b deuT réels tel que & < b, et f (G by —

C une fonctio™ continue paT morceaus. Alors

b
lim j £ (t)e™dt = 0,

—_—
n 400 Jga

donc

b b
lim f f (t) cos (nt)dt = 0 et hm f f (t)sim (nt)dt = 0.
n—1to° Ja n—+20 Ja

TLebesgue

de Lebesgue indique que les coefficients de Fourier
1 continue par morceaus SuT le segment dont

dent vers 0 lorsque ™ tend vers £00-

Remarque 4.5 Le Lemme

e an(f) et b, (f) d'une fonction
sa longueur est la période de f, ten

Exemples 4.1 :

1. Dans Vezemple 4.3, la
continue, donc

fonctions f wérifie les conditions de Dirichlet et

2 =4l z
o 3 + "(‘T;TLCOS (nz), VT € (=, ™).
n=1

I Henri-Léon Liebesgue (28 juin 1875 & Beauvais - 96 juillet 1941 & Paris) est un mathé-
maticien frangais. Il est reconnu pour s& théorie d’intégration publiée initialement dans s&
dissertation Intégrale, longueur, aire & I Nancy en 1902. 1 fut 1'un des grands
mathématiciens francais de 12 premiere moitié du XXe sizcle.

université de
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Calculons les coefficients de Fourier de g.

an, = 0
TS o

donc pour tout x € |—m, [, on a :
+oc0 i 2
9@ =3 (- 2 sin(na)..
n=1
L’égalité a lieu partout sauf auz points de discontinuité. En de tels points,
la somme de la série est nulle.
Proposition 4.9 Soit f une fonction 2m-périodique, continue sur R et de classe
C* par morceaus sur [0, 2). La série de Fourier de [ converge normalement (et
par suite absolument et uniformément) vers f sur R.

Preuve. En exercice.
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4.2.4 Interprétation géomét.rique des séries de Fourier

Soit F=147S: R — C, 9r-periodique tel que ffw |f (:5)12 dr < +o-0} :

On peut définir un produit scalaire sur l'espace vectoriel F par

(o) = [ @0

d’autre que S2 décomposition

et les composantes
inT
1

Soit f € F- Sa. série de Fourier n'est rien
suivant la base orthonormée infinie B = {:1: e S Z}
de f sont les coefficients de Fourier Cn, la projection orthogonale de f sure

c'est a dire :

cn = (f (@), SR — —2-1— 5 f (z) e M odx.

W'—ﬂ'

A partir de P’identité de Parseval dans les espaces préhilbertien complet, on
déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.9 (E"galité de Parsevalt) Soit f une fonction 97 -périodigue
continue por MOTCEAUT SUT (—m, m] de carée, aloTs

o + s
+ [ vere= 3 enl? = %5 +}é2(‘“n‘2+‘bn‘2)'

n——0a

12

Parseval

4.2.5 Phénomeéne de Gibbs?®

Bien que, sous les hypothéses du Théoréme de Dirichlet, la série de Fourier
de f converge ponctuellement vers 1fe™) + f(zt)) en tout point , cela ne
signifie pas que le graphe de la suite des sommes partielles Sf de la série de

2Malrc-zf\hnl;oine Parseval des Chénes est un mathématicien frangais, né en 1755 A Rosiéres-
aux-Salines et mort en 1836 a Paris. Son nom est donné a l'égalité de Parseval, une formule
fon;ia.ment.ale de la théorie des séries de Fourier. ‘

“‘J.osiah Willard Gibbs (New Haven, 11 février 1839 - New Haven, 28 avril 1903) est un
phym_cc_J-chimiste américain. En mathématiques, il est aussi un des fondateurs (avec Oliver
Heawsn.de) de l‘an’alyse vectorielle. Bt il a redécouvré le phénomene de Gibbs dans la théorie
dfes séries de Fourier (& son insu cependant, ce phénomene ayant été découvert une trentaine
d’années auparavant par le mathématicien anglais Henry

o7
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Fourier de f converge vers celui de f lorsque n — +o0. En eﬁet{ au .\'DiSi?age
des discontinuités du signal : la fonctions S/ connait alors une osc:llat.:c}n d’am-
plitude non négligeable. Cette oscillation empéche la convergence de Si vers f.

Cette problématique connu sous le nom de phénoméne de Gibbs.

12r

LA\ Wi )

¥ N N

08k
Phénoméne de Gibbs
06r

04F

02F

(=]

7 AN ;
L/ \jvg v

_02 1 1 1 L 5 1 1 L L
=5 =03 020 -0 S0l D 02 03 04 05

Gibbs

Plusieurs méthodes existent permettant d’améliorer la convergence de la série
de Fourier et de réduire le phénomeéne de Gibbs. Parmi celles-ci, la méthode de

Fejér.

4.3 Convergence des séries de Fourier au sens
de Cesaro

Nous avons vu qu'une série de Fourier est convergente avec certaines condi-
tions suffisantes. La question qui se pose : est-ce que la série de Fourier associée
a une fonction continue converge toujours ? La réponse est non. Fejér a montré
que la série de Fourier d’une fonction continue pouvait diverger, par contre elle

o8
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converge vers [ au sens de Cesara*.

4o
Définition 4.4 Soit ) Gn
n=0
la suite des sommes partielles, posons on la moyenne

premieres sommes partielles

une série de nombres réels ou complexes et (Sn)n

arithmétique de ses T

n—1

On — %Zsk
k=0

400
On dit que la série S an converge ou sens de Cesaro (ou en moyenne) et &

n=0
pour somme o si et seulement si la suite (on) converge vers d.

+oo
tré qu’une série Y Gn CONMVEIEE au sens usuel et

n=—
au sens de Cesaro Vvers la méme somime.
¢ au sens de Cesaro et diverger au sens

Ernesto Cesaro a démon

a pour somime S, alors elle converge

Inversement, une série peut converge

+o0
usuel. Par exemple la série alternée (=Lt =1-—1+ 1 — 1+ diverge au
n=0

sens usuel mais converge au sens de Cesaro Vvers % . En effet, on 2

1
S?n =1 Oan = 9
= el
Son+1 =0 Tonsl = oot |

d’ou le résultat.

ér ) Soit f une fonction om-périodique et continue SuT R.

Théoréme 4.6 (Fej
de f converge au SENS de Cesaro vers f, uniformément

Alors, la série de Fourier
sur R.

n mathématicien italien, né le 12 mars 1859 a Naples et mort le 12

{Ernesto Cesaro est U
contributions a la géométrie differentielle

septembre 1906 & Torre Annunziata, connu pour ses

et 4 la théorie des séries infinies.
51ip6t Fejér est un mathématicien hongrois, né le 9 fevrier 1880 & Pécs et mort le 15
octobre 1959 & Budapest. Il a publié un théoréme de convergence remarquable pour les séries

de Fourier.

09
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Fejér
Preuve. Avant de commencer la démonstration, on définit le noyau de Fejér

d'indice n, pour tout n € N*, par :
17;—1
Fp ==
™ nZDk)
k=0

noyau de Dirichlet d’indice k. F,, vérifie les propriétés suivantes :

ol [y est le
F,, est paire et 2m-périodique;

Fo(km) = m+l,VkeZ; o [ Fa(di=1;
1 (sin(2))”
F, (1) — | — , Vt ¢ 2kZ.
n \ sin(3)
En effet, pour tout ¢t ¢ 2kZ, on a
1""1 1 n—1 ]_
Tt e = NP SN
0 = R Bl= G Y n (1)

Démontrons maintenant le Théoréme. On 2 -
1 n—1

o @) = =38l
k=0

11’1—1 1 T
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3 -~
aocnc

el (z) = f(z)= —2}; /d: [f(z —u) = f (z)] Fn (u) du-

et comme F,, est positive, donc
£ o : b 45

ol @~ F@| < 3z [ Iflz—w) = F @I Fn () du

> 0 La fonction f est continue et périodique, donc uniformément

Soit £ >

ir c il existe 17 > 0 tel que

lal < 7= |f(z—v) - f@@)| < 5,Vz€R
décompose

Quitte & Ler'1plau:f-:r n par min(n, ), on peut supposer 7 < =, et on

il enf + [ <juj<<- Bt oD 2
(4.5)

I'intégrale

n
f Fp (u)du < we.
—1

(SN

/_ IF (== u) — F ()| Fa (w) du <

L |

Or
Ifz—u) - f (@) L2|flls>

donc

/ Ife—) ~ @I Fa () du <20l ] Fa (w) du
<lul< n<jul<=

Pour tout n < |u| <7, on a
1

1 (sin () 2
e0=1(BG) <mm S ®

—7] U [, 7], d’ott il existe ng € N, tel que Yn > ng

cuU ¢
donc F, — 0 sur |-,

on a:

u<me  (46)

[ e-u-fE@I s

En utilisant (4.5) et (4.6), on obient

{!\

Fo(u) <5

Ce qui fallait démontrer.
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4.4 Application : équation des ondes a une di-

mension

L’étude des vibrations d'une corde, d'une membrane, des oscillations élec-
tromagnétiques, barres élastiques, tuyaux SONOIES ..., conduit & des équations
aux dirivées partielles. La plus simple est 1'équation des ondes & une dimension
(ou équation des cordes vibrantes) & vitesse constante ¢ :

28 _ 22 =0, V(zt) €]0, 1 x ]0, +o0f
(4.7) h(z,0) = ho(z), Yz € [0,1] (Conditions initiales de Cauchy)
' %(E, 0) =0, vz € [0,1] (Conditions initiales de Von Neuman)
R(0,t) =h(1,t) =0, ¥t>0. (Conditions aux limtes)

— 1 fixée aux extrémités & = 0

Il s’agit d’une corde élastique de longueur L
T et qu’'elle

et z = 1. On suppose de plus que la corde est soumise & une tension
est relachée avec une vitesse initiale nulle. Si on désigne par h(t, x) I'écart par
rapport la position au repos d’un point z de la corde a l'instant ¢.

x-_—

Méthode de séparation des variables et séries de Fourier
On oublie momentanément les conditions initiales h(z, 0) = ho(z) et 4 (=, 0) =
: 3 ’ 9t \
0 et on cherche les solutions du probléme

2 2
{ %{2}1 ——62%5% =0, V(z,t) €]0,1[ x |0, +o0|

h(0,¢) =h(L,t) =0, Vt > 0. (4.7)

qui se mettent sous la forme h(z,t) = U(z)K(t). On obtient :

> 1 = c?, 1" T K”(t) ) U”(&:)
UKD = UKD = gy = g = AR

o) = 0=U(0) =0 "h(lt) =0 U(1) =10

Par conséquent le probléme (4.7) est équivalent aux deux problémes suivants

{ U" (z) — MU (z) =0, Vz €]0,1]
U(0) =U(1) =0. (1)

K" (t) ¥ /\ch(t) = ()i (2)
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Si A > 0, les solutions de I'équation (1) prennent la forme U(z) = aeV>® 4
pe—VAz_ Les conditions U(0) = U(1) = 0 nécessitent d’avoir :

a= —bet c"”x =e"‘fx,

ce qui est impossible.
Si A < 0, les solutions s

Ulz) = aeV=Nz | pe=VNE,

‘écrivent sous la forme

Et de méme, on a a = —b et V=X — ¢~V=X donc

ezFXi =1

s valeurs convenables pour A < 0 sont les
valeurs pour lesquelles v/ )\ € Z, soit encore A = —(nm)? pour 1 € N. Alors la
solution est multiple de U(z) = sin(nmx) auquel correspond un facteur temporel

oscillant de la forme K(t) = an cos(narct) + by sin(nrct). (Solution de (2)). Toute
roquement solution de (4.7). Par

combinaison finie de telles fonctions est récip
conséquent, les solutions de la forme u(z, t) = K(t)U(z) du probleme (4.7) sont

hn (z, t) = [on cos(nmet) + B sin(nmct)] sin(nrz), Yn € N.

est linéaire donc, d’aprés le principe de superpo-

Des lors il apparait que les seule

Comme le probléme (4.7)
sition, les séries

+ 00

h(z,t) = Z [atn cos(nmct) + By sin(nmct)| sin(nrz)

mie=1

sont des solutions du (4.7). Une telle fonction vérifie aussi les conditions initiales
h(z, 0) = ho(z) et 9h(z,0) =0siet seulement si on a :

+0o0o
ho(z) = Zan sin(nnz) et B, = 0.
n=1

On prolonge la fonction ho en une fonction h définie sur R, impaire et 2-

périodique par :
= L. hD(I), SifﬂE[O,l]
h(z) = { —hg (—xz), si T € [-1,0],

fiant les conditions de Dirichlet. h est alors

On suppose que ho est continue veéri
e Dirichlet et d’apreés l'unicité de la décom-

continue satisfaisant les conditions d
position, on a

Q
g
I~
I
0o
&
£
I
S
I
=
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Finalement, la solution de (4.7) est

+oco

fo(m,t) = Z:aﬂ cos(nmet) sin(nwz),

n=1

avec oy, = 2 fol ho (z) sin(nrz)dz, Yn > 1.



Chapitre 5

Fonctions d’une variable

complexe

ntroduire les notions fondament ales concernant

les fonctions dépendant d’une variable complexe et a valeurs complexes. L’in-
térét de “passer en complexe”’ apparaitra clairement dans le calcul d’intégrales
par la méthode des résidus. I’étudiant doit étre bien connaitre les propriétés des
fonctions élémentaires d’une variable réelle (polynomes et fonctions rationnelles,
exponentielle, logarithme, trigonométriques, hyperboliques), les calculs d’inté-
grales pour les fonctions numériques d’une variable réelle et les séries entiéres.

Le but de ce chapitre est d’i

51 Au tours du plan complexe C

mplexe z € C posséde deux composantes; une

Rappelons qu’un nombre co
tie imaginaire Im(z) € R et s’écrit donc sous

partie réelle Re(z) € R et une par

la forme
z = Re(2) + ¢ Im(2),
ol 7 est un nombre imaginaire vérifie 2 = —1.
Donc (C+, .) est un espace vectoriel réel de dimention 2. Ici ”.” est la loi de
w.2ielC,

composition externe qui & chaque (o, z) € R x C, est associé a
Grace 4 cette décomposition de chaque nombre complexe, on peut identifier

le plan complexe C et le plan cartésien R?, par I’isomorphisme
Q: R? — C
(z,y) — T +1y.

Rappelons que tout point (z,y) € R? peut étre défini par un systéme de

coordonnées polaires centré a l’qrigine

{ T = rcosf

y=rsinf
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ol 7 = /Z% + 3 et 8 € [0, 2n est la mesure de I'angle que fait Paxe Oz et la

droite qui passe par 'origine (0,0) et le point (z, ). ;
On déduit que tout nombre complexe z € C peut étre défini en fonction des

coordonnées polaires par la formule suivante,

z = ||(cos 0+ isin 6),

oil |z] = +/Z% + y? est le module de z, dite présentation du nombre complexe z
en coordonnées polaires ou représentation trigonométrique du nombre complexe

z.
Dans la suite, I’angle 8 sera noté arg(z) € [0, 27| et sera appelé argument du

nombre complexe z. Notons aussi que I’expression polaire d’un nombre complexe
z peut étre s’écrire sous forme exponentielle

— 1zleiarg(z}’

ot e*28(2) = cos G+ isin . N
Sur I’ensemble des nombres complexes C, on définit deux lois de compositions

internes additive et multiplicative définies par :

' ) (a+ib) + (z +iy) = (a +z) +i(b+Y)
va+ih, 2+ el, { (gﬂ'b)x(i+g)=(z$—~by)+i(ay+bm)'

1l est claire que C(+, %) est un corps commutatif ou le nombre complexe nul
est 1’élément neutre pour I’addition tandis que le nombre complexe 1 = 1 + 0z

est 1’€lément neutre pour la multiplication.
Tout nombre complexe non nul, z+1y € C*, posséde un inverse relativement

4 la multiplication donnée par l’expression

T Sy
2 +12 z2+yP

(z+iy)~" =

Rappelons aussi que & chaque nombre complexe z € C, on associe un nombre
complexe conjugué définit par

z = Re(z) — iIm(2),

et on a les propriétés suivantes :

zZ=2z
1. Vz e C, |z|2=35€];g+

Re(z) = £ (24 2) et Im(2) = L (2 - 2)
2.V, n€Coz1+zn=71+7 et 21 X 22 =Z] X Z3;
8. Vrel:, z7h =
4, 2ER <= 7Z=2

1

N
ml“'

(aye
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5.2 Topologie du plan complexe

agraphe, on va transportet les éléments de la topologie oucli-
an complexe C via l'identification ¢ : C — R%,
C — R* définit sur € une structure d'espace

jétés suivantes @

Dans ce par
didnne de R? sur le pl
La fonction module, [ :
vectoriel normé réel, puisqu’elle vérifie les propr

1. [z{=0<‘—.-:—-*2=0;

2. ¥(a, 2) € RXC, |az] = |al|3;

3. V(z1, :2) € CL I+ =l < |z1] + |22] -

A la norme |-|, on peut associer une distance en posan
;:z-%iyetw:n-!—iﬁé(l,

d(z,w) = |z — w| = \'/(7.'.1? — O:)g + (- ﬁ)’;
(2, w) n'est autre que la distance d(¢ (2),% (w))

t pour tous les éléments

Remarquons que la distance d
dans V’espace euclidien R.
Avec la norme |.| on e
topologiques déja définis en analyse
ZQECetderayonR>

définit sur le plan complexe C quelques éléments

11 sur les espaces euclidiens R™.

1. Le disque ouvert de centre 0 est défini dans C

par :

D(z0, R) = {z € C; |z — 20| < R}

9. Le disque fermé de centre zp € C et de rayon R > 0 est défini dans C par :

D(z0,R) = {z €C;|z— 20| < R};

3. La couronne circulaire ouverte de centre zp € C est définie dans C par :

Crr(20) = {z€CiT < |z — 20| < R}

4. La couronne circulaire fermée de centre zo € C est définie dans C par :

Crr(z) ={z€eCr < |z — 20| € R};

5. Une suite de nombres complexes (zn) C C converge Vvers a € C si

Ve > O,HnoeN,Vnan:lzﬂ—a\<s.

Le nombre a s’appelle la limite de la suite (zn) et on écrit a = lim 2zn.
n—+400

Notons que la limite si elle existe, elle est unique.
6. On dit qu'une partie non vide A C C est fermée dans (C, |.|) si toute suite

d’éléments 2z, € A qui converge Vvers a € C implique que a € A.

7. On dit qu'une partie non vide O C C est ouverte dans (C,|.|) si son

complémentaire 0¢ = C\O est fermé.
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riable com;: exe
Soit D C C un sous-ensemble non vide. Etant donnée une fonction f : D —
C, on lui associe deux fanctx s réelles Re f, Im f : D — R tel que
f(2)=Ref(2)+ilmf (2), VzeC.

Définition 5.1 Une fonction f : D — C est dite uniforme ou univoque si
chagque z € D ne correspond gu'une image f(2).
Exemples 5.1 On donne deuz ezemples :

1. La fonction f définie sur C par f (2) = 2* est uniforme.
In(z) pour tout z € C*, c’est-a-dire w = h(z), avec e* = z.

2. Posons h(z) =
Posons z =1 + iy et w=1u(z,y) +w(z,y). Donc
eu-(z'y-}_{_.iu(:l:,y) LS == ret‘.ﬂ,
d'ot
r = e“(’-"y) 8t e‘a — e“’(zly)
donc

In(z) = lnr + i (0 + 2km), k€ Z.

Ce qui montre que la fonction In compleze est multivoque.

Soit zg € D. Supposons que f est uniforme.
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Définition 5.2 On dit que f(2) tend vers une limite 1 loraque = tend vers 2o

ot on deril
tllm f (=) =
sEG

si et seulement 81

Ve> 0,3n> 0,Vz € D : |z~ x| < 7 == If (=) = I| <&

Quand la limite d'une fonction existe, elle est unique. Les propriétés clas-

siques concernant la limite d’une somme, d'un produit ou d'un rapport de deux
fonctions, s’étendent du cas réel au cas complexe.

Remarque 5.1 f(z) tend vers sa limite indépendamment de la mamiere dont

le point 2 tend vers .

Le point l'infini co est défini par l'image de l'origine pax la transformation
= %— Par définition :
~Eﬂlwf(:) = lsiVe>0,3n>0, Vz€ D: |2 > n=>|f(z) =l <&

lim f(2) =

I—23p

oosiVe>U,Eh,r>0,\fz€D:lz—z0l<1;=>\f(z)\> €.

Notons que si lim f (2) = [, alors lim f (2) = L. Il en résulte Ja proposition
T—+Z0 T —tZ0

sulvante :

Proposition 5.1

lim f(z) =1+ ( lim Ref (z) =Re(l) et lim Im f () = Im (1)) 3
z—Zp X—*30

=—+30
Proposition 5.2 lim f(2) =1 s et seulernent, si pour toute suite (ZRlEE
z—tZ0

qui converge vers zo on a  lim f(zn) =L
n—+-+00

Démonstration. En exercice.

Exemple 5.2 La fonction

|

zeC — f(2) =

que si pour tout réel 0 € [0, 27| fixé, on

10 Op qura lim 2p = 0,
n=—=

n‘a pas de limite au point 0 parce
= e

considere la suite de nombres complexes, 2n = 3

mais Iirr_+1_ f(za) = e2 dépend de 0.,

Définition 5.3 On dit que f(z) est continue en 2o s et seulement si lim § ()=
Z—2Z0

f (20)-
inue sur D st et seulement si elle est continue emn

La fonction f(z) est cont
tout point de D.
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Les propriétés classiques concernant la somme, le produit et le rapport de
fonctions continues s'étendent du cas réel au cas complexe.

Z
T E zr— 2| et z— - = —
S

Exemples 5.2 Les fonction

sont continues sur leurs domaines de définition.

Proposition 5.3 f(z) est continue en 2y si et seulement si toute suite (z,) C D
converge vers g, la suite f (2n) converge vers f(z).

Démonstration. Une application de la proposition 5.2 et la définition 5.3.

Proposition 5.4 Pour qu’une fonction f : D — C soit continue il faut-et {1/
suffit que l'image inverse par f(2) de tout ouvert (resp. fermé) de C soit un

ouvert (resp. fermé) de C.
Démonstration. Il suffit de la démontrer soit pour les fermés soit pour les
ouverts, puisque ]
FHA%) = (F71(4))°.

Soit A une partie ouverte de C. L’implication directe est évidente avec les

suites.
Réciproquement, soient 2 € C et € > 0, on a f~1 (D (f (20),€)) est un
ouvert, donc il existe 7 > 0 tel que

D (20,m) C =1 (D (f (20),¢))

c’est a dire
VzEDr']D(zg,'r))=>f(z)ED(f(zO):E):

donc
ve>0,3n>0,¥z€ D: |z~ 20| < n=> |f(2) = f(20)| < &.

Proposition 5.5 L image d’un ensemble compact H C C par une fonction
continue f : H+— C est un ensemble compact.

n €St une suite de points de f(H) et vp € H
admettra une suite partielle
n 8dmettra une suite partielle

Démonstration. Soit Si (un)
est un point tel que f(v,) = u,, la suite (@)
convergeant vers un point v € H, donc la suite (u,,)

convergeant vers un point u = f(v) € f(H).

Proposition 5.6 Supposons que O C C un owvert non, vide et f une fonction
continue. St une partie non vide O’ CO est connexe alors son Tmage f(of) est

connexe dans C.

Démonstration. En exercice.
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5.4 Fonctions différentiables et fonctions holo-
morphes

5.4.1 Fonctions différentiables et fonctions holomorphes
es C on peut le voir soit comme un espace
ou soit comme un espace vectoriel sur C
lexe est égale & un. Donc il y a deux
les applications R-linéaires et

Le corps des nombres complex
vectoriel sur R de dimension deux,
lui méme, dans ce cas Sa dimension comp
catégories d’applications linéaires A:c —C:
C-linéaires.

Soient D € C un sous-ensem une fonction f : D — C.

ble non vide et
On dit que f(z) est dérivable au point 2 € D si et seulement st
_ fh+—fG)
h—0 h
eriste, indépendamment de la fagon dont h tend vers 0 dans C. Cette limaite,
df st appelée dérivée de f en z.

notée f'(2) ou g2,
Remarque 5.2 La fonction f(z) est dérivable en 2o € D, si et seule

lim &=L eC.

=—20

Définition 5.4

ment St

)

Définition 5.5 La fonction f est différentiable €
un nombre compleze f'(z) tel que

F(z0 + h) = f(z0) + f'(z0)-h + o(|Rl), Yh €C.

n zp siet seulement st il eviste

L’application C-linéaire

df (zo)s E==2
z +— f'(=)2

s’appelle différentielle de [ au point 2o.
able en z st et seulement st elle est

n 5.7 La fonction f est dérv
dans les deuz définitions précédentes.

Propositio
(2) a le méme sens

différentiable en z, €t il
on. Supposons que f est dérivable en z,

i LD =IO _ g

h—

Démonstrati donc

On peut écrire

flz+Rh)=f()+f (z) h+o(|h]),

)
h—i0

— lim f(h+z21—f(Z) —f’(z)_—-().

h h—s0

La réciproque est évidente.
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Définition 5.6 La fonction f est dite holomorphe sur D si elle est déniva?le
en tout point de D. La fonction f': D — C, 7z — V' (z), s’appelle la fonction

dérivée de f.
Remarque 5.3 Les fonctions dérivées d’ordre n, 2 0 d’une fonction f : D — C
se définient en utilisant la formule de récurrence,

f(n-l'l)(z) S (f(nJ (z))’ VneN, Yze D,

avec la convention fO) (z) = f (2).

Les régles de dérivation (somme, produit, quotient et composée) sont les

mémes que celles utilisées en analyse réelle.

Exemple 5.3 Pour tout entier n > 0, fonction f(z) = 2" est holomorphe sur

C et sa dérivée au pont 29 € C est donnée par

o) = tim Z=(a)
zZ=2

Z—tzg

= LHm (T  b  2(2)" R 4 (2)™Y)

F—*zp

= n(z)"" L
Proposition 5.8 $i la fonction f est dérivable au pownt zg € D, alors elle est
continue au point z,.

Démonstration. Pour tout £ #£ 0, on a

fh+20) = f (2) = f(&+z0]i—f(zo) % h.

Par passage a la limite, on trouve

Wlm f (A +20) — £ (20) = f'(20) x 0 = 0.

D’o1l le résultat.

Enongons, sans démonstration, un théorame important

Théoréme 5.1 (Conditions de C'auchy-Riemann). Supposons que O C C
un owvert non vide. La fonction f(2) = u(z, Y) +iv(z, y) est holomorphe syr 9)
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Analyse
conditions

es sur O et satisfont aur

¢ siu et v sont différentiabl
de Cauchy-Riemantt :

81:._@ ou ov

si el seulemen
(ou équations)

De plus, on @

o= Lrig '

oz o0z 0% oy Oy oy
> est continue SUT C,
artie 1magin

mais n'est pas holo-

ple 5.4 La fonction f(z) =
aire de f(7) sont

Exem
morphe Sur C. En effet, la partie réelle et la p

w(ay) =3 etv(@Y) =Y

ne vérifient pas les conditions de Cauchy-Riemant, putsque

ou ov
e

=
ables, alors les conditions de

Si u et v ne sont pas différentt

Remarque 5.9
t nécessaires mais pas suffisantes.

Cauchy-Riemanmn SO

Exemple 5.5 Soit la fonction

e} = = 2 1 - .
On a ﬂ—‘_}_—{f,ﬁl = (£)" n'admet pas de limite quand z tend vers 0. Ce pendant,
puisque la partie réelle u(z,y) etla partie imaginaire v(z,y) de f(z) = —5% = \-T

sont
22 —3zy® . isnyR
u(w, y) — { T +y‘3 ,(I) y) :fé (01 O) Et 'U(m, y) — J;Q’%_EQE, (:D,y) % (0, 0)
0(z Y= (0,0) 0; (z,v) = (0, 0)

Et on a

% (0,0) = mlhjoi_)_i—lu 20)-409) ]

84 (0,0) = yli‘r%ﬂo»_ny:%(o—'Ol =0
et

0(2,0)=v(00) _

84 (0,0) = lim ==="o
viU.E!—-‘U{O,U! =l 1

av .
By (0’ U) = ylino y—0

done les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiés, mais f(z) nest pas déri-

vable au point zp = 0.
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L= Ll - ST Y
. - = .
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---wé“c. ﬁ-:lﬂ‘?‘ﬁ est un espace vectoriel, um'h 1o
(ear i et stable par ls somme of b 4': ‘

Théorbme 5.3 Seit T aq (2 = 2)" wne série entidre de royon de comvergence ,F
R > 0. La fonction ddfinie wur ls diogue owsert D(s, R) por la strie entidre

o f(2) = Y 0a (s~ m)"
]

dwdn“'-lﬁ!d“hpbdﬂl*
g [ (2) = Y mag (2 - 2)*,
a2t

ls fonction [(2) et de C™ ot on & ™)) = nla,, ¥n € N.

Démonstration. [I suffit de démontrer le théordme dans le cas ol 2y = 0.

Notons auss que bm deux wires entidres };...a"d%:n.l"‘mh*
- L]

m&ml)ﬂ.hmﬂrﬂﬁ(t(ﬂﬂh“
entidres convergent normalement of uniformément sur le disque fermé D(D, r),

&ﬂuhmwg?hlr‘" comverge
Soit 2 € D(0, K). Pour wut 2 € D(O,R)\ (%), on s

Ja)-f(n) _ 1 -
s —,_,.?;-.u' (x)")

= Yoaula ' 4 b4 a()*? 4 (0)*).
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Si 2, 20 € D(0O,7), on a |z] < 7 et |20l <7 donc
N gl = e a(z0)™ 2+ (20)" )| < mlaal?™

or la série 3 njan| "~ converge, donc lasbiie T aa(a™ "+ 2 gt 2 z0)" 2 +(z)* ™)
n>1 n=>0

converge normalement sur D(0,7), et on a

lim M = lim ) on it s 20 4 2(20)" 2 + ()™ Y)
3——2p z— 2 A'v—‘:-anzo
= lim an (et M2z + 2(20)* T+ (z0)" ")
nZDM 2
= S naa(z0)" " = f(20)-
n>0

Par conséquent, la fonction f(z) est holomorphe sur le disque D(0, R).

f:D—C est

Remarque 5.7 Soit D un ouvert de C. On dit qu'umne fonction
érie entiére au

analytique au point zp € D si elle admet un développement en $
voisinage de Zo, dont le rayon de convergence R n’est pas nul.

Exemple 5.6 La fonction z+— = est analytique sur le disque owvert D (0, 1),

et pour.tout z € D (0,1), on a
1 +c>0
= k
11—z = Zz
k=0

SR s

5.4.2 Exemples de fonctions holomorphes

L’exponentielle complexe z — €”

Pour tout z = T + 1Y, ’exponentielle complexe est défini par
¢” = e® cosy + ie” siny.

La partie réelle et la partie imaginaire de exponentielle complexe e sont deux
fonctions de classe C*° sur R?2, de plus, comme en tout point de R? les conditions
de Cauchy-Riemann sont vérifices. Donc la fonction exponentielle z — e* est
holomorphe sur C et elle vérifie les propriétés suivantes -

el () =
Vz,C€C, ett = e”eS;
vzeC, e #0;

= 1

VzeC, e "= i
e? = 1 &= z € 2irZ

A =t R
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L =
E o= I+Z+-§ +§ = ...

cosz = l——z;'—-l—:-l—m
sinz = z—g-!—g;%—...
coshz = 1-!-%4-5;4—..
sinhz = z+§+§+"

5.5 Intégration des fonctions holomorphes

Définition 5.7 Une application continue 4 : [a,b] — C s’appelle chemin.

1. On dit que le chemin est de classe C* par morceauz s'il existe un nombre
ﬁrddepofnts(mwsub:ﬁm’sion)a=a1<ag<--<an=btellequela
restriction de l'applicaiion 4 sur chague intervalle lax, axsy[, pour tout
1<k <n—1 soit de classe C" et f (oF) et f' (o) existent.
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¢, Le point 4 (@) ¢'appelle I'origine du chemin n et le point ~(b) eatrémité

du chemin 2 -
9 Sin(a) =1 (b), on dit que
4. L'image r = (W)t € a, b} g'appelle courbe parar
complexe par 'application 2 -

le cheminn est fermé ou Ut circuit ou UM locet.
nétrée dans le plam

BExemples 5.3 On donme deux exemples @ UM lacet et un chermin.

1. Soient 20 € C etr e RY. Le chemin fermé
o2 — C
t +—r %0 +'re“
est appelé le cercle de centre 20 et de rayon T, parcoury dans le sens direct.
9. Soient u,V € C. Le cheman
(Ot C
t — (1-—t)u-\—t'u
est le segment orienté d’origine U et d’extrémité v ; on le note ['u.,'u].

L ’applicatiomn continue 1~ *

Définition 5.8 Soit 3 ¢ a0} =2 C un chemimn.
posé ou chemin

[a, b] = C définie par ) = Aa+b— t) s'oppelle chemin 0P

inverse du chemin 1 -

~

Soient f : D — C une fonction continue €t 2\ oy OYi= D un

Deéfinition 50
pelle intégrale de f le long de I’ expression

chemin C* par morceaus. On @p

: b n—1 pogil
[#d= [fawn'® =S| e

e

[ 'intégrale J',r f(z)dz se note ausst ParT IFi (z)dz, avec T =1 ((a, b)) - Sin est

fermé, on utilise la notation % f (2)dz.
~

que 5.9 Cette définition ne dépend pas du choiz du paramétrage, c’est-

Remar
difféomorphisme de (o, B) suT [a,b), alors 12 = 0@ est

a-dire que St & est un

7




Proposition 5.10 Soient f : D — (
un chemin C* par morceauz. On a

[ 1@i=-[ 1@
Démonstration. On a
[ f@e = [167@) 6 @
it Ja
b
~ [ FO@+b-0)y @ +b-t)ar
= / £ () (s)ds

/f(z

Proposition 5.11 i f(2) = u(=,y) + iv(z,y) et (t) = z(t) + iy(t), alors

Il

[r f(2)dz = [, (u(z,y) dz —v (z,y) dy) + 1 f (u(z,y)dy +v (z,y) dz).
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Demonstration.

/f{z)d-z /m (1))4" (£) dt
7]
/ w((t), y(1)) + wla(t), y(t)) (& () + 4/ (t)) dt

ol
/ (u(z(t), y(£))z' (t) — vx(t), y(t))y (1)) 4t

b
< / (ula(t), y())y (8) +v(z(t), y(£) )& () ot

o 01

= / (u (2, y) do: —v (z,y) dy) + 1 / (u(z,y)dy +v (z,y)dz).
2 Joy

Notons que lintégrale ci-dessus est une combinaison linéaire d’intégrales
curvilignes réelles. Les propriét De plus, s I's
et I'; deux courbes tel que Iextrémité d’
l'origine d'un paramétrage de I'y alors

/I Fle)de= / £ do+ ] £ (2) dz. (Relation de Chasles)
r,urs ry Ty

vide de C et F : D — C une fonction
e la fonction f

65 de ces derniers sont conservées.
un paramétrage de I's coincide aver

Définition 5.10 Soit D un ouvert non
holomorphe sur D. On dit que F(z) est une primitive sur D d

: D — C s1,
Fl(2)=f(2), Y2ED-

, lorsqu’il existe sur un ouvert connexe elle est
C’est-a-dire, si sur un ouvert connexe non

Une primitive F (z) de f (2)
t des primitives de f(z) alors 12 fonction

unique & une constante additive pres.
vide D les fonctions F(z) et G(z) son

F(z) — G(z) est constante sur 10}
primitive d'une fonction continue f

Proposition 5.12 5 F : D — C est une

: D — C, alors _
/f(z)dz:F('} ) =F (@),

Jry
b) — D de classe C! par morceaus. En particulier, st

pour tout chemin 9 : [a,
1 est fermé, on a

j{f(z)dw 0.
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En particulier, si~ est fermé, on a

Remarque 5.11 La formule d’intégration par parties reste valable.

Exemple 5.7 Calculons [, 2°dz, ot = [i,1+1).

/ _z?'d-z =
T

| = co] —
o
N
T
N
—
(=1
N

—

(43 )

I
ol = o
P

21 (1 +1) +1)

[
|
ol 0o
+

La longueur de la courbe T' = 4 ([a, b]) est définie par

5 b
long () = / el = [ @)
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Calculons, par exemple, Ia longueur de Vare I’ paramétré par I'application 4 (t) =
2o + Re" avec L € (8, 8]

&,
long () = [. h' ()] dt

L
-

=

Par conséquent, si on prend 6y = 0 et 9, = 2= on déduit que la longueur
d'un cercle entier de centre z et de rayon R > 0 est égale 4 27 R.

Définition 5.11 Un domaine est simplement conneze 51 tout chemin fermé
incly dans D peut étre réduil & un point par déformation continue, sans quitter

D. On pourrait dire aussi que le domaine est sans trou.
Par exemple un disque est simplement connexe mais une couronne circulaire

n'est pas simplement connexe.

Proposition 5.13 (Formule de majoration). Soient f : D — C une fonc-

tion continue, 4 : [a,b] — C un chemin C* par morceauz et T =1 ([a, b)) Alors

[;f (z)dz /: £ ) (@) dt\

b
< ] I (3 @)l ()t
< M.long(T),

avec M = sup |f (2)|-
zel

Définition 5.12 On dit que deuz chemins 4, et 1o sont homotopes dans D,
si on peut déformer contintment, tout en restant dans D, l'un des chemins en

lautre.

Exemple 5.8 Dans un domaine simplement conneze, tout chemin fermé est

homotope & un point.

Théoréme 5.3 (Cauchy-Gaursat, 1900).

1. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine simplement conneze
D c C et soity un chemin fermé contenu dans D. Alors

jgfdz=0.
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: imolement conn
2. Soit f(2) une Jonction holomorphe dans mahdomm. femm;é ;ﬂxena ‘::ansﬂ;
DCC, sanfenz;, 235,... 2 e soit B = decacm s oy in fermé confenu
entourant tous ces pomts. Si4; (1 £ < k) est o fhemmx pas les aqutres
dansg le domaine intérieur 4 + entouwrnni z; ef n'eniourani |

2 (1 # 7), alors »
fraz=3 ¢ sa=

: . ¢ basée sur les deux
La démonstration du théoréme de Cauchy-Gaursat est
thaorémes suivants.

2 25 : u et v sont deux
Théoréme 5.4 (Formule de Green' -ann 18‘28i -j; I;Oqu. k.
[fonctions continues sur un domaine stmplemeni conneze )

: : - 3z et y. Alors
leurs dérivées partielles respectivemnent par rapport @ y

oY %)dxd
¢ udzr +vdy = = Y-
%r,ndf vdy /L(&I By

Théoréme 5.5 (Gaursat?, 1900) Si une fonction holomorphe sur un domaine
: :
sirmplement conneze D 4 valeurs complezes, alors f (z) est continue sur D.

Goursat

I George Green (juillet 1793 - 31 mai 1841) est un physicien britannique. Il est I'auteur d’un
Essai sur application de 'an alyse mathématique aux théories de électricité et du magnétisme
paru on 1828,

z-hmn-Hn.pf,ir:tt: Edouard Goursat, né le 21 mai 1858 & Lanzac, mort le 25 novembre 1936
A Paris, est un mathématicien frangais dont le Cours d’analyse a longtemps fait autorité.
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Analyse
aordme de CauchyGau rsnt.

ration du th
(a,y), on 8

)= u (m,p) + 0
/‘ J(2)dz: / (udax - vdy) -+ 1 j (udy + vda) -
S Sy 2!

D. Comme U ot v son
_Riemann on &

Démonst
1. Soit [ (=

n. On a NG t de

dont sa frontidre eab
mule de Green

alors d'apres la for

~duv OBu
$ udx — vd — ntAG R R L ) L o
uaa vay j[a\ ( B Oy) Ay

e i
[ fOu v
ot {Utf;l.‘ 4-udy = j ] (i—-— = ——) dxdy.
75 A \ 0w oy

iong de Cauchy-

le domaine

Soit A
("."(Gmu's:\l.),

classe

Riemann sont

i f (2) est holomorphe dans [, don¢ les condib

¢
vérifices
Su O ; ov ouw
N e S £
or oy Oz oy’
par conséquent f(2)dz=0.
g de 7 et une coupure & chaque 1 ;

A
9. On la démontre a l'aide de k coupure
ot on applique le Théoréme 1 de Cauchy-

5.1
dont sa frontiére 0 est

Remarques

{. Le Théoréme
simplement CONTELE.

reste vrai St seulement le domaine
o Pour un réciproque du Théoréme de Cauchy, il y a un Théoréme de Mo-

rera’. (Voir TD)

Morera

domaine nomn vide

morphe dans un
alors

est une fonction holo
és homotopes dans D,

Jeus chemins ferm

. 1“1f(3)d3 = .{‘“f(z)d:.

en 18 juillet 18
au théordme de Morera.

Corollaire 5.2 5if (2)
DcC etsiMn et g SOTUL (

56 A Novare et décédé

gt un mut.lu"umt.iuit
ast agsocid

n italien, né

3 GGincinto Morera ¢
en 8 févrior & Turin., Son nom en analyse complexe




z st ag, Ischcminq,Uu femé,-done
f f(z)dz e f 1o~ f f (i,

[ sz = | s
Jory
Proposition 5.14 Soit [ (z) une fonctfian holomorphe sur un domaine gim-

plement conmeze non vide D. Pour tout » € D, lo fonction z v F(z) =
f f(uydu est holomorphe sur D et ¢ Yest une primitive de f(7) sur D.

Démonstration. Soit z € D et Az son acroissement tel que z + Az € D.
On a

F(z+ﬂZ;-F(z) -

T AV
- 1};(/ f(u)—f(z))du-

L fonction f est continue en z, done

Ve 0,9n> 0,Yuée D : |ju=7| < n==|f(u)~ f(2)| < &

Pour tout u € 7,2+ A7), 3t € [0,1] tel que u = z = tAz. Donc on & |Az| <

n=u~-12z <1

B4
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Pour Az suffisament proche de 0, on &

F(z+¢£-ﬁ(z) e

Ce qui prouve que

lim
Az—0

18z

: |2+ Az —2zle=¢

F(Z+&52—F(2) =f(z)¢______>Fl(z)=f(z)' VZED

Théoréme 5.6 (Formule intégrale de Cauchy) Soient f(z) une fonction
holomorphe dans un domnaine simplement conmeTe D ety un chemin fermé

contenu dans

D. Alors pour tout z dans lintérieur de 3

A

=2

En outre, la fonction f est indéfiniment dérivable dans D et omt @

F0 (2) =

~ est parcouTu dans le sens positif.

Démonstration. Solent 2 € D tel que

formé 7 et C = 2+ rei®, un cercle

de rayon assez petit. La fonction 7=

nl [ F©O g vneN.

% ey (C" Z)n+

» appartient & lintérieur d’ un chemin

est

holomorphe dans D\ {z}. D’aprés le Théoreme 2 de Cauchy,

f(9) / £(9)
L A G
0% C — 2 C C C A2 C
27 0
= f_(z_i%e_._)-im‘iedg
0 ret
27 }
= 9 ] f(z +re'?)do.
0
Comme f est continue, donc
. <27
Lf—(g—dc ="z lim f(z 4 re?)db
C =AU
27 :
= j Jim f (z + re'?)df
0 r—0
= 2mif(2)-

D’ou la formule 1.

La formule 2 se démontre par récurrence.

Théoréme 5.7 Soit f (2) une
conneze non vide D.
f est analytique sur D

89

onction définie sur umn domaine $§

si et seulement si elle est holomorphe sur D.

implement
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Démonstration. L’implication directe est déja démontré. Voir le Théoréme
5.2.
Réciproquement, sup

posons que f est holomorphe sur D. Soit z € D, alors
il existe un disque ouvert [ (20, B) C D.
Soient r > 0, z € D tel que |z — z|
2y et de rayon 7.
On sait que

<1 < R et C,(z), le cercle de centre
Cauchy, on a

S est holomorphe sur D, done d’aprés la formule intégrale de

1 £
(@) =5 jcr g
or

x c~zo,§( )k'vcec’(%)'

puisque /‘—5‘1{ =

— —Jl:;:‘ii<1 Done
1 ()
1@ = o [ Ha
L ifie 24 *“‘(z—zu) 5
2#3/6 C—zc,}; (— 2z <
R i {5
T 2mi

La fonction f est continue sur C, (z0), donc elle est bornée sur Cr (z)
a-dire IM > 0, tel que

I (Ol < M, ¥ € C, ().

Donc |
f(€) KoM (2= z\*

T E—2) | € —x [ =2 ,

(¢ - z)**! < )

T '
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? 2| = 00 ke
et on a la série numérique > (1‘—-'.--"-'-‘1) converge ("*—'—:—"‘J‘ < 1), done 1a sbri
: 20 e = ~ . % irie

k=10

+on
e

R HE) s =\ conv :
RIS ezl C z0)" converge uniformément, Par conséquent
1 +co
fln) == f Z S (©) k
: i T o — )
, T Jo. k:.;(C = zu)k+1 ¢
“+oo
e 1 f Ji(S)
= e —_——d z — -
= (27” e (¢ —=z0)" S
+ oo
= (#5% (Z - )."D)k =
k=0
avec ar =

5.5.1 Séries de Laurent, points singuliers

Définition 5.13 La sérze
400

+0co too
Z ax(z—20)" = Zﬂ-k (z— =) +z =
k=—c0 k=0 = (z — z0)

s’appelle série de Laurent centrée au point zg € C.

. +co k
1. La série Y axr(z — zg) es
k=0

t appelée la partie réguliere (ou holomorphe) ;

+ oo
2. La série ) (s‘_l_'::}k est appelée la partie principale.
k=1

2. On dit que la série de Laurent converge si ses parties principale et réguliere

convergent.

Toute fonction holomorphe f - Crr(z0) =

Théoréme 5.8 (Laurent', 1843).
en série de Laurent centrée au point zo ie. :

C se développe de maniere unique

+00
f (Z) = Z ak (Z " zﬂ)ks Yz € OT‘;R(‘?’O)s
k=—c0
e HORSEER
k o n((g—-zlj)k-!_l ) -

contenu dans la couronne. En outre,

o~ est un chemin fermé entourant Zo et
ans toute couronmne ouverte contenue

0
e converge uniformément Vers fd

cette S€TL
dans Cr.r (20)-

1 pierre Alphonse Laurent,
mathématicien frangais connu

est un

né le 18 juillet 1813 & Paris et mort le 2 septembre 1894,
pour la découverte des séries de Laurent.
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hmg(gg)'-muu-“mr-ﬁ . g

ag=]

{uc.-.q. - #0] < Ry} contenue dans Cr,n (o), car |$ta| = tezal < 1,

i o (5= (3 . ) o=

or Cy et 4 sont homotopes, alors

i = | e e

Pour Ia seconde intégrale, soit ( € C;, on a
o 2 ey BRR i

(-2 TN pp—

- =L ().

r=0

L_~ - i <, uhmg(ﬁg).mﬂwmd-
toute couronne ouverte I' = (2 € C, 7y < |4 ~ ay| < Ry} contenve dans C,  (2),

donc
[Qg o L _L).f(s_,h)

-i—;; C|(-‘d< 2m cll 2q

it ?_:o( A E]_LQ_‘«) (2~ a)~*"
© E (o ) e-wr e
- ‘_E ( [ )(c--u)"

i ?_
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puisque 3 et C, sont homotopes.
L’expression des coofficionts an de la série de Laurent trouvée impliques que
les a,, ne dépendent que de f et done ils sont uniques. Ce qu'il fallait démontrer.
Classification des points : Soit f(z) une fonction holomorphe sur un
ouvert D de C, sauf peut-8tre en un cortain nombre de points.

1. Un point zg € D est un point régulier pour f(z) st a—k =0, vk € N*.
Dans ce cas, la série de Laurent est

oo
f(2)=> an(z— ¥5) 1
k=0

9 Tout point qui n'est pas régulier est dit singulier ; on dit que f(z) pos-
sade une singularité en tel point. En ce point, la fonction f(z) n'est pas
dérivable.

3. Un point singulier est dit isolé s'il existe un disque ouvert centré en ce
point ne contenant pas d'autres points singuliers. Dans la cas contraire il

est dit non isole.
4. On distingue deux types de singularités isolées :

(i) Le point 2o est un pole d’ordre m > 0, lorsque

+o0

=) il

=—1T

i.e:
o
(Z = ZQ)m,
avec g(2) holomorphe au voisinage de zg et telle que g(z0) # 0.
(ii) Le point 2z est un point singulier essentiel s'll existe une infinité de
coefficients a—x NON nuls.

Exemples 5.4 :
1. Sur le disque ouwvert D(0,1), on @

1
1—2

b

9. Sur la couronne {zeC/ |z| > 0}, le développement de Laurent de la fonc-
1

tion f (2) =€ +€* est

zt =
fz)=2+ Z-HJFZW.

keN* keN*
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mmmplo 5.9 La fonction rationnelle

2

o=y
est méromorphe sur C; 0 est un pole simple de f (z) et | est un pole double. » —
Définition 5.15 Soit f (z) une fonction holomorphe dans un voisinage de 25 €
C, prévu du pole zy. On appelle résidu de [ au point zy, le nombre

Rés (f (2), 20) = a1 = i [ fladd.

c'est-a-dire le coefficient de 1/(z— zp) dans le développernent en série de Laurent
de [ au voisinage de z.

Théoréme 5.9 (des résidus, Cauchy 1826). Soit D C C un domaine, zy, 3, ..., 24 €
D et f: D\{z, , ..., 2} = C, une fonction holomorphe. Alors

j f(a)dz = 223 Rés (1 3), m),

J=1

ot utunchcmimfemécmtenudmqudamkmmﬂﬂ,i
lintérieur duquel sont contenus tous les z .

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théordme 2 de Cauchy et la défini-
tion du résidu.

Calcul des résidus :

a) Lorsque 2y est un pole d'ordre m de f(z), alors

e s
Rés (1 (2),20) = s im (s - ()
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1) Lorsque 2 est un pole simple de la fonction Jitz) = 5{3 , avec P(zg) # 0,

{-\,}{ .'\“1} = () ot ‘.\)r(.-'fu) ;é 0 alors
i
Rés (1 (2), %) = .
l'u fonction f(2) = ~———3—i—-; posséde deux poles : 0 est simple

(=-1)
, dont les résidus sont donnés par,

Rés (f (2),0) = lim (zf ())

Exemples 5.5
et 1 est d'ordre 2

= =3,

= lim
=0 (z — 1)

Rés(f(2),1) = lm((z=D*f (z))
hm—35=—3.
21—z

5.5.3 Applications du Théoréme des résidus au calcul d’in-
tégrales
e Théoréme des résidus est particuliérement utile dans le calcul de certaines

intégrales réelles définies ou généralisées.

Intégrales de type foh R (cos 6, sin 6) df

Le but de cette partie est de calculer les intégrales qui s’écrit sous la forme
I = [°" R(cos0,sin6)dé, ou R est une fonction rationnelle en cos et sin dont
le donommateur ne s’annule pas dans 'intervalle [0, 2w]. Avec le changement de
variable z = ei? , qui transforme [0, 27] en le bord 4 du disque unité du plan

Y

complexe. Voir FIG. 5.2.

0

0 2.?'{ f 15)/ :L

FIG. 5.2
Donc . ;
e _ g
= et sinf=———,
20

=
(0{0)5] 2
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=

= 47rZRés( 2+4 +1,|z;,|<1)

Or —2+ /3 et —2 — /3 sont les péles simple de la fraction, mais "—3-'2 — \/‘3\ -
24+v3>1 et ]—'2+\/§| —2—+/3< 1, done

S, 1 s 2o LSRRG TR
2= dnpis o :
0o 2+cost : { e"3(2:'2—}-41-:45+1_ % )

2m/3

A
Remarque 5.12 Notons que si la fraction rationnelle R(cos(t), sin(t)) est in-
tégrable sur l'intervalle [0, 2] elle posséde des coefficents de Fourier complexes
donnés par |’expression,

27
C_np = i R(cos(t), Sin-(-t))ei"'t dt
2m Jo
Cort ey 5 ‘24zt 2=z N\ :
& 27 |z|=1R ( 2 2 % ) 2 dz', Vn € Z.
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Intégrales de t s
. ) type [ SR o
. o Q{x ar

Soit J = [*‘“ P(=) r
i i, S a'(','.,d.r. avec -:.Q’% une fractic ]
PO (x) —d&®*P(z) > : Q= ‘action rationnelle. On suppos
‘bku- : 11« : (31) fi 2 et Q(x) #0, Vo € R. st

onsidérons la fonction z +—— &42 :
onction z Q—i;% A variable complexe associée A la fonction

ki une va l‘l'\l‘l(‘ I “l‘nl" * M ""K—l Cqul sb tll [l'[‘l 3 SUIL al I.l en un 'I[(“[l.‘ e
L atlaw ac -

fini de singularités. On va i

i fularités. On ve désigner par {z, 2 z 1 §

qui ;ﬂ;ppm‘mnnnnnt, au demi-plan snp(-:ricur{ fla;"‘!:.Ez‘.;}(;e;rt?zn}g‘iaél}tés i
Jongc, si pour rGe > : : :

£ ll: Ccouxrlh;;u;l :imiltg;tlhfli :‘RT;I?i:B(IzlL 122l «oes |Zal) on‘intégre la fonction f(z)

! 14 — ikl y - - 1 1
i e : parcourue dans le sens trigonométrique, ou
5 centre Vorigine et de rayon R, le Théoréme des résidus

implique que

P (2) N +R p(2) P
) Q(w)““f%cnzz_%‘“

= Zm',kiﬂRés (%((—‘?) zk) :

Par passage & la limite, on a

=P (@) P(2) =
de =— lm LRy i 3 —P;Lz—)
L e T Q(z)‘zk)

Le lemme 1 de Jordan suivant permet d 1 i
P e calculer Rmm j%cﬂ f(z)dz.

ue sur le secteur défini par

Lemme 5.1 (Jordan®) Soit f une fonction contin
zf(z) =0, alors

s=re® 7>0,0<60<0s 9, <2 .Si lim
| 2| —-+o0

Jim f(2)dz=0,
Ve
oA, est larc du cercle centré & l'origine et de rayonT compris entre les angles

61 et 92.

Jordan

le 22 janvier 1922

er 1838 & Lyon et mort
ndamental dans la

fois pour son travail fo

mille Jordan, né le 5 janvi
ancais, connu & la
nfiuent Cours d'analyse.

5Marie Ennemond Ca
a Paris, est un mathématicien fr

théorie des groupes et pour son 1
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D'aprés le Lemmao 1 de Jordan, on s “_l_l__r]q } f& a1 J(2)dz =0, Done

v e P(f")" iy (
/ O )dc .hr:) Itéa (Q( ) Jm (z) = 0 )

e b

Exemple 5.11 Calculons f";:” im’f da. Posons [ (z) w 1+;*: 1020 quatre
poles simples py = e (LR2R) /4 o v 3, s seulement gy = et % of >y =
qui sont dans le demi plon m:‘.pémr ur H’ . Done

o0

-,__1_-’.1..(1:;; 2'rr£>:hléﬁ (f (2),Im (p) > 0)

J w00 1+ @ o,

V2
2

.

: o0
En outre, on peut déduire que .[U : |rﬂa!,c = ‘ﬁzw

Remarque 5.13 Si -g—g)j est paire, on peut utiliser cette méthode pour calculer

+o0 P%z} . 1 oo Plz) 4
j;j Q::dxm-if-co Ed.ﬂ.

Intégrales de types f_ls g—%—% g, [0 e g—%ﬂ cos (mz)dz et [T i %t—)- sin (mz) dz

Remarquons que

+OOP( ) g loop( cos (max 1 ‘+mp($)sinm T
o= [ grestmada i | G sn(me)de

On suppose que :

— d°Q(z) —d°P(z) 21
- Q=) #0, Vz € R;

— m# 0.

Si m > 0 (resp. m < 0), on choisit un réel r > 0 strictement supérieur aux
modules des racines {z1, 22, ..., Zn} de Q(z) qui appartiennent au demi-plan su-

périeur Ht (resp. au demi-plan inférieur H™) et puis on calcule j’r %(z—})e"m’dz
sur la courbe simple fermée 4, = 3C; U [—r,7] od 7 > maz(|z1), |2, ..., |z])
et 1C,. est le demi-cercle inclu dans H" (resp. H™ ) centré & l'origine et de rayon

r.
Le lemme 2 de Jordan suivant permet de calculer lim [ 10, ?.7% iz

r—++400
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Lonun;} 5.2 (de Jordan) Soit f une fonction continue sur le secteur défini par
z=xre” ;7> 0,080 <0< <n . Si I' 1Ilim J(z) =0, alors

E| =400

lim f(z)etm*dz=0, m>0
Tr

=00

ot . est l'arc de cercle centré a l'origine et de rayon v compris entre les angles
91 et Ba.

Le méme resultat reste valable pour le cas m < 0 & condition de considérer
l’arc de cercle dans le demi plan inférieur Im (z) < 0.

On fait tendre r vers Vinfini, en appliquant le Théoréme des résidus et le
Lemme 2 de Jordan, on obtient

2mi >, Rés (%%%e‘m”,z;:) ;s m>0

i P(I) imz e Im(=zx)>0
—e 0L — - PR S
—o Q(2) —omi D Res(Q:e "|zk)3m<0
[m(-‘:k.}ﬁﬂ

0 4 (bz
Exemple 5.12 Pour tous les réelsa > 0 etb> 0 calculons Vintégrale [g £ c—;""m-}dx.
On a deg ($2 +a?)—-0=22>1, 22 +a? #0,VzeR et b> 0, donc

f+m cos (bx) B 1 j’+°° cos (bx) o
0

z2 + a? = 9 - m2eral

ﬂ.e—-ba

2a

Remarque 5.14 Sila fonction f(2) possede des poles simples sur Vaze réel, on

oy S : e
raisonne de maniere analogue au cas précédent en intégrant Fa fonct'zon J; ér?tés -
sur des chemins fermés modifiés de fagon @ ne pas contenir ces Singu

en utilisant le Lemme suivant : )
. | o

Lemme 5.3 (du petit cercle (Jordan)). Soit S={zeCir<\z z| €

ot G = arg(@f= f2} un secteur Ton vide. St

he telle que
holomorp ot Cl=c s

Z—*<0

z€S
ie : 2o est un pole simple de f (2

i t € (61, 02|
courbe 1.(t) = 20 T T€ € S avec (01 |
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Exemple 5.13 Calculons Joree sk dy,

Considérons _fT‘_lR £-dz 0¥ YR = iCr U RIV JCRU[-R, ~r] tels que
1CT et 1Crh+ sont les demi-cercles de centre 0 et de rayons recpectives T et
R situés dans le demi-plan supérieur H*. On a

—1 i

ets eis R giz P e
[ —dz = 0= —dz +[ —dz+ f —dz + —dz
" L  Yoiy z Al &C; z S ]
R ei: m e—‘i:l:

= / e—dz+/ € dz+ —————dz
yor i ‘”

z G; Z r
15 :-B
- / < dz+[ -—dz-i—21,f EEI——d:z:,
.lc'_ z %CE Z ™
donc ! & el T 1=
% / SN Y = — / & g f € de. (5.1)
7R or # ok ?

e gz = 0, d'apreés le Lemme 2 du Jorden et im f% o= "—:—dz =

Or lim [ic,
donc en faisant tendre T — 0 et

—xi, d’aprés le Lemme du petit cercle,
R — 400 dans (5.1), on obtient

too _:
SIN T
j dr =
0 T

w3
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