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AVANT-PROPOS

L’ouvrage que nous présentons ici s’adresse aux étudiants des écoles
supérieures techniques, des I.U.T. et aux éléves de certaines écoles
d’ingénieurs — celles en particulier pour lesquelles le passage traditionnel
par les classes de mathématiques spéciales n’est pas requis — ainsi qu'aux
étudiants du premier cycle universitaire.

L’enseignement des Mathématiques a beaucoup évolué durant les
deux derniéres décennies. Un formalisme plus rigoureux, des concepts
plus généraux et de ce fait plus abstraits se sont imposés. Il demeure
cependant un domaine ou une attention toute particuliére doit étre
apportée a la pédagogie des mathématiques, c’est celui des enseignements
a finalité technique. Dans de tels cas, I’axiomatique rigoureuse, le concept
général et abstrait cédent nécessairement le pas au souci de doter I'éléve
des moyens utiles a faire rapidement usage d’un certain nombre «d’outils
mathématiques » lui permettant d’appréhender, par le biais de modéles
appropriés, les notions techniques qui constituent I’essentiel de sa forma-
tion. D’ailleurs, nos étudiants sont ceux qui ressentent le plus I’ennui des
Mathématiques telles qu'elles sont enseignées aujourd’hui. De celles
parfaitement agencées de I’enseignement secondaire aux superbes théories
de I'enseignement supérieur, le tout constitue bien peut-étre un merveilleux
édifice sans faille, & cela prés qu'il finit souvent par inspirer morosité et
ennui.

Notre choix a été celui d’un formalisme restreint que nous croyons
étre le plus adéquat et le plus apprécié. Nous avons cependant évité de
prendre des libertés quant a la rigueur, et de ce fait, tenu a donner les
demonstrations de la plupart des théorémes et formules, n’omettant
délibérément, dans un souci d’allégement, que certaines jugées trop
complexes.

Chaque chapitre est suivi d’'un résumé et de trés nombreux exercices,
certains entiérement résolus, d’autres comportant seulement la réponse
avec des indications sur la méthode, ceci en particulier a I'usage des
autodidactes et des étudiants de formation continue.

Le premier tome reprend les notions de base d’analyse acquises en
terminale, qu'il compléte et développe concernant les fonctions d’une
variable réelle et les fonctions transcendantes usuelles. Il se poursuit par
les chapitres consacrés a la notion d’intégrale, aux procédés classiques de
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recherche de primitives, et enfin a I'extension de la notion d'intégrale. Un
dernier chapitre porte sur les fonctions de plusieurs variables dont les
résultats seront fréquemment mis a profit dans les tomes suivants.

Le tome 2 compléte le précédent pour couvrir I'essentiel de 'analyse
du premier cycle. On y trouve les équations différentielles, les intégrales
multiples, I'intégrale curviligne, les formules intégrales d’analyse vectorielle
ainsi que I’étude des suites et séries (numériques et de fonctions).

Le tome 3 d’analyse aborde les compléments traités au niveau du
second cycle., tant dans les écoles d’ingénieurs qu’a I'université, des
Mathématiques de la Physique et de la technique: fonctions eulériennes,
transformations de Laplace et de Fourier, fonctions de Bessel, fonctions
spéciales, équations aux dérivées partielles, fonctions d’une varable
complexe, etc.

Le tome 4 rassemble les notions classiques d’algébre, I'algébre linéaire
ainsi que certaines applications a I'analyse et a la géométrie.

Le tome 5 est celui de la géométrie tant analytique qu’infinitésimale :
calculs et opérateurs vectoriels, droites et cercles, coniques et quadriques,
fonctions vectorielles d’une variable réelle, courbes planes paramétrées,
courbes en polaires et, enfin, courbure et torsion et enveloppes des courbes
planes et gauches.

Il est évident que le plan suivi n'est pas nécessairement celui des
cours tels qu'ils se déroulent chronologiquement et, de ce fait, de nombreux
renvois d’un tome a I'autre ont été indispensables.

Les auteurs remercient par avance le lecteur des critiques ou sugges-
tions qu’il voudra bien leur formuler ainsi que les Editions McGraw-Hill
pour le soin qu’elles ont apporté a la realisation de cet ouvrage.

Jean AVIGNANT
Elie AZOULAY
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CHAPITRE 1

NOTION D’ENSEMBLE.
OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

1. ENSEMBLE

Des objets ou éléments présentant une ou plusieurs propriétés
communes constituent une collection ou un ensemble.

Ces propriétés sont suffisantes pour affirmer qu’un objet appartient
ou n'appartient pas a I’ensemble.

Exemples.

Ensemble des nombres entiers.
Ensemble des vecteurs de I'espace a trois dimensions.

2. APPARTENANCE

Si e est I'un des éléments constituant I’ensemble E, on dit que e
appartient 4 E et on note

ee E

si I’élément €’ n’appartient pas a 'ensemble E on écrit €’ ¢ E.

3. DETERMINATION D’UN ENSEMBLE

Un ensemble est déterminé si, étant donné un élément quelconque,
on peut savoir §’il appartient ou non a cet ensemble.

Dans les cas usuels un ensemble est déterminé

— soit par I’énumération de tous ses éléments, on dit alors que
P’ensemble est défini en extension;
soit par une propriété caractéristique de ses éléments, il s’agit
alors d’une définition en compréhension.
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Par exemple si on désigne par N I’ensemble des entiers naturéls on
aura

N={0,1,23,...n...}

L’ensemble des nombres pairs se notera
P={x/x=2nVneN}

qui se lit P est I'’ensemble des nombres x tels que x égale 2 n, pour tout
n appartenant a N.

4. EGALITE DE DEUX ENSEMBLES
Deux ensembles sont égaux (ou identiques) si tout élément de I'un
est élément de P'autre.
Ainsi les deux ensembles
A={x,1,0,0}
et B={0,1,x,0}

sont égaux et on écrit A = B.

5. INCLUSION

On dit que ’ensemble A est inclus dans I'ensemble B, ce qui se note
AcB

lorsque tout élément de A appartient 2 B. On dit que A est inclus dans
B ou est un sous-ensemble de B.

Ainsi, si on désigne par R I’ensemble des nombres réels quelconques,

nous aurons
N cR

Les inclusions A ¢ B et B < C entrainent A « C, on dit que la

relation d’inclusion est transitive.
Ainsi, si on désigne par Z l'ensemble des entiers relatifs (..., — 2,

-1, 0, 1, 2,...) et par Q@ celui des nombres rationnels gavecb #0

ae Z et be Z nous aurons
NcZ cQ cR
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Ensemble vide

L’ensemble vide est I’ensemble ne contenant aucun élément. On le
note .

& est inclus dans tout ensemble. Cette remarque, somme toute
triviale, est fréquemment utilisée dans de nombreux raisonnements.

6. VISUALISATION DES ENSEMBLES. DIAGRAMMES

Par commodité et pour rendre plus assimilables certaines notions on
utilise différents diagrammes pour représenter les ensembles. Les plus
communément utilisés sont obtenus en délimitant par une courbe fermée
une zone dans I'espace euclidien de la feuille de papier.

Remarquons que chaque fois que nous définissons un ensemble nous
le définissons en fait comme un sous-ensemble d’un autre ensemble.
Lorsque nous disons soit ’ensemble A composé des lettres a, b, ¢ nous
le définissons comme un sous-ensemble de I'ensemble E des lettres de
I’'alphabet

{a.b,c,...,y,2}
pris comme référence.

C’est pourquoi toute visualisation d’un ensemble commence par celle
de son ensemble référentiel. Celui-ci est généralement représenté par
I’ensemble des points, ou croix ou tout autre symbole représentant ses
éléments, disposés a I'intérieur d’un rectangle.

Exemples.

VAN
x o A

Figure 1.
Tout sous-ensemble de ce référentiel sera délimité par une courbe

fermée englobant I'ensemble de ses éléments, les éléments extérieurs a cette
courbe appartenant a son complémentaire par rapport au référentiel utilisé.

E (o}
o A
o A

AB

Figure 2.
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La figure 3 met en évidence le complémentaire de A par rapport a E.

7. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

1. Réunion

La réunion des deux ensembles A4 et B est I'ensemble C des éléments
qui appartiennent 4 A ou a B.

On écrit C=AuUB
(qui se lit C égale A4 union B).

L’équivalence suivante traduit la définition

xeC=AuB<xeA ou xeB

Ceci reste vrai si x € A et x € B.

2. Intersection
L’intersection de deux ensembles 4 et B est 'ensemble C des éléments
qui appartiennent 3 4 et 4 B.

On écrit alors C=AnB
(qui se lit C égale A4 inter B).

On a de méme

xeC=AnB<xeA e xeB
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Les schémas ci-dessous visualisent ces deux opérations.

\

AnB
Figure 4.

Si A et B n’ont pas d’é¢lément commun on dit qu’ils sont disjoints,
alors A n B = . Ainsi I'ensemble des nombres naturels pairs et
I’ensemble des nombres naturels impairs ont une intersection vide.

3. Complémentation

Deux sous-ensembles 4 et B de I'ensemble E sont dits complémentai-
res si leur réunion est I’ensemble E et leur intersection I'ensemble vide :

AuB=E

AnB=@
on note alors B = ¢
ou encore B = A*
ou enfin B=A

ces deux derniéres notations sont d’ailleurs a éviter si I'ensemble E par
rapport auquel on prend le complément n’est pas évident.

La zone hachurée ci-dessous donne A.
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8. PROPRIETES DES OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES
Les propriétés suivantes se démontrent trés aisément.

1. Commutativité

L'intersection et la réunion sont des opérations commutatives. Quels
que soient les ensembles 4 et B

An B
et AuB

Bn A
Bu A

2. Associativité

L’intersection et la réunion sont associatives quels que soient les
ensembles A, Bet C:

AnBynC=An(Bn O
AuB)uC=Au(BuCl
3. Distributivité
L’intersection et la réunion sont distributives I'une par rapport a

I’autre
An(BulC)=(AnBu(dnO

AuBnC)=(AuBn(AdvuO)
4. Idempotence
AuAd=A
AnA=A
9. LOIS DE MORGAN (*)

Quels que soient les sous-ensembles 4 et B de E

(AU Bf = A° B
et (AnBY = AU B

|

le complémentaire de la réunion de deux ensembles est Iintersection des
complémentaires de ces ensembles.

* La demonstration fait I'objet de I'exercice 3.
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Le complémentaire de 'intersection de deux ensembles est la réunion
des complémentaires de ces ensembles.

On dit qu’il existe une dualité entre les opérations de réunion et
d’intersection.

10. DIFFERENCE DE DEUX ENSEMBLES

On appelle différence des ensembles A et B, 'ensemble
A—-B=AnEF
et différence symétrique de A et B I'ensemble noté 4 A B tel que
AAB = (An B)u (A n B)

A A B est I'ensemble des éléments qui appartiennent a un et un seul des
ensembles A et B.

11. NOTION DE RECOUVREMENT ET DE PARTITION

Si on désigne par I un ensemble d’indices et une correspondance
f(i) = x;€E alors {x;}, ensemble des x;, est une partic de E indexée
par I. On désigne par 2 (E) I'ensemble des parties de E.

On appelle recouvrement de E la réunion U X; =E c’est-a-dire
VxeE 3X; telque x;eX;

Viel X,;Eﬁ
X.‘ﬁXj=@ Eill’;“’:“lI

Si de plus {

Figure 6.
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on dit que les X; forment une partition de E.

Ainsi dans le cas E = R?

les perpendiculaires & Ox aux points d’abscisses x;, Xz, ..., x, forment
une partition de E.

12. ENSEMBLES USUELS EN MATHEMATIQUES

On désigne généralement les ensembiles les plus usuels par une lettre
en gras ou a double barre:
N ou N Pensemble des entiers naturels

N* ou’N* Pensemble des entiers positifs
Z ou Z Tensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls)

Q ou @ TIensemble des nombres rationnels (E, petge Z)
q

R ou R [Iensemble des réels
R* ou R" Pensemble des réels positifs
C ou C TIensemble des nombres complexes

13. PRODUIT D’ENSEMBLES

Soit deux ensembles A4 et B et deux éléments a et b avec a € A4 et
b e B.

L’ensemble des couples (a, b) pris dans cet ordre est appelé ensemble
produit cartésien des ensembles 4 et B.

On le note AxXB

— Il faut d’abord remarquer que la précision de I'ordre a puis b
n’est pas superflue. Tout couple appartenant a 4 x B est constitué d’un
€lément appartenant & 4 puis d’un élément appartenant a B. (b, a) n’est
pas en général élément de 4 X B (ce n’est le cas quesiaetbe A n B
ousia = b).

— De plus si 4 et B sont des ensembles finis et si on désigne par

card A le nombre des éléments de A
et card B le nombre des éléments de B

on aura card (4 X B) = card A x card B. En effet le nombre des couples
du type (a, b) avec a € A4 et b € B est obtenu en faisant correspondre a
tout élément a € A tous les éléments de B, soit (card B) éléments. Ceci
devant étre répété autant de fois qu’'il y a d’éléments dans 4, le nombre
des éléments de A X B est bien card 4 % card B.
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— Le produit cartésien 42 = A % A est I'ensemble des couples
(a1, a2) avec a; € A et az € A et d’une fagon générale

A=A x A x ...x A
est ’ensemble des familles a n éléments
(a1, az, ..., an)

ounar€ A,a2€ A, ..., a,€ A

14. RELATION. GRAPHE D’UNE RELATION

Soit une propriété caractéristique des éléments d’un sous-ensemble
G de A x B: elle définit une relation R entre a et b, a décrivant A4 et b
décrivant B.

G s’appelle le graphe de la relation R.

Exemple.

L’ensemble des nombres réels R peut étre représenté géométriquement
par une droite et 'ensemble des couples de nombres réels, c’est-a-dire les
éléments de I'ensemble R? peut étre représenté par un plan : chaque point
du plan est caractérisé par son ordonnée et son abscisse dans un repére
formé par deux droites orthogonales.

Dans ce repére la droite d’équation y = 3 x, par exemple, est un
sous-ensemble de R?: cette droite est le graphe de la relation R, y = 3 x.

Résumé du chapitre 1
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H 2

| 3.

EXERCICES

Soit 4, B, C trois sous-ensembles de E. Montrer que si
AuCc AuBetAnCc An B,

I'ensemble C est inclus dans B.

Soit xe C. Donc x e A u C.
AuC c Au B = xe A u Bcest-a-dire x appartient 4 4 ou B:
Sixed xeAn Cetdaprés larelation A nC € An B, xeB.
Donc x € B, pour tout x de C. D’ou C < B.

Montrer que si F et G sont des sous-ensembles de E:

) FcGsFuG=G<=FuG=E
b) Endéduireque Fc G<=>FnG=F<Fn G = .

@) F G entraine que tout x appartenant a F appartent a
G. x € F u G veut dire x appartient 3 F ou G,donca G: Fu G = G.

Si xe Fret F < G, x appartient, soit 4 G, soit 4 G°: donc G = Ffet
comme G° v G = E, a fortiori F* 0 G = E.

Réciproquement FFUG = E=G c FF=F c G.

b) F = G = tout x appartenant a F appartient 4 G, donc a F n G.
Donc F = F n G et réciproquement si F = F n G, tout x appartenant a
F ~ G appartient & F, donc F = G. Tout x appartenant a F appartient a
G, donc est hors de G°: F n G est donc I'ensemble vide. Réciproquement
si F A G° =  tout x de F est hors de G* doncdans G et F < G.

Soit A et B, deux sous-ensembles de E. Démontrer les lois de Morgan:

a) A°u B = (A n B).
b) A°n B° = (A v B)"

a) Soit x tel que x € A° U B°: cela signifie que x appartient a A°
ou B°.

SixeAd, x¢ A=x¢An B=xe(An BY
SixeB, x¢B=x¢ANnB=xe(An B)f

Ceci est vrai pour tout x de A° U B, donc on en déduit
A¢ U B° = (A n BY.
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Soit x tel que x € (A n B)°: x n’est pas un élément commun a 4
et B.

Sixed, x¢B=xeB = xe€ A v B
SixeB, x¢ A=xeA = xeA° v B
Six¢ Aetx¢ B=>xe A et xeB =xe A v B

Ceci est vrai pour tout x de (4 n B)". On en déduit que
(An BY ¢ Av B°

On a démontré plus haut que A° U B° = (A n B)'. La seule possibilité est
(An B = A°v B°

b) Ayant démontré a) rigoureusement, nous nous contentons du
schéma intuitif d’Euler:

La partie ombrée représente A° n B°. On vérifie alors que
A B = (A u By

B 4. Soit des ensembles E et F. Si A est un sous-ensemble de E et B un

sous-ensemble de F, montrer que 4 X B est inclus dans E x F.

Soit (x, y) un élément de A x B. Cela signifie que x € A et y € B.
Donc x € Eet ye Fet(x, y) € E x F. Ceci est vrai pour tout (x, y) de
A x B, donc

Ax BcE x F
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B 5. Nombre de parties d’un ensemble fini.

11 est souvent nécessaire de pouvoir dénombrer tous les sous-ensembles
que 'on peut former avec les éléments d'un ensemble fini E. Dans ce
dénombrement il ne faut pas oublier I'ensemble vide F ainsi que I’ensemble
E qui est une partie de lui-méme, celle contenant tous les éléments.

Nous voulons dénombrer les parties d’un ensemble contenant n
éléments. Une méthode simple est donnée dans le chapitre «Analyse
combinatoire». Cependant la méthode graphique dite méthode de I'arbre
est souvent utilisée pour obtenir le résultat et nous la présentons ici.

On divise le plan (ici la feuille de papier) en niveaux, de haut en bas,
que I'on numérote. Chaque niveau représente un ensemble et le numéro de
ce niveau est le nombre d’éléments de I'ensemble.

Chaque niveau (représenté par une droite horizontale) comporte un
certain nombre de points, chaque point représentant une partie de I'ensem-
ble. Donc si 'on sait construire ces points, on connaitra le nombre de
parties de 'ensemble.

Il est facile de construire le niveau 0 et le niveau 1:

0 % . une partie, & lui-méme

1 é » - deux parties, et {a}.
1%] {a}

Le probléme est alors le suivant: connaissant le nombre de parties
d’un ensemble E, 4 p éléments, quel est le nombre de parties de I'ensemble
E,+1 a4 p + 1 éléments, tel que E, soit inclus dans E,,,?

E, est inclus dans E, . : ceci signifie qu'on obtient E,,, en ajoutant
un élément o a E,. Il s'offre alors une alternative: une partic de E, .,
contient o ou ne contient pas a. Les parties de E, ., ne contenant pas o
sont les parties de E,, d’autre part, les parties de E,,, contenant o sont
aussi celles de E, auxquelles on ajoute I'élément o. Une partie de E, fournit
donc deux parties de E, . ce que 'on traduit par le schéma:

niveau p

niveau p + |
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A partir du niveau 0, on peut donc construire I'arbre suivant :

niveau 0:
ensemble vide %]

niveau 1:
un élément a

niveau 2:
2 éléments a et b

niveau 3:
3 éléments a, b, ¢

} {a} {a.c¢} {a.b} {a.bc}

Le niveau 0 posséde une partie soit 2°, le niveau 1 posséde deux parties
soit 2'; le niveau 2 posséde quatre parties soit 2% et le niveau 3 posséde
huit parties soit 2*. Le nombre de parties d’un ensemble E, est donc 27
pour p = 0, 1, 2, 3. La méthode de I’arbre montre que ce résultat est vrai
pour tout p.

B 6. Soit deux ensembles A = {a;, az, as, as } et B = { by, by, b3, b, bs }

a) Ecrire le produit cartésien 4 x B.
b) Quel est le nombre de parties de A x B?

ay by, a1 by, ay bs, ap ba, ap bs
az by, az bz, azbs, azbs, azbs
az b1, aszba, azbs, asz by, asbs
as by, aabiy, asbs, asbs, asbs

b) card (A ¥ B) = 20 = card A x card B.
card 2 (A x B) = 22°,

g AxB-=
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H 7.

N 8.

9.

Soit I'ensemble E possédant n éléments. Quel est le nombre d’éléments de
E”, p entier ? Quel est le nombre de parties de E7?

E® désigne le produit cartésienE x E x ... x E.

p fois

Le nombre d’éléments de EP est n”.

Raisonnons par récurrence : soit le produit E; % Ej; a chaque élément
a de E; on peut faire correspondre tous les éléments de E; un par un. On
forme ainsi n éléments de E; x E,. Or E; = E; = E, c’est-a-dire que E,
renferme n éléments. E; x E; = E? renferme donc n? éléments. Supposons
que EP ! renferme n?”' éléments; cherchons le nombre d’éléments de
EP — E»~' x E. A chaque élément de E, on peut faire correspondre n” !
éléments de EP~! et former n?~ ! éléments de E”. Il y a n éléments dans E,
donc n*~' x n = n” éléments dans E”.

Le nombre de parties de E” est alors 2" (voir exercice 5).

Soit I'ensemble E: {1, 2, 3,4, 5, 6}. On définit sur E? la relation x: y qui
signifie y divise x, y € E, x € E.
Quel est le graphe de cette relation?

Le graphe de la relation: est 'ensemble des couples (x. y) de E* tels
que y divise x:

G={@21),06 141,65 1),6 1),42),(6,2),(6.3)}

On appelle fonction caractéristique de A, partie de I’ensemble E, une
application f de E dans I'ensemble a deux éléments {0,1}, telle que

f(xy=0 si x¢A
f(x)=1 st xeAd
Soit A et B deux parties de E et leurs fonctions caractéristiques f et

g- Quels sont les ensembles A1, A2, A3 dont les fonctions caractéristiques
sont:

al—f

b) fg;

o f+tag-fo
a) Soit A; I'ensemble dont la fonction caractéristique est 1 — f.
SixeA, 1 - f(x)=0=x¢ A,
Sixé¢A, l—f(x)=1=x€ed:

donc 4, = A°.
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b) Soit A2 I’ensemble dont la fonction caractéristique est fg.

SixeAd et x¢B fa=20
Six¢A et xeB fo=0
SixeAd et xeB fa=1

donc A2 = A n B.
¢) Soit A3 'ensemble dont la fonction caractéristique est f + g — fg.

Sixed et x¢B f+g—fg=1
Six¢A et xeB f+g— fg=1
SixeAn B f+a—fg
Six¢ AuB f+9g—fg

donc A3 = A U B.

0

M 10. Soit un ensemble E et deux parties 4 et B de E.
a) Démontrer que AAB = [, (A B)u [s(4 n B).
b) Démontrer que quelles que soient les parties 4, B, C de E
(AAB)AC=AABAC
c) Démontrer qu’il existe une partie unique X de E telle que
i) pour toute partie Ade E: AAX = XA A= A4,
ii) il existe une partie unique A’ de E telle que
AAA =AAA=X.

a) C’est évident; cela résulte de la définition de la différence symétrique.

b) (A A B) A C est I'ensemble des éléments appartenant 2 A, B ou C
mais n'appartenant pasa A n B,niaAn C,niaBn C.

De méme A A (B A C) est I'ensemble des éléments appartenant a A,
B ou C mais n’appartenant pasa Bn C, A n Cou A n B.

Il y a bien identité.

Le diagramme d’Euler donne d’ailleurs un apercu du résultat.
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Les parties en blanc sont AABA C.
) DAAX=XAA=A < [.(AnX)Ulx(AnX)=14
et = [x(AnX)c A

Or, d’apres la définition du complémentaire d’un ensemble par rapport
a un autre ensemble, il vient

X=[xAnX)u(AnX) et [x(AnX)n(AnX)=¢

Or AnX)cAetfy(AnX)c A
On en déduitdonc [y (AN X)u (AnX)c A

c’est-a-dire XcA

D’ou AnX =X e [y(AnX)=(

L’hypothése s’écrit alors
[« uv@=[.(x)=4
ce qui implique
X=0
.. A A SR, LA fcxAn )=
n)ta( NnAYVla(AnA) =g = {tA,(AnAf)=g
[A(AnA)=F = AnA =4

= A=A
fc(AnA)Y=3F = AnA'=A‘}

M 11. Soit A(E) I'ensemble des parties de E. on désigne par ¢ une application
#(E) — E. On considére I'ensemble A défini par

A= {xeE[/VyePE),xey=x # o))}

Montrer que @(A4) ¢ A
En déduire que ¢ n’est pas injective.
Que peut-on en déduire pour cardinal de #(E)?

Soit a = @(A); si a € A on tire de la définition de 4 que a # @ (A)
donc a = ¢(A) implique a¢ A

dye# (E) telque aey=a= @)

aecy et ad A=y # Aet ¢ ne peut donc étre injective puisque
a = @A) = @(y)

On en déduit que card 2?(E) est nécessairement supérieur stricte-
ment a card E: il ne peut donc exister d'application de #(E) dans E qui
soit injective.






CHAPITRE 2

APPLICATIONS.
RELATIONS D’ORDRE ET D’EQUIVALENCE.
ANALYSE COMBINATOIRE

I. LOIS DE COMPOSITION IUN ENSEMBLE

Loi de composition interne

Un ensemble E est munt d'une loi de composiion interns =il 2
certains couples (a. b) d’elérments appartenant & E, correspond un élament
bien déterminé ¢ de E.

Exemple.

Si E est l'ensemble des nombres réeis, 'addition est une ioi de
composiiion interne partoui définic: V a, V b, ¢ est défint. La division est
également une loi interne definie lorsque le diviseur n'est pas nul.

Loi de composition externe

Considérons deux ensembles E et A.

Supposons qu'a tout élément @ € E et qu'a tout ¢lément A € A on
associe un élément b € E. On dit que I'on a défint une loi de composition
exlerne,

A titre d’exempic supposons que E soit Fensemble des vecteurs libres
de I'espace & trois dimensions el A l'ensemble des nombres réels; a tout
vecteur Ve E on fait correspondre le vecteur £ V. (£ € A) appelé produit
du vecteur Vpar le nombre 4.

4 Vest un vecteur € E: la multiplication par un scalaire est une loi de
composition externe definie dans E.

2. NOTION D’APPLICATION
On appelle application d'un ensemble E dans un ensemble F une loi

de correspondance f permettant d’associer a tout x € E un ¢lément y €
E,
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E est I'ensemble de départ, F 'ensemble image. L’élément y associé
a x est I'image de x par f, et on note

f
x —o— y

Exemples d’applications.
— La projection des points d’une droite D sur un plan P est une

application de D dans P.
— N étant I'ensemble des nombres entiers, I'application

Figure 1.

f
xX —E—y 2x+ 1 VxelN

est une application de N dans N,

Surjection

L'image f(E) de E par f est en général une partie de F. Si tout
éléement de F est I'image par f d’au moins un élément de E, on dit que
f est une application de E sur F ou encore que f est une application
surjective, on a alors

f(E) = F
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F

E  Figure 2.

Injection

Lorsqu’a deux éléments distincts de E correspondent par f deux
¢léements distincts de F, f réalise une injection de E dans F. On dit encore
que f est une application injective.

On a alors

Vxi,x2€E f(x1) # f(x2) = x1 # X2
ou ce qui revient au méme
VX[,X:EE f(X1)=f(xz)=‘-'-X1 = X2

Bijection

[ est une application bijective si elle surjective et injective. f realise
dans ce cas une correspondance biunivoque entre E et F: tout élément de
F est I'image d’un élément de E et d’un seul.

Dans ce dernier cas, il existe une application inverse f~' de F sur
E, puisqu'a tout y € F on sait associer un élément x bien déterminé de
E:

f ! est 'application inverse ou réciproque de f

J [
X —6—y <= y —6O—Xx

E Figure 3. F
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f ! est elle-méme une bijection de F sur E.

Ainsi I'application f(x) = a + x oux € Z est une bijection,
on peut vérifier aisément qu’elle est bien surjective et injective. Son inverse

est
ff'oy=y-—a

Composition d’applications

Soit trois ensembles E, F, G et deux applications f et g de E dans
F et de F dans G. A x € E correspond dans F un seul y tel que
y = f(x). A yeF correspond dans G un seul z tel que z = g(y).

On définit I'application composée de E dans G par le symbole g o
f quia xeE [faitcorrespondre ze€G.

Ainsisi f(x) =x* et gx)=x—5 et E=F=G=1Z
(goN(x)=x*-5
La composée de deux surjections est une surjection. En effet
ME)y=F et g(F)=GC

entrainent que (go f) (E) = G

La composée de deux injections est une injection

gl (x)] = glf(x2)] = f(x1) = f(x2) = x1 = X2

et go [ estinjective.

1l s’ensuit que la composée de deux bijections est une bijection, et
en particulier la composition de I'application f: E — F et de sa
réciproque f ': F —» E est I'application identique I sur E

Jlof=1

Involution

Toute bijection f d'un ensemble E sur lui-méme, égale & son
inverse, est dite involutive

VxeE f(x)=/f'(x)=x
Si f est une bijection involutive de E sur lui-méme
VxeE fIf(x)]=x

On dit également que le carré d’une bijection involutive est la
transformation identique.

D’une fagon générale, toute bijection de E sur lui-méme s’appelle
permutation de E.



RELATIONS D’ORDRE ET D’EQUIVALENCE 23

Propriétés des applications

Si A, Be%E) alors A< B= f(A) < f(B)
En effet, si y € f(A) alors il existe x tel que y = f(x); mais
xeA=xeB donc y = f(x)e f(B)

On peut démontrer de méme que st A, B € #(E)
alors f(A4 u B) = f(A) v f(B)
et f(A n B) = f(A) n f(B)

I'égalité n'ayant lieu que si f est injective.

3. NOTION DE RELATION BINAIRE

Soit x un élément d’un ensemble E et y un élément d’un ensemble
F. Une relation R entre x et son image y est un lien verbal caractérisant
la correspondance entre x et y. Lorsque le couple (x, y) vérifie la relation
R on note

xRy

x est en relation avec y.
Si x et y appartiennent au méme ensemble E, la relation R est appelée
relation binaire dans E.

Exemples.

Supposons que E et F soient I'ensemble des entiers naturels, x divise
y est une relation binaire. Elle est vraie pour le couple (2, 8) mais ne 'est
pas pour le couple (3, 8).

L égalité, 'appartenance sont d’autres relations binaires.

Propriétés des relations binaires dans un ensemble

Soit R une relation binaire dans un ensemble E et x, y, z des éléments
de E.
e Réflexivité
R est réflexive si
xRx VxeE
e Transitivité
R est transitive si
xRy } = xRz
yRz
e Symétrie
R est symétrique si
xRy = yRx
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Pour comprendre ces trois notions, il suffit de prendre quelques
exemples simples.

L’égalité est une relation binaire dans I'ensemble des entiers naturels :
on note x = y pour indiquer que le couple (x, y) vérifie la relation binaire
d’égalite.

Il est évident que I’égalité est une relation binaire réflexive, transitive
et symeétrique.

En effet x = x (réflexivité)

x=y
y=z
x =y =y = x (symetrie)

} x = z (transitivité)

— Si R est la divisibilité dans I’ensemble des entiers naturels N, R
est réflexive puisque tout entier est divisible par lui-méme. R est également
transitive : si x divise y et si y divise z, x divise z. Par contre, R n’est pas
symétrique : si x divise y, y ne divise pas x.

— Enfin, sur I'ensemble des droites de I'espace « D est orthogonale
a D’ » est une relation binaire symétrique, elle n’est cependant ni réflexive,
ni transitive.

4. RELATION D’EQUIVALENCE

Définition

Une relation définie dans un ensemble E est une relation d’équivalence
si elle est:

e réflexive,

e symétrique,

e transitive.

x et y étant deux €léments se correspondant par une relation
d’équivalence R, on note

x ~ y(R)
x est équivalent @ y modulo R

Classe d’équivalence

L’ensemble des éléments y équivalents a un élément donné x
constituent une classe d’équivalence de x qu’on note C(x).

Si x~ y(R) alors C(x) = C(y).
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Si aeC(x) alors x ~ @R) donc a~ y(R) et aeC(y)et
C(x) = C (y) et par symeétrie on obtiendrait de méme C(y) < C(x)
d’ou

Cx) = C(y)

De méme
si_ C(x) = C(y) alors x ~ y(R)

Si
ae C(x) = C(y)
ona a~Xx(R) donc x~a(R) et a~ y(R)dou
x ~ y(R)

L’ensemble des classes d’équivalence constitue une partition de E.

Eneffetsi xeE C(x) # & puisque R est réflexiveet x e C(x).

Il est par ailleurs évident que | ] C(x) = E.

Enfin C(x) # C(y) = C(x) n C(y) = & en effet, si

aeC(x) nC(y) alors a~ x(R) et a~ y(Ry

ce qui entraine x ~ y (R) etdonc C(x) = C(y) ce qui est contraire
a I'’hypothése.

On peut aussi montrer que réciproquement toute partition de E
définit sur E une relation d’équivalence R.

Ensemble quotient

L’ensemble des classes d'équivalence modulo R se nomme ensemble
quotient de E par R et se note E/R.

L’applicationquia tout xe€E fait correspondre sa classe d’équiva-
lence C(x) est appelée application canonique.

5. RELATION D’ORDRE

Relation d’ordre (au sens large)

On appelle relation d’ordre au sens large sur un ensemble E, une
relation binaire R qui posséde les propriétés suivantes:

e réflexivité: xRx,
e transitivité: xRy et yRz = xRz,
e antisymétrie : xRy est incompatible avec yRx, si x # y

xRy

ou, en d’autres termes
yRx

}=>x=y
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La relation d’inégalité (x < y) est ’exemple le plus simple de relation
d’ordre au sens large.

N étant I'ensemble des entiers naturels, la relation « x divise y», x
et y € N, est également une relation d’ordre.

Relation d'ordre (au sens strict)

e elle n'est pas réflexive,
e clle est transitive,
e clle est antisymétrique.

La relation d’inégalité stricte x < y en est ’exemple le plus immédiat.

6. DENOMBREMENT DES DIFFERENTES APPLICATIONS D’UN
ENSEMBLE E DANS UN ENSEMBLE F

Supposons que les ensembles E et F sont finis et contiennent
respectivement p et n éléments

E= {xl’ X232+ xp}
F = {Yh V25 <008 yn}

Nombre d’injections de E dans F. Arrangements

On a vu précédemment que
xi, X2 €€ E et xy # x2= fi(x1) # f(x2)
pour toute injection f; si n est au moins égal a p.

Les images y1, V2, - .-, Vp de X1, X2, ..., Xp par f; sont un arrangement
sans répétition des n éléments de F pris p a p. Le nombre de tels
arrangements est désigné par A%. Deux arrangements différent soit par la
nature de leurs éléments, soit par l'ordre dans lequel sont rangés ces
éléments.

Si p=1, A} = n Eneffet E se réduit a { x; }. Le nombre d'injec-
tions de E dans F est le nombre de correspondances qui, a x; € E,
conduisent a un des éléments de F, en nombre n.

Si p > 1, A2~ ! mesure le nombre d’injections de ’ensemble
E’={xlix2)--‘!x}7 l}

dans F. Chacune des injections précédentes peut étre prolongée par une
injection de E dans F faisant correspondre a x, 'undesn — (p — 1)
images restantes. Le nombre de telles injections de x, a été calcule
précédemment et vaut A7 P*' =n — p + L
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D’otl la relation
AE=(n—p+ 1)A5~!
=m—p+1)(n—p+2)A?

=m—p+1H)m—p+2)...(n— 1)n

Dans le cas particulier ot p = n, I'application est de plus surjective
et donc bijective. A7 mesure le nombre de correspondances biunivoques
entre E et F:

Ai=1.2. ... .(n—1).n=n!

SiE = F n!mesure le nombre de permutations de E dans lui-méme.
En convenant que 0! = 1, Pexpression de Af peut étre donnée par

~n!
(n—p)!

Ap =

Nombre d’injections de E dans un sous-emsemble a p éléments de F.
Combinaisons

On appelle combinaison a p éléments de F toute partie P de F
contenant p éléments. De cette définition découle que deux combinaisons
sont distinctes si elles ne sont pas constituées des mémes éléments. Le
tiercé dans le désordre fournit un exemple de combinaison.

Relation entre les arrangements de n objets pris p a p et les combinaisons
de n objets pris p a p

Soit E un ensemble fini & n éléments.

Soit A le sous-ensemble de N a p éléments: A ={1,2,...,p}.

Soit ./ un arrangement de A dans E, qui & A fait correspondre un
sous-ensemble ordonné a p éléments de E. Lorsqu’on change I'ordre
de ces p éléments, on obtient les différents arrangements du méme
sous-ensemble de E, c’est-a-dire de la méme combinaison de p éléments
de E: pour une combinaison donnée a p ¢léments, le nombre d’arrange-
ments possibles de ces p éléments est le nombre de maniéres d’en changer
I'ordre, ¢’est-a-dire le nombre de permutations, p!

Appelant A? le nombre total d’arrangements de n objets pris p & p
et C? le nombre de combinaisons de n objets pris p & p, on en déduit la
relation importante:

AR = p! C}
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Nombre de combinaisons de n éléments pris p a p
De la formule ci-dessus on déduit
A7
= :o :
Le nombre A? est, d’aprés le paragraphe précédent

(&3

p_ nt
" (- p)!
On en deduit donc

!
i n!

. _p!(n—p)!

Remarques

.[(n
— CF se note aussi ()
p

1
— La formule C§ = " montre que CE = C;7P.

p'(n—p)!

7. APPLICATIONS: BINOME DE NEWTON

Formule du bindme
Soit a et b deux éléments de R et n un entier positif. Nous désirons
développer en une somme de facteurs le produit (a + b)"
(a+b)" = (a+ b)latb) ..{a+b)
1 2 n

n facteurs

=a(a+b)...(a+b) + b(a+b)...(a+b)

(n — 1) facteurs n-1

On continue la décomposition de proche en proche et 'on regroupe :

e termesen a": on prend a dans chaque facteur, d’une seule maniére;
e termes en a" 'b: on prend a dans (n — 1) facteurs et b dans le
dernier facteur. Il y a n maniéres de choisir b, donc n termes a"~ 'b;
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e terme général a" Pb”: on prend a dans n — p facteurs et b dans les
p autres facteurs. On choisit p facteurs contenant b parmi n: c’est une
combinaison, en effet I'ordre n"importe pas puisque le produit de nombres
réels est commutatif. Il y a C? combinaisons de p facteurs parmi n, donc
CP termes a" ~Fb*,

On continue le dénombrement des termes jusqu’au n*™ terme qui
est b" muni du coefficient C; = 1.

Le développement du binéme (a + b)” s’écrit alors
(@a+b)y=Cla"+ Cla" 'b+ ...+ CEa""Pb" + ... + C}b"

en remarguant que

La formule du bindome est

(@a+b)"=Cl%"+ Cla" 'b+ ..+ Cla" Pb? + ...+ CIb"

= Y, Cha"rhP

p=0

Remarque.

On retrouve souvent cette formule avec a = 1.

(1+by=73 Cobe

p=0

Propriétés des coefficients CT
1) €}

Il

C7 ¥ par application de la formule

n!

£= o
(n—p!p!
2) C2=CP_, + C2-}

C} est le nombre de parties a p éléments d’un ensemble B a n éléments.
Soit & un élement de B. Le nombre de parties a p éléments de B est égal
4 la somme du nombre de parties a p éléments contenant « et du nombre
de parties a p éléments ne contenant pas a.

a) Le nombre de parties 2 p €léments ne contenant pas o est le
nombre de parties a p €léments du sous-ensemble de Ban — 1 €lements
ne contenant pas a, c’est-a-dire CI_ .

b) Le nombre de parties a p ¢éléments contenant o est égal au
nombre de parties obtenues en supprimant «, ¢’est-a-dire en formant des
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combinaisons & p — 1 éléments pris dans le sous-ensemble de Ba n — 1
€léments ne contenant pas a. Ce nombre est alors Ch-|{.

Dot le résultat

cr=cel + e,

Remarque.
Le calcul d'aprés la valeur trouvée pour C? redonne ce résultat
directement :
g B e =B EB
p!(n—p)! (p— D (n—p)! plln—p—1)!
1y —
b+ e, = m=-nt .  @-D!

p=—DN@-=p! plin—p—1D!

=‘—(n—l}![ ?__.|.__’_'___p.._]
pin—p! pl(n—p)!

!
n L

pti—p) pln — p)!

=(n—- 1)

Le triangle de Pascal

Le triangle de Pascal sert a calculer les coefficients du développement
du bindéme en utilisant la relation précédente

CP=CP_, + CPZ}

qui permet de passer de la puissance n — 1 a la puissance n:

I (a + b)°
11 (a + b)?
I &2 1 (a + b)?
1 | 3 311 (a + b)®
1 41 6] 4 1 (a + b)*
1 5 10 10 5 1 (a + b)°

L’application directe de la formule donne la régle suivante: le
coefficient de la ligne n et de la colonne p s’obtient en ajoutant le
coefficient de la ligne n — 1 et de la colonne p au coefficient de la ligne
n — 1 et de la colonne p — 1. Par exemple, le coefficient 6, quatriéme
ligne troisiéme colonne, est la somme de 3, troisiéme ligne troisiéme
colonne, et de 3, troisiéme ligne deuxiéme colonne.
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Nombre de parties d’un ensemble E fini contenant n éléments

Nous avons déja calculé le nombre de parties d’un ensemble fini par
la méthode de I'arbre (voir chap. 1, exercice 5). Voici une démonstration
plus simple, application directe de la formule du binéme.

Les parties de I'’ensemble E sont

— les parties contenant 0 élément : il y a CJ = 1 maniére de prendre
0 élément parmi n. On obtient I'ensemble vide (J;

— les parties contenant un élément: il y a C} maniéres de prendre
un élément parmi n, donc C, parties @ un élément;

— les parties contenant p éléments: il y a CE maniéres de prendre p
élements parmi n, donc CF parties & p éléments;

— les parties contenant n éléments: il ya C;; = 1 maniére de prendre
n éléments parmi n. On obtient 'ensemble E.

Le nombre total de parties est donc
CO+Cl+C2+..+C+ ..+ C

On remarque que cette somme est le développement du bindme
(@ + b)" avec a=0b=I.
La valeur de la somme est donc (1 + 1)" = 2.

La distribution multinomiale

Une interprétation possible de la formule des combinaisons est la
suivante : on dispose de n objets, que I'on désire ranger dans deux cases
en mettant n; objets dans la premiére et n, = n — n; objets dans la
seconde.

Combien de fagons y a-t-il de les ranger ainsi?

La réponse est évidemment
n! n!

C:1= Serm—pe T o
nl!(n — Nl)! ﬂ1!ﬂ2!

Cette distribution s’appelle distribution binomiale.

On peut généraliser 4 une distribution multinomiale, c’est-a-dire
chercher le nombre N de fagons de distribuer n objets dans k cases en
mettant n, objets dans la premiére case, n; dans la seconde et ainsi de
suite. On obtient

]
N = L

ﬂ;!nz!...ﬂk!
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On trouvera une démonstration de cette formule dans I’exercice n° 10.

Résumé du chapitre 2
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EXERCICES

B 1. Soit X et Y deux ensembles possédant respectivement n et p éléments.
Déterminer le nombre a(n, p) d’applications de X dans Y.

Une application de X dans Y fait correspondre & un €lément particulier
xo de X un élément quelconque de Y, soit un des p éléments de Y.

Il existe donc p possibilités de correspondance pour xo. A chacune
d’entre elles on peut faire correspondre les différentes applications de
X — {xo0} dans Y d’ou

a(n,p)=p-a(n—1,p)
et ainsi de suite
a(mp)=pta(l,p)
Or a(l,p)=rp
D’ou

a(n,p) = p"

B 2. On donne les ensembles E = {a,b,c,d} et F ={1,2,3,4,5,6}.
a) Soit une relation R; définie sur E x F, donnée par son graphe
G = {(a,1),@,2),(b,1),(c, 2), (d, 4}
R, est-elle une application ?
b) Soit la relation R; donnée par son graphe G;
G: = {(a,1),(b,2),(c,4), d,6)}
R; est-¢elle une application ? Si oui, la caractériser.
¢) Peut-on définir une application surjective de E dans F?
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a) R, n’est pas une application de E dans F : I’ensemble de départ est

(a, b, c, d), I'ensemble d’arrivée est (1, 2, 4); & I'élément a, R; fait
correspondre les éléments 1 et 2, ce qui est contraire 4 la définition de

I'application.
G se représente par le réseau de fléches:

a I
bf‘ Zz
c/3
d\4
5
6

b) R; est une application injective, représentée par le réseau de fléches:
a4 —— |

L e
C
d\

N

¢) On ne peut pas définir une application f surjective de E dans F car
la relation f(E) = F ne peut étre vérifiée: en effet card F > card E.

o b W N

B 3. Soit I'ensemble E = {1, 2, 3, 4} soit le graphe G de la relation R défini par
G ={(1,3).(3.4.(1,4).(2. 1), (1,2, (2. 2)}
R est-elle réflexive, symétrique ou transitive ?

R n’est pas réflexive car les couples (1, 1), (3, 3), (4, 4) n’appartiennent
pas 4 G.
R n’est pas symétrique : par exemple 3 R4 et non 4R 3.
R est transitive 1 R3 et 3R4 = 1 R4
2R1etl1R2=2R2
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B 4. On cxaminera si les relations binaires suivantes sont réflexives, symétriques
ou transitives:
a) La relation d’orthogonalité pour les droites d’un plan.
b) La relation d’orthogonalité pour les cercles d’un plan.
¢) La relation a* + a = b® + b pour les entiers relatifs.

a) Soit D et D’ deux droites d’un plan.

D 1 D' signifie que D est orthogonale a D'.

D 1 D n'est pas vérifié: une droite n’est pas perpendiculaire 3
elle-méme. L n’est pas réflexive.

D 1 D' =D L D: D orthogonale a D' entraine D’ orthogonale a D.

1 est symétrique.
D 1L DetD L D' entraine que D et D” sont paralléles et non

perpendiculaires. 1 n’est pas transitive.

b) Soit deux cercles C et C’, de rayons différents de zéro.

C L C signifie que C et C’ se coupent et qu’aux points d’intersection
les tangentes sont perpendiculaires.

C L C n’est pas vérifi€. L n'est pas réflexive.

CLlLC = C 1L C: 1 est symétrique.
C L C' et C" L C" nentraine pas C L C” (faire une figure pour s’en

rendre compte). L n’est pas transitive.

¢) La relation apb: a*> + a = b* + best

— réflexive apa: a®> + a = a* + a,

— symétrique apb = bpa:
ad+a=b*+b=>b*+b=a*+a

— transitive
ad+a=0b+0>b
P+b=c+c

}=az+a=c2+c

B 5. On définit sur R? la relation p
e, y)eex+y=x+y
1) Montrer que p est une relation d’équivalence.
2) Trouver la classe d’équivalence du couple (0, 0).
3) Soit f 'application de R? dans R définie par
fi Y -ox+y
Montrer que deux éléments de R? équivalents modulo p ont méme
image par f et que deux €léments non équivalents ont des images distinctes.

4) En déduire qu’entre I’ensemble quotient R?/p et R il existe une
bijection g que I’on précisera.
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1) p est réflexive, symétrique et transitive. C’est bien une relation
d’équivalence.

2) La classe d’équivalence du couple (0, 0) est constituée par I'ensemble
des couples (x, y) € R? vérifiant x + y = 0: Cest ensemble des points
situés sur la deuxiéme bissectrice du plan xOy.

3) Siu,veR? et wupv< f(u) = f(v).

4) g est 'application qui & une classe fait correspondre la somme des
composants d’un représentant quelconque de cette classe.

g est injective d’aprés 3)

Par ailleurs Y ae R on peut considérer que o est I'image de

(g, o_t) e R?
22

donc g est surjective, et g est enfin bijective.

B 6. Calculer le minimum du produit p! ¢! sachant que p + g = n, n donné.

Rechercher le minimum de p! q! équivaut i chercher le minimum de
p! (n — p)! ou encore le maximum de

pl(n— p)!

En utilisant le triangle de Pascal, on remarque que le maximum de
C? est obtenu pour C%2 si n est pair, ou Cir**V2 si n est impair.

On en déduit, suivant le cas:

et qg=

et q=

B 7. Démontrer la formule
1 x11+2x2'+ .. +nxpl=Mnm+1D!—1

Nous allons démontrer cette formule par récurrence:
Ixl!l=(+DI'—1=1
Ix11+2x21=Q+D!—-1=35
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Supposons que cette formule soit vraie a I'ordre n — 1, montrons
qu’elle est vraie a I'ordre n:

Ix 11 4+2x21+ . +(m—-1)xm—1)!=n!t—1
par hypothése.
Ix11+2x2'+ .. +(n—Dm—D!'+n xn!
=nl—l1l+nxnl=nn+D)—-1=mn+1!—1
d’ou le résultat.

Bl 8. Démontrer la formule
1-C+C-C+...+(—DCE=(—1)YC_,

On remplace chaque terme de la somme par la quantité
£ = Ghy + CE2},
formule démontrée dans le cours:
1=y <G ¥ Gy ¥y = o ¥i(= P ER2F
(=D oL+ (—1PCE] (= DAL
Les termes s’éliminent deux a deux a I'exception de
(— )?Ci-,, puisque Cp-, =1
D’ott le résultat.

B 9. Calculer les sommes

5 = Z G
l'-—;IO

s:= Y (-G
1'20

s3= Y, C}'sin pair

=
n—1

= Y C¥ sinimpair
i=0

On trouve
5 =2
s3=0
s3=2""1



RELATIONS D'ORDRE ET D’EQUIVALENCE 39

B 10. a) On dispose de k cases et de n objets. On désire disposer les objets dans
Jes cases de la maniére suivante:

n; objets dans la premiére case

n, objets dans la deuxiéme case .

avec ) m=n
i=1

ny objets dans la K™ case
Quel est le nombre de dispositions possibles?

b) On désire disposer 8 objets dans 3 cases, le nombre d’objets par
case étant indiqué par les schémas:

i) I 3 4
ii) 3 2 3
i) 0 6 2

Quel est le nombre de telles dispositions dans chaque cas?

a) On dispose n;, objets dans la 1 case: il y a C dispositions
possibles. Ayant choisi une disposition, on prend nz objets parmi ceux qui
restent et on les place dans la case 2. Il y a C}2,, dispositions possibles
dans la case 2 pour une disposition dans la case 1, soit pour les CY
dispositions de 1, CiCrL,, dispositions pour 1 et 2. On continue ainsi
jusqu’ la derniére case. Le nombre de dispositions est donc au total:

ay C:?-—m Crlmy—nz--- Com—m— mm—1

1 —_ 1 - — Hy...— = !
-— n! 'ix (n—n)! ><.“X(1n ny 2 £ ng-1)
nyi{n—n)! Nz!(ﬂ—'ﬂl—ﬂz!
( ) ) ﬂg! n= Z"‘ !
i=1
n!
m'iny! ... .m!

b) L’application de la formule ci-dessus conduit a

8!
i) = 280
113141
1
i) —5' = 560
31213
iii _8l 28

06t 2t
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CHAPITRE 3

STRUCTURES ALGEBRIQUES

Les notions qui suivent présentent de Plintérét tant sur le plan
terminologique que structurel avant d’aborder I'étude des espaces vecto-
riels.

1. GROUPE

Une loi T confére 4 un ensemble E la structure de groupe si elle
posséde simultanément les quatre propriétés suivantes: elle est interne;
elle est associative; elle définit un élément neutre de E; chaque élément
de E posséde un symétrique par rapport a T.

T est interne

Soit deux éléments x et y de E, composés par la loi 7': xTy = z.
Nous avons vu que T est interne, si z est aussi un élément de E, quels
que soient x et y.

N étant ’ensemble des entiers positifs, la multiplication, notée x,
est une loi interne sur N et nous avons vu qu’il en était de méme de
'addition.

T est associative

X, ¥, z étant des éléments de E, composés par la loi T, on dit que T
est associative si cette loi de composition vérifie la relation suivante

(xTy) Tz = xT(yT2)
T définit un élément neutre

On dit que e est élément neutre de E pour la loi T, si, quel que soit
x éléement de E, xTe = eTx = x.

Exemple.

1 est élément neutre de N pour la loi x (multiplication),
0 est élément neutre de N pour la loi + (addition).
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x est symétrisable

Cela signifie que tout élément x de E posséde un symétrique x' pour
la loi T, défini par xTx'= x'Tx = e, ¢€lément neutre pour T, de E.

Exemple

Soit Z I'ensemble des entiers relatifs. Tout élément x est symétrisable
pour la loi addition notée +

x+(—x)=0 —x=x
Les éléments de N ne sont pas symétrisables pour la loi + ni pour la
loi x
Remargue.

Si la loi T est commutative, on dit que le groupe est abélien.

2. ANNEAU

Un ensemble E posséde la structure d’anneau s’il est muni de*deux
lois internes, notées T et L, possédant simultanément les propriétés
suivantes :

e T confére a E la structure de groupe abélien.

T est associative, commutative, définit un élément neutre de E et
tout élément de E posséde un symétrique pour la loi T.

® L est distributive et associative par rapport a T.

On dit que L est distributive par rapport a T si, quels que soient x,
¥, z, éléments de E, L et T vérifient la relation

(xTy) Lz = (xLz) T(yLz)
Exemple

Soit Z muni des lois addition et multiplication; ces lois, notées + et
%, conférent & Z la structure d’anneau commutatif’:

+ et x sont internes: le produit ou la somme de nombres entiers est
un nombre entier.

+ et x sont associatives : quels que soient a, b, ¢ appartenant a Z les
relations suivantes sont veérifiées:

(@+b)+c=a+(@+c
(@axb)yxc=ax (b xc)
+ et x sont commutatives:
axb=>bxa
atb=>b+a
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L’élément neutre de Z pour la loi + est 0.

L’élément neutre de Z pour la loi x est 1.

Tout élément a de Z admet un symétrique pour la loi + : C’est son
opposé — a.

La loi + confére donc & Z la structure de groupe abélien.

La multiplication est distributive par rapport a I’addition.

3. CORPS

On appelle corps un anneau K tel que la deuxiéme loi confére une
structure de groupe a I'ensemble K — {e}, ot e est I'élément neutre de
la premiére loi. Cela signifie que, pour la deuxiéme loi de I'anneau, il
existe un élément neutre et chaque élément est symétrisable.

Exemple

L’ensemble des nombres réels R a une structure de corps pour I'addition
et la multiplication.

L’addition est interne, associative, commutative, définit I’élément
neutre 0. Chaque élément posséde un symétrique qui est son opposé.
L’addition confére donc & R la structure de groupe abélien.

La multiplication est interne, associative et distributive par rapport
I’addition. Cela suffit pour doter R d’une structure d’anneau. De plus la
multiplication posséde un élément neutre 1, et chaque élément, sauf 0, est

symétrisable. Le symétrique de a est son inverse l
a

On peut donc munir R de la structure de corps.

Remarque.
Si la deuxiéme loi L est commutative, on dit que le corps est
commutatif: ainsi R esi un corps commutatif.

Résumé du chapitre 3
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EXERCICES

B 1. N étant 'ensemble des entiers naturels, on considére la loi de composition
interne « sur N définie par
asb=a*+ b
Cette loi est-elle:
1) commutatjve?
2) associative?
3) munie d’un élément neutre?

1) bxa= b+ a’* = a b la loi est bien commutative.
2)a,b,ceN
(@«b)sc=(a*+ b} + ?
asx(bsxc)=a*+ (b* + 2>
Les deux quantités ci-dessus ne sont généralement pas égales (par
exemple, pour b = ¢ = Qeta = 2).
3) Si e est un élément neutre
dsg = ¢€exa=a
c’est-a-dire a2+ =e*+at=a
Or I'égalité ci-dessus @’ + ¢ = a n’est pas possible pour a = 2, par
exemple, car alors
e=2¢N




STRUCTURES ALGEBRIQUES 45

B 2. On munit un ensemble de la structure d’anneau non commutatif en prenant
la loi addition, comme premiére loi interne, et comme seconde loi interne
la loi » définie par

X®y =Xy — yx
a) Démontrer que la loi » est distributive par rapport a ’addition.
b) Démontrerque x =« y = — ¥ % X.
¢) Démontrer que
xs(ys2) + yr(zex) +tza(x=xy = 0
Xxe(ysz) —(xs))ez=(z2+x)sy

a) xs(y+2)=x(y+2)—(+2x
=xy— yx + xz — zx
=xsytx %z
h)xsey=xy—yx=—(x—xp) = — (¥*x)
c)xse(yez) +tys(zax)+ze(xey)
=x(yz—2zy) — (yz— zp) x + y(ex — xz) — (zx — x2) y
+z(xy — yx) — (xy — yx) z
= xyz — xzy — yzx + zyx + yzx — yxz — zxy + xzy
+zxy — zyx — xyz + yxz = 0
xs (yez) — (xxy) sz
=x(@z—2) ~ 0z —2)x — Gy~ y9) 2
+z(xy — yx) = xyz — xzy — yzx + zyx — xyz
+ yxz + zxy — zyx
=yxz — yzx + zxy — xzy = (zx — xz) y — y (zx — x2)
=(zxX)=sy
M 3. Soit les couples de nombres rationnels a et b pris dans cet ordre. Montrer
que si on munit 'ensemble de ces couples des lois + et x on lui confére
la structure de corps.
Si « et o sont deux couples avec @ = (a, b) et o’ = (d, b"),

+ est définipar: o + o' = (@ + a4, b + b))
x est défini par: oo’ = (ad + 2 bb, ab’ + d'b)

+ et x sont des lois internes.

Eneffet a + a, b + b, ad + 2 bV, ab' + a'b sont des nombres
rationnels puisque les rationnels forment un corps Q. Les propriétés de Q
entrainent les propriétés suivantes:

+ est associative: (x + &) + o' = ((@ + a) + a". (b + b)) + b))

=@+d+a,b+b+b)
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=@+ (@ +a)b+ (b +Db))
=a+ (a + o)

+ admet un élément neutre ¢ = (0, 0).

Chaque €lément ¢ = (@, @) a un symétrique o’ = (— a, — d).
x est associative:
(aet) (@) = (aa’ + 2 bb', ab' + a'b) (a”", b")
=((ad’ + 2bb)a” + 2(ab’ + a'b) V",
(ad’ + 2bb) b" + a" (ab’ + a'b))
=(a(da" + 2b'b") + 2b(ab” + ba"),
a(ab” + ba") + b(da” + 2b'b"))
= o (a'at").
x est commutative: oo’ = (aa” + 2 bV, ab’ + a’' b)
=(d'a+ 2b'b,ab + ab’) = oo
X posséde un élément neutre o = (1, 0).
Chaque élément « posséde un symétrique o :
oo’ = (ad’ + 2 bb', ab’ + a'b) = (1, 0)
{ aad' + 2bb' =1
ab’ + ab =0
on multiplie la premiére ligne par b
aadb + 2b% = b

D’aprés la deuxiéme équation a’b = — ab’, d’ot
—a? +2b% =b et .b’=L
2 —a?
et a’:(l—-i)l:—#
262 —a*/a 26 = @

Le symétrique de (a, b) est

o al
202 —a?’2h - 22

a et b sont rationnels, donc a # \/i b.

M 4. Soit quatre fonctions f;: i = 1, 2, 3, 4 définies par

x - fi(x) = x
x — f2(x) = 1/x
x = f3(x)= — x

x = fa(x) = — 1/x
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Montrer que ces fonctions forment un groupe pour la loi » définie par

fis fi= L (f)

La loi = est interne:
x—(fisf2)x) = 1x = fo1(x) x—-(2sfidx) = 1/x = fax)
x=>(fisfi)x) =— x= fi(x) x—=>(fefi)x) =—1x = fa(x)
x=(firfa)x) =—Ux = fa(x) x—=>(fosfadx) = — x=fa(x)
x> fisfi)x) = x=fix) x=(fLsfi)x) = x=[fiu(x)
x=>(faefi)x) == x= falx) x—=(fasfi)x) = 1/x = fa(x)
x> (fanfo)x) == 1l/x = fa(x) x->(fasf)x) = — x = fa(x)
x=(fasfa)x) = 1x = fox) x->faxfi)x) = 1/x=fa(x)
x=(fefs)x) =  x=fix) x—=(fasfa)x)= x=/i(x)

Le tableau ainsi écrit montre en outre que :

la loi est associative (ce que I'on vérifie aisément);
la loi est commutative;
I’élément neutre est fi;
chaque fonction est son propre symétrique.
B 5. Soit A un anneau tel que Vx € A on ait la relation x* = x
Montrer que pour tout x dans A on a x + x = 0 et que A4 est

commutatif.
On a
(x + x) = (x + x)? =x*+ x2+ x> + x*
=x+x+x+x
dottontire x + x =0 soit x = — x.
Soit x,ye A

(x+y)=(x+y)y
=x2+xy+ yx +y*
=x+xy+tyxt+y

égalité qui se réduit a
xy +yx =0
et puisque x = —Xx
xy = yx
A est bien commutatif.

B 6. On définit sur I'ensemble A des couples d’entiers algébriques les lois + et
X par:
(a,b) + (@, b)=(a+ d,b+b)
(a,b) x (&, b) = (aa’ + bb', ab’ + ba')
Iégalité (a, b) = (a', b') impliquant ¢ = a'etb = b'.
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1) Montrer que A est un anneau commutatif unitaire.
2) Déterminer les éléments de 4 qui ont un inverse.
3) Dans quel cas a-t-on

(a,b) % (x.y) = (a,b) X (u,v) = (x,y) = (4,v)

1) A est un groupe abélien pour I'addition, son élément neutre
étant (0, 0).
La multiplication est distributive pour I’addition du fait de la linéarité,
el est commutative.
L’élément unité est le couple (1, 0).
La multiplication est associative. Posons
(«, B) = l(a, b) (@, b)] x (a", b")
o= (ad' + bb)a” + (ab’ + ba') b" = ad'a” + bb'a" + ab'b” + ba'b"
B=(ab' + ba')a" + (ad' + bb') b" = bb'b" + ab'a” + ba'a" + aa'h”
o et f sont des fonctions symétriques de (a, @', a”) et (b, V', b"), ot
[(a, b) (@, b)] x (a", b") = (a, b) x [(, V) (@", b")]
2) Si (a, b) admet un inverse (x, y), on aura
(a,b) x (x,y) = (ax + by, ay + bx) = (1, 0)

soit {“x+by=| 6}
ay + bx =0

ou o Yoy
a b

avec k(@®> — b)) =1

Si a = b Ilesystéme (1) ne peul avoir de solution.

: ; a = .
Si a # b on obtient alors x = 2 - b y = ;;—:-b—z qui n’est
acceptable que si (x, y) € 4 C’est-a-dire x et y entiers; il en est alors de
A 1 . 1
meme pour x +y=-—— et x—y= .
o Ly ¥ a—b

Alors a+ b= %1 et a— b= + 1 quiest bien suffisante
puisque alors a* —b* = £ 1 et (x,y)€ A

Les seuls couples possibles sont donc (0, 1), (0, — 1), (1, 0), (— 1, 0)
chacun d’eux étant son propre inverse.

3) Légalit¢ (a, b) % (x, y) = (a, b) x (u, v) s’écrit encore

(@b) x (x —u,y—v)=0

Il s’agit donc de voir dans quel cas (a, b) x (r, s) =0 entraine
r=s=10
—— { ar + bs =0

2
br+as=0 @
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Si a? — b% #0 e systéme (2) n’a de solution que pourr = s = 0.
Si a* — b2 =0 le systéme (2) admet une infinité de solution.
Donc la simplification n’est possible que pour a = #* b.






CHAPITRE 4

NOMBRES COMPLEXES

Afin de généraliser la notion de racines d’une équation algébrique,
on a introduit les nombres complexes ou imaginaires.

1. DEFINITION

Si a et b sont deux nombres réels quelconques, le couple ordonné
[a, b] est appelé nombre complexe ou imaginaire.

Représentation

Dans le plan Ox, Oy rapporté & un repére orthonorme, le point M
d’abscisse a et d’ordonnée b est I'image du nombre complexe z = [a, b].
On dit encore que z a pour dffixe M.

A

b M

|

Figure 1.

Module. Argument

Langle 0 = (Ox, OM) est I'argument de z. 1l est défini 4 2 Kn pres.
Le module de z est la longueur du vecteur OM. On le désigne par

p=lz|=|0M]|
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a et b sont liés a p et 0 par

a = pcos 0,
b= psind
Réciproquement, p et 6 peuvent étre déterminés en fonction de a et
de b:
a® + b? = p?(cos? 0 + sin? 0) et b . p&no
a pcosp
soit

p=Ji T B tg6 =2
a

et le nombre complexe [a, b] se note également (p, 0).

2. OPERATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Egalité de deux nombres complexes

Les nombres complexes z; = [ay, bi1] et z2 = [a2, b2] sont égaux si
et seulement si a; = az et by = bz, c’est-a-dire si leurs images M, et M2
sont confondues.

Les deux nombres complexes z; et zz sont conjugués si a = az et
by = — b,. Leurs images sont symétriques par rapport a I'axe Ox.

Le conjugué de z se note z.

Onenconclutquesi z = (p,0) z = (p, — 0).

A

etdemémesi z=a + ib
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On remarque que 'application z — Z est une application bijective
de C sur C satisfaisant a:

2y ¥ z2=21+ 23

Z1 22 = Z . E;
Elle est de plus involutive puisque
z) =12 VzieC

Notons enfin que si z = a + ib
z+zZ=2a aclR
zz=(z|)* = a® + b?

Addition et soustraction de nombres complexes

Par définition la somme des nombres complexes z; = [a;, by] et
z2 = [aa, b2] est le nombre complexe:

Z=z1+22=[a1+az,b1+bz]

M, et M, étant les images de z; et z;, 'image M de Z est telle que
OM = OM; + OM;
De I'inégalité triangulaire OM < OM; + OM; on déduit
lz1 + 22| < |21 | + |22
qu'on peut immédiatement généraliser

lzan tzz ¥ ...tz €lzi ] +lz2] Foe. F | 2]

=

Figure 3.
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Le module d’une somme de nombres complexes est inférieur ou égal
a la somme des modules.

La différence des nombres complexes z, et z;, soit Z = z; — 2z,
est définie par Z + z; = z; et

Z = [ay — az, by — b3]

Les propriétés de commutativité et d’associativité de 'addition des
nombres complexes découlent de la définition de la somme de deux
nombres complexes.

Produits de deux nombres complexes

Le produit des nombres complexes z1 = (p1, 61) et z2 = (p2, 02)
est, par définition, le nombre complexe de module p;1 . p; et d’argument
0, + 6,.

Z=1z1-2z3= (p1.p2 01 + 62)

Si Z = [a, b], z1 = [a1, b1] €t z2 = [az, b2] on établit facilement les
relations liant a et b a a,, by, az et ba.
En effet
a= pypzcos (6; + 0,)
= P2 (cos 0y cos 0, — sin @, sin 02)
= (p1 cos 0y) - (p cos ;) — (py sin 01) (p2 sin 6,)
=aya; — byb,
De méme
b= P1P2 sin (01 + 02)
= p1p2 (sin 6, cos 0, + sin 0, cos 0,)
= alb; =+ azbl
d’ou I'égalite
[a1, bi] [az, b2] = [a1az — biba, a1ba + az2b,]
Le résultat ci-dessus se généralise au cas du produit de n nombres
complexes

V212328 -« 2l = |28 | - | 22 |- | 2a]
et

arg(z1.22.23...2,) = argzy +argz; + ... + argz, (2 n)
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3. QUOTIENT DE DEUX NOMBRES COMPLEXES

Si Z= 2L estle quotient de z; par z; on peut, 4 partir de la définition
)
de la multiplication, identifier le module R et I'argument © de Z.

zy =Zz, conduit &
1= Rp, soit R = P1

0,=@ + 6, soit ©=0; -0,
En particulier

I I ! - -
— ——— = —(cos @ — ismn @ si 0
z p(cos@ + isin 6) .0( L '’

YA

Figure 4.

4. NOMBRES REELS. NOMBRES IMAGINAIRES PURS.
NOTATION ALGEBRIQUE ET TRIGONOMETRIQUE
DES NOMBRES COMPLEXES

Les nombres de la forme z = [a, 0] ont leur image située sur I'axe
des x. Nous pouvons confondre ’'ensemble des nombres réels et 'ensemble
des nombres complexes du type z = [a, 0].

Les nombres z de la forme [0, b] ont leur image située sur I'axe Oy.
On dit qu’ils sont imaginaires purs. L’argument d’un nombre imaginaire

. -
pur est Ea Kr pres.
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Le nombre i

Le nombre imaginaire pur [0, 1] de module + 1 et d’argument + g

(a 2 K prés) est désigné par i.

YA

Figure 5.

Le nombre complexe z = [a, b] d'image M est la somme des nombres
[a, 0] et [0, b] ayant respectivement P et Q pour image

[a, b] = [a. 0] + [0, b]

or [0,b] = b.i, etd’aprés les définitions précedentes

z=a+ib

a + ib est la forme algébrique de z; a est la partie réelle et b la partie
imaginaire de z. On note souvent a = #(z) et b = J(2).

Et puisque a = p cos 0 et b = p sin 6 on peut encore ecrire

z = p(cos O + isin 0)

qui est la forme trigonométrique de z.
Le nombre complexe i ayant pour module 1 et pour argument

- g la multiplication par i correspond donc 2 la rotation de centre O et
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d’angle Z En particulier i a pour module 1 et pour argument =, ce qui

conduita i2 = 1. (cosn + isinm) = — 1, soit

i=/-1

Applications.
Si zy = ap +iby ou zi = py(cos B, + isin6)
zz = a2 + ib2 zz2 = pz2(cos 02 + isin 63)

La définition de la somme de deux nombres complexes conduit a

zi+zz=a1 +az+i(b+by)

celle du produit
z1 - z2 = (a1az — bibz) + i(aibz + biaz)

ou encore

z1z2 = prpzlcos(By + 02) + isin(6; + 62)]

enfin, la division de z; par zz conduit a

a &icos (01 — 02) + isin(0; — 62)
Z2 P2

5. FORMULE DE MOIVRE

Considérons le nombre complexe de module 1 et d’argument 6:
z =cos @ + isinf

Des résultats ci-dessus nous déduisons que z" a pour module 1 et
pour argument nf soit

(cos @ + isin 0)" = cosnf + isinn0
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6. RACINES »“™ D’UN NOMBRE COMPLEXE
Soit I’équation
=14 (1
ot 4 est le nombre complexe r (cos @ + isin ).

Posons z = p (cos 0 + i sin ). Le module de z" est p" et son
argument vaut nf.
L’égalité (1) équivaut a
p"=r e nl=o+2Kn

s U ey ) =B 2EE
4]

=

Lorsque K prend les valeurs 0, 1, 2, ..., n — 1, 0 prend n valeurs
distinctes, et on obtient pour I’équation (1) n racines ayant méme module.

Exemple.
Racines cubiques de I'unité
23=1
et =cos2 Kn + isin2 Kn
2Kn . . 2Knm
z = CoS + isin
3
YA
M,
= X
_1 M,
2
M,
Figure 6.
Pour K = 0, 1, 2, on trouve
Zi=1
2 ; 3
z;=cos—n +ism-2?—I = —1+ i-\[-=j,
3 3 2 2
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Ces trois racines vérifient la relation
1+j+j2=
et leurs images sont les sommets d’un triangle équilatéral.

7. RESOLUTION DE L’EQUATION DU SECOND DEGRE
Soit I’équation

ax? + bx+c=0 2

avec A = b2 — 4ac < Oet a, b et ¢ réels. En mettant le trindme sous
sa forme canonique, I'équation (2) s’écrit

o (x+ b) Il Gl
2a 4 a?
__ b A
et X= =
Za 2a

L’équation du second degré dont le discriminant est négatif a deux
racines complexes conjuguées

—b:l:h/ A

2a o

Exemple.

L’équation x> — x + 1 = 0 admet pour racines les quantités

11;'\/3__

2

X =

8. TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES SIMPLES

Parmi les nombreuses applications des nombres complexes, nous en
signalons dés maintenant certaines fort simples d’ordre géométrique.



60 ALGEBRE
Quelques aspects ont été évoqués dans le tome 3 (transformations
conformes).

Si 9 < C, considérons les applications f: 2 — C ci-dessous et
désignons par m et M les affixesde zet Z = f(z2)

1) fz)=z+a ouaeC

7

z+a

Figure 7.

On voit que la transformation géométrique associée est une transla-
tion de vecteur a.
2) f(z) = az ouaeC

Siz=(p,0) et a= (r,o) M sedéduit de m par similitude de
centre O, de rapport r et d’angle a

Z=(r.p,0+ o)

Si r=|a|= 1alors Z = z (cos « + isin &) ou, relation inverse
équivalente, z = Z (cos o — i sin o)

On en tire

{ X =xcosa + ysina
Y=—xsina + ycosa

{ x=Xcosa — Ysina
ou

y=Xsina + Ycosa

qui sont les traditionnelles formules de changement d’axes par rotation.
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YA
M
az
p.r
z
m
0+« £
0 6 » X
Figure 8.
Y YA
M X
———————— -
/,, '\\
f’ l
~
/’ ]
w |
-

- I

I

1

o) o 1 - x
Figure 9.

3) f(z) =az+ b a,beC

Si a # 1 les points doubles de Z = az + b sont donnés par
z = Z = zo donc

zo(l —a)=b et zp=
- a
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L'expression de f(z) — zo = a(z — zo) montre que c’est une

similitude de centre Mo affixe de zo, d’angle o = arga et de rapport
| al; elle se réduit 4 une rotation pour |a| = 1.

4 f(2) =

B

On passe de m & M par le produit d’ailleurs commutatif de

— TPinversion de pdle O et puissance I,
— une symétrie par rapport a I'axe des x.

o - 218

a, b,e,deC

Ce cas, fonction homographique de z, regroupe en fait tous les cas
précédents; il suffit en effet d’écrire

ad — bc

et il se raméne aux transformations géométriques rencontrées ci-dessus.

zZ=f@) =%+

Posons A=-€eC
[

2
d
y=—
c

=1+ £
/@) z+ v

d’aprés ce qui a précédé

z —E6—2z; = z + v est une translation
1 : : 5 2 ‘i
7y —O— 23 = — est une inversion suivie d’une symeétrie
Z
Z2—O— Z3= Uz est une similitude de centre O

73 —E— za = z3 + A est une translation

et la transformation homographique est donc la composée de ces
différentes transformations élémentaires.
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9. ¢ POUR z COMPLEXE. FORMULES D’EULER

Soit z = x + iy. (x, y) e R?
On définit e* par (*)
e = et = ¢ (cos y + isiny)
Pour y = 0, z = x est réel et ¢ se réduit 4 *. Dans le cas ot z est
imaginaire pur on obtient
eé¥ = cosy + isiny
et en changeant yen — y
e ™ =cosy— isiny

En ajoutant et retranchant membre & membre ces deux égalités, on
obtient les formules d’Euler :
e +e’” B g

COos = e Sin = —
¥ 2 ¥ 2i

On définit de méme pour z € C :

Z_'_ —Z e -z
chz= g shz—-ez -
&7+ e 2 : et — e ¥F
cosz=——— sinz=-————
2 21
sh sin z
thz = 222 tgz=
chz CoS z

les relations liant les lignes hyperboliques et trigonométriques de z ayant
été établies au tome 2 chapitre 8, nous les rappelons:

siniz= ishz cosiz=chz

shiz=isinz chiz=cosz

Nous rappelons aussi les développements en série étudiés au tome 3:

. _ s i 22n+l
Bnz=1 Y an+
¥ (=P

cosz= 2 (= o

(*) Une justification plus compléte de ¢ par les séries entiéres a été vue dans
le tome 3.
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g2+l
2n + 1)!

hem 3
hi=3 o

2n)!

Résumé du chapitre 4

EXERCICES
B 1. Simplifier les expressions

== (2+l') + (7 — 31’),((:033 +tsm3)3 (- 1+
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_4_ 42 _2i
9 9 3
Q+)+(T-3)=9-

2i
3
(cosf+isinf) 0828 4 Jain S L — 1
3 3 3 3
(1 +dP = 1)P+3(—1Di+3(—D.i+7
=—14+3i—-3i2—i
=2+ 2i

B 2. Calculer
A=Q2-5)(3+8)H( + 1)
B=(2+;')2+(2- i)?
e+ —e—
c=(1+ 2~

@-5)3+8)=6+(16—15i— 40> =46 + i

A=(46+i)(1 +1)=46 +i(46 + 1) + i =45 + 47i
Q+iP=4+4i+i*=3+4i
R-iP=4-4i+i¥=3-4i

dtai+3-4i_6._ 3.
3+4i—3+4i 8i 4

C=(Q+2=[1+2)P=010+4i+4) =(—3+4i?

=9—24i+16i*=—7—24i

B 3. Mettre sous la forme a + ib les quantités suivantes
7 L+i2-—=31 1 1 (41‘"—:‘)2

4-1'1-i'4—515—31 S+30\1 +2i

17 _ 17(@+i) _17T@+)_170@+1i) _
4—i @G-D@+i) H#-i2 16+1
1+i__ @+9 _1+2i+8 2i_.
1—i Q-0+ 1—i 2
2=31_@=3@ £35H_3% +i0=12—15% _2-2i

4+ i

4—-5i (4—50)@+ 59 16 — 252 41
1 1 _S*x3=5+3i_3,
5—3i 5+3i 25 -9 17

M= =@ == D=
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et

4l —i\* _ 252 =125

(1+2i)'1+4s+4ﬁ"—3+4i

_25(=3-4))
(=3 +4i)(—3— 4i)

=3+ 4i

Représenter et mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes

2+2i;—l—i\/§;\/§—i;—§i

Module p=J2+2=/8=2./2

Argument me=§=h 9=EQK@
2+ 2i=2ﬁ (cos " +isin E)
4 4
AY
2 2+2¢
{»
7
o 45 o
2
Figure 10.
Module p=-/1+3=2

Argument  tgf = /3 6=n+§@Kﬂ

—-1—1’\/.;

Figure 11.
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Module p=J1+3=2

Argument tgl= — ﬁ 0= %E (2 Kn)

; Y
0
3
\\ i s
-1
Vi-¢
Figure 12.
Module p= 5
2
3n
Argument 6= > (2 Kn)

5.

Figure 13.

B 5. Utiliser la formule de Moivre pour calculer cos 3 6 et sin 3 6.

cos36 + isin3 6= (cos 6 + isin#f)?
=cos’ 0 + 3cos?f.isinf

+ 3 cos 0 i sin? 6 + i® sin® 6.
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En égalisant séparément partie réelle et partie imaginaire, nous

obtenons
cos36 = cos®@ — 3cosOsin? 6
= cos®* 8 — 3cos B (1 — cos?6)
= 4cos®8 — 3cosh,
sin36 = 3cos?Bsin @ — sin® H

3sinf — 4sin? 6.

MW 6. Quelles conditions doivent vérifier les images M; et Mz des nombres

Zy .o, S
complexes z, et z, pour que ;5 soit réel, ou imaginaire pur.
2

YA
MZ
#
2
0 _—
Figure 14.
» Z2
L’argument de — est
Zy
o

MiOM; = 82 — 64

22 sera réel si m est multiple de m, Cest-a-dire si M, et M,
Z
sont alignés avec O; L2 imaginaire pur pour m 2 =
2y

Y

B 7- Quelles sont les racines carrées de i.
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i a pour module 1 et pour argument —;— + 2 Kn

\/i=cos(£+ Kn) +is'm(E+ Kﬂ)
4 4

0 on trouve 7]—2:(1 + i)

Pour K

1 on trouve -— L(l + i)

/2

B 8. Trouver les trois racines cubiques de — 2 + 2 i.

Pour K

—242i=2(— 1 +i)=2./2(cos 135° + isin 135°).

Les racines cubiques de cette quantité ont pour module

-

135° + K 360°
3

et pour argument

cesont . /2(cos45° + isind5) =1 +i
/2 (cos 165° + isin 1659 = — 1,366 + i . 0,366
/2 (cos 285° + i sin 285°) = 0,366 — i. 1,366

B 9. Mettre sous forme a + ib les quantités
ej.ll, einﬂ.’ S efﬂ}-ﬂ-’ e’?ix’ eTix}Z-
eé"=cosn +isinm = — 1
é2=cos™ +isins =i

2 2
5™ = S(c:osE + isinE)
4 4

5
===+
/2

e =cosTn +isinTn
=1
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elini2 = m{;pslzE + isin Ta

B 10. Module et argument de ¢! *i\/.

43 = e(cos /3 + isin/3)

Le module est e et 'argument ﬁ

B 11. Calculer les deux sommes
U,=1+acosb +a*cos26 + ... + a, cos nfl
V,=asinf + a?sin26 + ... + a,sin nf
et les limites U et Vlorsque n — oo

Pour utiliser la formule de Moivre, formons U, + iV,:
U,+ i¥,=1+ a(cos 0 + isin 6) + a® (cos § + isin 6)?
+ ... +a"(cos @ + isin )"
=Y de*
k=1
progression géométrique de raison ae”
1 —a*'cos(n+ 1)8 + isin(n + 1) 6]
1 — a(cos@ + isinB)

d’ou v, +iv,=

Pour obtenir U, et ¥, il suffit de séparer parties réelle et imaginaire,
en multipliant par la quantité conjuguée du dénominateur, on trouve

=[l —a*lcos(n+ 1)O](1 — acos @) + a"*2sin@sin(n+ 1)0
1 —2acosf + a*

U,

_asinf[l —a""'cos(n + 1) 6] - a*'(1 —acosB)sin(n + 1)60
1 - 2acosf + a*

Les limites obtenues pour n tendant vers I'infini n’existent que si
lal < 1

On a alors U+ilV=— : —
1 — a(cos B + isin )

asin

U__gcos_ﬂ_ - S
| —2acosb + a*

—_— V__-
1 —2acos + a?
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B 12. Quelle condition faut-il imposer & z pour que |z + 5| = |z — i]?

La condition |z + 5] = |z — i| est équivalente &
G+5=e-
etpour z=x +iy x,yecRona
x+52+y’=x>+(1—y?

soil encore
y=—5x—12
équation d’une droite
YA
2 - = 8
s -
0

Figure 15.
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Ce résultat était d’ailleurs prévisible puisque [z + 5] = |z — i|
traduit que I'affixe de M est équidistant des points 4 d’affixe — § soit 4
(— 5, 0) et B d’affixe i soit B (0, 1) et 'ensemble cherché n’est autre que la
meédiatrice de AB.

M 13.L'image de z = x + iy décrivant le cercle

x2+y P —2ax=0

qu’en est-il de celle de Z = B l?
z+ 1
Posons Z=X+iY

zz=x>+ y?
z+2=2x

et 'équation du cercle est également donnée par la relation
zz —a(z + ) =0 (1)

L’expression de z en fonction de Z est déduite de

Z+Z—z+1=0
soit
_ 231
Z— |

et en portant dans (1)

Z+1) Z+1) a[z ), @+ 0] _
(Z—-1) (Z—-1) Z-1) {Z-1.
on obtient aprés réduction
LA+ ZH+Z ANV Vv a(ZZAZ-Z -1 +ZZ-Z+Z—-1)=0
50it encore
ZZ+Z+Z+1+2a(ZZ-1)=0
et remplagant ZZ par X> + Y2, Z + Z par 2 X, il reste
I+2a)(X2+Y)+2X+1—-2a=0
Si.:Hé—l
2
1

Z décrit donc un cercle.

Sia= — Z décrit la droite d’abscisse — 1.

M 14. z décrivant un cercle centré a I'origine, que décrit Z sachant que
Zr2=z+41
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Posons z=pé?
Z2=(X+iY) =1+ pé°
soit X*— Y*+2iXY=1+pcosf + ipsin 6

séparant parties réelles et imaginaires, on a
X*—Y>=1+ pcosh
2XY =psinf
et aprés élimination de 6
(Xz = Yz = l)2+ 4x2};2 - pz
ou encore
K25 VPR -2 —¥Y)=pt =1
quartique qui, pour p = 1, se réduit 4 une lemniscate (voir t. 5).

d’affixe M.

W 15.A z daffixe m onassocie Z =
z+i

Que décrit M quand m décrit une droite ou un cercle?

Posons z; = z + i; my image de z; se déduit de m par une
translation paralléle 4 Oy et d’amplitude 1.
Z3 = 1. a pour image mz qui se déduit de m; par la composition,
Zy
dans un ordre indifférent, d’une inversion de pdle O et de puissance 1 et
d’une symétrie par rapport & Ox.

Enfin M se déduit par une rotation d’angle +§ et de centre O

puisque Z = iz,.

Figure 16.
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Si m décrit une droite A ne passant pas par le point A image de — i ,
m; décrit une droite paralléle & A ne passant pas par Porigine; l'inversion
de péle O et de puissance 1 transforme cette droite en un cercle et M décrit
donc aussi un cercle; si m décrit une droite passant par A, M se déplace
sur une droite issue de O.

Si m décrit un cercle ne passant pas par A, alors M décrit également
un cercle.

Si m décrit un cercle passant par A, M décrit une droite.

B 16.On considére I’équation
28— 2z%cos0 +1=0 GeR
en cherchant les racines, décomposer le trinéme z® — 2z%cos0 + 1 en
produit de trois trindmes du second degré a coefficients réels. Pour quelles

valeurs de 6 les images des racines de I'équation sont-elles les sommets d’un
hexagone régulier ou d’un triangle équilatéral?

Posons Z = z*
L'équation Z? — 2Zcos0 + 1 = 0 a pour discriminant
& =cos?0 — 1= — sin?@
d’ot les racines
Zy=cosl +isin@ et Z; =cos@ — isin@
= o0 R

AN/
W

A
El S

Z; = COS

U
3
Z; = CO8 (ﬁ + 2—“) + isin (E + 2——)
3 3 3 3

z3 = cos(g 3 4—“) + isin(6+4—ﬂ)
3 3 3 3

4 3 3 1

25=cos(g+2Kﬁ)— :sm(f—}+&)=zz
3 3 3 3

26=c05(9+4;<f5)—15111(94-4?):5

L’équation proposée peut donc s’écrire
=—2)-)@E—2)(z-2)(z—23)(z—73) =0
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Or z+z2=23(2)
z.z2=]z?
et I'égalité ci-dessus conduit & la décomposition demandée

(zz - Zzwsg -+ l)l:z2 - 22ws(€+ 2——“) + l]
3 3 3
[zz — 2z cos (Q - fl—“)]
3 3

Les expressions des racines montrent que 2, 22, 23 sont les sommets
d’un triangle équilatéral inscrits dans le cercle de rayon 1 centré en O, za,
zs, z6 celles d’un triangle symétrique du précédent par rapport a Ox.

Les six points figurant les racines seront sommets d’un hexagone

WD

- ; i3
régulier pour soit 0= 2

o3

Ils seront sommets d’un triangle équilatéral si les deux triangles

précédents sont confondus, soit si g =0 ou 6=0.
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CHAPITRE 5

POLYNOMES.
FRACTIONS RATIONNELLES

1. DEFINITION

Un polyndéme de degré n a la forme
A=ax"+ ayx” '+ ...+ a,_,x +a,
ol ao au moins est différent de 0.

Ainsi écrit, on dit que A est ordonné suivant les puissances décroissan-
tes de la variable x € R; nous nous limiterons a ce cas en remarquant
cependant que x peut appartenir & un ensemble quelconque non nécessaire-
ment sous-ensemble de R. Ainsi x peut représenter une matrice carrée
pour laquelle nous verrons que sont parfaitement définies les opérations
d’addition, de multiplication par un scalaire et de produit. Dans un tel
cas A(x) est alors lui-méme une matrice.

L’ensemble des considérations et résultats qui vont suivre pourraient
donc s’étendre au cas plus général ot I'indéterminée x représente des étres
mathématiques assez divers, et donner une plus large portée a la théorie
élementaire.

Notation

La suite ordonnée des coefficients de A: ao, a1, ..., @, 0, 0 ...
a au plus n termes non nuls.

On convient de noter
A= [a{), A1y -y an]

Polynéme nul

Le polynome nul est le polynéme dont tous les coefficients sont nuls.

On peut le noter
[0] = [0,0,0,..]
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2. ADDITION DES POLYNOMES

Par définition la somme A + B des polyndmes
A = [ao, a1, ay, ..., ap]
B = [bo, bla bz, CRRT hq]
est le polyndme
A+ B=|lao + bo,ay + by, ...,a, + by, ...]

On constate que cette définition implique que
d® (4 + B) < Sup [d° (4), d° (B)]
en désignant par d° (P) le degré du polyndme P(x).

De la définition de la somme de A4 et B il est simple de déduire
que 'addition des polynémes est une loi de composition interne asso-
ciative et commutative. Elle posséde un élément neutre le polyndme
[01=1[0,0, ...L.

De plus le polynéme A = [ao, a4, ..., a,] admet un opposé, le
polynéme

—A=1[- a0 — ai,..., — a)l

Ainsi ’'addition confére a I’ensemble des polyndmes une structure de
groupe abélien.

3. MULTIPLICATION DES POLYNOMES

On appelle produit des polynémes
A = [a(h Ay, .o ap]
B = [bo, by, ..., b}
le polynome
C=A.B = [co, Cty -+ Cm]
tel que co = aobo, ¢ = aibo + biao et d’une fagon générale
Cy = Z a; . bj
itj= k
En particulier le coefficient du terme de plus haut degré est
e = apb,
ou d°(4.B) = d°(4) + d°(B)
On peut ainsi vérifier que la multiplication des polynémes est
associative et distributive par rapport a I’addition.
Muni des deux lois de composition que sont I’addition et la multiplica-
tion des polyndmes, 'ensemble des polynémes a une structure d’anneau
commutatif.
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4. MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

Si A = [ao, @1, ..., a,] et A € C le produit 14 est le
polyndme [Aao, day, ..., Aa,). La loi de composition externe ci-dessus
définie posséde les propriétés:

A(uA) = (Ap) A
A+ uA=214 + pA
1.A=A
A.(A+B)= AA+ B

On en déduit que I'ensemble des polyndmes relativement & I'addition

et a la multiplication par un scalaire a une structure d’espace vectoriel

(voir chap. 6). On voit d’ailleurs que les (n + 1) monémes

2

1, x, x*, ..., x"

sont linéairement indépendants et constituent une base de dimension
n + 1 pour 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus égal a n.

5. POLYNOME DERIVE
Définition
On appelle polynome dérive de
P(x) = aox™ + a;x" ' + ... + a,
le polynome
P(x) = naox" ' + (n— Dayx 2+ ... + a,—,

cette définition découlant de la notion de dérivée de Ilapplication
x — P(x), fonction de la variable réelle (ou complexe x).

L’application P(x) — P’(x) vérifie les propriétés évidentes suivantes:
1) (P + Q) = P + Q' (dérivée d’une somme)
2) VkeC, (kPY = kP’
3) (PQY = PQ + QP
cette derniére propriété est simple a établir.
Si P et Q sont des monomes
P = ax" Q = bx?
(P.Q) = ab[x"*"] = (n + p)abx"*?~!
PQ + QP = nabx"*?~' + pabx"*?~' = (PQ)

Si P et Q sont des polynomes, leur produit est une somme de
mondmes, et on est ramené au cas précédent.
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4) Le polynome dérivé de P" est nP"~ 1 P’.
Sin = 2, ce résultat découle de 3) et se généralise par récurrence sur n.

6. FORMULES DE MAC LAURIN ET DE TAYLOR

Le polynéme P(x) ordonné suivant les puissances croissantes permet
d’écrire

P(x) = i ox*

i=0

n—1
d’on P(x)= Y iox'~*
i=1
n—2
P(x)= Y i@i— 1)x"2
P® (x) = o,
De ces égalités on tire
P(0) = ap
P'(0) = a,
P'(0) = 2 ay
PO =n(nr—1)(n~-2)...10 =n!a,
d’on

+x 22O (1)

n!

P(x) = P(0) + xP;(?) + x? P;(f’) +..

qui est la formule de Mac Laurin pour un polynéme.
Pour obtenir la formule de Taylor de P(x) il suffit de poser
O(x) = P(x + h).
La formule précédente de Mac Laurin pour Q(x) donne

r n)
0(x) = Q(0) + x Ql(?) + x2 Q;(’O) TR —Q'n Qo

et comme
OQx)=P(x+h) =00+ as(h+x)+ ... + o, (h + x)"
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on tire
Q(0) = P(h)
Q(x)=o1 +20(h+ x)+ ... + no,(h + x)" !
Q'(0) = P'(h)

enfin -

Q"(x) = nl o, = Q(0) = P*(h)
soit en portant dans (2)

xPH) , PO, WP

P(x + h) = P(h) + T T r

qui est la formule de Taylor pour un polynéme.

Applications.
@ Formule du binéme
La formule de Taylor appliquée au polynéme P(x) = x" conduit a

P(x) = nx*"1, P(xy=nn-1)x""2
PPx)y=nmn—1)...(n—p+ 1)x"*
P™(x) = n!
Il en résulte pour Q(x) = P(x + h) = (x + h)"
(x+h'=H+n""x+ __n(n2: Doty
o nn—1)...n—p+ l)x’h“"’ e
p!
qui, pour x = aet h = b, redonne la formule classique du binéme de
Newton :
@+by=a+ne b+ 0" Dpgpe

2!
+ CEa" PP + ... b

@ Ordre de multiplicité d'une racine.

L’ordre de multiplicité d’une racine xo de P(x) est le plus grand entier
p tel que P soit divisible par (x — xo0)’ (p < n) (voir § 11).

La formule de Taylor donne le développement de P(x)

+ P e B s
P(xo) (xo) (x J:o) (p — l)'(x Xo

PP(xo) , PP " (xo) P"xo) . _ =
T a5 G+ ! (x — xp)+ ... +——-———a! (x — xo)* P:I

+(JC— x‘)}'[
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Désignons par r(x) la premiére ligne de ce développement de P(x)
Ple- ll(xo) -1
r(x) = P(xg) + P'(x0) (x — xp) + ... + W(x — Xo)¥
Si xo est racine d’ordre p de P(x). r(x) est identiquement nul :
r(xo) = 0= P(xo) = 0
_rxo) _ 0= P(xp) = 0

X — Xp

S0 0= P
0.

Réciproquement, si
P(x0) = P'(xo) = -.. P*"Y(x0) = 0

mais P"(xg) # 0 d’aprés I’écriture ci-dessus de P(x), P(x) est divisible par
(x — x0)” et admet xo comme racine d’ordre p.

7. DIVISION DES POLYNOMES SUIVANT LES PUISSANCES
DECROISSANTES OU DIVISION EUCLIDIENNE

Etant donné deux polynémes de degrés respectifs n et p
A=agx" +ax" '+ ...+ a,
B=box” + byx*" ' + ... + b,
avec p < n, on appelle quotient et reste de la division de 4 par B deux
autres polynomes Q et R tels que I'on ait I'identité
A=BQ+R @)
le degré de R étant inférieur a celui de B; A4 est le dividende et B le
diviseur; on dit que A est divisible par Bsi R = 0.

Si Q et R existent ils sont uniques.

En effet, s’il existait deux autres polynomes Q' et R vérifiant
A=BQ + R 5
en rapprochant (4) et (5) on obtiendrait
BQ + R=BQ + R
soit BO—-Q)=R —R (©6)
les polyndmes R’ et R étant par hypothése de degrés inférieurs a celui de
B, il en est de méme du polynéme R’ — R.
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Or le polynome B(Q — Q') est de degré au moins égal a celui de B et
I’égalité (3) est impossible & moins que, Q — Q' = 0 et R — R’ = 0 soit
Q=CQeR=R.

8. RECHERCHE DU QUOTIENT ET DU RESTE

Nous allons dégager la régle qui permet de déterminer le quotient Q
et le reste R de la division de A par B.
Considérons les mondmes de plus haut degré de 4 et B : apx"et box?.
11 existe un mondéme g, tel que
aox" = box” . g,
¢1 a pour degré n — p (et se réduit a une constante si n = p).

Le polynome
Ay = A — Bq, @)
est de degré inférieur a celui de A puisque les termes de degré n se
détruisent dans A4,. Si le degré de A, est de plus inférieur a celui de B,
alors A = Bq, + Ay est de la forme 4 = BQ + R : le quotient est g; et le
reste A;. Si au contraire le degré de A, est supérieur a celui de B, on
recommence I’opération : on divise le terme de plus haut degré de 4, par
celui de B. Soit g le quotient. On obtient un nouveau polynéme A,.
A; = A, — Bq;
Si le degré de g» est inférieur a celui de B, I'opération est terminée, sinon
on poursuit jusqu’a I'ordre K :
Ay = Ax-1 —Bg,
ou le degré K est inférieur a p, degré du polynome B. Alors
A= Bq i + Al
A, = Bq; + A,
Av-1 = Bgx + Ak
ce qui permet d’écrire en additionnant :
A=B(q + g2+ ... +gp) + A

Le quotient est le polynéme
Q=q tq+ ... +gx
et le reste R = Ag. Clest sur ce principe que repose la recherche du
quotient et du reste.
Pratiquement, on dispose le dividende et le diviseur comme dans une
division artihmétique. On effectue la division du terme de degré n du
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polyndéme A par celui de degré p du polynéme B. On obtient ainsi le
premier terme g; du quotient. On multiplie le diviseur par ¢ et on
retranche ce produit du dividende. La différence ainsi obtenue est le
polynéme A; sur lequel on recommence I'opération jusqu’a ce qu’on
arrive a une différence de degré inférieur a celui du diviseur. C’est cette
derniére différence qui est le reste.

L’exemple qui suit concrétise les différentes phases:

Diviser x> — 7x*+x—6 par x* +x* —x—1

x3 —7x3 + x— 6| x*+x2—x—1
—x3—x*+ xX*+ x? x2—x—35
Ay —x*—6x*+ x*+ x— 6
+x*+ x¥- x2— x
Ay —5x3 - 6
+5x*+5x2—5x— 5
Reste 5x?—5x—11

Le quotient est x> — x — 5 et le reste 5 x> — 5 x — 11 puisque de degré
inférieur a celui du diviseur.

9. DIVISION SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES

En ordonnant les polyndmes suivant les puissances décroissantes on
a obtenu une premiére division des polynémes.

D’une fagon strictement identique, on procéde & la division des
polynémes suivant les puissances croissantes.

Si A=gy+tax+ ... +ax"

B=bo+b1x+ ...+bpxp
avec bo # 0, il existe un couple unique Q et R de polyndmes tels que
A=BQ + x"*'R avecdegréde Q < m

Q et R étant toujours le quotient et le reste de la division suivant les
puissances croissantes de 4 et B a 'ordre m.

La définition précédente appelle une justification de possibilite.

Posons Q=co+cix + ... + ¢,x" et montrons quon peut
déterminer (m + 1) coefficients de ce quotient de telle mani€ére que les
termes de degré 0, 1,2, ..., m dans la différence A — BQ soient nuls.
Nous obtenons les équations:

ao — boco = 0
a; — bic{)_bocl =0
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............................

Moyennant la condition bp # 0, on peut calculer de proche en
proche les coefficients de Q(x) comme dans le cas de la division suivant
les puissances décroissantes.

Sur le plan opératoire la méthode précédemment développée conduit
au résultat, les calculs étant arrétés lorsque le reste contient x™** en
facteur. Les calculs se disposent de la méme fagon.

Notons qu’en cas de divisibilité le quotient obtenu est le méme que
celui obtenu suivant les puissances décroissantes.

Exemples.
La division 4 I'ordre 2de 1 + x par 1 + x? conduit 4
1+ x 1+ x?
+x — x? 1+x—x?
2 — 53

et nous avons I'identité
l+x=(0+x)0+x—xH)+x3(-1+x)
montrant que le quotient et le reste sont
o) =1+ x— x?
R(x)=x—1
Ainsi la division de
A=2+3x—-3x>—-10x*+ 8x°
par B=1+ x — 2x* aUlordre 3 conduit &
2+ 3x —3x*—10x* +8x° |1+ x—2x%

—2—-2x+4x? 2+ x+3x2—4x°
x+4x?—3x3
—x— x*+2x3
3x2— x*—10x*
—-3x*2-3x*+ 6x*
—4x®— 4x*+8x°
+4x3+ 4x* - 8x°

Ict R=0 A estdivisible par B.
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10. PGCD DE POLYNOMES

Notion d’idéal
Nous avons établi la structure d’anneau (§ 3) pour I'ensemble K(x)
des polynémes.
Si £ est un sous-ensemble de K(x) vérifiant les propriétés suivantes:
a) A(x) et B(x)e.f = A(x) — B(x)e #
b) A(x)e # et P(x)e K(x) = A(x) - P(x) e £.
# est appelé idéal de K(x).

Conséquences de cette définition
e Le polynéme nul noté [0] est un idéal. L’anneau K(x) est un
idéal.
e Tout idéal de K(x) non vide contient [0] car ¢’
contient A(x) il contient A(x) — A(x) =[0] d’aprés a).
e Si A(x), B(x) € # alors V P(x), Q(x) € K(x)
A.P+ B.Qe ¥

En effet d’aprés b) il contient A . P et B. (— Q) donc
A.P-B.(-Q)=A.P+B.Q

Notion de polyndme unitaire ou normalisé

On appelle polyndome unitaire ou normalisé un polyndme dont le
coefficient du terme de plus haut degré est I'unité.

Tout polynéme non identiquement nul est normalisé si on le divise
par le coefficient de son terme de plus haut degré.

Si deux polynémes sont normalisés, leur produit I’est nécessairement
(cela découle de la régle donnant le terme de plus haut degré du produit).

Théoréme fondamental

Tout idéal #de K(x) se compose
ou bien du seul polynoéme [0]
— ou bien de tous les multiples d’un polynéme 4 non nul.
Parmi les polyndmes de .#, soit A I'un quelconque de degré
minimum (*) et B I'un des polynémes de .#.
La division de B par A conduit a
B= AQ + R avec d° (R) < d° (4)

(*) Ou representant de la classe normalisée qu’ils constituent.
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Or ResS puisque R=B— AQ et B,Ae.f etR estnécessaire-
ment nul puisque, si tel n’était pas le cas, .# contiendrait un polynéme
de degré inférieur a celui de A, ce qui est contraire aux hypothéses d’ou

B = AQ VBes

Idéal engendré par deux polynomes A et B

Tout polynéme D diviseur commun de A et B est diviseur de
AU +, BV, ot U, V € K(x). fensemble des combinaisons linéaires
AU + BV est un idéal, comme on peut le vérifier rapidement.

Si A U+B.VefS et A.U +B.Ves alors

A.U+B.V)V—-(A.U+B.V)=U-U).A+ ¥V —-V).B
est une combinaison linéaire de A et B et appartient 4 .#.

Par ailleurs si

PeK(x), P.(A.U+B.V)=A.(P.U)y+ B.(P.V)
appartient 4 .#comme autre combinaison linéaire de A4 et B.

D’aprés le théoréme fondamental précédent, si A4 et B ne sont pas
tous deux nuls, .# contient un polynéme D # [0] de degré minimum dont
tous les autres sont des multiples.

D divise en particulier A et B puisque

A=A.1+0.B=>Ae.¥
B=0.A+1.B=Be.¥

Sionpose D = UpA + VoB tout diviseur D" de A et B divise D
et le degré de D’ est au plus égal a celui de D.

On en conclut :

Deux polyndomes A et B admettent un plus grand commun diviseur
(PGCD), D, défini & un facteur unitaire prés. D est une combinaison linéaire
de 4 et B. Tout diviseur commun a A et B divise D et réciproquement.

Polyndémes premiers entre eux

Deux polynomes sont premiers entre eux si D est de degré 0 : leur
PGCD normalisé est 1.

Théoréme de Bezout

Si A et B sont premiers entre eux le polyndme normalisé 1 appartient
a I'idéal engendré par A4 et B. Réciproquement si le polyndme normalisé
1 appartient a I'idéal engendré par A et B, il est nécessairement le
polynéme de degré minimal de cet idéal.
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11 existe dans .# deux polyndmes Us et ¥y tels que

AUp + BV = 1

avec d%Uo) < d°(B) et d°(Vo) < d%(A).

Propriété des polynomes premiers entre eux
Si A(x) est un polynome premier avec les polynomes
B(x) et C(x) il est premier avec leur produit BC.
En effet, il existe dans K(x) des polynémes Uy, Vi, Ua, V- tels que
AU,+BV1=1} ACAUU» + C -
U,V, + BU,V)) + BC(\ V2) = 1
AU2+CV2=I:( 1U2 1V2 V1) C(WV2)

égalité qui montre que A et BC sont premiers entre eux.
On en déduit par récurrence que si A est premier avec les polyndmes

Bi, B, ..., B, il est premier avec B; - B2 ... B, et donc, quels que
soient les entiers o, 02, ..., 0, il est premier avec B{' . B3*. .... ¢
Théoréme de Gauss

Si A est un polynéme premier avec le polynéme B et s’il divise le
produit BC, A divise C.

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que les
polynomes A(x), B(x) € K(x) soient premiers entre eux est qu’il existe
Uo(x), Vo(x) € K(x) tels que

Plus précisément, on démontre que A(x) et B(x) étant donneés, s’ils
sont premiers entre eux, il existe une infinité de polynémes U(x) et V(x)
satisfaisant A(x) . U(x) + B(x). V(x) = 1 mais un seul de ces couples
vérifie simultanément I'identité de Bezout et la condition supplémentaire

{d“ [UM)] < d° [B(x)]

d° [V(x)] < d°[A(x)]
Tl existe donc dans K(x) des polynémes U(x), Wx) et Q(x) tels que

AU + BV =1 et BC = AQ

on en tire AC. U+ BC.V=C
d’ou

ACU+QV)=C
qui montre bien que A divise C.
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Calcul pratique du PGCD

L’algorithme d’Euclide permettant de trouver le PGCD de deux
nombres entiers est celui que nous généralisons ici au cas des polyndmes.
Supposons que le degré de B, noté d°(B) verifie d° (B) > d° (4)
on a
B = Ag + A, avec d°(4,) <d®(4)
A= g4+ A, avec d°(4;) <d®(4y)

..............................................................

Les diviseurs communs a A4 et B divisent donc la suite des restes A4,
Aa, ..., Ap+, et réciproquement tout diviseur de deux termes consécutifs
de cette suite divise tous les autres.

Deux cas peuvent se présenter :

1) I'un des restes est nul : le PGCD est donc le dernier reste non
nul;

2) on arrive 4 un reste de degré nul, soit une constante, les deux
polynémes n’ont pas de PGCD étant premiers entre eux.

11. DIVISION PAR x — a

Si un polyndome P(x) est divisible par x — a le reste de la division est
P(a).
En effet, la division de P(x) par x — a s’écrit

Px)=Q.-(x —a)+ R ®
Si on fait x = a dans I’égalité (8) il vient
P@) = R

qui est bien une constante puisque le degré de R doit étre inférieur a celui
de x — a, c’est-a-dire de degré 0.

On peut donc dire que pour qu’un polynéme P(x) soit divisible par
x — a il faut que P(a) = 0. Et réciproquement, si P(a) = 0, P(x) est
divisible par x — a. Ainsi P(x) = x™ — a™ est bien divisible par x — a
puisque P(a) = 0.

Pourm =3, x*—a®=(x — a)(x* + ax + a?)

Pourm =4, x* —a*=(x — a)(x® + ax? + a’x + a?)

D'une fagon générale, on appeiie racines d'un polynome FP(x) ies
valeurs xy, x4, ..., Xx pour lesquelles P(x) = 0.



90 ALGEBRE

P(x) se met donc sous la forme
P(x) = (x — x1) (x = x2) --- (x — xx) h(x) ®

si Xy, X2, . .., Xx sOnt racines simples de P(x) = 0.

12. POLYNOMES ET EQUATIONS SUR LE CORPS C
DES NOMBRES COMPLEXES

Un polyndme non identiquement nul admet dans le corps C des nombres
complexes un nombre de racines distinctes au plus égal a n.

Pour n = 1, c’est évident az + b=0=>2z= — —lz. Admettons
a

que cette propriété reste vraie 4 'ordre p — 1, et soit P(z) un polyndéme
de degré p dont zo est une racine.

On a donc
P(z) = (z — z0) Q(2)
et O(z) est un polynéme de degré p — 1. Une racine quelconque de P(z)
annule le produit (z — zo) Q(z) et conduit soit & z = zo soit
a O(zo) = 0. Etant de degré p — 1, Q(z) a au plus p — 1 racines
distinctes, donc P(z) a au plus 1 + (p — 1) = p racines distinctes, ce qui
établit par récurrence la propriété.

Conséguences

e Si le nombre de racines de P(z) est supérieur au degré de P(2),
P(z) est identiquement nul.

e Si P(z) et O(z) sont égaux pour un nombre de valeurs de z supérieur
a leurs degrés, ils sont nécessairement identiques. En effet, leur différence
est un polynéme qui s’annulera pour un nombre de valeurs de z supérieur
4 son degré et donc identiquement nul : les polynomes sont donc €gaux.

13. THEOREME DE D’ALEMBERT

On admettra le théoréme suivant :

Tout polyndme de degré supérieur ou égal 4 1 admet au moins une
racine dans C.

Ceci conduit a :

Tout polynéme de degré n > 1 admet n racines réelles ou complexes
distinctes ou confondues.
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Si P(z) = aoz" + a1z ' + ... + a, avec ao # 0, P(z) admet
au moins une racine z; € C donc P(z) = (z — z1) Py(z) etil suffit
de poursuivre pour Py(z).

14. FACTORISATION D’UN POLYNOME

L’écriture de P(x) donnée par (9) constitue la factorisation d’un
polynome et reste valable quelle que soit la nature réelle ou complexe des
racines. Si xq, X, . .., X, sont les racines de P(x) on aura

P(x) = k(x —x)(x — x3)-..(x — x) (10)
et la valeur de k s’obtient en comparant (10) a
P(x) = apx" + a;x" "' + ... + a,

Les termes de plus haut degré étant identiques k = ap et

P(x) = ag (x — x¢) (x — x2) ... (x — Xp) (11
Pour plus de commodité, désignons par x la racine réelle et z la
racine complexe. Les coefficients ao, ay, ..., a, étant réels et z désignant

le conjugué de z, on vérifie immédiatement, puisque
PE)=apz" + a;27 ' + ... + a,

que P(Z) est le conjugué de P(z)
P(z) = P(z)

I suffit pour s’en assurer de poser z = p + ig, alors Z = p — ig, et
dans le développement de P(Z) comparé a celui de P(z), seuls changent de
signe les termes imaginaires purs.

On en conclut que si P(z) admet z comme racine d’ordre f il admet
également Z comme racine d’ordre f.

En regroupant dans (11) les parenthéses identiques et tenant compte
de la propriété ci-dessus concernant les racines complexes, on peut écrire
P(x) = ao (x — x1)* (x — x2)* ... (x = x)*

X [(x = z1)0x = 2] [(x — z2) (x — Z))** ... [(x — z2) (x — 2z2)]* (12)
X1, X2 ... X; désignant les racines réelles d’ordre respectif oy, o2 . . . ;.
3, z2 - .. z; désignant les racines complexes d’ordre respectif fi, f2- .- ;.

En écrivant z = p + ig, on explicite la partie réelle et la partie
imaginaire de la racine complexe z; on peut regrouper les termes contenant
z et son conjugué Z

x—-—2)x—2)=(x—p—ig(x—p+ig)
= =t i
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et (12) peut se mettre sous la forme
P(x) = ao (x — x1)™ (x — x2)™ ... (x — x))™

x [(x — p)? + i1 . [(x — p2)* + @312 ... [(x — p)* + 71"
avec g +og+...+2B+P2..)=n

(d’aprés le théoréme de D’Alembert) les termes entre crochets étant des
trindmes du second degré.

Remarques.

L’expression (12) ci-dessus montre que les racines complexes d’un
polyndéme a coefficients réels sont toujours en nombre pair.

L’ordre de multiplicité de deux racines conjuguées est le méme.

Donc tout polynéme de degré impair a au moins une racine réelle.

15. RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES

L’expression (12) ci-dessus permet de mettre P(x) sous la forme
d’un produit de binémes normalisés du premier degré, aux racines réelles

ou complexes ri, rz, ..., Iy NON nécessairement distinctes :
P(x) =apx"+a;x" ' + ...+ a,
=ag(x —r)(x—r))(x —r3)...(x —r,) (13)

Les fonctions symétriques élémentaires des racines sont obtenues en
identifiant les coefficients de méme degré dans (13) :
n
a

Si=Yrn=r+rn+t..+tp=—-

i=1 ao 2

_ a2
S.’Z= Z r_,-,-rjzr-rlrz+rlr3+..-+r,,_1r,,——
15j1<j2€n

.....................................................

de méme S, désignant la somme de Cf produits pa p desn racines

a
Ss= X Tlmeera=(CDPE
151 <j2.<jxSn o
et le produit des n racines

a
Sp=rrary...rp=(— 1)) =
do

16. FRACTIONS RATIONNELLES

Une fraction rationnelle, ainsi qu'on a appris a les intégrer dans le
tome 1 (chap. 9) se présente sous la forme 5?%’ avec degré de Q(x)
x
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supérieur a degré de P(x). Si le degré de P(x) est supérieur 4 celui de Q(x)
on peut effectuer la division de P(x) par Q(x) suivant les puissances
décroissantes pour faire apparaitre une partie entiére, qui est un polynome

. ; P, . y o
en x et une nouvelle fraction rationnelle — ou le degré de Q, est supérieur

1
i celui de P;. Nous allons donc supposer étre dans un tel cas et €tudier
la décomposition de % avec degré de Q(x) > degré de P(x), les coefTi-
X
cients de P(x) et Q(x) étant réels.
Les valeurs qui annulent Q(x), ou poles de la fraction rationnelle,
sont réelles ou complexes.

Péles réels : décomposition en éléments simples de premiére espéce

Si a est racine de Q(x), Q(a) = 0 et Q(x) pourra se mettre sous la
forme Q(x) = (x — a)™ Q(x), m étant 'ordre de multiplicité de la racine
a.

Remplagons Q(x) par (x — @)™ Qi(x) dans 5%5)5
P) P e Qi@)#£0

0 - a"0i®
P(a) # 0, sinon x — a serait facteur communa P(x) et Q(x) ce

qui est contraire a ’hypothése % irréductible.
X

Partie principale relative a un pole a d'ordre m

Si a est pole d’ordre m de la fraction irréductible, et en posant

x—a=X ou x=a+ X ona
P() _ _ P@+X)
2(x) X"Q(at X)

On peut ordonner les polyndmes P(a + X) et Qi(X) suivant
les puissances croissantes de X au moyen de la formule de Taylor ou, ce
qui est généralement le plus utilisé, par un calcul direct

Pla+ X)=(A; + A, X + ... + 4, X" 1) 0y (@ + X) + X"R(X)
(14)

et en divisant par X"Qi(a + X)
_PatX) _ A, A An,  RX)
X"Qua+X) Xm X"! X Qe+ X)
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et en revenant a x
Po)__ A, A, A (Rx—4) 4
0x) x-—a" x-—a"! x—a Qi)

X .
P(x) se présente sous la forme de la somme :

2(x)

— d’un polynoéme en

de degré m sans terme constant, appelé
X
partie principale relative au pole a;
— d’une fraction rationnelle qui n’admet plus a comme pdle.
Réciproquement, supposons que g(fﬂ soit mise sous la forme (15)
%
ci-dessus; en posant x — a = X et en multipliant par X™ on
obtient I'identité (14). Or cette derniére est I'expression de la division
d’ordre m— 1 suivant les puissances croissantes de P(a + X)
par Qi(a + X), division dont le quotient est unique. Il y a donc unicité
de la forme (15).
La détermination des coefficients 4;, Az, ..., A, peut se faire de
proche en proche

P(x) _ A + P,(x)
x—a"Qi(® x—a" (x—a" Q)
et en multipliant par (x — a)™
PO _ , P0G — )
01(x) 0.(x)

P(a)
t t— A =
etpour x =a A 0,@

Py(x) _ A, - P,(%)
(x — a" ' Qy(x)  (x— art (x— ay” 2
et A, = Puta) (obtenu aprés avoir multiplié par (x — @)™~ ' eten

Qi(a)

faisant x = a) et ainsi de suite...

De méme aux racines simples b et c¢ réelles d’ordre respectif p et g
correspondront les suites

B, B, B,
(x — by (x—bpt""

ainsi que
Ci C2 G,
x—c¢f x—o* 1V Tx—c
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P()

et dénommées parties principa-
0(x)

rentrant dans la décomposition de
les de g par rapport aux poles b et c.

La forme la plus générale

P("‘)=( S W A"')+(L+...+—BL)
0(x) (x — a" X—a (x — by x—b

+(—’i‘——+..,+ L’)
(x—=10 x—1

obtenue pour les différentes racines a, b, ¢, ..., I d’ordre m, p, q, ..., r
s’appelle décomposition en éléments simples, et elle est unique comme on
a pu le vérifier.

Poles complexes : décomposition en éléments de seconde espéce

Si Q(x) admet des racines complexes, elle sont conjuguées 2 a 2.

Deux racines conjuguées sont racines d’un trindme du second
degré x> + px + g = 0 avec p> — 4 q < 0, alors Q(x) est
décomposable en produit de facteurs de la forme

(* + px + @" Qu(x)
m étant ’ordre de multiplicité des deux racines considérées, et
P(x) _ P(x)
0(x) (*+ px + @" 01(x)
On peut trouver deux constantes M et N de sorte que
P(x) _ P(x) - _Mx+ N, | Pi(x)
0x) (2 +px+gmQi(x) xz2+px+qg" QOi(x)

L’existence de M; et N; et leur calcul découle d’une simple
identification. )

Les coefficients M; et N, s’obtiennent en multipliant les membres
de la derniére égalité par (x2 + px + g)™ et en faisant x?+ px+g=0
et ainsi de suite pour % égal & la différence

1

P(x) M;x+ N,
0(x) &+ px+gr
Le procédé opératoire reste le méme que celui utilisé pour les racines

réelles. Ainsi % donnera la décomposition suivante
b
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P(x) _ P(x) _ _Myx+ N, - M,x + N,

0x) (*+px+qQix) *+px+g™ (*+px+gm!

vt Max + No , Pu()
x*+px+q Qix)

D’une fagon générale, si Q(x) admet des racines réelles a, b, c ...
d’ordre «, f8, 7 - - . et des racines complexes d’ordre 6, 4 ... on aura

O(x) = Ao(x — @)* (x — bf (x — o)
2+ px + QP OFEHpx+ ).

+ .

et la décomposition de ) qui est unique prendra la forme de la

0(x)
somme la plus générale
RO . M, g W . B g g B8
Ox) (x—a) x—a [(x-— b x —b |
+ Cl PR = C-y 4 M1x+N1 P MaX'f‘Na
(x — o) x—c¢ (*+px+g)’ x>+ px+gq

x + Ni Mix + Nj
+ toeeF——————
(x* + p'x + ¢) x2+px+4q
Ces résultats ont été utilisés lors de 'intégration des fractions rationnelles.

A cette occasion de nombreuses décompositions ont été effectuées a titre
d’exercice. On en retrouvera quelques autres a la fin de ce chapitre.

Résumé du chapitre 5
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EXERCICES

B 1. Décomposer les fractions rationnelles.
1

a
) X%
1
b DS
) x(x*+x+1)?
5
c
) x2—5x+6)(x— 1)?
1 1 A B Cx+ D
= =—-+ &k =
a)x‘—x xx—-DE2+x+1) x x—-1 x*+x+1
En multipliant les deux membres par x et en faisant x = 0, on obtient
A=—1L
Fn opérant de méme pour x — 1, on obtient B = %lorsqu’on donne
4 x la valeur 1.

En multipliant par x et en faisant tendre x vers + co on obtient

A+B+C=0 soit c=§
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Enfinpour x = — l,ona
1 B
~=—-A-——-C+D
2 2
soit e L
3
1 1 1 1 2x+1
et =——-
x*-x x 3(x—-1) 3xT+x+1
1
b) La décomposition de ———————— est de la forme
) sy . x(x*+ x + 1)? =
ﬁ_'_ Bx+ C Dx + E 1

x xX2+x+1 (2+x+1)2 x(2+x+1)?

La méthode vue dans a) donne A immédiatement : A = 1; on peut multiplier
les deux membres par (x* + x + 1)? et faire x = j. Le plus simple reste
ici la réduction au méme dénominateur et I'identification :

A +x+ 1P+ Bx+Ox(2+x+ 1) +xDx+E)=1
On en tire alors
A=1
A+ B=0 d’ol B=—1

—E+C=0 45 Cc=-1¢e E=-—1
B—C=0
enfin D—-E=0 et D=E=—1
cf 1 =l_ x+1 _ x+1
x(2+x+1P% x x2+x+1 (F+x+1)7

¢)x* —5x+ 6 sannulepour x =3 et x =2 dou
x2—5x+6=(x—-3)(x—2
On peut par ailleurs effectuer la division de x* par
x*—5x+ 6 (x— DA
La partie entiére trouvée est x + 7. D'ou

x =x+7+ L + b
2 —5x+6)(x — 1) x—3 x—2
+ C D
x—1 (x-—10
avec
5 2 5
4 4 =1 —2)(—1) 2

valeurs calculées suivant la méthode exposée en a)
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Pour C prenons comme valeur particuliére x = 0 par exemple, on
trouve

et

dois €= -2
4

&
=x+7
(x*—5x+6)(x— 1)

213 32 30 1
+ - - +
4(x—-3) x—-2 4x—-1) 2x-1?

B2. On considére la famille de polyndémes définie par récurrence par
Pi)=(0+nx)Ppy + x(1 — x)Pri(x) Vne R*
et Po(x) =1
1) Calculer Py, P;, Pa.
2) Quel est le terme de plus haut degré de P,?
3) Calculer Py(1) et P,(0).
1

4) Montrer que Py(x) = x" P, (-) . En déduire que les racines de
X

P.(x) = 0 sont deux a deux inverses. Donner une racine commune a tous
les P, pour n impair.

) Pi(x)=1+x
Px)=(1+2x)(1+x)+x(1 —x)=x>+4x+1
Pi(x)=(1+3x)2+4x+ 1)+ x(1—x)2x+4)
=x3+11x>4+11x+1

2) On voit que le terme de plus haut degré de P, est x" pour

0<i<3

Supposons cette propriété vraie a I'ordre n — 1, soit que le
polynéme P,_, a pour premier terme x"~ 1 alors de I'expression de
P,

P,=(1+nx)Ppy + x(1 = x) Pp_s(x)
on tire que P, aura pour terme de plus haut degré
nx.x"'—x*.(n— 1)x"?
soit x".
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3) P(1) =01+ nP,—y(1) = (1 + n)nPp_z(1)---

or Py(1)=2
d’oil P1)=@n+ 1)
P,,(O) = Pu—l(o) = .= PZ(U) =1
Dans la composition ci-dessus P’ ressemble 4 P.
a) Py = x P, (1)
x

on peut aussi calculer x2P, (1) pour vérifier la propriété également a
X

Pordre 2.
Supposons que x""'P,_, (1) = P,_1(x).
x

On aura alors
Pt == D27 (1) - Loee ()
X

X X

oo () [
i) ) )]
-xr. (1)

5) Si xo est racine de P,(x) = 0 alors

Xo

Or xo ne peut étre égal 4 0 puisque P,(0) = 1 donc L est
Xo

également racine.

Pour n=2p + 1 on voit immédiatement que

Prpsi (= D) = (= 17" Pypuy (— 1)
d’ou
P2p+l(_ l)=0 Vp

et — 1 est la racine commune.

B 3. P(x)étant un polynéme de degré n ayant toutes ses racines réelles distinctes,
montrer qu'il en est de méme de P'. a étant différent de 0, montrer que
P* + a* a toutes ses racines complexes simples.
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H4.

Soit Xi, X2, ..., X, les n racines réelles et distinctes de
P(x) avec xp, > Xp—;-

D’aprés le théoréme de Rolle (t. 1, chap. 7) sur chacun des intervalles
1%~ 1 %[, P'(x) a au moins une racine. Or ces intervalles étant au nombre
de n—1 et P(x) dedegré n — 1 cela implique que chacun des
intervalles ne contient qu'une seule des racines de P'(x). Donc P'(x) a
bien (n — 1) racines réelles et distinctes.

Par ailleurs P>+ a*>>a*>>0 donc toutes les racines de
P? + a®> = 0 sont complexes. Or une racine double complexe serait aussi

racine de di (P> + a*) = 0 soitde PP =0 et,daprés ce qui précéde,
X

il y a impossibilité, les racines de P et de P’ étant réelles.
Donc P*x) + a> = 0 a toutes ses racines simples.

Montrer que si xo est racine commune & A(x) et B(x) elle I'est également
de leur PGCD et réciproquement.
En déduire les racines multiples de

Ax)=x*+x*—4x> —3x—2

SiDestle PGCDde Aet B,ona A=DA; et B= DA,

Si D(xo) = 0 A(xo) = D(x0) . Ai(x0) = 0 et de méme

B(x0) = D(x0) - Bi(x0) = 0.

Réciproquement si xo est racine de A(x) et B(x), d’aprés le théoréme
de Bezout il existe deux polynémes U et V tels que

D= AU + BV
et D(x0) = A(xo) U(xo) + B(xo) V(xo) = 0

Si xo est racine multiple de A(x) =x*+ x> —4 x> —3 x—2 elle
est racinede A(x) = 5x* +3x* —8x — 3.

Cherchons le PGCD de 4 et A4’ par I'algorithme d’Euclide.
A=A'.'§ - %(x3+6x2+6x +5)
A=02+6x* +6x+5Gx—30)+ 147(x* + x + 1)
K4+ 6xT+6x+5=0>+x+D(x+5)
le reste étant nul le PGCD est x* + x + 1.
Le polynéme A admet comme racines multiples celles de x4+ x+1

c’est-a-dire
—1+i/3 5. —1=i./3
— & =

. 2 2

Ces racines sont d’ordre au moins égal a 2 donc A est divisible par
(x* + x + 1)> qui est de degré 4; A étant de degré 5 il ne peut y en avoir
d’autres.

j-_"
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HS. «o, B, y, 5, étant des entiers naturels on considére les deux polynémes
P(x) = x**3  x40+2 4 ydr+1 4 40
et
0x)=x*+x*+ x+1

Montrer que P est divisible par Q.

Calculons P — Q :
P-Q0=xx*-D+x>x*-1)+x0* -1+ (x*-1)
x* — 1 divise tout polynéme de la forme x%" — 1 car
X — ] = (x* - D 4 xMmeD )
On en conclut que x* — 1 divise P — Q. Or
=1=x=-1D)*+x>+x+1)
=x-1) 9
Donc Q(x) divise x* — 1 et, de ce fait, divise P — Q, donc
divise P.
6. Montrer que le polynome
P(x)=1+ﬁ+’2°—:+-..+£

n’admet pas de racines multiples.

Si P(x) admettait une racine multiple xo on aurait P(xo) = 0 et
de méme P'(xo) = 0. !

Or  P(xo) — P'(x0) = x_.': ne s’annule que pour xo = 0, valeur
n!
qui n’annule pas P(x) : donc il n’y a pas de racine multiple.
W7. Soit x"+ A;x" '+ Ax" 2+ ...+ 4, =0 ou A est entier V i.
Montrer que si cette équation a une racine rationnelle elle est
nécessairement entiére et divise A,.
En déduire les racines rationnelles de
x*—4x*—8x2+ 13x+10=0

Soit E la racine rationnelle de I’équation

T
T+
yp

+...+§z,._.+x,.=o )
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ms.

|o.

soit
a
b

a" ainsi que le second membre étant entiers, I'égalité ci-dessus implique
b= + 1; si on porte dans (1) la valeur ci-dessus, on obtient :

A+ L o+ A—a=— A,
le premier membre étant divisible par + a il en est de méme de 4,.

= — 4@V = 2@ — ... = Apogab”t — A0

Les racines rationnelles de I’équation proposée sont les diviseurs de
10, soit au signe prés 1, 2 et 5. Une simple vérification directe montre que
seuls conviennent — 2 et + 5.
La factorisationn qui s’ensuit est
¥ —4x -8+ BBx+10=x+2x—-5HE*—x+1)
1+ \/5

et le trindme du second membre admet pour racines - qui sont
réelles et irrationnelles.
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
X xR
x+ D>+ 1)
On peut procéder par identification a partir de
3 2
x> +x"+2 _ + A +Bx+C
(x+ D2+ 1) x+1 x2+1
La partie entiére est égale a 1.
A s’obtient en multipliant par x + 1 et en faisant x = — 1: on trouve
A= 1
De méme en multipliant par x* + 1 et en faisant x = i
3 + =2
P+i+2_piyc dos B=-1 e C=0
+1
3 2
o x+x+2=l+l_x
x+DE2+1) x+1 x*+1
On pose Adx) = x* + a aeR

Montrer qu’il existe :
a) un seul polyndme B, de degré n = 4 tel que
Az0B; = Byo Aa

oli A,0B, = AJB«x)]- On mettra B.(x) sous la forme H(x) + xK(x),
H et K étant des polynomes pairs.
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b) Montrer que pour deux valeurs différentes de o il existe deux
polynomes C.(x) de degré 3 tels que
Ad(x) 0 Cafx) = Cux) 0 Au(x)

a) Pour Bi(x) = H(x) + xK(x), H et K polynémes pairs, H(x)
ne peut étre nul puisque Ba(x) est de degré 4. D’autre part

Adx) = A~ x),
d’ou
BJAdx)] = BoAd— x)]
L’hypothése 4,0 B. = B, o A. conduit donc 4
AdBoAx)] — AdB— x)] = 0

soit [H(x) + xK(x)]* + o — [H(x) — xK(x)]? —o*> =0
ou H(x).K(x)=0

De ce qui précéde on conclut

Kx)=0 et  Bix) = apx*®+ a;x* + a,

avec ao # 0.

En identifiant a partir de

ao (x* + a)* + a; 6 + o)® + a; = (aox* + a;x? + a))® + «

on trouve ag =1
a; = 2a
a; = afe + 1)
et B{x)=x*+2ax? +a(x+ 1)

b) Posons Cu(x) = H(x) + xK(x) comme précédemment avec K # 0
et H et K impairs.

Puisque Cux) = — Ci— x) H(x) est nécessairement nul. Le
polynéme cherché est de la forme

Cy = agx® + a;x avec ag # 0

L’identification (analogue a celle de a) conduit 3 ap = 1 et

_ 3

a avec afe +2)=0

Cu(x) = x* + §2_°‘x
soit Co = x* et C-2 = x* — 3 x auxquels correspondent 4g = x2
et A-; = x* — 2.
1) P(x) et Q(x) étant deux polynémes a coefficients réels lies par la
relation (1 — x?) Q*>x) = 1 — P*(x) , trouver les couples P et Q
vérifiant la relation précédente lorsque le degré p de P(x) est inférieur a 3.
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2) Pour p > 1 montrer que les racines de Q(x) sont également
racines de P'(x)-
3) Montrer que P'(x) = + pQ(x).
4) Montrer qu'il existe un intervalle Jo, fl = ]— 1, I[ dans lequel
[P)| <1 et |P@|=|Pp|=1

Pour p = 0 on a nécessairement Q(x) = 0 d'ou P(x) = + 1.

Pour p= 1, posons P(x) =ax + b aveca # 0.

De la relation liant P et Q on déduit pour le degré de Q(x),
d°(Q) = d°(P) — 1, donc Q(x) = constante = ¢

1 — (ax + b)> = 2 (1 — x?)

dou a2=c¢* 2ab=0 et 1-b*=¢?
soit b=20 a= %1 c= %1

Pour p=2 P(x) =ax* + bx + ¢ aveca # 0

O(x)=dx + f
L’identification conduit a
' 1 —(ax? + bx + 0)* = (1 — x*)dx + f)?
so1t encore
1 — a*x* — 2abx® — x2(b®> + 2ac) — 2bex — ¢ = — d*x* — 2dfx?
+x2(@d* - )+ 2dfx + f?

d’oti on déduit

2=gq*% ab=df; b*+ 2ac=f*—d%
=—df e 1—c*=f?
On en tire successivement
b=f=0 a=—-2 ¢= %2,
soit
Px)=+(1—-2x% 0()=+2x
2) Larelation (I — x?)Q%*x) =1 — P*(x) donne aprés dérivation
—2xQ%x) + 2(1 — X*) Q(x) Q'(x) = — 2 P(x) P'(x)

Toute racine xo de Q(x) conduit & P(xo) = 1 et P(xo) P'(xo) =0
d’ou P(xg) = 0.

3) Si x1, X2, ..., X; sont les racines distinctes de Q(x) avec les ordres
de multiplicité ny, nz, ..., n, on a
mtmt..tm=d@=p-1 1

x; est racine d’ordre n; — 1 de Q'(x)
doncdordre 2 n; + (n; — 1) =2n; — 1 > 0 de Q(x) - Q'(x),
donc de P’ d’apres 2).
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On en conclut que
Cn - D+2n— D+ ...+ 2 —-1N<d®P)=p—1
soit encore
2(ny +mp+ ...+ n)—k<p—1

Or
k<m+m+...+m=p-1 (2)
et (1) et (2) impliquent k = p — 1.
Par conséquent n; = n; = ... = n, = 1 : les racines de Q(x) sont

donc nécessairement simples et, comme elles sont également racines de
P'(x) de méme degré que Q(x), on a P(x) = aQ(x) ou a est une
constante.

Or si le terme de plus haut degré de P(x) est aox® celui
de Q(x) dedegré p — | sera box?~!'. L'égalité des termes de plus
haut degrézqui découle de 1 — P*(x) = (1 — x?) Q*(x) conduit alors
a 0% s bo-

La méme égalité des termes de plus haut degré déduite de P’ = aQ(x)
conduit a pae = aby soit a = p% ouencore a =p.(+ 1) et

0

Pi(x) = £ p Q(x)
4) De (1 —x¥)Q(x) =1 — P¥x) on conclut que
1 - PX(1l)=1-P¥-1)=0.

l et — 1 étant les zérosde 1 — P*(x) qui a un nombre de racines
fini, on peut donc trouver un intervalle Jo, Bl < ]— 1, + 1[ dans
lequel 1 — P*(x) # 0 et 1 — P¥a) = 1 — P}B) = 0; or pour
x€Jo Bl 1 —x* >0 donc | — P*(x) = (I — x?) Q¥x) > 0 soit
I Px)| < 1.

1) P(x) étant un polynéme vérifiant
P(x+ 1)+ P(x) = 2x"
donner le systéme permettant d’en calculer les coefficients.

2) Enmontrantque Q(x + 1) + Q(x) =0 ou Q(x)est un polynéme
ne peut étre satisfaite que par Q(x) identiquement nul, en déduire que si
on désigne par Ey(x) le polyndme vérifiant

Eix + 1) + Ey(x) = 2x* keN*
on a
E.(x + 1) =nE,—1(x) et E(x)=(—1)"E, (1 - x)

1) Si p est le degré du polynéme P(x), on a nécessairement
2axP =2 x"

doi p=n et a,=1
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SiP(x) = ax"+ g, x" '+ ... + a;x + ao
Px+D=afx+ 1)+ a,(x+1)+.. +a(x+1)+ao
et légalité P(x) + P(x + 1) = 2x* conduit &

2a,= 2
Cla, +2a,-,=0
Cla, + C}_105-1 + 28,2 =0

systéme qui peut étre résolu de proche en proche.

Remarquons que le systéme linéaire précédent a une solution unique
puisque le déterminant associé au systéme

2 0 0
G 2 0
2 €y 2
1 1 L 2

a pour valeur évidente 2"*" (il suffit de développer suivant la premiére
ligne), et le systéme est de Cramer.

2) Légalite Q(x) + Q(x + 1) = 0 conduirait 4 un systéme
d’équation homogéne n'admettant que la solution banale
Gy =0y =8_32=...=6=10
on obtient par ailleurs en dérivant
Eix + 1) + Ejx) = 2nx" !
or Enoi(x+ 1)+ E,y(x)=2x"""

L’élimination de 2 x"~ ! conduit a
[Ex(x + 1) = nE,_y(x)] + [Ei(x) — nE,—1(x)] = 0
et en appliquant 2 E — nE, , les résultats trouvés pour ((x) on a
nécessairement
Ey(x) = nE,_(x)
Par ailleurs en changeant x en — x dans
Efx)+ Ef{x+1)=2x"

il vient E(—x)+ E(l —x)=(—1)'. 2x"
et en éliminant 2x" entre ces deux égalités :

[Ei(x) = (— IV Efl = x)] + [E(x + 1) — (= )" E(— X)] =0
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qui est de la forme Q(x) + Q(x + 1) = 0 d'ou
E(x) = — (= IVE{(1 — x)
B 12. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
3o 52
PO) = x . X X
(I1-x)2x—1)

La partie entiére s’obtient en divisant suivant les puissances décroissan-

1
tes, c’est — —
2

P{x)=—l+ 4 + B + L2
2 14+x 1-x 2x-—1
A= lim (1+x)P(x)=%
Hr=1
B = lim(]—x)P(x)=!
x—1 2
C= lim(Zx—l}P(x)=%

x——

2

B 13. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1
xlO + xﬁ

On a I’égalité

x4+ x" xS+ 1) xﬁ(x2+l+x\/§)(x2+l-—xﬁ)
dont la décomposition est de la forme
f‘_‘:l‘+ﬁ+fl§+é+ﬁ+iﬁ_ Bx + C Dx + E
x x* x* x* x% xS x+l+x\[ x+|—x\/_

6 étant paire, il s'ensuit que A4, = A3 = 45 =0 et de plus
X0
B=—-D et C=E=0.

Pour obtenir les coefTicients restants effectuons la division suivant les
puissances croissantes de 1 par 1 + x*
1 x"
=1-x*+—
1+ x* 1+ x*

d’on A6=l, A2=‘_| et A¢=0
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L’égalité
x2 _ Bx 1 Bx
1+x* x2+1+x/2 x2+1-x./2

permet pour une valeur quelconque de x de tirer B. Par exemple x=1
1

2./2

On en conclut

1 1
=i —=X
. . 2,/2 2,/2

=t +
x10 + x8 X6 2 al4x 2 2+1-x2

conduita B = —

M 14. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles :

x® 1 1
"% 4 N2 fv & TA2 Ri b=k Ty
2+ DA (x+ 1) x+1 4(x+1)
s x B 4x + 1
262+ 17 40P+ 1)
s
T e R A e
x*—5x+6)(x— 1) d(x—3) x—2
%,
4(x—1) 2(x—1)?
I R.:—l+ 1 2x +1
x{x3—1) x 3(x—-1) 3(6F+x+1)
- 3
1 2x+)4: R.: 5 » 3 " |
x—-1P22x-1) 1-2x x—-1 @x-1>°
3Ix2+2x+1 7
R:———
(x— ) (x + 1)? 4(x— 1)

N T .
200—1) 2(x+1)?* x+1
ol k.35 , 124
EE—1rE+1) x+1 (x+1DPF x+1)
i 1 i | i 35
x+ 1D 16(*+1) x-—1
o g &
x-1 x-1) -0
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n!
x(x+1)(x+2)...(x+ n)

xl

x* - 2x%*cos2a+ 1

ALGEBRE
R:l— x +n(u—l)
x x+1 x+ 2
P
+...+(—l)’nf‘p
+...+—(l)"x?”

o1 [ x
" 4cosalx* - 2xcosa + 1

x
x? + 2xcosa + l]



CHAPITRE 6

ESPACES VECTORIELS.
APPLICATIONS LINEAIRES.
MATRICES

A. ESPACES VECTORIELS

1. Introduction

Dans les tomes 1, 2, 3, il a été souvent question de vecteurs, au sens
de la géométrie élémentaire, Cest-a-dire tels qu’on les rencontre en
physique élémentaire. De tels vecteurs dépendent de trois paramétres
réels indépendants, le plus souvent leurs coordonnées cartésiennes, ou
composantes scalaires, dans un repére constitué de trois vecteurs non
coplanaires. Sur ces vecteurs, on a pu définir deux types d’opérations :
I'addition et la multiplication par un réel, qui n’exigent pas le choix d’une
unité de longueur, ou d’une norme; les multiplications, scalaires ou
vectorielles, qui impliquent un tel choix.

Enfin, suivant des expressions tombées actuellement en désuétude,
les vecteurs apparaissent, 4 ce niveau, soit comme «libres», c’est-a-dire
indépendants de leur origine et définis a une translation prés, soit comme
«liés », c’est-a-dire d’origines et d’extrémités fixées: la notion de point et
d’ensemble de points (courbe, surface) apparait alors comme essentielle.
Toute cette géométrie classique, out un vecteur et un point dépendent de
trois parameétres, est «de dimension 3».

Dans les chapitres qui suivent, nous allons généraliser ces notions en
leur donnant une portée plus abstraite, donc plus vaste.

2. Définition d’un espace vectoriel

On dit qu'un ensemble E est un espace vectoriel (ou posséde une
structure d’espace vectoriel) sur un corps commutatif K (le plus souvent
R ou C) si on peut définir sur les éléments de E (appelés vecteurs) deux
opérations, ou lois de composition :

a) une opération interne, l'addition (notée +), associative, commu-
tative, possédant un élément neutre (noté 0g, ou simplement 0), et par
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rapport a laquelle chaque élément u de E posséde un symétrique i,
ou opposé : u + u = 0;

b) une opération externe, la multiplication par un élément de K
(souvent appelé scalaire par opposition aux vecteurs), cette loi externe
(produit noté ow) possédant les propriétés suivantes : VY o, f € K,
YuvekE,

a(u+ v) = au + av (distributivité sur E);
(@ + Pyu = au + Pu (distributivité sur K);
o« (fu) = (f)u
l.u=u (1 étant I'élément unité de K),

Ces relations constituent les axiomes de la structure d’espace vectoriel.
Les opérations (a) et (b) sont les opérations linéaires sur les vecteurs.

Remarques.

Pour I'addition, E est un groupe commutatif.
Comme
N+(—Du=u+(—Du=0.u=0
l'opposédeuest (— 1)u quenousnoterons — u. D’une fagon générale
u+tv=weit=wt+(—lu=w-u

Si K’ est un sous-corps de K, un espace vectoriel sur K est aussi un
espace vectoriel sur K’ (exemple : K = C, K’ = R)

Il importe de bien distinguer 0, élément nul de K (R ou C en
particulier) et 0, vecteur nul.

3. Exemples

Outre ’ensemble des vecteurs de la géométrie élémentaire, le lecteur
pourra vérifier que les ensembles suivants possédent des structures
d’espaces vectoriels sur R (éventuellement C) :

I’ensemble des polyndmes a une variable, de degré inférieur ou égal
am
'ensemble des polyndmes a une variable, sans limitation de degré;
I'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire sans
second membre;

I’ensemble des fonctions intégrables sur un intervalle [a, b];

I’ensemble des séries numériques convergentes;

I’ensemble des séries entiéres de rayon de convergence infini;

le corps des complexes.
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4. Propriétés immédiates des opérations dans un espace vectoriel
Des axiomes de définition, il résulte :
a)0.u=0, YueE eneffet (a + Ou=ou+0.u4,
omw=ou+0.u
or tout élément d’un groupe est régulier, donc 0. u = 0.
b) Demémea .0 = 0, Yaek.

Aou=0=>a=0 ou u=0: eneffet au =0 avec a # 0
implique, a possédant un inverse,
1 =

-0 =

R [
(= T]
Il
=]

— - a
donc u = 0.

5. Familles de vecteurs d’un espace vectoriel. Dépendance, indépendance

p éléments u;, us, ..., 4, d’'un espace vectoriel E constituent une
famille (ou systéme) de vecteurs de E. Sur cette famille on peut effectuer
i=p

des combinaisons linéaires u = Y o;u; encombinant, précisément, les
i=1
deux opérations linéaires de la définition.
a) Par définition, on dit que les p vecteurs uy, Uy, ..., 4, sont
indépendants, ou encore que

la famille (uy. u,, - - - u,) est libre, si

P
Yoau =0=0=0 Vi=123,..,p
1

b) Dans le cas contraire, autremer;t dit sl existe p scalaires
@1, @2, ... G Non tous nuls, tels que Y a;u; = 0, on dit que les

p vecteurs u;, Uy, - .., U, sont dépendantsl, ou encore quils constituent
une famille liée. Une telle relation est une relation de dépendance entre
les u;.

Dans ce dernier cas, 'un au moins des a;, par exemple o, n’étant

pas nul, on peut écrire  Qp U= — 0y Uy — Xp Uy — ... — Opg Up-y, €L
O

enposant A, = — — ona
op
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un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des p— | autres. La
réciproque est immeédiate.

De ces définitions résultent aussitét deux propriétés.

e Si une famille (4, U, - - -, 4,) est libre, toute famille extraite de
celle-ci (sous-famille ou sous-systéme) est libre : en effet une relation de
dépendance entre g de ces vecteurs serait contradictoire avec I’hypothése.

® Si une famille (5, 3, - - -, U,) est liée, toute famille comportant ces
p vecteurs (sur-famille ou sur-systéme) est liée, puisqu’une relation de
dépendance sur uy, Uz, - - -» U, est aussi une relation de dépendance sur la
sur-famille en question.

6. Sous-espaces vectoriels

On appelle sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, sur un corps
K, toute partie de E qui posséde la structure d’espace vectoriel sur K.

Soit F un sous-espace de E; étant donné deux vecteurs uetvdeF,
toute combinaison au + Pv est un élément de F.

Réciproquement si F est une partie de E telle que
ueF, veF=>ou+ pveF, Va, fek,
on peut définir sur F les deux opérations (a) et (b) de la définition du
paragraphe 2, en prenant « = f = 1, puis g = 0 et o quelconque;
la premiére loi est une loi de groupe car &« = 1, f = — 1 montre que
Vu vde F,u — veF, cequiest une condition pour que F soit un
sous-groupe de E. F est bien un sous-espace vectoriel de E.

Nous retiendrons donc cette caractérisation des sous-espaces :

Pour qu’une partie F d’un espace vectoriel E soit un sous-espace de E,
il faut et il suffit que toute combinaison de deux vecteurs de F soit un
vecteur de F (ce que I’on exprime en disant que F est stable par combinaison
linéaire).

Exemple.

Dans Pespace vectoriel des vecteurs libres de la géomeétrie élémentaire,
les vecteurs paralléles 4 un plan donné constituent un sous-espace, que I'on
appelle plan vectoriel.

Le vecteur nul de E est a lui seul un sous-espace de E, et est commun
a tous les sous-espaces de E.

7. Intersection de deux sous-espaces

Soit F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E, et soit
FnG=H. Siu, v sont deux vecteurs de H, ils appamennent a la fois
4 F et G, il en est de méme de au + Pv, quels que soient les scalaires a,
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B: donc om + fv e H, H est un sous-espace de E, et aussi de chacun
des sous-espaces F et G.

Exemple géomeétrique.

Deux plans vectoriels non confondus se coupent suivant une droite
vectorielle qui est un sous-espace de I'espace de la géométrie élémentaire.

8. Sommes de sous-espaces. Somme directe. Sous-espaces supplémentaires

a) Si F, et F, sont deux sous-espaces de I'espace E, 'ensemble F
des vecteurs u = uy; + u,, ou u;€F, et uekF, est un sous-
espace de E, car toute combinaison

a(uy + uz) + B(vy + v) = (oauy + Pvy) + (omz + fva),
ol v; et v, sont éléments de F; et F, respectivement, est €lément de F.

Ce sous-espace est appelé somme de F; et Fz, on ’écrit F = Fy + Fa.
Cette addition s’étend aisément a p sous-espaces de E, elle est commutative
et associative, comme I’addition des vecteurs.

On démontre (voir exercice 2 de ce chapitre) que F; + F3 est le plus
petit sous-espace de E contenant F; U Fj.

b) On dit que la somme F; + F, est directe, ou encore que F,
et F, sont supplémentaires vis-d-vis de F, si la décomposition
u=u; + u, d’un élément quelconque de F en somme de deux éléments
de F, et F est unique. La somme F = F{ + F, senote alors Fi1 @ F.

Soit alors G = Fy n F,. Sivestun vecteur de G, v est aussi un
vecteur de Fy, de Fo etde F = Fl -+ Fz Or =0+ 0o ou OeF,

et veFy; enoutre U=~ + --t-’T, ou —EFl et —eF,.
2 2 2

Si v # 0, la décomposition v = u; + u; n’est pas unique, la
somme n’est pas directe. Il faut donc, pour Fy + F2 = F1 @ F2, que
F| mn Fz = { ﬁ }

Réciproquement, soit Fy n F, = {0}. Supposons qu’un vecteur
de F s'écrive u = u; + u; = u;, + uy, u; et uy étant des éléments de
Fy, uz et uj des éléments de F. Alors

=
N =

E—ui 31?2-_‘ u2=EEF1r\F2
donc ¢ = 0 et la décomposition u = u; + u; est unique.
En conclusion, si F; et F2 sont deux sous-espaces de E, leur somme

est directe si et seulement si leur intersection se réduit au vecteur nul; en
d’autres termes

Fy "'Fz:F:@Fz"*F;ﬁFz:{ﬁ}
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En particulier, F1 et F, sont deux sous-espaces supplémentaires de
Esi F1 @ F, = E. Par exemple, un plan et une droite non paralléles
sont supplémentaires dans I'espace de la géométrie €lémentaire.

La notion de somme directe s’étend aisément a plusieurs sous-espaces
de E.

9. Générateurs d’un espace vectoriel. Base. Coordonnées

a) Soit une famille de p vecteurs (uy, Uy, ..., 4;) d’un espace E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de ces p vecteurs est un sous-espace
F de E, comme on le vérifie immédiatement. On dit que F est engendré
parles u; (i = 1, 2, ..., p) et que les u; sont une famille ou un systéme
de générateurs de F. On écrit aussi F = Vect T up)

Le lecteur établira sans peine, 4 titre d’exercice, que F est le plus
petit sous-espace de E contenant uy, us, ..., Up.

b) On appelle base d’un espace vectoriel E une famille libre de
générateurs de E (on dit aussi : une partie libre et génératrice de E).

Par exemple, deux vecteurs indépendants, c’est-a-dire non colinéaires,
d’un plan constituent une base de ce plan; les fonctions y; = sin X,
y2 = cos x constituent une base de I'espace vectoriel des so]utions de
I’équation différentielle y” + y = 0; les polynoémes (1, x, X2ywwig X7, EH
nombre égal 4 n + 1, constituent une_ base de I'espace vccmnel des

polynémes P(x) de degré < n : en effet z a, x* = 0, V x, entraine que

9
les a, sont nuls, donc la famille (1, x, x 2 ..., x") est libre, et elle est
évidemment génératrice d’apres la défi mtlon meme d’un polynéme.

Revenons au cas général. Soit B une base de E comportant un
nombre fini n de vecteurs (c’est-a-dire de cardinal égal a n); ces vecteurs
étant notés e,, ez, o e,,, on sait que

Yae=0=>0=0 Vi=12..,m (Bestlibre)

1
n

VueE, 3(xy,Xz ..., %) telsque u =Y x;e (B est génératrice)
1

Si pour ce méme vecteur u, on a u = Y xie, il en résulte

Y(i—x)e=0, donc x;=x, Vi=12..,n
1
La décomposition de u suivant la base B est donc unique.
Réciprogquement, supposons qu’il existe dans E n vecteurs
(€1, €3, . . ., €,) tels que tout vecteur de E puisse s’écrire d’une maniére
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n
unique sous la forme u = Y xi e; : cette famille est génératrice de E,

1
- . = - ¥ -y -
en particulier le vecteur nul 0 se décompose d’une maniére unique. Or on
n

a manifestement la décomposition 0 = Y 0.¢;, il en résulte que
1

ZO.’; Z=6=>' (I,-=0

donc que la famille (e, . . .., e,) est libre.

Nous conclurons par le théoréme suivant :

Pour qu’une famille de n vecteurs (e,, e, ..., ,) d’un espace vectoriel
E soit une base de E, il faut et il suffit que tout vecteur de E admette une

décomposition unique suivant cette famille, de la forme u = Z x; €.

Les scalaires xy, X, ..., X,, complétement définis par la donnee du
vecteur u, sappellent les coordonnées (ou composantes scalaires) de u
suivant la base B = (ey, e3, ..., €,).

10. Dimension finie

Dans ce qui précéde, nous avons supposé I'existence d’une base d’un
espace vectoriel E comportant un nombre fini n de vecteurs. Restons dans
ce cas (qui n’est pas toujours réalisé). Nous allons montrer qu’alors toute
base de E comporte aussi n vecteurs.

a) Tout d’abord, B étant la base (e1, €2, . . ., €,), montrons qu’il existe
d’autres bases de E : soit 4, un vecteur non nul de E, on a

n
Uy = in €;
1
avec des x; non tous nuls; si par exemple x; # 0,
g Il = a5 == K i
e =—u —2 e —...— e,
Xy X1 X1
donc toute ¢ combinaison linéaire des e; est aussi combinaison linéaire de
Uy, €3, . . ., &, qui forment donc une famille génératrice de E; est-elle libre ?
Si on pose

auy, + aze; + ... + ae, = 0,
a1 # O serait contradictoire avec 'hypothése x; # 0 puisque alors u,
ne dépendrait que de e, e, ..., €,; donc il faut «; = 0; mais alors

n
Y o e =0=0a,=0,03=0,...,0,=0
2
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puisque e, €3, ..., &, sonl indépendants. Donc (E;, €2, ..., €,) forment
une base de E. On peut, dés lors, raisonner par récurrence sur p pour
établir que si uy, Uz, ..., u, (p < n) sont p vecteurs indépendants de E,
on peut former une base de E contenant ces p vecteurs. Suppoaonb ce

qui est établi pour p— 1 = 1, que uy,u,,..., 4,1, Ppuissent étre
complétés par n — p + 1 des vecteurs de la base B, par exemple
e,,, €p+1, - -+ € pour former une base de E : on a alors
u, = xlul+x2u2+"‘+xp"lag:.+xpep+xp+!ep+]
tetxee (D
Comme u_; n’est pas combinaison linéaire de T T u,T;, I'un
au moins des X,, Xp+1, - -, X, n'est pas nul, on peut SUpposer e, . . ., €,
placés dans un ordre tel que ce smt par excmple xp : alors e, est
combinaison linéaire de uy, u, .. u,,, Bpibrtains ., €y et il en est de méme

de toute combinaison linéaire des e;, donc de tout vecteur u de E. De plus
alu,+a2u2+ +apup+ap+lep+|+ +a"e,1—‘0
avec o, # 0, serait contradictoire avec (1) puisque u,, ne dépendrait pas
de e, alors que x, a été supposé # 0. II faut donc o, = 0. Mais alors
Ayt + Uy o F Uy g Up g+ Oprr €prr o F Ul =0

implique que tous les coefficients sont nuls car

— —

Ugy -oey Up—15€p; €pt 1y -y En
sont indépendants. Donc (uy, 2, ..., Up. €p+ 1, - - -, €5) €st une base de E.

11 en résulte le théoréme de la base incompleéte :

Si E est un espace vectoriel possédant une base B, et si
Uy, Usy ..o tt, (p < m)sont p vecteurs de E, indépendants, on peut former
une base de E en complétant uy, 4, ..., u, par n — p vecteurs de B,
convenablement choisis.

b) Enappliquant ce théoréme aucasott p=n, on conclutaussitot
que tout systéme libre de n vecteurs constitue une base de I'espace vectoriel
E. On démontrera facilement que tout systéme libre de E comporte au
plus n vecteurs, et que toute base de E comporte n vecteurs. D’ou la
définition de la dimension d’un espace vectoriel :

S’il existe un entier naturel n tel que Pespace vectoriel E posséde
une base constituée de n vecteurs, toute autre base de E est elle aussi
constituée de n vecteurs, et cet entier n s’appelle dimension de E. On écrit

= dim E.

Exemple.
L’espace vectoriel des solutions d’une équation différentielle linéaire
du second ordre, sans second membre, est de dimension 2. L'espace des
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vecteurs de la géométrie élémentaire est de dimension 3. L’espace des
polynomes P(x) de degré < n est de dimension n + 1.

Par convention, I'espace réduit au vecteur nul, noté {0}, est de
dimension 0.

Dans le cas général, il est souvent commode, dans un espace E de
dimension n, de prwuleg:er une base dite canonique dans laquelle un
vecteur u est représenté par le n-uplet (xi, x2, - .., X,), les vecteurs de la
base étant alors

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(.0.1,...,0),...(0,0,0,...,1)
on peut méme assimiler alors E a R", produit cartésien
RxRx...xR

du moins lorsque E est un espace vectoriel sur R. C’est pourquoi on parle
souvent de « géométrie dans R*» pour la géométrie élémentaire.

11. Sous-espaces vectoriels en dimension finie. Rang d’un systéme de
vecteurs

a) Soit F un sous-espace de E, espace vectoriel de dimension n. Un
systéme libre de vecteurs de F est aussi un systéme de vecteurs de E, donc
comporte au maximum n vecteurs, donc dim F < n. Ainsi

Fc E=dmF < dimE

Notonsque F < E et dimF = dimE = F = E (immeédiat).
En particulier, par généralisation de notions géométriques, un sous-espace
de dimension 1 est une droite vectorielle (sa base est un vecteur non nul);
un sous-espace de dimension 2 est un plan vectoriel; un sous-espace de
dimension n — 1 est un hyperplan, il se confond avec un plan sin = 3.

Les coordonnées d’un vecteur u d’un sous-espace F de dimension p
dépendent linéairement de p paramétres qui sont les coordonnées de u
dans une base de F. Ainsi, dans un espace E de dimension 5, les trois
vecteurs indépendants

w(l,2, - 1,42, #»0:1,2—-10, us(—1,3L1-1
engendrent un sous-espace F de dimension 3, et les coordonnées d'un
vecteur u de F sont de la forme :
xy=0—9 xp=20+pB+3y, xa=—a+2p+7y

Xa=4a—B+y. xs=20—y

Un hyperelan, en dimension n. peut étre représenté par une équation

dela forme ) a;x; = 0 o1 les a; ne sont pas tous nuls.
1
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b) On appelle rang d’un systéme de p vecteurs (uy, Uy, . . ., 4,) de E,
avec dim E = n, la dimension r du sous-espace Vect (uy, U, .. U,)-
En d’autres termes, r est le nombre maximum de vecteurs que peut
comporter un systéme libre extrait du systéme donné. Il va de soi que
r<n etr <p, donc r < inf(p,n)

¢) Si F et G sont deux sous-espaces de E, de dimension finie, soit
H=FnG, dimF =p, dimG=gq, dimH =s. _Cherchons quelle
est la dimension de F + G. Une base de H, soit (el, €2, - - -» €5) peut étre,
d’apreés le théoréme de la base incomplete, complétée dans Fparp — s
vecteurs indépendants  fi. f3. . ... fy—s, pour donner une base de F, et
complétée dans G par g — s vecteurs indépendants 7 T gq s pour
donner une base de G. La forme générale d’un vecteur de F + G est

w=x1fi + Xofs ¥ oo+ Xp_sfp-s + Xp-s+1 €1 + .o + Xp&5
+y1g: + Y22+ oo F Vgmslgs ¥ Ygsrr81 t ... ¥ o8
soit en posant Xp_s+i + Vg-s+i = Zis
5=x,fl-+...+xp_s_ﬂ,—_;+ylg_; - - 3
+ it Yyeafg=s T 226y + oo T 28,
Ces (p—s)+(q—s)+s=p+q—s vecteurs fy, ..., e sont

manifestement indépendants, et F + G, engendré par ces vecteurs, a pour
dimension p + g — s. D’ou la formule

dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F n G)

Dans le cas d’'une somme directe, F n G = {0}, donc

dim (F @ G) = dim F + dim G

Ce résultat s’étend facilement a plusieurs sous-espaces sous la forme
i=p i=p
dim @ F; = ) dimF;

i=1 i=1

Enfin si F et G sont supplémentaires vis-a-vis de E, c’est-a-dire si
E=F®G, ona dimF + dim G = n. F étant donné de dimension
p, on peut adjoindre a une base de F n — p vecteurs de E pour obtenir
une base de E, ces n — p vecteurs ne sont donc pas dans F puisqu’ils
sont indépendants des vecteurs de base de F, et ils engendrent un
sous-espace G qui est un supplémentaire de F. On voit que tout sous-espace
de E admet, en dimension finie, au moins un supplémentaire dans E.
Notons que E admet I'unique supplémentaire {0 }.
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Rappelons qu’il ne faut pas confondre les supplémentaires de F
dans E, qui sont en nombre infini, en général, avec le sous-ensemble
complémentaire de F dans E, défini comme P'ensemble des vecteurs
(ue E, u¢ F), et qui n’est pas un espace vectoriel. Un exemple géométrique
illustre ce qui précéde : dans R?, un plan vectoriel P (dimension p = 2)
a pour supplémentaire une droite vectorielle quelconque A non incluse
dans P (dimension g = 1), et pour complémentaire 'ensemble des vecteurs
non situés dans P, qui n’est autre que I'union de tous les supplémentaires
de P.

12. Espaces de dimension infinie

Nous venons de voir sous diverses formes que la dimension n, si elle
existe, d’un espace vectoriel E, est le nombre maximum de vecteurs que
peut renfermer un systéme libre extrait de E. Un tel maximum n’existe
pas forcément : si le nombre des éléments d'un systéme libre de E n’est
pas majoré, on dit que E est de dimension infinie. Une base de E est alors
une suite infinie d’éléments de E, indépendants. L'exemple le plus simple
est celui de I’espace vectoriel des polyndmes P(x), sans limitation de degre,
dont une base est évidemment le systéme (1, x, x2, ..., x", ...), souvent
appelé base canonique de cet espace.

Dans les chapitres qui vont suivre, nous envisagerons presque
exclusivement des espaces de dimensions finies.

B. APPLICATIONS LINEAIRES. MATRICES
1. Definition
E et F étant deux espaces vectoriels sur un méme corps K, on appelle
application linéaire de E dans F une application ¢ de E dans F telle que
Vi, veE o@+v)=9@+ @ V)
VueE VieK, ¢(u) = lp @) 3)

Ces deux axiomes de linéarité peuvent d’ailleurs étre réunis en un
seul

@ (u + o) = Ao@) + po(®) ()

Notons que (1), @(v) sont des vecteurs de F. Ainsi la linéarité
implique @(0g) = O7. Bien qu’il y ait lieu, théoriquement, de distinguer
le vecteur nul de E et celui de F, il n’y a pas d’inconvénient pratique a
noter O tous les vecteurs nuls. K est le plus souvent R, parfois C. Les
calculs auxquels conduit cette notion, bien que souvent intéressants
seulement dans R, gardent un sens dans C dans la plupart des cas.
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Une application linéaire respecte la combinaison linéaire de plusieurs
vecteurs, c’'est-a-dire

k=p . 4 =
4"( 2o “t) =Y a ()
k=1 1
d’aprés (2) et (3).
Exemples.

En géométrie vectorielle de dimension 2 ou 3, les symétries, rotations,
homothéties, projections sont des applications linéaires de E dans E
(E = R? ou R?); en analyse, la dérivation, I'intégration, les transformations
intégrales telles que celles de Fourier et Laplace sont des applications
linéaires, dont on précisera facilement I'espace de départ E et I'espace
d’arrivée F.

2. Noyau. Image

Soit encore ¢ une application linéaire de E dans F, espaces vectoriels
donnés.

a) On appelle noyau de ¢ 'ensemble des vecteurs u de E dont I'image
par ¢ est le vecteur nul de F. Ce noyau se note ker ¢ (parfois N(¢)),
notation provenant du mot allemand kern (noyau). Ainsi

ueker <> pu) =0

Comme . pPeg -
o) =0 et @) =0=¢u+puw) =0
ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E, etV ¢, 0 € ker ¢.

Exemples.

Dans la projection ¢ sur un plan P parallélement & une droite A, le
noyau est ’ensemble des vecteurs paralléles 4 A, c’est-a-dire la droite
vectorielle A. » R

Dans I'homothétie de rapport k # 0, (1) = ku <> u = 0, le noyau
est reduit au vecteur nul.

Dans lapplication linéaire y(x) - (x> + 1)y + xy, ker¢ est
I'espace vectoriel des solutions de I’équation différentielle

x+Dy +xy=0 )
C'est-d-dire 'ensemble des fonctions y = A(x?> + 1)7; (dimension 1).
b) On appelle image de ¢, et on note Im ¢, I'ensemble des vecteurs
o(u) tels que u € E. C’est une partie de F. Ainsi

velmp<3JucE telque o) = (V)
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Si v; et vyelm o, Ju, et u; dans E tels que
o(u1) = v1, O(uz) = vy,
alors Av; + pv; = ¢ (Au; + puz), donc v+ uv; € lm @, onvoit
que Im ¢ est un sous-espace de F.
On utilise aussi pour Im ¢ la notation ¢@(E). Plus généralement, si
E’ est un sous-espace de E, son image par ¢ est un sous-espace de Im ¢,

noté @(E’).
Pour le noyau, on utilise parfois la notation ¢—'(0), qui peut
préter 4 confusion puisque I'application ¢@—' n’existe que si ¢ est

bijective, cas que nous examinerons plus loin.

Dans I'exemple, cité dans (a), de la projection sur un plan P paralléle-
ment 4 une droite A, I'image est évidemment le plan P.

3. Application linéaire injective
_ Rappelons qu’une application, linéaire ou non, est injective si
() = @) =>u = v.
Si @ est linéaire et injective, @) = 0 = @(0) = u = 0, donc
kerg = {0}
Réciproquement, si
kero = {0}, @) = o) = ¢ — )= 0
=>u—vekerg=>u—v=0=>u=1v
Ainsi pour qu'une application linéaire ¢ de E dans F soit injective, il
faut et il suffit que ker ¢ = {0}.
4. Image d’une famille génératrice. Cas ou E est de dimension finie

a) Soit S = (uy, Uz, ...44) un systéme de vecteurs de E, engen-
drant le sous-espace E’ = Vect (u;, Uy, ---, i), d’image F' = ¢@(E)
dans F. Tout vecteur de F’ est de la forme

k k
o3 55)= $ 080
. i=1 i=1
donc est une combinaison linéaire des vecteurs de ¢(S). @(S) est donc
une famille génératrice de F' = ¢(E’).

I.’image d’une famille de générateurs d’un sous-espace de E est une
famille de générateurs du sous-espace image dans F.
En particulier si ¢ est injective et si S est un systéme libre

k k k
Yxio(u)=0=>¢ (Zx.-_ﬁ?)I 0=Yxu=0=>x=0
1 1 1

puisque ker¢o = {0}.
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¢(S) est donc un systéme libre.

Donc si ¢ est injective, I'image d’une base de E’ (en particulier d’une
base de E. si E est de dimension finie) est une base de F’ = ¢(E’) (en
particulier de Im ¢). On a dim @(E) = dim E".

Dans le cas général ot ¢ n’est pas nécessairement injective, on a
évidemment

dim ¢(E") < dim E’

ainsi une application linéaire ne peut accroitre la dimension.

b) Supposons dim E = n, alors dirn Im ¢ = p < n. Comme
en outre ker ¢ < E, dimkerg = g <

Nous allons établir une relation entre n__p et g. Pour cela choisissons
dans ker ¢ une base B = (e, e, -- »€), dans Im ¢ une base

=G sl

Comme velmg<>3ucE telque ¢(u)=0v, onpeutdéfinirdes
VECLeUTS €41, €425 -+ -» €q+p d€ E par ¢(e,+:) = foi=1,2, ..., p- Soit

B = (eq+ 1> €g+25 - - eq-l-p)
Montrons que B U B engendre E. Soit u e E, alors ¢(u) €
Im ¢ et @@ =oyf; +osfz +...+ a,fp cette décomposition
étant unique; donc
QO(;I)= @ (a1€g+1 + 028442 + ...+ ape:;)
e u= 01€5+1 + Oz€g+2 + ot opegp +z

avec z € ker ¢.
z admet une décomposition unique dans B
' Z=Pies + Bres + ... + Beeg
de sorte ¢ue
u= ﬁl;;'i' e ¥ BGE«;"" 0!15;:{+ cee Tt oOpegyp
B U B’ est donc un systéme de générateurs de E,etn < p + q.

Voyons si B U B est une base de E, c’est-a-dire st les
¢; (1 <i < p + g) sont indépendants : posons

a=llé_1‘+ .12;5"' NN +Z.qeq+p|eq+1 . +y'peq+p'=0

Comme les ¢; ou 1 < i < g_sont des vecteurs du noyau
@) = p1€ger + --- + Ppegrp = 0 puisque @(eg4q) = fi
Les f; étant indépcndants, les y; sont nuls, et
u=0=4,e; + Ae; + ... + Ag,
mais les ¢; sont aussi indépendants (1 < j < g), dont les 4; sont nuls.
B U B’ est donc une base de E, et =p+q
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On en déduit le théoréme fondamental :

Si E et F sont deux espaces vectoriels sur le méme corps K, et si E est
de dimension finie, on a, pour toute application linéaire de E dans F,

dim ker ¢ + dim Im ¢ = dim E %)

¢) Définition : on appelle rang d’une application linéaire ¢ de E dans
F l1a dimension de Im ¢, lorsque cette dimension est finie. C’est le cas, en
particulier, lorsque E est de dimension finie n, et on a rang (¢) < n.

D’aprés la relation (5), rang (¢) = n <> kergp ={ 0 } <> ¢ injective.

5. Cas ou E et F sont de dimensions finies. Matrices associées a une
application linéaire
Soit dim E = n, dim F = p. Choisissons dans E une base #g,
dans F une base %y définies par
‘@E = (El.i ;2” il Er:):
Br=(firf2r s 7;)-
Soit ¢ une application linéaire de E dans F, elle est complétement
définie si on se donne les image;c dans F des vecteurs de g,

o(e1)s p(ez), - - -» p(e,) :eneffet u =Y xje; étant un vecteur quelconque
1

n
de E, de coordonnées xi, - - ., X,, son image est @) = ¥ x; o(e;) donc
bien déterminée. 1
Pour connaitre dans la base %y de F les coordonnees yi, y2, --- Vp

de @(u), il suffit de se donner celles des ¢(e;). Ces coordonnées étant au
nombre de p, il est nécessaire d’introduire ici une notation a double
indice : nous adopterons la plus usitée (mais non la seule) :

oley) = anfi + azifa + oo Hidnlh
d’une fagon générale
ole) = ayify +ayfa + .- tagfi + ...t apfp

ou en abrégé i=p
(9(E_D = Z a.-;f-'
i=1

Ainsi a; désigne la ™ coordonnée de ¢(e;), dans la base
(Fi> T2 - o)

L’application de la linéarité donne alors

i=n

o= 5 (15 )

i=1
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de sorte que la coordonnée y; de ¢(u), c’est-a-dire sa composante scalaire

suivant f;, est i=n
»= Z a;;X;
j=1

En détaillant cette écriture
Yi=anxy +apx; + ...+ agx,

o) { Y2=auX1 t azXx; + ... + azx,

Yp=apnXy + ApaX; + ...+ apx,

On condense ces relations en une seule par I’écriture matricielle. En
effet on constate que, dans les bases choisies #y et @y, I'application ¢
est parfaitement connue si on se donne le tableau rectangulaire, appelé
matrice de ¢ dans les bases & et %y:

Ay Gy o Qy; o gy

Qzy dzz === Qzj - dzy
A= apy Qip - Qi e Oy,

a‘,] ﬂpz ap;' am

oler) ples)  ole)  o(e)

Cette matrice comporte p lignes d’indices 1, 2, ..., i, ..., p, (rangées
horizontales), n colonnes d’indices 1, 2, ..., j, ..., n (rangées verticales).
La colonne, ou «vecteur-colonne», de rang Jj est constltuee par les
coordonnées dans la base & de F de I'image ¢(e;) du j*™ vecteur de la
base % de E. La ligne, ou «vecteur-ligne», de rang i est constituée par
les coefﬁc:entq a affecter aux coordonnées de u (x,, x3, ..., X,) pour
obtenir la i“™ coordonnée de ¢(u). a;; est I’élément général, ou terme
général, de la matrice A4, il est a P'intersection de la ligne i et de la colonne
J ; i est son indice de ligne, j son indice de colonne.

11 est alors logique de représenter, dans la base % de E, le vecteur u u
par une matrice unicolonne, ou matrice-colonne, et d’opérer de méme
pour qJ(u) = p dans la base B de F, et ainsi d’écrire

1 a1 di12 ... in X1
Y2 dzy dzz2 ... a2 X2

Vp Qp1  Qp2 ... dpn Xn
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B4
On dit que la matrice Y =[ > | est le produit par A de la
Yo
X1
matrice X = sz et on écrit
Xn
Y = AX (6)

(6) est Iécriture matricielle de la relation v = (1) dans les bases &g
et #r. 11 va de soi que si I'on change de base dans E, ou dans F, ou dans
les deux espaces, cette écriture matricielle est modifiée. Cependant la
matrice d'une application linéaire d'un espace de dimension n dans un
espace de dimension p sera toujours une matrice a p lignes et n colonnes,
en abrégé une matrice (p, n).

Enfin, nous avons introduit la notion de matrice comme représen-
tant une application linéaire, mais il est clair que la notation matricielle
peut étre utilisée dans bien d’autres circonstances : pour caracteériser
dans une base un systéme de vecteurs d'un espace de dimension finie,
pour écrire un systéme de relations ou d’équations linéaires, etc.

Exemples.

a) gherchons, dans B2, la matrice représentant, dans le repére ortho-
normé (i, j), la rotation d’angle : il suffit de remarquer que

(i) = i cost + j sinb
o(j) = ?COS(9+-’~;) - fsin(f)%—’—;):: — Tsinf + j cos @

Cette matrice est donc A = C.OSB S
sin 0 cos 0

La rotation pour un vecteur (x, y) s’écrit

x1\ _ [cos@ — sin @) (x

yi/  \sin 6 cosf/\y
soit x; = xcostl — ysinf, y; = xsinf + ycosf, ce que l'on peut
retrouver en écrivant  x; + ivy = (x + iy)(cos 8 + isin ).

b) Le systéeme d’équations du premier degré

(2x+3y— z=1
13x+4y+22z=4
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s’écrit sous forme matricielle
23 -1\ ¥ n
34 2) %Y T\a
z
¢) Les formules de dérivation d’une fonction composee

S lu(x, ) vix, i

(t. 1, chap. 11) s’écrivent sous forme matricielle

AN AV
ox | [ ox éx Ju
of [T\ a J\ &
dy dy 9y, v
ce qui donne naissance a la matrice jacobienne

fu G

dx ox

u o

dy 0Oy

6. Matrice nulle. Egalité. Transposition

Nous appellerons application nulle I'application ¢ telle que VuekE,
o(u) = 0. Sa matrice associée, quelles que soient les bases utilisées, a
tous ses termes nuls, c'est-a-dire que a;; =0, V(i j); Clest, par défini-
tion, la matrice nulle de dimension (p, n).

Deux matrices sont égales lorsqu’elles représentent, par rapport a
des bases données, la méme application linéaire. L’égalitt 4 = B équi-
vaut donc, pour les éléments de A et B, aux relations

a3j=bij-; i=112;-"1p; j=1523°-""

On appelle transposée d’'une matrice 4, et on note ‘4, la matrice
dont les lignes sont les colonnes de A et dont les colonnes sont les lignes

de A. Ainsi
2 1
A:( 3 2):&4:(]2 ; _i)
—1 4
On passe de 4 a '4 en échangeant les lignes et les colonnes; la trans-
posée d’'une matrice (p, n) est une matrice (n, p).
La transposition est une opération unaire (portant sur un seul élé-
ment) involutive, il est en effet évident que ‘(‘'4) = A.
On peut de plus démontrer, et nous admettrons, qu'un changement

de base dans E ou dans F respecte la relation B =‘A entre la matrice A
d’une application linéaire ¢ de E dans F, et la matrice B d’une application
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linéaire  de F dans E. On dit que y est I'application transposée de ¢,
elle se note ‘.

7. Opérations linéaires sur les applications linéaires et les matrices

Les notations restant les mémes: dim E=n, dim F=p, les
bases étant respectivement (es, €2, ..., @) €t (fi, f2, ..., Jp) soit
@ et Y deux applications linéaires de E dans F, de matrices associées A
et B. u étant un vecteur quelconque de E, on peut définir I'application A,
de E dans F, telle que h(u) = @(u) + y(u). Cette application est
linéaire, car

Wiy + puz)= @i + puz) + Yl + puz)
= 4 [oui) + Y(u)] + u [o(uz) + Yu2)]
= A hu1) + p huz).

Par définition h = ¢ + . La matrice C de h s'appelle la somme
des deux matrices 4 et B (nécessairement de mémes dimensions). Si a;;,
bij, ¢i; sont les éléments de mémes rangs dans 4, B, C, on a ¢;; = a;; + bi;.
L’addition des applications linéaires et celle des matrices sont donc
commutatives et associatives. Leurs éléments neutres sont respectivement
I'application nulle et la matrice nulle. Tout élément, ¢ ou A, de chacun
de ces deux ensembles posséde un symétrique :

¢ + ¢ =0<y = — ¢ application opposée de ¢
A B s Bl 4 (donc bi; = — aij)
matrice opposée de A

On peut de méme définir la multiplication d’'une application linéaire,
donc d’une matrice, par un scalaire, I'application i@ étant celle ou u a
pour image A¢(u), la matrice associée étant A4, d’éléments Aa;;. En parti-
culier0.4A=0,1.4A=A4, (—1)A= - A

Enrésumé ¢ + y est définie par (¢ + ¥) (u) = () + Y(u)

Ao est définie par (Ap) ()= A.(u) YuekE

(a)+(b)=(a+b)
(v ) )

1l en résulte évidemment pour I'ensemble, noté #(E, F), des applica-
tions linéaires de E dans F, et pour I'ensemble, noté .# p,, des matrices
a p lignes et n colonnes, une structure d’espace vectoriel. Une base de
P’espace vectoriel .4, est constituée des matrices 4;; dont seul I'élement
situé 4 lintersection de la ligne i et de la colonne j est non nul, et vaut 1,
en effet toute matrice A se décompose d’une fagon unique sous la forme
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A= Y a;Ay Les deux espaces vectoriels en question ont donc
1<i<p
1<j<n

pour dimension le produit np.
— Dr’autre part il est évident que

‘4+B)='A+'B
AA4) = A'A

la transposition est donc une application linéaire de .#,, dans .4, p.

— Remarquons encore que les définitions des opérations linéaires
sur Z(E, F) restent valables méme si E et F n’ont pas de dimension finie.

8. Composition des applications linéaires. Multiplication des matrices
a) Soit trois espaces vectoriels E, F, G. Soit ¢ une application linéaire

de E dans F, y une application linéaire de Fdans G: Yy o¢@ = h est une
application de E dans G

e E—s v = i) e F—rs ¥ = ¥(v) = h(i) e G

Vu,usde E et VA, AydeKk,
By + Auz) = ¢ [@(Aur + Aauz)]

=y [ln;a(ﬁ_z) + A2gplu2)] »
= A [@u1)] + 22y [@2)] = Ailur) + Azhluz),

h est donc une application linéaire, composée de ¢ par .

On peut de méme définir la composée de plusieurs applications
linéaires de E dans F, de F dans G, de G dans H, etc. Comme toute compo-
sition d’applications, cette composition est associative. Elle n’est pas
commutative, sauf dans des cas particuliers : d'ailleurs en général oy
n’a pas de sens. Elle est, du fait de la linéarité, distributive par rapport a
la combinaison linéaire :

Yol(ligr + 42¢02) = Li (Yo ¢1) + L2 (Y 0 92)
si A1 et 1, sont deux scalaires quelconques.
b) En dimensions finies et dans des bases données, Y o¢ a, par
définition, pour matrice associée la matrice C = BA, produit de la

matrice 4 associée a ¢ par la matrice B associée 4 . Nous allons établir
la régle de calcul de ce produit BA. :

Soit dimE =n, basedeE = (ey, €3, ..., &)
dimF = p, basede F = (f1. f2. .... Jp)
dmG =g, basede G = (g1, 2. . .., Gq)
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ayr Q12 ... i
Soit A I matrice de 2 4 =| ' 27
dp1  Op2 [
bir b1z bip
STTTTE
by by2 bep
€11 Ci12 Cin
Soit C lamatricede h = yo@: C = ‘321 _ sz .... e .2.n
Cq1 €q2 --- Cgn

On sait que les colonnes de C sont les matrices-colonnes des vecteurs
hlei), hez), .. ., h(en).
Or (O(E;) = anﬁ + 021]; + ... + ﬂmﬁ.

Donc h(er) = ¥ [oler)] = an(fi) + azp(f2) + ... + ap(fp)
= ay; (b11g1 + b2igz + ... + bqlg_e;)
+ az1(b12gs + b22gz + ... +bpg) + ... +
+a,, (bm@: + bzrgz' +... +bqpa)
=cug1 + gz + ... + Ca19q
Par identification, la décomposition de i(e;) dans une base de G
étant unique. il vient
c11 = buian + braaz + ... + bipap
c21 = barasy + bazaz + ... + baap;

..................................

Cq1 =bq|0u + quazl + ... + bq,,a,,l

On voit que le premier élément de la premiére colonne de C est la
somme des produits des éléments de la premiére ligne de B par ceux,
de méme rang, de la premiére colonne de A, et ainsi de suite pour le second,
..., le ¢®™ élément. Cette loi se généralise facilement: c¢; est la
fieme coordonnée de h(e;), or

k=
o&) = 3, ak
k=p K

h(ej) = k; ax; Y(f) = xij Qxj (:_i b.-kﬁf) - :Z: Cijgi
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Donc Cij = ) buay;

Cette formule traduit bien le fait que, dans la matrice BA, produit
de A par B, I'élément ¢;; intersection de la i*™ ligne et de la j'é'“" colonne
est la somme des produits des éléments de la i*™ ligne de B (en nombre
égal a p) par ceux de méme rang de la j*™ colonne de 4 (en nombre aussi
égal a p).

Plus briévement, on dit que le produit de deux matrices s’effectue,
de gauche a droite, ligne par colonne, selon le schéma suivant

- === al"
ligne i — (b‘.-'{ bEn 'b};) oo : o
: =(...cf~;...)--]1gnex
\flpj F
t t
colonne j colonne j

La relation Y = AX, o X et Y sont des vecteurs-colonnes, apparait
bien comme un cas particulier de la multiplication de deux matrices.

Remarquons que, du point de vue des dimensions, l'opération
BA = C obéit au schéma suivant: (g, p) X (p n) = (g, n).

Ainsi, le plus souvent, si BA existe, AB n’existe pas. Méme si ces
deux produits existent, ce qui suppose g=n, B4 et AB n’ont mémes
dimensions que si de plus p = n. Méme dans ce dernier cas, on a en géné-
ral BA # AB. La multiplication matricielle n’est pas commutative. En
revanche, comme la composition des applications linéaires, elle est asso-
ciative et distributive par rapport 4 la combinaison linéaire :

(AB) C = A(BC)
(AA + uB)C = A AC + uBC
C(AA+ uB)= ACA + nCB
(pourvu évidemment que ces opérations aient un sens).

Enfin la matrice nulle 0, de dimensions convenables, multipliée par
ou multipliant une autre matrice de dimensions convenables donne un
produit nul, mais AB =0 n’exigeni A =0 ni B=0.

Exemple.

1 2 6 8
i 4 (:) —(1) ‘i i): = 20 8
3 =u 3 1 —10 3
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— Le lecteur démontrera aisément que

BA) = 'A.'B

C. ENDOMORPHISMES. ALGEBRE DES MATRICES CARREES
D’ORDRE r

1. Endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie.
Matrices carrées d’ordre n

a) Dans le cas général des espaces de dimensions quelconques,
finies ou non, seules les opérations linéaires sur #(E, F) conduisent a
des élements de #(E, F), autrement dit sont des opérations internes.
Dans ce paragraphe, nous supposerons dim F =dim E =n, ce qui
pratiquement revient a supposer F = E pour le calcul matriciel associé.

Une application linéaire de E dans lui-méme porte le nom d'endo-
morphisme (on dit parfois endomorphie), ce qui signifie « transforma-
tion interne » (du grec endon : au-dedans; morphé : formc) Il va de soi
qualors la transposition et la composition sont aussi des Operauons
internes, on peut définir le composé de ¢ par lui-méme, @o¢@ = ¢
puis po@?=¢® , ..., et de proche en proche ¢”. Dans une base
donnée de E, la matrice de ¢ est une matrice carrée (n, n), ou matrice
carrée d’ordre n. Elle contient n” éléments a;;.

L’ensemble des endomorphismes de E (dans E, par définition méme),
soit #(E, E), est noté simplement #(E). De méme I'ensemble des matrices
carrées M, est noté .#, éventuellement .#,(K), si 'on tient & préciser
le corps sur lequel on opére : ainsi .#,{R) désigne les matrices carrées
réelles, .#,(C) les matrices carrées complexes.

b) Sur L(E) et sur .4, on peut définir quelques éléments remar-
quables.

e L’application neutre, ou application unité, ou coincidence, notée
souvent e, est telle que e(u) = u, VueE. Cest I'élément neutre de

la composmon des endomorphismes, car eo@ = @poe=¢, Vg¢. La
matrice associée a e, dans une base quelconque (el, Z €,), a pour

vecteurs-colonnes ¢(e;) = €1, ¢(ez) = ez, . , olen) = e,, elle sécrit
donc :

1 0 0...0

01 0...0

I=g 00 1...0
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(ou I, lorsqu’il importe de préciser la dimension). On a [A = Al = A,
VY A e M, Cest la matrice-unité. Comme elle est évidemment invariante
dans un changement de base, il arrive que par abus de langage on la

confonde avec e, endomorphisme unité. On écrit aussi [ = ( - 5§J - )

en utilisant le symbole de Kronecker 6;; =1 si i=j
=0 s1 i#]j

® Une matrice de la forme Al, cest-a-dire ou a;; =0 si i#},
= A si i=j. est appelée matrice scalaire; 'endomorphisme associ¢ est
une homothétie de rapport A

e Une matrice est dite diagonale si i # j=a;; =0 : ainsi seule
la «diagonale », partant de a;;, du carré que constitue la matrice, peut
contenir des éléments non nuls.

2 0 0 0
Par exemple g g _g g est une matrice diagonale d’ordre 4.
00 05

e Une matrice A est triangulaire si, d'un c6té de la diagonale, elle
ne renferme que des zéros. Elle est triangulaire supérieure si les éléments
éventuellement non nuls sont au-dessus de la diagonale (c'est-a-dire si
i > j= a;; = 0), triangulaire inférieure dans le cas contraire.

e Une matrice A est symétrigue si elle est égale a sa transposée ‘A,
cest-a-dire si a; = a;;, V(i, j); elle est antisymétrique si ‘A = — A,
cest-a-dire si a; = — aij, V(i,j), en particulier alors a; = 0.

2. Annesu des matrices carrées d’ordre n

Les opérations linéaires et la multiplication conférent a 'ensemble
# , des matrices carrées d’ordre n une structure d’anneau non commutatif
(C'est-a-dire ot la multiplication n’est pas commutative). Le calcul algé-
brique sur les polyndémes dans R ou C s’applique aux matrices pour tout
ce qui ne fait pas intervenir la commutativité, un polynéme matriciel
P(X) résultant du polynébme P(x), ou x est un nombre, en rem-
plagant x* par X* pour k > 0, avec la convention X° = I. Ainsi

Px) =x* +2x +3=>PX)=X?+4+2X + 31
X étant une matrice carrée quelconque et [ la matrice unité, d'ordre n.

Les « identités remarquables » de I'algébre dans R ou C sont & rema-
nier, ainsi

(A+ B)(A— B)= A + BA — AB — B® # A> — B?
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(A+ B?*=A%>+ AB + BA + B> + A*> + 2AB + B?
sauf bien entendu si AB = BA : on dit alors que A commute avec B.

— Observons que I commute avec toute matrice A4 et que I'on peut
alors appliquer, par exemple, la formule du binéme

k

= k=
A+ 1P = {:C*A*P-* - Z:;C" .
( F=26 2, Crh

— On peut facilement vérifier que I'ensemble des matrices diago-
nales et I'ensemble des matrices triangulaires supérieures (ou inférieures)
sont des sous-anneaux de I'anneau des matrices carrées d’ordre n.

— Enfin rappelonsque AB =0 n'exigeni A=0. ni B=0.

1 0)/0
Par exemple (0 0)(0 !)=0

Il en résulte que, méme si 4 # 0, AB = AC#> B = C.

Nous reviendrons sur cette question de simplification ou régularité.
Une matrice 4 non nulle telle qu'il en existe au moins une autre B, non
nulle elle aussi, vérifiant AB = 0, est un diviseur de zéro.

3. Endomorphisme bijectif. Inverse d’une matrice carrée

a) Revenons momentanément au cas général d'une application
linéaire ¢ de E dans F, les dimensions étant n et p. Nous avons vu que ¢
est injective si et seulement si  ker ¢ = { 0 }. Cherchons a quelle condi-
tion ¢ est en outre surjective : ceci équivaut, par définition,a Im ¢ = F.
Oronsaitque dimIme + dimkerg = n. Illfautdonc p=dimF =n,
puisque dim ker ¢ = 0. Il en résulte qu'une application linéaire de E
dans F ne peut éire bijective que si dim F = dim E, et le probléme se
limite au cas des endomorphismes. ker ¢ = { 0} est alors suffisante
pour que ¢ soit surjective.

Ainsi, ¢ étant un endomorphisme de E, espace de dimension n, nous
obtenons deés a présent les équivalences suivantes :

o bijectif <> kergp = {0} = Im¢ = E

Daprés la définition générale d’une application bijective, tout vec-
teur v de E admettra alors un antécédent u et un seul dans E, autrement
dit I'application réciproque ou inverse existera

Uu=¢ (D)0 =0u) é ¢ 'op=c¢
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L’existence de ¢~ ' équivaut 4 la bijectivité. Un endomorphisme bijectif,
ou inversible, de E est un isomorphisme de E. On dit encore qu’un endo-
morphisme bijectif est régulier, ce qui signifie qu’il autorise la simplifi-
cation dans un produit

poYr=goyY2=>¢ 'ogoyi =9 'opoy=yi =

Un endomorphisme non régulier est dit singulier.

b) Ce qui précéde a des conséquences immédiates concernant les
matrices. Tout d’abord seule une matrice carrée pourra étre éventuelle-
ment inversible. Nous appellerons évidemment inverse de A la matrice B,
si elle existe, telle que AB = BA = I. B est alors notée A~ ! et est la
matrice de ¢ ', endomorphisme réciproque de celui défini par A dans
une base de E, espace vectoriel de dimension n que I'on peut toujours
associer aux matrices carrées d'ordre n. Par abus de langage, on note
souvent ker A et Im A le noyau et I'image de ¢, on peut alors
écrire

Ainversible <~ ker A = {0}

Une matrice inversible est aussi réguliére pour la multiplication, car
AB=AC=>A'"AB=A""AC=>IB=IC=>B=C

Une matrice non inversible est singuliére. En particulier une matrice,
diviseur de zéro, est singuliére.

Il existe plusieurs méthodes permettant de voir si une matrice est
inversible et éventuellement de calculer son inverse. Nous avons vu que
Im ¢ est le sous-espace F engendré par qo{e,) o(ez), ..., ¢(e,). La ma-
trice A associée a ¢ est donc inversible si et seulement s: F E, donc si
les_vecteurs-colonnes de A, formés respectivement des coordonnées de
ole1), olez), ..., o(e,), sont indépendants (Cest-a-dire constituent une
base de E). Amsn

A inversible < les vecteurs-colonnes de A sont indépendants

Sans autre théorie, il va de soi que I'on peut, dans des cas simples,
« inverser » une matrice A soit en résolvant le systéme AX =Y sous

la forme X = A'Y, soit en posant A_l=(...b{;j...) et en

calculant les b;; par les équations résultant de A4~! = I.
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Exemple.

Soit 4 calculer I'inversede A4 = (

B -
S —

— —
—)

x a

Cherchonsarésoudre A |y |=( b

z C
x+z=a (1)
c'est-é»dim;2x+3y+52=b 2)
—x+y+4z=c (3

M=>x=a—2z MN+Q@B)=y=a+c—-5z
Q=>2a@a—2+3a@a+c—5z2)+5z=b

12
Ta+b—3c
T2
_ —13a+5b—3c
B 5 g

x I 7 1 -3 a l 7 1 -3

z 5 -1 3 c 5 —1 3
¢) D'une fagon générale, on peut établir que la composée de deux
applications bijectives est une application bijective. Dans le cas de deux
matrices inversibles A et B, associées a des endomorphismes ¢ et V,
Iimage d’une base de E par ¢ est une base de E, dont I'image par y est

encore une base de E, qui est évidlemment I'image de la premiére par
Y o ¢, quiest donc inversible. On constate aisement que

(BA)"' = A" 'B™!

De plus A AV =I=>(AYA="1=1I

donc (A '=%4""

A inversible < ‘A inversible <> les vecteurs-colonnes de ‘A sont
indépendants < les vecteurs-lignes de A4 sont indépendants.

Notons encore que les matrices carrées réguliéres constituent un
groupe multiplicatif.
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4. Inversion progressive d’une matrice par prémultiplications successives

Le principe de cette méthode, souvent utilisée, est le suivant.

Si on peut trouver une suite (finie) de matrices M;, M, ..... M
telles que MM, ... MoM;A = I, on a évidemment, par construc-
tion l'ﬂéme, MkMk—l st Mlef = A1,

Or on peut déterminer ces matrices successives M; telles que chaque
multiplication de 4 par M,, de M, A par M,, etc., ait pour effet le rem-
placement d’'un vecteur-ligne de la matrice précédente par une combi-
naison linéaire de lignes de cette méme matrice, les produits successifs
MA, M;M A, ..., évoluant vers la matrice-unité. Si on arrive a cette
matrice-unité au bout de k opérations, les mémes transformations menées
parallélement sur I, C’est-a-dire la formation de M,I, MM, .. ., nous
ameénerons au bout des mémes k opérations a la matrice 4~ 1.

Le point essentiel est de démontrer que si nous écrivons A sous forme
de n vecteurs-lignes a chacun n coordonnées, remplacer X, par exemple
par une combinaison linéaire des n vecteurs-lignes (ou matrices unilignes)
X1, X, ..., X, revient 3 multiplier A par une matrice : en effet

MXi+ X+ ..+ X, Av A2 ... 1
X, 0 10...0 X3

A= X3 =1 0 0 1...0 X3 |=MA
X, 0 00...1 X,

puisque le vecteur Z 4iX: a pour coordonnées z Aitti, ); Az oo
Y. Aain produits de la premiére ligne de M par les colonnes successives
1

de A.

Exemples.

a) Cherchons par cette méthode et en détaillant les opérations I'in-

5 )
X2 =1(57) nesont pas colinéaires.

verse de A = (3 N 2) qui existe puisque X, =(3, —2) et

Pour faire « évoluer» A4 vers [ = (:}

a la place de — 2 en remplagant X, = (3, — 2) par 7X,+2X, doi

wa=( )E D=3 -

. _ (7 2\(1 O\ _ (7 2\ _
Parallélement Mll_({} !)(0 ])_(0 I)_ i

0 y i
1 faisons apparaitre un 0
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Dans A; faisons apparaitre un 0 a la place de 5 en multipliant la
seconde ligne par 31 et lui ajoutant la premiére, multipliée par — 5.

1 0\/31 0 (31 0
M’A“(—s 3:)(5 7)=(0 217)=A2
1 0\/7 2 7 2
“ M’J‘=(—s 31)(0 |)=(— 35 21)=J’

Pour passer de 4 4 I, il suffit de diviser les lignes par 31 et 217 respec-
tivement, ce qui revient a effectuer

Lo

3] 31 0 1 0
Mpdla = o b (0 217)‘(0 l)=‘43"
217
1 8 7 2
Y Kl T 2Nz 3t 31\ -
& M- 6 L (-35 21)‘ 5 3 =il
217 31 31

1l est immeédiat de vérifier que J est bien I'inverse de 4. Pour une
matrice d’ordre 2 cette méthode n’est évidemment pas la plus rapide, d’ailleurs
un calcul simple montre que

G ~ae(d ) | wetnens

autrement dit : on échange les termes diagonaux,
on change de signe les deux autres,
on divise par le déterminant ad — be.

Cette formule sera généralisée ultérieurement.

b) Dans la pratique il n'est pas nécessaire d’indiquer les multiplica-
teurs successifs M, M2, My ..., et on peut disposer les opérations comme
suit.

Soit & déterminer la matrice 4! inverse de

1 2 1
A= 0 2 2
-1 1 I
Les combinaisons linéaires de lignes appliquées simultanément & A et
I qui transforment A en I, transformant I en A~".
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Ll=Ll x1—-L3x3 2 1 0 1 0 -1
(ligne 1 devient
ligne 1 — 3 fois ligne 3) 0 2 2 1 0

L3=13x2+ Ll

(= = & |
L]
[ =]
o
-
o

Lo~ ]
=)
=

L3 =213 — 312 o 2 2|0 1 o
0 0 -2 |2 -3 2
2 1t 0|t o0 o1
1212 + L3 0o 2 ol|l2 -2 2
0 0 -2 |2 -3 2
2 0 0|0 1 -2
LI==—2L1——;L2 0 2 0|2 -2 2
0 0 -2|2 -3 2

En divisant la ligne 1 par%,

En divisant la ligne 2 par%,

En divisant la ligne 3 par — —;

Ona
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5. Changement de base. Matrices semblables

Soit, dans un espace vectoriel E de dimension n, deux bases
—_ — — — = —
B =(els €2, - vy en) B’ = (ei’ e'z, ...,e")

Nous allons chercher des relations, d’abord entre les coordonnées d’un
vecteur u de E dans la base B, que nous appellerons conventionnelle-
ment I'ancienne base, et dans la base B’, nouvelle base; ensuite, entre les
matrices d'un méme endomorphisme ¢ dans I'ancienne et la nouvelle
base.

Pour cela, définissons B', par rapport a B, par les coordonnées des

i=n
¢; dans B, soit €] = Z‘ o;; €. Ainsi la matrice P du systéme de vecteurs

i .
pa
(¢]), dans B, est

o1y 02 O1n
P = Oz21 022 A2n
Oln1 On2 Olnn

Cette matrice P définit complétement le changement de base B — B, on
I’appelle matrice de changement de base. ou plus couramment matrice
de passage (de B a B'). Clest une matrice réguliére puisque le systéme
des E; est libre.

4) Changement de base pour un vecteur u.

X1 X1
Soit X=0*) et x' =/ *2 |les matrices de u dans B et B'.
Xn X!
Par définition
Ry = =t =+ = o o
U= X1e1 + X262 + ... + Xnn = Xj€) + X363 + ... F X€y
= xj (@n1€1 + 02182 + ... + On1€n)
+ x5 (121 + 02282 + ... + On2€n) + . -.
+ x:-, (alnel + ogn€2 + ... + amen)
d’ou
X1 = o11X) + Gi2Xy + ... + Xy
X2 = 021X; + o22X3 + ... + 0rz2nX)
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Il en résulte la formule de changement de base pour un vecteur :

X = PX’' (ou X’ = P71X)

b) Changement de base pour un endomorphisme ¢

Soit A la matrice de ¢ dans B, Soit encore # un vecteur de E, de ma-
trices X et X" dans Bet B, et v = ¢(u), de matrices Y et Y’ dans B
et B'.

Onadonc Y = AX, X = PX', Y = PY".

Donc

PY' = APX', P 'PY = P"'APX' Y = P 'APX' = A'X’

La matrice A" de ¢ dans la base B’ est donc donnée par la formule

de changement de base pour un endomorphisme :

A =P 'AP (oud = PA'PY) %)

¢) D'une fagon générale, deux matrices 4 et 4’ liées par une rela-
tion de la forme A’ = P~ ' AP sont dites semblables, par I'intermédiaire
de la matrice de passage P. La similitude de deux matrices peut étre véri-
fiée sans calcul d'inverse puisque PA’ = AP, ou P est réguliére, équivaut
a (7). Deux matrices semblables expriment le méme endomorphisme
dans deux bases différentes. La similitude se note A’ ~ A.

On peut établir que la similitude est une relation d’équivalence sur
I'anneau des matrices carrées d’ordre n, en effet :

elle est réflexive : A=A=A"=1"'Al, donc A" ~ A
elle est symétrique : A'~ A< A'=P 'AP<= A = Q" '4Q,
avecQ = P ! donc A ~ A’
elle est transitive : A"~ A< A4 = P 'AP
A"~ A= A" = R'A'R

donc A" = R"'P7'APR = (PR)" ! A(PR)
et A ~ A o
Aﬂ —~ At = A e A

Autres propriétés :
A" =P 'AP = A = P"'APP AP = P '4%P
puisque PP~ ! = .
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De méme, de proche en proche, A*=P7'A*P, VkeN.

Si A est inversible
AL = (PUAP) 1 = P14~V (P~Y) = P7'ATIP
et en posant A*=(A"')"* pour k entier négatif on voit que
A* = P1A*P
reste valable VkeZ.

Enfin, du fait de la distributivité de la multiplication, si f est un
polynéme quelconque, ona  f(4') = P~ f(A)P.

6. Projecteurs

a) Deux sous-espaces F et G d’un espace vectoriel E sont, nous 'avons
vu, supplémentairessi E = F @ G. Alors, V u € E, il existe une décom-
position unique

u=v+w, veF, weG

Par analogie avec la géométrie élémentaire, on dit que v est la projec-
tion de u sur F, parallélement & G, et que w est la projection de u sur G,
parallélement a F.

L’application p qui, & # quelconque dans E, fait correspondre sa
projection v sur F, parallélement a G, s’appelle projecteur de E sur F,
parallélement 4 G: p(u) =v. On définit de méme le projecteur ¢ de E
sur G, parallélement a F, par g(u) = w- .

On peut observer que p associe a tout u de E l'unique vecteur v = p(u)

tel que p(u)eF, plu)— ueG.

b) Propriétés des projecteurs.
— Un projecteur est une application linéaire.
En effet
p Aty + Aziz) — (huti + Aouz) e G
d’autre part plu1) — u1 € G, pluz) — uz € G (sous-espace de E)
= A [pur) — ui] + 22 [plz) — u2]€G
Iy pliay) + A2 pluz) — (Mt + Aawz) € G
donc ? = p(hins + Aaiiz) — Ag plity) — A2 pluz) e G
Or ce vecteur z, par définition de p, appartient aussi & F, et comme
FAG={0} ona z=0 et p(lui + duz)= A pluy) + Az pluz)

— Cherchons le noyau de p, projecteur de E sur F, parallélement
aG: pu)=0=plu) -~u=—ueG donc ueG et kerpeG;
mais si u € G, u=1u+ 0, décomposition unique ot u € G et
0cF, montreque 0= pu) donc kerp=G. Deméme kerg=F.
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En outre si E est de dimension finie n,
dmF +dimG=n dimImp +dimG =n, donc dimImp = dimF,
et comme par définition Impc F, on a Imp=F. De méme
Img = G.

Retenons donc qu'en dimension finie, si p est le projecteur de E sur
F, sous-espace de E, parallélement 4 un supplémentaire G de F, on a
kerp=6G, Imp=F.

— Enfin considérons
p>=pop: VuekE, pu)—ueG or G=kerp,
donc
plpu) — u] =0, p*(u)= p(u).
Ceciétantvrai VuekE, ona p?=p.

Dans une base quelconque de E (supposée ici de dimension finie),
la matrice A d’un projecteur vérifie la relation A% = A (qui entraine
A¥= A YV k € N*). On dit qu'une telle matrice est idempotente. Un
projecteur est un endomorphisme idempotent.

Réciproquement, raisonnant encore en dimension finie n, soit A une
matrice telle que 4% = A, Clest-a-dire A(A — )= 0. Alors ou bien
A=0, oubien A =1, solutions «triviales»; ou bien A et 4 — I
sont singuliéres, et alors on peut poser ker ¢ = G, sous-espace de E
de dimension s telle que 1 <s<n—1, ¢ étant 'endomorphisme de
matrice A.

VueE ¢*u)= @), donc ¢[u — ¢u)]=0
et u — @u)eG, donc u=¢qu)+w, weG
Mais v = @(u)eIm ¢ = F.

-

Donc tout u de E est décomposable sous la forme u = v + w,
ou
veF=Img, weG=kerg, et ueF + G, avec dimF +dimG =n
Ainsi Ec F+ G, et n=dimE < dm(F + G).
Mais
dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F 0 G) = n — dim (F » G)
donc dm(FnG)=0, FNnG={0}, E=F®G, et ¢ est un
projecteur.

En remarquant que la matrice 0 définit le projecteur sur { 0 } paralle-
lement a E, et que la matrice I définit le projecteur sur E parallélement
a { 0 }, nous pouvons conclure par le théoréme :

Pour qu’un endomorphisme de dimension finie soit un projecteur, il
faut et il suffit qu'il soit idempotent : ¢? = o.
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— Remarquons que, par contre, la relation E =ker ¢ @ Im ¢
n'est pas caractéristique des projecteurs.

D. NOTIONS SUR LA DUALITE

1. Forme linéaire

Soit E un espace vectoriel sur un corps K de scalaires. Il est clair
gue K est un espace vectoriel sur lui-méme, de dimension 1. Une appli-
cation linéaire ¢ de E dans K associe 4 tout vecteur u de E un élément
A = ¢(u) de K. Une telle application ¢ — et, par un abus de langage
classique, Iimage par ¢ d’un vecteur de E — se nomme forme linéaire
de E dans K.

En dimension finie, B étant une base (e;, €2, ..., ea) de E, I'image
d’un vecteur u de coordonnées xi, X2, . . ., X, est de la forme

ou) = i aixi (forme linéaire 4 n variables)
i=1

La base prise pour K est évidemment I’élément unité de K, noté 1.
La matrice de ¢ est de dimensions (1, n), donc elle a une seule ligne, C’est
A =(ayaz ... as), on constate bien d’ailleurs que

X1
X2

ou) = (@1 az ... a)

Xn

2. Espace dual d’un espace vectoriel. Base duale d’une base de E

L’ensemble des formes linéaires de E dans K est un espace vectoriel
de dimension égale & dim E x dim K = n, si E est de dimension finie.
On I'appelle dual de E et on le note E*. Ainsi, par définition

E* = Z(E, K)

Soit B = (e1, €2, ..., €s) une base de E. Une forme linéaire f
est définie par la donnée de f(e1), f(e2), . - -, f(en). Puisque dim E* = n,
il suffit de définir n formes indépendantes pour obtenir une base de E*.
Nous poserons

file)) = &
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c’est-a-dire
e =1, fies)=0, ..., files) = 0
fae)) =0, faez) =1, ..., fa(ea) =0

------------------------------------

fm(e) =0, fu(e2) =0, ..., falea) =1
Ces n formes linéaires sont indépendantes, en effet
Vafi@)=0 VieE
1
i=n

exige ;a;ﬁ(E})=0' Vi=1,2...,n

ou z o:d;; = 0 donc a; = 0.

La base de E* ainsi définie s’appelle base duale de la base B de E.
Le vecteur u de coordonnées xi, Xz, . . ., X, @ pour image
flu) = f(;xs E;)=Zl:xif(5;)= ;a;-x;

si 'on pose f(e:)=a; en particulier f{u)= Zﬁ xibij = x; on
voit donc que les f{u) sont les coordonnées de u dans la base B.

Résumé du chapitre 6
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EXERCICES

B  Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels sur C, ou éventuelle-
ment sur un sous-corps de C:

a) les réels de la forme x=a+b}/2 ou a et b sont des réels
rationnels;

b) les séries divergentes;

¢) les séries entiéres de rayon de convergence donné R.

a) Ou, sur Q.

b) Non : la somme de deux séries divergentes peut donner une série
convergente, par exemple Z% et ) l_n—l_n

.

¢) Non : par exemple ) 2" et
[¢]

4

1l —n!
nt

z" ont méme rayon

+om

de convergence R = 1, leur somme )
[¢]

|y oM

, @ un rayon de convergence

infini. Par contre les séries entiéres de rayon de convergence supérieur ou
égal 2 R constituent un espace vectoriel sur C.

2

B 2. Soit F, et F; deux sous-espaces d’un espace vectoriel E donné.
a) A quelle condition Fy U F, est-elle un sous-espace de E ?

b) Dans le cas général, démontrer que F, + F; est le plus petit sous-
espace de E contenant F; u Fa.

a) Soit u; €Fy, mmeF;, donc u;eF et u;eF, si
F=FiuF,

Si Festunsous-espace, v = u; + uz€F, donc veF, ou veF,.

Si peFi, commedeplus uieF:, ona u; = v — u; € Fy; ceci
estvrai Vuze F,, donc F; < F;; deméme veF,=F, c F,.
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En conclusion, F; v F; ne peut étre un sous-espace de E que si I'un des
deux sous-espaces F, et F, est inclus dans l'autre.

b Soil G=F; + F3, G est l'ensemble des x = u; +u2, avec
u, € Fy, uzef’z Un vecteur v de F = F; U F, est tel que v € Fy ou
veF,orv =0+ 0etle Fyet F;,doncve Get F < G. Mais un sous-
espace H contenant F = F, U F2 doit contenir tout u; de F, et tout uy
de F, donc contient u; + us, il en résulte G = H. G, étant un sous-espace
commun a tous les sous-espaces contenant F, est donc le plus petit
sous-espace contenant F; v Fj.

B 3. Dans I'espace vectoriel E des fonctions f(x) d’une variable réelle définies

sur un intervalle [— a, + a],|que peut-on dire de I'ensemble P des fonctions
paires et de I'ensemble I des fonctions impaires ?

P et I sont deux sous-espaces de E : la vérification (par le critére  f € P,
g€ P = AF + pg € P) est immeédiate. En écrivant

j(xj=51[j(xj+_f{_ x)] +%[1{x}- J(=x)]

onvoitque E=P+ 1. Pnl={¢x)} telles que
o(— x) = @p(x) = — @(x), donc ¢ = 0.

donc P et I sont supplémentaires dans E.

Soit E I'espace vectoriel des polynomes P(x) a une variable, de degré < k.
Montrer que les k + 1 polynomes

Qo(x) =1, Qi(x) = x+ Ru(x). Qa(x) = x* + Ra(x). .
Qxlx} x* + Rilx)

oules Rix) sontdedegrés < i — 1, forment une base de E.

b) Application: en prenant Qo(x) = 1. Qi(x) = x,
Qx) = x(x — 1) -5 Qu(x) = x(x — 1) (x—2)...(x—k + 1)
montrer que, si P(x) est un polynéme de degré k, la fonction f(z) définie

+ oo

par la série entiere f(z) = ): an, P(n)z" peut sexprimer & l'aide des
0 + o
fonctions @(z), @'(z). ¢"z). ..., e™(2), avec ¢(z) = %: a,z", série de

rayon de convergence R > (.
3
Calculer explicitement  f (z) = Z L :'” z
¢) P(x) étant un polynéme donné de degré k, montrer que le systéme
P(x). P'(x), P"(x), . . -, P¥(x) constitue une base de I'espace E. et déterminer
les composantes, dans cette base, du polynéme P(x + a), a donné.
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a) Comme dim E = k + 1, il suffit d'établir que les Q; sont indé-
k

pendants. Une relation de dépendance ; 0:Q: = 0 sécrit plus explicite-
ment

o + a1 (x + Ri(x)) + a2 (% + Roa(x) + ... + o1 05 + Re—1(x))
+ o (0F + Rdx)) = 0

En annulant le terme en x* il vient o = 0. En annulant ensuite le
terme en x*~ !, il vient o 1 = 0, et ainsi de suite. Tous les o; sont donc nuls
et (Qo, Q1, - . ., Ox) est bien une base de E.

On peut aussi remarquer que, par rapport a la base canonique
(1, x, x2, _.., xx), la matrice de (Qq, Q1, - - ., Q) est triangulaire supérieure,
de la forme

1 iz dis Gyn
0 | a3 Qazp
0 0. Ll
oo \\‘EN . ‘::an—.ln
6 0o 0 0 1

Son déterminant est égal a 1, donc non nul, et les Q; sont bien indépendants.
b) D’aprés (a), les polynomes
Lx,x(x—1)..cox(x—1)...(x—k+1)
forment une base de E. dans laquelle P(x) peut se décomposer d’une fagon
unique :
Px)=bo + bix + bax(x — 1)+ ... + bix(x—1) ... (x—k + 1)
Donc

f@=3 an[bo+bin+bann—1)+ ... +bin(n—1)
Gfar + ol + o0 ...(n—k-l)]z"
=bo Y an" + by Y na2" + by Y nn— 1) anz"
4] 1 2

8

+ o

+ ..o 4b Y nn—1)...(n—k+ az"
k

Sur le disque ouvert | z| < R, ¢{z) est dérivable 4 un ordre quelconque,
ona

+ o

92 = 3;” na,z""', @"(z) = ; nin—1az">2 ...,

+w

o¥z)= Y n(n—1) ... (n—k + 1)an
k

n—k

donc on obtient
f(2) = bo @2) + b1z @'(2) + b2z* ¢"(2) + ... + biZ* p(*(2)
En particulier

I@Z"=(bg+blz+b222+ . + B € (VzeC)

%n'
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Pn)=(n+ 1P =1+3n+3n2+n*=bo+ byn+ bn(n— 1)
+ ban(n — 1)(n — 2)
on obtient par wdentification bo =1, by = 7, ba=6, by=1,
to(n+ 1)

L @ =@+6Z +Tz+)¢
5 !

¢) A des coefficients non nuls prés, P*(x), P*~'Xx), ..., P(x) sont de
la forme Qqlx), Q1(x), ..., Qu(x), suivant les notations du (a), donc consti-
tuent une base de E. La décomposition unique de P (x + a), polynéme de
degré k, dans cette base, est fournie par la formule de Taylor (sans reste,
puisque P**1)(x) = 0):

2 k
P(x +a) = PX) + aP() + 55 P'(3) + ... + ) P¥(x)

a) Dans l'ensemble des suites réelles, on pose (un) + (n) = (4 + Uy),
Mun) = (Aup). Montrer que cet ensemble E est ainsi muni d'une structure
d’espace vectoriel sur R.

b) a et b etant deux réels donnés, montrer que les suites vérifiant la
relation de récurrence u, = aQti,—; + bu,—» (n=2) constituent un
sous-espace F de E.

¢) A quelle condition existe-t-il deux suites géométriques indépen-
dantes, ¢léments de F ? Application : soit ug = l,u; = |, tty = ty—y + Un—2
(suite de Fibonacci); calculer u, en fonction de n, ainsi que le rayon de
+o
convergence et la somme de la série entiére Y u,z".
[}

a) Immédiat : il suffit de vérifier les axiomes de la définition d'un espace
vectoriel,

b) On vérifie que si tn = Aup-1 + bu,_; € Uy =ava—1 + bty 1,
et sl on pose W, = Au, + pv,, alors w, = awn—; + bw,-2, donc toute
combinaison lin¢aire de deux suites, éléments de F, est elle-méme un élé-
ment de F, qui, ainsi, est un sous-espace de E.

¢) Une suite géométrique (4, = or”) est un élément de F si
" = aar" ' + bar"2
o et r n’étant pas nuls puisqu'on cherche des suites indépendantes, il faut
donc r? — ar — b = 0. Il nous faut deux valeurs réelles distinctes de r,
d’ou la condition a*> + 4 b > 0. On obtient ainsi deux suites () et (r}),

indépendantes car Ar] + w3 =0 implique A+ u=0 (pour n=0)
et Ary + pra=0 (pourn=1),dou

A=pu=0

Une suite (u,) de F étant complétement définie par la donnée de ug
et u;, donc dépendant de deux paramétres, il semble que la dimension de F
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soit 2. Il suffit, pour s'en assurer, de vérifier que (r}) et (r3) constituent une
base de F, c’est-a-dire qu'il existe un seul couple (o, f) tel que u, = ar} + pr :
n=0 et n=1 donnent les relations up=a+ f e w, = ary + firz

qui définissent o, f# puisque =r;—r #0.

rz

La suite ainsi définie (o] + pr3) est bien un élément de F, et tout
élément de F est de cette forme : F est de dimension 2 et a pour base [(r}).(3)].
Application numérique : U, = U,—1 + U,-» donne I'équation en r
(appelée équation caractéristique de la suite récurrente linéaire envisagée)

+2V-, r _I—]/:'_) u, est donc

P —r—1=0, de racines r, =

2= —5—.

de la forme a(l +V—) ( 2[{3)‘: et wup=u; =1 fournissent
le systéme :

{a +p=1 ” :

e+ P +a—-P)5=2 d’ofia—ﬁ'mv-

5

)5, 1-)3
=Sl ﬁ_—*zvf

d'ot Up = pls [(ﬁi_l@)"” B (_{_—é l@)']

Remarquons que malgré les apparences u, est un nombre entier.

e

o0

La série entiére uzz" a pour rayon de convergence

oM

¥ Lin
R = lim —
n+ox Mn+1

si cette limite existe. Comme

1 1 —
2 2

on a, pour n — + oo,

u..ﬂvi;,la—g(!—l/g)“! o o, 5 _|/§—l

2 Un+1 I+ l/g a 2
5=
donc ___L 5
Enfin
== = +3' 11 +1 et r2 -
1@ = ]/_(Zl' 2 = g 2 z") l/-(l — nz T M= rzz)

1 rl —: 3
I/_ 1-=(n + r2)z + nra2?
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H 7.

Or h-—l'z=[/3‘ rn+ra=1 e rir;=—1,
done 0=

Le lecteur pourra, prenant le probléme «a I'envers», vérifier que la
division suivant les puissances croissantes de | par | —z — z? qui
donne, sous réserve de convergence, le développement en série entiére de
cette fraction, fait bien apparaitre des coefficients obéissant 2 la relation
de récurrence U, = Up—1 + Up-2 avec ug =u; =1 :

J@=1+z+222 4322 4+52*+

. f et g étant deux applications linéaires d’un espace vectoriel E de dimension

finie dans un espace vectoriel F, établir les relations
|rang f — rangg| < rang(f + g) <rang J + rangyg

ViueE (f +¢g)(u)= f(u)+ glije f(E) + g(E)=1m [ + Img
Donc Im(f +g)cImf + Imy

Or ces images sont de dimensions finies, puisque inférieures ou égales
a n, dimension de E. Donc

rang(f + ¢) < rang f + rangy (2)

La seconde in¢galité est donc établie. Pour la premiére, on peut, pour
des raisons de symétrie, supposer rang f > rangg et établir

rang / <rangg + rang(/ + g) (1)
Or cecirésulte de (2)enposant f + y=¢ donc f =¢ —y
(2) = rang (¢ — g) < rang @ + rang(— g)
et rang(— ¢g) = rangg car d’'une fagon générale
Im(ig) =Imgy, ker(lg)=kery Yi#0
(1) est donc établie, et on a bien
|rang f — rangg| < rang(f + ¢) < rang f + rangy

a) | et g ¢tant deux endomorphismes de 'espace E de dimension n, établir
la relation entre les rangs de f et g telsquego f = 0.

b) On suppose f o f = 0. Quel est le rang maximum de f ?

¢} Montrer que

n pair
!

Im f = ker <> {rang f =

fof=0

=]
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Indiquer une forme simple de la matrice A d'un tel endomorphisme f,
en choisissant une base convenable.

a)VieE g[f@]=0 donc Imf ckerg dou
rang f + rangg < n (1)
Un cas remarquable est celui ot f et g sont deux projecteurs de E,

'un sur F parallélement & un supplémentaire de G, l'autre G paralléle-
ment 4 F : alors dans (1) il y a égalité. Mais (1) n’est pas suffisante pour que

gof =0 et gof =05 fog=0
b)Im f =ker f =2 dim Im f =n donc n pair et rang f=;.
Deplus VuekE f(u)elm f=kerg donc (fof)(u)=0, et
fof =0. Laréciproque est immeédiate d’aprés (a).

¢) Soit n=2p. Soit F=1Im f=ker f de dimension p. Une
base de E peut étre obtenue par I'union d’une base de F et d'une base d’un
supplémentaire F’ de F dans E, qui a aussi pour dimension p. Choisissons
cette basede F' :(ey, €2, - - -, e_Q; Nous pouvons nous donner  f(€1) = €p+1.

f(e2) = e,,_:E, ..., f(ey) = ez vecteurs indépendants dans F, puisque
P'image de F' par J/ est une partie de F. On a ainsi construit une base de E,
(€1, €2, ..., €p €pi1. ..., €2p) telle que  f(e:i) = epsi si0<i<p;il

suffit de se donner f(e)=0 si p+ 1 <i<2p, pour exprimer que
F =ker f.

Dans une telle base, la matrice de f est

00...0 0...0
0 0...0 0...0 l~ lignep
A=} 1. 0...0 OQ -— lignep + 1
0% 00§
! d 1 | %
N
6 0.1 0...0
t ¢t

colonne p colonne p + 1

Les seuls termes non nuls de A — et alors égaux a 1 — sont ceux de
la forme @j4p0i=1,2,-.., p- On peut aussi écrire une telle matrice sous

la forme « décomposée en blocs» :

_(9_i 0
“\5io

On peut encore remarquer que, par construction méme, F' = f(F).
Nous avons construit un endomorphisme d'image et de noyau donnés
dans E. L’exercice suivant généralise ce probléme.
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L’exemple le plus simple de matrice A est celui obtenu en dimension 2,
00
A =
(i o)

B 8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

a) Soit F et G deux sous-espaces de E, de méme dimension p; déter-
miner un isomorphisme ¢ de E (c’est-a-dire un endomorphisme bijectif)
dans lequel I'image de F par ¢ est G.

b) @ étant un isomorphisme de E, et f un endomorphisme quelconque
de E, montrer que rang(g o f) = rang (f o ¢) = rang f.

¢) Soit F et K deux sous-espaces de E, de dimensions p et g; a quelle
condition- existe-t-il un endomorphisme g de E tel que

Img =F, kerg =K ?

a) F' et G' étant deux supplémentaires de F et G respectivement, une
base de E est I'union d’une base de F et d’une base de F'. Si nous donnons,
a une base de F, pour image, une base de G (ce qui est possible puisque
dim F > dim G), et, 4 une base de F', pour image, une base de G, I'endo-
morphisme ¢ ainsi défini est bijectif car I'image d’une base de E est une base
de E. De plus ¢(u)e G si et seulement si ueF, donc G = ¢(F).
¢ répond donc & la question.

b) Soit Im f = F. V ¢, endomorphismes de E,
dim ¢(F) < dim F = p
Si dim @(F) < p. une base de E, union d'une base de F et d’une base
d'un de ses supplémentaires F’, aura pour image I'union de deux systémes
de vecteurs de ¢(F) et de @(F’), dont le rang sera < dim ¢@(F) + dim @(F’)
<p+dim @F)<p+n—p=n, cene sera pas une base de E. On a
donc

dim ¢(F) = p = dim [(¢ o f)(E)] = dimIm (¢ o f) = dim Im f

Ainsi rang(g@o f) = rang f.

Démonstration analogue pour rang(f o ¢) = rang f.

Il en résulte que la multiplication & droite ou a gauche par une matrice
réguliére respecte le rang d’'une matrice.

¢) Une condition nécessaire pour que F=Im g et K =ker g
est ¢videmment dim F + dimK =n, soit p+ g = n

On peut alors considérer deux cas :

— un cas particulier ou F et K sont supplémentaires, une solution
du probléme est alors le projecteur de E sur F parallélement 4 K ;

— le cas général : on peut alors désigner par G un supplémentaire
deKdansE.Ona dimG =dimF =n — g = p. llexiste un projecteur f
de E sur G parallélement 4 K et un isomorphisme ¢ de E tel que ¢(G) = F.
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Si nous composons f par ¢, lendomorphisme ¢ =g¢@of a méme
rang p que f;ona YV uek f(u)eG donc ¢ [flu)]ep(G)=F
cest-adire Im g =« F et comme dimImg=p, Img=F.

De plus V vekK, f(©)=0 donc ¢ [f(5)]=0. © € ker g;
donc Kckerg et comme dimkerg=n—p=g, kerg=K.

Nous avons donc déterminé un endomorphisme g de E tel que
Img = F, kerg = K
sous-espaces donnés de dimensions petg = n — p.

B 9. Déterminer le noyau et 'image de I'application linéaire définie par

R (e,
$ =1 3
Ad=ts 5 ~1
6§ 3 ~8

Le systéme
2x+ y— z=10
x— y+2z=0
4x+5y—-7z=0
3y—5z=0

se réduit 4 deux équations x — y +2z=0, 3y —5z=0.

Le noyau, dans R, est la droite vectorielle de base u (1, — 5, — 3).
L’image est un sous-espace de dimension 2 dans R*. On obtient ses
équations en X, Y, Z, T en ¢liminant x, y, z entre

2x+y—z=X (1)

X—p+2z=7Y @ (x(=2P ' (x(—4n +
4x+5y—Tz=2 3) *)

3y—5z=T (@)

Met@Q=3y— Sz=X-—2Y, doaX-2Y= T

@ et(3)=>9 — 152=Z—4Y, dodtZ—-4Y =3T

(les fléches ci-dessus indiquent les combinaisons effectuées).

L'image est donc définie par 3 X —6Y = —-4Y +Z=3T Clest
bien un sous-espace de dimension 2 dans f*, dont une base est constituce par
les vecteurs vy (3,0,3,1), v2(2,1,4.0)

(*) La notation (x(— 2)J * signifie que 'on multiplie la ligne (2)
par — 2 et que I'on ajoute le résultat a la ligne (1).
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W 10. Soit { un projecteur de I'espace vectoriel E. A quelle condition I'endomor-
phisme ¢(t) =e+tf, ou t est un scalaire et e 'endomorphisme-unité,
est-il inversible ?

Déterminer alors ¢~ '(r). Onsupposera f #0 et f #e.

On sait que [ o f = f. D’autre part si I'inverse de ¢ existe, il est
unique.

Cherchons s'il est de la forme  @(/) = e+ Af

eitoe(l) =(e +tf)ole + Af)=e+tf + Af + (Af
=e+(t+A+1A)f

On veut @) o @A) =e donc t+ A4t2=0 A{l+0H=—1

Doncsi r# —1 1= — : i—r donne I'inverse de ¢(f) :
t
N 1=e— —
[o0] ' =e— 1 f
Si t=—1, @(t)=e— f n'est pas inversible car c’est un divi-

seurdezéro: fole— f)=f— fof =0

M 11. Soit a. b. ¢ trois réels tels que a* + b% + 2 = |.

a’® ab ac

Onpose P = (ab b? bc) Q = I — P (I = matrice-unité).
ac bc

a) Déterminer ker P et Im P dans R*.

b) Calculer P2, PQ, QP et Q2.

¢) Montrer que I'ensemble des matrices 4 (o, ff) = P + BQ (o p réels)

est un sous-anneau de .#3, trouver 4 ! lorsqu'elle existe, et indiquer les
matrices A singuliéres.

d) Caractériser géométriquement P et Q dans R* supposé¢ orthonormé,
(a, b, ¢) étant les coordonnées d’un vecteur u.

Réponses :
a) ker Pestleplan ax + by + cz=0,
: X - -_!} . E_
Im P ladroite S = (1)
By PP=P, PQ=0QP=0 0*=0.

=0

" — Y _ P .
¢) L'addition et la multiplication sofit internes; A~ ! = ” + =, si

aff # 0. Les matrices singuliéres sont celles de la forme aP ou Q.



162 ALGEBRE

d) P est le projecteur orthogonal sur A, de base u; Q le projecteur
orthogonal sur le plan n, perpendiculaire a A.

W 12. / étant un projecteur de E, soit g =2 f —e, e etant I'endomorphisme-
unité. Montrer que g est involutif. Réciproque. Interprétation géométrique
dans R3. Généraliser cette interprétation.

Réponses : fof =f=gog=e
Réciproquement soit ¢ involutif, on peut poser [ = ety

7 et

vérifierque gog=e= fof = f.

Si f est un projecteur sur 7 (droite ou plan) parallélement a A (plan
ou droite), g est la symétrie par rapport a =, parallélement a A (symétrie
orthogonale si A L ).

En dimension n quelconque, & tout projecteur sur un sous-espace F
de E paraliélement a un supplémentaire G de F, on peut associer la, symétrie
par rapport & F parallélement  E, définie par  glu) = 2 f(u) — u.

A

B 13. B3 étant rapporté & un repére orthonormé direct, soit u le vecteur (q, b, ),
non nul. Montrer que I'application ¢ définie par @(U)=1u A ¢ estun
endomorphisme de R®. Déterminer ker ¢ et Im ¢. Déterminer oX(v),
(), etc. Généraliser. Vérifier ces résultats en utilisant la matrice de ¢.

Réponses : o (at + pw) = 0@(v) + Po(w) @ est un endomorphisme.
ker ¢ est la droite vectorielle de base u, Im ¢ le plan vectoriel perpen-
diculaire.

) =un@AD)=(.0)u—u*.v

(formule du double produii vectoriel).
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Q}v)= —u?.@(v) donc ¢*=—w?. o= —(@+b +P)eg
Dot ¢**'= —(a® + b® + Ao, @™ = —(a® + b* + ) lo2.
La matrice de ¢ est

0 —¢ b
A= c 0 —a (elle est antisymetrique)
- b a 0
e ab ac
A% = ab - —a be
ac be M, -
0 cla®>+b*+c%) —bl@+b +
A= —cl@®+b +% 0 al@® + b + 3)
b@ + b +c*) —ala®+ b + %) 0

= — 1?4, etc.

B 14. Montrer que toute matrice carrée est la somme d’une matrice symétrique
et d’'une matrice antisymeétrique.

Réponse : A =—(A + '4) +%{A — 'A).

tal—

M 15. Aet B étant deux matrices carrées d’ordre », I la matrice-unité, on suppose
que [ — AB est inversible. Veérifier que

(I —BA)'=14+B(l — AB) 'A

Réponse : il suffit de verifier (I — BA)[I + B(I — AB) '4] = 1.

MW 16. M étant un point (x, y, z) de R® rapporté a un repére orthonormé direct,
A une matrice d'ordre n, caractériser les matrices 4 telles que le champ
X
vectoriel V(M) =4 ( y) soit & circulation et a flux conservatifs.
z

da
Réponse : En posant A4 = (b

"), on obtient les condi-
(. "

oA
Lo T = o~

tions
bV'=¢, a"=c. ad=>b
(provenant de rot V= O)et a+ b + ¢ =0 (provenantdedivV = 0).

A doit donc étre une matrice symétrique de trace nulle (voir exercice
suivant).
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[ 17. On appelle trace d’une matrice carrée A, et on note tr A, la somme des
n
termes diagonauxde 4 : tr A = ) a

1
Démontrer que tr (BA) = tr (AB). En déduire que
A~A=1uwA=1trA

t

i=n fk=n
Réponse : tr(AB) = zl ( ﬂ.—gbki) =8 = aixbyi

Soit A'=P '"AP, w A =tr[(P'AP]=tu[P(P'A)] =tr A

B 18. Déterminer I'inverse de la matrice

1 2 3. n
o1 2., n—1
0 0 1 n—2

On cherche a résoudre le systéme

Xt +2x2+3x34 ... =y (1)
X242x3+ ... +m—Dxn= )2 (2)

(S) X3+ ...+ —2x.=ys (3
Xn—1 + 2Xn = Yn-1 {n — 1)

x;,=}‘n (ﬂ}

C’est un systéme « triangulaire » ou « en cascade ».
En retranchant (2) de (1), puis (3) de (2), . .., (n) de (n — 1), et conser-
vant (n), on forme le nouveau systéme équivalent (') :

Xy + x2 + X3 + A Xy = Y1 — Y2 (l}!

Xz 4+ Xa+ ... +Xan=Yy2 — ¥3 {2).-

{S'} X3 E A + Xp = y3 — Ya {3):
Xp—1 + Xn = Yn-1 = ¥n (n— 1y

Xpn = ¥n (ﬂ)
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En retranchant encore (2) de (1), (3)’ de (2) et ainsi de suite, on obtient :
Xt =y1—2y2+ ya
Xz =y2—2ys+ ya

Xn—2 = Yn-2 — 2 Yn—-2 + ¥n

Xp—-1 = Yn-1 — 2}‘,.
Xn = V¥n
d’oui la matrice cherchée :
1 =2 1 0 0 0
0 1 =2 1 0 0
0 0 1 -2 1 0
MY 2L o v womm s e s e & s
0 0 0 1 -2 ]
0 0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0 1

Cette matrice est triangulaire, comme on pouvait le prévoir, puisque
I'ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-anneau de
I'anneau ..

W 19. Soit f un endomorphisme de I'espace vectoriel E de dimension n.
Posant fof = f% fofof = f3etc,Im P =J, ker f? =K,
démontrer les inclusions J,:1 © J, K, = Ky, (au sens large).
En posant u, = dim J, montrer que la suite (u,) est convergente
et en déduire I'existence d'un entier s tel que

E=J,® K,

fP*' = fofP=fPof donc u € Jpr1=3 v tel que
u=f? [f(r)] donc 3v; = f(r)eE telque u = fHv;).don
uedy @ Jpoedy
De méme
ZeK,=> fAZ)=0=>(fofP(z)=0= zeK,:
donc K,c Ky

Enposant w, =dimJ, Jpo1 © Jp=ups1 < up

La suite (u,) est donc décroissante (au sens large) et minorée par 0,
donc convergente: soit [ sa limite : V &> 0, en particulier &€ ]0, I[,
3 5 entier tel que p>s=|u, — | < & u, étant entier, | I'est force-
ment aussi et u, = [ pour p > s.

Doncsip 25 y=itip=L écomme Jy&J—1c..0dy
dimJ, =dimJ,= J, = J,
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De méme K;c K, et dim K,=n—dim Jy=n—dim J, =
dim K, entrainent K, = K,.

Ainsi 1l y a stabilisation des images et noyaux des (” & partir de p = s.

Soit alors v €eK;nJs. Ona vekK, donc f(v)=0, Tel,

donc 3w telque v = f5(w).
Il sensuit  f25(w) = donc we K, . = B
Mais K=K, donc w e K, et f“w)= ¢ = 0. Ainsi
Kinidy=+40}

et comme dim K, + dim J, = n. K, et J; sont supplémentaires, autre-
mentdit E=J, @ K,

Remarquee Deux cas étaient a priori immédiats, celul ou f 0, et
celui ou f est un isomorphisme : dans le premier J, = {0} et =E,
danslesecond J,=E et K,={0}; dans les deux cas s — 0.

Un autre cas intéressant est celui ou I = 0, cest-a-dire ot il existe s
tel que f*=0, f* '3 0. Alors on dit que f est un endomorphisme
nilpotent («de puissance nulle») d’ordre s, J;= {0} et K, = E. Enfin
si f est un projecteur, fP= f VYV p>1 ets=I, effectivement on sait
que E=1Im f @ ker f.

W 20.4q) Soit A = (b d) Démontrer qu'il existe deux scalaires o et f tels
que A* = ad + I

. 2 1
b) Soit A= ( 5 ) Démontrer que A" est de la forme
usA + va ot u, et v, sont des scalaires que I'on déterminera en fonction
de n.

c) A gardant la valeur précédente, démontrer que la série (3 U,), ou
n

. A
U, est la matrice a1 est convergente, et calculer sa somme, que I'on notera

e“=

DMS
ZI%

=

Réponses .
a) On est conduit au systéme
a +bc=aa+ B
cla+d— o) =
bla+d—a)=0
d* + bc=od + B
Si(hc,a—d) #(0,0,0) onobtient c=a+d, f=bc—ad
Si b=c=0¢et a=d, A=al, A*>=a%l, o est arbitraire et

p=a® — aa.
Dans tous lescas A* =(a+ d) A + (bc — ad) I.
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b) A°=1, ug=0, vo=1; A'=A, wmu=1, v1=0;
A = —2A4431 ua=-2, v3=3.
Par récurrence on obtient, en posant A" ' = up, 1A + vyl
A" = H,,-;Az + Up—1A

qui donne

Uy = — 2”«-—] + Up—1, Un = 3uu—l
d’ou Up + Up = Un—1 + Up—1 = ... = lUo + o = L.
donc th= — 3Uu-1 +3
quelonécrit v, — A= —3(vp-1 — 4), dou 2 =:?;'-

11 en résulte v.,=%[3—(—3)"], u,:%[l+(—3)"] et

A”=%([] (=377 A+[3— (=310

N 1A+31 1A= D(=3
V=31 *3 at
* o

] + (_ 3}" = + o .
Comme Y —=e et ¥ e Yy U, existe et vaut
[ 0 n. ]

1 1
71('4 +3Ne + E(A — 1) e~ 3, par définition on aura donc
+ o n
PA = 4
o n !

e“——l 5e+e 3 e+ e
T4\ —5(e+e?) —e-5e3

1
=-4[(A +3De+ (4~ De?]
On peut évidemment concevoir une généralisation sous forme de
définition d’une fonction d’une variable matricielle par une série entiére.

W 21. Soit & = ge (racine n**™ de l'unité).

On pose

M(D‘.’) e 1 al a& i al(n— 1)

Calculer M(a). M (-:E) et en déduire [ M(a)] .
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Réponse : en observant que tous les termes du produit M(x). M (l) sont
o

des sommes de progressions géométriques de la forme
L+a®+ @)+ ...+ (@) !

M(c) M(l) e pf
o

et M@] ' =1 M (i)

n o
1

Comme == o, M G) est la conjuguée de M(a), ou M(a)-

on obtient

W 22. On appclle endomorphlsme nilpotent d’ordre k un endomorphisme ¢ tel

que ¢*=0, ¢*'#0. Méme définition pour une matrice nilpotente
d’ordre k.

a) Soit A une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diago-
naux sont nuls, c’est-d-dire de la forme

0 a2 aiz... am
0 0 dz3 ... @2
A= 0 0 9\ : (ordre n)
: \an 1.n

0 0 0 ...™0

-
Soit ¢ I'endomorphisme associé. En utilisant ((go @) (e) pour
i=1,2,...,n trouver la forme de A%, puis celle de A° et ainsi de suite.
En déduire que A est nilpotente d’ordre au plus égal a n.

b) Application : soit la matrice d’ordre 4

[
O = oW

4
3
2
|

=]
oo - M

Calculer B® pour p entier quelconque.

a) ¢er) =0, olez)e Vect (e1), @les)e Vect (er, ez), .. .,
oles) € Vect (€1, 2, - .., €n—1)
Posons Vect (e1, e, .- ., e) = E; on a donc oleiv)eE, i>1.
l)onc (oz(g;} = ﬁs (Oz(e_l.) = 6: ¢2(E;}E El, ety (pz(a)e E" 3
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Dans la matrice A%, la diagonale de zéros est elle-méme bordée supé-
rieurement par des zéros. De méme

@(e1) = 9¥(es) = 9¥e3) =0, ¢*es)eEy, ....0%en)eEns

Dans A*, les zéros bordant supérieurement la diagonale seront eux-
mémes bordés de zéros, et ainsi de suite. Raisonnons par récurrence, €n

supposant
¢ler) = ez) = ... = le;) = 0
¢"epr1)€ Er, @Mepi2) €Es, ..., @M)€ Enyp
alors PPt Y er) = 9Pt Mez) = ... = @**Yepir) =0

@t ep+2)€Er, ....0P N en)EEn p-y
Il y a donc « remontée » progressive des zéros, on aura

¢ M) =¢" M) = ... = ¢" New-1) =0, 9" Ne)e Ex et
o"e)=0,vi, donc ¢"=0 et A"=0;4"=0Vp=n

A est bien nilpotente d’ordre au plus égal a n.
b) Ecrivons B=I+ A avec

A2 = A* =0

oo CT oo O OO0 O
o o ;e

OO0 o0 COoOOMN
COO0OC oo s OCONW
=]

(=]

I+ AP =1+ CoA+ CiA* + COA°
valable VpeN carsi p<g, =0
Donc VpelN

o

2
2p pQ2p+ 1) T"(p+ NE2p+ 1)

B = 0 1 2p p2p+ 1)
0 0 1 2p
0 0 0 1

En fait le lecteur pourra vérifier que cette formule est encore valable
lorsque p est un entier négatif.
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B 23. Soit la matrice d’ordre n

Rl O R
Rermees B 0

a) Calculer 4~ lorsqu’elle existe.
b) Calculer A* k entier.

a) En écrivant le systéme

bxy + axz + axs + ... + ax, = y, (1)
axy +bx; + axzs + ... + axp =y, (2)

axy + ax; + axs + ... + bxy = y, (n)
on obtient par addition de toutes ces équations

[b+(n—l)a]$xe=$y: (D

Or (1)<= (b — a) x; +aix.-=yi
1

n :‘Zyl

DOI]C, si b o= (] - ﬂ) a, IZX.;' = b—-l-(l;jl}:l

- l >
Sienoutre, b +#a x;—b_a[yl_b+(n—l)a; ]

1
(b—a)fb+(n—1ad]

[{b + - Ddly—a gy,]

Xy =

De méme on obtient

1
%= = | [(b +(n—2a)y;—ay yi]

i#Ej
La matrice inverse est dong, si b #aeth#(l —na,
1
oo 2
{b—a}[b+(n—l)a]

b+(n—2a —a — a —a
—a b+(n—2a —a —a

—a —a b+(n—2)a.. —a

—a i fi ...I;h:F“(nﬁi—Z)a
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Si b=(1—n)a ou b=a (l) ou (1) est impossible pour des y;
quelcongues, la matrice A n'est pas inversible : d'ailleurs on constate faci-
lement, alors, que ses vecteurs-colonnes sont liés.

b)Si b=a A =al, avec

[l

(aff = 17 V i\j}

o

i..0
Or J2=nJ, JP=nJ, .. Jt=n""0

Donc,si b=a, A*=dn*"'J.
Pour b quelconque, on peut écrire A =(b —a) I + aJ et la formule
du bindme sapplique puisque | commute avec toute matrice. Donc

A = (b —all + Clab— @ 'J + Cla*b—a 2 + ...
A=®B—all + Clab—a) 'J+ Cla*b—a}f nJ + ...
+ CPaf(b —af P 'J + ... + Cid'n*"1J

A = (b — oI + %Ci C§ (na)® (b — a)"")J’
=1
soit

A = (b — afl +—;[(b+(n— Dt < (b — ]

1
1
i

o

A* présente donc la méme forme que 4 :

B o ... o
& B

Ax =

-~
-~

i 1
1 :
o Ok ... P
avec

=1+ - et - - o
Bo=i[+(n— Daf + (= DG — ]

On vérifie que ces formules sont encore valables pour k = — 1(question
(a)), et on pourrait démontrer qu’elles le sont encore pour k entier négatif.






CHAPITRE 7

DETERMINANTS.
SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

A. PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI

1. Rappel

Soit E un ensemble fini, que I'on peut noter { 1,2, .. ., n }. On appelle
permutation de E (ou aussi « substitution») une application bijective
de E dans lui-méme. Elle est définie quand on se donne

o) = o, = 2. cwun
les o; étant tous distincts et égaux. a 'ordre prés, 4 1,2, ..., n.
On peut écrire conventionnellement la permutation ¢ sous la forme
o= ( P 2. n)
o 2 i« O

Rappelons qu'il y a n ! permutations de E, parmi lesquelles la permu-
tation «identique », ou «neutre», ou «unité», telle que (i) =i, V i:

on la désigne par e :
3 i N
C=N Z b

Il est manifeste que, pour la composition (ou multiplication), les
permutations de E forment un groupe delément neutre e. ou l'inverse

de ¢ est
-1 oy X2 ... On
? =\t 2...n

Une transposition de E est une permutation qui échange deux élé-
ments i et j distincts de E, en laissant les autres invariants. On peut le noter
T:;, avec la convention T; = e.

2. Transpositions
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On adonc

TA)=J Ti)=1i Tfp)=p si p#i et p#j

Exemple.
Si E={1,2345}

Ilvadesoique Ty = T; = (T "

Nous allons établir le théoréme fondamental :
Toute permutation de I’'ensemble fini E est un produit de transpositions.

Il suffit d’établir qu'une permutation laissant invariants au moins
p €lements de E est un produit de transpositions : ceci est vrai pour p = n,
alors ¢ =e=T;0T; On peut raisonner par récurrence «descen-
dante », C’est-a-dire supposer que toute permutation laissant invariants
p éléments au moins est un tel produit, et montrer qu’alors il en est de
méme pour celles qui en laissent p — | invariants.

Soit ¢p,-1 une telle permutation (distincte de e), il existe j tel que
¢@p—1{j) = k # j. Composons ¢, par Ty, qui échange j et k et laisse
les autres éléments invariants: si Y = Txo@,-1, Y(i)=i pour les
p — 1 éléments invariants dans ¢,

W) = Tix [@p-10)]= Tk) = j

Y laisse donc invariants au moins p éléments de E, et est un produit
de transpositions, il en est de méme de ¢, = Troy. Le théoréme
est démontre.

3. Inversions d’une permutation. Parité, Signature

Nous supposons ici E totalement ordonné, I'ordre croissant ou «natu-
rel » étant précisément (1, 2, 3, .. ., n). Alors, étant donné la permutation

{1 2 3 .m
Tlor az o3 ... o
on dit que o; et o; présentent une inversion dans o si i <j et o > a;

Par définition, une permutation ¢ est dite paire si le nombre total
des inversions qu’elle présente est pair, elle est dite impaire si ce nombre
est impair.

Si I() est ce nombre d’inversions, le nombre () = (— 1) est
appele signature de ¢. Il vaut | ou — | suivant que ¢ est paire ou impaire.



DETERMINANTS. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 175

Exemple.

Ilp) =8,  @estpaire, olp) =1

On peut démontrer, et nous admettrons dans un souci d'allégement,
le théoréme suivant :

a) Quand on compose une permutation quelconque par une trans-
position, on obtient une nouvelle permutation, de parité différente.

11 en résulte les propriétés suivantes :

b) Pour qu'une permutation soit paire (respectivement, impaire), il
faut et il suffit qu’elle soit le produit d’'un nombre pair (respectivement,
impair) de transpositions.

¢) Si ¢, et ¢z sont deux permutations de méme parité, ¢; © @2
est paire; si elles sont de parités différentes, ¢ o ¢, est impaire. Ainsi

a (1 0 @2) = a(¢1) o(e2)

d) Deux permutations inverses I'une de 'autre ont méme parité (ceci
résultant de (c), puisque a(p) ol¢ ') = o(poe ') = ale) = 1).

B. DETERMINANTS

1. Forme multilinéaire alternée
Soit E un espace vectoriel de dimension n, sur un corps de scalaires K.
a) On appelle forme p-linéaire sur E une application de
EP=E x Ex ... x E
ensemble des systémes de p vecteurs (¥4, V4, .. ., V,) de E, dans K

(Vi Vay - ﬁ)eE’?f(V;, V..., V)eK

cette application étant linéaire par rapport a chacun des vecteurs V..

Ainsi
Vi=ali+ W= f(N V... Vi ..., )= af (W, V2, ...,
U )+ B (Ve B . s W, V)
Pour p = 1, on retrouve évidemment les formes linéaires.

Pour p = 2, on a une forme bilinéaire, cas sur lequel nous reviendrons
plus tard.
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Ces deux cas écartés, le cas le plus fréquent est celui ou p = n, f est
une forme n-linéaire, ou simplement multilinéaire. C’est ce cas que nous
envisageons désormais.

b) Une forme n-linéaire f sur E est dite alternée si I'échange de deux
vecteurs dans la suite (¥, . .., ¥,) change le signe de f(¥i, .. ., V), Cest-a-
dire si

IR Voo Voo W = = Wy 5 Viooss Wi o3 T
En particulier V, =V, = f(Va, ....V,) =0.

2. Expression d’une forme multilinéaire alternée dans une base de E

Soit B = (e;, es, ..., &;) une base de E. Dans cette base, ¥, a
pour coordonnées a1, diz, - - ., Qin, € €St-d-dire

i=n 4
T’;'. = Z aij €
j’l

Du fait de la multilinéairité de la forme f, nous aurons

jL=n

f(A. | ZS 74 = z arj, f(€ Vay ..., Vi)
=1
= ji: aij, [Jzil: azj, f{f-’_;:s ETJ':, V, Qaey V,,}]

dongc, de proche en proche

SO oo V) =Y a1y, @255 - - 0niy S €113 €r - - 3788
cette somme portant sur tous les systémes d'indices ji, ja, - . -, jn

Mais du fait de I'alternance de la forme f, deux indices égaux condui-
sent a un terme nul, donc les j; résultent d’une permutation ¢ de

{2 )
et la somme ci-dessus porte sur ces permutations ¢, on peut la noter b
@

La permutation ¢ telle que ji = ¢(i) est le produit de k trans-

positions qui, chacune, changent le signe de f, donc
f@ens - €)= (= 1) fler, 3, ..., &)

Or d’aprés la propriété (A.3.b) de ce chapitre (— 1)* = o(p) on obtient
donc la formule

V..., Vo) = flei, ez, ..., e_a:)z olp) a1j, azj, . - . anj, ]




DETERMINANTS. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 177

On constate que la valeur de f en un « point» (¥}, v oy z;) de E
est complétement connue des que I'on se donne la valeur de f(ey, ez, ..., €a),
soit A.

3. Définition d’un déterminant

Cette valeur A peut a priori étre quelconque, en particulier 4 =0
donnerait f(Vi. ..., V;) =0 quels que soient les 7}, c'est-a-dire =0
Ce cas est sans intérét.

Pour 2 # 0, le rapport A=—;L-f(l7{, V2. ..., V2) qui ne dépend

que des a;j, est lui-méme une forme multilinéaire alternée des vecteurs : 748
Ce scalaire

A=) olg)a azj, ... an, (1) (n ! produits)
@

; : I 2 5 b
ot ¢ est la permutation ¢ = G & 3
2 <« Jn

vecteurs V3, . .., V, relativement a la base (e;, ez, . . ., ).

) est le déterminant des

Pratiquement il est commode de choisir 4 = f(e;, €2, ..., &) = 1
cequiconduita A = f(W, Va, ..., V).

On dit aussi (et essentiellement) que A est le déterminant de la matrice
carrée

a1 diz ... Qin
4= [ 921 G22...02n
an1  dn2 Gnn
et on écrit
an a2 din
Az ABEAY | #21 B22 =oilida
Any  Qnz Unn

Ce tableau carré de n? éléments, encadré de deux barres verticales,
représente donc un scalaire dépendant de la matrice A; deux matrices
¢gales ont des déterminants égaux, la réciproque est évidemment fausse
puisqu’une matrice dépend de n? scalaires.
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On emploiera cependant en partie le méme langage pour les déter-
minants que pour les matrices, a savoir :
vecteurs-lignes (aiy, @iz, . . ., @) (ici, coordonnées des V});
vecteurs-colonnes (ayj, azj, . . ., anj);
diagonale dite « principale » (a11, d2z, . . -, Q).

Notons encore qu'il est facile de vérifier d’aprés (1) que

dét I =1

On peut aussi demontrer qu’il existe une forme multilinéaire alternée et
une seule qui prend la valeur 1 pour les vecteurs (ey, ..., e,) donnés.

4. Exemples. Déterminants d’ordres 2 et 3. Régle de Sarrus

L’application directe de la définition (1) de B.3, donnant naissance
a n! produits du type aij, azj, ... Gnj, €st évidemment fastidieuse dés
que n dépasse 3, el nous verrons d’autres méthodes de calcul. Cependant,
avant de considérer n = 2 et n = 3, il est intéressant de remarquer que (1)
exprime la décomposition de A en somme, avec signes alternés (il y a évi-
demment autant de permutations ¢ paires que de permutations impaires),
de tous les produits obtenus en prenant dans le tableau A (ou la matrice A)
un élément et un seul par rangée, en procédant par lignes « descendantes »,
le signe étant fourni par la signature de la permutation des rangs de co-
lonnes correspondants. Ainsi, dans

ayy diz i3 ha

azi ﬂzz\ﬂza aza

G3r__d3z a3z daa

dg1 daz Aa3>d44
le terme a;2 az3 as; ase (correspondant aux fléches ci-dessus) est a
précéder du coefficient (2, 3, 1, 4) = (— 1)> =1 (deux inversions).
Il y a en tout 24 termes de cette forme dans le développement de A.

Pour n = 1, cas pratiquement sans intérét, dét () = a (la notation

|a| pourrait préter a confusion avec une valeur absolue).
ayr dp2
az; dazz
Pour n = 3 la définition donne

Pourn =2 = ayy @22 — a1z 421 résultat déja connu.

ayjy dyz dis
21 (@22 @23 |= di11G22033 + d12023 Az + 13 421 A3z
azy diz daz — 1102303z — A1z dzy dyz — 13 dzz2 43y
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On peut obtenir rapidement ce développement par la régle de Sarrus
qui consiste & répéter, au-dessous du tableau précédent, les deux premicres
lignes, et 4 affecter du signe + les produits obtenus paralli¢lement a la
diagonale principale, du signe — ceux obtenus parallélement a la diago-
nale non principale :

1 iz 13 .

azy_ 422 _.4z3 + —.
e F

asy ,032\‘2033 .
KN T -

ajy iz i3
rd

az ﬂz;v\“ﬂzs

5. Propriétés des déterminants

Elles sont liées en majeure partie a celles des formes multilinéaires
alternées.

a) Théoréme fondamental. Pour que n vecteurs d’un espace vectoriel £
de dimension n forment un systéme lié, c’est-a-dire soient linéairement
dépendants, il faut et il suffit que leur déterminant dans une base de E soit
nul.

Démonstration.

— Siles V, sont dépendants, I'un d’eux, par exemple ¥3, est combi-
naison linéaire des n — | autres, et

et (G V.. V)= 5 2det (Vo Vo ..., Vo) = 0
z

puisque chacun de ces déterminants a deux vecteurs-lignes égaux.

— Réciproquement, soit A =dét (Vi, V3, ..., V,)=0. Siles ¥,
sont indépendants, ils constituent une base de E, sur laguelle on peut
décomposer les vecteurs e; de la base donnée, et d'aprés la formule (I)
de B.2

dét (e, ez, ..., en) = (z o(@) byj, baj, . .. buj,.)dél (A, Vo .o, Vi)
®

Or dét (e;, €2, ..., en) =1 Clest incompatible avec A = 0. Il
est donc impossible que les ¥, soient indépendants. D’ou le théoréme
énonce plus haut.

Sous une autre forme, et plus simplement, on peut aussi conclure
pour une matrice A :
A singuliére <> dét A = 0
A réguliére <>dét A # 0
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b) On ne modifie pas un déterminant quand on ajoute a une ligne, une
combinaison linéaire des autres lignes.

En effet
dét(F: 133015 . V;)=dét(7. a T+ YA
2 2

ou les déterminants A; sont nuls.

¢) Si on échange deux lignes d’un déterminant, celui-ci est changé en
Son opposé.

Ceci résulte de la définition d’une forme n-linéaire alternée.

d) Si on multiplie tous les éléments d’une ligne par A, le déterminant
est multiplié par A.

Ceci résulte de la multilinéarité.

Conséquence : en dimension n, dét (1A4) = A" dét (A).

¢) Le déterminant d’une matrice carrée est égal au déterminant de

la matrice transposée.
En effet soit;

A=(...a:u...) et 1A=(...£"‘q...) avec by = aji

A = dét {'A) = Z (T{QD)b]jl szz e bnj
@

ot B 1 D aes B
P=\ir Jz - n

A =Y olg)aj1ap2 - .- Gjun
P

Pour comparer A’ a4 A = dét(4), il faut replacer les indices
jts j2, ---» jn dans l'ordre naturel, donc effectuer sur les deux systémes
d’indices la permutation ¢ !, et comme o{p ') = olg) onaura

A =Y ole™ ) aw, azu, - - Gu, ou ki = ¢ (i)

En posant ¢ ' =y, lensemble des y est identique a I'ensemble

des ¢, donc
A= z O'wl) A1y A2ky - -« Unk, = deét A

¥

On a donc bien [ dét ('{A) = dét A




DETERMINANTS. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES 181

11 en résulte que tout ce qui a été établi concernant les lignes d’un
déterminant est vrai concernant les colonnes. Comme, en dimension 3,
le déterminant de 3 vecteurs est I'expression dans une base de leur pro-
duit mixte (73, V5, V3), on peut étendre cette notation et désigner par
("i, Vs, ..., V) le déterminant de n vecteurs-colonnes (ou aussi bien
vecteurs-lignes).

f) Le déterminant d’un produit de matrices carrées A et B est égal
au produit des déterminants de ces matrices.

dét (AB) = dét A . dét B V)

Démonstration.

— Si B est singuliére, AB est singuliére car, f et g étant les endo-
morphismes correspondants, dim Im (fog)<dm Im g<n-—1
donc dét(4B) =0, dét B = 0, (2) est vérifiée.

— Soit B réguliére. Soit (5, €3, ..., e,) une base de E, f la forme
multilinéaire alternée telle que f(e1, ez, ..., ex) = 1. Soit (1, V2, ..., V)
une autre base de E, définie, par rapport a la base (e:),.par la matrice B.
Soit (U, Uz, ..., Uy) un systéme de vecteurs de E, défini, par rapport
a la base (V), par la matrice 4. La matrice des (U;) dans la base initiale
est donc AB.

D’aprés la formule (I) du paragraphe (B.2), on a
fO0LT;, ..., U) = (@étA). [V, Vs, ..., V)
f(UL Uy, ..., U, = (dét(AB). f(e1, €z, .. ., ex) = dét (4B)
f(Vi, Vs, ..., Vi) = détB. f(e1, €3, ..., &x) = dét B
Il sensuit que f(Us, Us, ..., U,) = dét A.dét B = dét (AB).
La relation (2) est donc établie dans tous les cas. On a ainsi
dét (BA) = dét B .dét A =dét A.dét B donc dét (BA) = dét (4B)

Compte tenu de dét (‘4) = dét A, on voit que le produit de deux détermi-
nants peut étre effectué ligne par colonne, ligne par ligne, colonne par
ligne ou colonne par colonne.

g) Si A est une matrice réguliére

. 1
SRR ™= dét A

Ceci est immédiat puisque A.A4 ' =] donc
dét A . dét(A ") =détl =1
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h) Deux matrices semblables ont méme déterminant.
Fneffet A'=P AP = dét A’ = dét P~'.dét A.dét P
= dét A.dét P! .dét P = dét A.

On peut donc définir le déterminant d’un endomorphisme de E, qui
est indépendant de la base utilisée dans E.

6. Développement d’un déterminant suivant une rangée

Le déterminant A =

W - ’, d’ordre n, est une fonction

linéaire des éléments de chacune de ses rangées. Il peut donc étre déve-
loppé de 2 n fagons suivant une de ses rangées, sous la forme

i=n .
A=Y aj;Xij  développement suivant la ligne i;

=1
n

e,

A= ai; Y développement suivant la colonne j.

Pour un couple (i, j) fixé, on a Y; = Xi; Clest le coefficient avec
lequel figure a;; dans A : il ne contient que des éléments des lignes de
rang autre que i, et des colonnes de rang autre que j, X;; s'appelle le co-
facteur de I'élément a;;. Tout revient donc a déterminer ce cofacteur.

a) Calcul de X ;.
Dans A =) o(¢)aij, azj, ... anj, les termes contenant a., sont
@

ceux contenus dans
Y ol@) air azj, - . ag, (r =2)
@

- Y 2 .nm
PN ol
Donc Xi1 = ). ol¢) azj, asj; . . . anj, les permutations ¢ envi-

@
sagées ne différant deux a deux que par les images de 2, 3, .. ., n, puisque

. = JR— .
¢(1)=1. Donc si ¢ = (2 . "), a(p) = of(e’) (mémes in-
. ]2 J3 --- Jn
versions , et

X“ = Z (J'(l'.D‘]'llflzJ'1 ﬂ3j3 P
P

On voit que X;; n’est autre que le déterminant d’ordre n — 1 obtenu
en supprimant dans A sa premiére ligne et sa premiere colonne. On I'appelle
déterminant mineur, ou simplement mineur de I'élément a4y, €t on le note
A11. Ainsi X“ = A“.
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b) Calcul de X;;.

On se raméne au cas précédent en développant le déterminant A’
déduit de A par les échanges successifs de sa ™ ligne avec les i — 1
précédentes, et de sa j*™ colonne avec les j — 1 précédentes. Ces échanges
aménent a;; a la place initiale de a{1 en conservant I'ordre des autres
rangées. Chaque échange de rangées paralléles changeant le signe du
déterminant, le signe a changé en tout (i — 1) + (j — 1) fois, donc

A=(—D)*2A = (= 1)HA

Or dans A’ le cofacteur de a;; est, d’apres le cas (a), le déterminant
mineur (d’ordre n — 1) obtenu en supprimant dans A’ (donc aussi dans A
ou l'ordre des lignes et des colonnes ne contenant pas a;; est le méme que
dans A') la i*™ ligne et la j*™ colonne. Soit A;; ce mineur, nous avons
donc X;; = (= 1)*/ A;;. Dot le théoréme :

Un déterminant d’ordre n est la somme des produits de chacun des
éléments d’'une méme rangée par son cofacteur.

j=n
A=Y a;Xy; développement suivant la ligne i;
i=

A= aij Xij, développement suivant la colonne j;

Xij= (= )Y Ay

Ai; étant le mineur de @ij, déterminant d’ordre n — 1 obtenu en supprimant
dans A la ligne et la colorne contenant a;;.

Ce résultat est fondamental car il permet de ramener un déterminant
d’ordre n a n déterminants d’ordre n — 1.

La répartition des signes a prendre devant les mineurs est alternée
a partir du signe + pour I'élément a;,, par exemple pour un déterminant
d'ordre 5 :

+ - + — +
+ - + - +
+ - + - +

7. Calcul pratique d’un déterminant

Le principe général consiste a abaisser I'ordre griace au développe-
ment suivant une rangée. Mais le plus souvent on cherchera préalable-
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ment, grice & I'addition 4 une rangée d’'une combinaison lin¢aire des
rangées paralléles, a faire apparaitre soit des zéros sur une méme rangée,
soit un facteur commun. Méme un déterminant d’ordre 3, pour lequel
la régle de Sarrus donne un développement simple, pourra étre traité
ainsi. Notons aussi que, sans abaissement d’ordre, la réduction a un déter-
minant triangulaire donne un calcul immédiat :

B3 o

Qin

(obtenu, par exemple, en développant chaque fois suivant la premiere

dai
0 azz
0 0.
l *,
0 0
colonne).
Exemples.
a) Calculer

A

2
L] o=
3

4

1 4 —4

s 6D
3 —3 1
¢ 2 3

La seconde colonne contient un zéro, il est facile d’en faire apparaitre
un autre en ajoutant la seconde ligne & la premiére (schéma ci-dessus),

d'ou
| 0 9 2
-1 -1 5 6
= 2
A 3 2 =3 A} Ty«
& 0 2 3
On peut encore multiplier par 2 la seconde ligne et I'ajouter & la troi-
sieme
T 2
-1 -1 5 6
A= 1 0 7 13
4 0 2 3
On développe suivant la seconde colonne : le seul élément non nul est
a2 = — 1, son cofacteur est (— 1)**% A2z = Aj;, mineur de azz, d'ot
1 9 2
A=—|1 7 1B|x(=DI" x(—4n+
4 2 3
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En effectuant les deux opérations indiquées, qui conservent la seconde

ligne,
0 2 —11
A= —11 7 13
0 —26 —49
On développe enfin suivant la premiére colonne, ol le terme az; a
pour cofacteur (— 1)2"! Az; = — Aj;,, de sorte que
2 —11
A== 2 -49[= =

Le calcul est évidemment moins simple lorsque les éléments de départ
ne sont pas entiers, il reléve alors de I'analyse numérique et de I'utilisation
des machines, et n'entre pas dans le cadre de cet ouvrage.

b) Calculer le déterminant d’ordre n

1 A . - el e
A=x”' 1 2 gy XY S X2
XA gEEL ] e i

x x* o .xt |

Cette forme de déterminant, dit « circulant » (ot on passe d’une ligne
4 la suivante par permutation circulaire, le dernier ¢lément de la premiére
ligne passant en premiére position dans la seconde, et ainsi de suite) fera
I'objet d’un exercice plus complet dans le chapitre suivant. Ici, remarquons
guen multipliant chaque ligne a partir de la seconde par x. et en la retran-
chant a la précédente (ces opérations étant successives et respectant toutes
les lignes sauf une, mais pouvant étre réunies en une seule transformation),

on obtient
1 — x" 0 0 0 0
0 1 — x" 0 0 (1]
A= 0 0 1 —x" 0 0
i 0o 0 . A=%D
x X2 x3 s

Ce déterminant est triangulaire, et égal au produit des termes diago-
naux, donc

A=(l—xy!

8. Déterminant de Van der Monde

Ce déterminant, tres classique, est de la forme générale

2z =1
I xp xf...x}
2 =1
Foxy 3% .. oX5
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On peut le calculer facilement en remarquant que, par rapport 2
chacune des variables x;, c’est un polynéme de degré n — 1; par rapport
4 Pensemble des variables xi. X2, ..., Xn Cest un polynéme homogéne

nn —
2

terme du développement Y (@) aij, G2j, ... @nj, est un produit em-

dedegrée p=14+2+3+...+(n—1)= 1) (puisque chaque

@
pruntant un facteur et un seul a chaque rangée).

En tant que polyndme P(x,), A sannule pour
Xn = X1, Xn = X2, cray Xn = Xn—1s

i=n—1
il est donc divisible par [ (x» — x;)- Le quotient ne contient plus x,
i=1
car le produit précédent est de méme degré que P, en x,. Ce quotient
sannule pour Xp-1 = Xj, Xn-1 = X2, ..., Xn-1 = Xn—2 il est donc
j=n—12
divisible par || (xa—1 — X;) et ainsi de suite. On a donc
j=1
A=1. [] &—x)
1<i<j<n
J étant un polyndme ne contenant plus aucune des variables, donc une
nn —
2

la forme x; — x;, alors que A est précisément de degré nin 2_-1—) :

constante; ce que confirme le fait qu'il y a C2 = H facteurs de

La constante /4 peut étre obtenue en remarquant que dans A le pro-
duit des éléments diagonaux est Xz x3 xj ... x5 ', Cest le seul terme de
cette forme, et Cest. avec le méme coefficient, le seul dans

{x,{ —_ x;)(xn = Xz) e {xn — Xn- l)(xn—l s xl) L
(Xn—1 — Xn—2) .. - (X2 — x1)

Donc A= 1 et nous obtenons pour le déterminant de Van der
Monde d’ordre n :

| X1 xf..-x',’"
| % x2...x3° »
= ll (xj — xi)
il 1<€i<j<n
2 -1
| [ TR R
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C. INVERSION D’UNE MATRICE.
SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

1. Inversion d’une matrice

D’apreés ce qui précéde. une matrice carrée est inversible si et seule-
ment si son déterminant est non nul. Soit alors A = dét A4, soit g;; le
terme général de A (ou de A), X;; son cofacteur. Le développement

J=n
A=) a;X; peut étre considéré comme la somme des produits des

j=1
termes de la i ligne de A par ceux de la i"*™ ligne de la matrice des
cofacteurs X;;, matrice que nous appellerons comatrice de 4, notée
com A. On peut donc introduire B = (com A) et former le produit
AB. Dans ce produit, le terme diagonal c; est le produit de la i*™ ligne
de A par la i*™ colonne de B, donc A.

Un terme non diagonal de C, ca, ou i # k, est de la forme

j=n
Cip = Z dij bﬁ.-, avec b‘,g = ij
=1
puisque B = ‘(com A).
Or
Jj=n
e =A=Y ay Xy

=1

ci est donc le déterminant obtenu en remplagant dans A la ligne k par
la ligne i, elle-méme n’étant pas modifiée : ce déterminant posséde deux
lignes identiques, donc est nul. On adonc cu =0 si i#k cax=A

si i=k, Clest-a-dire AB = Al (relation qui reste d’ailleurs vraie si
A =0)
B iy B
Lorsque A # 0,ona A g I donc A = s

e En conclusion, si la matrice 4 est inversible, son inverse est donnée
par la formule

At = dé:A x Y(com A) 3)

formule dans laquelle com A (comatrice de A4) est la matrice obtenue en
remplagant chaque élément de A par son cofacteur.

La matrice B = {(com A) est parfois appelée matrice adjointe de A4,
et notée A*.

Remarquons que I'application systématique de (3), dans le cas géne-
ral, exige, pour une matrice d’ordre n, le calcul de n? déterminants d’ordre
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n — 1, donc est peu praticable. Elle est par contre facile lorsque n = 2
ou n = 3, et lorsque A présente un certain nombre de zéros. Pour n = 2,

on retrouve
a c\ ! B ___I - d —¢
b d " ad —bc\—b a

2. Systemes d’équations linéaires. Généralités
On appelle systtme de n équations linéaires a p inconnues sur le
corps K (généralement R ou C), un systéme de la forme
11Xy + aiz2xz2 + ... + AipXp = b,
dz1Xy; + dzzxz2 + ... + AzpXp = b3

(8)

GmX1 + Gu2X2 + ... + GnpXp = b,

ot les coefficients a;; et b; sont donnés dans K, et oul les x; sont des inconnues
a valeurs dans K.

i=p
(S) peut s’écrire sous la forme abrégée Y ayx; =b,i=1,2,...,n,
ou sous la forme matricielle =
AX =B 4)

ou A est la matrice des coefficients a;;, matrice & n lignes et p colonnes,
B la matrice-colonne des b;, X celle des x;.

L’écriture (4) est encore I'expression relativement a des bases de E,
espace vectoriel de dimension p, et de F, espace vectoriel de dimension n,

de la relation
fa)y=7v (5)

ou o est un vecteur donné dans F, et u un vecteur inconnu dans E, f étant
I'application linéaire de E dans F définie par la matrice A.

(5) est la forme vectorielle du systéme (S).

Deux cas, de ce point de vue, peuvent se présenter : ou bien velm f,
il admet alors au moins un antécédent dans E, le systéme (S) a des solu-
tions; ou bien v ¢Im f, le systeme (S) est alors impossible. On voit
se poser a nouveau le probléme de la bijectivité de f. On sait que f ne
peut étre bijective, éventuellement, que si p = n, il suffit alors que A4 soit
inversible pour que (S) ait une solution umque. Nous traiterons d’abord
ce cas.

3. Systéme de Cramer

On appelle ainsi un systéme de n équations 4 n inconnues dont la
matrice est inversible, c'est-a-dire telle que A = dét 4 # 0. A est d’ailleurs
appelé déterminant du systéme (S).

Posté par : Boyaya
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Alors () admet la solution unique

X=A"'B= %'(comA).B
La premiére ligne, dans cette relation matricielle, s’écrit

X; étant, dans A, le cofacteur de a;;.

Jj=n
Si on rapproche cette relation de A = Z X1 a;  développement
=1

ji=n
de A suivant sa premiére colonne, on voit que Y X1 b; n'est autre
j=1

. = -
que le déterminant d’ordre n obtenu en remplagant, dans A, la premiére
colonne par la matrice-colonne B; nous le désignerons par A;. Ainsi

oM
1 = A,EWGC

bl adi12 ... din

A {Jz az2 ... dz2n
1714 ¥ i
! ] :

bn A2n ... Gpn

" ] J=»
De méme x.———*AZXﬁbb Vi=1,23,...,n Donc
=1

x.-=%—' i=1:2.3 waqgh (I1)
en désignant par A; le déterminant déduit de A par remplacement de la
colonne de rang i (celle des coefficients de x; dans le systéme S) par la
colonne des « seconds membres » b;.

Les formules (II) s’appellent formules de Cramer. Elles résolvent
dans le cas général un systéme de Cramer.

Comme la formule d’inversion d’une matrice, les formules de Cramer
ont, dans le cas général. un intérét plus théorique que pratique : elles
exigent le calcul de n + 1 déterminants d’ordre n. Elles sont cependant
fondamentales et permettent notamment, lorsque A n’est pas nul, de
calculer une des inconnues du systéme sans faire intervenir les autres.

Exemple.

Calculons y dans le systeme
2x+3y— z+4+ =1
x— y+3z—21=0
3Ix—4y+ z—31r=2
x+5y—2z+2t=-13
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Ona
2 3 = 1 2 B =1 0
f —1 3 —32 1 -1 3 1](x 2+
A=l3 _4 1 =3|7|3 -4 1 =—2| )
1 5 —2 2 1 5§ = B 0
\_/
" 2 3 —1 0
| -1 3 1
|5 -6 7 0
1 5 =2 0
2 3 —1
=(—1r*?x1x|5 —-6 7|=— 26
1 § =2
A,, ou encore
4
(x -3 N\
2 | 2 1 =7 5
e | 0 3 -2 |1 0o 0 0
¥ 13 2 1 =3 |3 2 —8 3
1 -3 -2 2 1 -3 =5 4
x2__ 7
* 1 =17 5
=(—1P*"x1x| 2 —8 3| =68
—~4 -5 4
: 26 13
Il en résulte y = —@- T u= — 0.382.

4. Rang d’un systéme linéaire

a) On appelle déterminant d’ordre g extrait d’'une matrice (n, p),
soit A, le déterminant d’'une matrice carrée d’ordre g formée en suppri-
mant dans 4 (n — g) lignes et (p — g) colonnes.

On appelle rang d’une matrice A Pordre du déterminant non nul d’ordre
le plus élevé, extrait de A. Il résulte de cette définition que A et ‘A ont le

méme rang.
Exemple.
Soit

1 1 3 5
A=|1 2 5 9
2 3 8 14
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Les quatre déterminants d’ordre 3 extraits de 4 sont nuls, par contre le

(11
déterminant d’ordre 2 extrait (l 2) n'est pas nul, 4 est de rang 2.

b) Par définition, on appelle rang r d’un systéme d’équations linéaires
le rang de la matrice A de ce systéme.

Nous allons comparer ce rang a celui, g, du systéme des vecteurs-
colonnes de A. Comme des échanges de lignes ou de colonnes dans A
ne modifient pas les valeurs absolues des déterminants extraits, ils ne
modifient pas non plus le rang de A4, et nous pouvons supposer que le
déterminant formé des r premiéres lignes et des r premiéres colonnes
de A est non nul :

ayy a2 -..4a1,r ... Qup
dzy 4z ...d2r ... Q2
= ¥ ad11 di2 aiy
A= corrrrmeee s A=|az az...a|#0
Qry G2 - Qyy Gp |] = | e e e mm -
Qr1 Gr2 Qpy
Apt  Qn2 ... Op Qnp
Appelons (e;, ez, ..., e,) une base de I'espace E de dimension n;

A définit une application linéaire de F (dimension p) dans E; appelons
V; le vecteur-colonne Z aije; etsoit Uj= Z aje; (=12 ...,7)
i=1

Les r vecteurs U; sont indépendants puisque leur déterminant A
est non nul, ils forment une base du sous-espace G de E engendré par
ei1, €1, ..., €, base que 'on peut compléter par ¢+ 1, . .., €, pour obtenir
une base de E.

Voyonssiles V; (j = 1,2, ..., r) sont indépendants :

donc une relation

::i:aj71=0 ou :Z_:er_,+ Z (Z aJaU)e,_ﬁ

i=r+1
entraine, puisque (U1, ..., U, €11, ..., ex) forment une base de E,
o = G2 = .z =0y =0
Vi, V, ..., V. sont donc indépendants, etona g > r

Un raisonnement analogue permettrait de démontrer que g <r
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On a donc g = r, et on peut énoncer le théoréme :

Le rang d’une matrice A, a n lignes et p colonnes, qui est aussi le rang
d’un systéme linéaire de matrice A, est égal au rang du systéme des vec-
teurs-colonnes de A.

Remarquons que ce théoréme permet de ramener la recherche du
rang d’un systéme de vecteurs, et aussi du rang d’une application linéaire,
a I'examen des déterminants extraits de la matrice du systéme ou de
I'application linéaire envisageés.

5. Cas général du systéme de n équations & p inconnues.
Théoréme de Fontené-Rouché

Soit le systéme (S), que nous supposerons de rang r et écrit de telle
fagon que le déterminant A des coefficients des r premiéres inconnues
dans les r premiéres équations soit non nul

anxi + aizx2 + ... +auxe + ... + apXp = by
azi1xy + a2x2 + ...+ daXe + ...+ dapXp = b3
(8) ] sovemam s s cossk dpe e s AR
X1 + @G2Xx2 + ... + auXe + ... +arpxp-br
GmiX1 + Gu2X2 + ... + AuXr + ... + UnpXp = b

Les r premiéres équations s’appellent équations principales, les r pre-
miéres inconnues x;, Xz, . . ., X» Sont les inconnues principales.

On peut envisager deux cas :

a) r = n; alors p > n, et si on donne aux p — r inconnues non princi-
pales des valeurs arbitraires, les r équations principales se confondent
avec le systéme (S) et s’écrivent

apxy + aizxz + ...+ QiXe = bl — Aig+1Xr+1 — - — U1pXp = C1

ar X1 + QG2 X2 + ... + QX =br — Gryr1Xe41 — ... — QepXp = Cr

Par rapport aux inconnues xi, ..., X, (S) est un systéme de Cramer,
il a une solution unique pour p — r valeurs données des parametres
Xr+1s xr+2: <. Xp- B ;

On dit que (S) est un systéme indéterminé a p — r parametres.

b) r < n.

Si nous revenons 4 la forme vectorielle de (S), f(u)= v, ou v
est donné dans F, espace de dimension n, nous avons

r=dimlm f < dim F
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L’application f n’est plus surjective et (S) a des solutions si et seulement
si velmf. Or Imf a pour base {f(e:), f(ez), ..., f(e)}
donc velm f si et seulement si la famille de r+ 1 vecteurs
{ fler) ..., f(e), v} estliée dans F, C'est-a-dire si la matrice B de
ces vecteurs est de rang au plus égal a r.

ap ...a, by
Comme B = (a,. 7, ©= b,)
Qn1 ... Quor bﬂ

le déterminant A n’étant pas nul, B est de rang au moins égal a r. Il en
résulte que (S) a des solutions si et seulement si B est de rang r, Cest-a-dire
si tous les déterminants d’'ordre r + | extraits de B sont nuls. Un tel
déterminant est de la forme :

adi ayr bl

Dy = | e k=r+Lr+2..,n
a1 ... G b
[2/7] . Qgr bk

Ces n — r déterminants sont appelés déterminants caractéristiques
de (S).

On peut résumer ce qui précéde par le théoréme suivant.
Théoréme de Fontené-Rouché.

Soit (S) un systéme de n équations a p inconnues, de rang r.

a) Si r = n, le systéeme (S) est indéterminé & p — r paramétres : on
attribue des valeurs arbitraires aux p — r inconnues non principales,
les r inconnues principales sont alors données par un systéme de Cramer.

b) Si r < n, et si 'un au moins des déterminants caractéristiques
de (S) est non nul, (S) n’a pas de solution.

c) Sir<n,etsiles n— r déterminants caractéristiques de (S) sont
nuls, (S) se réduit aux r équations principales et se résout comme dans
le cas (a).

Exemple.
Soit a résoudre le systéme (S) de quatre équations 4 trois inconnues.
X+ y+ 2z=-2 (1
() X+2y+ 3z=a (2)
3x+5y+ 8z=2 (3)
5x+9y+14z=0b (@

(a, b supposés donnés).
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La matrice de ce systéme est la transposée de celle de I'exemple (4, a).
Elle est de rang 2. On peut prendre pour inconnues principales x et y, et
pour équations principales (1) et (2). Il y a deux déterminants caractéristi-

ques :
1 1 -2 I 1 -2
D, =11 2 a D; = |1 2 a
3 o 2 5 9 b
Di=—-2a+ 4 D;=—4a+b+2

Pour que (S) ait des solutions, il faut et il suffit que Dy =D, =0,
donc a=2 b=60
Alors le systéme principal s’écrit
x+ y=—2z-2
x+2y=—-3z+2
Par soustraction y = —z+4 doit x= —z—6.
En résumé, si (a. b) # (2, 6) (S) est impossible.
Bi a=25b=06 (S)estindéterminé & un paramétre

x=—z—~6 y=—z+4 z arbitraire

6. Systéme homogéne

Un systéme linéaire est dit homogéne lorsque les « seconds membres »
b; sont tous nuls. Sa forme vectorielle est  f (1) = 0.
Ses solutions sont constituées par les vecteurs de ker f, donc
(S) posséde toujours au moins la solution nulle u = 0, soit
X =%2= ... =%=0

Si le rang de (S) est p, il n'y a pas d’autre solution.
Si ce rang est inférieur 2 p, il y a une infinité de solutions et on résout
(S) par la méthode générale.
Notons en particulier que pour qu'un systéme homogene de n équa-
tions 4 n inconnues admette des solutions autres que (0, 0, .. ., 0). il faut
et il suffit que son déterminant soit nul.

D. NOTIONS SUR L’ELIMINATION

1. Résultant de deux polyndmes a une variable

Soit f(x)=aox"+aix" '+ ... + an ap #0
g(x)=box"+b1x”"+..,+b,, bo # 0
deux polynémes sur C.

Eliminer x entre f et g, C’est trouver une relation nécessaire et suffi-
sante entre les coefficients de f et g exprimant que les équations f(x) = 0
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et g(x) = 0 ont au moins une racine commune. Ceci équivaut a dire que
f et g ont au moins un facteur commun du premier degré x — o, @ € C.

a) Nous allons établir tout d’abord que cette condition équivaut
encore a la suivante : il existe deux polynémes non nuls P(x) de degré
<p—1,0(x)dedegré < n— I, telsque Pf +Qg=0 (6)

En effet si f et g sont divisibles par x — a, (6) est réalisée en prenant
p 6. J&

X — o X — o

Réciproquement, (6)<= Pf = — Qg. En décomposant sur C ces
deux produits en facteurs du premier degré, les deux décompositions
devant étre identiques, et P étant de degré au plus égal 4 p — 1, on voit
que g contient au plus p — 1 facteurs provenant de P, comme il est de
degré p, il contient au moins un facteur provenant de f, autrement dit

f et g ont au moins un facteur commun du premier degré. La réciproque
est donc établie.

b) Explicitons P et Q dans (6) :
P(x) = oox” ' + asx?™% + ...+ oy
0(x) = Pox""' + B1x" 2 + ...+ Pur
6)<=00x” 'f + ouxP 2f + ...+ ap- 1 f + Pox""'g+ Pf1x"" g
= SR ﬂn ) e 0

Cette relation, ou les a; et f§; ne sont pas tous nuls, exprime que les n + p
polynomes x?~'f, xP73f ... xf, f; x""'g, x""%g, ..., xg, g, «vec-
teurs » de 'espace vectoriel de dimension n + p, de base

5 AR E G T G |
sont liés. Leur matrice dans cette base peut s’écrire

do 0.\ ....... 0 bo [ [T 0
a aq \"\. Q b] bo ...... 0
asz al: Ny, ™ ' b, bl\“‘\ :
g m S a0 Sen |
Gn Gn-y ... “ao by ....... - bo
Do e THuue . @ DS b,
0...... el e B s 3 \"‘-bp

Cette matrice carrée d’ordre n + p s'appelle matrice de Sylvester des
deux polyndmes [ et g. On voit que la condition nécessaire et suffisante
pour que les equations [ =0 et g = 0 aient une racine commune est
dét § = 0. Ce déterminant s’appelle déterminant de Sylvester, ou plus
couramment résultant des deux polynémes f et g. On le note R(f, g).
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Exemple.
Soit f(x)=ax* +bx +¢ g(x) =ax*+bx+c,
a 0 4 0
rpg=" 0
0 ¢ 0 ¢

La méthode précédente, comme toutes celles faisant intervenir des
déterminants d’ordre élevé, conduit & des calculs souvent pénibles. On
peut souvent faire apparaitre le résultant a I'aide de combinaisons de
f(x) =0 et g(x) =0 conduisant a un abaissement de degre, combi-
naisons qui introduisent parfois des solutions étrangéres, faciles a éli-
miner dans la plupart des cas.

Revenons sur le systéme

ax>’+bx+c =0 (7 (@ #0)
@+ Wx+c =0 (8) (a #0)

En multipliant (7) par a et (8) par — a, et ajoutant les équations
obtenues, on a :

(ba’ — ab')x + ca’ — ac’ =0 9)

ca’ — ac’

E—- ba’ ce qui,

Si ab' — ba' # 0, une racine commune est x =

reporté dans (7), donne
alcd — ac')* + b(ca’ — ac’) (@b’ — ba) + c(ab' — bd)* = 0
alca’ — ac’)* + (ab' — bd)a(ch’ — bc') =0
a étant non nul, il reste
R = (cd — ac'y? — (ab' — ba') (bc' — cb)) = 0 (10)

Cette relation (10) reste valable si ab’ — ba’ =0 car il faut alors
ca’ — ac’ =0 et les équations (7) et (8), identiques & un coefficient pres,
ont alors deux racines communes. On vérifie que R, polynéme homogéne
du quatriéme degré en a, b, ¢, d, b, ¢, est bien égal au déterminant R(f, g)
écrit plus haut.

2. Discriminant d’un polynéme 2 une variable

Envisageant de généraliser la notion de discriminant d'un polynéme
du second degré, cherchons i exprimer la condition pour qu’un polyndme
f(x) ait une racine multiple : il faut et il suffit pour cela que les équations
f(x) =0 et f'(x)=0 aient au moins une racine commune, donc que
le résultant R(f, f’) soit nul. Ce résultant, obtenu soit par I'élimination
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de x entre f(x) et sa dérivée f'(x) soit comme déterminant de Sylvester,
est appelé discriminant de f, et souvent noté A(f).

Exemples.
a 2a 0

a) f(x)=ax* +bx+c Af)=|b b 2a| =a(@ac - b’
¢ O b

a étant supposé # 0, la condition pour que f(x) = 0 ait une racine double
est effectivement 4 ac — b? = 0.

1 03 060
01030
b) fx)=x*+px+q Af)=|p O p 0 3| =4p*+274°
g p0poO
0 g 00 p
On retrouve un résultat classique : si 4 p* + 27 ¢? = 0, la racine double
g . 3g
est — —, la racine simple — .
2p P

Résumé du chapitre 7
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EXERCICES

B 1. Discuter suivant les entiers n et p la signature de la permutation circulaire
I .2...p p+1l...n
¢ —
T2 it W U i < —. w I...p

p+ 1, p+ 2, ..., nprésentent des inversions avec chacun des é¢léments
1,2, ....p lenombre d'inversions de p est p(n — p) et

olp) = (— 1y
Donc ¢ =1 sipest pair, ou si n et p sont tous deux impairs;
o = — | sipestimpair et n pair.

@ 2. E étant I'ensemble { 1, 2, 3, .. ., n }, déterminer :
a) le nombre maximum d'inversions que peut présenter une permu-
tation de E;
b) le nombre total des inversions présentées par toutes les permuta-
tions de E.

a) Ce maximum est atteint lorsque tous les couples (i, j) sont en inver-

sion, donc pour
(! 2 3 L..n—1 W
P Vi died B—2.002 4

alors I(@) = C? = ”{f’i_j_
b) On associe 4 une permutation ¢ de E la permutation ¢’ obtenue
—1) . A
en renversant l'ordre des termes: ¢ w ¢ présente an 1) inversions,
car un couple (i, j) en présente une soit dans ¢, soit dans ¢".
— 1 !
1l y a donc au total n—{f‘é - }, %— =7:n 'n(n — 1) inversions.
B 3. Calculer le déterminant
2 5 6 1
3 1 5 8
A —
7 9 2 4
237 519 6,52 1,84

Réponse : A = 0 (les lignes sont liées linéairement).
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B 4. Factoriser sur R, puis sur C, le déterminant

a b ¢
c a b
b ¢ a

A=

on introduira j et j, racines cubiques complexes de 1).

Caractériser les triangles ABC du plan complexe tels que les affixes
a, b, ¢ des points A4, B, C vérifient A = 0.

I b ¢ 1 b c
A=@+b+c|l a bl=(@+b+c)|0 a—b b—c
1 ¢ a 0 ¢c—b a—c

=@+ b+ )@+ b*+c*—bc—ca— ab)

En factorisamt. 4 = a®> — (b + ¢)a + b* + ¢ — be, un calcul simple
donne A = (a + jb + j%¢)(a + j*b + jc), donc

A=(a+b+c)la+jb+j)a+ b+ je)
A est nul dans trois cas :
@ a+b+c=0, Tlorigine est centre de gravité du triangle ABC
ea+jb+jfc=0 ou a+jb—(1+j)c=0 (carl +j+j>=0)
a—-c=—jb—2o
Ceci exprime que I'on passe du vecteur CB au vecteur CA par une rotation

ou—"2_ le triangle ABC est

5
dangle arg (—j) = arg j+ﬂ=Tﬂ, 3

donc équilatéral « direct ».

ea+j?h+jc=0, ou a—c=—j (b—c) le triangle ABC est
alors équilatéral « indirect ».

En résumé, A = 0 caractérise I'ensemble des triangles équilatéraux
et des triangles admettant I'origine pour centre de gravité.

B 5. Calculer le déterminant d’ordre n

n n—1 n—2 3 2
=l w=2 p=% ... 0
n—2 n—3 n—-4 .z71 00
A,':’f' ...........
3 2 .71 0...0 00

2 _.r 0 0...0 00

-~ 0 0 0...0 00
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En développant A, suivant la derniére colonne, on obtient

A, = (_ 1}"+1An-l
De méme Ay =(—1)'Asz

Ay = (- 1)* A,

Ay =(— 1P A

A =1

Par multiplication,

A,, — {‘_ l)3+d.+5+_.,+(n+1) - (_ l)lﬂilJil'ﬂl_g = (_ ”E":JJEML

ou, en retranchant de I'exposant un nombre pair,
nn—1)
A, =(—1) 2

B 6. Calculer le déterminant

i -1 —i
1 i -1 —i
A= = . =
1 —1 T B : _: : )*
B oo ol '
0 -2 0
=4|—1 1 —1
—i =1 i
soit A= —16i
On peut aussi remarquer que A est un déterminant de Van der Monde
de la forme
1 x x3 X3
1 % 3
D (x1, x2, X3, Xa) = iy § ; =(xa — x1)(xa — x2) ... (X2 — x1)
I X3 x3 xa
1 xa x2 x3

Ici
A=D(Li—1,—)=(—i—I(=2)(—i+1)(—2(—1—-0(—1)
= — 161
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B 7. Calculer les déterminants
a; d; as Qn
a ~01 az ... On—1
An=|ay a1 Uy ... Gn-2 (ordre n)
ay a a4 Bl
Qn Qp—1 Hn=2 voeoeenns ap
-1 x O s 0
Biv1 = 0 —1 X Leenaie 0 (ordre n + 1)
0 0 1] -1 x
1 (4, C? e
f Clyy Ol e Cpal
Do=|1 Cls Ciy ...Gi2 (ordre n)
b Clugey Ciresy o= Cirani

Réponses :
A, = ay (a1 — a2)'"! (on soustrait la premiére colonne des autres)
Bps1 = anx” + @naX" '+ ... 4 ax® + a1x + ao
D, = | (enretranchant chaque ligne de la suivante, on obtient D, = D,-1)

B 8. Ftant donné n réels oy, 02, ..., On calculer le déterminant A, d’ordre n,
dont le terme général est a;; = sin (0; + o))

Réponse : les vecteurs-colonnes de A, sont tous de la forme 1X + pY,
ol X et Y sont les matrices-colonnes :

COS o) sin oy
X = cos oz Y = sin.ocz
cos Gln sin' o
Pour n = 3, ilssont liégset A, = 0.
Par contre A; = sin 2 a;, A; = — sin® (o3 — o2), en général non

nuls.

B 9. Démontrer que toute matrice antisymétrique d’ordre impair est singuliére.
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A antisymétrique <> ‘4 = — A4
Comme dét (14) = A" dét 4, dimension n, on a
dét ('A) = dét A4 = (— 1)"dét A4
dong, si n est impair, dét A =0 et A est singuliére.

B 10. Calculer le déterminant

a —b —¢ —d

b a d —r¢
A=

c —d a b

d ¢ —b a

en calculant d’abord A2,

Le produit de deux déterminants de méme ordre peut étre effectué
ligne par ligne, ou ligne par colonne, ou colonne par ligne, ou colonne par
colonne. En opérant ici colonne par colonne, on obtient :

A =
azil-b2+c‘ﬂ—d2 0 0 0
0 @+ b+ d? 0 0
0 0 a2+ b+t d? 0
0 0 0 A+ +c2+d?

- {L[I + bl + 2 b ‘12}4
Henrésulte A=¢(@®+b>+c2+d*»? ote= + I

La considération du terme en a* montre que £ = 1, ainsi
A =(a* + b + 2 + 4

i 11. Calculer le déterminant circulant

1 2 3...n—1 n
nl 2...n—2 n-1

283 #owz om 1

=

+

—

=

B -
=

|

(5]

=

I
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En retranchant a la ni*™ colonne la (n — 1)*™, i celle-ci la (n — 2)*™,
..,ala2%lal™

1 0 0o ... 0
n 1 —n 1 l
nn+1)] n—1 I 1 —n I _nn+1)
== = 3 Ay
3 1 1 1
2 | | 1 —n
1 —n | 1
1 1l —n 1
on Any = I (SR fordre n — 1)
| | .1 —n
En effectuant sur A,—; les mémes opérations que sur D, il vient
i 1 S | 1 0 0... 0
I 1 —n | S | 1 —n 0... 0
Aoy = — |1 1 1—n.. 1 = — |1 0 —n 0
Lo I ... l1—n I 0 0..—n
= —(mmr = (-
]
d'ou ) o nn—lf’"_(;"'__l]
B 12. On donne n nombres ay, 42, -. ., an €t ON considére les polynémes
Pix) = [] (x — a i= 12 ..
k+#1

On forme le déterminant
1 R |

a az R
aj & s O

Alx) =
a,i',.z a'i-_z 5, et
Pi(x) Pax) ... Pux)
a) Montrer que A(x) est indépendant de x.
b) En supposant les a; distincts, déterminer n nombres b; tels que

S b Pix) = 1
1
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a) Supposons d’abord les g; distincts, P{x) est un polyndéme de degré
n — 1, dont les zéros sont les ay tels que k # i. Donc
Plax) =0  sik #1,
Pfa) = [] (@ — )

k#i

Pour montrer que A(x) est indépendant de x, comparons Ala;), Aaz),
.- Alan). On a  Pylay) = Palay) = ... = Puay) =0, soit en dévelop-
pant A(a,) suivant sa derniére ligne :

Aay) = (= 1y TT (@1 — ) jg ;‘; 1 E}
a7 a2
= I—[(aa—al}. n {a{_aj}
k#1 2<j<itn
= ] (@—a)=2

1=j<i=n
A n’est autre que le déterminant de Van der Monde des a;.

Calculons de méme A(a;) : le seul terme non nul dans la derniére ligne
sera P{a;), sur la i®™ colonne, et nous aurons par développement suivant
la derniére ligne :

— I zan 1 1 z:w i

\ ay di—1 Qi+ (¢
Aai) = (— l)"”&n{u;—ay‘} T oo By lbpg sow
#i ] : ; :
LA B
k=it k=n
=(—1* ] @—a). (=" [] (@—a)=[] (& —a)
k=1 k=i+1 1<j<k<n

J#i
k#i

Ceci vaut Vi =1, 2, ..., n. Ainsi le polynome A(x) — 4, qui, d'aprés
le développement de A(x) suivant sa derniére ligne, est de degré au plus
egal & n — |, S'annule pour » valeurs distinctes ay, ..., a, de x. Il est donc
identique 2 0, et A(x) = 1 Vx

Ce raisonnement n'est plus valable si les a; ne sont pas tous distincts.
Mais alors si nous supposons par exemple a; = az, on aaussi Py(x) = P5(x),
les deux premiéres colonnes du déterminant A(x) sont identiques, et celui-ci
est nul. Comme alors 4 = 0, on peut conclure :

Vv x, Ax) =2= [ (a—a)
1<j<isn
b) Les a; étant distincts, donc A # 0, le développement suivant la
derniére ligne donne X, Pi(x) + Xn2P2(x) + ... + XwPux) = 4, soit,
Xm'

en posant  b; 3
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i b;Pr‘{X} =
1

X, est le cofacteur de Pélément Px) dans A(x), donc
PO | (I

Xu=(— 1) a1 Qi1 i+ an

I o Y

= (= I H (ax — aj)
t<j<k=n

NES
k#i

Donc on trouve pour valeur de b;:
1

(— 1
(@ — a) (@ — a3) - (@ — ai_1) (@ — @) (Gn-1 — @) - (@is1 — G3)
- N 1 i
[ (a; — ai) [T (@ — a)
J#i J#i
i=n -x = aj

On a donc la relation ) = 1 facile & vérifier directe-

i=1 \j#i @i — 4
ment puisque le polynéme du premier membre, de degré au plus égal a
n — 1, prend la valeur 1 pour n valeurs x = g1, X = dz, ..., X = {n

B8 13. Calculer en fonction de cos 61, cos 62, .. .. cos 6, le déterminant d’ordre n

1 cosB; cos2@;...cos(n— 1)6,
A— 1 cos@, cos26;...cos(n—1)62

| cos@, cos28,...cos(n—1)6,

Posons cosf = x, ona cos20=2x*—1
cos3f=4x>—3x

D'une fagon générale cos k@ est un polynome de degré k en x, dont le
terme de plus haut degré peut étre calculé par récurrence en écrivant

cos kO + cos(k — 2)0 = 2cos(k — 1) B cos b ()
Si ax est le coefficient de x* dans cos k6, Iegalm: des termes en x* dans
(1) donne ax = 2ax-, d'ou aussitot — 2% 1g, = 2*7!'  puisque
cosf = x.
En posant cos 6; = x; la troisiéme colonne de A s’obtient en retran-
X2 1
2
1 ;
chant de 2 *2 1 Ja colonne -}, que I'on peut donc supprimer comme

2
5 1
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identique & la premiére colonne de A. Plus généralement la (k + 1)
1

. ! s = [ ;
colonne de A s'obtient en ajoutant 2 la colonne 2~ ! | ~? | une combi-
X,
naison linéaire des k premiéres colonnes de A, combinaison que I'on peut
supprimer.
Il reste ainsi
i % 2af i B0
a-t m 28 ¥.5
1 x, 2x2 Qo= Ligm
o 21 +2+3+..+n—1) l_[ (xi = XJ)
1<j<i<n
i nin—1
soit A =27 [l (cos@ — cos6))
l=j<ign

@ 14. On considére le déterminant, d’ordre n, A(x), dont le terme général est une
fonction a;f{x) dérivable sur un domaine D. Etablir une formule donnant

sa dérivée.
X + ay X x ¥ X
¥ X + az X X
Application : calculer A(x) = x X X + a3 x
X X X X +a
Réponses :

— En appliquant la définition du déterminant
A=Y olp)ay, azj, ... an,
@

on obtient, en désignant par Vi(x) le i**™ vecteur-colonne de A

A’{x} i i IF;- '?;! s aan W—L -‘?. i}l?-!—-l.-; -y

B

formule qui généralise celle d'un produit.
— On obtient facilement A"(x) =0
donc Alx) =« Ax)=ax + f
o et f# étant des constantes que 'on calcule en donnant & x la valeur 0.

On obtient ainsi :

Ax) = x Zl

(1)

i#i
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ou, si les a; sont non nuls,

= () (145 2)

F=4 08

B 15. Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = deét A.
a) Exprimer en fonction de A le déterminant D de la comatrice de A.

b) En dimension 3, le repére étant supposé orthionormé, traduire vec-
toriellement la relation ainsi obtenue, el retrouver cette relation par un
calcul purement vectoriel.

a) Onsaitque A.%(com 4) = A.l, I étant la matrice unité d’ordre n.
En prenant les déterminants des deux membres, on obtient :

AD = dét (AI) = A"dét I = A"

Deux cas se présentent.

SiA#0, D=A""

Si A = 0. la relation précédente ne donne rien, mais A est singuliere.
Alors si A = 0, les cofacteurs de 4, éléments de com A, sont nuls, et D = 0.
SiAd#£0, comAs#0;onaaussi B ="com A4)# 0, mais AB = Al =0,
A et B sont des diviseurs de zéro et sont des matrices singulieres (ce que
I'on savait déja concernant A). et D = dét B =0. On a donc toujours
D=A""

Enfin,si A # OetcomAd = 0,B=0¢tdét B =0= A=Y

En conclusion, pour une matrice carrée d'ordre n,

dét (com A) = (dét Ay~ (1

b) En dimension 3, on a donc D = A?. Si on désigne par U.V. W
les vecteurs de coordonnées (a. b, c), (@, b'. ). (@, b", ¢”), colonnes de A,
dans un repére orthonormé, A est le produit mixte (U, V., W). Les cofac-

a4 d a
teursdea, b,cdans A =|b b b" sont
M

a=be" — b, B'=cd" —dcd, y=db —bd,
le vecteur (e . ) est le produit vectoriel ¥ A W, et, en raisonnant de méme
sur les autres cofacteurs, on voit que la relation (1) du (a) s’écrit

(V A W AUUAV)=(U,V, WP
On peut aussi I'établir ainsi :
P=(VAWWAUTAV)=[(V AW) AW ATU](U A V)
=S.({U AV

Daprés la formule du double produit vectoriel
@nb)rnc=(a.c)b—(b.c)a
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S=[V.(WAUNW-[W.(WAUQV=(UV, MW

car le second produit scalaire est nul, et le produit mixte est invariant par
permutation circulaire.

Donc
P=(UV,W[W.(T A V)] =07V, W

B 16. Démontrer qu'un polynome P(x) de degré n est complétement déterminé
quand on donne ses valeurs numériques pour n + 1 valeurs distinctes de
lavariablex: P(x) =, i=12 ..,nn+ L

Réponse : le déterminant du systéeme donnant les coefficients de P(x)

est un déterminant de Van der Monde Il i —x;) nonnul on
1<j<igsn+1

a donc affaire 4 un systéme de Cramer, et les coefficients de P(x) sont déter-

minés sans ambiguité.

B 17. Ecrire 4 l'aide d’un déterminant I'équation, dans R%, d’un cercle (ou d’une
droite) passant par trois points donnés Ay (x1, y1), A2(x2, y2). Aa(xs, ya).
Méme question dans R* pour une sphére passant par quatre points donnés.

En exprimant que le systéme homogéne en (a, b, ¢, d)
a(x* +y)+bx +cy +d=0
a(x}? + ) +bxi+cyi +d=0
a(x +y)+bxs +cy2+d=0
a(x} +y) +bxs +cys+d=0

admet d’autres solutions que (0, 0, 0, 0), on obtient I'’équation cherchée :

X2+ x y 1

xf + y} x1 y1 |
x3+3; x2 y2 |
2+ x5 oys |

=0

Les points Ay, Az, A3 sont alignés si et seulement si
x1 yr |
xz2 yz2 |
X3 ¥ 1

=0

On obtient de méme dans R* I'équation de la sphére passant par
Ay (x1, 1, 21} oo Aa(Xa, Ya. 2a)

2+y2+22 x y z |
xt+y¥i+28 xi ooz |

|
2+ 2 +22 x4 ya za |1
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Les quatre points Ay, A3, Aa, A4 sont coplanaires si et seulement si

X1 M1 Iy
Xz Y2 22
X3 Yz 23
Xa Ya Za
On pourrait obtenir de méme, dans R?, I'équation d’une courbe du

second ordre passant par 5 points donnés; dans R®, I'équation d’une sur-
face du second ordre passant par 9 points donnés.

=0

B 18. Résoudre et discuter, sur C, le systéme d’équations
ax; + X2 + X3+ ... + xa=1
x|+axz+x3+..,+-x..=b
(S) 2
X1+ X24+ax3s+ ...+ xu=bh

Par addition on obtient

(a+n—DYx;j=1+b+b*+ ... +b" M
1

D’otl la discussion suivante :si a # 1 — n
n—1
i P
(]
= T 11
M z;x, a+n—1 u

En retranchant (IT) successivement des n équations de (S), on obtient

n—1
> b
]

_ i = — [ = o
(a— 1)x;=¥ e =2 il
Donc si a#1 et a#1—n le systtme (S) admet la solution
unique
n—1
bt L .
T a1 T @a=NDa+n—-1 gk
. bi! 1 — b
Remarquons que si b # 1, x; = py i e Y R P
1 n

s b=1L %= [ @-De+n=D
1
e (X1 =%X2=...=Xn)
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Cas particuliers :

ea=1-n (D=0=1+b+b*+ ... +b""

Cette équation est impossible sauf si b est racine n'*™ de I'unité. autre

LR

que 1, cest-a-dire si b # e*n» k=12 ..., n— 1. (5)est alors égale-
ment impossible.

Si b=¢? ‘5‘. les équations de (S) sont liées et on est ramené a n — |
équations a n inconnues, par exemple

(0—nxi +x24 ... +Xa=1

1 — . n =
B e e L .
% 4 X5 F oo+ AL = W)=y 2= P2

On peut prendre x, arbitraire, et, par addition, obtenir
n—1 =
— Y x4 —Dxa=l+b+ b+ .. b= = __:)
|

n—-1

donc Y xj=(n— l}x,.+?|)
1

En retranchant de cette équation, successivement, celles de (S'), on a
i 1 kn
nxn=nx,+3—l, x1=x,,+r—1{e—2'n—|)

- 1, ke iG-1)k
et de méme Xj=Xn + —(e % — 21y
n

e a = 1; par report direct dans (S). on voit que (§) est impossible si

b # |; indéterminé & n — | paramétres (systeme de rang 1) st b= 1:
on peut alors fixer arbitrairement x;. xz. .... Xa— 1. €t obtenmr
Xn=1—(x1 +x2 4 ... 4+ Xu—1)

Remarquons que le calcul du déterminant de (S) n'a pas été utilisé ici.
Le lecteur pourra établir que ce déterminant, du type circulant, est
A=(a+n—a—- 1"

ainsi (S) est un systtme de Cramer lorsque a# 1 et a #1—n
Cependant I'application des formules de Cramer serait malaisée ici.

B 19. Résoudre et discuter sur C le systéme
x—ay+ad’z=a
ax — a’y + az = |
ax + y —a’z =1

Réponse : on trouve le déterminant A = a(a® + 1) (¢ — 1).
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Sia¢ {0 1, —1 i —i}, systétme de Cramer: on trouve x =g,
1

p= ]l e
Y a

Sia = 0, systéme impossible.
= + leta = + i, systéme indéterminé de rang 2 (un parameétre).

B 20. / étant un réel, on considére le systéme de n équations a n inconnues.

2Mx; +x2=1
X1 +22x2 +x3=0
(S) x2+2ix3+ xa=0

Xn-2+ 2A%p—1 + xp =0
Xp—1 + 22Axa =0

Soit A, le déterminant de (S).

a) Exprimer A, a l'aide de A, et A, 2.

b) Etablir quesi A, #0, x=(— l}‘“A?T", k=12 ...,n

¢) On suppose |A| <1 et on pose A=cos 6. Calculer A, et
calculer x, lorsque c'est possible.

Réponses :

a) Par développement suivant la premiére ligne de

24 -1 | SN 0
B L 0
A= 0 1 24 1 saves 0
(1 SR S ¢ A 1 22

onobtiemt A, =21A,—, — Au 2.

b) Cette expression de x; s'obtient par la formule de Cramer.

¢) On vérifie A, = il—-l?g Y et A= = 3-9. La relation de récur-
sin 6 sin
si )6
rence du (a) permet alors d'établir que A, = e {:in+9 ) dou
i wepsintn —k + 1) 6 . __lm‘ .
xp = (— 1Y S £ N8 s1 O;én_l_l (h entier)
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B 21. Etudier, en appliquant le théoréeme de Fontené-Rouché, le systéme de
trois équations A quatre inconnues, ol a et b sont des parameétres :
x+y—z+2t=1
S){ax —3y+z+1t=2
5x—Sy+z+4t=0»b

Réponse : si a # 2, le systéme est de rang 3; en prenant pour inconnues
principales x, y, z (S) est un systéme de Cramer et a une solution unique
pour toute valeur de 7 qui peut étre fixée arbitrairement.

Si a=2, (S) est de rang 2; son unique déterminant caractéristique
(avec x, y inconnues principales) s'annule pour b = 5; (§) est impossible
poura = 2, b # 5.

Sia =2 b=235, cest un systétme de Cramer en x, y, ou z et I peuvent
étre choisis arbitraires.



CHAPITRE 8

VALEURS PROPRES.
REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME

1. VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES,
SOUS-ESPACES PROPRES

Définition. f étant un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur
un corps K, on dit qu'un nombre 4, élément de K, est une valeur propre
de f, s'il existe un vecteur u non nul tel que

f(u) = Au (1)

soit f (1) colinéaire 4 u.

On dit alors que u est un vecteur propre de f, associ¢ a la valeur
propre 1. Comme (1)< (f — Al (u) = 0. on voit que I'ensemble des
vecteurs propres associés a une valeur propre A n’est autre que le noyau
de I'endomorphisme f — Al, cest un sous-espace de E, appelé sous-
espace propre associé & la valeur propre 4, que nous noterons E; : il contient
par définition, un vecteur non nul, il a donc une dimension > 1. Nous
retiendrons

E,=ker(f — A (I = endormorphisme-unité)

Exemples.

a) Soit, dans l'espace euclidien R?, la symétrie f par rapport a un
plan P : f(u) est colinéaire & u si ueP ou ul P, etdans ces deux
cas seulement.

Dans le premier cas, f(u)=u, A=1 E; =P.

Dans le second, f{ﬁ) =—u, A=—1, E_;=A, droite vecto-
rielle orthogonale & P. f admet les deux valeurs propres | et — 1.
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b) Soit, dans I'espace E des fonctions u(x) définies et dérivables sur R,
I'application  1(x) 7 u'(x). Pour tout 4 réel (ou méme complexe, si I'on

envisage u fonction complexe d'une variable réelle),
W(x) = Au(x) <> u(x) = ke™*

on voit que f admet tout nombre A pour valeur propre et que les sous-
espaces propres correspondants sont les «droites vectorielles» de bases

respectives ¢**.

2. RECHERCHE DES VALEURS PROPRES EN DIMENSION
FINIE. POLYNOME CARACTERISTIQUE

a) Si dim E = n, et si nous choisissons dans E une base (e1, €3, ..., €),
f est représenté par une matrice carrée d’ordre n, et les valeurs propres
sont les scalaires A tels que ker (f — Al) # {0} donc

dét(f — Al)=| dét(A— Al =0

Si A= ( = E{.-j ) ce déterminant, d’ailleurs indépendant de

la base choisie dans E, s’écrit

apg — A a1z . din

dz a2 — A ... daz

o(4) = "
An1 Qn2 ee. Qun — A

Il sobtient & partir de celui de A en retranchant 1 aux éléments diago-
naux a;. Un développement suivant, par exemple, la premiére ligne
montre que ¢(A) est un polyndéme de degré n. On le nomme polyndme
caractéristique de 'endomorphisme f, ou de la matrice A.

L'équation (1) = 0, dite équation caractéristique, a pour racines
les valeurs propres de f. Si le corps de référence de E est R, f admet donc
au maximum n valeurs propres, distinctes ou confondues. Si ce corps
de référence est C, ce qui est le cas usuel dans les applications, tout endo-
morphisme de E admet n valeurs propres, distinctes ou confondues.

Exemple.

Déterminons les valeurs propres et les vecteurs propres de f défini
2 3
2 -
dans R” par A —(4 l)'
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d=j B
P~ "y i

J étant un de ces deux nombres, un vecteur propre associ¢ a Aa pour matrice

X 2-DYx+3y=0
tell
(y) Ee {4x+(1 —A)y=0
systéme qui se réduit & une seule équation puisqu’il est homogene et n'est

pas « de Cramer »; pour A = 5, nous obtenons

—3Ix+3y=0
4x -4y =0
d’oul la droite vectorielle x = y, sous-espace propre associé a A;.

=12—-31-10=0 pour L1 =5 4y=-2

On obtient de méme pour A = — 2 la droite vectorielle 4 x + 3y = 0.

b) Revenons au cas général et cherchons a expliciter en partie le
polynéme caractéristique.

Son terme de plus haut degré provient, dans le développement du
déterminant comme forme multilinéaire alternée, du produit des éléments
diagonaux (ai1— A)(azz — A) ... (@m — A) cestdonc (— I)"A".

Cherchons le coefficient de A" !: dans le produit qui précéde,

3

cest
(_ l)n_l(all -+ e s +arm)=(_ l)"_‘zaﬂz oy
1

Or un des produits, apparaissant dans la forme multilinéaire alternée
¢(4), contenant un élément non diagonal, par exemple a2, devra contenir
un autre élément non diagonal au moins (car a;2 — A est a exclure),
donc ne pourra faire apparaitre A que n — 2 fois au plus, et sera de degré
<n-2enAi

Donc «; constitue tout le coefficient de A"~ dans ¢(1). La somme
des termes diagonaux de A s’appelle la trace de A, notée tr A4, on a donc
oy = (r A.

Les coefficients suivants oz, o3, ..., o de ¢(4) sont moins simples,
sauf le terme constant o, qui n'est autre que ¢(0) = dét 4 = A. Donc

Q) = (— 12" + (— l)"_‘(ia.-i) S 7Y S SEPURRE S Y .
1

Or, d’aprés les relations entre les coefficients et les racines d’un poly-

., . g . 231
ndéme de degré n, la somme de ces racines est égale a — = et leur
]

produit a (— 1)" % avec ap = (— 1)" coefficient de A". Comme ces
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racines sont les valeurs propres A;, A2, ..., 4, de f, on en déduit
n n n
El.-=2a.-.-=trz4 n).i=ﬂ.=dét/4
i i 1
Remarques.
A = 0<>0 est une valeur propre, donc A est singuliére, résultat bien
connu.

— La trace d’'une matrice est invariante par changement de base.

3. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME POSSEDANT
n VALEURS PROPRES DISTINCTES

a) Revenons sur I'exemple du paragraphe précédent. Deux vecteurs
propres, par exemple u; (1. 1) et uz (3, — 4), associés respectivement 2
Ay =5, A2 = — 2, forment une base de E, et comme par définition

f)=5u et fu)=—2u

la matrice de f dans cette base est D = (5 B g) elle est diagonale.

0
On dit que la base propre (11, uz) permet de diagonaliser f, et aussi A.

1 —4

b) Plus généralement, soit f un endomorphisme de I'espace E de
dimension n, possédant n valeurs propres distinctes 4y, 42, ..., 4n.

D’une fagon générale considérons p valeurs propres distinctes de f,
et des vecteurs propres associés uy, uz, ..., up : ils engendrent un sous-
espace F de E, et dim F =g <p. Si veF, il existe des scalaires
oy, 02, . . ., Op tels que

P
F=Saim et fE)=Yof@) =Y aku

1 1 1
donc f(v)eF et f(F)c F. La restriction g de f a F est un endo-
morphisme de F dont Ay, Az, . .., 4, sont des valeurs propres, clles sont
donc racines du polyndme caractéristique de g qui est de degré g, on a
donc p < g. Comme on a aussi ¢ < p, il en résulte p = g, f(F) = F, par
conséquant (us, . . . ., uy) est une base de F, d’ot le théoréme :

Ona D= P 'AP avec P=(I 3).

Si Ay, 42, - - ., A, sont p valeurs propres distinctes de Pendomorphisme
/. p vecteurs propres associés respectivement a ces valeurs propres forment
un systéme libre.
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Si nous appliquons ce résultat & p = n, nous en déduisons que n
vecteurs propres de f, associés aux n valeurs propres distinctes 45, 4, ...,
n, forment une base de E. Comme, pour chacun de ces vecteurs ui, on
a f(w)= A w;, lamatricede f dans cette base s’écrit

A 0 ...0
0 A...0

D= 9 ('] wes 9 =diag(lls 121 ...y ;{n}
0 0 ... 2

Les sous-espaces E, sont les droites vectorielles de bases (u;), chacune
est définie par un systéme de - rang n — 1, (4 — AI) X; = 0. P étant la
matrice des vecteurs propres u;, ona D= P 'AP ou A=PDP '
On peut donc énoncer le théoréme :

Si un endomorphisme f d’un espace E de dimension finie n, a n valeurs
propres distinctes, c’est-d-dire si son polyndme caractéristique a toutes ses
racines simples, il existe une base de E constituée de vecteurs propres de f
et, dans cette base propre, f s’exprime par une matrice diagonale

D = di“g(lh e | )‘N)
les A; étant les valeurs propres.
On dit que [ et sa matrice dans une base de E sont diagonalisables.

Remarque.
L’ordre ou I'on dispose dans D les n valeurs propres n'a aucune impor-

tance, mais, une fois choisi, impose le méme ordre pour les vecteurs propres
dans P.
4. ETUDE GENERALE DE LA DIAGONALISATION

a) Supposons que I'endomorphisme f soit diagonalisable, c’est-a-

dire qu'il existe une base (uy, ..., u,) de I'espace E ou f s’exprime par
une matrice diagonale (semblable a A)
A 0...0
oo 2
O 0 ... i
On a, par construction méme, f(u1) = Ayty, ..., f(tn) = Aalin.

Les u; sont donc des vecteurs propres de E. La réciproque étant évidente,
on voit que pour que [ soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il existe
une base de E formée de vecteurs propres de f. Une condition suffisante
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pour qu’il en soit ainsi est celle du paragraphe 3 : I'existence de valeurs
propres distinctes. Mais cette condition n'est pas nécessaire puisque, par

1 0 0
exemple, toute matrice A semblable & { 0 1 0) est diagonalisa-
0 0 —

ble, bien qu'admettant la valeur propre double 4 = 1.

b) Nous allons établir le résultat suivant : pour que f soit diagona-
lisable, il faut et il suffit que, E; étant le sous-espace propre, de dimension
gi, associé 4 la valeur propre A;, d’ordre k;

P
(i-—-l,z,...,p; I<ki<n 1<psn Zka=ﬂ)
|

on ait dim E; = k.

— Observons d’abord que si A; et A; sont des valeurs propres dis-
tinctes, u € Ei n Ej= f(u)= 4 u =4 u, donc (L—4) u=0
et u=0.Donc EEnE;={0} et dim(E+ E)=q:+ q; puis-
que Ej 4 E_,' = E.@ Ej.

— Comparons ¢; a k; : si dans E nous prenons une base %; dont les
g; premiers vecteurs sont ceux d'une base de E;, la matrice de f dans %;
est de la forme

Ciug+1 »« Cin

oo

o oo o
e o s e S

G 0 we B Clgs » o Che

Le polynoéme caractéristique ¢(4) = dét (C — AI) contient en fac-
teur (A4 — A)%, A est donc valeur propre d’ordre au moins égal a gq; et
1 < q <k

— Une base éventuelle de E, constituée de vecteurs propres de f,
renfermera r, vecteurs de E;, r, vecteurs de E,, ..., rp vecteurs de Ep,
avec les conditions

P P
Zr.v=n, r;ﬂdimE;=qi$ki Or Zk,-==n
I 1

il fautdoncque Vi=12....p, ri=q = ki

— Voyons si cette condition est suffisante : si g = ki Vi, une
base #; de vecteurs de E; comporte k; vecteurs. L'union de ces p bases
4;, union comportant n vecteurs, sera une base de E — et alors une base
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propre — si et seulement si ces n vecteurs sont indépendants. Or une rela-
tion de dépendance entre eux est une relation de la forme

1

I

P

o u =0 (1)

1
-

i

ol u est un vecteur de E; non nul (combinaison de vecteurs de %;).
—p P —_—
Alors ()= 3 o f@) =0 donc Y akiis =0
1 1
P ey L4 —
Deméme ) o f(u) =0 donc 2 wdiu =0
1

p g .
Ainsi, de proche en proche ) oif u; = 0, Vs entier.
1

Dans une base quelconque de E, (e1, .. ., €). les coordonnées des p
vecteurs o;ui; suivant e; sont donc solutions d’'un systéme de la forme
X1+ x2+ ... +%x=0
Mxy + Azxa + ...+ Apxp =0

Al + 2B % 4+ ...+ B, =

Le déterminant de (S) est un déterminant de Van der Monde non nul,
puisque les /; sont tous distincts, et la solution unique de (S) est

(8)

X1 =X2= ... =xp=0
Donc o; ; est nul, ayant toutes ses coordonnées nulles. Comme ui # 0,
ona o; =0, les u; sontindépendants, et il existe une base de E formée
de vecteurs propres de f.

Nous en déduisons le théoréme fondamental sur la diagonalisation :

Pour qu’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension
finie 7 (ou la matrice A de f dans une base de E) soit diagonalisable, il faut
et il suffit que chaque sous-espace propre de f ait pour dimension Pordre
de multiplicité de la valeur propre correspondante.

Remarques :

— Cet énoncé équivaut encore a dire que la somme des dimensions
des sous-espaces propres E; est égale 4 n, ou que ceux-ci ont une somme
directe égale a E.

— Un endomorphisme, autre qu'une homothétie, ayant une seule
valeur propre, A,, d'ordre n, n’est pas diagonalisable, car la condition
précédente donnerait

dimE, =n donc Ey=E et f(u)=Au VueE

— Tout projecteur de E est diagonalisable : en effet si f est le projec-
teur sur P'espace E, de dimension p, parall¢lement & un supplémentaire E2
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de E, dans E, E, est un sous-espace propre pour la valeur propre 4; = 1,
E; un sous-espace propre pour la valeur propre 4; = (, et comme
Es@E=E

il 0’y a pas d’autre sous-espace propre; | est valeur propre d’ordre p, 0 valeur
propre d’ordre n — p, et le polyndéme caracténstique est

(— 1y AP (d— 1y

5. TRIGONALISATION

Trigonaliser (on dit aussi « trianguler ») un endomorphisme f (ou
une matrice) de E, c'est trouver une base de E dans laquelle f s’exprime
par une matrice triangulaire. On dit qu'un endomorphisme est trigonali-
sable quand il existe une telle base.

La diagonalisation est évidemment un cas particulier de la trigonali-
sation. Si f est trigonalisable, par exemple sous forme de matrice trian-
gulaire supérieure

aixy iz ...... din
0 {2 5 T R lIsz,.
T={ 0 0> |
I
0 0 .00 U
dét (T — Al) = (a1 — A) (@22 — A) ... (amm — 4) montre que les a; sont

les valeurs propres de T, donc de f. S’ils sont tous distincts, et méme
peut-étre si plusieurs sont confondus, f est diagonalisable, mais nous
allons établir que, d'une fagon générale, tout endomorphisme est tri-
gonalisable.

Raisonnons par récurrence sur n : ce résultat est évidemment exact
pour n = 1. Supposons-le exact dans un espace de dimension n — 1.

Soit f un endomorphisme de I'espace vectoriel E de dimension n,
sur C. f posséde au moins une valeur propre A; et un vecteur propre
associé u; nonnul :  f(uy) = A, u;.

Soit F la droite vectorielle de base uj, et soit G un supplémentaire
de F dans E (c’est un hyperplan, sous-espace de dimension n — 1); soit g
le projecteur de E sur G parallélement a F. Pour tout v de E, il existe un
scalaire o tel que v = g(v) + oy, g(v)€G.

En particulier, u étant un vecteur quelconque de E, v = f(u)
donne

f() = (go f)(u) + au

Si nous posons gof =h, la restriction de # 4 G est un endo-
morphisme de G, trigonalisable puisque G est de dimension n — 1. On
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peut déterminer une base de G, # = (uz, Uz, ... u,) ou h sexprime
par une matrice triangulaire; comme F est un supplémentaire de G dans E,
# = (us, uz. ..., Un) estunebasede E,etona:

fur) = Aug

fuz) = Huz) + oz ui

f3) = h(w3) + oz us

£ () = hln) + omts

Comme la matrice de h dans 4, qui n’est autre que celle obtenue en
supprimant la premiére ligne et la premiére colonne de celle de f dans %,
est triangulaire, cette derniére est de la forme

/T.l (v 4] Oz ... Opn

0 az2 a3 ... Qzn
M=o o~

: E \‘x‘ E

0 0 ........ 3 Aan

Elle est triangulaire. Nous pouvons donc énoncer le théoréme :

Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est
trigonalisable sur C.

— Pratiquement, la trigonalisation, comme la diagonalisation éven-
tuelle, commence par la recherche des valeurs propres et des sous-espaces
propres : dans ceux qui sont de dimension égale a l'ordre de multiplicité
de la valeur propre associée, on choisit une base de vecteurs propres;
dans les autres, une base incompléte de vecteurs propres : on compléte
ce systéme par des vecteurs non propres, souvent des vecteurs de la base
canonique. Nous allons étudier un exemple.

Soit la matrice

@(}) = dét (4 — Al) =
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d’ou factorisationde A4 + 1 et, aprés calcul :
o) =—-A+ 12 (A-3

Cherchons le sous-espace associé & A; =3 qui est a priori une
droite vectorielle représentée par

% —2x—3y+4z=0
(A-=3D{y]} =0 donc I4x—10y+82=0
z 6x—7y+4z=0

soit 2x=y=z

D’ou le vecteur propre u; (1,2 2).
Le sous-espace associé a 4; = — 1, valeur propre double, peut a
priori étre de dimension 1 ou 2. Le systéme qui le définit est

X 2x—3y+4z=0
(A+NH{y] =0 donc 4dx—6y+8z=0
z 6x—Ty+8z=0

11 est de rang 2 et définit la droite vectorielle d’équation z=x, y=2x,
donc de base uz (1,2, 1). Ce sous-espace étant de dimension inférieure
a 2, ordre de la valeur propre — 1, A n’est pas diagonalisable.

En prenant pour base (i1, 1z, 43) OU u3 est un vecteur quelconque
indépendant de u; et uz, on aura la matrice triangulaire semblable a A :

3 0 a
T=10 -1
0 0 —1

Pour préciser la matrice de passage ainsi que a et b, prenons pour
us par exemple le vecteur e; de la base canonique (base ou A définit un
endomorphisme f): ce choix est acceptable car dans cette base cano-

nique

1 1 1
2 240
210

3

dét (u1, uz, €;) = =—2#0

Remarquons que us = e; convient aussi, mais pas u‘; = E;.

1
La matrice de passage est donc P = 2
1

N b =
o0 -

On peut trouver a et b en écrivant
T = P 14P 2)
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mais il est plus simple de remarquer que
fler) = aui + buz — e
—e1+4e; +6e3

avec
m=e +2+26, Wm=ea+leatan uw=e
donc e; =iy — Uz, €1 =us et
uz=u3+282+u1—-uz==-€z=—§u1+uz-—§u3
donc
f(e,):f(u3)=u3 + 4 —Eul +u2*—~2— 3 +6(u;_ -—uz)
=4u; —2u; — u3
3 0 4
Ainsi a=4, b=—-2 e T=|0 —1 -2
0 0 —1
1l est alors intéressant de vérifier (2) ou sa forme équivalente

PT = AP
qui évite, dans certains cas, le calcul de P~ : en fait, celui-ci a été effectué
plus haut puisqu'on a exprime e;. ez, €3 €n fonction de ui, uz, us.
Notons qu'il y a une infinité de changements de base permettant de

trigonaliser une matrice donnée.

6. MATRICES DE JORDAN. REDUCTION DE JORDAN

a) Revenons a I'exemple qui précéde. Le choix de ui, 1z, vecteurs
propres constituant une base incompléte, étant fait, on peut se demander
si un choix judicieux de u3 pourrait conduire a une forme réduite de A,

3 0 a
plus simple que 7. La forme |0 —1 b | étant imposce, et
0 0 -1
a=b =0 é&tant a priori irréalisable, on peut chercher us telque a=0,
b=1, Cest-d-dire f(us) = uz — us, don, si
1 -3 4 o 1 o
uy = ae; + Pez +yes, |4 -7 8\ B)=\2)- b
6 —7 7 1 v
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2a—3Bf+4y=1
soit 40 —-6p+8y=2
6a—T7p+8y=1

Ce systéme se réduit 2 deux équations et est indéterminé a un para-
métre, on peut prendre par exemple y=0, 2a—-3f=6a—-T7f=1

donc a= —1, B= — l.La matrice de passage est alors
1 1 =1
Q=12 2 —1
2 1 0
et la forme réduite de A est
3 0 0
J=10 -1 1) =0"140
0 0 =1

Une telle matrice est appelée matrice de Jordan, et le calcul qui précede
s'appelle réduction de Jordan de la matrice A.

b) D’une fagon générale, on appelle matrice de Jordan d’ordre n
une matrice triangulaire supérieure dans laquelle la diagonale est bordée
supérieurement par des éléments égaux a 0 ou 1, ces derniers étant cux-
mémes surmontés exclusivement par des zéros. La forme générale d'une
telle matrice est donc

A 1 G2 0 ot {.)
0 i, o3 \“\‘ :
0 0 A3 ~_0

Q \‘\:\an
[ B 04,
ol ws=00ul, (i=23,...,n);les 4 sont les valeurs propres de J

et de 'endomorphisme que représente J.

Une matrice diagonale est évidemment une matrice de Jordan
particuliére.

On démontre, et nous admettrons, que tout endomorphisme d’'un
espace vectoriel de dimension finie n peut étre représenté, dans une base
convenable (dite base de Jordan) par une matrice de Jordan. Autrement
dit, toute matrice carrée A admet une matrice de Jordan qui lui est sem-
blable, appelée « réduite de Jordan » de A.

Il va de soi que, la diagonalisation étant a priori préférée a toute
autre réduction, le nombre des o; égaux a 1 pourra étre pris égal a la
différence entre n et la somme des dimensions des sous-espaces propres
de E dont, ainsi que cela a été fait dans 'exemple (a), I'union des bases
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est prise pour base incompléte de E. Cependant, en général, le choix des
vecteurs propres faisant partie d’'une base de Jordan n’est t pas arbltraue,
car, par exemple dans le cas ci-dessus, il faut (f + 1) (u3) = uz donc
u; € Im (f + I) nker (f + I), condition qui s'est avérée remplie ici
puisque le calcul a été possible, mais qui aurait pu 1mposer des restric-
tions sur u, L’étude compléte du cas n =3  sera proposée en exercice.

7. APPLICATIONS DE LA REDUCTION AU CALCUL
DES PUISSANCES D’UNE MATRICE ET
AUX SUITES RECURRENTES

On a vu que A'=P 'AP= A% =P 'A*P, V k entier positif.
On a aussi A* = PA*P~' de sorte que calculer A* revient a calculer
A A’ étant une matrice réduite de A, de préférence diagonale, a défaut
triangulaire ou de Jordan.

a) Si A est diagonalisable, de valeurs propres Ay, A2, ..., An pas
nécessairement toutes distinctes,
A&y 0 @ 25 0 e O
f 0\ 112 \\‘-\ i rk 0\ ;.; \\\ i
sal Rty B bl AN
0...0 i 0 ...°0

d’ou le calcul de A* si 'on connait une matrice de passage P.

b) Si A est seulement trigonalisable, le calcul est moins simple : on
peut écrire A’ =D + T, D ¢tant une matrice diagonale et T une
matrice triangulaire d’éléments diagonaux nuls, donc nilpotente, mais en
général DT # TD et la formule du bindme ne s’applique pas, donc
la nilpotence de T est peu utilisable. Par contre si D et T commutent et
si 'ordre de A n'est pas trop élevé, le calcul est la plupart du temps facile
a partir d’'une réduite triangulaire, ou mieux de Jordan.

¢) A ce calcul des puissances d’une matrice se raméne celui du terme
général d’une suite récurrente vectorielle du type
tn = f(tn-1) OU Uy = f(tn—1) + 0,
f étant un endomorphisme, et ug et v étant des vecteurs donnés.
On peut ramener a cette forme une suite récurrente numérique du
type
Up = QUp—1 + bl 2, nx=2; Uo, U, donnés
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avec X = PY, ® =PY¥, A= PBP ', P étant la matrice de change-
ment de base.

a) Si B est diagonale, chaque équation du systéme (S) représenté
par (5) est de la forme

%V—t — ﬁ..-y,— + (D) (6)
1

elle se résout facilement lorsque les (1) et par suite les @ir) sont des
fonctions «simples» au sens des équations différentielles linéaires a
coefficients constants; le calcul de ¥ exige cependant le calcul de P~ ',
sauf évidemment si @ est nul, auquel cas on a un systéme homogéne
diagonalisable, de solution générale X = PY avec

# 51 3'1 1t

oy

On
les o; étant les constantes d’intégration.

La seule difficulté est la résolution de I'équation caractéristique
de f, que I'on appelle aussi équation caractéristique de (S).

b) Si B est une matrice de Jordan, ou méme une matrice triangulaire
quelconque, la derniére équation du systéme (S') est encore de la forme
(6). la précédente est encore, compte tenu de la connaissance de y.(7) de
la méme forme, et le systéme se résout de proche en proche en remontant
de la derniére a la premicre équation.

Exemple.

En utilisant 4 nouveau la matrice A des paragraphes 5 et 6, cherchons
a résoudre le systéme différentiel

dx
dr

d a/x X
Y a7y L Y
(S) dr—4x Ty + 8z ou d‘(;) (;)

dz
-]
—1
0

=x—3y+4:z

"a’;——bX“?J""?Z

Dans la base de Jordan définie par

1
- (2
2

— R
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(notations du 6. a) (S) s’écrit

dxl

a — 3.

dyl X X1
$) g =—ntzn ov (y)=Q(y-)

d z Zy

¥4

P

La premiére et la derniére équations nous donnent

X1 = e, zy = ye’’,
a et y étant des constantes.
N . dy, L
L’équation restante s'écrit alors a ty=vres

La solution générale de I'équation sans second membre est fe '
et on peut chercher une solution particuliére de I'équation compléte sous
lafgrme u(f)e™* d'on

W —ue ' +uet=ype", U=y u=y
Ainsi yy =B + ye™’

X 1 1 —1 ae™!
()-G -2 )
z 2 1 0 ye !

x=ae’ +(yt+ B — e’
soit ¥

il

2 + Ryt +2p— e’
z=20e 4+ (pt + Pe’

Remarque.
Une équation différentielle unique, linéaire d’ordre n, a coefficients

constants, 4 une seule fonction inconnue, se raméne par le choix d’inconnues
auxiliaires & un systéme de la forme précédente.

Dans
d"x d"x dx
d;" +a1Fl—+...+a,.-la+aux—f{!) (E)
xX =X
dx
a
nousposons foaaaa.
d"'x
Xn
drr !
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et (E) s’écrit
X3 X1 0
d [ x2} X2 0
al: =Af - + :
X Xn f(
0 1 e 0
9 (I),_\ Q
a={ | LS e
i : 0 T
—'ﬂ., = Iin—i ...... —qQz —

On vérifie que le polyndéme caractéristique de A est, au signe pres,
M+ad" '+ ...+ dtad + an

que I'on retrouve en cherchant pour (E) des solutions ¢* et aussi en utilisant
la transformation de Laplace.

9. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES.
THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

a) En désignant par I a la fois la matrice-unité et 'endomorphisme-
unité, par f un endomorphisme quelconque, dans un espace vectoriel E,
de dimension #, sur C, on peut, nous I'avons vu, associer a tout polynome
sur C

O(x) = apx™ + a1x™ ' + ... + Gm-1X + am
le polynéme d’endomorphisme (ou endomorphisme-polynome)
Of) =aof™ + arf™ " + ... + Gm-1f + anl
dont la matrice dans une base de E, ou f a pour matrice A, est
Q(A) = apA™ + a1 A" + ...+ 1A + aml

Une réduction de f, diagonalisation ou trigonalisation, a pour
effet la méme réduction sur Q(f), car les matrices diagonales et les matri-
ces triangulaires constituent des sous-anneaux de I'anneau des matrices
(n, n).

Par exemple A = PDP~' ou D est diagonale

= Q(4) = PQD)P™*
et Q(D) est évidemment diagonale. Remarquons que ceci n'est pas vrai
pour une réduction de Jordan, car en général le produit de deux matrices
de Jordan n’est pas une matrice de Jordan. Notons aussi que deux endo-
morphismes-polynomes de f commutent.
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b) Parmi les polyndmes Q. on peut définir les polynomes annula-
teurs de f tels que Q(f) = 0. De tels polynomes existent forcément :
puisque Z(E) est un espace vectoriel de dimension n?, les endomorphismes
I, f. f% ..., f™ sont nécessairement liés et il existe au moins un poly-
noéme annulateur, de degré n”.

¢) Cherchons a caractériser un polyndome annulateur de f, de degré
minimum m : il a mracines o, &2, ..., m €t
Q(x) = ao(x — o) (x — az) ... (x — otm) ao # 0;
donc Qf)=ao(f —aa)(f —o2l) ... (f —ml) =0

chacun des endomorphismes f — a;/ est un diviseur de zéro, car
l_[ (f — oil) #0 (degré <m — 1) et les a; sont valeurs propres de f.

t#j

Nous pouvons donc conclure :

Un polyndome annulateur de f, de degré minimum m, a pour zéros
des valeurs propres de f.

On démontre, et nous admettrons, qu’il existe un seul polynéme
(@2 un coefficient constant prés) annulateur de f et de degré minimum :
on I'appelle le polynome minimum de f. Appelons encore Q ce polynome,
ol nous pouvons prendre ao = 1. Voyons si toute valeur propre de f
est un zéro de Q. Soit A une telle valeur propre et u un vecteur propre de f
associé a / :

f@)=2u= f{u)=2*u VkeN
et QUMW =U"+af""+ ... +an1f + anl) ()
="+ a2 4 4 amad +an)u = Q0).u

Comme Q(f)=0. Q). u=0, or u#0, donc Q(2)=0.

Ainsi I'ensemble des zéros du polynéme minimum de I’endomor-
phisme f est I'ensemble des valeurs propres de f.

Il en résulte que son degré est au moins égal au nombre des valeurs
propres distinctes de f. Notons qu’il est a priori au plus égal a n”.

d) Envisageons alors le cas simple ou f admet n valeurs propres
distinctes, 4,, ..., Z.; son polyndme minimum a un degré m > n. Consi-
dérons le polynome caractéristique

of) == = 2aD(f = 2l ... (f = 2al)

[ est diagonalisable et, D étant sa matrice dans une base propre (us, ..., 1)
oD) = (= 1D — ) (D — 220y ... (D — Aal)
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'Comme
/N 0..-0 0 0\...9
i ! H
p= | PR DMl = | T )
| RN 0 NN 0
i e g S
0 0 ™2, 0...70 ~4,
D — LD — 230) =
0 0 0...0 Ti =iy 009
0 22—4, 0...0 0 00...0
P R R L 1 TR
0 0....1>2 0....... P
00 0...0
00 0...0
=lo 0 a |
0 0....... i

De proche en proche, on montre que
(D — 2D — A0) ... (D — A,])

ol 1 <p<n estune matrice diagonale ol les p premiers termes de
la diagonale sont nuls. Donc (D) =0 et ¢(f)=0.

Le polynome caractéristique de f est donc, dans ce cas, polyndme
annulateur de f et, d’aprés (c), n’est autre, au coeflicient (— 1)" prés, que
le polyndme minimum.

e) Dans le cas général ol f n’est pas forcément diagonalisable, mais
seulement trigonalisable, le raisonnement effectué ci-dessus peut étre en
partie repris.

Si
T )

Pl W s L T = dgl et T = dal
0....70

sont deux matrices triangulaires ou respectivement la premicre et la
deuxiéme colonnes n’ont de termes non nuls qu'au-dessus de la diagonale,
leur produit présente ce méme caractere dans les deux premiéres colonnes,
et le produit

AAT) = (= 1)'(T — D) ... (T — D)

ne contient plus que des zéros. Ainsi, la encore, ¢(f) =0
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme de Cayley-Hamilton :
Tout endomorphisme (ou toute matrice) est un zéro de son polyndme
caractéristique.

Enoncé équivalent : le polyndme caractéristique de f est un poly-
ndéme annulateur de f. Ainsi, dans le cas général, k; étant I'ordre de la

valeur propre A;de f,avec i=12 ....p (1<p<n) ona:
o) =(—1P(f — DM (f — D02 ... (f = Mplf»
polynéme caractéristique;

ON=(f — I (f — Zody* ... (f — AI)>

polynéme minimum,
avec | < o < ki

En d’autres termes, le polyndome minimum est un diviseur du poly-
nome caractéristique, possédant les mémes zéros que ce polynome. Les
polynémes annulateurs de f sont les multiples du polyndéme minimum,
donc constituent un idéal de polynomes. Nous n’insisterons pas davan-
tage sur le cas général.

Un exemple simple montre qu'en cas de valeurs propres multiples
le polynéme minimum peut differer du polyndome caractéristique : nous
avons vu (fin du paragraphe 4) qu’un projecteur f de E, de dimension n,
sur un sous-espace de dimension p, a pour polynéme caractéristique
@A) =(— 1" 2" %L — 1) donc ¢(f)=0; maison sait que [Z=f,
soit f(f —1)=0.

Comme le polynéme minimum admet nécessairement 0 et 1 pour
racines, ce polynome minimum est f(f — I).

— Enfin nous admettrons le résultat général suivant :
Pour qu’'un endomorphisme soit diagonalisable, il faut et il suffit que
son polyndme minimum n’ait que des racines simples.

Le cas du projecteur en est une illustration.

Résumé du chapitre 8
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EXERCICES

B 1. Diagonaliser les matrices

"9

Ii
A
(=T SR
[T Y
\-—/

=]

I
(|
|

— —
|

a) On calcule aisément dét(4 — Al) = — A(A — 1)(4 — 4).

Les valeurs propres sont A, =0, Az =1, A3 =4: comme elles
sont distinctes, A est a priori diagonalisable. Déterminons les sous-espaces
propres :

Ei=kerA estdéfiniparx + y+2z=0 (1)
2x+y+z=0 (2)
y+3z=0 (3)

(3) résulte de I'élimination de x entre (1) et (2), on peut ne conserver
que (2) et (3) qui donnent x =z, y= — 3z d'ou la droite vectorielle
de base u; (1, — 3. 1).

Deméme E; =ker(4 —I) estdéfinipary + 2z =20
2x+z=20
y+2z=0

d’oti la droite vectorielle de base u3 (1,4, — 2).
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Enfin E; = ker(4 — 4 1) estdéfiniparx + y —2z=10
2x+y—3z=0
r y—z=20

d’oul la droite vectorielle de base  ua (1. 1. 1).

Une matrice diagonale semblable a A est

0 00
D=(o 1 0)
0 0 4
1 1 1
P = (—3 < I)
1 -2 1

On vérifie D = P 'AP.

b) @(4) = dét (B — Al)
pesd =1 1
=1 J=d =i 1

i-4 -1 — i 1

0 2-1 0 2—4

A=2i 0 2i— 24 0
1 1 i 1 -2

avec matrice de passage

i—A —1 =i 1
0 1 0 1
=2 —- AL =21

(2 ) 20) i 0 —1 0
1 1 1 1—-4

\\__/“

i—-A -1 =i 2

y 0 1 0 0

=2 — (2 —2i) i 0 —1 0
| 1 I —4

d’ou en développant suivant la seconde ligne :

PN =2 - DA 2@ —)=0GZ -2 A+ -20)
Il y a une valeur propre double 1, =2, la diagonalisation n’est
donc pas assurée : il faut voir si le sous-espace propre associé a 4, est de
dimension 1 ou 2. Ce sous-espace est défini par le systéme :

(i—2x—y—iz+1t=0 n
—x—y—z+!=0 (2}
—ix—y+i—2z+1=0 (3)

x+y+z—1=0 4)



238 ALGEBRE

(2) et (4) sont identiques, (3) peut s’obtenir en multipliant (2) par 2 et
en lui retranchant (1), ce systéme est donc de rang 2 et définit un sous-espace
de dimension 2, ordre de la valeur propre A, il en résulte que B est diago-
nalisable : en écrivant la matrice diagonale semblable sous la forme

2 0 0 0

0 2 0 0

] 0 -2 0

0 0 0 2i
on prendra une matrice de passage (u1, uz, U3, us) dans laquelle ui, Uz
sont des vecteurs du sous-espace E, défini par les équations (1) et (2) ci-
dessus, par exemple u; (0, 1,0, 1) et w; (1,0, 1,2); u3 et ug sont des
vecteurs propres associés aux valeurs propres simples 13 = — 2, s = 2i.

On obtient facilement w3 (1, 1,1, — 1) et ua (1,0, — 1,0}

Onadonc B = P 'BP avec
1
0

1
2 -

B =

[ B = ]

0 1
1 1
P‘o 1
1 1

B 2. Réduire a leurs expressions les plus simples les matrices

0 a a
1

A= — 0 a
a
1 1
S
a’ a

0 0 -1
B=11 -1 —I)
0 1 =2

Déterminer le polynéme minimum de B.

Pour A, on trouve le polynéme caractéristique
o) =—-2+12-2
Le sous-espace propre associé 3 A; = — 1 est le plan d’équation
x+ay+a*z=0
celui associé & A, =2 est la droite x = ay = a’z; A est diagonalisa-

ble, sous la forme
— 1 0 0
A= ( 0 -1 0)
0 0 2
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avec matrice de passage
2

a 0 a
P=] -1 a a)
0 —1 1

Pour B, le polyndéme caractéristique est — (2 + 1)*. La seule valeur
propre étant — | et B étant différente de — I, on peut affirmer
a priori que B n'est pas diagonalisable. Son unique sous-espace est défini
par le systéme

x—z=0
x—z=0 doli x=y=1z
y—z=0

Ce sous-espace a pour dimension 1, on dispose pour une base de E
d’un seul vecteur propre u; (1, 1, 1), et la réduction la plus achevée pour B
sera la matrice de Jordan

~1 1 0
J = 0 —1 |
0 0 —1

Cherchons uz et us, complétant u pour constituer une base de E,
dans laquelle 'endomorphisme f considéré ait pour matrice J. 1l faut
fw) =1 —w, f5)=1u; —us
donc (f+ D) =wm. (f+Dw)=u

et uy, uz doivent appartenir & Im(f + I) qui est 'ensemble des vec-

teurs
X X —Z
orr()-()
z y—1z

Cest-a-dire le plan d'équation X — Y = 0. u; appartient a ce plan.
Prenons u; dans ce plan, soit u; (a, a, b), ces coordonnées étant prises
dans I'ancienne base. e

La condition f(uz2) = u; — iz conduit 4 la relation a — b= 1.

a
Donc u; = ( a ) . Si :}; a pour coordonnées a, f, 7, la condition
a—1
f@3) = uz —us conduita a—y=a B—y=a— L
On voit que a et y peuvent étre choisis arbitrairement, par exemple
a=1 e y=0, alors a=1. p=0. Une base de Jordan est donc
définie par la matrice de passage

(5
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Le lecteur pourra vérifier que 'on a bien J = P™'4P.

Draprés le cours, le polynéme minimum de B (ou de f) est un diviseur
du polynéme caractéristique (4 + 1)*. Il nous faut déterminer la plus
petite valeur de I'entier k telque (f + ) =0 ou (J + I))=0.

010
J+I= OOI)
000

(matrice «nilpotente» du type de Jordan).

On a évidemment J + I # 0 mais aussi
0 0 I
(J+!)2=(000)9é0
0 00

Dans cet exemple le polynéme minimum n'est autre que le polynéme
caracteristique.

Onadonc k=3

B 3. Une matrice A d’ordre n ayant pour valeurs propres A, 4z, ..., 4n (dis-
tinctes ou non), quelles sont les valeurs propres de A? ? Calculer en fonc-

tion des éléments de A la somme S =) 47 lorsque A est une matrice
1

symeétrique.

I’endomorphisme f, de matrice A, est trigonalisable sur C, et sa forme
triangulaire est

j.] T2 cweems Cin

0 lz\ ("2,,
T=10 0. !

oINS

! i T \\ '

0 0 .0 4,

dans une base convenable.

f2, dans cette base, a pour matrice T2 qui est également triangulaire
supérieure. ’élément diagonal de rang i dans T2 est

Cri

2
S

>
I

N

~

i =(00 ,..02..'(‘.'."5|] Arss (‘i")

o0 © B
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Donc
}.i (¢ 5 [t TSR Oip
O A% sseses 02n
2= 0 0~ i
SN
] ~. *\‘12
0 0 0 ™2
ses valeurs propres sont A2, 23, ..., 12 Ce sont aussi celles de AZ.
La somme S est la trace de A%, Cest-d-dire la somme de ses termes
diagonaux
Si A={...a;.. ) un terme diagonal de A? s'écrit
ayi
az; i
bi=(anaiz ...am)| { } =) aija;
: i=1
Upi

i=n
Lorsque A est symétrique, a; = ai;, bi= ) al. et
=1
8 =1{4% = 3o}
[
somme des carres de tous les éléments de A.

Le lecteur pourra vérifier numériquement cette relation sur la matrice B
de l'exercice 1.

B 4. Soit la matrice

¥ oz 3 it
zZ X !
M(x y,2,1) = x
P ox iz
y ¥ 2 X

ou x, y. z et ¢ sont des réels.

Soit A = M(0,1,0,0) et lamatrice-unité d'ordre 4.

a) Montrer que I'ensemble des matrices M est un espace vectoriel
dont on précisera une base a I'aide de I et A.

b) Verifier que A est diagonalisable; en déduire les valeurs propres
et le déterminant de M.

a) M = xI + yA + zB + 1C
avec

-0 o

0
0
I
0

(= =R =]
(==l =
o —- o0
-2 o O
(==l
== R B ]
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Comme
0010
1
= g (lJ g 0
1 0 0 0
on vérifie aisment que A2 = B etque A* = C.
On a donc M = xI + vA + zA* + 14°

L'ensemble des matrices M est un espace vectoriel engendré par [, A4,
A?, A% qui sont indépendants puisque xI + yA4 + zA* + 1A = 0 exige
x=y=z=1t=0 clest donc un espace vectoriel de dimension 4 et de
base (I, A, A% A%). Notons que d’aprés ce qui précéde le polynéme mini-
mum de A est de degré au moins égal & 4, donc en fait égal a 4 et confondu
avec le polynome caractéristique.

b) Le calcul des valeurs propres de A revient a celui du polynéme
caractéristique, c'est-a-dire ici du polynéme minimum; on vérifie imme-
diatement que A4°.A = A* =1 ce polynome est donc 1% —1 et les
valeurs propres sont 1, — 1, i et — i. On aurait pu aussi calculer

dét (A — Al = A% — 1

A possédant quatre valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable
et il existe une matrice réguliere P telle que A= PDP ' avec

1 0 0 0
0 —1 0 0
D'o 0 i 0
0 0 0 — i

I n'est pas indispensable ici de calculer P. Nous aurons
M = P(xI + yD + zD? + (tD®) P™' = PAP™!
A étant une matrice diagonale puisque combinaisons lincaires de telles
matrices.

Les éléments diagonaux de A sont o4 = x + yi + zAF + A3,
k=123, 4; les A étant les valeurs propres de A. Les o sont les valeurs
propres de M, soit

ay=x+y+z+t (car 41 = 1)
az=x— y+z—1 (car i = — 1)
a3 =X+ iy —z— it (car i3 = i)
g =x — iy —z + it (car g = — i)

Leur produit est le déterminant de M, soit sous forme rcelle

dtM=Kx+y+z+0)x—y+z—0[x—2"+ - 1]
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B 5. Soit la matrice d’ordre n, ot a et b sont des réels :

)T T e a
b 0 a... ... a
T RN
b bbb

Montrer que son polyndme caractéristique peut s'écrire, si a # b,

a(A+ by —b(A+ a)
b (1)
o

@A) = (— 1)

Quelle est sa valeur lorsque a = b ?

Démontrer que M est diagonalisable sur C.
On pourra, pour établir (1), utiliser la dérivation d’'un déterminant
(exercice 14, chap. 7).

a) La relation (1) se vérifie immédiatement pour n = 2. Raisonnons
par récurrence et supposons que

-t a(A+ by ' —b(A+ar?
a—b
Calculons ¢,(4), somme des déterminants obtenus en remplagant
successivement chaque ligne par sa dérivée. On obtient
an (A + b)" ' — bn_(A_+_g)""'
a—»b

Pn- l(l‘.) — (—

@)= —nen () =(—1).

Par intégration, on obtient

— bR
@A) = (— 1) g(l +£}n _{’_(_'}'i)" 3 e 2)
a—b
C étant une constante indépendante de 4.

1l reste a s’assurer que C = 0. Pour cela donnons a A la valeur — a.
On a, en retranchant, dans ce déterminant, de chaque ligne la précédente
en partant du bas.
@ul—a)=(— 1y a( —ar!
ce qui, portée dans (2), donne bien C = 0.
La relation (1) est donc démontrée.

b) Cette forme n'est plus valable lorsque b = a; cependant il est
manifeste que @a(A) qui est un polynéme en a, b, 4, est continue par
rapport a chacune de ces variables, en particulier par rapport a b lorsque
I'on fixe A et a.
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L’application de la régle de I'Hospital quand b tend vers a donne

lorsque b = a
an (A + by ' — (1 +ar

@A) = (— 1) .lim
bra -1

soit @A) =(— D"(A+ay*[A—(n— 1a]
Ce résultat s'obtient aisément a partir du déterminant

-2 a ... a

a —A... a

g € ¢

booa ...-—2

¢) Pour b # a, les valeurs propres de M s'obtiennent en écrivant
a(A+b" —b(l+a"=0

A = — bn'étant pas solution, ceci équivaut 4 (i_j:;) — .E,

Comme g admet n racines n'“™ distinctes, et comme l'applicatio
A+ a — . y
A— T est bijective, M admet n valeurs propres distinctes et est diage

nalisable.

d) Pour b = a, on pourrait établir que M est encore diagonalisabl
en raisonnant par un passage a la limite analogue 4 celui effectué plus hau
Mais il est immédiat de constater que le sous-espace de M relatif 4 la valev
propre d’ordre n — 1, A= — g, est I'hyperplan d’équation

X1+ Xz + ... + X, =0
donc est de dimension n — 1, ce qui justifie la possibilité de diagonaliser A

On considére, dans un espace vectoriel E de dimension n. un endomo
phisme f diagonalisable possédant seulement deux valeurs propres di
tinctes 1; et A,, de sous-espaces associés E, et E2. On appelle ¢, le proje
teur de E sur E,, paralléelement a E;: @2 le projecteur de E sur Es, parall
lement aE,.

Evaluer @1 + @2, ©10¢2n @20@1. A + A2

Quel est le polyndéme minimum de 7

Réponse - f étant diagonalisable, E = E; @ E2 ce qui justil
I'existence des projecteurs ¢; et 2. On obtient facilement
@1+ @2 = 1,
Q1o =¢20¢ =0
Ly + A2 = f
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On établit
_J =l = Ad
‘Pl____n_l;w.lz’ (Pzpiiz-—h
dou (f — M) (f — A21) = 0, le polyndme minimum est
Ox) = (x — A1) (x — 42)

. Soit M et A deux matrices carrées d'ordre n, a termes complexes, telles que

MA = AM; on suppose que M a toutes ses valeurs propres distinctes.
a) Montrer que tout vecteur propre de M est vecteur propre ;:ie A.
i

b) Montrer qu'il existe des complexes ox tels que 4 = Y oM*
k=0

a) Soit, dans la base canonique utilisée, X la matrice-colonne d'un
vecteur propre de M :ona MX = 21X, 1 étant la valeur propre associée.
Donc AMX = A.AX et M.AX = . AX.

AX est donc vecteur propre de M associé 4 A. Or, les valeurs propres
de M étant toutes distinctes, chaque sous-espace propre de M est une
droite vectorielle, AX et X font partie d'une telle droite et il existe un sca-
laire u tel que AX = pX. X est donc un vecteur propre de A, la valeur
propre associée étant y : tout vecteur propre de M est vecteur propre de A.

b) M admet n vecteurs propres indépendants, qui sont aussi vecteurs
propres de A; M et A (qui peut avoir des valeurs propres multiples) sont
donc diagonalisables, et il suffit d'établir la relation demandée sur les
matrices diagonales M’ et A’ semblables & M et A, avec méme matrice de
passage P. Comme M’ =diag (4, ..., 4,) et A" = diag (u1, ..., g
il suffit de montrer que I'on peut résoudre le systéme, d'inconnues oo,
o ¥ CAP A

=0+ h + A2 + ...+ 1A
=0 + 01hz + 0242 + ... + o1 A%

Or les 1; étant toutes distinctes, le déterminant de ce systéme est le

déterminant de Van der Monde, non nul, n (4 — A4) et(S)estun
1=i<jZn

systéme de Cramer. Il existe bien n complexes oy vérifiant la relation

n—1
A=Y oM
k=0
Ainsi tout endomorphisme commutant avec un endomorphisme ¢
a valeurs propres distinctes est un polynéme P(gp), de degré inférieur ou
égalan — 1.
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B 8. On considére les matrices A = ( S5 g ) d’ordre n telles que, dans

chaque rangée, la somme des termes soit égale a 1 :

i=n

i=n
Z aij = z ajj = 1
i=1 Ji=1

a) Montrer que I'on peut obtenir une telle matrice en complétant
une matrice donnée quelconque, d’ordre n — 1.

b) Montrer que, sur I'ensemble E de ces matrices, la multiplication
est une opération interne.

¢) Montrer que 1 est une valeur propre de A, et que le sous-espace
propre associé contient une droite vectorielle indépendante des ai;.

d) Etablir que si, en outre, les a;; sont positifs, toutes les valeurs propres
de A ont des modules au plus égaux a 1.

a) Partant de

au_,=]_ bl}} j=lv2"'-9n_l

et am =1 — bij, i=12...,n—1

i=n—1 j=n—1
1— Y aw e 1= ) aw
=1 =1
i=n-1 i=n—1 fj=n—1
or Zla;.,=n—l— Z(Z b.-;)=n—]——S
i< &1\ is

Les deux conditions imposées & d,, sont donc compatibles, et
m=2—n+ 8§
On obtient ainsi une matrice A du type demande.
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b) A et B étant deux matrices éléments de E, formons dans la matrice

: i=r
C=AB=(...q,-,-...) lasomme s = ) ci
- i=1

k=n
Comme c;;= ) awby; ona
k=1

Si=¢€iy + €2+ ...+ Cin=aib11 + aizb21 + ... + Ginbm
+ anbyz + aizbaz + ... + Gibnz

+ al'lbln + ﬂiZbZH & R o ﬂinbnn

=a;1.;b1,-+a,-22bz,-+ +a;,.£l:b,.,-=an + a2+ ... +ain=1
T

Y cj=1 donc C est élément de E.
i=1

On obtiendrait de méme

€) A étant élément de E.

ap — | ayz ain
dél(A-—”-‘—— azi sz—l... (15 -0
tny n2 wes Ugn — 1

car on obtient une ligne de zéros en ajoutant a la premiére ligne toutes les
autres, | est donc valeur propre.

Le systéme
(@ — Dxy +aizxa + ... +aipXa =0
GmiX1 + dn2X2 + ... + {aun — Dxu=0
admet la solution évidente x; =x;= ... =Xx, qui représente une

droite vectorielle faisant partie du sous-espace propre associ¢ a 4 = 1.

d) Seit A une valeur propre, et (x;, X2, - - ., X5) UN vecteur propre associé
a A, de la matrice 4 ot a;; 2 0.

Ona
anXy + ay2xz2 + ... + dinXe = Axy
az1X; + a22%x2 + ... + azxs = Ax2
Up1 X1 + Gu2X2 + ... + GinXn = AXn

En écrivant que dans chacune de ces relations le module d’une somme
est inférieur ou égal a la somme des modules, on a :

n

n
ll||xf|-<~Zlaii"J|=jZ ay | % i=12...n
i=1
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n
En ajoutant ces relations, on obtient, en posant  x = ). | xi|
L

1S 1xl < 5 (Z a1l = % 1l

i=1 =1 i=1

Donc |2|x<x or x est strictement positil puisqu'un vecteur
propre posséde au moins une coordonnée non nulle. On a donc | Al< L

Bl 9. Soit la matrice

- OO O
Q =0 O

o oo —
O Cmmm ©

o les seuls termes non nuls sont
agy =1 et z=a3= ... =aa-1.4=1

a) Calculer K2, K3, ..., K" ' K"

b) Quelles sont les valeurs propres de K ?
¢) En déduire les valeurs propres de la « matrice circulante »

a, d2 dy ....... Qp
n ay U s avssns p—1t
A= dn—1 By &1 seis e 2
az dy da ... Un ay

et le déterminant de cette matrice.
d) Retrouver, par la formule obtenue, la valeur du déterminant

| zZ 3. n
n 1 2...n—1

A=|ln—-1 n 1 ...n—2 (voir exercice 1, chap. 6)
2 3 4 |

Réponse :
a) On obtient
00 1.0..0
000 ™0
K=t i 1
i 0 0..... 0
0 1 Qheesus 0
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et ainsi de suite, les rangées obliques de 1 « remontant » de proche en proche.
On obtient aussi K" = I.

b) K" — I =0 montre que le polynébme A" —1 est a la fois le

polynéme minimum et le polynéme caractéristique de K. En posant
2in ) ;

a = en, lesvaleurs propres de K sont 1, o, o, ..., o" ' (racines B

de I'unité).
¢) K est diagonalisable. 4 aussi (voir exercice 4), et ses valeurs propres
sont
A=a +a+ ... +an
La=a +aa+ ... + ao!
A=ay +axd !+ az®Y 4 4 gD
Komgy o digol 1 4 Bxe2PW g et

Le déterminant de A est le produit de ces valeurs propres.

d) On en déduit
A= +24+3+...+n0(0 +2a+30%+ ... +na" Y ...
- (1420 +3a2 Y 4 . 4 pat" 1)
_nm+1)

—
5 ,l_—ll (1+2x;+3x}+ ... +nx{7))

o les x; sont les racines n*“™ de 'unité, autres que 1, c’est-a-dire les racines
de I'équation

VX244 x+1=0 )
Or

1 # 2% 3% 4 o +nx"_'=d£x(] % e M)

d (I —f”)_px"“ —(n+ )x" +1

Tdx\ 1 —x — 107
Comme x}=1. 1+2x;+... +n~t=—"
Xj — 1
L
+
et ﬁ —_— L(nz l).“—_—l I
[Teg—1
En posant x; — | = y; les y; sont les racines de I'équation déduite
de (1) par la translation x =1 + y soit
G+ T+ + I+ .+ + 1)+ 1=0
soit Y lren 2+ ...ty +n=0
" YRR

donc l-:[ ="' e A= (=1) 3
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W 10. Résoudre le systéme différentiel
dx
-d—[—4x—3y+9z+l

dy
(8Y] a——3x+4}—9z+r

dz

a:—-3x+3y—82+r

dx 4 =3 9
(S) sécrit —— =AX +® avec A= | — 3 4 —9 et
dr =4 B =B

On trouve
dét(4 — Al) = — (A — 1A+ 2)

Les vecteurs propres associésa A =1 satisfont a
3Ix—3y+9%9z=0
I— 3Ix+3y—9z=0
—3x+3y—9z=0
soit Punique équation x —y +3z=0 d’ou deux vecteurs propres
w (1,1,0) u2(0,3,1).

Pour A = — 2 onlrouve us (1, — 1, — 1)

A est diagonalisable par la matrice de passage

1 0 L
P=11 3 —1
0 1 -1

et le systéme « diagonalisé » s'écrit :avec X = PX,
1 0 0 I Xy
(sl.] ‘;la.xri = (0 1 O)Xl + P_l (I) X = (y:
0 0 —2 t Zy
On calcule facilement

2 1 -3 2 -1 3
- d—]'{comP) (1—1 2)=(—| I -2;)
I -1 3 =% 1, =
1 2(1 + 0
- ()
' —(1+29)
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’

dx;
a +2(1+0
dy:
(S1) se décompose donc en = == 1+
le
x1 = ae' + xoft)
La méthode générale donne { y; = fe' + yol)

zy = ye~ > +-zoll)
ol xolt), yo(t), zo(t) sont des polynémes du premier degré calculables
par identification. On obtient
x1=ae' —21—4
[yn =pe +1+2
7y = e — ¢

Enfin, on revient & x, y, z, donc aux solutions de (S), par la relation

X X1
()-"(z)
z zy
x=o¢ +y*—31—4
qui nous donne y=(a+3p)e —pe?+21+2
z=Pf —ye ¥ +21+2

ot «, B, y sont les trois constantes d'intégration.

Remargque - on aurait pu éviter le calcul de P! en résolvant d’abord
le systéme «sans second membre» et en ajoutant aux valeurs trouvées
trois polynomes du premier degré x =at+b, y=ct+d, z=et + f,
calculés par identification dans (S).

B 11. Résoudre le systéme différentiel

dx
dt
5 | i
(B)] a-x—) z

dz

E:j'—zz

(S) est homogeéne ou «sans second membre ». Sa matrice associée est
la matrice B de I'exercice 2, elle est réductible a la matrice de Jordan.

-1 I 0
J = 0 -1 1
0 0 -1
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par la matrice de passage

Le systéme réduit s’écrit

dx 1
dr
d,
dr
dz,
dr

I

Bl=zi =y ; (2) s’écrit

e
(=T =
SNa—

— X1 + ¥

— M+ z

-

dy,

a Tyi=ve

-

ALGEBRE

(8))

(2)

(3)

yo=ue ' conduita uw' =7y wu=7y, donc y, =(y+ fle "

dX|

(1) s’écrit 7

xo = ve ' conduit a

=p+p v==0+p

Enfin ( )

2

e, B, 7 étant trois constantes.

M 12. Résoudre le systéme différentiel
dx
dr
dy
(S} Ef =
dz
dr
ou a, b, ¢ sont trois réels donnés.

+x1 =yt + Pe?

(}r2+ﬁr+ ) 2

0

x:[ltz +(B+Pr+(a+p+ }'}]e"
y =[112 + B+ P+ a+ﬁ]e"
z =(~§r’ + Bt + a)e“

ax + by + cz
cx + ay + bz

bx + ¢y + az

donne

On pourra utiliser I'exercice 9.
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Déterminer, sous forme réelle, la solution particulicre telle que

x(0) = W0) = z(0) = 1

a b ¢
La matrice de (S), 4 = (c a b) est une matrice circulante, ses
b ¢ a
valeurs propres, d’aprés 'exercice 9, sont
AM=a+b+cg réelle;
a=a+ b+ complexe;
M=a+bt+g=124

avec j = %53, racine cubique de I'unité. Un calcul direct serait également

possible. A est donc diagonalisable et ses sous-espaces propres, d'apres
010

I'exercice 9, sont ceux de K = (0 0 {l) x
1 0

Pour A1 =a+ b+ ¢, la valeur propre de K associée est 1, et les
vecteurs propres sont donnés par

—-x+y=0
—y+z=0
x—z=0

dot u; (1,1, 1)

Pour 1, = a+ bj + ¢j?, la valeur propre de K est j, on a donc
—jx+y=0
—jy+2z=0
x — jz=0

Un vecteur propre associé 4 A3 = 1 est le conjugué de us, soit
us (1, j% j). D'otl une matrice de passage

dou s (1, j, j).

I 1 1
P=11 j j
1 7 ¥
et le systéme réduit

d
4;?_ =(a+b+)xy
d ;
% =(a+bj + ) n
d .
o=@+ b+ g)n
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qui a pour solution générale

Xy = aeta‘fb-l'cll
=
2y = yelatbr e

TR
ﬂeta +hj+citn

d’ou
X = X1 + 1 + 21 = €@ [ae®tN 4 BebiteiN 4 gelbitten]
[}' =x +jyl +j221 = eu [ae(bl-:ll' +jﬂe(bj+cj\zll +j2.yelbjz+cjif]
z=x +jy + jz1 = € [ae(b-v-m +j2ﬁe(bj+tj’Il +jyelbi2+dii]
Dans le cas général nous n’expliciterons pas cette solution, qui sera
réelle si I'on prend « réel et ff, y complexes conjugués.
Les conditions initiales x(0) = y{0) = z(0) = 1 conduisent au sys-
téeme
a+pf+y=1
a+jp+ity=1
a+ B+ jy=1

Par addition on obtient o = % ilreste f+ 3= % iB + ity =§
ety Bz = e e e B
dou f= qb V==
x = -;-e‘“ [eﬂwm . zje{bjﬂjlu i ijelbﬁ +rfn]
1 e .
i) BHeh 9 2 (bjrein oy s b ek
y = e [ 2 j%e 2 je 1
z = _;_em [e(lﬂ-(]t =z e(bj+:j=|¢ = 7 equl+-cju]
Pour revenir a R, il faut remplacer j par
2n ._21:_—I+i|/§ 2 -I—-i]/g
COS—3—+ISII'I3 = 2—‘ Jj° par __,_2—
d’'ou
bj+rj2=—b;c+f|2/3-(b—f}
bi* + ¢j = —b—;—f—'z@(b—f)
Il sensuit un calcul assez long dont nous donnerons seulement le
résultat :
+e 3
x :.:I’_'e"' I:e‘“"' + 2 e '35 (cos lgj(b — o)t + ]/Ssin“lé(b - 0) f):l

y :%e‘"l:e(b+cﬂ' +2e b—;u—f(c(}s@{b — o)t — |/§sin L/z—s{b —¢) :)]

. 1 e‘,[e(b+rlr - 48...1‘%_5, oosl/s(b -0 !]

3 2
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B 13. Dans ce probléme, on envisage les différentes réductions possibles d'un
endomorphisme f d'un espace vectoriel de dimension 3 : matrice diago-
nale si possible; & défaut, matrice de Jordan. La diagonalisation étant assurée
lorsque f admet trois valeurs propres distinctes, nous envisagerons seule-
ment les deux autres cas et leurs subdivisions suivant le degré du polynéme
minimum de f.

1) f admet une valeur propre triple « : le polynéme minimum de f
est (f—alf, oo h=1, 2 ou 3. Etudier dans ces divers cas les
noyaux et images de f — af et de ses puissances, en déduire les formes
réduites de f.

2) Par des raisonnements analogues, étudier le cas ot f admet une
valeur propre double « et une valeur propre simple f.

1) a) k= 1: alors f = al, de matrice diagonale dans toute base.
Bh=2: (f—ad?=0, f#al
VieE (f—oa)[(f —au]=0, (f — of)ueker(f — a).

Posons, pour simplifier, dans tout ce qui suit ¢ = f —al. On a
donc
Img < ker¢ (N

Compte tenude dimIm ¢ + dimker¢ =3, ona
dimIme¢ =1, dimkerg =2

__Ilest donc possible de former une base de E avec deux vecteurs propres
uy, uz relatifs a la valeur propre o, et un troisiéme vecteur uz non propre :
cherchons a déterminer uj, uz, us tels que dans cette base la matrice
de f soit une matrice de Jordan.

1l faut pour cela  f(u3) = us + ous, SoOit @(uz) = ua.

Clest possible si u3 € Im . On choisira donc uz€lmg, u; ekerg,
avec u,. i; non colinéaires. Il existe alors us # 0 tel que @(u3) = uz
et comme us ¢ ker ¢, ui, uz, u3 forment une base de E.

a 0 0
Dans cette base, [ S'exprime par  J1 = (0 a 1.
0 0 o

AOk=3: (f—alP=0, (f —al)? #0.
On ne peut plus avoir dim ker ¢ =2 car f pourrait s'exprimer
a 0 a
sous la forme triangulaire T = (0 o b) qui conduit &
0 0 o
(T — al)> =0 donc ¢? = 0, ce qui est exclu.
Donc, nécessairement dim ker ¢, = 1 et on dispose, a un coeffi:

—_—  —

cient prés, d’un seul vecteur propre u,- Cherchons a déterminer uz, us
formant avec u; une base o f s'exprime par la matrice de Jordan
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a 1 0
Toi= (0 o 1
0 0 «
Ceci équivaut a

flw2) = ui + auz, f(u3) = uz + ous, (#)

donc @luz) = us, @us) =uz et parsuvite @*(u3) = u;

Cetle derniére relation signifie u; €Im ¢? donc ker ¢ < Im %
Or ¢* =0 montreque, YueE, go[qoz(u}] ﬁ donc Im @2 < ker ¢.
Comme dimker =1 etcomme Img? = {0} estimpossible puisque
@*#0, ona Img? =kerp et u; elmop’
. Ainsi 3 ug, indépendant de u;, tel que @*u3z) = u;. Soit alors
uz = @us), u2 nest pas colin¢aire a u3 qui n'est pas un vecteur propre
de f. Vérifions que uy, uz, uz ne sont pas liés : en effet

Ay + Jouz + Aauz = 0 = Ay @lus) + A2 o(uz) + A3 @(u3) = O
SOill].ﬁ + A.zl:; + 13:72. =0 et

o)+ As@uz) =0, 1.0 + Ay =0

Ilenrésulte Az =0, donc A; =0, donc A, =0.

uy, uz, u3 forment une base de E, satisfaisant aux relations (2). Dans

a 1 0O
cette base, [ s’exprime par la matrice J; = (0 o l) ;
00 o

2) Lorsque f admet une valeur propre double « et une valeur propre
simple f, son polynéme caractéristique est (x — «)* (x — ), son poly-
noéme minimum Q(x) peut étre (x — 2 (x—p) ou (x—a) (x—f)
Etudions ces deux cas.

a) O(x) = (x — a)(x — p).

Alors (f —al)(f — B)=0, et VYuekE

(f =) [(f = BH@)] =0
(f —=BN[(f — o @)] =0
Donc
Im(f — I < ker (f — o)
Im(f — al) = ker (f — BI)
Mais, f étant valeur propre simple, dimker (f — flI) =
Comme dim Im (f —al)=0 est excly, car on aurait f = al,

on a forcément dim Im (f — al) =1, dim ker (f — af) = 2. On sait
gqu'alors f est diagonalisable.

b) O(x) = (x — &) (x — p).
Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on obtient
Im (f — af)? < ker (f — BI) qui est de dimension 1
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donc Im (f — al)? = ker (f — BI) puisque (f — oaf)® # 0

De méme Im (f — BI) < ker (f — al)’. Comme ces deux sous-
espaces ont méme dimension 2,

Im (f — BI) = ker (f — al)?
Mais (f —ol)(f — p) #0 donc Im(f — af) & ker (f — BI)
Im(f — oaf) ¢ Im(f — al)?

Comme Im(f — al)? < Im(f — of)
ona Im(f — al)? # Im(f — af)
dimIm(f — af) > dimIm (f — al)? =1

Il sensuit dim Im (f — ad) = 2, dimker (f — /) <1 et comme o
est une valeur propre, dim ker (f — al) =

11 en résulte que f n’est pas diagonalisable. On peut choisir, d’'une seule
facon 2 des coefficients prés, deux vecteurs propres indépendants, u, uz
associés respectivement aux valeurs propres p et o, et chercher un troisiéme
vecteur us formant avec uy, u; une base ou f s'exprime par la matrice de

g 0 0
Jordan J; = {0 «o ])
0 0 «

Il faut pour cela f(u3) =uz + s, us existe si uz € Im (f — o)
Cest-a-dire si ker (f — of) « Im (f — «f). Vu les dimensions, il suffit
d’établir que ces deux sous-espaces ne sont pas supplémentaires, donc qu'’il
ex:s!e un vecteur u# non nul qui leur est commun (f — al)(u) =0 avec
u=(f- al)(v), veE, donc (f — al)? @) =0, veker(f — al)%
un tel vecteur peut étre choisi dans ker (f — af)® qui est de dimension
2, et n’appartenant pas a  ker (f — af) quiestde dimension 1, de sorte
que u # 0

Donc us existe. Tl reste 2 voir si uy, u2, u3 sont indépendants.

Aty + Aotz + Aguz = 0= 1 (f — al) (i) + A2 (f — o) (u2)

~ A —aD) =0
(f — o)u +22.0 + Jasuz =0

Or u, et u; sont indépendants, donc A3 = Oet 4y = 0 (car f — a # 0).

llenrésulte A, =0.
Dans la base (u,, uz, u3) ainsi constituée, [ s'exprime par la matrice

g 0 0
de Jordan J3=(0 o l).

0 0 «
En conclusion, les trois réductions les plus « achevées» que 'on peut
obtenir pour un endomorphisme de dimension 3 sont les suivantes :

a 0 0

. (0 B 0) matrice diagonale, ou a, f, y ne sont pas nécessai-
0 0 y

rement distincts.
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p 00

J= (0 o 1 ou on peut avoir « = f (forme commune de J,
0 0 «

et J3 dans la terminologie précédente).

a 1 0
J2= (0 o ])
0 0 «

Remarquons que cet exercice constitue aussi, en dimension 3, une
démonstration du théoréme que nous avons admis en fin de chapitre,
suivant lequel un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si
son polynéme minimum n'a que des racines simples.



CHAPITRE 9

FORMES QUADRATIQUES.
ESPACES EUCLIDIENS. ISOMETRIES

On limite souvent I'algébre linéaire proprement dit au contenu des
trois chapitres qui précédent. Dans ce chapitre et dans le suivant, nous
aborderons sommairement les structures plus riches que peuvent conférer
a un espace vectoriel sur R les notions de formes quadratiques et de pro-
duit scalaire, et 4 un espace vectoriel sur C celles de formes hermitiennes
et de produit scalaire hermitien. Plusieurs résultats seront admis sans
démonstration.

A. FORMES BILINEAIRES. FORMES QUADRATIQUES

1. Forme bilinéaire. Définition et représentation matricielle
a) Par définition, une forme bilinéaire d’'un espace vectoriel E sur
un corps K (R, habituellement), est une application ¢ de E x E dans K,
(4, v) = ¢ (u, v)
telle que, pour tout vecteur et pour tout scalaire,
@ (@i + uz, 1) = @ (u1, 0) + ¢ (uz, D)
@ (@, vi + 03) = @ @ v1) + @ (1, v2)
@ (Aii, ©) = @ (i, 4v) = g (u, ¥)
@ est donc linéaire a gauche et linéaire a droite.
b) Si E est de dimension finie n, rapporté i une base %4 = (ey, ..., én),
et si u, v sont, dans cette base, définis par les matrices-colonnes
X1 1
x=[% y =(7?

L]
i

Xn Vn
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la bilinéarité permet d’écrire
@ (H, 5) =@ (; X-‘Z1 zl:.\r'j;}) = Z_xfyjqo (e, E})
ij
@ est donc parfaitement définie si I'on se donne
¢ (e, €) = a; Vijl<i<nml<j<n)

c'est-a-dire la matrice carrée A = ( o @ s - )
On a donc

@ (U, V) = ) aixiy; = JS: ('i: ﬂiﬂfi) ¥i

ij 1=

c'est-a-dire

@ (u, v) ="'XAY

A est la matrice de ¢ dans la base 4.
Notons que I'on a également ¢ (u, v) = 'Y'AX.

Parexemplepour n =2, A4 = L= ;) on obtient

2

@ (U, 1) = (xi x2) G - ;) (i;)

=X1¥1 — X1}z + 2 x230 + 3 x2)2

¢) Soit P la matrice d’'un changement de base de E: X', Y’ et 4’
etant les matrices de ¢ dans la nouvelle base #4’, on a
X =/PX"; Y = PY’
@ (U, 0) ="'XAY = 'X"PAPY ="'X'A'Y’

1l en résulte que

A' ='PAP

(formule de changement de base pour une application bilinéaire).
Comme P et 'P sont réguliéres, 4 et A" ont méme rang, et le rang
commun a toutes les matrices représentant ¢ s'appelle le rang de ¢.
Remarquons qu’en général A’ et A ne sont pas semblables.

2. Forme bilinéaire symétrique, forme quadratique associée

On dit que la forme bilinéaire ¢ est symétrique si

Yu. o @ (v, u) = ¢(u, v)
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On appelle forme quadratique associée a ¢ I'application u — Q(u)
telle que

Q) = ¢ (i, u)
En dimension finie, et dans une base %, ¢ est symétrique si et seule-
ment si, Vi j, ¢ (e, e)= ¢@(e, e) doncsi A est symétrique.
La forme matricielle de Q dans une base est donc
Ou) = 'XAX
A étant une matrice symeétrique.

Un changement de base dans E s'effectue encore par la formule
A" ="'PAP.

X1
G X2
En explicitant X ={ on a donc
Xn
= n
Qu) =Y awxt +2 Y aipx;
1 1<i<jsn

On peut donc encore définir une forme quadratique comme une
application qui, a4 un vecteur de E, associe un polynéme homogéne de
degré 2 des coordonnées de ce vecteur. On vérifie aisément que la matrice

A de Q est celle des n formes linéaires % gg La bilinéarité permet
d’établir facilement les propriétés suivantes :
Vi eE, V Ascalaire Q(Au) = 22Q(u) )
Vu,vdeE
- = I -+ Bl . -+
¢ (u, 0) =5 [Q(u + v) — Q) — Q(v)] 2

La propriété (1) et le fait que I'application ¢ définie par (2) est
bilineaire caractérisent une forme quadratique.

Ceci est valable en dimension finie ou infinie.

En dimension finie n, le passage de ¢ a Q s'effectue évidemment en
écrivant y; = x;, V i; le passage de Q a ¢ s‘effectue, pratiquement,
par la régle (facile a vérifier en partant de (2)) dite du « dédoublement
des termes » : on remplace x? par xiyi

1
Xixj par = (xy; + xyi)
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La forme bilinéaire symétrique ¢ associée a Q est souvent appelée
forme polaire de Q.

3. Orthogonalité par rapport & une forme quadratique

a) Q étant une forme quadratique de E, ¢ sa forme polaire, deux

vecteurs u, v de E sont dits orthogonaux (ou conjugues) par rapport
aQsi ¢(u,v)=0; onnote ul? (ouv Lu)

F étant un sous-espace de E, on appelle orthogonal de F, et on note
F*, I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de F.
Ainsi

veFte @ v)=0. YueF

11 faut et il suffit pour cela que © soit orthogonal a chacun des vec-

teurs d’une base de F.

La bilinéarité de ¢ montre que
o@t)=0=¢ (W, i) =0 donc veF'= lveF’
o@v) =0 et @@ v:)=0=¢(u,v + 1) =0
donc neF . e F*=0v; + v, € F*
F *est donc un sous-espace vectoriel de E.

b) On appelle noyau de la forme quadratique @, de forme polaire ¢,
I'ensemble des vecteurs v de E tels que ¢(u, v)=0 V ueE. Le
noyau n'est donc autre que E .

Une forme quadratique est dite non dégénérée si et seulement si son
noyau est réduit au vecteur nul.

On démontre, et nous admettrons, que pour une forme quadratique
non dégénérée d'un espace E de dimension finie n, on a

dimF + dim F' = n (FY' = F
Cependant, en général, F et F ' ne sont pas supplémentaires.

4. Base orthogonale. Diagonalisation. Décomposition en carrés

Dans ce qui suit, le corps K associ¢ a E est R.

a) E étant un espace vectoriel de dimension n, Q une forme quadra-

tique de E, de forme polaire @, une base (€7, e,)de E est orthogonale
par rapport a Q si. pour
i#j ¢(ei, e)=0

Nous admettrons I'existence d’une telle base.
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»n
Dans une telle base, la matrice de Q est diagonale, et Y =| :
Yn
étant la matrice d’un vecteur u, ona Q(u) = Z oy,

Le rang de Q est égal a celui de la matrice

o 0\ Q
N0
(S

donc au nombre r d’éléments non nuls parmi les ;.

On dit que la connaissance d’une base orthogonale permet de diago-
naliser la forme quadratique Q. Elle permet aussi de la décomposer « en
carrés », plus précisément de Iexprimer sous forme d’'une somme alge-
brique de carrés de formes linéaires, indépendantes*, des coordonnées
de u dans une base quelconque. Si A est la matrice de Q dans cette base
et A’ la matrice diag (o1, a2, ..., o), On sait que A" n’est pas semblable
a A, les o; ne sont donc pas les valeurs propres de ¢ (sauf exception), et
diagonaliser Q ne signifie pas diagonaliser A. Cependant nous verrons
ultérieurement que la diagonalisation de A conduit & un cas particulier
de la diagonalisation de Q.

b) Réciproquement, si on peut trouver une base de E dans laquelle
Q(u) peut s’exprimer sous la forme Z ay? ou les y; sont des formes

linéaires, indépendantes, des coordonnees x;de u dans la base canomque,
la base ol est ainsi exprimée Q est une base orthogonale (fi, f2, - - ., /)

puisque ¢ (fi, f;) = 0 pouri # j.
r étant le rang de ¢, les o; sont tous non nuls et on peut les supposer
ordonnés de telle sorte que

CI])O,D.'2>0,..-,(IP>01 Op+1 <0.ap+2<0‘.-uar<0
avec Il <p<r<n

En posant iyi=2zi si >0, —oyi=12z si o <0, on
adonc

Qu=z2+22+ ... +z2-22,, — 22— ... = 2} (3)

* Indépendantes, car les y; sexpriment au moyen des « anciennes »
coordonnées x; par la matrice réguliere P!, inverse de la matrice de
changement de base.
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L’expression (3), dont I'existence est assurée par celle d’une base
orthogonale dans E, ou les z; sont r formes linéaires des x;, indépendantes,
est une décomposition en carrés de Q. On démontre, et nous I'admettrons,
que les diverses décompositions en carrés de Q font apparaitre le méme
nombre de signes + et le méme nombre de signes —, autrement dit p es!
un entier attaché¢ a la forme quadratique Q : on dit que Q est une forme
quadratique de signature (p, r — p), ou encore de type (p, r — p).

Ce résultat est connu sous le nom de « loi d’inertie de Sylvester ».

Lorsque p = r, Q est une forme quadratique positive.

Lorsque p = r = n, Q est une forme quadratique définie positive :

Q) =0, Vu. Qu)=0<u=0
On définit de méme une forme négative, une forme définie négative.

¢) Nous allons établir un procédé algébrique de décomposition er
carrés d’'une forme quadratique exprimée comme polynéme homogéne
du second degré Q(xi, X2, ..., xn). Pour n=1, Iexistence d’une
telle décomposition est évidente.

Raisonnons par récurrence et supposons que toute forme quadratique
de n — 1 variables est décomposable en carrés de formes linéaires inde
pendantes.

— Si Q contient un terme en x?, on peut écrire (avec oy # 0)
O (X1, X2, 2oy Xn) = 0uXT + 2 %1 f (X2, X3, ..., Xn) + R(x2, X3, ..., Xp)
ou f est une forme linéaire et R une forme quadratique. Donc
2 2 2
Q={11(X1 +£) —£+R=GI(X1 +£!Ll) + S
ou S est une forme quadratique des variables x, .. ., Xa

S est décomposable en carrés de formes linéaires indépendantes, e

x1 + rxi est indépendante de celles-ci puisqu’elles ne contiennent pa:
1
x1. La propriété envisagée est donc vraie pour n variables.
— Si Q ne contient pas x3, on peut écrire, avec a # 0,
Q =axix2 + x1f (X3, Xay .., Xn) + X29 (X3, - .., Xn) + T (X3 ..., Xn)
ou f et g sont des formes linéaires et T une forme quadratique.

Donc

Q:a[(xl A)(n + !)_Lf]+ T
a a a
=;;[(x, oo+ f_tg) - ( — x +Q~:i)] 7L
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T - £ 9 étant une forme quadratique a n — 2 variables, le lecteur

achévera facilement la démonstration.
Cette méthode, connue sous le nom de méthode de Gauss, est en géné-

ral d’application simple.

Exemple.
Olx.y.z.1

XX+ +402 +2xy—4xt+2yz—4u
=x242(-20x+ 2 +4% +2yz — 4z
=x+y—2100 —( 20 +y2 +42 +2yz— 4z
=(x+y—20 +2yz+4yt—4z
=x+y-20"+2[(y —20(z+ 20 + 417

| 1
=(x+y-—22 +-2-(y+z)2—~i(y—z—-4r)2+8fz

On a donc affaire 4 une forme quadratique de rang 4, de signature (3, 1).

La matrice P telle que

%4 y— 2 & 110 -2
y+z - o 4101 1 0
gog—dn ™ T L et BTU=R g 1 =1 =
1 t 00 0 1

est une matrice de changement de base permettant la diagonalisation de Q.

La matrice de  dans la base canonique etant celle de

120 120

2ax 72 &

soit
1 1 0 -2
1 1 1 0
A —
0 1 0 -2
-2 0 -2 4
on pourra vérifier que
1 0 0 0
1
e 1% 3 0 ®
1
0 0 —— 0
2
0 0 0 8



266 ALGEBRE

B. ESPACE EUCLIDIEN

1. Définition d’un espace euclidien. Produit scalaire
Soit E un espace vectoriel sur lequel on peut choisir une forme quadra-
tique définie positive 0, de forme bilinéaire associée ¢. Le nombre rcel

@ (u, v) sappelle produit scalaire des deux vecteurs u, v, associé a Q,
et se note

—

(u|v) ou <urov>

ou plus simplement dans les cas usuels u. v («u scalaire v »).
L'espace E muni d’'un produit scalaire s’appelle espace vectoriel

euclidien.

2. Norme associée a un produit scalaire. Espace normé

a) Q et ¢ étant choisies sur E, le «carré scalaire » (u Lu) est positif
ou nul. Sa racine carrée s'appelle norme de u, et se note | u |. Ainsi, par
définition

li | =Vala

D’apreés les propriétés des formes quadratiques définies positives,
| Au || =|4] [lull V 2 scalaire
et []§|[=0->E=6

Nous allons établir une autre propriété : par définition V 4, u, v,
Q@ + v)=¢ @ + Av,u + Av)
= @ (u, u) + A (0, 1) + Ao (i, v) + 12 (¥, v)
=ul2+2A@|v)+ 2 |v[*=0
le discriminant de ce trindbme est donc négatif ou nul, et nous avons
o — i 2] 512 <0

Donc @ || <|ul o] (4)

C’est Pinégalité de Schwarz (ou de Cauchy-Schwarz). On peut en
déduire
lu+ o ]* =
(
(

+v|u+ 1)
@) + (@] v) + 2 |2)
liy+ @ o)y +2a o) =ul+]|2]?

=R o=

<
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Donc i+ <ful+]7] ®)

C’est Pinégalité de Minkowski ou inégalité triangulaire.

Cette derniére dénomination évoque le fait que le produit scalaire
et la norme dans I'espace R} de la « géométrie vectorielle » ordinaire
sont des cas particuliers des notions générales précédentes et qu’alors (5)
exprime qu'un coté d’un triangle est inférieur ou égal a la somme des deux
autres.

b) D’une fagon générale, une norme sur un espace vectoriel E est une
application de E dans R* u — || u || satisfaisant aux trois conditions
suivantes

| 4| =14 Ju]
|ii]=0=ii~0
Ju+ol<ful+]7]

Un espace vectoriel muni d’une norme est un espace vectoriel normeé.
Notons encore quen analyse on appelle espace de Banach un espace
vectoriel normé « complet », c'est-a-dire sur lequel toute suite de Cauchy

(suiteﬂ:,tellcquc Ve>0 3JnoeN tel que
p?n;no:]lﬁ;—a][<s}

est convergente. R et C sont des espaces de Banach et I'¢tude classique de
la convergence d’une suite ou d’une série s’¢tend aux espaces de Banach.

3. Base orthonormée d’un espace euclidien. Procédé d’orthonormalisation
de Schmidt
a) Par définition, z et » sont orthogonaux si (« | ¥) = 0.

b) Rappelons qu'une forme quadratique définie positive, sur un espace
vectoriel E de dimension n, a pour rang n et pour signature (n, 0), elle peut
donc s’écrire dans une base # sous la forme

Qi) = 3 7

X1

on X = ( ) est la matrice de u dans 4.
Xn

La forme bilinéaire associée, d’aprés la régle du dédoublement des
termes, s’€crit

s B i
(p(u. v}-:Zx,-y,- ou Y= (i )
l 1
Vn
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est la matrice de . La base 4 étant constituée de (e, . . -, ex), de matrices

1 0
. 0 0
respectives ) PENER est telle que
] i
0 1
Vi#]j ¢lei,ej)=0
Vi ¢(e, &) =1
O définissant sur E le produit scalaire noté (u | ©). on a
(ei|e) =0 si i#]j | eif =1

Les vecteurs de base sont deux a deux orthogonaux et ont pour
norme 1, la base # est dite orthonormée (ou orthonormale). Les e; sont
des vecteurs unitaires. Relativement & une base orthonormée, la norme
et le produit scalaire s'écrivent

n
li)= 3

(Ei. | B) = ix,—y;

Ceci peut également sécrire u . v = ‘XY.
D’une fagon générale une famille de p vecteurs de E, non nuls et deux
4 deux orthogonaux, est nécessairement une famille libre; en effet

Srm =03 a@@=06  Vi=L2..p
i 1

Or ('u"lfl;}):() si i#j et (%lﬁ}):“;}“laé() donc 4; =0.

¢) Nous allons montrer qu'on peut construire, a partir d’une suite
finie ou non s, Uz, ..., Uy, ... de vecteurs indépendants de E (la dimen-
sion ici nétant pas nécessairement finie), une suite orthonormée

Us. U2, ..., Un ... Il suffit pour cela de construire une suite de vecteurs
Wi, Wz, ..., Wn ... deux a deux orthogonaux, la normalisation etant
s % g — W .. .
ensuite évidente en prenant v, = ——. Nous noterons ici, pour sim-

plifier, u . v le produit scalaire.
Prenons w; = ui et cherchons w; = u; + ow;.

w;.w, =0 donne la condition u;. wy + aw(> = 0 qui détermine
o puisque wy? # 0.

w1, w2 sont orthogonaux et indépendants.
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—

Cherchons ensuite w3 sous la forme w3 = u3 + fw; + yws.

Les relations w;.ws =0 et ws.ws =0 sécrivent
us . W+ Pw;2=0  quifournit B

us . w2 + yw,2 =0  quifournit y
w1, W2, w3 sont orthogonaux et non nuls, donc indépendants.

Une récurrence est alors immeédiate : si  wy, W2, ..., Wa—1 Ainsi
construits sont deux 4 deux orthogonaux et non nuls.
— —_ —t —t e
W= U, + Liw; + Aawa + ... + A 1Wn—1

peut étre déterminé comme orthogonal a Wi, W2, ..., Wn_1, par les rela-
tions wy.w: = uy.w; + Aw;2 =0 qui fournissent les 4; (i=1,2, ...,
n— 1)

La méthode précédente, qui justific en dimension finie I'existence
d’une base orthonormée et permet de la construire de proche en proche,
est connue sous le nom de procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Remurque importante.

La donnée d’une base orthonormée de l'espace E de dimension finie,
définit complétement le produit scalaire sur E, et confére ainsi a E une struc-
ture d’espace euclidien.

4. Changement de base orthonormée. Matrice orthogonale, endomorphisme
orthogonal

a) Soit B =(e1,es,....en) et #B =(fi, [z .., Ja) deuxbases
orthonormées de E. La matrice A de &' par rapport a # définit un endo-

morphisme ¢ tel que @(ei) = fi, i = 1,2, ..., n. Soit

ayy ... din
ﬂ:.l...(f:.m

Les vecteurs-colonnes de A sont unitaires et deux a deux orthogonaux,
donc la somme des carrés des é¢léments d’une colonne est égale a 1, et la
somme des produits deux a deux des ¢léments de deux colonnes distinctes,
somme de la forme ayia; + a2ia2; + ... + anan;  est nulle.

Il en résulte ‘A. A= I.

Ceci confirme que les f; constituent une base de E, puisque A est
inversible, et montre que A4 ' ='A.

Une telle matrice est dite orthogonale. Sa transposée est aussi ortho-
gonale. Par définition, on appelle matrice orthogonale toute matrice carrée
qui a pour inverse sa transposée. C'est la matrice d’'un changement de base
orthonormée, ou de I'endomorphisme ¢ appliquant une base orthonormée
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sur une autre base orthonormée (éventuellement, la méme, alors A4 =1
qui est bien une matrice orthogonale).

b) Etudions les propriétés de ¢ et de A.
Comme ¢(e) = fi

:p( xia’)= Sx7 i=Sa
ﬁo(iyia) = iyJ.-' D= ‘;y.- e

les deux bases étant orthonormées
n
@(u) . @(v) = Y xiyi,=u . v
1

L’application ¢ conserve donc le produit scalaire de deux vecteurs.
Elle conserve donc aussi la norme d’'un vecteur. On dit que ¢ est une iso-
meétrie. Ainsi, par définition, on appelle isométrie un endomorphisme qui
conserve le produit scalaire.

Un tel endormorphisme transformant une base orthonormée en base
orthonormee, sa matrice est orthogonale. _

Si A est une valeur propre de ¢, ¥ un vecteur propre associé a A,
olu) = u = | plu) || = |A|ﬂu | donc |u [ —|1||1u [ et |4|=L
Ceci est établi dans R, mais vaut également dans C en considérant pour u
et ¢(u) les « normes hermitiennes » (chap. suivant).

Ainsi toute valeur propre d’une isométrie a pour module 1.

On démontre. et nous admettrons qu'une isométrie (donc aussi une
matrice orthogonale) est diagonalisable sur C.

Enfin

4. A =1=(dét 42 = 1 dét A =

si A est orthogonale.

5. Notions sur les isométries d’un espace vectoriel réel de dimension finie

a) En géométrie, une isométrie est une transformation qui conserve
la distance de deux points quelconques, donc la norme d’un vecteur;
elle conserve donc aussi I'angle de deux vecteurs et leur produit scalaire.

Cette définition, on le voit, reste la méme dans un espace euclidien
de dimension quelconque, elle conduit 4 généraliser la notion d'angle
et 4 définir Pangle 6 de deux vecteurs u et v par la formule

- -
0 = Arccos

lafiol
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b) A tout sous-espace de E, soit F, on peut associer un orthogonal
et un seul de F, qui est I'un des sous-espaces supplémentaires de F, noté F %
On peut compléter une base orthonormée de F par une base orthonormée
de F*' et former ainsi une base orthonormée de E. Le projecteur de E
sur F parallélement a F' est appelé projecteur orthogonal de E sur F.

La décomposition unique u =u; +u;, w €F, weF*' fait
apparaitre les projections orthogonales u; et u de u sur Fet F*.On a

i = = P2 )
or u; .us =0 doule théoréme de Pythagore:

N | = s |* + Juz|?

o u,. u; sont les projections orthogonales de u sur deux sous-espaces
orthogonaux de E.

¢) En généralisant encore des propriétés de géométrie élémentaire,
et en utilisant les noEtions qui précédent, considérons I'endomorphisme
@ tel que @(u)=u; —uz Cest-a-dire ¢ =p—¢q, p étant le pro-
jecteur orthogonal sur F et ¢ le projecteur orthogonal sur §

Comme p+ g=1 onaaussi

p=2p—1 @*=4p>—4p+1=1
¢ est un endomorphisme involutif. Comme
olur) = ui, Yui eF,

et @uz) = —uz, VuwzeF
@ a pour valeurs propres | et — |, pour sous-espaces propres Fet F',
supplémentaires, et si dim F = r (rang de p), sa matrice dans une
base orthonormée de E, union de bases orthonormées de F et F', est

| L O T 0
"\..\ i
0 1. ™ :
E T e :
1 -~ - 1
1 ‘h“ "'\ 1
o = N Boon v mwas b e i
] S ~ H
! 0 N :
1 - T '
e W
: =40
0 -0 0 =1
¥ n—r
colonnes colonnes

¢ est, par définition, la symétrie orthogonale par rapport a F.

C'est, pour des raisons évidentes et aussi par définition (A4 étant
orthogonale et étant la matrice de ¢ dans une base orthonormée). une
isométrie. Son déterminant est (— 1)" ", donc | si F' est de dimension
paire, — 1 si F* est de dimension impaire.



272 ALGEBRE

Réciproquement une isométrie qui a pour seules valeurs propres 1
et — 1, étant diagonalisable, a pour polynéme minimum A% — 1, est
involutive et il est facile de I'identifier 3 une symétrie orthogonale par
rapport au sous-espace de ses vecteurs invariants.

d) Une isométric ¢ admettant une valeur propre complexe e,
0 # kn, admet aussi la valeur propre conjuguée e, et est réductible
a la forme diagonale

1 0______ 00__00____ _____§ 0
TR ] i 1 ] '
0 1. ~>_ 1. i i
5 T P ;
[ s =] 0'\\ [ :
] ] . \\' 1 \
A = : : (I}\:‘l\‘\‘ 0'\.\: :
Lo t0s e s ;
I N
! : k ' i\\\ _'9\ ~ 1
- B T
-~ i 1

b b Yo% N

0 0_____ 0 0___.0-_______ 0 o

r n—r—2s 2s

colonnes colonnes colonnes

Le déterminant de ¢ est encore (— 1)" "

Dans les 2 s derniéres colonnes, on peut, moyennant un changement

de base dans chacun des plans tels que (u1, u;) ou u; et u; sont des
vecteurs propres complexes unitaires relatifs aux valeurs propres !
et e 1 remplacer la sous-matrice

¢ 0 . R = cos 6 — sin 6,
0 e pa '~ \sin 6, cos 6,

qui est la matrice d’une rotation de I'angle 6, dans ce plan.

On arrive ainsi a la forme canonique la plus générale, sous forme
réelle, d’'une isométrie
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ou R3, Rs, ..., R, ont méme forme que R;.

Nous appellerons isométrie directe une isométrie de déterminant
égal a 1, isométrie indirecte une isomiétrie de déterminant égal a — 1.
On démontre, et nous admettrons, que toute isométrie de dimension n
est un produit de symétries en nombre au plus égal a n.

D’autre part, il est immédiat de vérifier que I'ensemble des isométries
de E constitue un groupe, dont I'ensemble des isométries directes est un
sous-groupe.

6. Isométries de R? et R?

a) Dans R?, rapporté a une base orthonormée (i, j), les formes
canoniques d’une isométrie ¢ sont les suivantes :

1 0 ol Y o g g
(0 1):! identité; ( 0 —l)_ I; ici h=24=+1

((1) ?) symétrie par rapport i la droite D de base 7; ici 71 = I,
— Az =—1

cosf —sinby . ation dangle 0; ici A =€% l=e"
sin 0 cos 0

Cette rotation est le produit de deux symeétries, par rapport a une
droite quelconque D et par rapport a la droite D’ qui s'en deduit par

rotation de g

b) Dans R, rapporté 4 une base orthonormée 7, j, k, et en admet-
tant pour 6 les valeurs possibles 0 et 7, les formes réduites sont les sui-
vantes :

cos) —sinf 0
M, = |sinf cos 0 0) isométrie directe

0 0 1

c’est une rotation d’angle 6 autour de I'axe de vecteur unitaire k;

cosf) —sinf 0
M, = (sin 6 cos 6 0) isométrie indirecte
0 0 — 1

Cest le produit, commutatif, de la rotation (K. 6) et de la symétrie par
rapport au plan (7, j). Tout ceci concerne en principe les espaces vec-
toriels mais s’adapte facilement aux espaces affines : dans ce dernier cas,
isométrie directe a une droite invariante point par point, son axe, tandis
que lisométrie indirecte a seulement un point invariant, commun a I'axe
de rotation et au plan de symétrie.
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Il est important, pratiquement, de déterminer I'axe et I'angle d’une
rotation définie dans R*, par une matrice A, de déterminant égal a 1,
dans une base orthonormée quelconque. Le support de I'axe est 'ensem-

%
ble des vecteurs (ou des points) invariants, défini par A ( y) =1y

z z

L’angle # de rotation est connu, au signe prés, par Pinvariance de la
trace dans un changement de base : 1 + 2 cos 0 = tr A = ¢, qui fournit
cos 0. Le sens de I’axe peut é&tre obtenu en cherchant le transformé d’un
vecteur u perpendiculaire a I'axe, ce sens est celui de 1 A @(u), et la rota-

tion a pour angle 6 = Arc cos - ;~
7. Réduction d’une matrice symétrique réelle. Application aux formes
quadratiques

a) Soit E un espace vectoriel euclidien, rapporté a une base ortho-
normée (€1, €2, .. ., €). Soit Q une forme quadratique de E, de matrice 4
(symétrique). Soit (p endomorphisme de matrice A, u un vecteur propre
de ¢, relatif a la valeur propre 4, X la matrice-colonne de u dans la base
(@1 &): . .

o(u) = lu < AX = X
On démontre 2 I'aide du produit scalaire hermitien (chap. suivant) que
A est réelle et que X I'est également.

Ainsi une matrice symétrique réelle n’a que des valeurs propres réelles.

En outre, on démontre aussi, et nous admettrons, que pour toute
matrice symétrigue réelle il existe une base orthonormée de vecteurs pro-
pres : une telle matrice est donc diagonalisable dans R.

b) Soit D une matrice diagonale exprimant ¢ dans une base propre
orthonormée,ona A = PDP™', P étant une matrice orthogonale, et
X = PY donc Q(u) ='XAX ='Y'PPDP 'X.

Or P=P 1 et P'X=Y donc Qu)="'YDY.

Diagonalisant A4, on a donc aussi diagonalisé Q; alors que, rappelons-
le, dlagonahser une forme quadratique ne signifie pas forcément diagona-

liser sa matrice. Si yi1, Y2, ..., yn sont les coordonnées de u dans la base
propre utilisée, et Ay, A2, ..., 4, les valeurs propres correspondantes
de A,on a

o) = iziy.-’

Le rang de Q est égal au nombre de valeurs propres non nulles, et la
signature de Q est (p, r — p), p étant le nombre de valeurs propres stricte-
ment positives. On voit que la diagonalisation de A fournit pour Q une
décomposition en carrés particuliére, et qu'une décomposition en carrés
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quelconque de Q fournit pour A la répartition des signes des valeurs
propres:

8. Réduction des coniques et quadriques a centres

L’étude compléte de la réduction d’une conique ou d’une quadrique

peut étre entreprise en partant de I'équation vectorielle

Q) + f(u) + k=0

ot u =OM, M étant le point générique de I'ensemble envisagé, O
I'origine, Q une forme quadratique et f une forme linéaire. Dans un souci
de briéveté, nous nous bornerons ici aux coniques ou quadriques a centres
en partant d’une équation de la forme Q(u) =1 (le cas ou il n’y a pas
de terme constant conduirait & deux droites dans R?, 4 un cdne ou a deux
plans dans R?, et ne pose pas de probléme). O est alors centre de symétrie,
puisque Q(— u) = Qu).

a) Soit, dans R?, la conique d’équation QO(u) = 1. On sait diago-
naliser Q sur une base propre orthonormée et écrire I'équation sous la
forme

x? + )»2}‘3 = |
A1 et 1, étant les valeurs propres de la matrice Q, et la discussion est
immédiate :
A >0, >0: ellipse
21 et 2, de signes contraires : hyperbole
Ay <0, 22 <0: aucun point réel
J1 ou 22 nul, Pautre étant positif : deux droites paralléles

b) Soit, dans R?, la quadrique d’équation Q(u)= 1. Si on sait
calculer effectivement les trois valeurs propres de la matrice A de @, on
peut diagonaliser Q sur une base propre orthonormée, I'équation s’écrit
alors

x?t + Azyz + 1322 = 1 (6)

Méme si on ne sait pas calculer 4y, 22, A3, on connait leurs signes
par la signature de Q, et une décomposition en carrés de Q donne une
équation de la forme (6) ou le repére n'est pas orthonormé et ou les 4;
ne sont pas les valeurs propres.

Dans tous les cas on peut discuter la nature de la quadrique (en suppo-
sant A; = 4; = 13)

A1, A2, A3 positifs signature (3, 0) : ellipsoide

A1, A2, positifs, A3 négatif signature (2, 1) : hyperboloide & une nappe
1 positif, A, et 23 négatifs  signature (1, 2) : hyperboloide a deux nappes
21 >0,4;>024;=0 signature (2, 0) : cylindre elliptique
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1 >012=043<0 signature (1, 1) : cylindre hyperbolique
M>022=2:=0 signature (1, 0) : deux plans paralléles

Les autres cas donnent des surfaces sans point réel.

9. Produit mixte et produit vectoriel dans un espace euclidien de dimension n
En généralisant les notions de IR31 nous appellerons, en dimension n :

a) produit mixte de n vecteurs u1, uz, ..., U, leur déterminant dans
un repére orthonormé : on le note (u1, Uz, ..., u,.)
b) prodult vectoriel de n — 1 vecteurs ui, Uz, ..., Un—1 le vecteur
unique v tel que, pour tout vecteur w
(‘_':’.E_]‘.IE, i oanavesoy Bl 1)= lr_;’i;
Onlenote: © =1us AUz A ... A Un-1-

Ses coordonnées sont les cofacteurs des éléments de la premiére
colonne d’'un déterminant oﬁ les n—1 oolonnes suivantes sont consti-
tuées par les coordonnées de U1, Uz, - .., Un_1, dans un repére orthonormé
direct (c’est-a-dire de produit mixte égal a 1).

Résumé du chapitre 9
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EXERCICES

B 1. Décomposer en carrés la forme quadratique
O)=0(x.yv.200=x2+y* +22 -2 —2xy+ 2xz— 2xt
+ 2yz—4yr

LLa méthode de Gauss donne
s z 2 z 2
Q(u]:(x—y+z—r]2—3(r+y—§) +3(y+§)

La forme est de rang 3, sa signature est (2, 1).

B 2. Montrer que I'application (P, Q) —» I : P(x) Q(x)e * dx = (P| Q) défi-
(]

nit un produit scalaire sur I'espace vectoriel des polynémes a une variable.
Trouver une base orthonormée du sous-espace constitué par les poly-
nomes de degré inférieur ou égal 4 2.
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a) L'intégrale ci-dessus est convergente quels que soient les polynémes
" 1 —_—
P et Q, car pour x infini | P(x) Q(x)e *| ~ ax"e > < 2 L’application

est donc définie.
Cest bien une forme bilinéaire symétrique car, I'intégration étant
linéaire,
(Py+ P2|Q) = (P | Q) + (P2| Q)
(P]|Q1 + Q)= (P| Q1) + (P|Q2)
(1P| Q) = (P|2Q) = 2(P| Q)
et de plus PlO=@|P)

+ o

En outre (P|P}=I Pix)e *dx >0 Y P £0Q
4]
On a donc bien affaire a un produit scalaire.

b) Appliquons la méthode d’orthonormalisation de Schmidt en par-
tant de la base canonmique Po =1, P, =x, P; =x2 et cherchant
une base Qo, 1, (32 constituée de polynémes deux a deux orthogonaux,
que I'on pourra facilement normer.

Prenons Qo = Py etcherchonsatelque Q1 =P, + aPo=x 4+«
on veut

+o

Qo] 01) = J‘ (x + a)e *dx =0

0

soit
+ o
[—(x+a)e™]g™ + I e *dx =0
L1}
dout ¢+ 1=0, a=—-1, @1 =x— 1.
Cherchons Q; = P2+ fi0; + 700 on veut

{Q2|QGJ=(P2|Q0}+;6{Q! |QO] + }"QulQol‘——O

Or (Q1]Qo) =0 donc
I x’e ‘dx—i-yJ‘ e *dx=0
(] (1]

[—x% ]« + j 2xe *dx + y=0

o
+a
2[—xe"‘]3”"+2j e *dx +y=0 y=—2
0

On veut aussi
Q2| Q1) = (P2| Q1) + B(Q1| Q1) + y(Qa| Q1) =0

donc

j Tl — e ¥ + ﬁJ‘ T —IPerdx = 0
[i] Li]
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De nouvelles intégrations par parties nous donnent f = — 4, d’ou
Qr=x*—4x—2

Nous avons une base orthogonale, il reste 4 la normer en prenant

O«
U = 722, k=0,1,2
fled
Calculons
lQol2=| e*dx=1 il vient Uo = Qo = Po = 1
Jo
loi2=] x-1terdx=1 il vient U;=Qy=x— I
Jo
2 ohx =3
2|2 = 2 _dx = PPl OB U= e E
e i (x x—20e a7 o

La base orthonormée obtenue est donc
L o, EoAx—2
| o217

MW 3. Dans R® supposé rapporté¢ 4 une base orthonormeée, déterminer la projec-
tion orthogonale du vecteur u (2, 3, — 1, — 4) sur le plan défini par les
vecteurs a (2.1, — 1, 1), b (3. 1, 1, 0).

1l suffit decnre U= om + Bb + v, v étant le vecteur (x, y, z, 1)
et dexprimer a.v =b.v =0 on obtient un systéme de 6 équations
a 6 inconnues dans lequel on élimine x, y, z, , d'otl un systéme de Cramer

4

ar’ = 2% et la projection demandée est

en o, f. On trouve o= —

w=oaa + pb = ZII (88, 28, 36, — 4)

B 4. Comparer une matrice orthogonale a sa comatrice.

I
: : A
A, orthogonale, est inversibleet A4 ! = i!o'rlnA ='A or détA=+1
é
donc comAd = A4 si A est orthogonale directe,

comA=—A4 si A est orthogonale indirecte.



282 ALGEBRE

B 5. Caractériser, dans un espace euclidien de dimension n. I'endomorphisme ¢
défini dans une base orthonormée par la matrice

U...’(J I
M= 0 ”4’
170...0

Réponse : @ est une isomelric car M est orthogonale.

A=detM=(—1)"""" -1 si n=2 ou n=3 (mod.4)
(isométrie directe).

A=—1 st n=0 ou n=1 (mod 4) (1sométrie indirecte).

De plus M? = I, les valeurs propres sont | et — I. Leurs ordres

de multiplicité sont les dimensions des sous-espaces propres associés,
puisque ¢ est diagonalisable. Le lecteur achévera facilement cette dis-
cussion.

M 6. E étant un espace vectoriel de dimension linie n, de base %, démontrer que
NGi) =Y |xi| et (xi, X2, ..., x») sont les coordonnées de u. définit
1

une norme sur E.

11 suffit de vérifier
N{Au] ] A | N(i)
N(l:)-O:l: =0
N(u + 1) < N(u) + N(v)
ce qui est immédiat ici.

g

B 7. Soit.# I'ensemble des matrices carrées réelles d'ordren, A = ( codlij o )
une de ces matrices. i
a) Montrer que N(A) = sup | a;;| définit une norme sur 4.

b) Etablir une inégalité liant N(AB). N(A), N(B).

] A
¢) Montrer que la série ) 5 (ou A% = I) est convergente. Elle
[#] -

définit  exp A.

+m
d) En admettant pour le produit de deux séries de matrices ) U,
1]

+ 2 +n
et ); V, supposées convergentes en normes (c'est-a-dire )(: N(U,)
}
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B 8

+ o
et ) N(V,) convergentes), la méme loi de formation que pour le pro-
o0

duit de deux séries A termes réels absolument convergentes, démontrer que
‘A= — A=-expA est orthogonale.

Réponse :
a) Veérification immédiate des trois conditions rappelées dans I'exer-
cice 6.

b) N(AB) < n N(A) N(B).
st i
¢) N(AP) < P~ ' [N(A)]? chaque terme de la matrice m est majoré
en module par le terme général de la série convergente
& o [N
y £l
p=-0 P
donc exp A existe.
d) (exp A) (exp'A) = (exp A) [exp(— A)] = exp0 =1
(se demontre par la méme méthode que €' ¢ = €71772),
Or exp'Ad =‘(exp A) "donc ‘(exp A) = (exp A) ' et exp A est
orthogonale,

a) Etudier le rang d’une forme quadratique produit de deux formes linéaires
sur un espace vectoriel E de dimension n.

b) A et B étant deux matrices-colonnes réelles a4 n éléments, étudier
le rang de la matrice C = A.'B + B.'A.

a) Qi) = @lu) Ylu) =3'[<o{ii} + i) — ; [o(i) — y(u)]?

estderang2 si ¢ et i sont indépendantes,
de rang | si elles sont dépendantes non nulles,
de rang 0 si ¢ ou ¢ est nulle.

b) C est symétrique et on vérifie qu'elle est la matrice d’une forme
quadratique du type précédent, qui a méme rang que C. Donc C est de
rang 2 si A et B sont indépendantes, de rang | si elles sont dépendantes
non nulles, de rang O si 'une est nulle.

. Soit, dans un espace vectoriel euclidien rapporté a une base orthonormeée

(€1, . ... €,), ol un vecteur u a pour coordonnées X, Xz, . .., X, la forme
quadratique

o) = Y ta—x)

1<i<j=n
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Déterminer pour Q une base orthonormeée de vecteurs propres

Q a pour matrice

n—1 —1 -1

(agi=n— lia; = — Isii#])

'

i

'

~ a :
“

-~ ~

]
[
) P
1] o N »
. . l
X —
L}
b ~
i [

—— T

dont le polynome caractéristique est  (— If* 2 (2 — ny"™ .
Ies valeurs propres sont

Ay = 0, de sous-espace associé E; (x; = x; = ... = x,. de dimension 1.

Az = n. de sous-espace associé E, (): Xi = {}). de dimension n — L.
|

On a E; L E,. une base propre orthonormée est constituce de
i 1 1 1 X B .
T el d'une base orthonormée de E;: elle-méme
l/}_r l n l/;
formée des n — | vecteurs

: | k
Uy, + X, = Xz = =X = —— . Xpeap = — _
“(‘ ’ Tk nt T pkk+ D

Xp+2 = = Xp = 0)
avec k=12 ....n— L

Si ¥ va. . ... vesont les coordonnées de u dans cette base, Q s'exprime
par

Qu)=nY yi
2

le rang de Q est n — I, sa signature est (n — 1. 0).

W 10. Déterminer les axes et I'équation réduite de la quadrique définie dans R,
par rapport 4 un repére orthonormé, par I'equation

2+ 4+ +dxy +4xz—4y:-3=0
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Si on écrit cette équation sous la forme Q(x, y, z) = 3, la matrice

de Q est celle des formes linéaires % %8-;- %%% %—?—, soit
1 2 2
A=12 1 -2
2 -2 1
ses valeurs propressont A, = A, =3, 1; = — 3.

On peut prendre pour base propre orthonormeée directe

;;(_'_, 1 ‘0) & (L L 2) 5;( ey _ske .. _'_)

V2'v2t) T \Ve Ve Ve T\/ET /3 /3

Dans cette base, I'origine étant conservée, I'équation réduite est
X2 Y —=2Z%=)

la quadrique est un hyperboloide de révolution a une nappe, ses axes sont
00X, 0Y, OZ de vecteurs unitaires uy, u2, Uz.

W 11. Montrer que l'aire d'une ellipse et le volume d’'un ellipsoide peuvent étre
calculés sans réduction de I'équation, en utilisant dans un repére ortho-
normé I'équation donnée sous la forme Q{ﬁ )=1 o0 Q est une forme
quadratique a 2 ou 3 variables. Application numeérique :

X243y 4+ 1022 +2xy—2xz—10yz=1

2 3
Laire de lellipse d'équation :f-z e i—,— —1 et S=nab.
2 Z .2
Le volume de l'ellipsoide d'équation gt toa= 1 est
4
V= 37 abe
Q(u) = 1 représente une ellipse ou un ellipsoide si Q est délinie posi-

tive, I'équation réduite est
f_.|Xz + 4:.2_].-‘2 =1

ou Aix® Fdsy? S Bt =1
les J; ¢tant les valeurs propres, qu'il n'est pas nécessaire de calculer; on aura
n 4 n
S= = V== —.
/A 3)/A

A étant le déterminant de la matrice A de Q.
Dans Papplication numérique, il suffit de décomposer en carrés la
forme quadratique, par exemple sous la forme
(x+y—zP +2(—22" + 22
ce qui montre qu'il s"agit bien d’un ellipsoide, et de calculer son déterminant.
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21:]/5

Le volumeest V = 3

B 12. Calculer, le repére étant orthonormé et en supposant b? — ac < 0,

I'intégrale double
I = j‘J‘ e—w:-‘—lbxy—c}-? dxdy
H?

Par changement de repére orthonormé et passage en coordonnées
polaires, on obtient

IO e
Vi - 2
o 2 1 -2
B 13. Etablir que la matrice M = 3 2 2 —1 ) est celle d’une rota-
1 -2 =2

tion, dont on déterminera I'angle et Paxe.

M est orthogonale et son déterminant vaut 1. elle définit bien une rota-
tion K. Son angle  est donné¢  par

2 5
| 2 0=t = — =, = e
+ 2 cos rM 3 cos 3

5
Prenons € = Arccos| — 6) soit @ ~ 146,44°.

L'axe de rotation, au sens pres, est la droite ensemble des vecteurs
invariants par R, sa base est wu (I, 3, — 1). Le sens de 'axe est celui du
vecteur © A R(r), ou v est un vecteur orthogonal a u, par exemple

¢ (3. — 1. 0). On obtient ¢ A R{El-:i{-( 5 —5i g) Paxe D a

—=
donc pour vecteur directeur — u.

B 14. Montrer que si 4 est une matrice orthogonale n"admettant pas — | pour
valeur propre, la relation A = (I + B) ' (I — B) définil une matrice B
antisymetrique.

11 suffit de résoudre la relation par rapport a B et de vérifier ‘B = — B.

On aura a établir que 1 — A4 et (I + A) ' commutent, ce qui est
facileenecrivant [ — A =21 — (I + A).
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W 15.4 b, ¢, d étant quatre reels tels que a? + b? + ¢® + d*> = 1, réduire
dans un espace euclidien de dimension 4 'endomorphisme ¢ de matrice

a —b —¢ —d

b a d — ¢
M= ¢ —d a b
d c —b a

¢ est une isométrie directe. Ses valeurs propres sont données par
det(M — A =[a— A +b+2+d) =0
soit deux valeurs propres doubles complexes
h=a+ifEFEFE  h=a- iR T ETE

Enposant a=cosf, |/b* +c* + d? =sin @, ¢ est diagonalisable
dans une base (u,, u3, ua, ts)

é? 0 0 0
0 % 0 0
b= 0 0 €% 0

0 0 0 %

et par changement de base dans chacun des sous-espaces (i1, 1) et (i3, uz),
¢ peut aussi étre défini par la matrice

cosl — sin@ 0 0
= sin @8 cosd 0 0
o 0 0 cosfl —sind

0 0 sin § cosf
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CHAPITRE 10

FORCES HERMITIENNES.
MATRICES HERMITIENNES

Dans ce chapitre, nous introduisons briévement des notions compa-
rables a celles du chapitre précédent, mais en raisonnant cette fois systéma-
tiquement dans un espace vectoriel sur C : les matrices considérées seront,
sauf exception, 4 éléments complexes. Ce chapitre étant trés bref, nous
n’en donnerons pas de résumé.

1. FORMES SESQUILINEAIRES. FORMES HERMITIENNES

a) E étant un espace ° vectoriel sur C, une forme sesquilinéaire de E
est une appllcahon (i, v) > @ (u, v) satisfaisant aux conditions sui-
vantes, ol u, v, w sont des vecteurs quelconques et 1 un scalaire
guelconque :

-

@+ ,W) = @ (W + ¢ (1,W

qy |0 6B 4 W) = (. D) + ¢ (4, W)
| ¢ (41, v) = Ao (U, ) (linéarité 4 gauche)
o (u, Av) = d¢ (u, v) (semi-linéarité a droite)

C’est ce caractére « une fois et demie » linéaire qu'évoque, étymolo-
ziquement. le mot « sesquilincaire ».

b) Une forme sesquilinéaire est dite hermitienne si elle satisfait en
outre 4 la condition suivante, pour tous u, U :

o (v, u) = ¢@(u, v) (2)

On voit que les formes bilinéaires symétriques sont des cas particu-
liers des formes hermitiennes.
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Exemple de forme hermitienne.
Sur I'espace des fonctions complexes de la variable réelle ¢, intégrables
sur [0, 1], l'application
1
(o= | s
(1]

est une forme hermitienne.

2. MATRICE D’UNE FORME HERMITIENNE EN DIMENSION
FINIE

L’application des propriétés (1) et (2) montre que, dans une base
(€1, ..., en), une forme hermitienne s’écrit :
@ (U, ) = ) xiy; ¢ (e, &)
i
X1 Vi
si X={: Y=|{":
Xn Vn
En posant ¢ (e e;) = a;; et en appelant A la matrice des a;;, on
a donc

@ (u, 0) ='XAY 3)

A est la matrice de ¢.

Le fait que ¢(e;, &)= ¢@(e, e;) montre que a; =a; donc

‘A = A 4)

Une matrice A vérifiant cette relation est une matrice hermitienne.
Comme a; = a; les éléments diagonaux de A sont réels, par exemple
3 i1+
A= -1 -1 1
1 =1 1 2
est une matrice hermitienne d’ordre 3.

Une matrice symétrique réelle est un cas particulier d’'une matrice
hermitienne. Toute matrice hermitienne définit, par la formule (3), une
forme hermitienne. On vérifie aisément qu'un changement de base conduit
a la nouvelle matrice

A ='PAP
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Remarquons que, sauf si les y; sont réels, tp(ﬁ, E) n’est pas un -ﬂl—'—

néme des variables Xi, ..., Xm V1, ..., yn Enfin @ (u, u) = @ (u, u)
donc ¢ (u, u) est réel. Bien que ce ne soit pas un polynéme en x;,
X3, ..., Xn, ON l'appelle souvent forme quadratique hermitienne associée
a Q.

En posant

@ (u, u) = Qu)
Q(l:l.) = Zﬂ.‘j x.-:E;- St 'XAX’

ona

et on pourra facilement vérifier que

0, §) =5 [0 + 7) — Qi — §) + QG + iF) — iQGi — i¥)]

3. PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN. ORTHOGONALITE

a) Une forme hermitienne est dite définie positive si

u# 0= 0@)=¢ @ u)>0

Un espace sur C, muni d’une forme hermitienne définie positive, est
dit préhilbertien {ou hermitien), et la forme hermitienne associée est dite
produit scalaire hermitien (ou simplement, produit scalaire) : on le note
(u|v)ouu.v.

b) Sur un espace préhilbertien, deux vecteurs u, v sont orthogonaux
si u.v=0 Comme dans un espace euclidien (qui n'est autre que le
«cas réel » d’'un espace préhilbertien), 2 tout sous-espace F de E, on
peut associer le sous-espace orthogonal F* (défini comme dans un espace
euclidien) et, en dimension finie, F' est un supplémentaire de F.

¢) On démontre, et nous admettrons, qu’il existe dans un espace
préhilbertien au moins une base orthonormée (e1, ez, - .., 67,:) telle que
que
;i. - E’-: == 5;}
symbole de Kronecker.

Exprimé dans une telle base, le produit scalaire de u (x1, ..., Xa)
et v (yi, .., yn) €5t

u.v =Yy xiyi ='XY
1
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d) Enfin N(u) = [/ .4 définit une norme sur I'espace préhilber-
tien E. En effet

Q= Yxx=3|uP>
1 1
donc N(u) estun réel positif, avec N()=0=>u =0
(NGl = X AL xl* = [ 2] 3] %[
1

donc N(Au) = | 2| N(u)

Nous admettrons I'inégalité triangulaire N (u + v) < N(u) + N(v).
L.a norme ainsi définie est dite norme hermitienne.

4. MATRICE UNITAIRE, ENDOMORPHISME UNITAIRE

a) La matrice P d’'une base orthonormée par rapport a une auire

i=n -
base orthonormée est telle que Y a;; ax = djx  donc
i=1

'p.P=1 et P '=1tp

Une telle matrice, qui admet pour inverse sa « transconjuguée » ou
« adjointe » ‘P est dite unitaire. Comme dét (‘P) dét (P) =1, on a
|detP| = 1.

b) Un endomorphisme f. dont la matrice dans une base orthonormée
de E est unitaire, est appelée endomorphisme unitaire. Cette définition
équivaut a la suivante : un endomorphisme unitaire conserve le produit
scalaire hermitien, donc aussi la norme hermitienne.

On en déduit aisément que les valeurs propres d’'un endomorphisme
unitaire, donc aussi d'une matrice unitaire, ont pour module 1. De plus
on démontre, et nous admettrons, qu'un endomorphisme unitaire est
diagonalisable et qu'il existe une base orthonormée de vecteurs propres.
Ces résultats renferment, comme cas particuliers, ceux concernant les
mairices orthogonales.

5. REDUCTION D’UNE MATRICE HERMITIENNE

Soit A une valeur propre de la matrice hermitienne A : il existe une
matrice-colonne X telle que
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Ax=ix  x=[ 2
Xn
donc AX =X
Soit la matrice M ='XAX réduite 4 un seul élément o. On a
M ="'X1X = XX
or 'M = (XAX)="X'"AX ="XAX =M

(car ‘A = A). M, réduite a I'élément o, est donc réelle. o I'est aussi, et

comme ‘XX =) xx;=) |xi[>=p réel positi, on a i=%,
1 1

nombre réel.
Il en résulte que les valeurs propres d’'une matrice hermitienne sont
réelles. En outre, nous admettrons qu’il existe pour A une base ortho-

normée de vecteurs propres, donc une matrice hermitienne est diagona-
lisable.

EXERCICES

B 1. E étant un espace hermitien de dimension finie, # un endomorphisme
unitaire de E, e I'identité, on pose v = e — w.

a) Etablir ker v = (Im v)*
b) Montrer que si ¢ est le projecteur orthogonal de E sur ker v, on a,
pour tout vecteur x,

ol = il ¥ P
n=a M K=o

a) X e ker r <> u(x) = x
yelmv<3z telque ¥ = u(z)= z — u(z)
X.¥y =ulx).z —ux).u(z) =0
car, u conservant le produit scalaire, on a u(x) . u(z) = X . z.

Tout vecteur de ker v est donc orthogonal a tout vecteur de Im v,
donc kerv < (Imuo)'.

Mais (Im v)* est un supplémentaire de Im v, donc
dim (Im v)! = dim E — dim Im ¢ = dim ker v

et on a bien kerv = (Im )
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b) X étant cette fois un vecteur quelconque de E, on a
Xx=@X)+ z
ol o(x) e ker v zelmv
Donc 3y telque z =ov(y) =y — u(y)
et oX) = X + u(y) — y (1
Comme ¢(x)ekerv  u[e(X)] = @(x)
donc (1) = @(%) = ulX) + 1*(y) — u(y) (2)
De méme o(x) = 13(x) + 13() — u3(y) 3)
et ainsi de suite @(x) = ¥(x) + u¥(y) — B(y) )
P(X) = " H(X) + W) — u () ()

En ajoutant membre & membre les relations (1), (2). - . ., (n). on obtient :
ne(x) = x + ulx) + (X)) + ... + "X +u'(y)—y

o [ Y | 5 -

o(x) =— Y (x) + = [w(y) — ¥]

L]

n
Or u est unitaire, donc conserve la norme d'un vecteur, donc
N ("(¥)) = N(¥)
et I'inégalité triangulaire implique N [u"(_?} — ¥] < 2N(y)

W(y) = y
O<N [ —] <2NG)
n n
expression qui tend vers 0 pour n infini.

On a donc bien

@(X) = lim —'1"5;' uh(x)

n++a M °0

. A étant une matrice hermitienne de dimension n, montrer que la matrice

P=(A+il(A —in*

existe et est unitaire. et exprimer les valeurs propres de A en fonction de
celles de P.

a) A n'a que des valeurs propres réelles, donc 4 — il est inversible
el P existe.

Exprimons ‘P
P=(A—ih(A+ i)

Posté par : Boyaya
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P =(A+i)"CA-il)=(A+ i) (A — i)
fcar '"A=A e 'I =1I).
Comme P '=(A—il)(A+il)""' (elle existe car —i n'est pas
valeur propre de A), il suffit de montrer que A4 — il et (A4 +il) !
commultent; or

A=A+l ' =(A+il —2il)(A+ il)!
I —2i(A+i)y'=(A+i)"(A+il)—2i(A+iD"
={A+il) " (A - il
Onadoncbien ‘P = P! et P est unitaire.
b) Soit X la matrice-colonne d’'un vecteur propre de P, associé 4 une
valeur propre A, ona PX = 11X donc (A +il)(A—il)'X = X ou
(A—il)y'"(A+iX =X
(A+ i) X =(A—=il) X
AX + iX = AAX - X
(A—DAX =i(l+ 1)X

Ceci est impossible pour A =1 car X #0 donc | rest pas
valeur propre de P, et

& -1
AX = b X
X est donc vecteur propre de A, et la valeur propre associée est
LS
A =

Comme A et P sont diagonalisables et qu'ainsi les dimensions des sous-
espaces propres de chacune des matrices sont égales aux ordres de multi-
plicité des valeurs propres correspondantes, A et P ont mémes sous-espaces

A+l

A—1

propres et toutes les valeurs propres de A sont données par pu =i
les A étant les valeurs propres de P.

Rappelons que |Z| =1 donc 1=¢" avec 63 2kn puisque

A #£ 1, donc
7}
—:‘em"'"—'zms? = cot
=lgg =i ——p=coey
2151115

Ces valeurs propres sont réelles, comme prévu.



