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NOTATIONS

. ou | : mis pour }: ou [T lorsqu'il n'y a pas ambiguité sur I.
1,] 1,] (i,j)€I (isj)el
] *
Nn : partie {1,...,n} de N = K~{0}.
Sn : groupe des permutations de Nh.

A a, ou PGCD((ai)ﬁEIJ t plus grand commun diviseur d'une famille d'é&léments
1€ . . .
1€l d'un anneau intdgre ; en particulier a Ab = PGCD(a,b).

K : corps (systématiquement supposé commutatif).
A [X] : algébre des polyndmes 3 une indéterminée sur 1'anneau commutatif A,
Kn[X] : sous—espace vectoriel de dimension n+l de K[X] formé des polyndmes

dont le degré n'excéde pas n.

Les espaces vectoriels donnés (mais non leurs sous-espaces) sont compris :

distincts de {0}.

. . . - n .
uv : mis souvent pour 1l'application composée u ov (u? et u sont mis

n-1 n-]
pour u .u et u oW = Uuou )

an’p(E) [resp.JLn(E)] : ensemble des matrices (n,p) [resp. (n,n)] 3 éléments

dans 1'ensemble E.

(E..) ¢ base canonique de 1'espace vectoriel K, (K), de dimension np;
M4, jyen w . < rars , P .
’ n p pour (i,]) donné,l'élément de Eij qui correspond 3 la ligne k

et 4 la colonne % est Giké

23

GLn(K) : groupe multiplicatif des éléments inversibles de 1'anneau an(K).

X, et ¥, (resp. X4 et uA) ! polyndmes caractéristique et minimal de 1'endomor-

phisme u (resp. de la matrice carrée A).
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AVANT-PROPOS

Le présent volume, consacré a 1'Algdbre, est le troisiZme d'une
série d'exercices avec solutions développées qui s'adresse aux étudiants des
classes préparatoires aux Grandes Ecoles scientifiques et du premier cycle

universitaire.

Les objectifs d'un recueil de ce type sont bien connus : il s'agit
essentiellement d'aider le lecteur & &évaluer ses connaissances et i les mettre
en ceuvre : ceci implique aussi bien une ré&flexion sur la nature des concepts

ue la recherche d'une maitrise des techniques de calcul.
q q

Sauf rares exceptions, nous n'avons donné de chaque question qu'une
solution, celle qui nous a paru s'exposer le plus bri&vement ou offrir les
plus larges prolongements ; il ne s'agit naturellement pas d'une solution
exhaustive et le lecteur aura toujours intérét 3 poursuivre le plus loin pos-

sible sa propre démarche.

Nous avons explicité tous les raisonnements et la plupart des calculs ;
il nous est cependant arrivé d'omettre intentionnellement quelques intermé-

diaires pour laisser & 1'étudiant le soin de les rétablir.

Nous remerciomns les lecteurs qui ont bien voulu nous faire part de
leurs critiques et de leurs suggestions concernant nos deux premiers volumes.

Nous espérons que le troisiéme bénéficiera de la méme attention.

Les Auteurs



1, STRUCTURES USUELLES

Ce chapitre concerne les groupes, les anneaux et les corps ; un chapitre

spécial sera consacré aux espaces vectoriels.

1.1, GrouPEs

Le nombre premier p est fixé. Soit U le groupe multiplicatif des nom-

bres complexes de module 1. On considére :
Up = {exp(Zin.a/pa) | a €2 non multiple de p, a €EN}.

1° Montrer que Up est un sous-groupe de U dont tous les éléments sont
d'ordre fini,
2° Montrer que tout sous-groupe de Up distinct de Up (sous-groupe strict)

est cyclique.

1° I1 est clair que Up est un sous-groupe de U. o
Soit z = exp(Zi'rr.a/pa) un &lément de U_. On constate que (z)p =1 ; z est
donc d'ordre fini, et l'ordre de z divise pOL.p
Inversement soit qEN* tel que z1=1. On a : aq = kp® avec k€2 ; il en
résulte que pu, qui est premier avec a, divise q.

L'ordre de z est ainsi pa.

2° Remarquons qu'd tout &lément z = exp(ZiTr.a/pu) de Up on peut assocler
un u€1 tel que : exp(2ir.1/p%) = 2.
En effet, a et pa étant premiers entre eux, d'aprés le théoréme de
Bezout il existe (u,v) €22 tel que au +pav=1. On a :

exp(21in.1/p%) = exp(2in(v+ua/p®)) = 2"




e 11 en résulte que tout sous groupe de Up dont un é&lément est

z = exp(Zin.a/pu) contient tous les éléments de Up de la forme :
zZ = exp(211r.b/p8), avec 0 <8 Sa.

En effet : Z = exp(2in.1/pH)¥, avec w = bp""‘ez, et donc Z=z"" avec
uw ey,

e Soit maintenant H un sous-groupe strict de Up' I1 existe un €lément
exp(Zi'rr.c/pY) de Up qui n'appartient pas 3 H, et d'ailleurs vy=1 (car 1€H).

D'aprés ce qui précéde, pour tout &lément exp(2im.a/p”) de H, on a :
exp(2in.1/p*) €H et 0<a<y.
On dispose ainsi de :
a
o = max{a €N | exp(2i7.1/p") €H]}.

I1 est aisé de constater que H est cyclique, engendré par exp(ZiTr.llpp).

Remarque. L'exercice met en &vidence l'existence de groupes infinis dont
tous les éléments sont d'ordre fini, et celle de groupes infinis dont tous
les sous-groupes stricts sont cycliques,

Soit G umn groupe fini de cardinal 2n admettant deux socus-groupes dis-
tincts G; et G; de cardinal n. Montrer que G admet un troisiéme sous-groupe de
cardinal n, distinct de G; et de G,

Indication : On traitera d'abord la question en imposant la condition sup-

plémentaire G G, = {e}, ol e est 1'&lément neutre de G.

a~

Nous aurons & utiliser :

LEMME. SoZent G un groupe de cardinal 2n, et H un sous—groupe de G de car-
dinal n ; alors H est distingud.

L'indice de H dans G (quotient du cardinal de G par celui de H) est 2. Il

y a donc deux classes @ gauche suivant H, qui sont H et GNH, et deux classes

a droite, qui sont aussi H et G~H, a

1° Ici G1N G, = {e}. On a done : card(G; UG;) =2n-1, et il existe un
unique a €G n'appartenant ni 3 G;, ni 3 G;.

Pour tout (x;,%x3) € (G~ {e}) x (G~ {el), on a x1x2 =a ; en effet x1x2
n'appartient pas a G; (sans quoi xj =xI1(x1xz) appartiendrait 3 G)~ {e}) et pas
davantage 3 Ga.

I1 en résulte que, pour xj; €G;™~ {e} fixé, l'ensemble %Gy, formé de n &lé&-

ments deux i deux distincts, s'écrit {x;,a}, ce qui exige n=2 et 2n=4,



- Inversement on constate, en construisant les tables, que tout groupe de
cardinal 4 est isomorphe soit & 3 /43 et alors il admet un unique sous-groupe
de cardinal 2, soit au groupe de Klein (3 /2%) x (2 /23) et alors il admet trois
sous-groupes de cardinal 2,

- La proposition est ainsi &tablie dans le cas oii GiN Gy ={el.

2° Venons-en au cas général. D'aprés le lemme, G; et G, sont des sous—grou-
pes distingués de G ; H=G;N G, est donc un sous-groupe distingué de G;, de G5

et de G. Soit p son cardinal. Les cardinaux des groupes-quotient
Gi/H={xH |x€G}, Co/H={xH [x€G,y} et G/H={xH | xEG}

sont respectivement n/p, n/p et 2n/p.

Gi/H et G2/H sont donc des sous-groupes de cardinal n/p du groupe G/H de
cardinal 2n/p. On vérifie que x;H = x,H, avec xj; €G; et xp €Gy, exige x] EH et
x3 €H. On a donc :

(Gy/H)N (Go/H) = {H}

oli H est 1'élément neutre de G/H. On se trouve ainsi dans la situation du 1°.
On a n/p=2 et le cardinal 2n de G est un multiple de 4,

- D'aprés 1°, G/H admet un sous-groupe I' de cardinal 2, distinct de G;/H
et de Go/H, et donc de la forme (H,aH), avec a¥Gy, a¥Gy et, bien slr, a¢H,
La surjection canonique ¢ de G sur G/H est un morphisme de groupes et
¢ 1(I') est un sous-groupe de G, que nous notons G3. Nous constatons que x €G3,

qui s'dcrit ©(x) €T, équivaut 3 x€H U(aH) ; réunion de deux ensembles dis-

joints H et aH de cardinal p, le sous~groupe G3 de G est de cardinal 2p =n.
Enfin il est clair que G3 est distinct de G; et de Gj. O

Soient G un groupe (pas nécessairement fini), et H un sous-groupe
de G d'indice fini [G : H] =n.

Montrer qu'il existe un sous-groupe S de H, distingué dans G et tel que
1'indice [G :S] soit fini et divise n!

-

e Soit RY 1la relation d'équivalence & gauche suivant H, telle que :
V(x,y) €62 (xR y) = (x"ly€n)

On note E l'ensemble-quotient Glﬁy, de cardinal n. La classe de x€G est
xH ; elle est notée X.

e A tout g€H on associe 1'application Gg de E dans E définie par :
¥x EE eg(?) = gx

ce qui a un sens puisque si x~ly €H, alors (gx)"l(gy) €H.



Pour g donné, Og est bijective, En effet, pour tout y€G, on a Sg(;) =y
si, et seulement si 'g—x_ = ;, i.e. (gx)"ly€H, i.e. x = g~ly.
On constate :

V(g,g') €G2 8y 0851 = 8

ce qui montre que l'application 6 :gi— Sg est un morphisme de groupes de G
dans le groupe symdtrique S{E).

Le noyau de ce morphisme, noté S, est un sous-groupe distingué de G ;
le groupe quotient G/S est isomorphe & Im6, qui est un sous-groupe du groupe
fini S(E), de cardinal n! ; on en déduit que G/S est fini et que son cardinal
divise n!

e Il ne reste plus 3 vérifier que S cCH.

Pour tout g€S, eg=IdE, et, en particulier :

Z=eg(€) =ge=g, et donc g€H. m)

Soit G un groupe commutatif fini de cardinal n.

1° Montrer que s'il existe un entier g =2 tel que :
vx€C x3=c¢ (élément neutre de G) (1)

alors il existe une puissance de q divisible par n.
2° En déduire que, pour tout diviseur premier p de n, G admet un sous—-groupe
de cardinal p.
3° Montrer que, si n est de la forme prq, avec p premier, q premler avec p,

et rEI\I*, alors G admet un sous-groupe de cardinal pr.

1° I1 s'agit de montrer qu'est vraie pour tout n€N" 1'assertion (Aﬂ) :
Pour tout groupe commutatif de cardinal n, s'il existe un entier q =2 vérifiant
(1), alors il existe une puissance de g divisible par n.

- 11 est clair queA; est vraie,

- Soit n€N" tel que A_l,..., A aient &té vérifiées. Considérons un groupe
commutatif G de cardinal n+l auquel on peut associer un entier q 22 tel que
xI=e pour tout X €G.

D'apréds n+l 22, on dispose de a€G~ fe}, et le sous-groupe G' de G en-
gendré par a, qui contient a et e, est de cardinal n'22 ; d'aprés aq=e, l'or-
dre n' de a dans G divise q ; soit q = n'r, r €N,

Etudions le groupe~quotient G/C', de cardinal m =(n+l)/n’.

L'entier q =2 vérifie :

YXEG/G! x3=¢ (élément neutre de G/G').




Or, d'aprés n' 22, ona : ntl €2n<n'n, et donc m<n ; l'assertion .&m est vraie
et, en 1'appliquant & G/G' et i q, on constate qu'il existe o eN" et s €N tels
que qa =ms.

+
D'ol : qu 1=n'1:'ms=(n+1)rs. A, st donc vraie, O

2° Soit p un nombre premier qui divise n.

A tout x €G, nous associons son ordre w(x) ; le PPCM q des w(x) véri-
fie (1),

Nous avons q =2 (sans quoi nous aurions G ={e} et aucun nombre premier
ne diviserait n). D'aprés 1°, il existe une puissance de q divisible par le
nombre premier p, et donc q est divisible par p.

Divisant le PPCM des w(x), le nombre premier p divise 1'un d'eux ; il
existe a €G tel que w(a) =pu, uel\l*.

I1 en résulte que a' est d'ordre p dans G ; le sous-groupe de G qu'il

engendre est de cardinal p. a

3° Ici p premier, et q premier avec p sont fixés., Il s'agit de montrer
qu’'est vraie pour tout r EN* 1'assertion :

({Br) Tout groupe commutatif fini de cardinal prq admet un sous—-groupe
de cardinal pr.

- %, est vraie d'aprés 2°.
- Soit r€N" tel que {Br ajit été vérifiée. Considérons un groupe commutatif
G de cardinal n=pr+1q.

D'aprés 2°, G admet un sous-groupe H de cardinal p. On dispose du groupe-
quotient G/H ; la surjection canonique ¢ de G sur G/H est un morphisme de grou-
pes commutatifs,

Le cardinal de G/H é&tant n/p=prq, d'aprés ‘%r il existe un sous-groupe
G' de G/H de cardinal pr : tp-'l (G¢') est un sous-groupe de G de cardinal pr+1.

$_,, est done vraie. O

Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.

1° Montrer que les groupes 3/mni et 3/m1 x3/nl sont isomorphes.

2° Soient G un groupe commutatif, a et b deux éléments de G d'ordres res-
pectifs m et n ; on pose c =ab, Montrer que le sous-groupe de G engendré par c

contient a et b. Quel est l'ordre de ¢ dans G ?

1° Pour tous q€N et x €12, x_ désigne la classe de x dans 3/q3.
- On constate que ;mnlé (;m’;n) dé&finit une application f de 1/mnd dans
2/m32 x3/n3 ; en effet si les entiers x et y différent par un multiple de mn,

ils différent par un multiple de m (resp. n).



On vérifie aisément que f est un morphisme de groupes. Son noyau est
constitué par les ;;n tels que x soit multiple de m et de n, 1i.e. multiple
du PPCM de m et n, qui est mn puisque m et n sont premiers entre eux, On a
donc Ker £ = {Bﬁn}, ce qui montre que f est injectif,

Appliquant un ensemble de cardinal mn dans un ensemble de méme cardinal,
1'injection f est une bijection ; f est donc un isomorphisme de groupes commu-

tatifs,

Remarque. La proposition reste valable si, dans 1'énoncé et dans la démons-

"groupes" par "anneaux'.

tration, on remplace
2° D'aprés le 1° on dispose de k€3, auquel on peut méme imposer 0 Sk Smn~1,
tel que E;n = f'l(Tg,B;), i.e., tel que les restes des divisions de k par m et
n solent respectivement 1 et O, On a (puisque G est commutatif) : ck'=akbk'=a.
Ainsi a appartient au sous-groupe G' de G engendré par c. Il en est de
méme pour b, O
Ona:c =a""b""=e (5lément neutre de G). Il en résulte que G' est
fini et que son cardinal divise mn.
D'autre part G' contient les sous groupes de G respectivement engendrés
par a et par b ; son cardinal est un multiple de m et de n, et donc un multiple
de mn.

En conclusion, le cardinal de G', qui est l'ordre de c dans G, est mn.

Dans le 1° de l'exercice suivant, on étudie une extension du résultat

du 2° de 1l'exercice précédent au cas oli m et n ne sont pas premiers entre eux.

1° Soient G un groupe commutatif, a et b deux &léments de G d'ordres
respectifs m et n. Montrer que G contient un élément dont 1'ordre est le PPCM

de m et n,
2° Soit G un groupe commutatif fini.

a) On note q le plus grand des ordres des &éléments de G. Montrer :
Vx€G xJ=e (&lément theutre de G).

b) En déduire que si K est un corps commutatif fini, le groupe multipli-
catif K* est cyclique.

1° Soit q le PPCM de m et n. En utilisant les décompositions de m et n en
nombres premiers, on dispose du produit r des puissances pa de nombres premiers
telles que pcl divise m mais ne divise pas n ; on définit s par q=rs (c'est ainsi
que si m=2"%,32,5,72 et n=22 32,11, alors r=2%,5.72 et s=32,11).
On constate que r et é sont premiers entre eux, que r divise m, et que

s divise n, ce qui permet de définir u et v par m=ru et n =sv.



On considére a". On a (au)k=e si, et seulement si ku est un multiple de
m, i.e. si et seulement si k est un multiple de r. L'élément a" de G est donc
d'ordre r ; de méme b’ est d'ordre s, En utilisant 1'exercice précédent, on

constate que a"b’ est d'ordre rs = q. ]

Remarque. c =ab n'est pas nécessairement d'ordre q. C'est ainsi que si

G=%/53,a=7 et b=3 sont chacun d'ordre 5, alors que c =5 est d'ordre 1.

2° a) Tout a€G admet un ordre majoré par card G et noté w(a) ; on en
déduit que l'entier q existe, et que l'on dispose d'un élément de G dont 1'or-
dre est q.

Soit x€G. Son ordre vérifie w(x) <q. D'aprés 1°), il existe y €G dont
1'ordre w(y) est le PPCM de w(x) et de q ; d'aprds w(y) €q, on a w(y) =q ; i1
en résulte que w(x) divise gq, et donc que xl=e. g

b) Soit n le cardinal du groupe commutatif fini K*. On note q le plus
grand des ordres des éléments de K* ;3 q est un diviseur de n, et donc q<n.

D'autre part, dans l'anneau K[X] des polynSmes 2 une indéterminée sur
le corps commutatif K, le polyndme Xq-l, dont le degré est q, admet au plus gq
racines. Or, d'apr&s a), il admet pour racine chacun des n &léments de K*. On
a donc n%q. Finalement n=q.

Dans le groupe K de cardinal n, on dispose ainsi d'un &lément d'ordre

n ; le groupe est donc cyclique. O

Remarque. On démontre que tout corps fini est commutatif .

* *
On appelle indicateur d'Euler 1l'application ¢ de ¥ dans ¥ qui 3 n

associe le cardinal de 1'ensemble En des éléments de Nn qui sont premiers avec n.

*
1° Soient m et n des &léments premiers entre eux de N , Montrer :

@(mn) = e(m)@(n). (1)

*
En dé&duire la valeur de ®(n), n€N .
*
2° Soit n€N , On note J 1'ensemble des &lZments de N qui divisent n.

Etablir la formule :

T od) = n. (2)
a7

*

1° Soit n€N . Pour tout x €23, on constate, en utilisant le théoréme de

Bezout, que x est premier avec n si, et seulement s'il existe u€3 tel que
ux = 1 (mod. n), i.e. tel que ux =1 dans 1l'anneau 3/n%.

Les &léments distincts de 3/nd &tant les x tels que xENn, i1 en résulte




que les éléments inversibles de 3/nd sont les x tels que xEEn : (n) est ainsi
le nombre de ces éléments inversibles,

e Soit (m,n) € Cl\l‘k)2 tel que m An =1, Deux anneaux isomorphes ayant le
méme nombre d'éléments inversibles, tpmn est le nombre des éléments inversibles
de 1/m31 x3/n (cf. 1.1.5) et donc le nombre des couples formés d'un &lément
inversible de 3/m2 et d'un &lément inversible de 3/n%, 3 savoir ©(m)w(n).

D'oli (1). a

e Il est clair que @(l) =1, Pour calculer @(n), n>2, nous utiliserons
la décomposition de n en facteurs premiers, et la formule (1),

- Commengons par calculer tp(pa), avec p premier et a Gl\!*. Un entier k
tel que 1<k <pa est non premier avec pu si, et seulement si k et pa ont un
autre diviseur commun que 1, i.e, si, et seulement si p divise k, ce qui s’'é-
crit : kE{p,Zp,...,pa-lp}.

Lot (1-1/p).
En particulier : ¢{(p) = p-1 (ici 1,2,...,p-1 sont premiers avec p).

On en déduit : @(p") = p” -p

- En utilisant si nécessaire (1) et un raisonnement par récurrence, on

en déduit que, si n=2 admet la décomposition n = pml1 ...pzq , alors :

w(n) = n(l-llpl). . .(l-llpq) .

2° A tout d€F , on associe la partie F, =

4 E deNn.Ona:

d

ols

card Fd = card Ed = @(d).

On va montrer que U Fd est une partition de Nn ; (2) en résultera.
aEef

i) Pour tout y €N , il existe d €T tel que y€F . Soit en effet § =y An.

Définissons y' et n' par y=8y' et n=68n'. Nous avons :
y'an'=1, y' GNn. et donc y' EEn,.
De y = %, y', nous déduisons alors : yEFn., avec n' €T,

1i) Pour tout (d,d') € f]'z, Fdﬂ Fd,#=¢ entraine d =4"'. Fdﬂ Fd'

et de k'EEd. tels que :

+¢ se

traduit par l'existence de kEEd
%k = %, k', i.e. kd' = k'd.

Premier avec d et divisant k'd, k divise k' ; de méme k' divise k et donc k=k'.

I] en résulte : d=4"', ]

Soit G un groupe cyclique de cardinal n. Pour tout x€G, on note G(x)
le sous-groupe de G engendré par x.
k
1° Soit a un générateur de G. Pour tout kENn, montrer que a engendre G

si, et seulement si k est premier avec n,




En déduire que le nombre des générateurs de G est @(n), ol ¢ est 1l'indi-
cateur d'Euler défini dans l'exercice précédent.
2° Soit d €N un diviseur de n. Montrer qu'il existe un et un seul sous-
groupe de G dont le cardinal est d, et que ce sous-groupe admet @(d) généra-
teurs. Retrouver la formule (2) de l'exercice précédent.
3° Montrer que le groupe Aut(G) des automorphismes de G est isomorphe au

groupe des &léments inversibles de 1'anneau 1/n3.

1° Soit kENn. Notons § = k An, et &crivons k=8k' et n=6n".
s Montrons : G(ak) = G(as).
1]
- De ak = (as)k résulte G(ak) CG(aG).

- D'aprés Bezout, il existe (u,v) €12 tel que § = uk +vn, et done
at(S = (ak)u, ce qui entraine G(aé) CG(ak). O

S2

e Pour tout 2 €N,, on a &2 El\ln ; les a ', lel\ln, , sont donc deux & deux

1
distincts. En outre aGn = e (&lément neutre de G), D'ol :

k, _ §, __ 4y _ _n
card G(a ) = card G(a ) =n' = e
et ak engendre G si, et seulement si ce cardinal est n, i.e. kAan=1. a

e Les générateurs de G dont donc les a]‘l< tels que kENn et kan=1, i.e.

tels que kEEn (cf. exercice précédent). Ils sont au nombre de ¢(n). 0O

2° Pour d =1, la proposition est vraie. En effet l'unique sous-groupe de G
de cardinal 1 est {e}, et e en est l'unique générateur.

e Donnons-nous maintenant un diviseur d de n tel que d 22, et considérons
encore un générateur a de G.

- Supposons qu'il existe un sous—groupe G' de G de cardinal d. L'ensem-
ble {2 ENn_l |a2'€G'} est non vide ; soit k son plus petit élément. On cons-
tate par division euclidienne, que l'on a ateg' si, et seulement si m est un
multiple de k ; G' est ainsi cyclique, engendré par ak 5 anEG', n est multiple
de k, et (cf. 1°) d = n/(k An) =n/k, et k =n/d.

- §'11 existe un sous-groupe de G de cardinal d, c'est donc nécessaire-

n/dy

- Inversement (n/d) An=n/d, et G{a

ment G(a
n/d
) est un sous-groupe de G de car-
dinal d. Il est cyclique et (d'aprds 1°) le nombre de ses générateurs est ¢(d).
e Tout élément de G ayant pour ordre un diviseur de n, le procédé four-

nit une fois et une seule chaque élément de G quand d parcourt 1'ensemble T

des éléments de Nn qui divisent n. D'oi : Z w(d) = n. O
d€T

Remarque. Nous avons montré au passage que tout sous-groupe d'un groupe
cyclique est, lui aussi, cyclique.
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3° Nous reprenons un générateur a de G.
e Soit u€Aut(G). Tout yEG est 1'image par u d'un &lément de G que nous
pouvons écrire aq, q€% ; on a : y=u(aq) = (u(a))q. I1 en résulte que u(a) est
un générateur de G. D'oli u(a) =ak, avec kEEn (cf. 19).

p

Tout X€G s'écrit x=a', pE3, et on a :

u(x) = u(ap) = (u(.‘:l))p = akp = xk.

e Inversement, soit kEEn. Associons=1lui u, :G — G par x+— xk.

En utilisant la commutativité de G, on con:tate que u, est un endomor-
phisme de G, Par ailleurs ak est un générateur de G (3 cause de kEEn). Tout
YEG s'écrit y = (ak)q, q€3, et donc y = (aq)k = uk(aq) 3 uy est ainsi sur-
jective, et donc bijective puisque G est de cardinal fini. On a donc :

u, €Aut(G).

k
e Nous venons de montrer : Aut(G) = {uk | kGEn} . Or nous avons vu dans

1'exercice précédent que 1'ensemble des &léments inversibles de 3/n% est

Un = {E | kGEn}. Il en résulte que uy > X est une bijection de Aut(G) sur Un'

On vérifie aisément que c'est un morphisme de groupes,

Remarque. Aut(G) est donc un groupe commutatif de cardinal ¢(n),

1° Soient p et n des entiers naturels vérifiant : 1<p<n, et SEESn
la permutation : s = (p+l,...,n,1,...,p).

On suppose cette permutation décomposée en cycles disjoints. Calculer le
nombre de cycles obtenus, la longueur de chacun d'eux, Déterminer un &lément
(et un seul) dans chaque orbite.

2° (Application & 1'informatique). On considére n mémoires 8),+..,8 conte-
nant des données XyseoesX o On désire leur substituer respectivement
xs(l), e Xg () en utilisant seulement une mémoire supplémentaire M (s ESn) .

a) Trouver un algorithme.
b) Dans le cas de la permutation s &tudiée au 1°, calculer le nombre

de transferts nécessaires.

1° D'aprés 1l'isomorphisme existant entre les groupes symétriques de deux
ensembles &quipotents, nous pouvons remplacer 1l'étude de s par celle d'une
permutation s de 1/n2. En rangeant ses éléments dans 1'ordre naturel (0,...,n-1),

(py+..,n-1,0,...p~1) et on constate :

s peut alors s'écrire : s

VxE€l/nd s(x) = x+p. (n

Notons ©{x) l'orbite de 1'&lément x de 2/n3d. Nous constatons que ©(0)
n'est autre que gr(p), sous-groupe de 3/nl engendré par p, et que, compte tenu
de (1) :
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Vx€23/n2 Ox) = x +gr(p) (2)

0r, en reprenant, avec d'autres notations, le calcul de la premiére
question de l'exercice précédent (ou en utilisant un isomorphisme), on obtient,

§ désignant le PGCD de n et p :
gr(p) = gr(8) et card gr(8) = n/s.

En utilisant (2), on en déduit que chaque orbite a n/§ &léments, et donc
qu'il y a & orbites. D'autre part, toujours d'aprds (2), deux &léments x et y
de 3/nd ont la méme orbite si, et seulement si x-y appartient i gr(p) = gr(§).

Comme 0,1,...,6-1 sont & &léments distincts de 3/n2 dont les différences
mtuelles ne peuvent appartenir 3 gr(8), leurs orbites sont les § orbites recher-
chées,

e En revenant 3 la permutation s =(p+l,...,n,1,...,p) initialement donnée,
on peut affirmer qu'elle se décompose en un produit de § cycles disjoints
(§ =n Ap) dont les supports, de longueur commune n/§, sont les orbites de
1,..4,6.

2° a) L'algorithme est immédiat lorsque s est un cycle de longueur n, Il

s'agit de :

M := a; ; a, := as(l) T oees 3 asn-l(l) 1= M,
oli une notation telle que a; = aj signifie que l'on transfére le contenu de la
mémoire aj dans la mémoire a.

I1 y a n+tl transferts. Dans le cas général, on décompose s en cycles
et on applique 1l'algorithme précédent i chaque cycle,
b) Dans le cas de la permutation du 1°, il y a § cycles de longueur n/$,
Il faudra donc §(n/8+]1) =n+6 transferts.
Du point de vue pratique on appliquera un méme algorithme § fois, en

partant successivement de KpseresXgo O

Soient G un groupe et A cG, Montrer que :
N(A) = {x€¢ | xax™! = A} et c(A) = {x€ec|vaea xax~! = a}

qui sont respectivement appelés normalisateur et centralisateur (ou commutant)
de A dans G, sont des sous-groupes de G, et que C(A) est un sous-groupe distin-
gué de N(A),

Montrer que, si A est un sous-groupe de G, alors N(A) est le plus grand

sous-groupe de G qui contient A dans lequel A est distingué.

Exercice facile, laissé au lecteur. Il s'agit de notions qui interviennent
dans 1'é&tude d'un groupe opérant sur lui-méme par conjugaison ; ces notions

seront utilisées dans les deux exercices qui suivent,
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Notons qu'en particulier C{G) est un sous-groupe distingué de N(G) = G ;

C(G), qui s'écrit {x€C |Va€C =xa = ax}, est dit centre de G.

1,1.11 Soient G un groupe fini, et H un sous-groupe de G, distinet de G.

1

A tout XE€G on associe la partie G(x) = xHx = de G. Montrer que la réunion

E = |J G(x) ne recouvre pas G.
®<G

e Commengons par noter que, pour x€G donné, G(x) est l'image du sous-groupe
H de G par l'application y > xyx“1 de G dans G qui est un automorphisme du
groupe G (automorphisme intérieur). Il en résulte que G(x) est un sous-groupe de
G et que :
card G(x) = card H<card 6. GD)

e Remarquons que, dans la réunion E, nous pouvons remplacer tous les G(x)
qui sont &gaux par l'un d'eux ; or, pour tout (x,y) €G?, G(x) =G(y) équivaut 2
xnlyH(x_ly)_1 =H, i,e, & x_lyGN(H), ol N(H) = {x€6G |xI-ix_1 = H} est le norma-
lisateur de H, qui est un sous-groupe de G contenant H, i.e. & xﬁYy, ou ﬁY est
1'équivalence 3 gauche dans le groupe G suivant le sous-groupe N(H).

o Choisissons un &lément et un seul dans chacune des classes de 1'ensemble

quotient (;/6{Y 3 nous obtenons ainsi un ensemble X, et :

card X = card G/card N(H) €<card G/card H, (2)
Nous avons : E = U G(x), et donc (compte tenu de (1)) ;
x€X
card E <card X.card H (3)

- Si card X =1 (i,e. N(H) = G), (3) donne card E <card H<card G ; d'ol
E # G.
- Si card X2 (i.e. N(H) #¥G), nous avons strictement :

card E <card X.card H

(en effet les G(x) tels que xE€X ont en commun 1'&lément neutre de G). D'od,

d'aprés (2) : card E<card G, et E # G. O

1° a) Soit G un groupe. Montrer que la relation sur G :
(8fg') = (IEC g' = xgx™))
est une relation d'équivalence.
b) Montrer que si G est fini, alors, pour tout g€G, le cardinal
de la classe g de g pour & est [G :N(g)]l, ol N(g) est le normalisateur de {g}.
2° Ici G est un groupe fini de cardinal pn, p premier et n=1,
Montrer que le centre C(G) n'est pas réduit & {e}.

En déduire que si n=2, alors G est commutatif.
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1° a) Pour montrer que & est une relation d'équivalence, il suffit de re-
marquer que, pour tous &léments g, g', g", X, y de G on a :

-1 '

g=ege’l 5 (g = xgx ) ® (g = xTg'n) ;

-1 1" -1 -1
((g" = xgx ) A(g" = yg'y 1)) = (8" = yxa(yx) ™).
b) Ici G est fini et g€C est fixé. Il est clair que :

E = '[xgx-1 |x€G}.

Or, pour tout (x,y) €G2, xgx_1 = ygy_1 équivaut a x_lygy_lx =g, i.e.
a x'lyEN(g), i.e. a xﬁYy, oll tRY est 1'équivalence 3 gauche dans le groupe G
suivant le sous-groupe N(g).

Le cardinal de g est donc &gal au nombre des classes de G/ﬂy, c'est-a-
dire i 1'indice de N(g) dans G. a

Notons que l'on a card g=1 si, et seulement si N(g) =G, ce qui s'éerit
g EC(G).

2° Choisissons un &lément et un seul dans chacune des classes de 1l'ensemble
quotient G/®, Nous obtenons ainsi un ensemble X composé de C(G) et &ventuellement
d'éléments B2+ +18q de G tels que, pour tout iGNq, gi ait pour cardinal un
diviseur de card G = pn autre que 1, et donc un multiple de p.

Comme U g est une partition de G, il vient :
g&eX

card G = card C(G) + i card —g_i

i=1
ce qui montre que card C(G) est un multiple de p ; divisant pn, c¢'est méme un

entier de la forme pm, 1 €m<n. O

e Ici card G = p2. On a donc : card C(G) €{p,p2}.

Si 1'on avait card C(G) = p, il existerait a €EG~C(G). On aurait a €N(a)
et a¥C(G), si bien que 1'inclusion C(G) €N(a) (qui est générale) serait stricte;
Excédant p et divisant pz, le cardinal de N(a) serait p2 ; on aurait N(a) = G
et donc a€C(G) ce qui constituerait une contradiction.

En conclusion : card C(G) = p?, et C(G) = G, et G est commutatif.

L'exercice qui suit fait intervenir le cours de Géométrie.
Soit S = {m = (x,y,2) €R3 | P(m) = 1} od P(m) =x3+y3+23-3xyz.
1° Etudier la loi interne sur R® définie par m#m' = m", avec :
X" =xx"+zy' +yz' ; y'=yx'+xy' +22' ; 2" =2x' +yy' +xz' (n
Montrer que S est stable pour % ; étudier (S,x).
2° R3 étant muni de sa structure affine canonique, trouver les courbes con-
tinues C de la surface S telles que, pour tout couple (m,m') de points d'une C,

le point m*m' appartienne 3 cette C.(0On se limitera aux courbes paramétrées

t — F(t), oll T est une application continue de R dans R3).
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1° On constate que (1) s'@erit :

x" x! X z
y' | =Mm) | y' |, 00 Mm) = [y x =z (2)
z" z' z y x
et que P(m) est le déterminant de la matrice M(m).
La question fait donc intervenir 1'application m «* M(m) de R? dans
M3(R), qui est visiblement linéaire et injective.
En calk:ulant' le produit matriciel M(m)M(m') on obtient :
V(n,m') € @2 H(man') = M@M(@') (3)
ce qui entralne :
V(m,m') € ®3)2  P(m*m') = P(m)P(n") (4)

et donc la stabilité de S pour la loi *.
e Etudions la loi * sur R3, Elle est commutative d'aprés (1).

Pour tout (mj,mp,m3) € (R3)3, on a, d'aprés (3) :

M{(mi*mp) *m3) = M(mp *ms)M(m3) = M{m; )M(mz)M(m3)

M(m; )M(mp *m3) = M(ml * (my *m3))

et, d'aprés 1l'injectivité de 1l'application m:— M(m)
(m; *mp) *m3 = my * (mp *m3)

La loi * sur R est donc associative.

I1 est clair (d'aprés (2)) qu'elle admet 1'élément neutre a=(1,0,0), qui
appartient d'ailleurs & S. En utilisant (4) et (2) on constate que m €ER3 n'admet
de symétrique que si P(m) #0, le symétrique étant alors donné par :

1
M)t | o
0

La loi (*) n'est donc pas symétrisable sur R3, )

e En revanche, tout m€S admet un symétrique m-l, et, d'aprés
P(m)P(m_l) =1, on a P(m—l) =1 et donc m | Es.

e En conclusion, &3 o) n'est pas un groupe, mais S, muni de la loi in-

duite, est un groupe commutatif.

2° 11 est commode de considérer R3 comme affine euclidien, et de remarquer
qu'il existe des rotations qui conservent S (en fait, S est de révolution),
Considérons donc les deux repéres orthonormaux directs (0;e) canonique,
et (0;e) tel que e3 = L (e1+eo+e3) et ey =‘J§ e + -L e3. Les coordonnées
V3 V3
(x,y,2z) cartésiennes dans (0jc) et (r,8,Z) cylindriques dans (0;e) sont liées

par :
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rx— F\/-_%- 0 l_- ¢ cos 8]
V3
v | = =1 1L r sin ©
V6 VI V3
-1 -1 1
z = = = z
— - -6 Vv2 v3-d L -

Le calcul du déterminant d'une matrice circulante (cf. 4.2.5 ei-dessous)
donne : P(m) = Q(m) R(m) R(m), avec :

Q{m) = x+y+z = V3Z et R(m) = x+jy + j%z = @ reie.
Par (1), on obtient :
Qm*m') = Q(m)Q(m') ; R(m*n') = R(m)R(m').

On en déduit que, pour tous mER3 et m' €R3 de coordonnées cylindriques

(r,8,2) et (r',80',2'), m*n' admet pour coordonnées cylindriques :

(r" = “lgrr', 8" =8+ 8", Z" = \/izz') .

Par ailleurs S admet 1'&quation cylindrique 3v3 Zr2 -2 = 0, et est donc
de révolution autour de (0j;e3). On notera que, pour tout m€S, on a Z>0 et
r2>0, ce qui (par continuit&) permet d'imposer r >0 sur une courbe C.

Les courbes C sont ainsi les courbes représentées paramétriquement par :

[BER] Alr = £(6)] A [Z -2 (f(e)]_z )
3V3

~ . . . * s o eps
ol f est une application continue de R dans I{+. qui vérifie :

‘J-%—f(e)f(e')
in (‘\[%- f(B)) :

g(8) +g(d")

fl

v(e,6') £(040 ")

ce qui, s'écrit, en posant g(6)

v(,e') g6+ ")

ou encore (calcul classique) : g(8) = k6, KER, et £(8) = ‘\/g exp(ke).

Les solutions sont toutes les courbes de S qui contiemnent le point

neutre a et se projettent orthogonalement sur le plan Z =0 suivant une spirale

logarithmique de point asymptote 0, ou suivant un cercle de centre 0 (pour k=0).

1.2. Anneaux eT Corps

Ce sous-chapitre commence par des exercices d'arithmétique.
*
Soit n€N . Calculer la somme £ 1/pq, étendue 3 tous les couples d'en-
tiers (p,q) vérifiant : 1<p<g<n, ptq”>n, et pAgq = 1.

Nous noterons Pn 1'ensemble des entiers compris entre 1 et n et premiers

avec n, et §_ = S 1/pg ol A ={(p,q) ex? |pl\q =1 ; ptq >n}.
n n n
(p,q)€A
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Nous allons &tudier, pour un n €N* donné, les ensembles A  NA et ANA
n+l “n n " n+

e Le couple (p,q) appartient & An+1\An si et seulement si :

1

[(p,q)equw1 et pAq=1 et p+q>n+l]

et : E(p,q)éllvfl ou pAq#1l ou p+q<n].

Mais un couple vérifiant les assertions de la premidre ligne ne peut pas

vérifier pAagq#1 ni p+q<n, Donc An+1\An est constitué des (p,q) EAn+1 pour

lesquels (p,q) ¢N121’ c'est-d-dire p =n+l ou q=n+l. Autrement dit :
ALDA = {(n+1,q) | q€? .} u{p,n+1) | p€r_ ..} (1)

).

en notant bien que les deux ensembles sont disjoints {(n+l ¢Pn+1

e Par un raisonnement analogue on constate :

AsA 1 = {0 €M% [pAag =1 ; ptq = ntl}

ou encore : A;A' = {(p,n+l-p) |p€1\7n : pA(n+l-p) = 1}. Or, pour tout pENn,

n+1
ona : (paA{(ntl-p)) 1 <= (pAa{(n+l) = 1). Donec :

ANA 1 = {(p,ntl-p) [peEP_ .}
e Ecrivons alors : § ., =5 + T t/pq - 3 1/pq
A NA ANA
n+l “n n  nt+l

En utilisant le fait que les deux ensembles intervenant dans 1l'écri-
ture (1) sont disjoints, il vient :
1/pq = (2/(n+1)) 3~ 1/p

(p,q)€A_ DA P

De méme :

> 1/pq = (1/n+1) [Z p + 3 1/(n+1—p)]
(Py@)EAN A PPovr PPan

€ -
et, en remarquant que, pour tout p Nn+1’ (pEPn+1) = (n+l pEPm_l)

Y. l/pq = (2/(n+1)) 3 1/p
(Pr €A K PEP4

D'oli, finalement

*
Yn €N S = §
n+l n

et, compte tenu du résultat immédiat S1 =1
*
Vn €N S =1.
n

e Pour revenir i la somme demand&e par 1l'énoncé, on constate qu'elle est

nulle pour n = 1, et que ponr n =2 elle vaut Sn/2, soit 1/2. O

*
1° Soit n€N . Simplifier
j .k
s = 3. clc
nooxi<henrl T
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*
2° a) Soit n€N . Deux joueurs A et B disposent d'une pi&ce de monnaie

telle qu'ad chaque lancer la probabilité d'obtenir "face" soit 1/2 ; A lance

n fois la piéce et reléve le nombre a de tirages "face" ; puis B lance n+!
fois la pigce et reléve le nombre b de tirages "face'". Quelle est la probabi-

lité n pour que b>a ?

b) Utiliser 2° a) pour retrouver le ré&sultat du 1°.

1°0na: 8§ = > chd Cn:i_k.
0<j<ksa+l T O °
On constate que : 0 <j<k<n+l s'écrit O €n+l-k <n-j <n,
D'ol : S = J Ck_'_1
" ooksj<n T
et : 25 = > Ci C§+1’ ot I={0,..,n}x{0,...,n+1}
(i,k)EI

n . n+l
et enfin : §_= + v ) ck )= Lampntl o p2n
n 2\ n n+l 2
j=0 k=0

2° a) On constate que : 0<a<b<n+l s'écrit 0<b'<a'<n, oll a' = n-a et

r

bl

donc la probabilité pour que b'<a' ; il en résulte que l-m est la probabilité

n+l-b sont les nombres de tirages "pile"” de A et B respectivement ; © est
pour que a' <b' ; mais, d'aprés le rBle symétrique de pile et face, celle-ci
est aussi m,

Finalement 7 =1-m, et 7=1/2.

b) Nous allons maintenant chercher une expression de 7 par un dé&nombre-

ment .
n+l n ' . .
I1 ya?2 x 2" fagons d'associer un tirage de B et un tirage de A.
Pour k€N _ . domné, il y a C§+1 possibilités pour B de tirer k "faces".
A chacune d'elles on peut associer les possibilités pour A de tirer moins de k
k-1 .
faces, qui sont au nombre de 3. Ci. D'ol :
j=0
n+l k-1
1 k ( j) 1
=== Y C Y cl)= S_. a
22n+1 =1 n+l =0 n 22n+1 n

Soit un entier n=2, Montrer que n est premier si et seulement s'il

divise 1 + (n-1)! (théoréme de Wilson).

La conditlon est suffisante. Par hypoth&se n divise 1 + (n-1)!., Or 1 + (n-1)!

n'est divisible par aucun des entiers 2,...,n-1 (le reste de la division &étant
manifestement 1 dans chaque cas). Il en résulte que les seuls diviseurs de n

*
dans N sont 1 et n, i.e. que n est premier. .
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La condition est nécessaire. Par hypothése n est premier. Si n=2, il est

clair que n divise 1+ (n-1)! Supposons maintenant n=3.

Soit F le corps 1/n?. Dans F; = Fn\{o}, dont le cardinal est pair, on a
x = x'-1 si et seulement x2 = T, soit x =1 ou x = =1 = n-1,

Les &léments 2,...,n-2 de F: peuvent donc s'associer deux & deux par paires
du type {x,x_l}, ce qui montre que le produit de ces &léments est 1. On en dé-

duit : (n-1)! = n-1 = -1, i.e. L+ (n-1)! = 0, i.e. n divise 1 +(n-1)! O

Montrer que si un entier naturel n vérifie 1'une des assertions :
(Al) k2+k+n est premier pour tout entier k € {0, Vn/3],
L

ﬂ’,n) kZ2+k+n est premier pour tout entier k€ [0,n-2],

alors n vérifie 1'autre assertion.

On constate (en utilisant k =0) qu'aucune des deux assertions n'est véri-
fige si n n'est pas premier.

a) 8i n=2 (resp. n=3) il est clair que "*’n et .‘Bn, qui sont confondues,
sont vérifiées.

b) Dans la suite n est premier, tel que n=5. En utilisant :
(n-2)2-n/3 = (n-3)(n-4/3)

on obtient : [0, vVn/3) c [0,n-2}, inclusion stricte.
I1 en résulte que si :Bn est v&rifié, alors A 1'est aussi.
c) Reste 3 considérer un nombre premier n>5 qui vérifie A:n, et 3

montrer qu'il vérifie :Bn' On raisonne par 1'absurde, en supposant :
E = {k€N | (k€ [0,n-2]) A (k2+k+n non premier )} #¢.

o E admet un plus petit &lément £, et 1'on a : Vn/3<g<n-2.
L'entier 22+¢+n, qui est non premier et excéde 5, admet un plus petit

diviseur premier d, et on constate : d2 <%2+g+n, On a :
d? €(n-2)2 + (n-2) +n<n?, et d € n-1.

Dans le corps 2/d2, le polyndme X2+X+n admet % pour racine, et (par divi-
sion euclidienne) il s'&crit (X-2)(X+1+2) ; il admet donc les seules racines %
et -1-% (par nécessairement distinctes) 3 celles-ci sont représentées, de fagon

unique, par des entiers r et s tels que :
0€r<s<d-l<n-2
avec r+s =d-1, et donc 2r <d-1,

Vérifiant r2+r+n>n>d et &tant divisible par d, r2+r+n est non premier :

r appartient & En et donc £ <r. Comme % €{r,s}, on ne peut avoir 0 <¢<r<s. D'oil :
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£ = r et donc 2¢ = 2r &d-1.

Il vient :
(22+41)2 €d2 €22+424n.

Retenons 322 €n-1-3%, et a fortiori 322 <n, ce qui constitue une contradiction

avec %> +v/n/3.
L'hypothése E #¢ est donc absurde, On a E =¢. .

" *
A tout n€N on associe la somme 0(n) €N de ses diviseurs, Trouver

une condition nécessaire et suffisante pour que 1l'entier o(n) soit impair,

*
Soit n€N . Comme tout entier strictement positif, il s'écrit, d'une fagon

et d'une seule :

*
n»= Zaa, avec a €N et a€N impair.

Les diviseurs de n sont tous les 2% tels que A €{0,...,a} et & divise
a (ce qui implique & impair). D'oii :

- A +1
o(n) = EF (2 2 ) 2=2"" - 1)o(a)
Lla =0

oli d{a) est la somme des diviseurs de a.

Comme 20”1

-1 est impair, la parité de o(n) est celle de o(a), et aussi
(les diviseurs de a étant tous impairs) celle du nombre v(a) des diviseurs de a.
Si a=1, on a v(a) =1 et o(n) est impair.

Sinon on utilise l'unique d&composition en facteurs premiers :
ky ke
a = p;...p.T, avec pi>3 et ki>1.
Les diviseurs de a sont les pllu...p:r, avec 0 <h, <k, et :
v(a) = (l+k1)...(1+kr).

I1 en résulte que o(n) est impair si et seulement si chacun des k, est pair.

i

En conclusion, o(n) est impair si, et seulement si n est de la forme 2aq2,
avec q impair. a
1.2.6 On donne le nombre premier p et on note :
*
Qp = {%l (a,b) ELXN , aAb=1, p ne divise pas b}.

Montrer que Qp est un anneau principal.

e Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que Qp est un sous-anneau
de ¢, et donc un anneau intZgre.

Reste & vérifier que tout idé&al de Qp est principal, ce qui est évidem-
ment vrai pour 1'idéal réduit a {o0}.
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e Considérons donc un idéal I de Q_, non réduit & {0}.

A tout &lément a/b de I~{0) nous associons 1'unique entier naturel m
tel que pm divise a et pm+1 ne divise pas a (avec éventuellement m=0),

Quand a/b parcourt I~{0}, m parcourt une partie non vide de N ; cel-
le-ci admet un plus petit é&lément k.

- I1 existe un &lément a/b de I~{0} tel que a =pka', avec a' non divi-
sible par p et non nul, On constate que 1'un des rationnels b/a' ou (-b)/(-a')
appartient a Qp. Le produit de ce rationmnel par a/b, qui est pk, appartient
donc 3 I,

Retenons que 1'idéal kap de Qp est inclus dans I.
- Inversement soit a/b un &lément quelconque de I~{0}. Il existe h EN

et a' €2 tels que :

a_ kpa'
v Py
On a : (pha') Ab=1 et p ne divise pas b. D'ol :

ha' a k
L €q, et $€p Q.

I~{0}, et donc I est inclus dans p Q
Finalement I est 1'idéal prlncipal p Q de Q ]

Soient A un anneau commutatif et J 1'ensemble des idéaux de A. On dit
que MEJ est maximal si, et seulement s'il est maximal dans (JNA, <),

1° Montrer que ME€J est maximal si, et seulement si A/M est un corps.

2° Ici 1'anneau A est principal. Montrer que, pour tout x€A, 1'idéal (x)
de A est maximal si, et seulement si x est irréductible (dans un anneau intégre
A, dont 1'ensemble des &léments inversibles est noté& U, un &lément x est irré-
ductible si, et seulement s'il n'appartient pas & U et si ses seuls diviseurs

sont les u et les ux, u€U),

L'idéal M€ J, M+#A est maximal si, et seulement si les seuls id&aux
de A qui le contiennent sont M et A.

1° La condition est nécessaire. Soit M un idé&al maximal de A. D'aprés M#A,

A/M est un anneau commutatif non nul, Soient X un &€lément non nul de A/M, et x
un représentant de X ; on a x M.

M +Ax est un idéal de A ; contenant {x}, il est distinct de M ; conte-
nant M, i1 est &gal 3 A, Il existe donc (m,y) EM XA tel que 1A=m +yx, et X ad-
met la classe de y pour inverse dans A/M.

L'anneau A/M, dont tout &lément non nul est inversible, est un corps. U

lLa condition est suffisante. Soit M un id&al de A tel que A/M soit un

corps. Puisque A/M a au moins deux &léments, on a M#A. Soit I un idéal de A
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tel que MCI et M#I. Il existe x€1I tel que x¥M ; la classe X de x, distincte
de 1'élément nul de A/M, admet un inverse Y dans le corps A/M ; soit y un repré-
sentant de Y. On a yx—lAEM, et, d'autre part yx€1. D'oll 1, €1, et A=1I.
L'idéal M de A est maximal. O
2° On remarque que, dans un anneau intégre A, les assertions : v divise x
et y €U équivalent respectivement & : (x) ©(y), et (y) =A. On en dé&duit que x €A
est irréductible si, et seulement si (x) est maximal dans (T ~A,9) ol J est

1'ensemble des id&aux principaux de A.

Si, en outre, A est principal, alors §=J. a

L'exercice sutvant fait appel au Cours d'Analyse.
On note A l'anneau (commutatif) des applications continues de [0,1]
dans R,

1° Soit x€ [0,1] . Montrer que M(x) = {f €A | £(x) =0} est un idéal maximal
de A.

2° On va montrer que tout id&al maximal J de A s'écrit M(xo), ol x_ est
un &lément convenablement choisi de [0,1].

a) Soit I un idéal de A tel que E_ = fQI f_l(O) soit vide. Montrer qu'il

1
existe un &lément de I ne prenant la valeur O en aucun point de [0,1]. En dé-
duire I = A.

b) Conclure,

1° On vérifie aisément que M(x) est un idéal de A.

Soit I un idéal de A contenant M(x) et distinct de M(x). Il existe donc
fEI~M(x), et on a £(x) #0. On note o 1'élément t —> f(x) de A ; on constate
que f-o est un &lément de M(x), et donc de I ; d'oli « €1 ; il en résulte que I
contient 1'application constante t 1— 1, et que I =A, 0

2° a) Soit x€ [0,1] . D'aprés la vacuité de E., il existe fYGI tel que

s
fx(x) #0, D'aprés la continuité de fx au point x,Iil existe un voisinage ouvert
Vx de x dans R tel que : O¢fx(Vxﬂ fo,11).

Du recouvrement du compact {0,1] par la famille (vx)xé[o,ll d'ouverts,
on peut extraire un recouvrement par une famille finie (in] 1<i<a
g =fi +...4 fi , qui est visiblement un &lément de I, ne prend la valeur 0 en

1 n
aucun point de [0,1] ; h:x — 1/g(x) est inverse de g dans l'anneau A. On a

hg = 1, et hg€I. D'od IAGI, et I=A,
b) Soit J un idéal maximal de A. On a J #A, et donc EJ
(cf. a)) ; il existe xer ; on a f(xo) =0 pour tout f €J, et donc JCM(xo).

J
Comme M(xo) #A et comme J est maximal, ceci exige J=M(xo). O

A
n'est pas vide
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Soit A un anneau commutatif. Un id&al premier de A est un idé&al P
distinct de A, et tel que :

V(x,y) €A7  (xy€P) * (x€P) V(y €P)
1° Montrer qu'un idéal P de A est premier si, et seulement si A/P est un

anneau intégre,

2° Donner un exemple d'idéal non nul, premier et non maximal.

1° Pour tout idéal P#A de A, A/P est un anneau commutatif non nul.

La condition est nécessaire. Soit P un idéal premier de A.

Considérons deux &léments X et Y de 1'anneau non nul A/P tels que XY =0 ;
solent x et y des représentants de X et Y ; xy est un représentant de XY, et
donc xy €P ; 1l en résulte (xEP)V (YyEP), i.e. (X=0)v (Y =0).

L'anneau A/P est ainsi intdgre. a

La condition est suffisante. Soit P un id&al de A, non premier, distinct
de A. On dispose de (x,y) €A? tel que

(xy€B) A(x¢P) A(yEP)
Les classes X et Y de x et y vérifient :
(XY =0) A(X#0) A (Y #0)

L'anneau A/P n'est donc pas inté&gre. a

2° 11 est clair que, dans tout anneau commutatif A, tout id&al maximal est
premier. La réciproque est fausse : si A est intégre sans etre un corps, 1'idéal
{0} est premier sans @tre maximal,
Voici un contre-exemple non trivial. On considé&re 1'idéal (X) de KI[X,Y]
engendré par le polyndme X. C'est le noyau du morphisme d'anneaux
u : Q(X,Y) »— Q(0,Y) de K[X,Y] dans K[Y]. L'anneau K[X,Y] /(X), isomorphe i 1'i-

mage K[Y] de u, est un anneau intdgre, mais n'est pas un corps. 0

Remarque. Dans un anneau commutatif, un élément premier est un élément non

nul p tel que 1'idéal (p) de A soit premier. Le lecteur vérifiera aisément que
tout élément premier d'un anneau intégre est irreductible, er que, uans un

anneau principal, les &léments premiers sont les éléments irréductibles.

1.2.13] Montrer que le sous-anneau A =3+i% de ¢ est principal.

e Il est clair que A={u+iv | (u,v) €32} est un sous-anneau de ¢, et donc
un anneau intégre,

e Soit I un idéal non nul de A ; {|z|2 IzGI\{'O}} est une partie non vide
de N, et admet donc un plus petit élément ; il existe ZOEI\{O} tel que

[z| >|zo[ pour tout z€I~{0} ; I &tant un idéal, on a Az c<I.
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- Inversement soit z€1I, La division dans ¢ de z par z fournit
z= (a+ib)zo, avec (a,b) €R?, En s'aidant d'une figure, le lecteur vérifiera
qu'il existe (u,v) €12 tel que [a+ib - (u+iv)| <1. En utilisant : z—zo(u+iv) €1,

et en posant @ = a-u et 8 = b-v, il vient :
(a+iB)z €I et |(a+iB)zo| <|zo|

ce qui exige (d'aprés la définition de zo) : a+if = 0, et done zEAzo.

En conclusion I = Azo. L'idéal I est principal. m]

1.2.11 | Soit un entier premier de la forme p =4n+l, nEN*.
1° Montrer qu'il existe u€32 tel que u?+l = 0 (mod P).

2° Montrer que p est somme de deux carrés,

1° Le corps Fp = 3/p3 &tant fini, d'apres 1.1.6 le groupe multiplicatif F;
est cyclique, de cardinal p-1 = 4n. Soit a un générateur de ce groupe ; on a
a =1 et azn#’=1 ; d'oit a2n=-1.
L'élément o de F_ est donc la classe (modulo p) d'un entier u€Z qui

vérifie u?2+1 = 0 (mod p).

2° 11 résulte du 1° que, dans l'anneau intégre A =23+1i%, 1'élément p divise
le produit (u+1i)(u-1i) ; or il ne divise ni u+i, ni u-i (car les nombres complexes
E-;i et E;—i n'appartiennent pas & A) ; 1'idéal (p) de A n'est donc pas premier,
et, a fortiori, 11 n'est pas maximal ; 1'élément p de 1l'amnneau principal A n'est
pas irréductible (cf., 1.2.9 et 1.2.7) ;: il existe donc deux &éléments non inver-

sibles de A dont le produit est p, soit
p = (a+ib)(a'+ib'), a2+b?2#1 et a'24p'2 %1,

En passant au carré des modules, il vient p? = (a2+b2)(a'?+b'2) ; comme p est

un entier premier, il en résulte p = aZ+b2,

| 1.2,12 | Résoudre et discuter 1'équation sur F;7 = 1/172 :
x2-3x+k = 0 (E)

dans laquelle k€F;7 est un paramétre.

Comme 17 est premier, Fj7 est un corps commutatif ; (E) a donc au plus

deux solutions ; (E) s'éerit :
(x-10)2 = 15-k

-~

ce qul nous conduit 3 calculer 1l'ensemble F' des carrés des éléments de Fy7, qui
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est 1l'ensemble des carrés des &léments de {6,...,a, a4 savoir

solutien,

28me cas : k=15 ; alors (E) admet 10 pour solution unique.

3&me cas : 15-k€F'~{0}, i.e. k€{0,2,6,7,11,13,14,16} ; alors 15-k est
le carré de deux é&léments opposés et non nuls, w et -w, de Fy7, et (E) admet

deux solutions, 10+w et 10~w .

Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L. On dit que
a €L est algébrique ou transcendant sur K selon qu'il existe ou qu'il n'existe
pas un polyndme non nul de K[X] admettant a pour racine.
On note A l'ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur K.
1° a) Soit a€L. Prouver l'équivalence des deux assertions :
i) a est algébrique sur K ;
ii) LK désignant L muni de sa structure de K-espace vectoriel, le
sous—-espace K[a] = {P(a) €L [PEK[X]} de LK est de dimension finie.
b) Montrer que A est un sous-corps de L.
2° a) Soit a €A, Montrer qu'il existe un unique polyndme POEK[X] ~{o}
unitaire, irréductible dans K[X], et tel que Po(a) =0.
Vérifier : dim.KK [a] = deg Po.
b) Soit a €A. Montrer que K[a] est le plus petit sous-corps de L con-
tenant K et a,.
c) Montrer que si L est algébriquement clos, alors A est algébriquement
clos.
3° Ici L=¢ et K=4¢.
a) Montrer que le corps A est dénombrable et algébriquement clos.

b) Montrer que le plus petit sous—corps M de ¢ qui contient V2 et i

est un (-espace vectoriel dont on donnera une base.

1° a) La loi externe sur L, est celle qui 3 (a,x) EKxL associe ox €L.

- I1 est clair que K[a]Kest le sous-espace vectoriel de LK engendré
par la famille (an)ﬂ.
- Notons que K[a] contient a et tout o €K (qui est P(a) pour P =a €K[X]).
Preuve de i) = 1i). Par hypothése, il existe PEK[X ] ~{0} tel que
P(a) =0, ce qui entraine que le degré p de P vérifie p=1.
Pour tout n €N, effectuons la division euclidienne de X" par P ; comme

il s'agit de polyndmes & coefficients dans K, le reste R , de degré p_ <p, est
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a coefficients dans K. On a an==Rn(a), ce qui montre que a® appartient au sous-
espace de LK qui est engendré par (l,a,...,ap—l) ; K[a] est donc confondu avec
ce sous-espace, qul est de dimension finie q <p.

Preuve de 1i) = 1). Par hypothése, K[a] est de dimension finie q.

La famille (1,a,...,aq) de g+l Eléments de K[a] est 1lide ; il existe
q+l éléments non tous nuls ao,al,...,uq de K tels que a°+a1a +...4a al = 0,

P = ao+a1x +...+aqu est donc un élément non nul de K[X] tel que
P(a) = O, .

b) A contient K (tout a €K est racine du polynfme X-a) ; il contient
done -1,

- Soient a et b deux &léments de A. Les sous-espaces vectoriels K{a] et

K[b] de L, sont de dimension finie.

K
Soilt V1e sous-espace de LK engendré par la famille (ambn) (m,n)en? *

’
Pour tout mEN (resp. n€N), a" (resp. bn) est une combinaison liné-

-

aire 3 coefficients dans K d'une famille finie :
-1 -
(l,a,...,ap ) [resp. (l,b,...,bq 1)].

Il en résulte que, pour tout (m,n)EN?, a™b" est une combinaison liné-
aire i coefficients dans K des aibj, (i,3) E{O,...,p-l} X {0,...,q-1}, et donc que
V est de dimension finie,

Or V contient les sous-espaces K[a+b] et K[ab] de LK ; a+b et ab
sont donc algébriques sur K,

A ce stade, nous pouvons affirmer que A est un sous~anneau de L.

- Soit a un &lément non nul de A, racine de PEK[X] de degré p=1 ;
XPP(1/X) est un polyndme non nul de K[X] qui admet 1/a pour racine ; l/a est
donc algébrique sur K,

-~ A ce stade, nous pouvons affirmer que A est un sous-corps de L.

2° Soit a€L. On note K(a) le plus petit sous-corps de L qui contient K
et a ; K(a) contient Kla], c'est donc le plus petit sous-corps de L qui contient
K([a] (lequel contient a et K).
L'application ¢ : P*— P(a) de KI[X] dans K(a) est un morphisme d'anneaux.
Son noyau, I ={P €x Xl IP(a) =0} est un idéal de l'anneau principal K[X] ; son
image X[a] est un sous-anneau de K(a) isomorphe & KI[X])/I.
e Si a4, alors I= {0} et Kl[a] *K[X] ; le corps K(a) est isomorphe au
corps K(X) des fractions de K[X] {corps des fractions rationnelles).
a) Dans la suite : a€A, Il existe ici un unique polyndme unitaire
POEK[X] tel que I=(Po) ; on a deg Po>1 (3 cause de Po¢0 et Po(a) =0).
P° est irréductible dans K[X] car, s'il existait deux éléments P1 et

P, de K[X] de produit P tels que deg P, <deg P et deg P

<
2 deg Po' on aurait

1 2
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Pl(a)Pz(a) =0 et, L &tant un corps, P, ou P, appartiendrait a I, ce qui cons-
tituerait une contradiction sur les degrés,
P0 est enfin le seul &lément unitaire et irréductible de (P ).
e On a vu au 1° que : dim K [a] <p , ol p =dim P- D'autre part 1a famille

Po-1

(l,a,...,a ) est libre (sinon il existerait un element de I~{0} de degré

strictement inférieur i P,): Il en résulte : dimKK {a] =P, m]
b) Toujours dans le cas a €A, nous allons montrer que K[a] est un sous-
corps de K(a), ce qui entrainera K[a] = K(a). Il suffit de montrer que 1'inverse
dans K(a) de tout &lément non nul du sous-anneau K[a] est dans K[a] .
Soit b€K[a] ~{0}. L'application x = bx du K-espace vectoriel K [a]
dans lui-méme est visiblement K-lin&aire et injective ; s'agissant d'un espace
vectoriel de dimension finie, elle est surjective : il existe b'€K[a] véri-

fiant bb' =1. 0

Autre solution de b). Ici Po étant irréductible, I =(Po) est maximal

(cf. 1.2.7) et K[X]/I est un corps. Par isomorphisme, K[a] est un corps.

c¢) LEMME. Soient U,V,W des corps commutatifs tels que UcCVcCW. On suppose
que les espaces vectoriels VU et W, sont de dimension finie. Alors 1l'espace vec-
toriel WU est de dimension finie, et dim W, =dim Wy dim VU.

U
Soient (ll,...,)\n) et (ul,.. Mo ) des bases de Vy et Wo. Tout X EW
[ (= ‘ P
s'écrit Z o, uj, avec aj V, et donc a Zuij 4 avec aij U : d'ot :
e Agu, (4, €N XN, o €u.
Dans cette égalité, on a x=0 si et seulement si 2(2 aij)‘i) . =0,
i
ce qui s'écrit :Zaij).i=0 pour tout j, et aij =0 pour tout (i,j). La famille
O
¢} "3)(1 j)a\l XN est donc une base de W

e Reprenons K, L et A, avec icl : L est algébriquement clos. Pour montrer
que A est algébriquement cles, il faut montrer que tout polyndme non constant
de A[X] a au moins une racine dans A.

1 :
Au titre d'élément de L[X], i1 admet une racine a, Nous allons montrer

Soit a_+a X+... +apo, aiEA, P#1, un tel polyndme, qui sera noté P.
a €A, La proposition en résultera.

Opérons pour "extensions successives"

- Partons de K[aol , plus petlt sous-corps de L quil contient K et a, ;
c'est un K-espace vectoriel de dimension finie.

~ Algébrique sur K, 3, est algébrique sur le sur-corps K[ao] de K. Notons
K[ao,al] le corps (K[aO])[a!] (on vérifie que c'est le plus petit sous=-corps de L
qui contient K, a_ et al) ; ¢'est un K[aO] -espace vectoriel de dimension finie

et,d’aprés le lemme, un K-espace vectoriel de dimension finie.
- De proche en proche, nous arrivons a M = K[ao,...,ap] (plus petit sous-

corps de L qui contient K,ao,...,ap), et nous constatons que c¢'est un K-espace

vectoriel de dimension finie.
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-~ Au titre de racine du polynSme non nul P 3 coefficients dans M, «
est algébrique sur M, et d'aprés 1°, le corps M[e] est un M-espace vectoriel
de dimension finie, En utilisant le lemme, on constate que M[a] est un K-espace
vectoriel de dimension finie ; d'aprés KcM, le K-espace vectoriel K[o] en est
un sous-espace, et est donc de dimension finie, ce qui, d'aprés 1°, donne :

a €L, O

3° a) Ici L=¢, algébriquement clos,et K=¢. D'aprés ce qui précéde, le
corps A des nombres complexes algébriques (&léments de ¢ algébriques sur ¢) est
algébriquement clos.
A tout nEN*, associons 1l'ensemble An des é€léments de A qui sont racines
d'un polyndme de Q[X] de degré n. Ona : A = |J, An.
nEN

*
Soit n€N . @ &tant dénombrable, Qnﬂ

est dénombrable ; l'ensemble des polyndmes de
Q[X] de degré n, qui est une partie de Qn+1, est dénombrable, et comme chacun
d'eux a au plus n racines dans ¢, 11 est clair que An est dénombrable.

Réunion dénombrable d'une famille d'ensembles dénombrables, A est dé-
nombrable. G

Notons que, ¢ étant non dénombrable et A dénombrable, ¢~A n'est pas
vide : il existe des nombres complexes transcendants (sur ¢).

Remarquons d'autre part que a €¢ est algébrique (sur Q) si, et seulement
s'il est racine d'un polyndme non nul de 3 [X].

b) Tout sous-corps de ¢ contient 2, et donc le corps des fractions de 3,
qui est @ ; M est ainsi le plus petit sous-corps de ¢ qui contient ¢, V2 et 1.

Racines des polyndmes X2-2 et X2+1, 3 coefficients dans Q, V2 et i sont
algébriques sur ¢ et, avec la notation du 2° c), M=K[i] ol K=¢ Vz21.

K est le sous-espace de GQ engendré par ((\/f)nlnalq , et aussi par
(1, V2) ; en effet tout (V2)™ appartient 3 ¢ ou 3 ¢ V2. Mais la famille (1, V2)
est libre dans GQ, sinon V2 serait rationnel ; c'est donc une base de 1'espace
vectoriel KQ'

M est le sous-espace de ¢K engendré par (in)an , et aussi par (1,1) ;
en effet tout 1" appartient 3 K ou a8 Ki, Mais la famille (1,i) est libre dans ¢K’
sinon i serait réel ; c'est donc une base de l'espace vectoriel MK

D'aprés le lemme du 2° c), dans lequel on a fait U=qQ, V=K et W=M,
(1, vV2,1,iv2) est une base de MQ' Le plus petit sous-corps de ¢ qui contient
V2 et 1 est ainsi :

{a +8 V2 +yi+81VZ | (a,B,v,6) €Q%}. a

L'exercice qui suit fourmit un exemple de nombres réels transcendants.
I 1.2. 14 I 1° Soient a un réel algébrique (sur &), et P =c, +c1x 4.0, +cnx“,
n>1 et cn?ﬁo, un &lément de 3 [X] tel que P{a) =0,
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Vérifier : |a| <u+l, ol u = max |ci/cnl.
1€{0,..,n-1}

*
En d&duire que 1'on peut associer & (a,P) un NEN vérifiant

i) Pour tous entiers q >N et p€2 tels que |a-p/q| <1/q, on a :

+
(e(p/q) = 0) v(|a-p/a] >1/q™*")
2° On appelle nombre de Liouville tout réel de la forme :

400 k!
a= Z oy 10 ™7 1)
k=1

. el *
oil (ak)kﬁv"’ est une suite d'éléments de {0,...,9} telle que {k €N |ak #0} soit
infini.

Montrer qu'un tel réel est transcendant (sur ¢).

3° Montrer que l'ensemble F des nombres de Liouville est non dénombrable.

1° s1 a=0, il est clair que |a| <p+l. Sinon on a a#0 ; on &crit :
c 1 c 1

pl _ 2

[+

[o] a
n n

n
a

et on constate que l'hypothése |a| 2u+l entratnerait :

n - 4o .

1<p 3 e V< X e =

j=1 j=1

et conduirait donc & une contradiction. O
*
e Soit (q,p) EN x3 tel que |a-p/q| €1/q, et P(p/q) #O0.
*
On écrit P(p/q) =c/q", c €%, et compte temu de P(a) =0, on a, par

la formule des accroissements finis :
- ¢/q" = (a-p/q)P'(E)

ol £ est un réel compris entre a et p/q, et donc tel que |£[ <Ia[ +1/q et &

fortiori tel que |E[ <p+2, On a ainsi :

n ._1
[pr@) < ¥ jlcjl(u+2)J

*
M, ol M€R+ est connu,

i=1
et donc :
S TR L
q qu qu

- Tout entier N#M répond donc 3 la question.

2° On note E 1l'ensemble des suites (ak)kﬂl* d'éléments de {0,...,9} qui
ne sont pas tous des O 3 partir d'un certain rang.

e Soit (ak) €E ; (1) lui associe la somme a d'une série i termes réels

positifs qui converge pour &tre majorée par la série géométrique convergente

T 9.107%,
k=1
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* *
- A tout mE€N , associons (qm,pm) EN XN par :

m! - -k!
q =10, pm=quz_:1ak10

La suite m pm/qm est croissante et non stationnaire (sans quoli on

aurait ak=0 a partir d'un certain rang) ; elle a donc une infinité d'éléments

distincts.
Pour m donné, le réel r =a —pm/qm vérifie rm>0 et :
oo +oo
k! - 1 -
r <9 ¥ 10 K< g 107D 5 1ph
k=m+1 h=0
1-(m+1)! -m!.m -m
: < = .
et rm<10 (10 ™9 q

- Faisons l'hypothése : a est algébrique. Il existe PE€Z[X] de degré
n=1, tel que P(a) =0, Il existe donc NEN*, associé a (a,P) vérifiant i)
(cf. 1°).

On décéle une contradiction en donnant au couple (q,p) qui intervient
dans i) la valeur (qm,pm) ol m est tel que m=n+l, que qm>N et que pm/qm ne
soit pas racine de P {(comme P n'a qu'un nombre fini de racines, il existe une

infinité de tels m). Notre hypothé&se est donc absurde, O

3° Nous allons montrer que d'une part 1'application ©¥ : (ak) = 1:21 uklo_
de E dans F, qui est surjective par définition, est injective et donc szective,
que d'autre part 1l'application ©: (ak) —> 1:2:91 ov.klo_k
tive. I1 en résultera que @ ,y~! est une bijection de F sur 10,11, et que, comme

k!

de E dans ]0,1] est bijec-

]0,1], F est non dénombrable.

Preuve de 1l'injectivité de y. Soient (uk) et (Bk) deux éléments distincts

de E : il existe m €EN* tel que ak=8k pour tout k <m, et, par exemple :
0<B <o <9, On a :
m m

!

(e ) =48 ) = (a =83 10™ & p >10™ 4

avecg
g —Kk! ~m!.m —m!
[p }<9 Y 1077 <o)<
T kemel
Dol : w((am)) -U’((Bm)) > 0.

Preuve de 1'injectivité de . Méme méthode.

Preuve de la surjectivité de . Soit t€]0,1]. Posons x=1-t€ [0,]1].

On sait (existence du développement décimal propre de x) qu'il existe une suite

(Bk)ka\f" d'éléments de {0,...,9} qui ne sont pas tous des 9 3 partir d'un cer-

- k
tain rang, telle que : x = E g, 10 .
k=1 k

o &
On a : t=Zak10,aveca

2 = 9-8,, ce qui montre : (ak)ka\l* €E. a

k

=
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Soient P un plan affine euclidien, et O un point de P, On note S

1'ensemble des similitudes directes de P de centre O telles que, pour toutes €S

et pour tout mEP il existe une droite contenant'les points m, s(m) et s3(m).
Trouver 1l'ensemble L des images d'un point donné n €P~ {0} par les &lé&-

ments de S.

Soit (O;I,E) un repére orthonormal positif de P orienté&. Au point de coor-
données (x,y) on associe son affixe z =x+1ly. Une similitude directe de centre 0,
s, se traduit par la multiplication de 1l'affixe du point générique m€P par un
nombre complexe a #0,

Pour que s appartienne & S, il faut et il suffit que, pour tout z€¢~{0}

3

les points d'affixes z, az et a’z appartiennent & une m&me droite, c'est-a-dire

-

(3 une similitude prés) que les points d'affixes 1,a ad appartiennent 3 une méme
q »d, PP

droite, i.e. que les vecteurs représentés par al

-a et par a-l soient colinéaires.
Si a=1, cette condition est remplie ; on a alors IdPGS, ce qui @tailt evi-
dent a priori., Si a#1, cette condition s'éerit :

al-a
a-1

S1 1'on pose a = c+Bi, (a,B) €R2~ {{0,0)}, elle devient (2u+1)8 =0.

€R 1.e. a’+a€R,

En conclusion, les éléments de S sont les similitudes représentées par les
réels non nuls, i.e. les homothéties de centre 0 (ce qui &tait &vident a priori)
et les similitudes représentées par un nombre complexe de partie réelle -1/2.

e En passant par 1l'intermédiaire du point d'affixe 1, on constate que 1l'en-
semble L est la réunion de la droite Omo, et de la symétrique par rapport & O de

la médiatrice du segment [O,mol .

1.2.16 Soit ¢ 1'ensemble obtenu en adjoignant 3 ¢ un élément notéd =,
On appelle homographie toute application h de E dans ¢ définie par :

)

ol (a,b,c,d) €¢* est donné tel que ad-bc #0.

h(z) = (az+b)(cz+d)—1 pour z€¢\{—dc-1} (pour z€¢ si c=0) ;

1

h(=de” ") = » g1 ¢ #0 ; h{=) = ac—1 si ¢c¥#0 ; hi(=) = wgi ¢ =0.

1° Montrer que l'ensemble H des homographies est un sous-groupe du groupe

symétrique de E
2° Soient : U = {z€¢||z| = 1} et D = {z = ¢||2| <1}.
Trouver toutes les homographies h telles que h(U) = U,

Parmi elles, trouver celles pour lesquelles h(D) =D,

1° L'homographie d&finie par (1) est notée hM’ avec M = [: :] On a :

H = {h.M | MEG} ot G est le groupe lindaire de type 2 sur Q.
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Pour M=Iz, on a h.M = Id'E ; on vérifie (assez laborieusement)

VALM')EG? My oy, =hyay
On en déduit que toute homographie est une bijection ((hM)-1 =hM_1) , et

que M- h‘M est un morphisme de groupes de G dans le groupe symétrique de ¢ ;

1'image H de ce morphisme est un sous-groupe du groupe symétrique de &. a

2° Nous allons raisonner par condition nécessaire et suffisante.

a b]EG telle que h.M(U) = 1.

a) Supposons qu'il existe M = c d

Pour tout (ER, nous avons :
(2e1®4b) @e 1) = (cel®4a) ce™1%T)

i.e. 2214803 - 0

avec : A =ab-cd et B= [a]2+|b|2-|c|2-]d|2.

Le polyndme AX? +BX +K, qui a plus de deux racines, est nul :
(A,B) = (0,0).

Comme A =0 exige [a]||b| = [c||d|, compte tenu de B=0, on a

llal +b] =le| +1a]l A t(]al - [b]) =2 (]e| -1d])]
ce qui s'écrit : {|af,|b]} = {|c],|q]|}.
On ne peut avoir (|a[ = |c[) A(Ibl = |d|) car, avec A =0, on aurait :
[a=c=0lv [(a =ceie #0) A (b =deie)] » 6ER
ce qui est incompatible avec ad -bc #0. D'od la condition nécessaire :
(la] =|d|)Y A¢|b] = |c|) A(ab ~cd =0) A (ad ~bc #0).
Elle entraine la condition nécessaire : (2) v (3) avec :
(a=d=0)/\(b'~=c_eie #0), 6 €ER (2)
(a =de®® #0) A(ab =cd) Aed - be#0), 6 €ER 3)
b) Les homographies qui vérifient (2) sont définies, avec 8 €R, par :
n(z) =e'®/z s1 z€4~1{0} ; h(0) = =; h(=) =0.
Pour chacune d'elles, on constate :
h(eiw) = ei(e_w), et on en dé&duit h(U) =U.

]
Notons qu'ici h(D) =E U{»}, oli E={z €¢ i lz| >1}.
b') si hM vérifie (3), on a d#0 et, quitte & multiplier a,b,c,d par un
méme Eélément de ¢ ~{0} ce qui ne change pas hM’ on peut supposer d=1, et

remplacer (3) par :

(a,b,c,d) -(eie,zeie,c,l), avec B €R et c €¢~U %)

Inversement, toute h€H de la forme (4) convient car, pour
z€¢~{-1/c}
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2 _ | - Lz%€) (z+c)
(cz+1) (cz+1)
_ a-[z|H)a-|c]?)

|cz+1|2

i0 z+c
e ————

cz+l

, et h(U) =U.

On peut méme préciser que :
- S5i !c| <1, h induit la bijection de D sur D qui s'écrit :
z 1= e16 zrc , avec B ER et cED (5)
cz+l
(Les bijections de D sur D de la forme (5) forment &videmment un sous—groupe

du groupe symétrique de D).
- 8i le|>1, on a h(D~{-1/c}) = E.



2. POLYNOMES.
FRACTIONS RATIONNELLES

2.1 PoLYNOMES

Déterminer n EN tel que, dans K[X], B divise A, avec :

2

A= (R2-x+D)" -x""4+x" -1 5 B=X3-x%24+X -1

Indication. On fera intervenir la caractéristique du corps K.

On a B = (X-1)(X2+1).
Le reste de la division euclidienne de X2+1 par X-1 est 2.

ler Cas. K n'est pas de caractéristique 2. Ieci X-1 et X2+1 sont premiers

entre eux. Comme A(l) =0 montre que A est divisible par X-1, il suffit d'écrire
que A est divisible par x2+1,

En remplagant X2 par -1 dans A(X), on constate :

A= (1+C¢-DMHE™1), mod X241,
Si n est impair : A = 0, mod X241 ; B divise A.
Soit n pair, n=2p ; A = 2((—1)p-1), mod X2+1 ; B divise A si, et
seulement si p est pair.
Les solutions seont : n impair ou n multiple de 4,

28me Cas. K est de caractéristique 2. Ici X-1 et X%+l ne sont pas premiers

entre eux ; on peut &crire B = (X-1)3.
Eliminons n€{0,1}, auquel cas A=0 et B divise A.
La formule du binBme appliquée 3 (X? - (x-1))" donne :

2n-2 2_2n-4

A= - cix x-1) + c’x x-1)2 + x"-1, mod B.

En posant X-1 = Y, nous avons 3 écrire que :
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P = -ny(1+7) 202 4 CiY2(1+Y)2n-4 + (1) -1
est divisible par Y3. Or P est égal, mod Y3,

- nY + CZY2 + nY +C?'Y2 = ZCZY2 =0
n n n

[+

Ici tout n€N est solution.

Ici K est un sous-corps d'un corps commutatif L. Soient PEXK[X] irré-
ductible, et QEK[X]. On suppose P et Q, considérés comme &léments de L[X], ont

une racine commune, Montrer que P divise Q.

- Notons A le PGCD de P et Q dans K[X]. Le PGCD de P et Q, considérés
comme &léments de L[X], est aussi A (ne serait—ce que parce que 1l'on peut 1'ob-
tenir par divisions successives).

Les éléments P et Q de L[X] ayant une racine commune, on a deg A>1.

- Revenons & K[X] ; A, de degré au moins &gal i 1, divisant le polyndme
irréductible P, on a P = k4, kEK‘.r ; comme A divise Q, il en résulte que P
divise Q. O

*
2.1.3 Soit (m,n) EMW )2. Dans K[X] déterminer le PGCD de X"-1 et X -1.

e Commengons par rappeler un résultat classique.
"
Soit p€EN . Tout PEK[X] s'&crit, d'une fagon et d'une seule :

p-1 py ok o
P= X QX Q.0 ) E®EDP.

k=0
Nous constatons aisément que le reste de la division euclidienne de

Qk(Xp) par xP-1 est Qk(l). Le reste de la division de P par xP-1 est done :
p-1

T g (XS,
k=0

e I1 en résulte que, pour (p,q) ECI.‘I“')2 tel que 1<p<q, le reste de la
division de Xx%-1 par xP-1 est Xp-l, ol p est le reste de la division de gq par p.
e Venons en i notre exercice, en supposant, pour fixer les idées :
18m<n.

En désignant par r le reste de la division de n par m, nous avons :
(x"-1) A (XP-1) = (X7-1) A (X1,

Par itération, nous devons effectuer les divisions successives dans W
de n par m, puis de m par r (reste de la division de n par m)..., jusqu'd trou-

ver un reste r nul. Par ce procé&d&, qui constitue 1'algorithme d'Euclide

k+1
dans 2, nous déterminons r = § oi § est le PGCD de m et n et nous constatons

x"-1) A x"-1) = x°-1,
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2.1.4 Soit PE2I[X] de la forme a_+a X+...+a X" avec a_a_#0.
o 1 n on
On suppose que P admet une racine rationnelle de représentant canonique
*

p/q (avec pE€1, qEN et pAq=1).

1° Montrer qu'il existe QE 2[X] tel que P = (qX-p)Q.

2° En déduire que p divise a_, que q divise a , que p-q divise P(1) et
que p+q divise P(-1).

3° Application. Factoriser sur ¢ le polyndme :

P = 4%X% -28%3 +45%X2 -6X -18.

1° Dans ¢ IX], P, qui admet pour racine p/q, est divisible par qX-p. On
dispose donc de QE¢[X] défini par : P = (gX-p)Q.

Le calcul du quotient d'une division ecuclidienne conduit & :

a a o
n-1  n-l k _k 0
Q X ook —= X 4ok — (1)
q q q
avec ukel pour tout k€{0,,..,n-1}.

En outre, on a p¥0 & cause de 8 #0, ce qui permet de diviser P par
- p+gX suivant les puissances croissantes 3 l'ordre n-1 ; le quotient est alors
Q et le reste est nul ; on obtient ainsi :

B B 8
0 k k n-1 _n-1
Q= — 4t 7 X At —X 2)

P p P
avec BkGZ pour tout k€{0,...,n-1},

La comparaison de (1) et (2) fournit :

n-k k+l
Vk€{0,..,,n-1} B, 4a =a P .

k+1 n-k

Comme p et q sont premiers entre eux, p et ¢ = le sont ; il en résulte

k+1

que p *1 divise By» cequi prouve que Q€Ell. a

n-1
2°0nadonc : Q= . ykxk. Y, €3. En particulier :
k=0

a, T TPYp 3 2,V
ce qui montre que p divise a et que g divise a .

e En utilisant P(1) = (q-p)Q(l) et P(-1) = - (q+p)Q(-1), ol Q(1) et
Q{(-1) sont dans 2, on constate que P(l) et P(-1) sont respectivement divisibles

par p—q et par p+q. a

3° Pour toute racine rationnelle éventuelle de P de la forme canonique p/q,

p divise ici 18 et q divise 4, On a donc :

pE{tl, +2, £3, #6, 9, *18} ; q€{+1, £2, %4} ;
1 ,2 .3 ,6 ,9 ,18 .1 .3 .9 1 .3 .9
PIAC{tn t 5 5 L 2T s e Tt 4 i)
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Comme P(l) =-3 et P(-1) =65, on conserve que les p/q tels que :

[(p-q) E{+1, 3} A [(p+a) E{£1, +5, 13, 265}]
1 3 1

IR

I1 est clair que P(-2) #0.

i.e. les : p/q€{-2,

Pour essayer %=l, on effectue la division euclidienne de P par 4X-1 ;
on constate que l'on trouve au quotient un coefficient non entier (ici celui
de X2) : 1'essai est donc infructueux.

En revanche dans la division euclidienne de P par 2X+l1 le reste est mul,

et on constate que le quotient est divisible par 2X-3. On trouve :
P = (2X+1)(2X-3) (X2-6X+6) (3)

X2 -6X +6 n'a pas de racine dans ¢ ; (3) est la factorisation de P sur §. Sur
R ou §, on aurait

P = (2X+1)(2X-3) (X-3-3) (X=3+5) .

2.1.5 | LEMME DE GAUSS. 1° Pour tout polynSme non nul PE3Z[X], on note vy (P)
le PGCD des coefficients.

Solent P; et P, deux éléments non nuls de 3 {X] . Montrer que :
a) Si y(Py) = v(P2) = 1, alors y(P1Py) = 1.
b) Dans le cas général : v(P1Py) = y(P1)v(P3y).

2° En déduire qu'un polyndme non constant, 3 coefficients entiexs, est

irréductible dans 3 [X] si, et seulement s'il 1'est dans G [X].

1° a) Ici y(Py) = y(P2) = 1. On note P =P1P,, et on suppose y(P) #1 ; il
existe donc un nombre premier p divisant tous les coefficients de P,
Soit ¢ la surjection canonique de 2 sur 1/p2, qui est un morphisme
d'anneaux. On la prolonge de facon naturelle en ¢ :2[X] — (2/p1) ] en

k

posant : Za X Z(p(ak)xk, et on constate aisément que © est encore un mor-

phisme d'anntaux.
On a : ©(P) = 0 et O(P) = G(P)P(P2) 3 d'od W(P1) = 0 ou G(P2) = O
puisque 1/p? est un corps. Mais ceci contredit y(P;) = y(P,) = 1, O
b) On peut écrire : Py = y(P1)Q1 et Pr = v(P3)Qa, avec y(Q1) = v(Qz) =1.
D'od : P1Ps = y(P1)Y(P2)Q1Q2, avec (cf.a)) : y(Q1Q2) = 1.
On en déduit y(P1Py) = v(P1)Y(P;) en utilisant la propriété du PGCD :

) =r( A a. 0

A (?\ai i

i€1 i€l

2° ¢ Si P, 3 coefficients entiers, est irréductible dans ¢[X], i1 l'est a

fortiori dans 3 [X].



37

e Inversement, supposons P = qr, oli q et r sont des éléments non cons-
tants de @ [X] . Soit a le carré d'un multiple commun 3 tous les dénominateurs

des coefficients de q et r, On peut écrire :

aP = QR, ol Q et R sont des &léments non constants de % [X].
D'oli : aP = y(Qv(R)Q1R1, avec v(Q)) = y(Ry) = 1, et ay(P) = y(Qv(R).
*
Comme a €3 , il vient : P = y(P)Q;R} = ST, o S = v(P)Q) et T = Ry sont des
éléments non constants de 3 [X]. a
o k
CRITERE D'EISENSTEIN. Soit P = Z akX un polyndme non constant, a
k=0

coefficients entiers. On suppose qu'il existe un nombre premier p divisant tous
les ay sauf a, et tel que p2 ne divise pas a .
Montrer que P est irréductible dans ¢ [X].

Application. Pour p premier, 1+X+.,.+ Xp_l est irréductible dans ¢ [X].

D'aprés 1'exercice précédent, 11 suffit de montrer que P est irréductible
dans 1[x].
Raisonnant par 1'absurde nous supposons que P =P1Ps, ol P] et Py sont

des éléments non constants de 3 [X], que nous &crivons :
= K S k
Z b, X et z ¢, X, bec #0, 1€r<€n-1, s = n-r,
k k r s
k=0 k=0

Reprenons le morphisme d'anneaux @ :3[X] — (2/p3) [X] utilisé dans 1'exer-

cice précédent. Comme (D(ak) =0 pour 0 <k<n-l, il vient
L k, o k _ n £0
kgo @(b, )X k);o @(c )X = o(a )X", ¥(a ) #0.
On a : (p(br)w(cs) #0 ; d'oi (.D(br) #0 et tp(cs)?":O
et (p(bo)tp(co) =0 ; d'ol Lp(bo) =0 ou (D(co) = 0,
On n'a pas (D(bo) = tp(co) = 0, sans quoi b0 et ¢ seraient divisibles par p
et a, =boco serait divisible par p2. Pour fixer les idées, supposons (O(bo) =0

+
et (p(co) 0.

Nous constatons qu'il existe un unique entier j € [0,r-1] tel que :

tp(bo) = ,... =tp(bi)=o et (b, .)#0

i+l

(p(aiﬂ) se réduit donc & : (b )kp(co) qui n'est pas nul, ce qui constitue une
= a

141) ?i

Application. Il est clair que P=1+X+,.. +XP™" est irréductible dans

§[x] si, et seulement si Q=P(1+X)=((1+X)p—1)/x est irréductible dans ¢ [X].

i+l
contradiction puisque : i+l €<r <n entraine (a

Nous avons :

9= cl 42X #...4 P xP2 oxP7L |
p D p




38

11 est clair que p divise C; = p, que p2 ne divise pas C;, et que p ne divise
pas le coefficient de Xp-l, qui est 1.

, p divise Ci.

L

De : p(p~1)...{(p-i+l) = 1.2...1.Cp, CPGEN , on déduit que le nombre pre-

Montrons que, pour tout i€N

mier p divise 1'un des facteurs du produit 1.2...1i Ci ; comme, 3 cause de
1<p-1, p ne divise ni 1, ni 2,...,ni i, il divise Cp'
Le critére d'Eisenstein s'applique donec 3 Q. |

POLYNOUES DE LAGRANGE.1° a) Soient 8 seeerdy des éléments deux i deux

distincts du corps commutatif K.

- Montrer que, pour 1€{0,...,n} fixé, il existe un unique LieKn X} tel
que :
vi€{o,...,n} Li(a) =61
- Montrer que (L, )Ogiﬁ'l est une base de K xi.
b) Soit (ao,...,an) EKn 1. Déterminer les PEK[X] vérifiant :
vj€{0,...,n} P(a,) =« (1)

3 3
2° Application. Montrer qu'il existe un unique mEN* auquel on peut asso-
cier un polyndme P €R[X] de degré n <3m vérifiant :
i) Vk€{0,...,m} P(3k) =2 ;
ii) vk€{1,...,m} P(3k=2) = 1 et P(3k-1) =
iii) P(3m+1) = 730.

1° a) Un polynBme de degré au plus n admettant les n racines distinctes

j€{0,...,0}~{1}, est nécessairement de la forme :

Ly =4, | (Xa), AiGK.
j#4
J

a

j’

Inversement un polyndme de cette forme convient si, et seulement s'il
vérifie Li(ai) = 1, condition qui s'écrit :

Ai = ___1____. . D
} (ai-aj)
¥
- La famille (L ) de n+l éléments de 1l'espace vectoriel K X], de
0<1Q1

dimension n+l, est libre et c'est donc une base. En effet si Z A L est le

i
polyndme nul, on a, pour tout j €{0,...,n} : 1=0

n
(Z i i) (a ) =0, i.e. J\j=0. O

i=0
n

b) Tout &lément de K X] s'écrit 2 )‘i g et il vérifie (1) si,
i=
et seulement si : lj = ay pour tout JE{O,...,n}.
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n

Po = 1}=:1 aiLi est donc l'unique &lément de Kn [X] qui vérifie (1).

Les &léments de K[X] qui v8rifient (1) sont ceux qui différent de Po

par un polyndme s'annulant aux points aJ., i savoir les :

P +Q* W(X-a), QEKI[X .
i—

e
2° Soient mEN et n=3m. En adoptant aj =3j pour tout j €{0,...,3m}, on

constate aisément que les Li’ ie{0,...,3m}, s'écrivent :

(- 1)3m -1
L, =1 11 (3m=D)! T_T (X-3).

D'aprés 1°, 1' unique PEK [X] qui vérifie i) et ii) est :

2k}: Lyt Z Lo o
=0
*
I1 s'agit de savoir si 1l'on peut choisir m€N de fagon 3 remplir la
condition supplémentaire ii1), qui s'écrit : 2A+B = 730, avec

m
Z L, (3m+1) ; B = Y L. , (3m+l).
k=0 3k k=1 3k-2
On calcule :
3m+3k 3k 3n+3k-2 _3k-2
(3m+1) = (-1) 3 4 3 3k 2(3111+1) (-1) C3m+1 .
On adjoint : C = Z (_1)3m+3k lcgrlz:]l'
3ml 3m+1
Par (1-z) = 3 (- 1) 3 +1% » €t z€{1,j,j2}, on obtient :
2=0

A+(B-1) +C = C ; A+ (B-1)j+Cj2 = u

A+(B-1)32+¢ = u ; u = (DD explifn T+3
ce qui fournit :

A=% (_1)3m(\}3-)3m+1 cos(m _+6J 1+% (_1)3m(\k—)3m+1 cos{m %*'_561) .
En utilisant 729 =36, on constate que i1ii) s'@crit :

1DIPWH (cos B - VB stn T = (B2

ce qui est vérifié si, et seulement si 3m = 12, 1i.e, m = 4, O

Le corps commutatif K est de caractéristique 0. Soilent a,b,c des &lé-
ments de K deux 3 deux distincts, et k = (a,B,v,21,B1,Y1,%2,B2) €x8,

Trouver tous les polynSmes P €K[X] vérifiant :

P(a)

a 3 P(b) =B 3 P(ec) = v ;

P'(a) =y 3 P'(b) =By ; P'(ec) =v13 P"(a) = ap ; P"(b) = B3,
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I1 s'agit d'une extension de la formule d'interpolation de Lagrange.

On consid&re 1'application u :K[X] — K8, visiblement lindaire :

P — (P(a),2(b),P(c),P'(a),P'(b),P"(c),P"(a),P" (b)) .

l(k), et donc (si J n'est pas vide), de dé-

Il s'agit de déterminer § = u"
terminer Ker u et un &lément particulier de T .

e On constate que Ker u est l'ensemble des polyndmes divisibles par cha-
cun des polyndmes (X-a)3, (X-b)3,(X-c)2, premiers entre eux deux i deux, et donc
1'ensemble des polyndmes divisibles par (X-a)3(X-b)3(X-c)2.

Ceci nous conduit & introduire les polyndmes :
c = (X-a)®(x-b)3 _ (x-0)?
(c-a)? (c-b)? 2

dans lesquels les coefficients dominants ont &té choisis de fagon que :

; C1 = (X=c)C ; Cp c

ce)=1: C{ (e) =1 ; C',‘,' (¢) =1 (vérification aisée).

Ker u est 1'ensemble des multiples de Cy.
- Par permutations circulaires sur a,b,c, on déduit de C,C;,C; d'abord
A,Ay,A; puis B,By,Bs.
On note que X-a divise A;, que (X-a)? divise A;, que (X-a)® divise
B, By, By, C, Ci, Cp.

-

e Nous allons montrer que T contient un &€lément appartenant a Vect!F,, oi :
5= {a,B,C,A;,B1,C1,A2,B2}.
- En effet, pour que :
Q = AA +uB +vC +XA1Ay +u1By) +viC) +A0A5 +u2By
appartienne 3 ¢, il faut et il suffit qu'il vérifie :
A=a s M =8 A
M'(a) +X1 =a; ; uB'(b) +uy = B ; vC'(e) +v; = 11
AA"(a) +M1AT(a) +Xp = ap ; WB"(b) +u1B)(b) +uy =8y,

conditions qui déterminent de maniére unique (A,u,v,\;,H1,V1,A2,U2) et donc Q.

e En conclusion ¥ est Q +Ker u, ensemble des polyndmes de la forme :

Q +CyR, REKI[X].

Remarque. L'étude montre que la restriction de u i Vect(F) est une bijec-
tion ce qui montre que Vect(F) est de dimension 8 et que F en est une base.

Par entier on entend : €lément de 1., On donne n€N,

1° A tout a€3, on associe les n+l polyndOmes Po =1 et




41

=

-1
1
P Ty ! (X - (a+r)), kENn.

o
]

a) Montrer que (P ) o<y S5t une base de ¢ x1
b) Vérifier : Pk(i) €1 pour tous kE{O,...,n} et 1€3,
2° a) Soit PEd:n [X] tel qu'il existe n+l entiers consécutifs en lesquels P
prend des valeurs enti@res, Vérifier : P(i) €% pour tout i€13.
b) Le résultat subsiste-t-il si P prend des valeurs enti&res en n+l en-

tiers deux 3 deux distincts ?

10

a) Dans le C-espace vectoriel Gn [X] de dimension (n+l), (Pk)Ochn est

une famille de polyndmes &chelonnée en degrés, et donc une famille libre de n+l
€léments, i1.e. une base. O
b) Il est clair que Po(i) =1 pour tout i€%.

e Fixons maintenant kel\ln. Pour 1 €% nous avons :

- Si a<i<a+k-1, Pk(i) =0 ;
- 8i 1i=2a+k , P (1) = i ; en particulier P (a+k) 1;
- k
- st i<a , P (1) GO LN AN u]

2° a) Par hypothése, il existe a€3 tel que P(a+j) €1 pour tout j €{0,...,n}.
D'autre part on constate, en utllisant la base de ¢ [X] associéde 3 a (cf. 1° a))

qu'il existe (o: seeesl )€¢ tel que :
n
P= 3 oFP.
k=0
Pour tout j €{0,...,n}, on a (en distinguant j =0 et j>0)

Pj (a+j) = 1 ; Pk(a+j) = 0 si j+l €Sk <n.

j-1
et donc kg) o, Py (a+]) ‘o, = P(a+j).

Pour j =0 on obtient aoei. Compte tenu de ce résultat, pour j=1 on
obtient a; €3, et ainsi de suite jusqu'a unEZ.
- Compte tenu du 1° b), on en d&duit : P(i) €3 pour tout 1€1. O
b) La réponse est négative (si n=>1). Contre-exemple :
P = (n+1)' {X-1)...(X-n), de degré n prend une valeur entiére en

chacun des n+l entiers 1,...,n et -1, mais P(0) n'est pas entier.

que . € 8 +1 en-
Remax Soit P ¢n [X] prenant une valeur entiére en chacun des n+l en
tiers deux 3 deux distincts A seresd e L'étude des polyndmes d'interpolation

-

de Lagrange permet de constater que P est & coefficients rationnels.
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2,1.10 On se place dans R[X] . Un polynSme est dit positif lorsque la fonc-
tion associe est positive. Montrer qu'un tel polyndme est la somme des carrés

de deux polynSmes de méme degré.

e Comme la proposition est visiblement vraie pour le polyndme mul, et com-
me la fonction associée d un polyndme de degré impalr n'est pas positive, il
suffit de vérifier, par récurrence, qu'est vraie pour tout n€N l'assertion :
(An) Tout polyndme positif de degré 2n est la somme des carrés de deux
polyndmes de méme degré (nécessairement &gal 3 n).
e Il est clair que (Ao) est vraie, tout polynbme positif de degré O s'écri-
vant P2+ P2, ol P est un polyndme de degré O.
e Soit nEN* pour lequel (An—l) est vraie. Considérons un polynome P posi-
tif de degré 2n, Deux cas sont possibles ;
ler Cas : P n'a pas de zéro réel. Il existe alors un polyndme positif de
degré 2, S=X2 +aX + B avec a?-48<0, qui le divise. On a P =ST, avec T(t) >0
pour tout t €R, )
28me Cas : P a au moins un zéro réel a. Celui-ci est d'ordre de multipli-
cité pair (sans quoi t »— P(t) changerait de signe en a) : S =(X-a)2 est un
polyndme positif de degré 2 qui divise P, On a P =ST, avec T(t) 20 pour tout
t €R~ {a}, et donc (par continuité) pour tout t ER.
Dans les deux cas, on peut Ecrire P=ST, ol S et T sont des polyndmes

positifs de degrés 2 et 2n-2. En utilisant 1'hypoth&se de récurrence, on obtient :
P = (A2+B2)(C2+D?) = (AC+BD)? + (AD-BC)?= U2 +Vv2,

Si U et V ne sont pas de méme degré, on les remplace par :

1 .
— (U+V) et -l: (U-V), qui sont alors de méme degré. O

2.1.11 [ Déterminer tous les polyndmes P ER[X] qui vérifient :

P(X?+1) = (P(X))2+1 et P(0) = O.

4 a -
e Soit (an)nal la suite d'entiers définie par :

=al + €
a°=0, et a ., =a; 1 pour tout n€N.

11 est clair qu'il s'agit d'une suite strictement croissante constituée
d'entiers deux 3 deux distincts.

e On vérifie par récurrence que s'il existe une solution P, alors :
= €
P(an) a, pour tout n€N

et donc que P =X pulsque ces deux polynSmes prennent la méme valeur en tous les
points d'un sous-ensemble infini de R.

e D'autre part X est évidemment solution ; cette solution est donc unique.
O

2.1.12 Ici le corps commutatif K est de caractéristique O. Trouver les poly-
ndmes P EK[X] tels que P' divise P.




43

I1 est clair que le polynSme nul est solution, et qu'aucun polynéme de
degré O n'est solution,
a) Soit PEK[X], de degré n>>1 tel que P' divise P.
I1 existe o €K tel que : nP = (X-a)P'.
Si n>2, on en déduit : n(n-1)P = (X-a)2p",
Plus généralement, on montre par récurrence que, pour tout mE€N ,
on a : n(n-1)...(n-m+1)P = (X'G)mP(m)- "

En particulier, pour m = n :
nl!lp = (X—a)n.an!

ol a est le coefficient dominant de P.
Tout polynSme non nul divisible par son polynbme dérivée est donc de
la forme : a(X-a)n, aEK*, o €K, nel‘l*.
b) Inversement il est &évident que tout polyndme de cette forme est divi-

sible par son polyndome dérivé,

2.1.13 Trouver tous les polyndmes PE¢[X] vérifiant :
P(X?) = P(X)P(X+1) (1)

e Il est clair que les polyndmes O et 1 sont solutions, et que toute solu-
tion non nulle est un polyndme normalisé (ce qui prouve que O et 1 sont les
seules solutions constantes).

e Soit une solution P telle que deg P>1. P a au moins un zéro a,

De P(a?) = P(a)P(a+l) et P((a-l)z) = P(a-1)P(a), on déduit que a? et
(a-1)2 sont zéros de P ; 11 en résulte {(récurrence) que toutes les puilssances Zn,
nGN*, de o et a-1 sont zéros de P.

Comme P n'a qu'un nombre fini de zé&ros, les familles des puissances 2"

de o et -1 sont nécessairement finies, ce qui s'écrit :
e =0)v (Ja| = DI Alle = 1) v (Ja-1] = 1)] (2)

et conduit 3 considérer les cercles de R? affine euclidien dont le rayon est 1
et dont les centres respectifs ont pour affixes O et 1 ; chacun contient le
centre de 1'autre, et ils ont en commun les points d'affixes -j et -j2, si bien
que (2) g'écrit :
G E{Oa 1:'j’—j2} .

Ainsi : P(X) = XP-1)I@+HT (x+3%)®, (p,q,r,s) EN".

On explicite P(X+l) et P(X2) et on constate :

- que O est zéro d'ordre p+q de P(X)P(X+l), d'ordre 2p de P(x%),

- que -} (resp. ~j2) est zéro d'ordre r (resp. s) de P(X)P(X+l), mais

n'est pas zéro de P(X?).
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P *
D'oli, nécessairement, p=q, r=s=0, et P(X) = (x2-X)", p€EN .
*
e On constate qu'inversement ()(2—X)p vérifie (1) pour tout p€EN .
*
e En conclusion, les solutions sont 0,1 et les (XZ-X)p, PEN .

2.1.14 On donne AE€¢[X], de degré n»1, de zéros distincts Opyperosle Trou-
ver tous les PE¢[X] tels que deg P<n, et que :

A(n>P -A(n—l)P' +... 4 (-l)nAP(n) =0 (polynSme nul).

L'ensemble des solutions est le noyau de uE-C(Gn [X]) défini par :

(n)

P a@p _a(=Dpo L cytap(™,

Pour tout P€¢n [X], 1e polyndme u{P} a une dérivéenulle, et est donc cons-
tant, Pour P=1, on a u(P) nA(n) #0, D'ou :

dim(Im u) =1 ; dim (Ker u) =d:lm(¢n [X1) -1 = n.

e Pour tout i€{1,...,n}, les dérivées d'ordres 0,1,...,n-1 de Qi==(x-ai)'n

prennent la valeur O au point a,. D'od :

i
(u(Qi)J (ai) (-l)nA(ai)Qin) (ai) =0, et u(Qi) est constant

ce qui entraine : QiEKer u.

e Nous avons ainsi : Vect (Ql""’Qn) CKer u. Nous allons montrer que la
famille (QI""’Qn) est libre ; compte tenu de dim (Ker u) =n, 11 en résultera :
Ker u = Vect (Ql""’Qn)'

e La famille échelonnée en degrés (c:‘lx“,...,crllx,l) est une base de ¢n X] 3
la famille e = (Ql,...,Qn,l) a un déterminant dans cette base &gal au détermi-
nant de Vandermonde de (-al, ...,—an), qui n'est pas nul puisque les a, sont

distincts ; e est donc une base de Cn ix]. O

2,1.15 Soit PE¢[X], normalisé, de degré n =1, Pour tout k€{1,.,.,n},
former le polynSme normalisé Qk qui admet pour zéros, tous simples, les zéros
d'ordre k de P, en convenant que Qk=1 sl P n'a pas de zéro d'ordre k.

Exemple : P = X° -15X3 +10X? + 60X - 72.

On a P =Q1Q§...Q:, avec Qk et Q,Q, premiers entre eux si k#¢,

Une dérivation fournit : P' =Q2Q§...Q2-1R.

Soit a un zéro d'ordre k de P ; a est zéro simple de Qk’ et zéro d'ordre
k-1 de P', Si a &tait zéro de R, il serait zéro d'ordre au moins égal & k de
Qt—lR, et on aurait une contradiction. P et R sont donc premiers entre eux,

~ En notant A AB le P.G.C.D. normalisé de A et B, on a :

v 2 n-1 v _
PAP = Q2Q3...Qn ; or on sait calculer P AP Pl'
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Il en résulte que Q,Q,.-.Q, est le polyndme connu P/P,.
- En remplagant P par P;, on obtient Q2Q3”'Qn=P1/P2’ ol P2 est le poly-

-~ [ . - P Pl
nome connu Py AP, . Afnsi : Q —P;l 52.
- En remplagant encore P par P;, on obtient : Q2=%1 /%2, ol P3 est le
2 3
polyndme connu P, I\Pé, et, par récurrence ;
P P
k-1 k
Q =—=——/=——, o P, . =P, AP'.
k Pk Pk+1 k+l k" k

Exemple. On calcule 1/5. P' =X* -9%2 +4X +12. On en dé&duit :
P, = PAP" =X} -X? -8X+12 ; P/P; =X? +X -6,
On calcule : P) =3X2 -2X -8 ; on en dé&duit :

= ' = - . =x2 -
PZ Pl /\Pl X=-2 ; PIIPZ X +X -6.

D'ol : Q =1 s P n'a pas de zéro simple.

On calcule P.E =1 ; on en déduit P, = 1, et lel’3 =X-2.

D'ol : Q, =X +3.

On calcule P; =0 ; on en déduit P,=1et P, /P =1.

D'oili : Q; =X-2.

A ce stade, P est divisible par (X+3)2(X-2)3. Compte tenu des degrés :

P = (X+3)2(x-2)3.

2.1.16 Soient un polyndme PE ¢ [X] de degré n1, et a une racine complexe
de P, de multiplicité m telle que 2m>n. Vérifier : a €4.

Exceptionnellement, nous donnercns deux solutions.

Premiére solution. L'ensemble J des éléments de ([X] qui admettent la

racine complexe a est visiblement un idéal de ¢ [X], non réduit & zéro puisque P
lui appartient. Il s'agit donc des multiples d'un unique polyndme normalisé,
AEQ[X], de degré p»1 (car 1€¢]J).

Il est clair que p=1, si et seulement si a€q, (A est alors X-a).

- Supposons que a ne soit pas rationnel. Nous avons donc p #2. Comme a ne
peut &tre racine multiple de A (sans quoi A', de degré& p-1, appartiendrait 3 J),
A admet une racine complexe b #a.

P(m_l) appartiennent 3 ¢ [X] et admettent a pour

Les polyndmes P,P',...,
racine complexe ; ils appartiennent 3 J, et sont des multiples de A, ce qui
entralne qu'ils admettent b pour racine complexe : on en dé&duit que la multipli-
cité m' de la racine b de P vérifie m'2m. Dot n>m+m'>2m, en contradiction

avec 2m>n, O
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Deuxiéme solution. Nous allons montrer par récurrence qu'une assertion

(A-,n) est vraie pour tout nEN*.
- (%)) est vraie. En effet tout PEQ[X], de degré 1, admet une unique ra-
cine complexe, et elle est rationnelle.
- Considérons n>2 tel que G&k) soit vraie pour tout kENn_l.
Soit PEQ[X], de degré n, admettant une racine complexe a de multipli-
cité m telle que 2m>n ; on a 2m >2, i,e. m~1>0. Il en ré&sulte que a est ra-
cine de multiplicit& m-1 pour P', et aussi pour le PGCD de P et P' dans ¢ [X],
qui est noté A,
S'obtenant par divisions 3 partir de polyndmes a coefficients ration-
nels, A est aussi le PGCD de P et P' dans ¢ [X]. Le polyndme QE¢X] défini

par P = AQ admet a pour racine simple, et on a :
deg A +deg Q = n, deg Q=1.

Si deg Q=1, alors on constate a €(Q en appliquant #,) a Q.
Si deg Q=2, alors : deg A <n-2<2(m-1), et on constate a€¢ en
appliquant M’k) i A, (k=deg 8). o

*
2,1,17 Soit (ao,...,an) une famille de réels telle que aoan?ﬁo, (n€EN ).
On dit que la famille présente un changement de signe a& 1'indice iENn si, et
seulement s'il existe k€{0,...,i-1] tel que a ,a, <0 et que a

K24 =0 pour tout &
tel que k<2 <{,

L
Soit q le nombre des changements de signe de la famille .

*
1° Montrer que pour tout a€R+ le nombre q' des changements de signe de la
famille (—aoa »8 78,0, 8;-3,0,...,a
2° Soit PERn [X] le polyndme a +a X+.., +aan.

—ana,an) vérifie q' =q+l.

Montrer que le nombre m des racines- strictement positives de P (comp-

tées chacune avec sa multiplicité) vérifie m <q.

Pour x €R, on note sgn x=-1 si x<0, sgn 0=0, sgn x=1 si 0 <x.
1° Remarquons que aoan¢0 et a >0 entrainent (—aoa)aniﬁo.
ler cas : ¢=0. On a aoan>0 et donc (—aou)an<0. D'od q' 21, 0
28me cas t q=1, La famille initiale présente un unique changement de
{ =€ E €{-1,11.
En adoptant les notations de la définition, on obtient :

signe, & 1'indice iENn. Puisque ai=/=0, on peut poser sgn a

sgn a, =-¢ ; sgn a_=-¢ ; sgn(-a_a) =¢ ; sgn a_=c.

Comme a est soit O soit ay, 11 vient : sgn(a —cxai) =€,

i-1 i-1

Pour la seconde famille, on a donc au moins un changement de signe entre

-a o et a, ,~aa
o

1 ainsi qu'un changement de signe entre a, ,-ca, et a . D'ol

i-1 i-1 i
q' 22. 0
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3éme cas : q=22, Considérons deux changement de signes consécutifs, aux

indices i et j, avec 1 <j. Posons encore sgn a_ =¢, Il est clair que sgn aJ. =-£,

i
et, en raisonnant comme dans le cas précédent :
sgn(a\i_1 -aai) =- g, sgn(aj_1 -aaj) =g,
On a ainsi un changement de signe (au moins) entre ai__1 —uai et aj__1 —aaj.

On dispose ainsi d'au moins q-1 changements de signe pour la seconde
famille, auxquels il faut adjoindre deux changements de signe, 1'un dans un in-
tervalle d'origine -a ¢, l'autre dans un intervalle d'extrémité a {cf. 28me

cas). O

2° La premiére question joue le r6le d'un lemme servant i résoudre la
seconde ; en effet la famille (-aoa,...,an) est celle des coefficients du poly~
nome (ao + s +aan) (-a+}), étant entendu que tous les polyndmes qui intervien-
nent sont ordonnés suivant les puissances croissantes de X.

Ecrivons alors P = Q(—a1+X) . (-am+x) s, OB O 40eus e sont les racines

1 H4
strictement positives de P (pas nécessairement distinctes).
Le nombre des changements de signe des coefficients du polyndme Q, qui
est de la forme B_+,..+B8_ X " avec B_B #0, est noté r.
(o} n-m 0 n-m

En utilisant 1°, on constate que les familles des coefficients de :
Q(~e,+X), Q(-a, +X)(-a,+X),...,P

ont respectivement un nombre de changements de signes au moins égal a r+l,
T+2,...,0m,

D'oli r+m < qet r 20, ce qul entralne m<q.

2.1.18 Soit un polyndme PER[X] de degré n=>2, scindé sur R et de racines
n

simples, On 1'écrit P = 3 akxk. Vérifier :
k=0
€ 2
VREN 1 11 %% (1)

1° Etablissons le lemme suivant, que nous aurons i utiliser :
LEMME, Soit QERI[X] de degré m>1, scindé sur R et de racines simples.
La fonction tr—+ (Q'(t))z-Q(t)Q"(t) ne prend que des valeurs strictement posi-—
tives sur R.

e On peut écrire :

m *
Q=a] (X-ai) ; a€R aiaﬁaj si i#j.
i=1

On en déduit les égalités de fractions rationnelles :
A S

Q =
ilx-cz1
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et : SL—1éKl— E:

e Soit t un reel.

(2)

_a)

- 51 t est racine de Q, alors Q{(t) =0 et Q'(t) ¥0 (sans quoi t serait

racine multiple de Q) ; d'oi :
(@' (1))2 -q(r)Q"(t) >0 (3)

- Si t n'est pas racine de Q, alors (3) résulte de (2).

2° Venons-en i notre exercice., Dans chacun des n-1 intervalles ouverts
de R dont les extr&mités sont deux racines consécutives de P, le polyndme P'
a au moins une racine (d'apr@s le théoréme de Rolle) et exactement une puisque
son degré est n-1 ; P' est ainsi scindé sur R et de racines simples ; on montre

par récurrence qu'il en est de méme pour tout P(k), kEN ..

Pour tout k€N _,, on a, en appliquant le lemme Q - p(D
P(k-l)(o) P(k+1)(0) < (P(k)(o))
~1)! 2
i.e. (k 1).ak_1 (k+1)! a1 < (k:ak)
et a k Z < a O

k-1 kel <ol 2% S %

2.1.19 Soit P un polyndme de ¢ [X] ; montrer que toutes les racines de P'

appartiennent a 1'enveloppe convexe de 1'ensemble des racines de P,

Désignons par a,,...,a_ les racines de P de multiplicités respectives
t P

ml,...,mp 5 21 pour 1 <j<p). On a 1'égalité de fractions ratiomnelles :
P' P m,
7 2: = -
j=1 j
Soit a une racine de P' : si a est 1'une des racines aj, a est Avidemment

dans 1'enveloppe convexe de ces racines. Dans le cas contraire on a :

p m,
2: -4 =9 (1)
: a~a,
j=1 3
Comme mj est réel, (1) implique successivement :
)%
=0 et E: S (a—aj)
i=1 a-a, 1 |a-a,|?
J b
Cette derniére relation prouve que a est barycentre de al,...,ap affectés
m m
i T I
des coefficients strictement positifs 2 sesey 5 O
|a—a1[ |a—ap[

Remarque. On retrouve le fait, &tabli directement dans 1'exercice précédent,
que si P est scindé sur R, alors P' est scindé sur R et toutes les racines de

-~

P' appartiemnent & 1' 1nterva11e : hnin(aj), max (aj)].
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2.2, FRACTIONS RATIONNELLES

1° Décomposer en éléments simples, la fraction rationnelle 3 coeffi-

cients réels :

1
(X-1)"(x+1)"
2° Trouver les couples (U(X),V(X)) ERI[X])2 vérifiant :

F(X) = , (m,n) € W*)2.

-+ ") + X-D™E) =1 (1)

1° La partie entiére de F(X) &tant nulle, F(X) est la somme des parties
polaires FI(X) et F_,(X) relatives aux poles 1 et -1, d'ordres m et n.
e Calculons FI(X)' En posant X-1 =Y, F(X) dévient :
1 1 1

' 2t (1+y/2)"

Nous avons i calculer le quotient Q(Y) de la division suivant les
puissances croissantes de 1 par (1+Y/2)™ 3 1'ordre m-1. Or nous savons que

-

Q(t) est le développement limité 3 1'ordre m-1 au voisinage de O de la fonction

rationnelle 1 .
(1+t/2)"
En utilisant :
. m-1 -
(ee/)™ = 143 ()F R (0D (ko "7
k=1 27k!

on constate que :
m-1
ks

= XK

On en dé&duit : Fl(x) - A , ot A(X) = ln Q(x-1)
x-nH" 2
e Un calcul analogue conduit a :
P = 28 ey = — R
(X+1) (-2)
n-1
et : R(Y) =1 + z n(n+1)...(n+k-1) Yk.
k
k=1 2 k!

2° Les polyndmes (X+l)n et le)m sont premiers entre eux.
On en déduit 1'existence et l'unicité d'une solution de (1) telle que

deg U(X) <m et deg V(x) <n., On déduit du 1° que (A(X),B(X)] est cette solution.

Les autres solutions sont les :

{(a(x) + (x-1)"c(X), B(X) - (x+1)7c(xX)), C(X) €RIX]

m+n-1

Autre solution du 2°. De Z_m_n+1[(X+1)—(X-1)I = 1, on déduit par la

formule du bindme de Newton :
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-1
1 R k k k m-1-k
A(X) = e k2=:o (-1)7 c_, 1 (X-1)"(x+1)
n-1
BXY) = —— ¥ D™ ™E a-nFoentiE,
2 k=0

[2.2.2 | Soient a,,...,a_ des nombres complexes deux 3 deux distincts, tels
1 n ’
qu'aucun n'appartienne 3 {i,-i}. On leur associe :
n 241
P=T] (X-a, ) ;F=-(—11+;}2(—)—.
k=1
1° Décomposer la fraction rationnelle F en éléments simples.
2° Trouver, sous forme d'une relation entre P, P' et P" une condition

nécessaire et suffisante pour que F soit la dérivée d'une fraction rationnelle,

1° Les a, 1 <k <n, dont aucun n'est racine de 1+X%, sont les pdles de F,
chacun étant de multiplicité 2.
Les polyndmes (1+4X2)™ et P2 &tant de méme degré 2n, et de méme coeffi-
cient dominant 1, la partie entidre de F est le polyndme constant 1.
La décomposition en &léments simples (unique) de F s'écrit donc :

n o B

K k

F=1+ E ( y + )
=1 \(Xa)t o X-ay

Pour calculer a, et Bk’ k donné&, on applique la formule de Taylor &
)n et PZ/(X-ak)2 admet-

(1+4x2)" et a P2, et on constate que les polyndmes (1+X?2

tent les expressions respectives :
2,1 2 n-1,. a2
(1+ak) +2nak(1+ak) X ak)-fR(X ak)
et : (P'(ak))2 + P'(a )P"(a) ) (X-a,) + S(X—ak)2

dans lesquelles R et 5 sont des &léments de ¢[X], et P'(ak)=#0.
On calcule les deux premiers termes du quotient d'une division suivant

les puissances croissantes de X-aP, et on obtient :

o, = ('(e) 2 (1ra)™

B, = ("(a) (1+a2)"! 20a ' (a)) - (1+a2)P"(a)]
2° On vérifie aisément 1'&quivalence des assertions suivantes :
i) F est la dérivée d'une fraction rationnelle ;
11) B, = O pour tout k€{1,...,n} ;
iii) Le polymdme (1+X2)P" ~2nXP' s'annule en chacun des a, i
iv) Pour tout A €¢, le polyndme P, = (1+X2)P" - 2nXP' + AP s'annule en
chacun des a, .

k
e En remarquant que le coefficient de x® dans PA est :

n(n-1) -2n2 +1 = A =n(n+l)
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et que deg P, <n si A = n(n+l), on constate que iv), et par suite i) équivaut
i 1l'assertion :
v) Le polyndme (14X2)P" - 2nXP' +n(n+l)P est nul.
En effet un polynOme de degré strictement inférieur & n, ayant n racines

distinctes est nul,

*
1° On donne p€N , et les nombres complexes non nuls et deux 3 deux

distincts p.,...,0 . On note P= (X-0,).
1 P i=1 i
Montrer que, pour tout n€N, on peut é&crire, de maniére unique :
n P
X = EnP+1§1 uni i Pi = ' | (X-pj)

J#Fi

€ e¢P
avec E_ ¢[X] et (anl""’anp) ¢r. " "

2° Ici P est le polyndme : po—Xp D L O

Montrer que P admet p racines simples, 1l'une &tant 1, les autres étant

de module strictement inférieur a 1,

° - 2 2 c ¢P

3° Soit a (am)ﬂ la suite définie par la donnée de (ao,...,ap_l) ¢

et de : a+ + +
wEN & _%n a Lt am+p_1
m+p P

Montrer que cette suite converge et a pour limite le barycentre de

(ao,...,ap_l) affecté des coefficients (1,...,p).

1° Soit n€N. Aucun des Py n'étant nul, on dispose de la fraction ration-
n
nelle irréductible% dont les poles, tous simples, sont les Py-

La théorie de la décomposition en &léments simples nous apprend 1'exis-

tence et l'unicité d'une égalité de la forme : n
n P p
X" 1 N Py
p - Fnt 1;1 “nt Xo,” ™ %0t T P70

",

2° Soit : Q = (X-1)P = pXP* - (p+1)xP +1.
On calcule : Q' = p(p+l) Xp-l(x-l).

Les racines de Q' sont O et 1, celle-ci &tant simple ;0 n'est pas raci-
ne de Q ; 1 est racine de Q ; il en résulte que Q admet la racine double 1, et
p-1 autres racines non nulles, toutes simples ; P admet ainsi p racines simples,
non nulles, dont 1'une est 1.

Soit p une racine de P autre que 1, On a

poP = l+p+...+ pp-] (1)

- On n'a pas |p| >1, sans quoi on aurait

1P| > 1p1* pour tout k€{0,...,p-1}

et : | poP| >1+lp|+...+]plp'1>l1+p+.,.+pp'1|

en contradiction avec (1),
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- On n'a pas [pl = 1, sans quoi, compte tenu de p ¥1, on aurait :
[140] <1 +|p| = 2, et |p2 +... +pP7!| <p-2
et, compte tenu de (1) et de |ppP| = p :
p<|1+p] +|p2 +... +pp-1[ <p.
En conclusion : |p| <1. O

Dans ce qui suit, P désigne le polynfme du 2°, dont les racines sont

notées Oys-+-sP , avec o, =1, et on utilise 1°.

P

3° Notons E le ¢-espace vectoriel des suites complexes. Nous disposons

X+ p::ur tout n €N,

Nous constatons que, pour tout k€N, u €L(E) est défini par :

H € v i =
de : uEL(E), avec (xn) - (yn), ol y

(xn) — (yn), ol y = x_, pour tout n€EN.
e Soit n€N, On déduit du 1° 1'égalité d'endomorphismes de E :

P
u” = E_(u) oP(u) + i}=:1 o o P (u) (2)

Ecrivons que les images de la suite a par les deux membres de (2) sont

des suites &gales. Comme : pa -2a -...—-a_ =0 pour tout mEN entralne
m+p m4p-1 m
P{u)(a) = 0, il vient :
u(a) = )E a . P (u)a), a_, = p5/P'(p,) (3)
= ni 1" * %ny T P2 Py
Ecrivons que les termes d'indice O des deux membres de (3) sont égaux :
P
3, T 2 %nify
i=1
ou Bi = [Pi(u)(a))o, terme d'indice QO de Pi(u) (a), ne dépend pas de n,

e En adoptant p; =1 et Ipil <1 si 1€{2,...,p}, on constate :

1
Lin 2, = 5 (R @ @),

On calcule : P'(1l) = p(p+l)/2.

En utilisant la division euclidienne de P par X-1, on constate :
P, (X) = pxp"1 + (p—l)Xp-z + ... +2X+1
et on en déduit que la suite a est convergente, et a pour limite :

2
T0p+) (aj+2a +...+ (p-l)ap_2 +pap_1) o



3. ESPACES VECTORIELS

3.1, GENERALITES

Soient (a,b) ER?, a<b, et E l'ensemble des applications continues et
affines par morceaux de [a,b] dans R (3 toute £ €E on peut associer une subdi-
vision (ai)0<i<n de [a,b] telle que la restriction de f & chaque [ai—l’ai] soit
affine).

1° Montrer que E est un R-espace vectoriel.

2° A tout c€ [a,b], on associe fCEE, telle que fc(t) = It—cl pour tout
t € [a,b].

Montrer que la famille (fc) est une base de E.

c€[a,b]
3° Méme question, en définissant ici fc par
- Si c€ [a,bl, alors fc(t) = 0 pour tout t€ [a,c], et fc(t) =t-c pour
t € [c,b] ;

- S1 ¢ =b, alors fc(t) = 1 pour tout t€ [a,b].

1° Contenant 1'application nulle de [a,b] dans R, E n'est pas vide.
- Soient {a,B8) €ER? et (£,g) €E?. En réunissant des subdivisions de
[a,b] respectivement adaptées 4 f et 4 g, on obtient une subdivision (ai)0<i<n
adaptée 3 la foisid f et 3 g ; les restrictions de f et g 3 chaque [ai—l’ai] .
1 <i<np, sont affines ; la restriction de l'application continue af +B8g i chaque
[ai-l’ail est donc affine, et on a : af +B8g €E.

~ En conclusion, E est un sous—espace vectoriel de R[a’b] .

2° a) Soit (czc)ce [a,b] une famille presque nulle de réels telle que :

> a f =0 (application nulle de [a,b] dans R) ¢))
c e
c€ [a,b]
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Faisons l'hypothése : i1 existe y€]a,bl tel que aY=#O ; anY est non
dérivable en vy ; les acfc, c € [a,b] ~{y} et 1'application nulle sont dérivables
en y :notre hypothé&se conduit donc & une contradiction.

1= = 12 . =

L'égalité (1) s'écrit ainsi : aafa+ubfb 0.

. = = . *ou =

On a : uafa(a) +abfb(a) 0, avec fa(a) 0 et fb(a)=#0 ; d'oll ay 0.
On a alors : a f (b) = 0, avec £ (b)#0 ; d'oli ¢_=0.

aa a a

Ainsi (1) exige la nullité de la famille (ac); la famille (fc) est
donc libre.

b) Reste A montrer que la famille (fc) est génératrice de E,

- € 2 = '
Soit f €E, Fixons une subdivision (ai)0<i<h adaptée a4 f. Soit E

1'ensemble des applications continues de [a,b] dans R dont la restriction 3
chaque [ai-l’ai]’ 1 <i<n, est affine. Il est clair que E' est un sous-espace

vectoriel de E, qui contient £, et aussi chaque fa , 0<i%n,
i
omme a cation g+— a . a e ans +1 est visi-
Comme 1'application g*— (g(a_),...,g(a )) de E' dans R”

blement un isomorphisme, E' est de dimension finie n+l.

La famille (fa ) de ntl &éléments de 1l'espace vectoriel E' de
i o=isn
. = N 1
dimension n+l est libre [sans quoi <fc)c€[a,b] serait liée dans E] 3 c'est donc

une base de E'.

- Toute f €EE s'exprime ainsi sous la forme d'une combinaison 1liné-

aire des éléments d'une sous-famille de (fc)’ qui est alnsi génératrice de E. O

3° Le raisonnement du 2° peut &tre repris sans modification.

3.1.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0. On appelle
P
drapeau de E toute famille de sous-espaces de E qui est de la forme (Ei)0<ﬁ<h
et vérifie
1) E,€E, € ...S E_;
1i) dim E; = 1 pour tout i€{o,...,n}.
Soient (Ei)0<i<h et (Ei)0<ﬁ<n deux drapeaux de E.
1° a) Soit iGNn; on luil associe :

o(1) = inf{k€{0,... ,n}|E} +E, _=E; | +E }.

J
Vérifier que j existe et appartient & Nn.
Vérifier que Ei‘~Ei_1 et Ej\Ej_1 ont un élément commun.,
b) Montrer que l'application o de'Nn dans Nn définie en a) est une
permutation,
2° Montrer qu'il existe une base (el,...,en) de E telle que, pour tout

T
iEIEV (el,...,ei) soit une base de E et (eo(l)""’ec(i)) une base de E;.
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Deux remarques pour commencer,
- . - = v
a) Considérons le drapeau (Ei)0<i<n de E. On a : Eo {0} et E =E. D'autre

D'autre part, pour tout iENn, E est un hyperplan de E,. On choisit arbi-

i-1 i°

trairement eiEEi\Ei_l, on a : E1=E1-1 Q’Kei ; on vérifie (par récurrence) que

(el,...,ei) est une base de Ei ; en particulier,(el, ...,en) est une base de E,
B) Inversement, si (el,...,en) est une base de E, en posant F0 ={0}, et

=V ces € .
Fi ect(el, ,ei) pour tout i Nn, on obtient un drapeau (Fi)0<i<n de E

° a) ¢ Défini comme le plus petit é&lément d'une partie de {0,...,n} qui

contient n et ne contient pas 0O, j existe et appartient & Nn.

e Pour tout k€{0,...,n} 1'égalité Ei +E, = j'. 1 *Ex entralne
E CEi 1 +}3k H inversement, cette inclusion entralne Ei +E CE + Ek et donc
E'i +Ek—E;_ 1 *Eyxe Il y a ainsi équivalence entre 1' egalite et 1 inclusion con-

sidérées.

- D'aprés la définition de j, E] est inclus dans E] +E et n'est

i i-1
v . e 1] = \‘
pas Inclus dans E i 1 TEs On dispose donc de z E/, appartenant 3 i—l +Ej
mais pas & E j _] 3 on peut écrire :
z = x+y, avec yEEi 1 xEE. et xﬁE._l.
1 € 1 c 1 + .
On a x¢Ei_l, sans quoi on aurait z Ej_; et 2€E; , Ej-l
A cause de zEE;. et yEEi, on a xEEi.
N a O
En conclusion, x appartient & Ei\E‘.1 , et @ Ej\Ej-—l'

b) En échangeant les roles des deux drapeaux, nous pouvons définir

une application 1 de Nn dans I\In par :

2 = t(j) = inf{k€{0,...,n} |Ej +E) = By +El'(}
~ Considérons iENn, i =o(l), ¢ = 1(3).
1) ]
Reprenant un vecteur x commun Ei\Ei p et Ej\Ej-l (cf. a)] , nous
: = ® ! <i.
avons Ej Ej—l K.xcEj_1 +Ei’ ce qui montre que f Si
- D'autre part, on n'a pas Ej CEj—l +E! i-1° sans quoi on aurait
' 1 v =
Ei 1 +E, CEJ 1 +Ei 1 et donc EiCEi 1 j -1 en contradiction avec j c(i).

I1 en resulte i-1 <., et finalement £ = i,
e Nous avons ainsi prouvé que T ,0 est 1l'identité de Nn ; 0 est ainsi
une injection de Nn dans Nn, et donc une permutation de l\ln ; la permutation réci-

proque de o est T.

2° Pour tout élément j = o(i) de Nn, nous pouvons (cf. 1°) choisir un

vecteur e, commun & E'\ E! et 4 E,NE Nous obtenons ainsi une famille

3 i-1 j Ti-r
(el,...,en).
D'aprés la remarque initiale a), pour tout jENn, (el,...,ej) est une

base de Ej et, en particulier, (el,...,en) est une base de E.
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Comme i = 1(j) décrit l\Tn quand j décrit N_, pour tout iENn,

)) est une base de E'. O

(ec(l)""’ec(i i

1° Ici le corps commutatif K est infini ; E est un K-espace vectoriel.
Montrer que si (Fi) 1<i<p est une famille finie de sous-espaces vectoriels
de E tous distincts de E, alors |J F, est distinct de E.

i
i=1
2° Application. Soit (a, )1< i<p une famille finie de points de R" s nEI‘I ,

dont aucun n'est nul, Montrer qu'il existe un hyperplan de R"” ne contenant au-

cun des ai.

1° 11 s'agit de montrer qu'une assertion (A;p) est vraie pour tout pEN*.
Raisonnons par récurrence,
o Il est clair que (J[l) est vraie.
e Soit p 22, pour lequel (A ) a &té vérifiée. Considérons une famille
(F. )1<1<p de sous-espaces vectoriels de E tous distincts de E.

-1
- D'aprés Mp—l)’ A= pu F. est distinct de E, Si 1'un des ensembles

i
i=1
A ou Fp est inclus dans l'autre, (_,&p) est donc vérifiée.

- Plagons-nous maintenant dans le cas ol aucun des ensembles A ou F
n'est inclus dans l'autre. Nous disposons donc de x €A tel que x¢Fp, et de
yEFp tel que y¥A. Remarquons d'abord que :

i) Pour tout a €K, le point x+ay n'appartient pas 3 Fp (sinon, i
cause de yEFp, on aurait x€F_) ;

ii) Pour tout (a,B) EK? tel que o #B, les points x+ay et x+By ne
peuvent appartenir & un méme Fi’ 1 €i<p-1 (sinon on aurait (a-8)y eFi’ et
yEFi ety EAJ .

Considérons alors une famille (ai) d'éléments deux a deux distincts

1si<p
de K, ce qui est possible puisque K est infini. En utilisant ii) nous consta-
tons que, nécessairement,l’'un des points x+ay n'appartient pas 4 A ; ce point
n'appartenant pas & Fp d'aprés i), il n'appartient pas a A UFP’ qui est ainsi

distinct de E ; (,{p) est donc vérifiée, o

Remar*gue La proposition ne s'étend pas :
- au cas d'un corps K fini (si K = 2/23 et E = K2, il est clair que E est la
réunion des trois droites Fi définies par les couples de points L(O 0), (o, 1)]

((0,0), (1,1)) et ((0,0), (1,0)).

- au cas oi (Fi) est une famille infinie (si K=R et E=R[X], il est clair

que E est la réunion de la famille (Rn x1) de sous-espaces distincts de EJ .

n€N

2° Remarquons que : si a est un point non nul de R", alors 1'ensemble des

formes linéaires sur Rn qui s'annulent en a est un hyperplan de CRn)
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En effet, d'aprés a#0, 1l existe une base (e, seres® ) de R" telle

que e, =a ; soit (e seees€ ) la base duale de (R ) ; toute forme linéaire sur
n

n . *
R s'éecrit z B 1840 et elle s'annule en a si, et seulement si B, = 0.
j=1
e Appliquant ce résultat, nous pouvons associer 3 chacun des points
- * * -
donnés a, 1<1<p, 1l'hyperplan Hi de (Rn) ensemble des formes linéaires sur
" qui s'annulent en a

i’

R Etant infini, et (H )1<i< étant une famille finie de sous-espaces

n.* n* - P »
du R-espace vectoriel (R') tous distincts de (R') , d'aprés le 1°, U Hi est

A n.w ; . 2 * n_ .
distinct de (R') ; il existe une forme lin@aire x sur R qui ne s'annule en

aucun des a; ; elle est non nulle ; son noyau est un hyperplan de r® qui ne

contient aucun des ai. a

Sans admettre 1l'existence d'un supplémentaire de tout sous-espace
d'un espace vectoriel, montrer que, si E' est un sous—espace de codimension
finie p d'un K-espace vectoriel E, alors il existe au moins un sous-espace E"

de E supplémentaire de E' et dim E" =p.

Si dim E <+=, le résultat est classique. Nous ne faisons donc aucune hy-
pothése sur dim E.

e E/E', de dimension finie p, admet une base qui est nécessairement de
la forme b = (w(el),...,(p(ep)}, oll Y est la surjection canonique de E sur E/E',
et ol e = (el,...,ep) est une famille de vecteurs de E qui est libre (sans quoi
son image par @ serait liée). On note E" le sous-espace de E dont une base est e.

o Soit x un &lément de E. On dispose des coordonnées (E ,...,F, ) de w(x)

dans la base b, et donc du vecteur x" ; £ e €E", avec @¢(x) = ¢(x"), ce qui
s'écrit x~x"" €E'.

e On a donc E = E' +E".

e Par ailleurs, pour tout x" Z £, 184 €E", on a x"€E' si, et seulement
si @(x") = Z E w(e ) est nul, ce qui s'éerit £ =...= &, =0, i.e. x" =0.

i=1
D'oll E = E'@E",

E" est ainsi un supplémentaire de E' dans E, et dim E" =p, 8]

Pour toute application lindaire u d'un K-espace vectoriel dans un
autre, on note : v(u) = dim(Ker u) et y(u) = codim (Im u) ; lorsque v(u) et

v{u) sont finis, on pose 8(u) = y(u) -v(u).
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Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels, u €L(E,F) et vEL(F,G).
On ncte w 1'élément vu de L£(E,G).
1° Sans admettre que tout sous-espace d'un espace vectoriel admet un
supplémentaire, montrer que :

a) Si v(u) et v(v) sont finis, alors v(w) est fini ;

b) Si y(u) et y(v) sont finis, alors y(w) est fini.
2° Ici v(u), vi{v), y(), y(v) sont finis. Montrer :

S(w) = §(u) + 8(v).

e Dans le cas particulier od E,F,G sont tous trois de dimension finie,

le 1° est trivial ; quant au 2°, il se déduit de ce que, ici :
§(u) = dim F-dim E et &(v) = dim G ~dim F.

e Dans la suite, nous ne faisons aucune hypothé&se sur les dimensions
de E,F,G. Le lecteur vérifiera que, dans tous les cas ol nous aurons besoin de
l'existence d'un supplémentaire, celle-ci sera assurée par le résultat de
l'exercice précédent.
1° a) La restriction de u 3 Ker w admet pour noyau Ker u, et pour image
F, = Ker vl Im u ; on a dim F, <dim(Ker v) = v{v).
Ker w/Ker u est ainsi isomorphe & F;, et donc de dimension finie ;

d'oli 1'existence de E' tel que Ker w = Ker u®E' et dim E' = dim F;. On a :
v(w) =v(u) +dim Fl <40, O
b) De y(u) <+~ on déduit F=Im u®F', avec dim F' =y(u). D'ol :
v(F) = v(Im u) +v(F'), i.e. Im v=Im w+v(F'), et dim v(F') €y(u).

De codimension finie dans Im v, Im w admet ainsi un supplémentaire G' dans Imv
et dim G' <y(u).
En outre, de y(v) <+= on dé&duit G=Im v®G", avec dim G" =y(v).

D'ol : G=InwoG'®G" et y(w) = dim G' +yv(v) <+, ]

2° Ici les résultats du 1° a) et du 1° b) s'appliquent.
Soit F2 un supplémentaire de F; =Ker vN Im u dans Ker v (de dimension
finie) ; on a : dim F, +dim F, = v(v), et Im uf F2={OF} .
On vérifie que la somme Im u® F, est de codimension finie ; il existe
donc F, tel que F=Im u®F,®F,, avec dim F, =v(u) -dim F,.

En prenant les images par v, et compte tenu de v(F;) = {OG} :
Im v = Im w+v(F3).

Cette dernigre somme est directe car v(y) =v(z), avec y€Im u et

et v(z) =0,..

z €F; exige z€Im u +Ker v, 1.e. 2€Im u®F,, et z=0F G
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D'autre part F3 NKer v ={0F} entraine v(F3) ~F3.

Reprenant G =Im v ®G" avec dim G" =y(v) nous avons :
G=Im wov(Fy)eg"
et : y(w) = dim F3 +y(v) = y(u) +y(v) -dim F».
Or (cf. 1°a)} : v(w) = v(u) +dim F; =v(u) +v(v) -dim F,.

Par différence : 8(w) = 6(u) +6(v). m]

*
3.1.6 On donne n€N , et on note E au lieu de R x].
1° Soient n+l réels ho,...,hn deux 3 deux distincts. Montrer que la
, n
famille ((X+hi) )0€i<n est une base de l'espace vectoriel E.
2° Montrer que l'ensemble & des WEL(E) vérifiant :

VhER VPEE  @(P(X+h)) = {©(P)] (X+h)

est une sous-algébre de L(E) de dimension n+l.

1° La famille donnée &tant composée de n+l éléments d'un espace vectoriel
E de dimension n+l, montrer qu'elle est une base de E Equivaut 3 montrer qu'elle

est libre.

n
n+l n ~
Soit (ao,...,an) ER t81 que igo u,i(x-l-hi) = (0 (polynome nul)-
En utilisant la formule du bindme de Newton, on obtient :
n
k
vk €{0,...,n} i;’ ah; =0

ce qui montre que (ao,...,an) est une solution d'un systéme linéaire et homogéne
de n+l équations 3 n+l inconnues ; on constate que le déterminant de ce systéme
est le Vandermonde de la famille (ho,...,hn) dont les éléments sont deux &
deux distincts ; ce déterminant est donc nomr nul et le systéme est cramérien,

ce qui entraine : (ao,...,un) = (0,...,0). 0

2° A tout h€R on associe 1l'application ©
n n
k k
2 oaX ¥ a (X+h).
k=0 k=0

h:’E--—>E telle que :

I1 est clair que 8, est un endomorphisme de E.

h
& est 1'ensemble des QEL(E) vérifiant :

Vhe€rR VPEE oo, (P)) = 8, (w(P))
i.e. Vh €R w, =50

Sous cette forme, il est évident que &€ est une sous-alg@bre de L(E)
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contenant tous les 6, h€R (car, pour tout (hl’hz) €R?, 0 et 6 commu-

h h

]
h 1 2

tent).

En particulier & contient 8;, noté désormais 0, et ses itérés 81 = ei,
i €N. Nous allons montrer que la famille € = (61)0<i<h est une base de &, ce
qui entralnera : dim & = n+l.

e La famille ¢ est libre dans L(E), et done dans &. En effet, d'aprés
1°, la famille des Bi(Xn) = (x+1)", i€{0,...,n}, est libre dans E ; a for-
tiori la famille ¢ est libre dans L(E).

o La famille ¢ est génératrice de &. En effet considérons un ©@E&, L'8lé-

ment O(X") de E s'écrit dans la base ((X+j)n), je{0,...,n}
n n .
ox™ = ¥ o " = T a0 x?).
j=o J j=o ]

Pour tout i€{0,...,n}, on a :

oler(x™) = o {ox™)

k= i+j,.n L j n
) a8 I = a8 (x+0)™).

j=o j=o

o (x+1)")

Donnant la méme image de chacun des &léments de la base (X+i)n, i€{o0,...,n},

n .
de E, les deux endomorphismes @ et ). a 6J de E colncident. g

j=o

3.2, AppLicATIONS LINEAIRES., MATRICES

Projecteurs. Ici le corps commutatif K est de caractéristique nulle ;
E est un K-espace vectoriel de dimension finie n>o0.
1° Pour toute famille finie (pi)1<i<k d'endomorphismes de E dont la somme
est I==IdE, vérifier 1'équivalence des assertions :
i) PPy =0 pour tout (i,j)ENi tel que i#j, (Nk={1,...,k}) ;
ii) p; est un projecteur pour tout iENk.
2° Pour toute famille finie (pi)1<i=gk de projecteurs de E, vérifier 1'équi~
valence des assertions :

1) P;Py =0 pour tout (i.j)eni tel que i#j ;
k

1) Y p; est un projecteur.
i=1

La notation Z est mise pour
j# jauk\{i}

1° Nous utiliserons le résultat suivant : dans les conditions de 1'énoncé,
81 p est un projecteur de E alors son rang est égal 4 sa trace.
En effet E est la somme directe de Im p et de Ker p, et la matrice

qui représente p dans une base de E obtenue en réunissant une base de Im p et
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et une base de Ker p est de la forme diag(l,...,1,0,...,0), le nombre des 1
étant dim (Im p).

e Preuve de i) = ii). Par hypothése, i) est vraie. Pour iel‘lk fixé :

k
= = 2
Py = Pyl =p; 2 Py = Pl w
j=1
e Preuve de 1i) = 1). Par hypoth@se ii) est vraie. Fixons iGNk.
Comme Py est un projecteur, I-pi = 2 p. est un projecteur dont
Riar! J

1'image est le noyau F de p;- Onoa:
F=Im(z p.)CZ Im p.
#11 §#E .
et d'autre part

dimF=tr(Z p.)= Y trp, = Y. dim(Im p,).
e SR A= S =~ ]

On en déduit que F =Ker Py est la somme directe des Im pj, jENk\ {i}. Chacune
de ces Im pj est donc incluse dans Ker P;» ce qui montre que l'on a pipj =0

pour tout jENk\{i}. o

2° Preuve de i) = ii). L'hypothése PyPy = 0 pour i¥#j entrailne :
(pl+...+pk)2 = pf +...t pi , et, les Py étant ici des projecteurs:

(py +... +p )2 = py +... +p,,

ce qui montre que p, +... +p, est un projecteur, o
k
e Preuve de ii) = 1). L'hypothése z p; est un projecteur entraine :
k i=1
I- Z p, est un projecteur ; on le note p et on a :
=1 1 ke kel

- “ i e
& Py I, od p; est un projecteur pour tout i Nk+1‘

= 0 pour tout (i,j) ENZ tel que

1 ~ o a .
D'aprés 1°, i1 en résulte : PP k+1

]

i#j et, en particulier pour tout (i,j) ENk

tel que i+#j,

Complément. Si 1'on n'impose & K que de ne pas &tre de caractéristique 2,
et si E est un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, alors pour
tout couple (p,q) de projecteurs de E les assertions suivantes sont équivalen-
tes :

i) p+q est un projecteur ;
ii) pq+qp = 0 ;
iii) pq=qp =0.

Preuve, On a : (p+q)? = p+q +pq+qp.
L'équivalence de 1) et ii) en résulte .
- De pg+qp =0, on déduit d'une part p"q +pqp =0 et donec pq +pqp = O,
d'autre part pqp +qp2 =0 et donc pqgp +gp =0.
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De pq +qp =0, on dé&duit donc pq=qp, et 2pq =0, et (K n'8tant pas de
caractéristique 2) pgq=qp=0. D'ol ii) = iii).
- Inversement, il est clair que 1ii) =1ii). 0O

Soient E un K-espace vectoriel, et u un endomorphisme de E. On suppose
qu'il existe un et un seul endomorphisme v de E tel que uv =IdE. Montrer que u

est un automorphisme,

En utilisant les régles de calcul dans 1'anneau £(E), on obtient succes-
sivement : uvu =u, puis uw=0, ol w=vu -IdE.

On en dé&duit : u(v+w) = Id.. D'aprés 1'unicité de l'inverse i droite de
u dans L(E), il vient : v+w = v, i.e, w=0.

Ainsi : uv =vu=1d;, et donc v EGL(E). a

Théorémes_de factorisation. Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels.
1° Soient u€L(E,F) et wEL(E,G). Montrer que les deux assertions sui-
vantes sont &quivalentes :
1) Il existe vEL(F,G) telle que w=v ou ;
1i) Ker u cKer w.
2° Soient vEL(F,G) et wEL(E,G), Montrer que les deux agsertions sui-
vantes sont &quivalentes :
i) I1 existe u €EL(E,F) telle que w = v ou
ii) Im w<Im v.
On admettra ici (résultat classique en dimension finie) que tout sous-

espace d'un espace vectoriel admet un supplémentaire.

Comme d'habitude, nous &crirons vu pour v ,u.
1° Preuve de i) = ii). w=vu entralne w(x) = 0 pour tout x EKer u. O

Preuve de ii) = i), Par hypothé&se : Ker u <Ker w,

Nous disposons d'un supplémentaire F, de Im u dans F, Pour obtenir une
application linéaire v de F dans G, il est nécessajre et suffisant de se donmer
deux applications linéaires v, de Im u dans G, et v; de F; dans G ; v est alors
1l'application, visiblement linéaire, de F dans G dont vy et v, sont les restric-
tions 4 Im u et & F respectivement,

Adoptons pour v, 1'application nulle de F, dans G.

Nous constatons par ailleurs que, pour tout y€Im u, si x et x' sont
deux &léments du sous-ensemble non vide u™l ({y}) de E, alors x -x' appartient
i Ker u et donc i Ker w, ce qui entralne w(x) = w(x'). Nous disposons donc de

1'application voiImu —G définie par :
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=1
VyEIn u vo(y) =w(x), x€u”" (iyl}) arbitrairement choisi.

La linéarité de v, résulte de ce que pour tous (a,a') €EK? et (y,y') €
(Im u)2, si x (resp. x') est un antécédent par u de y (resp. y') alors, par

linéarité de u, ax +o'x' est un antécédent de ay +a'y' et :

vo(ay+a'u') = wlox+a'x") = aw(x) +o'w(x"’) avo(y) +a'vo(y').

L'application v : F — G dont les restrictions # Im u et 3 F} sont vy

et v, est linédaire et, par construction :

Vx€E v(u(x)] = vo(u(x)] = w(x), (car x€u™l{{u(x)}). O

2° Nous pourrions procéder par dualité., Raisomnons directement.
Preuve de i) = 1i)., Pour tout z€Im w, il existe x€E tel que z =w(x) ;
puisqu'ici w=vu, on a z=v u(x) , ce qui montre : z€Im v. a
Preuve de ii) = i), Par hypothése Im wCIm v,
Nous disposons d'un supplémentaire F; de Ker v dans F. Nous savons
que v induit un isomorphisme vy de Fz sur Im v ; x > v§1 (w(x)) , considérée

comme une application u de E dans F, est linéaire et, par construction :

Vx€E  v(u(x)) = v(v;lw(x)) = w(x). o
3.2.4 Soient u,v et w trois endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.
1° On suppose ici : (Ker ufNKer v) cKer w (1)

Montrer qu'il existe (a,b) E(-C(E))z tel que w = au +bv,
2° On suppose icl ;: Im w<(Im u+1Im v) (2)

Montrer qu'il existe (a,b) G[ﬁ (E))2 tel que w

ua +vb.

1° Soit v; et w; les restrictions de v et w & Ker u ; ce sont des applica-
tions lindaires de Ker u dans E de noyaux Ker uf Ker v et Ker ufl Ker w.
De (1) on dé&duit : (Ker uN Ker v) c(Ker ufl Ker w), 1,e. Ker vCKer w,.

D'aprés un théoréme de factorisation, il existe bE€L(E) tel que

w; =bv,.
- L'endomorphisme w~bv de E vérifie :
Vx €EKer u (w=bv)(x) = Wy (x) -—b(vl (x)) =0,
On a donc : Ker u <Ker(w-bv), et, d'aprés le méme théoréme de facto-
risation, il existe a€L(E) tel que : w-bv = au. O

2° On ralsonne par dualité en utilisant :

VE €EL(E) (Im £)F =Ker °f

D'aorés un résultat de dualité, on a :
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(Im u +Im v)‘L = (Im u)'Lﬂ (Im v)'L
et, compte tenu de (2) qui entraine (Im u +Im v)lC(Im w)‘L :
(Kertuﬂ Kertv) CKertw.

*
D'aprés 1°, il existe (a,8) E{.C(E ))2 tel que t:w=mtu+8tv.

D'od : w = ua +vb, avec a = Cx et b= tB. O

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0. On se propose de
trouver tous lesid&aux de L(E) (3 gauche, 3 droite, bilat&res).

1° A tout sous-espace V de E on associe :
g(v) ={u€£(E) |VCKer u} ; d(V) = {u€£(E) | Im uCV}.

Montrer que ce sont des id8aux de L(E), respectivement 3 gauche et 3
droite.

2° Inversement, soient I un idéal & gauche de L(E), et F = n Ker u.
u€l
a) Montrer qu'il existe uOEI tel que F =Ker u, . En déduire I =g(F).

b) Montrer que pour tout pEL(E) de noyau F, on a I =L(E)p.
3° Etudier de méme un idéal 3 droite de £(E).
4° Montrer que les seuls 1d&aux bilaté&res de L(E) sont {0} et L(E).
Ce résultat subsiste-t-il si E n'est pas de dimension finie ?
5° Soit J 1'ensemble des id&aux 3 gauche (resp. i droite ; resp. bilatéres)

de L(E). Trouver les &léments maximaux de (J~L(E),©).

1° Vérification aisée, laissée au lecteur.

2° a) Les noyaux des u€L(E) sont des sous-espaces de E. L'ensemble
{dim(Ker u) | u €I} est une partie de {0,...,n} non vide puisque I#¢ ; il admet
un plus petit &lément n_, et il existe uOGI tel que Ker u, soit de dimension n .

Il est clair que F cKer u,- Montrons par l'absurde que F =Ker u. Pour
cela, faisons 1l'hypothé&se : F #*Ker u,- C'est qu'il existe x EKer u, tel que x €F,
ce qui entraine qu'il existe u; €I tel que x $Ker uy .

I1 en résulte que Ker u; N Ker u, est un sous-espace strict de Ker u, s
considérons un endomorphisme w de-E dont le noyau est ce sous-espace (par exem-
ple un projecteur).

Puisque (Ker u, N Ker uo) CKer w, d'aprés le 1° de l'exercice précédent
il existe (a,b) € (13 (E))2 tel que w=au, +bu°, ce qui entraine w€I, en contradic-
tion avec

dim(Ker w) <dim(Xer uo) =n. (m]
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e A ce stade, on a : Icg(F).
e Inversement, soit u€g(F). De Ker u <Ker u on déduit, par un théo-
réme de factorisation, l'existence de vEZL(E) tel que u =vu_ ; on a donc u€I.
Ainsi g(F) €I et, finalement : I=g(F). o
b) Considérons pE€L(E) de noyau F. D'aprés ce qui précé&de on a PEL
et donc L(E)p<I.
D'autre part, pour tout u€1l, on a Ker p<Ker u, et il existe
vEL(E) tel que u=vp ; on a donc u€L(E)p.
Ainsi T <L(E)p et, finalement I =L(E)p, O
On dit que 1'idéal & gauche I de L(E) est principal, et que les
endomorphismes de E de noyau F en sont des générateurs ; on vérifie aisément
que ce sont tous les générateurs de I. Parmi ceux-ci, les plus utilisés dans

la pratique sont les projecteurs de noyau F.

3° Soient J un idéal a droite de L(E), et G = + Imu. On a J=d(G) ;
eJ
¢ (E). “

La démonstration, analogue & celle du 2°, est laissée au lecteur, qui

pour tout q€L(E) d'image G, on a J

commencera par montrer qu'il existe VOEJ tel que :
WweE€J dim(Im v) <dim(Im vo)

et en déduire G = Im v, en utilisant cette fois le 2° de 1l'exercice précédent.

On peut aussi raisonner par dualité,

4° 11 est clair que {0} et {£(E)} sont des id&aux bilatéres de L(E).
e Soit I un idéal bilatére non nul de L{E). S'agissant d'un idéal a

droite non nul, il existe un sous-espace non nul G de E tel que :
I={u€L(E) | Im ucq}.

Soit x€G6~{0}. A tout hyperplan H de E, on peut associer u€L(E)
de noyau H et d'image Kx, ce qui entraine u€I [on choisit y€EENH et on défi-
nit u par u(H) = {0} et uly) = x].
I1 en résulte [] Ker u={0} et, au titre d'idéal 3 gauche, I s'é-
crit ; u=l
I = {u€L(E) | {0} cKer u} = £(E). o
e Le contre-exemple qui suit montre que le résultat ne subsiste pas
si E n'est pas de dimension finie.
Soit E = R[X]. L'ensemble J des endomorphismes de E dont le rang
est fini est visiblement un idé&al bilat&re de L(E). L'identité& de E n'apparte-
nant pas 3 J on a J# £L(E). D'autre part J # {0} ; 1'application qui & PEE
associe le polyndme constant P(0) est en effet un endomorphisme non nul de rang

fini, et donc un élément non nul de J. O
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5° La notion d'id&al maximal d'un anneau commutatif est étendue aux an-
neaux non commutatifs.

e Le lecteur montrera que, pour tout couple (V,V') de sous-espaces
de E, g(V) <g(V') &quivaut a V' <V, Un idéal i gauche de L(E) est donc maximal
si et seulement s'il &crit g(V), avec dim V = 1,

e De méme un idéal 3 droite de L(E) est maximal si et seulement s'il
s'écrit d(V), avec codim V = 1,

o Il est clair que {0} est le seul idéal bilatére maximal,

3.2.6 [ Ici le corps commutatif K est de caractéristique nulle.

1° Soit AG}.(I..I(K) de diagonale nulle (i.e., formée de zéros). Montrer qu'il
existe dans 'M'n(K) une matrice diagonale D et une matrice X telles que :

DX -XD = A.

2° Pour tout nGN*, montrer qu'id tout endomorphisme u de trace nulle
d'un K-espace vectoriel E de dimension n, on peut associer une base de E dans
laquelle u est représenté par une matrice de diagonale nulle.

3° Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0, et C(E) l'en-
semble des commutateurs de L(E) (endomorphismes de E de la forme fg-gf).

Montrer que C(E) est un sous-espace vectoriel de L(E) ; en donner

une base,

1° Ecrivons A = [0,.], (1,7) ENEI. avec a

ij i1
Soient D = diag(nl,...,nn) et X = [Eij] s (1,3) EN:-

L'élément (i,j) de DX -XD est :

=0 pour tout iGNn.

n n
2 8.nE .- 2 Eo8 .n. = (n,-n)E. .
k=1 1k '17kj =1 ik 'kj 'l i 37713

Un corps de caractéristique nulle &tant un ensemble infini, nous pou-
vons choisir pour NysesesNy des éléments deux 3 deux distincts de K (par exem-

ple 1 nIK) et, pour avoir DX-XD = A, il suffira d'adopter :

K,.oc,
Eij = (ni-nj)-laij si i¥*j ; Eij quelconque si i=j,. 0

2° Vérifions par récurrence qu'une assertion (,&n) est vraie pour tout
nEN*.
- I1 est clair que (#&)) est vraie.
- Soit n=2 pour lequel (An_l) a été vérifiée. Considérons un K-espace
vectoriel E de dimension n, et u €L(E) de trace nulle.
Si u = 0, 11 est clair que 1l'on peut représenter u par une matrice

de diagonale nulle. Supposons maintenant u#0. Une homothétie non nulle ayant
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une trace non nulle (K est de caractéristique nulle), u n'est pas une homothé-
tie. On en déduit aisément qu'il existe enGE tel que (en,u(en)) soit une fa-
mille libre ; en complétant cette famille en une base de E, on constate qu'il
existe un hyperplan E' de E qui contient u(en) et ne contient pas e soient
P le projecteur sur E' parall&lement & Ken, et u' 1'endomorphisme
x — p(u(x)) de E'.

Pour toute base e' = (el""'en-l) de E', on dispose de la base e de E

obtenue en adjoignant e a e', et on peut poser

= . = s 2
A = mat(u;e) [aij], (i,J)ENn.

On a : o =0, tr A =0 et :
nn

A' = mat(u';e') = [aijl s (i,j)eﬂi_l

ce qui montre que A', et donc u' sont de trace nulle,
En utilisant (jtn_l), on constate que 1'on peut choisir e' de fagon

que A' soit de diagonale nulle ; A est alors de diagonale nulle. 0

3° p'aprés tr(fg) =tr{gf) et la linéarité de la trace, tout commutateur
de £L(E) a une trace nulle.

Inversement, soit u €L(E) de trace nulle. En utilisant 2°, on intro-
duit une base e de E telle que A=mat(u;e) soit de diagonale nulle. En utili-
sant 1°, on écrit A sous la forme DX-XD, et on en déduit u=fg-gf, oi f et g
sont les endomorphismes de E représentés par D et X dans la base e ; u est
donc un commutateur de L(E).

C(E) est ainsi l'ensemble des endomorphismes de E de trace nulle,
i.e. le noyau de la forme lindaire non nulle u+—> tru sur £(E). Il s'agit
done d'un sous-espace de L£(E), de dimension n?-1.

e Pour en obtenir une base, partons d'une base (sl,...,en) arbitrai-
rement choisie de E, et considérons la base (gij)’ (i,1) EN121’ de L(E) définie
par :

V(i,j)GNn V'kEl\ln gij(ek) = ijei.

2

Nous disposons ainsi des n“-n endomorphismes gij’ i#j, et des n-1

endomorphismes 8;478 iGNn_l, tous de trace nulle, et, en tout, de n?-1 com-

nn’
mutateurs, qui sont lin&airement indé&pendants puisque, la famille (gij) étant

libre, 1'égalité :
n-1

AeBea + 2 u.(gimg. ) =0
i;j ij=1ij i=1 111 °nn
exige la nullité des Xij et celle des vy

Nous avons donc trouvé une famille libre de n2-1 éléments du sous-

espace C(E) de dimension n?-1 ; 1l s'agit d'une base. ]
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Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n & coefficients réels,

et C la matrice A+iB. Montrer que si A et C sont inversibles, alors M =A+BA™!B
est inversible, et c-l = M~ - qa-1pM1,

e De CcA™l = In+iBA'1 on déduit : det(1n+iBA'1) =det(C).det(a™}) #0, et,
par conjugaison : det(In-iBA71)=#0,
Il en résulte que la matrice produit (In-+iBA'1)(In-iBA'1) égale 3
In-+BA'lBA'1 est inversible, et donc aussi M = (In +BA“IBA'1)A.

e Un simple calcul fournit alors :

c(-! -ia-1BM~1)

(A+iB) (~! - ia-1BM~1)
AM~! +BA™IBM™Y 4+ 1(BM7! - aa"lBM D)
(A +BA-IBYM! = I. O

Remarque. Ce résultat permet, lorsque A est inversible, de calculer 1'in-
verse de la matrice A+iB en utilisant des programmes de calcul approché de
1'inverse d'une matrice (programmes fonctionnant en général pour des matrices
réelles).

Lorsque B est inversible on se raméne au cas précédent en écrivant
C = i(B-ia).

Soient n=2 et A = [ctij] la n-n matrice réelle telle que a,, = a et
aij = b pour i¥j (a et b réels donnés), Calculer, pour p €N, la matrice AP

et, lorsque c'est possible, la matrice A7l,

Introduisons la matrice J de terme général constant égal a 1., On constate
aisément J2 = nJ, puis par récurrence, JP = np-IJ pour tout entier p =21,
Ecrivons alors : A= (a-b)I +bJ. La formule du bindme de Newton, qui s'ap-

plique puisque I et J commutent, fournit :

p
AP = (1/n) [): Ck(a-b)p-k(bn)k] 3 + (a-b)P1
Y~ k=1 p
d'ol :
AP = (1/n) [(a-b+bn)P - (a-b)P]1 J + (a-b)P1

Le terme général de AP en résulte immédiatement (p=21).

e Les valeurs propres de J sont O (ordre n-1) et n (ordre 1) (exercice
classique ; on peut utiliser le fait que J est symétrique & coefficients réels).
Pour b #0, on peut écrire : det A = bdet((a-b)/b.I +J) ; A est donc inversible
si et seulement si - (a~b)/b n'est pas valeur propre de J, c'est-d-dire si et
seulement si a#b et a-b+nb#0. Pour b = 0, ce résultat reste valable.

Nous supposons donc a#b et a-b+nb#0. En cherchant 1'inverse sous la

forme xI +yJ, nous constatons, compte tenu de J¢ =nJ:
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-1 _ 1 _ b
A ab | ~ (a-b) (a—b+nb)"

Remarque. La formule donnant AP pour p=1 est aussi valable pour p=0 et
p =-1.

Dans ,_4(,1CR), trouver les matrices M telles que M2 =I+J, ol I =I_ et
i
ol 1'élément (i,j) de J est 1 si j = i+l et O sinon.

Indication. On montrera que toute solution commute avec J.

Notons que, pour tout k €N, J¥ est la (n,n)-matrice dont 1'&lément (i,j)

est | si1 j =itk et O sinon ; en particulier Jk =0 pour k 2=n.

a) Supposons qu'il existe une solution A. De J =A%-7 on déduit AJ=JA
(la valeur commune étant A3—A).
Nous considérons comme acquis le résultat suivant, qui sera justifié

au 4.3.11 (en montrant que J est "cyclique") : les ME.M,n(R) commutant avec J

n--1
sont les akdk, ukER; la solution A est nécessairement de la forme :
k=0
n-1
A= Z o Jk .
k
k=0

Cette dernidre égalité entralne A? =a§I +B, oli BEVect(J, ...,Jn_l),

et on a méme nécessairement ac2> =1,

b) Les "racines carrées" de I+J sont donc les matrices +P(J) oi
PERn_l (X] vérifie 1la condition :
(0) = 1) A{P? = 14X (mod X)) (1)
P2 = 1+X (mod Xn) s'éerit :
{P(t) +\/m) [P(t) - l+t) = o(tn—l) au voisinage de O.

P(0) = 1 s'dcrit : lim (P(t) + VI+t) = 2.

t>o

Pour tout PERn__l Xl, (1) s'écrit donc :
P(t) - V14t = o(tn-l) au voisinage de O,

i.e, t — P(t) est le développement limité & l'ordre n-1 de t > V1+t au voi-
sinage de O.
En conclusion, les racines carrées de I+J sont les deux matrices

k-1 1.3...(Zk-3) k
*( 2.4......(2k)J)'

1 n—-1
I+=J+3. (-1)
2 g2
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3.2.10 1° Montrer que la partie G de .)K,n(l() formée des matrices triangulai-
res supérieures & €léments diagonaux non nuls est un groupe multiplicatif.
2° Montrer que la partie H de G formée des matrices 3 éléments diagonaux

égaux a 1 est un sous-groupe distingué de G.

1° Toute AE€G vérifie det A#0 et est donc inversible. En outre IHEG.
G est donc une partie non vide de GLn(K), quil est un groupe multiplicatif.
Nous allons montrer que G est un sous-groupe de GLn(K) et, pour cela,
que G est stable pour la multiplication et que, pour toute matrice de G, 1'in~
verse dans GLn(K) appartient & G,
e Solution par le calcul. Scient A = [o

5 ]€G et B= [B
- On constate AB = [Yij] avec Yij = k;.

] €6G.

ij
o ikek 3

ij
On a . =0 pour i> .. =0,.,8,. ¥0 pour tout j, et donc AB€G.
Y13 p Js Y33 7%55%13 P Js
- Ici AEG est fix&, et on cherche B EG telle que AB =In’ i.e.

]
. - -1 -
Vi EN_ (Bjj CH ) A (k)gi @41 Byy =0 Pour tout 1enj_1)

Pour jENn donné, Bjj #0 est déterminé sans ambiguité ; la seconde
condition, compte-tenu de la non nullité des aii’ permet d'obtenir successive-

ment, d'une fagon et d'une seule : B O

. B, eousB .
J'lsj’ J-Z’j’ ’ laj
o Autre solution, On commence par vérifier que, pour toute AEGLn(K)

i1 y a équivalence entre les assertions :
1) A appartient a G ;

ii) Pour toutes bases e et f de K" telles que A = PZ, on a :
VkENn Vect(fl,...,fk) = Vect(el,...,ek).

la proposition s'en déduit immédiatement,

2° a) H, qui contient I » est une partie non vide de G.

-S1 A= [or.ij] et B = [Bij] sont des éléments de H, on a ABEG et,
par ailleurs, tous les &léments diagonaux de AB sont des 1 ; d'ol ABE€H,

- Toute A = [aij] €H a une inverse dans G, B = [Bij] , avec:

B,. = (x,.)”! =1 pour tout j EN_ ; d'oi BEX,.
T (JJ) P JEN 3
H est donc un sous-groupe de G.

b) Soilent A = [aij] €GC et M =[uij] €1 ; AMA™! est une matrice de G

dont le j-&me élément diagonal est ao,,u,, (a )"l, et donc 1.

_ 33733 33
On a ainsi AMA™! €H.

I1 en résulte que le sous-groupe H de G est distingué. a
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3.2.11 Soient A et B deux (n,n)-matrices & éléments réels, semblables au
titre d'éléments de an(¢). Sont-elles semblables au titre d'éléments de
M R) ?

n

Par hypothése, 11 existe PE M (¢) inversible, telle que PB =AP.

Soient 8 €R, et Q = e®p +e7 1%, on gcrie

216I

qQ = e—ieP(P'1§3+e By

On peut supposer que 6 €R a &té choisi de fagon que e216 ne soit pas ra-
cine du polyndme caractéristique de -p~'F, et ainsi :

i 2

det Q=¢e 1 e.de_t P.det(P-lP +e ieln) #0.

-

En outre 6>= Q ; la matrice Q est donc inversible, 3 éléments réels.
De PB = AP on déduit : PB = AP, et par combinaisons linéaires :

(eieP +e-ieﬁ)B = A(eieP-re_ieg)
ce qui s'écrit : QB = AQ.

A et B sont donc semblables au titre d'éléments de JKh(R).

3.2.12 Ici K est un corps commutatif infini ; L est un sur-corps commuta-
tif de K, Soient A et B deux (n,n) matrices 3 éléments dans K qui sont sembla-

bles dans Jgn(L) ; montrer qu'elles sont semblables dans .M,n(K).

I1 s'agit d'une extension de 1l'exercice précédent.

Soit & 1'ensemble des MEEJLn(L) vérifiant : AM = MB (1)

Remargquons que, A et B &tant semblables dans JLR(L), & contient une ma-
trice inversible, et donc non nulle.

En utilisant le calcul des éléments du produit de deux matrices, on cons~

2 2 in-

tate qu'il existe un systéme linéaire et homogéne (H) de n* équations 3 n
connues, 3 coefficients dans K, tel que MGEJLn(L) est solution de (1) si, et
seulement si la famiile des coordonnées de M dans la base canonique de JLn(L)
est solution de (H).

Les solutions de (H) constituent un sous-espace vectoriel de an, de
dimension m = n®-r, ol r est le rang de (H) ; & contenant une matrice non nulle,
(H) admet des solutions non nulles, et donc m>0.

Pour résoudre (H) on peut procéder de la fagon suivante.

- On recherche une matrice principale pour la matrice des coefficients
de (H) ; on dispose ainsi de r équations principales, de r inconnues princi-

pales et de m inconnues non principales, que l'on note SARREENS A
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- Pour tout kGNm, on donne, dans les équations principales, la valeur 1
a Y et la valeur O aux autres inconnues non principales. On obtient ainsi un
systéme de Cramer aux inconnues principales, qui fournit une solution Mk de (1).
On remarque de Mk est 3 €léments dans K.

- & est le sous-espace de M, (L) dont une base est (M. ,...,M ).
1 m

m
e Considérons alors le polynSme : det (Z kak) € L[XI""’Xm] .
k=1

Puisqu'il existe dans .M,](L) une matrice inversible vérifiant (1), on

dispose de (0 4...,0 yeL™ tel que : det (Ea M'k # 0. Le polyndme considéré
1 m L

n'est donc pas nul, Or il est visiblement i coefficients dans K ; c'est donc

un élément non nul de K [X1 see .,XmI .

Comme le corps K est infini, il existe un (B

det (1?::1 BkM.k) # 0.

1,...,Bm)EKm tel que :

m
La matrice Z BkM'k est dans .,K, (K), vérifie (!) et est inversible, ce
k=1
qui prouve que A et B sont semblables dans ./K,n(K). O

1° Soient pEN* et A un endomorphisme de ‘M,pCR) tel que :
v(U,V) € (_MbCR)) 2 AUV) =A(U).V +U.AY)

On suppose que H est un élément de J(,pCIR) tel que : A%(H) =
Vérifier :
vneNn  a™ = nt{aqm)™.
2° Soient A et H deux &léments de .A(,pCR), et B=AH ~HA. On suppose que A
et B commutent. Une norme &tant choisie sur ,,LPCR), montrer

1im 13°0Y/0 < o,
b ot

On dit que A est une dérivation sur 1l'algébre ,M,p(R).
1° ¢ En reprenant la démonstration de la formule de Leibniz sur la dérivée
n-igme d'un produit, on vérifie par récurrence :
vner' vy = ok a*(u) 4™ (w)
K=o
(étant entendu que A° désigne 1l'identité de M, R)).
e Soit HGJ(,CR) tel que : A2(H) =

a) Montrons par récurrence qu'est vraie pour tout nEI\T 1l'assertion :

A) A a™ = o
n
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- #4,), qui s’écrit A%2(H) = 0, est vraie par hypothése.

*
- Soit n€N pour lequel on a vérifié (ft_l). On peut écrire

n+2
An+2(Hn+1) - Z Ck ) Ak(H).AIHZ_k(Hn)
k=0 o+
= H.A"2 0%y & (ne2)ACH) M ™
(en effet, on a Ak(H) = 0 pour tout k=2).
( ' n+l 0y _ n+2 0. _ .
Or _&n) s'écrit A (H") 0 et entraine A () 0 3 (Arﬁl) est
donc vraie, O

. *
b) Montrons par récurrence qu'est vraie pour tout n€N 1'assertion :

D) A"y = nt{aqm)™.

n
- Il est clair que (§,) est vraie.

*
- Soit nE€R pour lequel on a vérifié (‘Isn). On peut écrire :

n+l
An+1(Hn+1) - z: Ck Ak(H).An+1-k(Hn)
ko n+l
= HA™ ™Y + (nel)ACH) AT D).
Compte-tenu de (A;n) et de (‘Bn), on en déduit que (?3n+1) est vraie, O

2° Ici A désigne 1'application M — AM-MA de .A(,pCR) dans lui-méme, qui

est visiblement linéaire, et vérifie :

A(UV) (AU~UA)V + U(AV-VA)

AQU) .V + U, A(V)

A est donc une dérivation sur 1l'algébre J(,pCR).

Comme A(H) = B et A2(H) = AB-BA = O, on peut appliquer le 1° et &crire :
*
vneN  A%@™) = nt B",

Les normes sur 1l'espace vectoriel .A(,pCR), de dimension finie, é&tant
deux & deux équivalentes, on peut choisir une norme canoniquement associée 3 une

*
norme sur RP. Comme A est continue, on a, pour tout n €N
Ia” ™ n<nat™ pun®

et donc : IB°IY™ < atll/“ HaIURI, o3 a_ = 1/n!

Vo C s e e . . .
D'aprés une inégalité classique entre moyennes glométriques et arith-
1/n
al/

métiques, on a : n

1 i .
4;1-(1 +5+ +%) On en déduit :

lim al/n = 0. 0O

mre O
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3.3, DETERMINANTS. EQuUATIONS LINEAIRES

3.3.1 Trouver les coefficients du polyndme PnEK[X] défini par :
= 3 2
; P = det [o.ij] ,iS,J)e{o,l,...,n} ,
oia_, =X, et aij=(j+1) sii=21,

o]
Indication. On vérifiera que Pn est divisible par (l—X)n.

On a P°=1 et P, =1-X. On suppose dans ce qui suit : n#22,

On ne change pas Pn en remplagant les a i€{o,...,n}, par les

n s .
= J AJ
Bio = jgc.’ (-1) c uij'

io’

On a Boo = (1-X)n. On va montrer : Bio = 0 pour i1,

e Soient u 1l'endomorphisme Q(X) 1— Q(X+1) de K 1 X1, et v=TI-u (ol I est
1'application identique de R 1 [X] dans lui-m@me). On constate que v transforme
tout &lément non nul de K 4 [X] en un polyndme de degré strictement inférieur ;
on a donc v" = 0, ce qui s'éerit :

n . 4 s
¥ (-1)d ci uw! = o.

j=o
n .
Pour tout QEKn_1 K], le polyndme 2 (—l)j Ci Q(X+j) est nul,.
. i=o
On applique 3 Q(X) = xt l, iEI\ln, et on fait X=1. O

e En développant suivant la nouvelle premiére colonne, on obtient :
n
'Pn = kn(l-x) , =2,
ol kn est le déterminant de Vandermonde associé 3 (2,3,...,n+l), i.e.

kn = (n-1)!{n-2)! ...1!

w
3.3.2 Soit n€N . Pour tout (i,j)E'.Ni, on note a,, le PGCD de i et j.

i3

Montrer que le déterminant de la (n,n)-matrice A = [o:ij] s'éerit :

n
det A = [ @o(k), oli ¢ est 1'indicateur d'Euler (cf. 1.1.7).
k=1

A tout (i,]) ENZ, associons les deux entiers :
n

mij =1 si 1 divise j ; mij = 0 sinon
nij = (j) si j divise i ; nij = 0 sinon.
Nous disposons des (n,n)-matrices M = [mij] et N = [nij] . Nous avons :

n
NM = [Bij]’ avec Bij = kgl LI
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- Donnons-nous (i,j) El\li. Dans 1'expression de Bij’ 11 suffit de considé-
rer les indices k qui divisent 3 la fols i et j, i.e. les indices k qui divi-

sent uij ; pour 1'un de ces indices : nikmkj = (k) ; on a ainsi :

Bij = Z @(k), ot J,. est 1'ensemble des diviseurs de u,,.

13 i3
kGﬂ'ij
. = o
et donc : Bij aij’ (cf. exercice 1,1.7 2°).

- D'oli : NM=4A, et det A=det N.det M.

Comme N et M sont triangulaires, on calcule aisément :

det N = ¢(1)...¢(n) ; det M=1, O

*
Soient k€N , (n,..
* k
(8,0 ,ak) € (R+) avec a, <a2 <. ..<ak.
On note D, le déterminant de la matrice AkFJK.KCR) dans laquelle 1'élément

(1,3) est a?:j. Vérifier : D, >0.

Indication. On pourra commencer par montrer que Dkaﬁo.

k
. € < <.,.<
,nk) N avec n <n, n, et

Notons que 1'étude du déterminant de Vandermonde fournit le résultat dans
un cas particulier.
a) Commengons par montrer par l'absurde que Dk?&o.
Pour cela, faisons 1l'hypothése (H) : Dk=0' En considérant Dk comme
le déterminant d'un systéme linéaire et homogéne de k équations 3 k inconnues,

on constate qu'il existe (al,...,ak) ERk, non nul, tel que :

n
[ 3 = 0,
vi Nk jz=1 ai uj (0]

ank, et celui-ci
admet les k racines strictement positives (et distinctes) al,...,ak.

On dispose du polynSme non nul P = alxnl +...%0

En factorisant X autant de fois que c'est possible dans P, on a :
P=X(8 +...+8 X"), avec B 8_+#0
o 7T Ts 72 os

La famille (Bo,...,BS) ayant au plus k &l&ments non nuls, elle présente au plus
k-1 changements de signe. En utilisant l'exercice 2.1.17, on en déduit que P
admet au plus k-1 racines strictement positives. L'hypoth&se (H) conduit donc

3 une contradiction. a

b) Nous allons mai:ttenant vérifier par récurrence qu'une assertion (U‘K)
est vraie pour tout k€N .
- Il est clair que (5'1) est vraie.
- Soit k>2, pour lequel (J, ,) a été vérifiée. Considérons

(n1 see .,nk) ENk et (a . .,ak) € (R:_) vérifiant les conditions de 1l'é&noncé&, et

1*°
introduisons le polyndme ;




Q =det

—
-
s
n
L _Lakkl
X!

e XUk

-

Q a pour degré n, et pour coefficient dominant D Xnk, avec D >0 d'aprés

k
1'hypoth&se de récurrence.

k-1 k-1

Pour tout réel x>ak_1, Q(x) peut Btre considéré comme le déterminant

déduit de Dk en remplagant a, par x, et compte-tenu de :

a; <. ..<ak_1 <x

on a (ef 1°) : Qx) #o0.

La restriction & la +o de la fonction associée au polyndme Q ne prend

k-1’
donc pas la valeur 0, et compte-tenu de lim P(x) = +», elle ne prend que des
K>+
valeurs strictement positives. En particulier Dk>0.(ﬂ‘k) est donc vraie. b

Soient n=2 et A = [aij] €A, (K), non inversible ; on note A:ij le co-
Iy

facteur de aij dans A, Vérifier :

VLG EEDT Ayhy = Ay Ay

e Si le rang de A n'excéde pas n-2; la proposition est triviale (les Aij
étant alors tous nuls).

® Le cas rg A=n ne se posant pas (3 cause de det A=0), reste 3 &tudier 1le
cas rg A=n-1, dans lequel nous nous plagons.

A étant identifié 3 un endomorphisme de K" rapporté i sa base canonique,
nous disposons de Ker A, qui est défini par :
n
n
Rer A = {(£,,...,6 ) €K |Vi€EN jz=j1 @585 o}
et Ker A est un sous-espace de K" de dimension 1.
Tl

. N2 . =o0.
Or, pour t:)lut (i,k) l\In on a : jE=1 uij A.kj 0]
> ével t de det A si k=i, d'un déter-
En effet Z aij Akj est un développement de 1,

minant dont deux lignes sont égales si k#1i.
I1 en résulte que, pour tout ke'Nn, on a (A ""’Akn) EXKer A,
Pour tout (i,k) emi, (By1s---sA;) et (A ,,...,A ) sont donc des &l&-

. n
ments colinéaires de K . 0
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N
Soient A,B,C,D quatre K-matrices carrées d'ordre n€N . On leur asso-

cie la K-matrice carrée d'ordre 2n :

Ay B
M= RPN W
c'!p

1° On suppose que C et D commutent. Vérifier :
det M = det(AD-BC). (1)
Indication : On étudiera d'abord le cas oii D est inversible.

2° Que se passe-t-il si ce sont B et D (et non C et D) quli commutent ?

1° a) Ici D est inversible. Nous aurons i utiliser des matrices de la

forme :

ot X,Y,Z2,T sont des K-matrices carrées d'ordre n.
Rappelons que, pour une matrice de cette forme, si Y=0 ou si Z2=0,
alors : det N = det X.det T.

-~

~ En multipliant & droite M par une matrice N, on a :

ce qui se simplifie si 1'on adopte X =D, Y=0,Z =-C, T = D—l.

Compte~tenu de CD = DC, on a alors :

D)o [AD-BC | BD™!]
N = [---d==== et NM = |[--o—o dmmmee
-C 1 p-! o 1 I
— ! n
D'ol : det N=1, et det M = det(AD-BC). O

Remarque. (1) peut €tre en défaut si C et D ne commutent pas. C'est ainsi

que si :
1 o |'I 0] 1 '1'|
A= ,B=1, C= , D=
o o b o 1
fo 1
on a : det M=0 et det (AD-BC) = det L =1,
-1 -1

b) Ici D n'est pas inversible. On peut supposer le corps K infini

(quitte 3 le plonger dans 1l'un de ses sur-corps infini, par exemple le corps
des fractions rationnelles de K).

On dispose des deux polyndmes (Eléments de K[X]) :

P = det M(X) ; Q = det (A(D—XIn) -BC).
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Comme C et D—tIn commutent pour tout t €K, 1° montre que P et Q premnment la
méme valeur en tout point de K qui n'est pas valeur propre de D, et donc en
une infinité de points de K. Il en résulte que P = Q, et qu'en particulier
P{0) = Q(0), ce qui s'écrit (1). O

2° Nous utiliserons : =

det M = det tM = det [T°7

——

La commutativité de B et D entrainant celle de B et tD, le 1° donne :

t t.t,t

det M = det(TA*D-%c®B) = dett(*atp-tctB)

et : det M = det(DA-BC).

Soient A et B deux K-matrices (n,n) vérifiant :
i) A et B commutent ; ii) B est nilpotente.
Prouver : det(A+B) = det A (1)

e Préambule. Nous allons prouver : det(In+B) =1,
B &tant nilpotente, nous disposons d'une matrice B' semblable i B, tri-
angulaire supérieure & diagonale de zéros (cf. 4.3.1).
Ona : B' = p~lgp, P € GL (K). Or : I_ = P'IInP.

D'od : I +B' = PT1(L +B)P, et
det(In+B) = det(In+B') =1, O

a) Preuve de (1) lorsque A est inversible. Ecrivons :

A+B = A(In+A"1B).

Comme A et B, A~! et B commutent. On en déduit que, pulsque B est nilpotente,
- 13k _ =k k <
alors A!B est nilpotente ((A 1)~ =4 kp ) D'od :

det (A+B) = det A.det(In+A_1B) = det A, =]

b) Preuve de (1) lorsque A est non inversible, Ici det A=0.

*
On sait qu'il existe KEN tel que BX = 0. Puisque A et B commutent on
peut écrire, par la formule du bindme :

k-1
(A+B)X = AM, ol M = 3. ci Ali-1gt

2=0
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D'oll : [det(A+B))k = det A.det M = 0,
Tous deux nuls, det(A+B) et det A sont &gaux. O

Autre solution de b). On peut se ramener au cas ol le corps K est infini

et prouver 1'égalité des éléments det(A-XIn+B) et det(A—XIn) de K[X]. (cf. exer-

cice précédent).

Remarque. On ne peut se passer de 1'hypothése 1). Contre exemple :

1 0 fo 1
A= 3 B = s det(A+B) = O et det A=1.
1 1 0 0

3.3.7 1° Soit A = [aij] une (n,n) matrice réelle ou complexe telle que ;
vien la|> 3 oy, (1)
n ii §#1 b
Montrer que A est inversible (théoréme d'Hadamard).

2° Soit A = [aij] une (n,n) matrice réelle telle que :
.on
a,, <0 pour i#j, et . o,. >0 pour tout i.
13 j=1 1

Montrer que A est inversible.

1° Faisons 1'hypoth&se : A n'est pas inversible, Le systéme :

o, X, ... ta

1% x =0, 1<is<n,

in'n

n'est pas cramérien : il admet une solution non nulle (gl,...,gn). On constate
1 g s €

qu'il existe KEN_ tel que ak#:o et |£j| |5k| pour tout jEN .

On a d'une part :
o Bl > 18 2 a1
Kk k kS %

D'aprés o 3. akjgj’ on a d'autre part :

E)‘ = -
kk’k %k

i <F Lo 1551 <le] 3 Tag]

3%k
On aboutit donc & une contradiction. O

2° Pour tout iENn, on a :

447 T 2 %y T 2 |°‘ij|

1 g

ce qui montre que la condition (1) est remplie. 0

Soit (a,B,Yl,...,Yn)EKn+2. Calculer :
D = det [aij] , (1,7) €1{1,...,n}?

i = : = i >1i = i j<{i.
ouaii Yi’aij a sl j i,aij B si j
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On considére A(X) €K[X], défini par A(X) = det [aij+X] .

En retranchant la premiére colonne de toutes les autres, et en développant
suivant la premiére colonne, on constate : deg A(X) <1, i.e. A(X) = kX +D,

D'autre part A(-a) et A(-B) sont les déterminants de matrices triangulaires,
i savoir A(-a) = P(o) et A(-B) = P(BR), avec :

n
PR = [ ] (vy~X).
i=1

ler Cas :a¢ #R., En utilisant A{-a) = - ka +D et A(-B) =— kB +D, on obtient :
p = BE(e) -~aP(B)
g-o. '

2éme Cas :a =B8. En scindant chaque vecteur colonne de [aij+X] » A(X) appa-
ralt comme la somme de 2" déterminants. En supprimant ceux d'entre eux dont deux

colonnes au moins sont formées de X, on obtient :

n
A(X) = kKX+D, avec k = Z D. ;
=1 1

ol D, est le déterminant obtenu 3 partir de D en remplacant tous les &léments
de la j-iéme colomne par des | ; dans Dj’ on retranche la j~iéme ligne de
toutes les autres, puis on développe suivant la j-iéme colonne, ce qui fournit :
Dy =TT €y
i#j
En reprenant D = P(a) +ka, il vient :

n n
D = (yg~a) +a 3 (l (Yi-a))
1=1 =1 M#j
et D = P(a) —aP'(a).

Soient (m,yl,...,vn)EKM'1 et A = [aij]’ (4,3) €{1,...,n}2, avec

= . = o
a Yi’aij a si 1#].

Calculer la matrice A~™! lorsqu'elle est définie.

1° 81 a =0, A=diag(Y1,...,yn) est inversible si, et seulement si aucun

des Yi n'est nul, et alors : A~! =diag(y;1,...,yr'11).

2° Dans la suite, on suppose a0 et on &crit :

o~ 1A = J+diag(y'1-1,...,'y;l—1), Y;. = q lYi’

-

ot J est la (n,n)~matrice & &léments tous égaux a3 1, ce qui raméne & étudier

la possibilité d'inverser la matrice :

), B. = yi—l.

B = J+diag(31,...,6n i

I1 s'agit donc de trouver 3 quelle condition, portant sur (Bl,...,Bn), le sys-

téme de n équations linéaires :
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+... = i<
X, +xn+Bixi Yy l1<i<n (Ly)
admet une solution unique pour tout y= (yl, ...,yn) GKn, et, le cas échéant, de
calculer cette solution unique.

ler Cas : Deux des Bi sont nuls. Soit Bp = Bq = 0, avec 1 Sp<q<n. En

considérant les p-iéme et q-iéme Equations, on constate (par différence) que L
n'a pas de solution pour un y tel que yp #yq ; B n'est pas inversible.

2&me Cas : Un et un seul des Bi est nul. Soit par exemple :

B

N 0 82...6n¢0.

i

On note : Ai

On constate que, pour tout yEKn, Ly admet la solution unique :

S;l pour2 €i<n, et l1+A,+... 4} =i,

X

n
- < < . = -
$ )‘i(yi y,) pour 2<i<n ; x, AY, jz=:2 Ajyj

ce qui montre que B est inversible et que :

N h

3éme Cas : Aucun des Bi n'est nul, On note :

B71l = diag (A, Ay, 0052 ) -

= le pour 1 <i<n, et 1+u1+u2+... +u_ = u.

My n

On écrit Ly sous la forme :

= — X1 <4<
xi “i{yi pAt +U1)’ 2<is<n
¥ o« = - - - -
H X1 MY mH Y mH Yy T Hn¥n
- 8i u=0, alors, pour y=0, Ly admet une infinité de solutions ; B n'est
pas inversible,
- 51 uw#0, alors, pour tout y, Ly admet une solution unique ; B est inver-
sible, et on constate que :
1
) -y By

B~ 1= diag(u ,...,u J, ol by o= ugu.

n J J 3

Remarque. Nous n'avons pas eu recours aux déterminants. En utilisant 3.3.8
nous aurions pu constater a priori que B! existe si, et seulement si det B#O0,

n
oi det B = 8 ...B + j‘,;l (TT ej) .

i#Fj

3.3.10 Soient (ai) 1<i<a et (Bj)1<j<n deux familles d'éléments de K telles
j¢0 pour tout (i,3)€{1,...,n}2.

Calculer : Dn = det [aij] , ol a

que ai+8

- 1
ij cti+BJ.
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On a D, = (a1+81)"1. Soit n=2. On retranche la derniére colonne de Dn de
toutes les autres ; on factorise ensuite (miﬂin)'1 dans les éléments de la

i-igéme ligne, 1<i<n, et Bn-ﬂ dans ceux de la j-i2me colonne, 1 <j <n-1 ;

3

on obtient ainsi :

ol An se déduit de Dn en remplagant les &léments de la derniZre colonne par
des 1. Dans 4  on retranche la derniére ligne de toutes les autres ; on facto-
rise ensuite @ =0y dans les &léments de la i-i&me ligne, 1 <i<n-1, et

(a_+8 j

la derniére colonne, on obtient :

)~! dans ceux de la j-iZme colonne, 1 <j<n-l ; en développant suivant

n-1
1:[ (an—ai)
An a1 1)n-l'

]:11' (an+BJ.)
n-1

. 1]1' (o~ ) (8 -B,)

D'oi : Dn = =1 Dn-l’ n=2.

g’ (o, +8 ) 1:[ (a,*8,)

En ralsonnant par récurrence, on en déduit :

. TTQ;(%_QR) (Bg—Bk)
D = L]

n
(ak+32)

(k,2)€{1,.,n}?2
On notera que le numérateur de Dn est le produit des déterminants de Vander-
monde des familles (al,...,un) et (81,...,8n) ; on a donc anéo si, et seulement

si chacune de ces familles est composée d'éléments deux 3 deux distincts,

3.3.11 Soient (ai) 1<i<n et (Bj)1<j<n deux familles d'éléments deux 3d deux
Bj #0 pour tout (1,j) ECNn)Z. Soit en outre y €K
+y #¥0 pour tout :LGI\In.

distincts de K telles que a,+
tel que a,
Résoudre et discuter sur K le systéme :
Xy X 1
—_— ., + = ’1<i<n (L
ai+81 ai+8n a+y

Il s'agit d'un syst@me de n équations linéaires 3 n inconnues. D'aprés
a_i—B trouvée au n°3,3,10 c'est un systéme de Cramer ;
1]

1'expression de det
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(1) admet donc une solution unique.
e Nous allons retrouver ce résultat et calculer la solution en associant

a tout £ = (El,...,En) €K™ 1a fraction rationnelle :

£ £ 1
! + ... + L (2)

F, =
)(+Bn X+y

£ X+8,

ler Cas : y n'est égal & aucun des B, ; F, admet les n+l pdles, tous sim-

h| g

ples, - 81,...,-8 s =Y. Nous avons :

P

£ = B,y ... By O Fe

n

F = (£ +...+En—1)x“ +oa..

1

I1 s'agit de trouver £ tel que Pg(al) = .., = Pa(an) = 0, i.e. pour que

P. soit divisible par X—, , X-0,,...,X-0_, et donc pour que :
3 1 2 n 9

) (El+...+En-1)(X-u1)...(X—an)
£ (x+81)...(x+en) (X+y) .

F

En calculant la décomposition en éléments simples de cette derniére fraction

-

rationnelle et en l'identifiant & (2), la condition s'&crit :

(6 +.. . +E 1) T;T (=y-ap)
-1

{3
TT (=v+8,)
Kk

(B +.. .45 -1) TkT (=80,
et : E, = , 1€ <n )
(-By+v) = T T (-848))
3

(Dans | |, k décrit N_ ; dans | |, k décrit Nn\{j}).
k " T4

Par division, et compte tenu de Ejl +... +En -1#0 (3 cause de (3)), on

obtient la solution unique (F,l sae .,€n) avec :

B,ta Y-8
view, & =TT L25TT o= (5)
I Y ey BBy
2éme Cas : y = 89,’ R.GNn. On a en évidence la solution :
£, =13 Ej = 0 pour tout jGNn\{z}. (6)
Cette solution est unique. En effet, ici :
£,-1 £ Q
L i (3
F, = + = —2—— [ deg Q. <n
PO AR TT e :

h|
et pour que Qg soit divisible par X—al,...,X-an, 11 faut et 11 suffit que QE

soit nul, i.e. que la fraction F, soit nulle.

£

lemarque. Limitons nous &8 K=¢ ou K=R. Les familles (ai) et (Bj) étant

-~

fixées, notons Y(y) la solution du systéme (1) associé a vy GK\{-—al,...,-an] :
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nous définissons ainsi une application @ qui, d'aprés (5) et (6) vérifie :

Ve EN lim @©(y) = @(8,).
n 2
YR,

L'application ¢ est donc continue,

3.3.12 | Résoudre et discuter sur R le systéme :
n

o, -0 L. =1, 1<i< 1
Zjl CRAL? n (1
]
dans lequel (0‘.1 - ..,un) €R" est un paramétre.

I1 s'agit d'un systéme de n &quations linéaires & n inconnues.
Il est &vident que si a; =...= a alors (1) n'a pas de solution. Nous pou-
vons donc supposer que ®;,...,0 mne sont pas tous égaux et, quitte & modifier la

notation, que :

a, <@g, S,.8 et a <a .,
1 2 n

“n 1

Par combinaisons linéaires (1) s'éerit :
n
> (a,-a)dx, =1
j=1 3 1773

(

)(x1+...+x =0, 2<i<n

*17%-1 1-1 TFL T TX)

ler Cas. Les ¢, sont deux d deuxr distincts. Les @ =0 s 2 <i <n,sont non

nuls et, par nouvelles combinaisons lindaires, (1) s'écrit
n
> (a,~a)dx, =1
jo1 41

(x, =...= X 1= 0)/\(:{1 +.oeatX

9 o -x_=0).

n~1 n

Il s'agit d'un systéme de Cramer qui admet la solution unique :

1 1
(o sl) .
n 1 n 1

28me Cas. Les ay ne sont pas deux d deux distinets., 11 existe des a, con-

sécutifs égaux. Soit Qp T Oy Tl ak+p, p21. Dans (1) on peut supprimer les
(k+l)-iéme,..., (k+p)-i2me Equations et prendre pour inconnue auxiliaire
X FX b +xk+p, ce qui raméne & résoudre un systéme de la méme forme que
(1) dans lequel il y a n-p équations, n-p inconnues, le paramétre &tant

n- - =
(ul,...,ak, ak+p+1""’an) €R""P. De proche en proche, on se raméne 3 un sys-

téme de Cramer.

Exemple : n = 6 ; aj) =ap =aj3 <ay =as <ag.
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Le systéme (1) s'écrit ici :

(ay-01) (xy+x5) + (ag—0y)xg = 1
(aq—(xl)(x1+x2+xg) + (as-m.,)xs =1
(ag=0y ) (x1+x2+x3) + (og—oy){xy+xs) =1

et encore, d'aprés 1'étude du ler cas :

(x1+x2+X3 = xXg = ae'ql) A (x,+x5 = 0),

Les solutions de (1) sont done les :

1 1 3
- - - €
(A’u: ag-0] A B, V, =V, ag CI)’ (7\,1-1,\?) R”.

3.3.13 ] Dans K = 1 /13 2, résoudre le systéme :

éx +iy
(s}

)
fo ]

?X +5y

Puisque 13 est premier, K est un corps commutatif ; la théorie des équa-

tions linéaires s'applique. On calcule le déterminant ;

& 3 . .
J=4F0
73
(S) est cramérien. On calcule les déterminants :
TR T TR
=;00=2
8 3 7 8

La solution, unique, de (S) est donnée par :

(x=0)ally = 2), 1.e. (x,y) = (0,D).



4, REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

4,1, ELEMENTS PROPRES

Soient u,v et w trois endomorphismes d'un ¢-espace vectoriel E de di-
mension finie n >0, tels que :
wF¥0 et uw=wv.

Montrer que u et v ont une valeur propre commune.

Nous donnerons exceptionnellement trois solutions de cet exercice.

Premi&re solution. Le corps de base étant ¢, v est trigonalisable : il

existe une base (el,...,en) de E telle que :

Vi €Nn v(ej) =a1je1 + ... +aj—1,jej—1 +°°jjej'

D'aprés w#0, il existe kENn tel que w(ek) #0 et w(ej) = 0 pour j <k.
En écrivant : u(w(ek)) = w(v(ek)), on obtient :

u (W(ek) ) = akkW(ek) .

Comme w(ek) #0, on en déduit que e oSt valeur propre de u ; or il est clair

que @, est valeur propre de v, a

k

Deuxiéme solution. Faisons 1l'hypothése : u et v n'ont aucune valeur propre

commune.

-~ Soit A€¢. Ona : (UAL)w = w(v-AI), o I = IdE’ et, par une récurrence :
VW EN  (u-AD)Pw = wivaaD)P,

- S$1 A est valeur propre de v, et n'est donc pas valeur propre de u, u-iAIl
est injectif, et il en est de méme pour (u-AI)P.
Pour xEKer(v—)\I)p, on a : (u—)\l')p(w(x)) = 0, et donc w(x) = 0.

- Pour toute valeur propre A de v, et pour tout pEN, Ker w contient ainsi
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Ker(v-AI)P ; Ker w contient donc tous les sous-espaces spectraux de v; il con-
tient donc leur somme E ; on a ainsi Ker w = E, et w = 0,

- Notre hypothése conduit 3 une contradiction, 0O

Troisiéme solution. Il existe deux bases e et £ de E telles que :

Mat(w;e,f) = J = diag(l,...,1,0,...,0)

et d'aprés w#0, le rang r commun 3 w et & J vérifie 1 €r <n.
Notons : A = Mat(u:f) et B = Mat(vie) ; uw = wv s'écrit AJ = JB, et, cha-

que matrice é&tant décomposée en blocs :

S
1
R
1
Zi
L=
o,
|
|
Lo
"
)
H
- ———
'
L [=]]
o1
w )
)
----
=N
LF

ce qui se traduit par 1'&galité des &léments A; et By de t4()1_((11), et par la nul-
é € S
11té de A, ~M’n-r,r(¢) et de B, V“-’r,n—rm)'
Les polyndomes caractéristiques de u et v sont ainsi :
Xy =Xp =Xg °Xa, ©E Xy =Xg = Xy *Xg,
Iis ont en commun les racines du polynfme XAI’ de degré r =1, et donc au

moins une racine puisque le corps de base est ¢. 0

Remarque. Cette solution nous en apprend plus que les deux premiéres : le
degré du PGCD de Xy et x, est au moins &gal au rang de w. En particulier si w

est bijective {r =n), alors Xy =Xy (ce qui résulte du fait que, dans toute

base de E, u et v sont alors représentés par des matrices semblables).

Ici K = 3/p2, ol p est un nombre premier. Montrer :
WMEM (K) tr M = (exr M),

e Nous utiliserons le résultat classique suivant :

Soient Pises "Pn des éléments deux 3 deux permutables d'un anneau A de

caractéristique p., On a :

(p +...+Pm)p = Pf+... +P[1:l . LV

1
C'est trivial sim = 1, Pour m = 2, on utilise le bindme de Newton, en remar-
quant que Cl; est divisible par p pour tout kENp_l. Pour m>2, on raisonne par
récurrence,

e De ce que K est de caractéristique p, on déduit que les anneaux K[X] et

.A(,n(K [X] ) sont de caractéristique p.
e Nous partons de 1'égalité d'éléments de KI[X]

det (XIn+M) P - (det (XIn+M) ) P
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Par (1), avec ici A =./K,n(K [X]1), et compte tenu de ce que XIn et M sont
permutables :

(x1_+P = xP1_ +MP
n n

et done : det(XpIn+Mp) = (det(XIn+M))p. (2)
— Nous avons @
n n-l1
det(XIn+M) = X +aX te.ota, aiEK, a, = tr M,
et : det (XP1_aP) = xPP4b. xP(" D) o 4y b €k, b, =tr ¥P.
n 1 n i L

Par (1), avec ici A = K[X], qui est un anneau commutatif :

(det(XIn+M))p = xP? +a§’xp(“'1) P +ag.

Par (2), égalité d'éléments de KI[X]
_ P
bi = ai .
P O
8

Vi €N
n
En particulier : b1 =

Remarque. Un autre aspect du résultat est le suivant : pour tout nombre
premier p et toute matrice MG.A(,H(Z), les entiers tr MP et (tr M)P sont égaux
modulo p.

Soit E un K-espace vectoriel admettant une base d&nombrable e = (ei)iGN'
On note a l'endomorphisme de E défini par u(ei) =e.r et oY 1'application :
u i ua -au de L{E) dans L£(E).
1° Montrer que ¢ est un endomorphisme surjectif et non injectif,
2° Trouver les valeurs propres de . Soient A l'une d'elles et E, le sous-
espace propre associé ; montrer qu'il existe un unique f EEA tel que f(eo) =eo

et expliciter f(ei), i €N ; trouver une base de E}\.

1° La linéarité de @ est &vidente, Soit vEL(E) ; pour que u€L(E) vérifie
w(u) = v, il faut et i1 suffit que :

Vi €N u(ei+1) = a(u(ei)) +v(ei)

ce qui détermine u (par les images des vecteurs de la base e de E) quand on
se donne u(eo), arbitrairement choisi dans E.

Toute v EL(E) admet donc une infinité d'antécédents par .

2° Soit A EX, Pour tout u€L(E) ~{0}, wlu) = Au s'éecrit :

VieEN u( (AI+a)(u(ei)), ol I = Id

41) = E
ce qui détermine u quand on se donne u(eo), arbitrairement choisi dans E ~{0},

I1 en résulte que tout A €K est valeur propre de .
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e Dans la suite, A €K est fixé. Le sous espace propre E)\ associé 3 X est

{fx IxEE}, ol fx est défini (pour x donné) par :
Vi EN fx(ei) = (AI+a)i(x).

- En particulier, pour x = eo, fx’ qui est alors noté& f, s'éerit :

VIEN f(e,) 2 ck e, s

- Pour tout x€E, il existe une unique famille presque nulle d'éléments

deK,a=(a)jeN,tellequex=ZaJeJ Zaa(e)Ona:
N JEN

VIER £ _(e,) = 2. a,(AI+a) aJ(e )
x i : hi o
N
et, comme ()\I+a)i et aJ commutent :

ViEN f {(e,) = Z a,ajf(e.)
x 1 jen 3 i

ce qui s'écrit :

Z a.ajf

La famille (a f) jen est donc generatr:.ce de 1'espace vectoriel EA' Comme,

pour toute famille presque nulle «, Z a alf n'est nul que si z o an(e )y =
& 3
Z a.e. est nul, i.e, si a est nulle, la famille (a f) est libre ; elle est
?igc une base (dénombrable) de E)\. .
Cas particulier. Pour A = 0, EO est Ker ¢ ; ici £ =1 ; (aJ)jGN est base
de Ker ¢.

Soient a et b deux endomorphismes d'un (¢-espace vectoriel E de dimen-
sion finie n>0. On leur associe l'endomorphisme @ : ui— au +ub de £{E).
Exprimer le polynOme caractéristique XLD de ¥ au moyen des racines

GyseeesO et 61,...,8n des polynfmes caractéristiques X, et Xy de a et b,

e Ici le corps de base est algébriquement clos ; on dispose d'une base (ei),

iENn, de E qui trigonalise b. On note :

mat(a;(ei)) = [aij] 3 mat(b;(ei)) = [bij], bij =0 si 1>j.

Soit (gij), (i,j)eﬂﬁ, la base de L(E) associée 2 (ei) par :
] 2 € =
V(1,]) €Y VKEN gyyle) = 65 ¢

Nous utiliserons : glmgij = Gmigﬂ.j'
e Ecrivons ¢ = ¢, +@,, avec @, tut=> au et P, 1u > ub.
= 1) ex2
En utilisant a zz ag Bom? il vient, pour tout (i,j) Nn
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0, (gij) = agij = zz;n aSZ.m Bom gij
’

S oa, 6§ . B, =D @, 8-
om tm mi ") e i PLj

On calcule de méme : ¢5(gij) = é; bjm 8im
On ordonne la base (gij) de £(E) sous la forme :
g=(gll"."gil,'"’gn1!""glj"",gij"",gnj""’

gln""’gin""’gnn)

et on constate (c'est la partie la plus délicate de 1l'exercice) que mat(wl;g)
et mat(¢b;g), qui appartiennent & Jkn2(¢), se présentent sous la forme de (mn,n)
matrices P = [Akj] et Q = [Bkj] dont les éléments sont dans an(¢), avec

A

A sik=3j, et O sinon ;

et : Bkj = bjk In’ et donc Bkj =0 si j>k.
P+Q = mat(p;g) est donc une matrice triangulaire inférieure de (n,n)-ma-
trices ; les &léments diagonaux de P+Q sont (compte tenu de bjj = Bj) les
+ .
A Bj In

En utilisant une propriété classique des matrices triangulaires de ma-

trices, on a :

n
x.X) =TT det(XIn-A—BjIn) 1_1' det ((X-8,)1 -A)

® j=1 =1 ]
et : Xp(X) = HxA(x-sj)
En utilisant xA(X) = T—T-(X - ), il vient
i=1
Xp(X) = TT (X—Bj—ai).

]

Remarque, Si le corps de base n'est pas ¢, le calcul reste valable si b
est trigonalisable, ce qui est toujours le cas si b = 0, Quel que soit 1e
corps de base, le polyndme caractéristique de ut— au est donc (x 69D

I1 va de sol que a et b jouent des rdles symétriques.

[4.1.5.] Soient u et v deux endomorphismes d'un ¢-espace vectoriel E de dimen-
sion finie n>0. On suppose qu'il existe (a,B8) €¢2 tel que uv-vu = qu+fv.

Montrer que u et v ont un vecteur propre commun,

Rappelons que tout endomorphisme d'un ¢-espace vectoriel de dimension finie
non nulle admet un sous-espace propre (et donc non nul).
Nous allons considérer troils cas, qui sont tous les cas possibles.

lex Cas : a =B =0. Soit F#{0} un sous-espace propre de u. Comme ici u et
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v commutent, F est stable par v. L'endomorphisme de F induit par v admet un
vecteur propre, qui est a fortiori vecteur propre de v, et qui, au titre de vec-

teur non nul de F, est vecteur propre de u. O

28me Cas : o #0 et B=0. Il existe une valeur propre )‘o de v tel que Ao-a
ne soit pas valeur propre de v (sans quoi pour toute valeur propre X de v et
tout m€N, A-mn serait valeur propre de v, en contradiction avec dim E <+=),

Soit X un vecteur propre de v associé a Ao. I1 vient :
viu(x))) = ( -0)ulx))

et donc u(xo) = 0 (sans quoi Ao—a serait valeur propre de v) ; X est vecteur

propre commun d u et v, a

Autre solution. Ici uv' -v'u = u, ol v'=0"lv, ce qui permet de montrer

que u est nilpotent (cf, ci-dessous 4.3.3). On a donc Ker u #{0}. On en dé&duit
u(v(x)) = 0 pour tout xE€Ker u, et Ker u est stable par v. On termine comme dans
le ler cas.
3&me Cas : B+#O0. Posons : w=uv -vu= au+fv, Nous avons :
uw -wu = (auZ+Buv) - (cu?+Bvu) =Bw.

D'aprés le cas précédent, u et w ont un vecteur propre commun X De u(xo) =)\xo

= e . = -1 g
et w(xo) HX , on déduit : v(xo) R (u—al)xo.

Dans M3 (R) deux matrices sont dites "associées" si, et seulement si
elles commutent et sont semblables. Soit E le sous-ensemble de A(,3R) formé par
les matrices qui n'admettent qu'un nombre fini de matrices associées.

1° Soit A€M, (R) tel que le polyndme caractéristique de A n'a, sur ¢, que
des racines simples. Montrer que A appartient 3 E,

2° Déterminer E.

e La notion de matrices associées s'étend a .,K,n(K). Dans cet ensemble :

i) 81 A et B sont associées, alors A' = Q~laqQ et B' = Q"1BQ le sont pour
toute QGGLn(K).
Résulte de : A'B' -B'A' = Q~!(AB-BA)Q et de la transitivité de la si-
militude.

1i) Si A et B sont associées, alors A" = ANI et B" = B+A1  le sont pour
tout A €K.

Résulte de : A"B" —-B"A" = AB -BA, et de :

plavp = p~1ap +AI_ pour tout PEGL_(K).
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e Dans le cas de deux matrices de JM3(R) qui sont semblables (resp. qui
se déduisent 1l'une de l'autre par addition d'une matrice scalaire), l'une d'elles
appartient donc 3 E si, et seulement si 1'autre appartient a E,

1° D'apré&s 1'hypoth&se, A est diagonalisable dans M,3(¢), ensemble dans
lequel nous nous plagons pour commencer : A est semblable & une matrice de la
forme : A' = diag(a;,a,,a,), aiaﬁaj pour 1#j.
Les matrices qui commutent avec A' sont les matrices diagonales (se
vérifie aisément directement). Celles d'entre elles qui sont semblables i A',
et donc associBes 3A', sont les : diag(ﬁl,Bz,Bs), oil (81,82,83) se déduit de
(0.1,012,0&3) par une permutation ; elles sont au nombre de six ; d'aprés le préam-
bule i), il existe, dans AM,3(¢), six matrices assocides 3 A,
Les matrices associées 3 A dans Moy (R), qui figurent parmi ces six,
sont &videmment en nombre fini, et on a : AEE. O
2° E contient les matrices dont le polynSme caractéristique n'a, sur ¢,
que des racines simples, et les matrices scalaires (chacune de celles-ci n'ayant
qu'une matrice associde, i savoir elle-méme).
Nous allons montrer que E ne contient pas d'autre matrice.
o Considérons donc AEMy(R) vérifiant 1'une des deux conditions :
- le polyndme caractéristique s'écrit (X-a)3, avec nécessairement o €R
et A¢a13.
- le polyndme caractdristique s'&crit (X-u)?(X-B), avec (a,B) ER? et
a F8,
Nous allons montrerA¢E. D'aprés le préambule ii), nous pouvons limi-
ter la démonstration au cas ofi a =0. Soit u €L(R3) représenté par A dans la base

canonique de R®. On constate que u est non nul, et non injectif d'oll :

1 <dim(Ker u) <2,

En outre, lorsque X, = X3 et u#0, on a les inclusions strictes :

{0} cKer ucKer u?, avec dim(Ker u?) €{2,3}.

Nous allons voir que les cas possibles sont au nombre de cing. Dans
chacun d'eux, nous trouverons une matrice A' semblable & A, et une famille infi-
nie de matrices Bx associées & A' ; il en résultera : A' €E, et, d'aprds le

préambule i) : A#E.

ler Cas : x_ = X3 et dim(Ker u) = 2. Iei Ker u? =R3.
On choisit ey ER3 “Ker u ; ainsi e, =u(e3) appartient 3 Ker u~{0} ; on

compléte en une base (e;,e,) de Ker u ; (e;,e5,e3) est une base de R3 et

u(e;) =0 ; u(ez) = 0 ; ule3) = ey.

A est semblable 3 A'

mat(u;(ej,ez,e3)).
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*
Pour tout x €R , on note Bx =xA' ; A' et B commutent.
D'autre part on constate, en utilisant x#0, que (el,ez,xea) est une base
de R3, et que :

B = mat(u ; (el,ez,xes)).

On en déduit que A' et Bx qui représentent u dans des bases différentes
sont semblables,
Au total, A' et Bx sont associées,

On dispose donc d'une infinité de matrices Bx associées 3 A'. @]

2éme Cas : X, = X3, dim(Ker u) =1 et dim(Ker u?) =2, On utilise Ker u3 =R3,

On choisit ejg €R3 \Ker u? ; ainsi e, =u(e3) appartient i Ker u? NKer u et

e =u(e2) appartient a Ker u~{0} ; (el,ez,e3) est une base de R3 et :

u(el) 0 ; u(ez) = e ; u(es) = e,.

A est semblable 3 A' = mat(u ; (e;,e,,e,)).
*
Pour tout x€R , on note Bx = xA'. On termine comme dans le ler cas,

aprés avoir remarqué que (e1 ,Xe xzes) est une base de R® et que

2’

Bx = mat(u ; (el,xez,x2e3)). O

3éme Cas : Xy = X3, dim(Ker u) = 1 et Ker u? = R3,

On choisit une base (el) de Ker u, et on compléte en une base

(el,eé,e;x ) deR?® ; on a u(u(e;)) =0 et u(e2')=/=0 ; d'ol u(e;) = )\el, AF0 ; de
e 1 = % . = =11 = =1_1 .
méme u(e3) ne , u 0 ; on pose e, A e, et e, =utel ; (el,ez,e,j) est une
base de RY et :
u(el) =0 ; u(ez) =e ; “(ea) =e.
A est semblable 3 A' =mat(u ; (el,ez,e3)).
*
Pour tout x€R , on note Bx=xA'. On termine comme dans le ler cas, aprés

avoir remarqué que (e1 ,xez,xe3) est une base de R3 et que :

Bx = mat{u ; (el,xez,xea)) . O

*
4éme Cas : Xy = X2(X-B), BER , et dim(Ker u) =2. Ici u est diagonalisa-
ble ; il existe une base (el,ez,e3) de R3 telle que :

u(e;) =0 ; u(e,) =0 ; u(e3) = Be

3
A est semblable 3 A' =mat(u ; (e),e,,e,)) = diag(0,0,8).

Pour tout x €R, on note Ve 1'endomorphisme de E défini par :
vx(el) =0 ; vx(ez) = xe, +Be2 3 vx(es) = 0.
Soit Bx = mat(vx H (el,ez,e3)). On constate que (el,e3,xe1+8e2) est une
base de R3 et que : mat:(vx H (el,e3,xe1+8e2)) = diag(0,0,8) = A",
A' est donc semblable 3 Bx' En outre on vérifie uv_=v.u =0. Au total,

A' et BX sont associées. @]
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*
5éme Cas : X, © XZ(X—B), BER , et dim(Ker u) =1. On a les inclusions
strictes

{0} cKer u cKer u?, avec dim(Ker u?) = 2.

En effet Ker u? et EB = Ker(u-BIcE@) sont supplémentaires, et dim EB =],
On choisit eaeEe\{O} et e, EKer u? ~Ker u ; ainsi e, =u(e,) appartient

i Ker u~{0} ; (el,e e3) est une base de R3 et

2’
“(el) =0 u(ez) =e ; u(ea) = Be3.
A est semblable & A' = mat(u ; (el,ez,ea)).
*
Pour tout x€R , on note v 1'endomorphisme de E défini par :
vx(el) =0 ; vx(ez) = xe, ; vx(e3) =Be,
Soit Bx = mat(vx ; (e;,e,,e;)). On constate que (el,x-lez,ea) est une base
3 . . -1 = At
de R et que : mat:(vx : (el,x e,,e,)) = A'.

A' est donc semblable & B_. En outre on vérifie uv_ =v_u. Au total, A' et
Bx sont associées. 0

Remarque. Le résultat vaut encore si 1l'on remplace (R) par R),
mails pour n~>3 la vérification est plus difficile, JK)a .Mh

Soient A et B des K-matrices (p,n) et (n,p), 1 <p<n, et :

I {0 XI -BA | B P(In ! B
g= |2 - 3 ;M= i
: |
1 1

——————————— 3 S e e————— - -
XI Lo I XI_-AB
pn | P

Comparer LJ et JM, En déduire une relation simple entre les polyndmes ca~-
ractéristiques XAB et Xpa®

La multiplication des matrices par blocs montre que LJ et JM sont 1l'une

XI_ | B
et 1'autre &gales 3 : -.Tl-}.-__

xa | XI]
| P

J est une matrice triangulaire dont le déterminant est 1,
En développant p fois suivant la derniére ligne : det L = XPXBA'
En développant n fols suivant la premiére colonme : det M=anAB. D'ol :

1° Soient E un @-espace vectoriel de dimension finie n>0, et u une
application semi-linéaire de E dans E. Montrer que si u? admet une valeur propre

*
A €R_, alors A est racine d'ordre pair du polynOme caractéristique Xy2+
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° . A) €
2° Soit AG.AQh (¢). Montrer : det(In+AA) R+.

1° De u(x+y) = u(x) +u(y) et ulox) = ou(x), on déduit u? €L(E).
Soit (\,a) ERtX(E\{O}) tel que uZ(a) = }a.
e On a : u?(u(a)) = uu?(a) =ulra) = ru(a)
et, A étant réel : u?(u(a)) = Au(a).
Dans E, (a,u(a)) est libre, sinon (puisque a #¥0) on aurait u(a) =ka
et :

Aa = u(u(a)) = u(ka) = ku{a) = kka, et A = EkGR+.

Le sous-espace propre de u? associé 3 A contient donc le plan
F =Vect(a,u(a)), qui est d'ailleurs stable par u ; en effet tout x €F s'écrit
aa +Bu(a) et vérifie : u(x) = Bra +au(a) €F.
e On a donc n22, et la proposition est acquise si n=2,
¢ Sinon on introduit un supplémentaire G de F dans E, et on note p le

projecteur d'image G et de noyau F. En considérant une base de E réunion de bases

de F et G, on constate :
X,2 = (X—X)va, ot vEL(G) est défini par :
Vx€G v(x) = puz(x) .

On vérifie aisément que 1'application w :x v+ pu(x) de G dans G est

semi-linéaire. On va montrer v = w?, ce qui permettra d'obtenir la proposition
q p prop

par récurrence.

- Pour tout x€G, on a :
v(x) = pu(u{x)) = pu(w(x)+y) avec y€F,.

Comme y €F entralne u(y) €F et donc pufy) =0, 1l vient : v(x) = pu(w(x)). Or
w(x) €G entraine pu(w(x)) = w({w(x)). Finalement ;

VXEG v(x) = wz(x). a

2° On constate que u : ¢" — ¢" définie par :

—A .

El’l

dX eew®

n

est semi-lindaire, et que AA représente u? €£(¢™) dans la base canonique.
D'aprés 1l'exercice précédent, on a Xax = Xz Mais AA = AA. D'od :

L vy €R[X] .

En notant Al""’)‘r les racines réelles de Xp% et kl, ...,kr leurs mul-
tiplicités, on peut écrire :
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r k
— —-— i
Xax =P L&)
i=1
oi PER[X] est normalisé, de degré pair, sans racine réelle. D'od

Y kg
— +1
det(I +AR) = (-1)" x,7(-1) = (D" B(-1) TT () ~
n AA {=1 i
avec k==k1+...+kr. Or n-k=deg P est pair, et aussl n+k.

k
En outre P(-1) >0. Enfin, pour tout iel\lr, on a : (1+)\i) i>0 (si xi>o

c'est trivial, si Xi<<0 alors k, est pair d'aprés 1°). O

i

4,2, DIAGONALISATION

*
Soient n€N et A = [aij] une (n,n)-matrice sur K. On note B la matrice
complémentaire de A, transposée de la comatrice de A (dans celle-ci 1'élément

(1,j) est le cofacteur Aij de a,, dans A).

ij
1° Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propte de B.
2° On suppose ici que A est diagonalisable. Exprimer les valeurs propres

de B en fonction de celles de A.

Un élément de K" est identifié& 3 une K-matrice {n,1).
1°) On vérifie aisément : AB = BA = (det A)In'

Distinguons trois cas.

ler Cas : A est inversible (i.e. de rang n).
Soit X un vecteur propre de A, assoclé d une valeur propre a (néces-
sairement non nulle). On a :

_ det A X

Ax=ax;A-1x=-1—x;Bx
a o

~

X est vecteur propre de B associé i la valeur propre B = (det A)/a.

28me Cas : Le rang de A est n-1, i.e. 0 est valeur propre de A et le
sous—-espace propre associé est de dimension 1.

Ici AB = BA est la (n,n) matrice nulle O.

Scit X un vecteur propre de A associé& & une valeur propre a.

- Si a #0, de AX = aX on déduit BAX = aBX, i.e. BX = a~lOX.

BX est la matrice-colonne nulle ; X est vecteur propre de B associé
a la valeur propre B = O.

- Sia =0, ona ABX = OX ; A(BX) est la matrice-colonne nulle ; BX
appartient au sous-espace propre de A, associé 3 la valeur propre O, et donc
BX = BX ; X est vecteur propre de B.

déme Cas : Le rang de A est r <n-2, i.e. tous les Aij sont nuls, On
a:B = 0. Tout élément non nul de Kn, et en particulier tout vecteur propre de A,

est vecteur propre de B, associé 3 la valeur propre O,




97

2° Ici il existe une base (Xl,...,Xn) de K" formée de vecteurs propres
de A, soit A)(k = aka pour tout kE'Nn. D'aprés 1°, cette base est formée de
vecteurs propres de B, qui est ainsi diagonalisable ; posons BXk = Bka pour
tout nENn. Reprenons les trois cas du 1°,
_ det A

=TT a, pour tout
koo ##k

ler Cas. En utilisant 1°, on obtient : B

kEN_.
n

28me Cas. Une, et une seule des a, est nulle, par exemple @ = 0 et

a, #¥0 pour k#n. En utilisant 1°, on obtient : B La

k k -1°
somme des racines du polynSme caractéristique de B &tant tr B, il vient

= 0 pour tout kGNn

Bn = tr B, Pour toute matrice A, en développant det(XIn-A) on constate que le

coefficient de X dans le polyndme caractéristique X, est : (—1)n-1(Au+...Ann)

et donc (1)1 ¢r B, puisque les A, sont les &léments diagonaux de B,

ii
n-1
Comme ici Xy = X | | (X—ai), on en déduit que ce coefficient est
) i=1
n-1 _
{-1) al L En conclusion : Bn = al LR

3éme Cas. Ici deux des @, au moins sont nulles. On a B = 0, et donc

= e
Bk 0 pour tout k N .

q : = €N .
Remarque. Dans tous les cas Bk 1|¢1I( a pour tout k N,

Soit a un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie
n>0. On lui assocle 1l'endomorphisme @ :u +—> au-ua de L(E).

1° On suppose ici que a est diagonalisable. Montrer que ¢ est diagonali-
sable ; en déterminer (par une base) le noyau et 1l'image.

Dans le cas ol a admet n valeurs propres deux 3 deux distinctes, mon-

trer que le noyau de ¢ est la sous-algébre K[a] de L(E).

2° On suppose ici que a admet un vecteur propre X et que ¢ est diagonali-
sable. Montrer que a est diagonalisable.

3° On suppose ici que a est nilpotent. Montrer que ¢ est nilpotent,

(Les trois questions sont indépendantes).

1° On dispose ici d'une base (ei), iel\In, de E constituée de vecteurs pro-
d H =q.e, €N _.
pres de a ; on note a(ei) alel pour tout 1 Nn

Soit (gij)’ (i,j)ENi, la base de L(E) associée 3 (ei) par :

i)y EN2 € =
V(1i,3i) Nn vk Nn gij(ek) ijei.
Pour (i,j) donné, on a : (p(gij)(ek) = éjk(ai—ak)ei, et donc :

(D(gij) = (ai—aj)gij .
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I1 en résulte que la base (gij) diagonalise @, dont le polynSme carac-

téristique est

TT X-(a,-0.)). |
(i,nemg[ t

e Que a soit diagonalisable ou non, le noyau de ¢ est 1'ensemble C des
endomorphismes de E qui commutent avec a (commutant de a) ; 1l s'agit visible-
ment d'une sous-algébre de L(E) qui contient K [a].

Au titre de sous-espace propre de ¢ associé & la valeur propre 0, C admet
ici la base (gij)’ (i,j) € 9,00 §2={(i,j)€1\1$l | ai=aj}. Notant Al""’)‘p les

racines distinctes du polyndme caractéristique de a et ml,...,mp leurs multipli-
P
cités ona : dimC = p, ol p = Z m:?.
Py |
De dimension n?~-p, Im ¢, est visiblement engendré par (gij)’ (1,1) €9,

famille de cardinal n?-p qui en est ainsi une base.

. P
21 entrainant me >mj , onap2y, m, i.e. pZn, la valeur

?
j=1
sont deux 3 deux distincts {ce qui

Notons que, m

b

minimale p = n étant atteinte lorsque les ai
garantit que a est diagonalisable).

e Etudions ce cas. Im @, engendré& par (gij)i=f=j est l'ensemble des endomor-
phismes de E représentés dans la base (ei) par les matrices 3@ diagonale nulle
(i.e. formée de zéros). C est 1l'ensemble des endomorphismes de E représentés
dans la base (ei) par les matrices diagonales. Nous avons vu K[a] € C ; nous
allons montrer CcK[a] et donc C= K[a].

Soit u€ C ; on note u(ei) = uge; pour tout iENn. I1 suffit de montrer
n-1

qu'il existe un (Bo,...,Bn_l) €x" tel que u = E Bkak, i.e. que le systéme
linéaire 3 1l'inconnue (£ ,...,E_ .) k=o
(o} n-1
n-~1 K
2. o8y = ug, 1€N,
k=0

admet une solution, pour avoir u€Kl[a] . Or le déterminant de ce systéme est le
Vandermonde de la famille (al,...,an), non nul puisque les o, sont deux 3 deux

distincts ; le systéme considéré est cramérien, 0

2° L'existence d'un vecteur propre X, de a (automatiquement acquise si K
est algébriquement clos) permet de poser : a(xo) = }\xo.
Soit (fij), (i,3) ENS, une base de L(E) qui diagonalise y :

V(:L,j)ewf1 w(fij) = By,

Nous constatons que :

VLI END alfy (x)) = (B +A)E, (x,) (1)

ij

e Montrons que la famille (fj_j (xo)), 1,1 ENi,engendre E. Il en résul-
tera que l'on peut en extraite une base de E, et que cette base diagonalise a
(d'aprés (1)),
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Soit y€E. Vecteur propre de a, x, est non nul et on peut le considérer

comme un vecteur d'une base de E ; il existe donc u €L(E) tel que u(x ) =y,

Dans la base (f j) de L(E), u s'écrit Z Eij i} d'old y = Z gij 1j %50 O

3° Au départ, on ne suppose pas que a est nilpotent. Le calcul (laissé au
lecteur) de @?(u) et @3(u) conduit a essayer de montrer par récurrence qu'est
*
vraie pour tout pEN 1'assertion :

k ap—kuak

p P k
) Wu€L(E) ¢ () =3 (-1) ¢
P k=0 p

- Il est clair que M ) est vraie.
- Soit pEN pour lequel (.k ) a été vérifiée. Pour tout uE€L(E), on a :

top+1(u) = wp(w(u)) = ¢P (au-ua)
et done :

ua + ua .

ptl _ _
p+1(u)_):(1)k k pHl-k k Z(l)k k-l pHl-k K
k=0 k=1 P

Pour tout kENp, au second membre de 1'égalité précédente, le coefficient
k ap*'l_k uak est Ck+Ck"1 = Ck .
P P ptl

On en déduit aisément que “p*-l) est vraie. a

de (-1)

e On ajoute maintenant 1'hypothése : a est nilpotent.
Soit Q€N tel que a%=0. on choisit p =2q-1, et on &crit (,{P), en remar-

quant que ak=0 si k2q, et que aP w0 81 p-k #q, 1.e. k<q-1. On a donc :

2q-1

® = 0. W]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, u un
endomorphisme diagonalisable de E, et F un sous-espace non nul de E stable par u.

Montrer que l'endomorphisme v de F induit par u est diagonalisable.

1° Commengons par un rappel et des remarques,

a) Dire que u €L(E) est diagonalisable c'est dire que E= @ E , od
A€Sp u

Spu est l'ensemble des valeurs propres de u, et ot E)\ est le sous-espace propre
de u associé 3 AE€Spu.
B) Soit v l'endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable F.
Il est clair que toute valeur propre de v est valeur propre de u,
et que, pour toute valeur propre A de u, i est valeur propre de v si et seule-
ment si E, NF n'est pas réduit a {0} ; lorsqu'il en est ainsi, E, MF est le sous-
espace propre de v associé a3 A€Spv .

vY) Visiblement : © E}‘ NFCF.
A€Spu
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e Nous allons montrer : F< © E. NF (D
AESp u
Compte tenu de y), nous aurons : F = o E, NF,
(S
et donc, compte tenu de B) : A&Sp u
F= © F,odF =ENF
AESp v

est le sous-espace propre de v associé 3 A€Spv ; d'ol la proposition.
e Preuve de (l). Scit x€E. D'aprés o), on peut lui associer une famille

telle que x = z X

presque nulle (xA EE X
AE€Spu

)\)AESp u

Quitte a se restreindre au support de cette famille, on dispose de

valeurs propres A "”‘k deux 3 deux distinctes de u telles que :

1’
k
X = z X., xj GE)\
=1 k
Considérons en particulier le cas ol x €F, Comme F est stable par u,
* i
4 tout 1 €N nous pouvons associer le vecteur vi =u” 1(x) de F, et :
i~1

k
= - e =
Vi€N, vy, j};jl 04 4%gs OO Oy )\j (2)

Soit M la matrice [aij] , (1,7) € (1\!k)2 ; det M est le déterminant de
Vandermonde de la famille (Al,...,)\k) composée d'éléments deux a deux dis-

tincts ; on a donc det M#0, et (2) s'écrit :
k

1
i € = —
ViE€N, X5 = Ferw El Ai3Y1

ol Aij est le cofacteur de aij dans M,

Pour tout jENk, on a ainsi xj €F, et donc xj EEJ\ nr.

Tout XxEF appartient donc & © E, NF. D'ol (1):{ 0

AESp u
2° Voici une autre solution qui ne vaut que dans le cas dim E <+», On sait

qu'alors un endomorphisme de E, ou du sous-espace F de E est diagonalisable
si et seulement s'il annule un polyndme non nul scindé sur K, dont toutes les
racines sont simples,

Ici, pour tout PEKI[X], si P(u) est 1l'@lément nul de £(E), alors P(v)
est 1'8lément nul de L(F). a

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0, et () ier
une famille finie ou infinie d'endomorphismes diagonalisables de E.
1° Prouver l'équivalence des assertions :

i) Les u, commutent deux 3 deux ;

i
1i) I1 existe une base de E qui diagonalise chacun des u,.
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2° Montrer que, lorsque ces assertions sont vraies, il existe un endomor-
phisme diagonalisable w de E et une famille (Pi>iEI de polyndmes de K[X] tels

que u, = Pi(w) pour tout i€1I.

1° Preuve de ii) = i). Par hypothése, il existe une base (ER’), QGNn, telle

que chaque ¢, soit vecteur propre pour chaque ui.

Soitz(i,j) €12, On vérifie : ui(uj (x)) = uj (ui(x)) d'abord pour chacun
des €0 puis pour tout x€E, O

Preuve de 1) ® ii). Procédons par récurrence sur n=dim E. L'assertion
i) = ii) est notée .{Ln. Nous allons montrer qu'elle est vraie pour tout nEN*.

° "tl est vraie car toute base d'un espace d'un espace vectoriel E de di-
mension un diagonalise tout endomorphisme de E.

e Soit n=2, tel que Jtl, ""An-l soient vraies. Considérons un K-espace vec-
toriel E de dimension n, et une famille (ui) €T d'endomorphismes diagonalisables
de E qui commutent deux & deux,.

Si les u, sont tous des homothéties, toute base de E diagonalise tout ug-
Supposons maintenant que 1'un des u;, que nous notons u, ait au moins

deux valeurs propres distinctes., Scient A

l""’Ap les valeurs propres distinc-
tes de u, et El""’Ep les sous-espa;es propres associés. Nous avons
= ! G ' =
E ElmEl,ou 1‘:‘.1 kizk
avec : 1<dim E) <n-1 et 1<dim Ei <n-1.
Pour tout 1 €1, u, commute avec u, et donc El et Ei sont stables par us,

qui induit des endomorphismes v, et vi de El et Ei, diagonalisables d'aprés
1'exercice précédent. Il est clair que, pour tout (i,]) €12, v, et vj d'une part,
v;!L et vJ! d'autre part commutent.

D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe une base e, de E, (resp. e]
y 1 1

1
de Ei) forméede vecteurs propres communs 3 tous les vy (resp. @ tous les vi) et

donc 3 tous les uy. En réunissant e et ei

gonalise chacun des uy- O

, on obtient une base e de E qui dia-

2° Considérons cette base e et notons :
i € : =
Vi€l mat(ui,e) diag(ail, ‘e "ain) .

Choisissons arbitrairement des éléments Hyseoosty deux 3 deux distincts

de K, et définissons wEL(E) diagonalisable, par
mat{w;e) = diag(ul, - ,un) .
Pour tout PEK[X], nous avons :

mat (P(w);e) = diag(P(ul).--.,P(un)).
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D'aprés 1'étude des polyndmes d'interpolation de Lagrange, a tout i€I

i<n—1, tel
= [ =

que Pi(uk) ;. pour tout k Iln, ce qui entraine ug Pi(w). 0

nous pouvons associer un PiEK[X] , et un seul si 1'on impose deg P

4.2.5 1° A quelle condition, nécessaire et suffisante, la ¢-matrice

a
O ,In-‘
/

est-elle diagonalisable ?

2° Le résultat s'étend-il 3 une R-matrice de la méme forme ?

Selon que n est impair ou pair, on note n=2p+l ou n=2p.
1° Soit u 1'endomorphisme de ¢" qui est représenté par A dans la base cano-

n P .
nique (el,...,en) de ¢ . Nous pouvons écrire :

" = . E,, oii E, = Vect(e,,e ) (1)
€N ,2ia+l * 1 1" n+l-1
En utilisant :u(ei) =o.e .-y ©t u(en+1_i) =0 ,1-{%j» Dous constatons
que chaque Ei est stable par u ; soit uy 1'endomorphisme de Ei induit par u,

En utilisant 1l'exercice 4.2.3, nous en déduisons qu'une condition néces-
saire pour que u soit diagonalisable est que chaque uy le soit ; cette condition
est suffisante d'aprds (1).

Si n=2p+l, nous avons dim E =1 ;u est diagonalisable.

p+l pt+l
Que n=2p+l ou n=2p, il reste & écrire que, pour tout 1EN ,

ro cln+1—:l._‘

Ai = mat(ui;(ei,em_l_i)) = o
o, ]

est diagonalisable,
- Sic.a

n+l-i #0, Ai a deux valeurs propres distinctes, et est diagona-
lisable.

- 81 @0 el =0, Ai admet O pour valeur propre double, et Ai n'est dia-
gonalisable que si elle est nulle, i.e. si @y =g " 0.

En conclusion AE.M,n(¢) est diagonalisable si, et seulement si :

0).

ViENp (@, = 0) = (

i “n41-1 T

2° L'étude vaut sur R 2 condition de remarquer qu'ici A, ne peut 8tre dia-

i
gonalisable que si son polynGme caracté@ristique est scindé sur R, ce qui s'é-

crit 20 pour tout iGNp.

T aLa
T UiTn+l-1
Si la matrice A est réelle, elle est donc diagonalisable si, et seu-

lement si :
v1enp fo 20] A [(a; =0) = (a

1%n+1-1 ntl-1- 91 -
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*
4.2.6 | 1° Soient pE€EN , et (ao,...,up_l) e¢P. Diagonaliser la "matrice

circulante" :

1 %2 % Tt %
et calculer det A.

Cas particulier : a, = l, . =2,...,0

1
2° Ici p est premier, et CPRRTR

p-1 ~ P
-1 sont dans 3. Vérifier :

det A = ag ta +...t ap—l (mod p).

1° Dans la base canonique ¢ de ¢p, A représente u €L (¢P).
On constate que, pour toute racine p-iéme t de 1, le vecteur non nul
c(t) dont les coordonnées dans la base € sont l,t,...tp_l est propre pour u,

associé & la valeur propre P(t), ou P(X) = o, +a1X +... +ap_1Xp_1.

, OO0 w = exp(z%“) et jGNp.

4

Les racines p-iZmes de 1 sont les Wit

On dispose donc de la famille e = [c(l),c(w),...,c(mp-l)] de vecteurs
. Soit @ 1la
r-1

matrice de la famjlle e dans la base € ; det Q2 est le déterminant de Vander-

propres de u, d'ailleurs indépendante du choix de LR

monde de la famille (1,w, ...,wp—l) dont les &€léments sont deux 3 deux distincts ;
d'ol : det 2#0 ; e est une base de Gp, et @ est la matrice de passage de € 3 e,
Puisqu'il existe une base de ¢? formée de vecteurs propres de u, cet en-

domorphisme est diagonalisable. On a :

Mat(uje) = D = diag(P(l),P(m),...,P(wpnl))
et : A= D@l
D'ol : det A = det D = P(l)P(m)...P(mp-l).

Cas particulier. Ici P(X) = 1 +2X +... +po—1. On a : P(1) =p(p+l)/2.

Dans €(X), P(X) est la dérivée de :
- Ezii;;l
X-1

1+X+X2+,.. +%P

p+l _ p
et on a P(X) = X (X—{_I))II)X +1 '

Pour tout z€¢ ~{1}, on peut donc écrire :

zp+1 - (p+l) zP +1
(z-1)* ’

P(z) = 2

D'od : Yk EN P(wk) =2
p=-1 wk—l
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et detA=PL§L1) pp— E,oﬁ8= (w™1),.

Les wk-l sont les racines non nulles de (z+1)p -1 = 0, c'est-d-dire les racines
de zP! +Crl)zp”2 +.. +C§-1 =0 ; d'oll B = (-l)p—lp.
Finalement

det A = (-1)1:’_1 P;;-L pp_l.

Remarque. Soit o €L(¢P) défini par :
c(sl) = ep ; 0(52) =€ Gl c(ep) = sp-l'
En convenant de noter e = € lorsque m = m' (mod p), on constate que,

pour tout k€N, ok est défini par :

vj ENP ck(ej) = ¢ (en particulier of = 1d

¢p)

On en déduit que, pour k€{0,..,.,n-1}, la matrice ¢ qul représente ¥ dans la

3%

base € est celle des matrices circulantes A dans lesquelles tous les coeffi-
cients sont nuls sauf les Ays qui valent 1.
La matrice A s'écrit donc, dans le cas général

A=al +a J+.,.+a Jp-1=P(J) .
o p 1 -

p-1
D'oill une variante de la diagonalisation de A, qui consiste 3 travailler
d'abord sur J et i montrer, comme ci-dessus que :

J -1

R.diag(l,w,... ,wp_l) .0

D'od : A

Q.diag(P(1), P(w),...,PP™h)).07t,

2° Ici p=2 est premier. Nous utiliserons :

*
e Pour tout (al,...,am)ez‘“, mEN ,
p_- P p
+...F = +... F
(a1 am) a am (mod p) (1)
Se prouve par récurrence sur m, en utilisant :

p—l
P_ (. P,.Py = k p-k k
(a1+a2) (a1+a2) k§=1 Cp a) a,

égalité dans laquelle les C

e Pour tout m€1, mP = m (mod p) (2)

1;, kGI\Ip_l, sont des multiples de p.

Pour m = 0, c'est trivial. Pour m>0 (2),se dé&duit de (1). Pour m <0,
on utilise (-1)P = -1 , (mod p).
e S1i A

-

1,...,Am sont des (n,n) matrices 3 &léments dans } qui commutent

deux & deux, alors les €léments de la matrice :

P _ (AP P
(a +...+Am) (A1+...+Am)

1
sont des multiples de p.

La justification est la méme que celle de (1).
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* Venons—en 3 notre exercice. D'aprés la remarque du 1° :

A=al +a. J+...+a_ J°°%,
o p 1 p-1

p"l k P
D'od : IS (@, J7)" +B,
k=0
ol les éléments de B sont des entiers multiples de p.

En utilisant Jkp = Ip il vient :

P

AP = &1 +B, ol s =q +...+ab
P o

p-1°
En utilisant 1'expression du déterminant d'une matrice carrée i éléments
dans 4, on constate que, modulo p, celui-ci ne change pas lorsqu'on ajoute i

chaque élément un multiple de p. On a donc

det (AP) = det(st) (mod p).

Or : det (Ap)

(det A)P, et det(slp) = sP,

Compte tenu de ce que, module p : (det A)p = det A, sP=5s et 0111: = 0, Ona:

s (mod p), avec s = o + ... +ap_1 (mod p). (|

det A

*
Soient (al,...,an) GRn, n€N , et A = [aij] la (n,n)-matrice réelle

telle que aij =0 sl i<n-~l et j<n-l1, et que o, =¢c ; =84 pour tout iGNn.

in “ni
Diagonaliser la matrice A.

Soit ¢ = (el,...,en) la base cancnique de Rn, et uE-C(Rn) représenté& par A

dans la base €. Il s'agit de trouver une base de R" qui diagonalise u,

I1 est clair que si n=1, ou si le vecteur a=ae +... +an—lsn—l est nul,
la base € répond a4 la question (au départ, A est ici diagonale).
Nous nous limitons dorénavant au cas oli n=2 et a ¥0.
e Calculons d'abord les valeurs propres non nulles de u. /
Pour tout AER*, le systéme :
n-1
(vi eNn—l ax = Axi) A (12.-.:1 a,x, = (A—an)xn)
s'écrit : n-1 )
(Vi€N _,  x; = (a;/M)x ) A ((xz-anx -i};l azi)xn = o)

et admet une solution non nulle si, et seulement si A est racine de 1'é&quation

n-1
g . $2_ - 2 2
du second degré : t at :_;1 ay 0.
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n-1
Compte tenu de Z ai>0 cette équation admet deux racines réelles Al et A,
i=1
telles que )«1 <0 <A2, 3 savoir :
n-1
=1 =1 S8 o a2 2
A =3 (an—\fG) et A, 2(an+~f6), ot § = af +4 12=:1 aj.

Les valeurs propres non nulles de u sont Al et 7\2 ; les sous-espaces propres

associés sont respectivement engendrés par e = a+k1t:n et e,

Sin =2, le calcul est terminé (0 n'est pas valeur propre ce que confirme

= +, .
a Azen

d'ailleurs 1'&tude du noyau de u qui va suivre).
e Le noyau de u est doané dans la base e par :
n
(VLER_ | a;x_=0) A (1Z=:1 ax, = o)

et, compte tenu de a #0, par :
n-1
(xn =0) A (El aixi=0).

I1 est de dimension n-2, et donc ré&duit i {0} pour n =2, Pour n=3, il

est possible de choisir kGNn_ tel que a, ¥0, et on constate que les vecteurs

5= a8y

associé 3a la valeur propre O de u, En adjoignant e

1 k
—ajsk, jENn_l\{k} constituent une base du sous-espace propre Ker u

1 et e,, on obtient une base

e = (el,ez,e.d,...,en) de R" telle que :

A = PDP~!, avec P = Ps et D = diag(A,,1,,0,...,0).

Le lecteur explicitera les éléments de P au moyen des a_,, de A, et de )\2 . DO

i’ 1

Remarque. La matrice A &tant symétrique 3 coefficients réels, on pouvait
prévoir qu'elle &tait diagonmalisable.

Soient (a,B,y) €43 et A= [aij] E.A(_.n(G), n>2, avec :

24723 aij=ﬁ si j-i=1 ; ajy=v sl i-3=1;

i1
ay, =0 si |j-1| €{o,1}.

Trouver les valeurs propres de A, et, &ventuellement, diagonaliser A.

Soit B = A-a.In. Les valeurs propres de A se déduisent de celles de B par
addition de o, et une base de ¢" diagonalise A si, et seulement si elle diago-
nalise B. On est donc ramené & étudier B.

a) Le cas By = 0 est trivial : B est alors triangulajre, 3 &léments diago-
naux nuls ; les racines du polynSme caractéristique de B sont toutes nulles ;

B est diagonalisable si, et seulement si B = 0, ce qui s'écrit (B8,y) =(0,0).

b) Dans toute la suite, nous supposons By ¥ O.

Le complexe A est valeur propre de B si, et seulement si le systéme

linéaire et homogéne des n équations a 1'inconnue (xl,...,x ) e
n
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- )\xl +f_’,x2 =0 ; Yxn—l —)\xn=0

Yxp—l —)\xp + Bxp+1 =0, 2<p<n-1

admet une solution non nulle, ou encore (en adjoignant les inconnues X, et X 41

et les équations X =0 et X" 0) si, et seulement si le systéme lin&aire et
) ¢

homogéne des (n+2) &quations 3 1'inconnue (xo,xl,...,x »X

n’> n+l

Yxp-l -Ax +8xp+1 =0, 1<p<n

s,)
xO =0 ; X4l =0
admet une solution non nulle, i.e., telle que x, #0.
On en déduit que le complexe X est valeur propre de B si et seulement

s'1l existe une suite (yp)peﬂ vérifiant les deux conditions :
*
€ - =
Vp €N Yyp—l Xyp +Byp+1 0 (1)
et : (yo =0) A (y1 #0) A (yn+1 = 0) (2)

- L'étude des suites récurrentes linéaires nous conduit 3 associer i

tout A €¢ les racines r etr, de BX2-AX+y ; notons que :

r, #0 ; r, =y/(8x)) #0.

Distinguons deux cas :
ler Cas. Soit A €¢ tel que A2 =48y, i.e. ¥y =r,.

Les suites qui vérifient (1) sont données par :
Vp EX yp = (a+bp)rf, avec (a,b) €¢2,

La condition (2), qui s'écrit : (a=0) A(b#0) A{((n+l)b=0) n'est vérifiée

par aucune de ces suites ; A n'est pas valeur propre de B.

28me Cas. Soit A €¢ tel que A2 #4By, 1i.e. r, #r,.

Les suites qui vérifient (1) sont données par

Vp €N ¥p = arf +br2p, avec (a,b) €¢2,

La condition (2) s'écrit : (b =-a) A(aF0) A (r;1+1 =rr21+1).

- En considérant les deux cas, on constate que A €¢ est valeur propre de B
si, et seulement si :

n+1l - n+l

(r; #1,) A(r) r, )

ce qui s'dcrit, en désignant par § une racine carrée arbitrairement choisie

de yB8~!

(rf £52) A(rf(ml) =52(n+1))

ou, encore, si, et seulement si r, est de 1la forme :

kr
r, = Ge.xp(iiek), avec Bk =o+1 ©t kENn.
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Compte tenu de : A =s(r1+r2) =6(rl+62/r1), on constate que B admet les n valeurs

propres, visiblement deux a deux distinctes ;

ol
Ak = 2u cos Gk, avec Gk =2 et kEI\In,

ol ¢ =BS est une racine carrée arbitrairement choisie de By.
I1 en résulte que B est diagonalisable.
Pour kEI\ln donné, les vecteurs propres de B associés i >‘k sont les vecteurs

, n .
dont les composantes dans la base canonique (e .,sn) de ¢ s'écrivent :

1°°°
a(rf—rg) = a(rf-(Gzlrl)p] =21a6P sin(ipek), a#0, pel\ln.

Le sous-espace propre associé 2 >‘k est donc (l'ek avec :

n
- P - kw
e, pgl s sin(pek) Leg et 6, =—— .
On a : A=PDP‘1,avec:
e
P = Ps et D—diag(aﬂl,...,uﬂn).

Remarque. Le résultat s'étend au cas ol a,B,y sont des réels tels que
By >0, et ol on considére AG.A(,nGR) .

*
1° Soit n€N . Trouver une base du sous-espace vectoriel E de B

engendré par la famille :

F= (t+ (ch )" 3 (sh t)j]je{o wyn}’

2° En utilisant le 1°, diagonaliser la matrice A =

[o 1j] G‘M’ml (R) dans

laquelle Ay = 0 pour tout (i,j) €{0, ..,n}? sauf
- si j=i+l, jENn, auquel cas aij =j,
- sl i=

j+l, iGNn, auquel cas aij =n+l-1,

On explicitera les calculs pour n=3,

Pour simplifier 1'&criture, on utilise f(t) pour désigner une fonction
(et non une valeur prise par une fonction).

1° Montrons que la famille F de n+l &léments de RR, qui engendre E, est
libre ; il en résultera que F est une base de E et que dim E = n+l.

Soit (go,...,gn) un élément non nul de Rn+1. Associons-lui 1'élément

n . .
pt) = Zgj (ch t)“_J (sh t)J de E. I1 existe un unique k€{0,...,n} tel que

j=o
E, O et EJ. =0 si j<k. D'ol l'é&quivalence :

©(t) "'Ek(sh t)k, au voisinage de O,
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et donc lim ‘O(lt() = t:k#O,
t>0,t#0 t
ce qui montre que la fonction @(t) n'est pas nulle. O

2° 11 est clair que la dérivée d'un élément de ¥ est un élément de E ; on
dispose donc de l'application @ :@ i1~ @', visiblement linéaire, de E dans E.
On vérifie que A n'est autre que la matrice qui représente d dans la
base ¥ .

- Soient e €{-1,1} et pEN tel que 2p <n. Associons leur la fonction :

0, (£) = exp(e(n-2p)t) .

En utilisant : we,p(t) =(cht+e sht)n_p(ch t-esh t)p, on constate
qu'il s'agit d'un élément non nul de E. Par ailleurs, il est clair que sa déri-
vée est : s:(n—Zp)(pe’p(t). I1 en résulte que =(n-2p) est une valeur propre de d

[resp. Al, et qu'un vecteur propre associé est (pe,p(t) [resp. le vecteur-colonne
dont la i-iZme composante, i€{0,...,n}, est le coefficient de Xn_iYi dans le

développement du polyndme homogéne :
(x+€Y) " P(X-eY)P .

Quelle que soit la parité de n, on a mis en évidence n+l valeurs propres
distinctes de la matrice A, d'ordre n+l, et, pour chacune d'elles trouvé un vec-
teur propre associé ; A est ainsi diagonalisable et nous savons la diagonaliser.
Notons que A est non inversible si, et seulement si O est valeur propre, i.e. si,
et seulement si n est pair,

e Pour n =3, les valeurs propres de A sont 3, -3, 1, -1, Le lecteur véri-

fiera que 1'on aboutit @ : P~! AP = D, ol :
1 1 1 1
3-3 1-1

[ I
| |
I |
3 3 -1 -1
Lo J 1 -1 -1 1J

A=

O w O
S N O -
- O N O
O w O ©

[}
[}
O O Ww
|
o O w O
O -~ O O

I__
o

*
4,2,10] Ici X =3/73. Soit n€EN . Trouver toutes les MG.,K,n(K) telles que
M =1 .
n

Les é€léments de K sont notés B,T, . ..,_6-.
e Il est clair qu'il existe des solutions diagonales, & savoir toutes les
K-matrices (n,n) diagonales dont chaque élément diagonal a pour cube 1.

On les précise en calculant les cubes des éléments de K ; on obtient :

VkEK (x3 =1) « (x€{1,2,4}) (1)
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e Les solutions diagonalisables sont donc les P DP”!l, oii PGEGLn(K)
et oll I)Guﬁh(K) est diagonale, i éléments diagonaux dans {1,2,4}.

e Montrons qu'il n'existe pas d'autre solution, i.e. que toute solution
est diagonalisable,

Ceci résulte immédiatement de ¢e qu'une K-matrice carrée est diagonalisa-
ble si, et seulement si elle annule un polyndme non nul scindé sur K dont toutes

les racines sont simples. Ici toute solution annule en effet le polynGme :

X3 -T = (X-1)(X-2)(X-4).

4,2,11 Soient AG.AQnGR) et BE.A(;ZnGR) la matrice-bloc :

A : 0
B = [ S p——
At A

A quelle condition la matrice B est-elle diagonalisable ?

v

e Par récurrence, on montre que, pour tout 1€N on a :

]
(1)
LAP'(A) ' P(A)J

e On considére comme acquis qu'une K-matrice carrée est diagonalisable si,
et seulement si elle annule un polyndme non nul scindé sur K dont toutes les
racines sont simples.

e Supposons que B soit diagonalisable. Il existe PE€RI[X] non nul, scindé
sur R dont toutes les racines sont simples, et tel que P(B) = O,

De (1), on déduit P(A) = 0 et AP'(A) = O, ce qui signifie que les poly-
ndmes P et XP' sont divisibles par le polyndme minimal M de A. Puisque P(A) =0,
la matrice A est diagonalisable ; elle admet donc des valeurs propres ; celles-
ci sont racines de M, et donc de P et de XP', et enfin de X car P et P' n'ont
aucune racine commune (P n'a que des racines simples).

Diagonalisable et admettant O pour seule valeur propre, A est On'

e Inversement, si A==0n, alors B==02n est diagonale, et donc diagonalisable,
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4,3, AUTRES REDUCTIONS
APPLICATIONS

Soit u un endomorphisme nilpotent d'un K-espace vectoriel de E de
dimension finie n>0. Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle u est
représenté par une matrice triangulaire supérieure a diagonale nulle, et que

le polyndme caractéristique de u est X",

11 s'agit d'un résultat classique, d'utilisation courante.

e Si u admet une valeur propre, celle-ci est nécessairement O ; il suffit
donc de montrer que u est trigonalisable (ce qui est acquis si K est algébri-
quement clos).

e Pour tout k€N, nous notons Ker uk=Nk ; r désignant 1'indice de u, nous

avons les inclusions strictes :

N N «...cN <N , avec N_ = E, r<n.
o 1 r T ’

r-1
A partir de la base vide de No’ nous construisons une base e = (e1 ,...,en)
de Nr =E par le procédé récurrent qui consiste, une fois obtenue une base de

dans N, de

J = = L =
b'k-l’ k-Nr, & lui adjoindre une base d'un supplémentaire de Nk—l "

fagcon & obtenir une base de Nk.
(S € € H
Pour tout j Nn, il existe un unique k Nr tel que ej Nk\Nk—l ; on a
Nk—l CVect(el, .e .,ej).
De e, €N, résulte u(e
R A

La base e trigonalise donc u. 0

(3
) Nk—l et donc u(eJ.) €Vect(e1,...,ej).

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie
n >0, Pour tout k€N, on note Ker uk=l\1k et dim Nk+1 -dim Nk = a..
1° Montrer que la suite (uk)ka\l est décroissante.
2° Montrer que, si u est nilpotent, les assertions suivantes sont &quiva-
lentes :
i) L'indice de u est n }
ii) Pour tout k€{0,...,n}, dim N =k ;
iii) I1 existe kENn__ tel que dim Nk=k H
iv) dim N1 =1,

3° Montrer que si u est nilpotent d'indice n, il existe une base de E dans

i

laquelle u est représenté par ia K-matrice de Jordan d'ordre n, Jn= [

13

ij] avec
aij =1 si =i+l et a,, =0 sinon.
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1° Notons que N, SNy entraine ak>0 pour tout k€N,

e Soient k21 et F, un supplémentaire de Nk dans N ; nous avons

k k+1

dim Fk=uk. Comme Nk contient N1 =Ker u, la restriction deu a Fk est injective,

et donc : dim u(Fk) =a,.

En remarquant que x€N entraine u(x) €N, et que x¢Nk entraine

k+l k

u(x) ¢Nk |» Mous constatons :

u(Fk) cN, et u(Fk) nNk-l = {0}.

k
D'ol (u(Fk) ®Nk_1) CN et dim{u(Fk)) <ak_1. ]

2° Ici u est nilpotent, Soit rG]Nn son indice. D'aprés la propriété des

noyaux emboités, ona : N_=E et ap Z1 pour 0 <h<r-1 (1)
k-1

‘ol : <di = €N . 2

D'ol : k <dim Nk :éo a, pour tout k Nr (2)

e Preuve de i) = ii). Par hypothése r =n. Par (2) et (1)

n~-1
n= 3 o et ap =1 pour 0 <h<n-1
h=o

ce qui entraine a, = 1 pour O <h <n-1.

D'oli, par (2) : dim N, =k pour tout kGNn. O

k
e 1i) = iii) est trivial.
e Preuve de iii) = iv).Par hypothése il existe kGNn

Par (2) et (1), o

-1 tel que dim Nk=k'
h=1 pour O €h <k-1. En particulier, o =1, O
e Preuve de iv) = i). Par hypothése a, = 1. La suite (ak) étant décrois~

sante, de (1) on dé&duit : @, = 1 pour O €h<r-1. D'eoli, par (2)

h
r-1
n=dimE=d1mNr=h‘£)ar=r. O

3° Ici E=N_ et dim N, =k pour tout k€{0,...,n}.

(i.e. e

k

Choisissons arbitrairement e €N ~N_ tel que o (en) #0) .

-1 n

n-k
(S = €
Nous disposons, pour tout k Nn’ de e, =u (en), avec e, Nk\Nk—l' et mnous

avons u(ek) = si k=2 et u(el) = 0,

e

k-1
En raisonnant par récurrence, nous constatons que, pour tout kENn,

(el,...,e )} est une base de Nk ; en particulier e = (el,...,en) est une base

de E, et mat(u;je) = Jn. g

Solent E un (-espace vectoriel de dimension finie n>0, u et v deux
endomorphismes de E vérifiant : uv-vu = u.

1° a) Montrer : ukv -vuk = pour tout k €N,

b) En déduire que u est nilpotent.
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2° On suppose ici que u est de rang n-1.
a) Montrer que v admet n valeurs propres simples de la forme :
A, =a+i, i€EN_,
i n
b) Soit e un vecteur propre de v associé a )‘n' Montrer que la famille

n:

-1
, avec e, = u (en) est une base de E.

(e1)1<i<n 1
Trouver les matrices de u et v dans cette base.
3° On revient au cas général.
a) Montrer que u et v admettent un vecteur propre commun.
b) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle u et v sont repré-

sentées par des matrices triangulaires supérieures.

k
Pour tout k€N, on note Nk = Ker u .

1° a) 11 s'agit de vérifier qu’une assertion4, est vraie pour tout k €N,
- Il est clair que .A:o et Al sont vraies.

*
- Soit kEN tel que : ukv -vuk = kuk.

-

En composant @ gauche par u, on en déduit :

k+1 k k+1
u v-uvu = ku

et, compte tenu de uv=vu+u :
uk+lv-vuk+1 = (k+1)uk+1. (]
Remarque. Pour tout k€N, N

est stable par v. En effet, compte tenu de Ak,
uk(y) = 0 entralne uk(v(y)) = 0.

k

b) Puisque v est fixé on dispose de ® :wi1— wv -vw qui est un endomor-
phisme de L(E). D'aprés AK, on a :

Vk EN @(uk) = kuk

ce qui signifie que si uk #0, alors k est valeur propre de ®. Comme L(E) est de
*
dimension finie, ® admet un nombre fini de valeurs propres, et il existe k €N

tel que uk = 0 ; u est nilpotent.

2° Iei dim N, = 1, D'aprés l'exercice précédent, 1'indice de u est n, et

dim N = k pour tout k€{0,...,n}.

a) Pour le moment, e est un €lément arbitrairement choisi de E~N__,.

Nous savons (toujours d'aprés l'exercice précédent) qu'en posant

n-k
= E
e = (en) pour tout k N, (el,...,ek) est une base de Nk

est une base de E dans laquelle u est représenté par Jn, matrice nilpotente de

et e=(e1,...,en)

Jordan d'ordre n.
- Compte tenu de la stabilité des Nk par v, V = mat(v;e) est trian-

gulaire supérieure ; soient Al,...,xn ses Eléments diagonaux.
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- En écrivant que les &léments (1,j) ol j =1+l de JnV-VJn et de Jn

sont égaux nous obtenons =1 pour tout iENn_ .

PAa TN 1
En posant ¢ = )\1 -1, nous constatons que v admet les n valeurs pro-

pres distinctes A, = a+i, avec iENn.

Il en :ésulte que v est diagonalisable, et que, pour tout kENn,
1'endomorphisme induit par v sur le sous-espace stable Nk est diagonalisable,
de valeurs propres a+i, avec iENk.

b) Choisissons arbitrairement un vecteur propre x de v associé a
An = g+n.
Comme A n'est pas valeur propre de 1l'endomorphisme de N1 induit

par v, on a x¢Nn_ . On peut donc considérer que tous les résultats obtenus

1
en a) sont valables lorsque l'on adopte e =X.

e Montrons que, de plus, pour tout iENn, e =un_i(en) est un vecteur

propre de v associé 3@ la valeur propre Xi=a+i. '
I1 s'agit de montrer qu'une assertion 331 est vrale pour tout iENn.
Nous allons opérer par récurrence descendante.
-:Bn est vraie d'aprés le choix de e -

- Soit 1€{2,...,n}, pour lequel : v(e ) = (a+i)e;. On a :
V(ei-l) = v(u(ei)) = (uv—u)(ei) Y (a+1_1)e1_1.

Comme e, _;» vecteur d'une base, n'est pas nul, c'est un vecteur pro-

pre de v associé 3 A = o+i-1. (m]

i-1
e La base e de E que nous venons d'obtenir est telle que :

mat(vie) = diag(a+l,...,a+n) et mat{uje) = Jn.

3°) a) N, =Ker u est non nul (car u est nilpotent) et stable par v (cf. 1°)-

L'endomorphisme du ¢-espace vectoriel N] induit par v admet donc un vecteur pro=-
pre y ; 1l est clair que y est vecteur propre de v, et aussi de u (puisque uly)
est nul).

b) Vérifions qu'est vraie pour tout nEN* (n=dim E) l'assertion :
(f]‘n) S1i E est un ¢-espace vectoriel de dimension n, pour tout couple (u,v)
d'endomorphismes de E tel que uv-vu = u, 1l existe une base de E dans laquelle
u et v sont représentés par des matrices triangulaires supérieures.

- Il est cl:ir que t’l‘L est vraie,

~ Soit n€N pour lequel G‘n a été vérifie. Considérons un ¢-espace
vectoriel E de dimension n+l, et (u,v) G(.C(E))2 tel que uv-vu = u.

On dispose de €,» Vvecteur propre commun duet v (cf. a)), tel que
u(el) =0 et v(sl) = ael. Soit F, de dimension n, un supplémentaire de (te1
dans E ; notons p le projecteur de E d'image F, de noyau ¢el.

On dispose des deux endomorphismes de F :

u; Ix = plux)) ; v, ixi= pvx)).
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Soit ¢ = (ez,...,en+1) une base arbitrairement choisie de F ; on dis-

pose de la base w = (el,ez,...,enﬂ) de E. On constate que, en notant :

U = mat{uw) ; V = mat(v;w) : u, = mat(ul;s) ; V1 = mat(vl;e)
on a :
fopxmxd [edxx
v=| O ;v=| 91
: E U J : E V1 _l
0t 01

et que : uv-vu = u implique U,V, -V;U; =U,, et donc

ulvl —vlu = ul.

D'aprés '.Tn appliquée 3 (F,ul,vl), il existe une base (e;,...,s!'ﬁ_l)
de F dans laquelle les matrices de u; et v, sont triangulaires supérieures ;
dans la base (el,eé,...,s"l) de E les matrices de u et v sont triangulaires

supérieures,

Remarque. En utilisant la réduction de Jordan, on peut proleonger 1'exer-
cice par : u étant un endomorphisme de E, pour que tout v E€L(E) tel que
uv-vu = u soit diagonalisable, il faut et il suffit que u soit de rang n-1.

Pour tout couple (A,B) de (n,n) matrices complexes, prouver 1'équiva-
lence des deux assertions :
i) Pour toute ME.A(an(¢), AM et AM+B ont le m@me polyndme caractéristique.
ii) B est nilpotente et BA = O,

1° Preuve de i) = ii). Par hypothése i) est vraie.

- Par M = 0 on constate : Xg =X, = e ; B est donc nilpotente.

- Pour toute PG.A(,n(G) de polyndme caractéristique

n
X" -¢ X“_1+c_xn"2—...-| (X=2,)
1 2 k=1 k

ona: tr P= kl +.. .42 = o,, et par trigonalisation

n
2 _ 412 2 _ .2
tr pP° = )\1 +... +An = o] —203.
D'ol :
VMEM (¢) tr(AM+B)? = tr(aM)2,

En utilisant tr(UV) = tr(VU), la linéarité de la trace, et tr B¢ =0 (consé-

quence de ce que B est nilpotente), il vient :
VME.ALn(tt) tr(BAM) = 0 (1)
ce qui s'écrit, en utilisant la base canonique (Eij) de .M,n(d:)

2 =
V(i,j)ENn tr(BAEij) =0 (2)
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Or on vérifie que tr(BAEij) est 1'élément (j,i) de la matrice BA ; (2) s'écrit
donc BA = 0. [

2° Preuve de ii) = 1). Par hypothése, B est nilpotent et BA =0.

Soient u et v les endomorphismes de ¢" représentés par A et B dans la
base canonique ; v est nilpotent et vu = 0,

Comme y = u(x) entraine v(y) = vu(x) = 0, on a : Im u<Ker v.

On note r = dim(Im u) et p = dim(Ker v), avec p=>r.

On peut donc partir d'une base de Im u, la compléter en une base de
Ker v, et, par trigonalisation, compléter celle-ci en une base e de (In dans
laquelle v est représenté par une matrice B' triangulaire supérieure et nilpo-

tente (la diagonale de B' est nulle et ses p premiéres colonnes sont nulles).

A' = mat(u;e) a ses n-r derniéres lignes nulles. On a donc :
rAl | Az ) | 0 | B
1 I
A' = q=---- =
1
]

REBEN [0 i =

avec A1 EJLr(¢), et By E.A(,n_r(c) triangulaire supérieure 3 diagonale nulle
(les p-r premiéres colonnes de Bq sont d'ailleurs nulles).

I1 suffit d'établir que, pour toute M' GJK:ﬂ((t) , 1es matrices A'M' et
A'M' +B' ont le méme polyndme caractéristique. On pose :
: -

M1'M2

M' = |-—------ avec M, EN (¢) .
M3 i My F
L i

A'M' et A'M' +B' sont respectivement de la forme :

[® E Q P | Q+B,
1
e Dt M S Lt S bt avec PGJ(,.r((t).
o | o_J 0 ! By ]
Leurs polyndmes caractéristiques sont, l'un et l'autre : y X© T. O

e Les deux exercices qui sutvent sont des parties de problémes de concours.

4.3.5 On donne AE.M,nOR) . Soit & 1'ensemble des XE.A(,HGR) vérifiant
1) (AX = XA) A(X%A = X) ;
et ¢ ii) I1 existe j €N tel que Aj+1x = Aj.
On se propose de justifier & = {A'} et de calculer A'.
1° a) Etablir : x*1at
b) Soit (X,Y) €&2. Pour m assez grand, comparer Xm+1Am+lY et YAm+1Xm+1.

En déduire que & a au plus un &lément,

= X pour tous X€& et L €N,
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¢) Déterminer & lorsque A est nilpotente (resp. inversible).
2° Ici A n'est ni nilpotente, ni inversible. Soit u €L®R™) représenté par
A dans la base canonique de R".
a) Montrer que la suite (Ker uh)ﬂ est stationnaire 3 partir d'un cer-
tain indice k, que R" = Im quKer uk, et que le rang s de uk vérifie :
1 €5 S<n-k <n-1.
b) Montrer qu'il existe REGLn(R) telle que
C

A=R [aa
0

0

- —

N

k
1 i C€E =
, ol C GLSCR) et N On-s )

-| RT

En déduire que & = {A'}, ol A' s'exprime au moyen de R et C (on pourra
traiter d'abord le cas oti k = 1),
¢) Comparer les valeurs propres de A' 3 celles de A.
e Soit Q le polynBme caractéristique de C. Montrer qu'il existe

(u,v) € RIX1)Z, tel que

uqQ + ka+1 = 1, avec deg V<s, 2)

' et exprime P & 1'ai-

e Montrer qu'il existe PERI[X] tel que P(A) = A
de de V.

d) Décrire une méthode de calcul de A', et 1l'appliquer au cas de

o 0 0 o
1 0 0 o
A =lo 1 0o 21|
|_0012

1° a) On fixe X €&, et on vérifie qu'une assertion A!, est vraie pour
tout L €N.
~ I1 est clair que .&o, qui s'écrit X =X, est vraie.
- Supposant ﬁ.l vérifiée, on a (en utilisant X2A = X)

X2+2A!Z,+1 !L+1AR, -

= x*x2a A = x X

ce qui montre que A‘;’+1 est vérifiée. a

b) Soient j et j' associds par ii) 3 YE& et X€& ; en notant

m = max(j,j') et en utilisant i), ii) et a), on obtient :

orlamtly | gmtlmeg gtly | ogmilm oy (3)
et : yamtlgmtl =i Jelyemtl _memtl oy
ot : X = YAm+1xm+1 _ Ym+1A2m+1Xm+1 _ Ym+1Am+1X ]

En transposant X et Y dans (3) : YmHAmHX =Y. D'oll X = Y. 8]
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¢) Si A est nilpotente, i.e. s'il existe j EN tel que A"l = 0, il est
clair que 0 €& et donc, compte tenu de l'unicité, que & = {0}.
e Si A est inversible, on a A~! €& (avec j quelconque dans ii)) et
& = {a"1}.

2° a) Pour tout u €EL(E), oil dim E <+=, la théorie des noyaux itérés fournit
1'existence de k €N tel que, avec des Inclusions strictes :
k h k
{0} cKer uc...< Ker u, et Ker u” = Ker u pour h=>k.
En utilisant dim(Ker uh) 21 +dim(Ker uh"l) pour 1 &h <k, il vient :
k <dim(Ker uk) =n-s, oli n = dim E et s = dim{Im uk).

e Ona : Im ukﬂ Ker uk ={0}; en effet si x = uk(y) et uk(x) =0,
alors qu(y) = 0, et uk(y) =0 et X = 0. Compte tenu de la somme n des dimen-

sions :
Im uke Ker uk = E.
e Ici E = rR" ; u est non nilpotent et donc Im uk?& {0}, iL.e. 1S5 ;
en outre u est non inversible et donc Ker u#{0}, i.e. 1 Sk. 0

b) Comme u et uk commutent, Im uk et Ker uk sont stables par u, qui
induit donc des endomorphismes v et w de Im uk et Ker uk. Soit e une base de R"
obtenue par réunion d'une base e' de Im uk et d'une base e" de Ker uk. On a :

mat(u;e) = |ooo , o C = mat(v;e') et N = mat{w;e").

L'endomorphisme vk de Im uk est induit par uk ; son noyau est nul, et il est bi-
jectif (dim Im uk<+°°) ; sa matrice Ck est inversible ; comme k1, C est inver-
sible, i.e. CEGL (R).
s k k k
L'endomorphisme w de Ker u" est induit par u, et donc nul ; d'od

N = on—s' On a ainsi (1), avec R = PE, ot € est la base canonique de Rr".

e C Etant inversible dans GLSCR), on dispose de 1'ensemble QGALHCIR)

des matrices de la forme :

cP | o'l
M =R [~--=f---=| R71, pE€l,
P o ! o _|
Lo
Par multiplication de matrices blocs, on &tablit :

v ep? =
(p,q) €2 Mqu M %)

M =M

q P pP*q
On en déduit que (§,.) est un groupe commutatif isomorphe i (3,+) ; ce n'est pas
un sous-groupe de GLnCR) a4 cause de s<n.

D'autre part, on &tablit :
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D'olu AP= Mp pour p #k. Dans (4) on peut donc remplacer Mp par AP

pour p2k. On constate que le résultat ainsi obtenu s'étend sous la forme :

v €N x1 APM =MAP =M 5
(p9Q) q q p+q (5)

Le résultat du 1° c¢), conduit 3 &tudier M_, (qui est 1'inverse de A

1
dans G lorsque k = 1). Quel que soit k, on &tablit, grdce 3 (5) :
= 2,
(aM_) =M_,A) A ((M_)2A=M_))

k+1 _ .k _ .k
et A M_l—A (caer-A).

Dol M €& (avec j=k dans 1i)), et & = {A'}, oll A' =M_

1 1°
¢) Le polyndme caractéristique de N, qui est nilpotente, est X8,
Les polyndmes caractéristiques de A et A' sont donc X' °Q et Xn_SQI,
ol Q et Q, sont les polyndmes caractéristiques de C et C-1 (Q(O) #0 et Ql(O) #0).
Dans .A(,S(R(X)), ol R(X) est un corps de fractions raticnnelles, on a :

1 1

-l _erlxd
XI_-C " =-C X[z 1 -c}.

D'od : Q%) = (-1)° 7+ o).
Au total, A et A' admettent toutes deux la valeur propre O de meme multiplicité
n-s ; A¥0 est valeur propre de multiplicité m de A' si, et seulement si )\—1 est
valeur propre de multiplicité m de A.

e D'apraés Q(0) #0, Q et Xk+1 sont premiers entre eux ; le degré de Q
est s. Le théoréme de Bezout fournit l'existence et l'unicité de (U,V).

e De 1l'expression (déji utilisée) de AP pour p =0, on déduit

]

P(A) = R|e—eee i_ _____ R~ pour tout PERIK] .
|
]

I1 en résulte que P(A) = A' s'écrit ; (P(C) = C_l] A (P(N) = O).
Cette dernidre condition est vérifiée par P(X) = XkV(X) . En effet on

a alors P(N) = 0 & cause de Nk = 0 ; d'autre part, on a :

u(c)q(c) +v(c)ckt! = I

ce qui, associé & Q(C) = 0 (Cayley-Hamilton), fournit P(C) = C_l.

En conclusion : A' =AkV(A), ce qui va permettre le calcul de A',
d) Si det A#0, on sait calculer A' = A_l. Sincn :
- On calcule le polyndme caractéristique x de A, et on écrit, de fagon

unique, ¥ = Xn-sQ, avec Q(0) #0, ce qui fournit Q et s<n-1 {det A=0).
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Sis =0, alors x = X', et A" = 0, et A" = {0} sinon :

On détermine k = min{h€N | rg A" = s},

On détermine le couple (U,V) qui vérifie (2). On a :

A = akv@a). O

e Dans le cas particulier considéré, il est clair que det A=0.

On a (pratiquement sans calcul):yx = X%(X-1)2 ; s=2 et Q= (x-1)2,
100

De |01 0| #0, on déduit rg A=s+1. D'oidl : s<rg A2<s, et ici
001

Par identification, on trouve

(3X2+2X+1) (X-1)2 + (-3%+4)X3 = 1,
D'oli : V =-3X+4, et A' = -3A3 +4A2, On calcule :

0O 0 o© o'[
0o 0 0 o©

& 3 2 11|°-
-3 -2 -1 0

A' =

Remarque. Le calcul de U et V peut aussi se faire par division suivant
les puissances croissantes de 1 par Q.

*
On note J , n€N , la (n,n) matrice complexe dans laquelle 1'&lément
(i,j) est 1 si j=1+]1 et O sinon (matrice nilpotente de Jordanm).
e Pour AE.M;n((I) donné, on cherche s'il existe (B,C) € [J(Jn((t)]z tel que :

(A =BC) A(BZ=C2=1) (1)
1° Ici A est An==In+Jn . Montrer qu'il existe une solution (Bn’cn) avec :
= i = - i n—j 1

Cn [yij], ol Yij (~1) Cn—i (et donc 0 si i>j).

2° Dans le cas général, montrer que si le probléme admet une solution,
alors A est inversible et semblable 3 A ..

3° Inversement soient AE\M,n(G) inversible et semblable i A_l, et u €L (¢
représenté par A dans la base canonique de ¢".

a) On suppose ici que u admet une valeur propre unique A et que le sous-
espace propre associé EA est de dimension 1. Montrer que le probléme admet une
solution,

b) On suppose ici que u admet exactement deux valeurs propres distinctes
A et 4y, que A2#1 et que le sous-espace propre EA associé & A est de dimen-
sion 1.

En utilisant les restrictions de u aux sous-espaces caractéristiques WA
et Wu associés respectivement &4 A et n, montrer que A est semblable 3 une matrice
qui s'exprime simplement en fonction de A et de Ap, ol p est un entier convena-
blement choisi, et ol Ap =1 +J .

P P
Montrer qu'ici encore le probléme admet une solution.
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1° Commengons par montrer que le carré de C, est I, .

Pour tout vecteur de ¢n de la forme Va = t[an_lan-2

1

«..l], on a :

v = Pl=(a1)™! @)™ 2. 10D

na
et : (Cn)ZVa = t[(a+1—1)n 1 (a+1-1)n 2...1] = Va.
L'endomorphisme de g" représenté par (Cn)2 dans la base canonique con-
serve donc la famille (Vl""vn) qui est une base de ¢n, puisque son déterminant
dans la base canonique est (au signe pré&s) le déterminant de Vandermonde du
n-uple {1,...,n) dont les éléments sont deux & deux distincts ; cet endomorphisme
est donc 1l'identité de ¢n, et (Cn)2 = In.
e Compte tenu de (Cn)2 = In, A =BC équivaut a B =AC..

Posant B_=A C_, nous avons donc & prouver (B )%=1I .
n nn n n

- C'est vrai si n=1, car alors An = [1], Cn = [-1] et By = [-1].
. ) _ _ _ ir.n-j_.n-j
Pour n>2, on &crit : B_ [8132 avs;_?ij (-1 {c_3 Cn—i-l)'
si i<n-1 et j <n-1, sij = (-1) c:_Ji_l est 1'élément de (i,j) de la
matrice Cn_1 ; si (1,3) = (i,n) avec i<n-1, ou si (i,j) =(n,j) avec j <n-1, alors
= » 1 = [ - n "ol
Bij 0 ; enfin Bnn (-1) . D'ol :
]
Cop | O I i o]
= femomee | 2 _ =
B_ T - et donc : (B )¢ = |______ b--—- I,r ©
0o ! (-1 0 E 1

2° 8'il existe une solution (B,C), alors B et C sont leurs propres inverses,

]B_1=CB. On a :

c=clcrc =BC =A

et il existe A-l =Cc

C-lA-l
ce qui montre que A et A~ sont semblables., o

3° Soient X une valeur propre de u (A #0 car u est inversible) et EA le
sous-espace propre associ&. Pour tout x € E,, on a :

u(x) = Ax, et donc u-l(x) = k_lx,

et, comme u“1 =p ‘up, oil pGGL(ttn)
p_lu(p(x)) = A_lx, et u(p(x)) = A_lp(x).

On en déduit que A_l est valeur propre de u, et, compte tenu de p(EGL(cn), que le

sous~espace propre associé est p(EA), dont la dimension est celle de EA'

a) Ici le polyndme caractéristique de u est (x-\)". Par Cayley-Hamilton,
on déduit que v = " -1, ol I est 1'identité de ¢", vérifie v" =0. En outre,

il est clair que Ker v=E,, de dimension 1.

A,
D'aprés 1'exercice 4.3.2, 3°, il existe une base e de ¢" telle que

(en reprenant les matrices Jn’ An’ Bn et Cn du 1°) : mat(v;e) =Jn’ et donc :

-l ey = . co) =
mat(A ‘uje) = An ; mat(u;e) M.

P désignant la matrice de passage de la base canonique 3 la base e, on a :
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-1 -1
A= = 2 . 2 -
XPAnP lPBnCnP s avec (Bn) (Cn) In.

1

l et c=pcpl.
n

D'od : A = BC, avec B = )\PBnP_

On constate ; C2 = In' D'autre part, l'unicité de la valeur propre de A fait
qu'ici A_l = A, i.e. A2 = 1, ce qui entraine BZ = I,. O
b) Ici A2#1 entralne 7\_19& A, et donc u=A_1.
Les endomorphismes u et u-l, représentés dans la base canonique par

des matrices semblables, ont un polynSme caractéristique commun :
X = (X'A)p(x—u)q, avec p+q = n.

En utilisant une base de ¢ qui trigonalise u, et en remarquant
que cette base trigonalise u-l, on constate (ici trés simplement) qu'au titre
de polynfme caractéristique de u-l, x s'éerit (X—A-l)p(x—u—l)q.

Compte tenu de p = l—l, on en déduit : p = q et 2p = n (ce qui montre
qu'ici n est pair). Dans la suite, u est mis pour AT,

t" est somme directe de WA =Ker(u-AI)p et Wp==Ker(u-uI)p, tous deux

stables par u, ce qui permet d'introduire les endomorphismes induits u' et u" ;

on a (u'-AIN)P = 0 et (u"—uI")p = 0.
D'autre part les noyaux EA de u-AI et Eu de u-yI, de dimension 1,
sont respectivement inclus dans W

A
u"-uI". Le raisonnement fait au début de a) s'applique & u' et & u". Il existe

et Wp, et sont ainsi les noyaux de u'=AI' et

une base e' de W

, et une base e'" de Wu telles que :

mat(u'se') = AAp ; mat(u";e") = uAp.

" en une base e de ¢n, on obtient ;

Réunissant e' et e

AA 10
P -1
mat{uje) = |oue__ bmm-- , avec n = 2p et u = ) °,
i
0 A
Ly |
En utilisant A =B C_, avec B2=c2=1 , On constate :
P PP P P P
o ! 0o | ¢C
lp—l i P
mat(u;e) =B'C', ol B' = |_____ . et C' = |[_____ 4 _____ .
]
wB_ ! o c'o_l
P | P i

Compte tenu de Ap =1, on calcule B'2=(C'2 =I,.
P désignant la matrice de passage de la base canonique i la base e,

on a :
-1 1 2 2 0

A=BC, avec B = PB'P *, C=PC'P , et B =C =1_.

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie
n>0. A tout x€E on associe :
I = {PER[] |P)(x) = oz}
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1° a) Soit x€E. Montrer que I est un idéal non nul de KI[X] ; on dispose
donc d'un unique polynSme normalisé u  tel que I = uxK.Dd .
b) Dans quels cas a-t-on ux=1 (resp. deg o, = 1) ?
2° Soit (x,y)EEz. Montrer que si ux/\uy=1, alors Mgy = HoHo

y xy
3° Montrer qu'il existe x €E tel que B =H, ol U est le polynSme minimal

de u.
1° a) @ :P — P(u) est un morphisme d'alg&bres de K[X] dans L(E).

Pour x €E donné, v I—+ v(x) est une application lindaire de L(E)
dans E.

Par composition P t—+ P{u)(x) est une application linéaire de K([X]
dans E.

Ix’ qui en est le noyau, est ainsi un sous-groupe additif de K[X] .

Par ailleurs, pour tous PEIx et QEK [

(QP) (u){x) = Q(u) P(W)(x)] = Q(u)(0) =0, et QPEL .

Ix est ainsi un idéal de K[X] ; contenant 1'id&al annulateur de u,

I n'est pas réduit a zéro. o

Notons que les polyndmes minimal et caractéristique de u sont des
éléments de Ix’ et donc des multiples de ux.
b) M, = 1 s'écrit Ix = K[X] et exige uo(x) =0, i.e. x = 0. Inversement,
si x=0, il est clair que Ix = K[X] et donc que ux=1.

e Pour que By = X-XA, il faut et il suffit que :
[(u-2Td ) (x) = 0] A [x#0].
On a donc deg ux=1 si, et seulement si x est vecteur propre de u,
2° Pour tout (x,y) €E2, on a :

(uxuy)(u)(x+y) = (uyux)(u)(x) + (uxuy)(u)(y) =0

et donc : ux+y divise uxuy. En outre :
(uyux+y)(u)(X) = (uyux+y)(U)CX+y-y)
= Gy ghy) (-y) =0
et donc : ux divise uyux+y'

e Supposons maintenant que My Auy = 1, I1 en résulte que Mo divise ux+y

Symétriquement, uy divise ux+y ; et donc uxuy divise ux+y. Compte tenu de :

u y divise uxuy, et de ce qu'il s'agit de polyndomes normalisés :
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3° Considérons la décomposition p=] | P1 , T >1, oli les P, sont des
i=1

polyndmes irréductibles, normalisés et deux 3 deux distincts. Les Pii sont

premiers entre eux deux 3 deux et, compte tenu de u(u) = 0, le lemme des noyaux

donne :
P r
E= @ N, ol N, = Ker P_1i(u).
i i i
i=1
Pour 1 €N_ donné, écrivons u = P,Q,, ol Q ri 1 ] Prj
P 14 i° %1
En utilisant encore le lemme des noyaux, il vient :
Ker Q,(u) = Ker Pri_l(u) ®G,, oi G, = ©
i i i i %1 j

A cause de deg Pi>1 Qi n'est pas un multiple de y ; on a Q (u) #0 et

Ker Qi(u) #E ; d'oli 1'inclusion stricte de Ker Pii (u) dans Ni

I1 existe donc x, €Ker P i(u)\ Ker P 1~ (u), ce qui implique x, #0.

i i

On a :

T ri-1

p lex et P17 €1 |

i x:l i L
u_ divise P'1 sans diviser Pri_l, ce qui entraine u, =P i, D'od u=T | u_,
Xy i i X i 1=1 xi
les H étant premiers entre eux deux 3 deux. En utilisant 2°, on en déduit

i

par récurrence : u = u_, ol x=x, +... +xp.

N = #*= e = ri
Remarque. De uxi(u) (xi) 0 et Xy 0, on déduit que uxi(u) Pi (u) est

non injectif, ce qui exige que Pi(u) soit non injectif (pour tout iGNn).

o Les résultats de l'exercice préecédent seront utilisés dans l'exercice

qui suit, lequel a de nombreuses applications.

SQUS-ESPACES_CYCLIQUES ; ENDOMORPHISMES CYCLIQUES. On considére un

K-espace vectoriel E de dimension finie n>0 et un endomorphisme u de E.
1° Soit x€E~ {0}. On lui associe Fx = Vect[ui(x))

est le sous-espace cyclique de E associé

1N et on dit que Fx
a u et engendré par x.

On note : k = max{r e’ | (x,u(x),...,ur-l(x)) est libre}.

a) Montrer que Fx admet la base e, = [Ui(x))KiQCx et qu'il est stable
par u.

b) Exprimer le polyndme caractéristique de 1'endomorphisme Ve de F
induit par u en utilisant les coordonnées de ukx(x) dans la base e_. Le compa-
rer au polyndme normalisé u, qui engendre 1'id&al I ={PEKIX] | P(u)(x) =0} de
K[X] étudié dans 1'exercice précédent.

2° Déduire du 1° une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.
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3° Prouver que les deux assertions suivantes sont &quivalentes :
i) I1 existe x€EE~ {0} tel que E soit le sous-espace cyclique associé
3 u et engendré par x (on dit alors que u est un endomorphisme cyclique).
1i) Les polyndmes caractéristique et minimal,x et p, de u sont é&gaux.

4° Montrer que tout polyndme irréductible de K[X] qui divise x divise u.

1° Dans cette question, x €E~ {0} est fixé et on peut, pour alléger la
notation,écrire k au lieu de kx’ qui existe au titre de plus grand élément
d'une partie de N qui n'est pas vide (puisqu'elle contient 1) et qui est majorée
par n (puisqu'une famille de n+} éléments de E est liée). On a k€N .

a) D'aprés la definition de k, la famille e  est libre et 1a famille

[ (x)}0<i<k est liée ; u (x) est donc une combinaison linéaire des éléments
de e ; on vérifie par récurrence qu'il en est de méme pour tout u (x), i=>k,
I1 en résulte que e  est une base de FX (qui est ainsi de dimension k) et que
F est stable par u. k-1
b) Posons u (x) = Z o u (x) (1)

1_
La matrice de v dans la base e de Fx s'écrit :

[—0 o W
\\ o
1 \‘\ 0] ﬁl
\\\ \\\\ .
\\\ . :
A= AN \‘\ . (2)
\\\ \\\
\\\ \\~
hY
c 0 %k2
L k-1 ]
(On dit que A est une matrice-compagnon de Jordan). k-1
Dans det(XI —A) on remplace la ligne L, par > X1L1+1, et on développe
i=o

suivant la nouvelle premiére ligne, dont tous les éléments sont nuls, sauf le

dernier. Le polyndme caractéristique de v est ainsi :
kO
xv =xA=X - Z aiX.
X i=0
e Notons que, d'aprés (1), )(A(u) (x) = 0, et donc XAEIx'
Comme la famille e est libre, aucun polynSme non nul de degré stricte-
ment inférieur 3 k n'appartient & I_. On a donc deg ux>k. Comme en outre le

polyndme normalisé Mo divise le polyndme normalisé Xy de degré k, on a Xy = My

2° 11 s'agit de prouver que, x désignant le polyndme caractéristique de u,
on a x(u) = 0, i.e. X €I pour tout x EEN {o}.
Soit x €E~ {0}. On lui associe Fx’ kx (encore noté k) et e, (cf. 1°)
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e Supposons Fx = E, Ici v, = u. D'aprés 1° b), on a y =uy et donc XEIX.
e Supposons Fx #E, i.e. k<n. Dans une base de E obtenue en complétant

la famille libre e la matrice de u est de la forme :

A B'[
M= (3)
0 c |

oli A est la matrice-compagnon donnée par (2), et od CE‘M"n-k(K) .

D'od : X =X,Xps avec )(AEIx d'aprés 1° b), et donc xEIx. C

3° Preuve de i) = ii). Par hypothése, i1l existe xE€E~ {0} tel que F =E
(notation du 1°).D'aprés 1° b), on a x = M 5 O U, et donc x, divisent le
polyndme minimal u de u (qui appartient 3 Ix) ; comme y divise X, et comme il
s'agit de polynSmes normalisés, on a x = u.

Preuve de'ii) = i). Par hypothé&se deg u = n. Or on sait (exercice pré-
cédent) qu'il existe x €E tel que B = M3 d'aprés n>0, on a x#0 ; on dispose
de Fx et, d'aprés 1° b), on a : deg B = dim F_ 3 d'oll dim F_=mn, et donc
F_ = E. )

4° Procédons par récurrence sur dim E=n. Il s'agit de prouver qu'une
assertion ‘*’n est vraie pour tout nEN*.

e Il est clair que Al est vraie.

e Soit n>2 tel que AP ait été établie pour 1 <p<n~l, Considérons un
endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension n ; soient x et u les
polyndmes caractéristique et minimal de u.

Prenons x €E~{0} et associons-lui Fx’ kx (encore noté k) et e, -

-~ Supposens k=n, On a Fx =F, et x=p d'apré&s 3°. Le résultat est acquis,

- Supposons k<n, Dans une base de E obtenue en complétant la famille
libre e s la matrice M de u est de la forme (3) (ef. solution du 2°) et
X = XaXc+

Soit PEKI[X], irréductible, qui divise ¥, et donc X4 OU Xoo

Comme Xy =My (cf. 1°b) et comme B divise p, 11 est clair que si P di-
vise XA’ alors P divise yu.

Supposons maintenant que P divise Xo alors P divise Mo {hypothése de

récurrence). Nous avons par récurrence :

A" x
VmEM M" = o
o C
et, par combinaison linéaire :

]_u(A) *

LO u(c)

u(M) =
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Comme p(M) = 0, il vient u(C) = 0 ; p appartient & 1'idéal annulateur de C, et
est un multiple de uc et donc un multiple de P. a

Remarque. Le résultat du 4° a de nombreuses applications. En voici deux
m
e Soit la décomposition du polynOme caractéristique de u :x = | | Pii, les
i=1

Pi étant irréductibles, normalisés et distincts, avec mi>1.

TET r

Celle du polyndme minimal de u est : p = Pii, 1<ri<mi, ce qui en-
i=1

traine que les endomorphismes Pi(u) sont non injectifs (cf. remarque & la

fin de la solution de 1l'exercice précédent).
e D'autre part, si x est scindé sur K et n'a que des racines simples,

alors py =x.

o Les quatre exercices qui suivent utilisent les définitions des sous—espaces

cycliques et des endomorphismes cycliques données dans l'exercice précédent.

On considdre un K-espace vectoriel E de dimension finie n>0, et un
endomorphisme cyclique u de E,
Soit G #{0}, sous-espace de E stable par u. Montrer qu'il existe YyEG tel que

G soit le sous-espace cyclique de E assoccié 3 u et engendré par y.

Par hypothése, nous disposons de Xx€E tel que E = Vect (ui(x))iﬂl .
Considérons J = {P €K[X] | P(u)(x) EG}. I1 est clair que J est un sous-groupe
additif de K[X] . D'autre part, pour tout (P,Q) €J xKI[X] nous avons P{u)(x) €G

et, G étant stable par u, ul[P(u)(x)) €G pour tout 1EN ; en écrivant
+o
Qu) = 2 Eiui, il en résulte QP €J,
i=o
Finalement J est un id&al de 1l'amneau principal K[X] ; il contient 1'id&al

annulateur de u ; d'ol J#{0} ; il existe donc REK[X] \ {0} qui engendre J.
i
Posons y =R(u)(x) et Fy-Vect(u (y)) ien”
- Par R€J, nous obtenons yE€G ; comme G est stable par u, nous en dé&dui-
sons Fy cG.
- Inversement, soit z €G. D'aprés z €Vect [ui(x))iaq, il existe S €KX}
tel que z = S(u)(x) ; compte tenu de z€G, il vient SE€J, et il existe donc
QERI{X] tel que S = QR. Nous avons :

z = (QR)(u)(x) = Qu)(y) et zEFy.

Nous avons ainsi GCFy, et, au total G = Fy, ce qui exige y #0. O
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4.3.10 Soient E un K-espace vectoriel de dimensjon finie n >0, et u un
endomorphisme de E, nilpotent d'indice r.
1° Montrer qu'il existe un sous-espace cyclique de E associé i u dont la

dimension est r.

2° Montrer qu'il existe une décomposition E = F®G, oli F est cyclique as-

P o ‘o t
socié 4 u, de dimension r, et oli G est stable par u (on utilisera u).

1° Par définition de r, Ker uf =E, et Kerr_1 CE strictement. Il existe
donc x' €E tel que ur-l(x')?ﬁo et ui(x') =0 pour tout i~#r.
La famille (x',u(x'),...,ur—1 (x'})) est donc génératrice de
F' = Vect(ui(x'))iaq.
Montrons qu'elle est libre, ce qui entralnera qu'il s'agit d'une base

de F' et fournira la proposition.

r-1
x
Soit (ao,al,..,ar_l)EK tel que iy;‘:) @ u (x') = 0 ; en prenant les
images successivement par urnl,...,uo, on constate a = 0,...,ar l==0. O
o -
t, k

2° Pour tout k€N, on a (tu)k = "(u') ; en outre, par identification de E
et de son bidual, t(tu) = u. Il en résulte que ts est nilpotent d'indice r.

* _ &
En raisonnant comme au 1°, on constate qu'il existe y €E tel que
(tu)r-l

-

(y*) #0, et que le sous-espace cyclique G* de E*, associé 3 Tu et en-
gendré par y*, est de dimension r.

Notons G 1'orthogonal (G*)o de G* dans E. On a dim G =n-r.

e Comme G* est stable par t:u, G est stable par u ; en effet, pour tout

EEG, on a :
V' €6° <zt ,u(e) > =<tuz),E> =0

*
et donc : u(g) € (6 )°.
-1, *
e D'aprés fu)* 1(y ) #0, 1l existe x €E tel que :

<o lM > =<y Tl > # 0 (1)

En particulier : ur—l (x) #0 ; comme ui(x) = 0 pour tout i=>r, le rai-

sonnement du 1° montre que le sous-espace cyclique F = Vect(ui(x))ieﬂ est de
dimension r. -1
e Soit z€FN G, D'aprés z€EF, ona : z = z aiui(x).
i=o
D'aprés z€G, pour tout j€{0,...,r~1}, on a : <(tu)j(y*), z> =0,
r-1 £, * 1
i.e. E ozi<( uw(y ), u{x)>=0,
i=o
-1 .
. LIRWAL -
et : Z cf.i<( u) (v ),x> =0,

i=o
t k «
En faisant successivement j =r-1,...,0, compte tenu de (1) et de ( u) (y ) =0

pour k>r, on constate : a°=0,...,a _, =0, et donc z =0.

-1
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On a ainsi FNG = {0}, et grdce aux dimensions : E=F @G, O

Remarque. L'endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable F admet
pour matrice dans la base (ur_1 (x),...,X) la matrice Jr = [Eij] , avec

Eij =1 si j=1i+l, et £,, =0 sinon (matrice nilpotente de Jordan d'ordre r).

ij
Comme G est stable par u, on dispose de 1'endomorphisme induit par u sur G,
qui est nilpotent d'indice r' &r. Par récurrence sur les dimensions, cet exer-
cice prouve l'existence d'une base de E dans laquelle la matrice de u est :
diag(J_,J_ ,...,J_), ol les J sont des matrices nilpotentes de Jordan
LA LN r,

d'ordres ry tels que : r>r1>... >rk. C'est sur ce résultat que se base la

réduction de Jordan d'un endomorphisme quelconque de E.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0, et u un endo-
morphisme de E. On appelle commutant de u l'ensemble C des endomorphismes de E
qui commutent avec u.
1° Déterminer C dans le cas oili u est cyclique (cf. 4.3.8).
Exemple : E est Kn—l [X], u est 1la dérivation Pr+-> P'.
2° Ici le polyndme caractéristique de u est scind@ sur K ; on l'écrit
X=]fT(K41fu,miEN*,Ai¢Ajsii#j.
i=1
Montrer : dim C <m§ +... +m; ; peut-il y avoir é&galité ?

3° Déterminer C dans le cas oli u admet n valeurs propres distinctes.

Il est clair que C est une sous-algébre de L(E), et que Ku] <C .
1° Par hypothése, il existe x €E tel que e = (x,.. .,un_1 {x)) soit une

base de E.
n-1 1
Soit vE C. On peut écrire : v(x) = Z a,u (x).
i=o

Commutant avec u, v commute avec tout u , k€N, et 1l'on a :

n-1 n-1
i+k k
v(uk(x)) =uk(v(x)) = Z agu (x) = (Z uiui) (u™(x)) .
i=g 1=0
Les deux endomorphismes v et Z cl.iui donnent la méme image de tout
i=o
élément de la base e de E ; ils sont donc égaux. D'oll : vEK ).

On a donc C= Ku], et firalement : C= K[u).

Exemple.- Il s'agit d'un cas particulier d'un endomorphisme u€L(E) nil-

potent d'indice n ; celui-ci est cyclique d'aprés 4.3.2, 3°, et, compte tenu de

n-1
K=o pour k>n, Cest 1'ensemble des ). U .
k=0
En utilisant encore 4.3.1, 3°, on en déduit que les MGJLD(K) qui commu-

n-1
tent avec Jn, matrice nilpotente de Jordan d'ordre n, sont les 2; “kJE'
K=
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2° Utilisons 1'étude des sous-espaces caractéristiques. Pour tout 1i€N,
notons r, 1'indice de 1'endomorphisme u -)\1 IdE’ Ei 1l'espace Ker(u—)\i IdE)ri,
uy 1'end0mox;phisme induit par u sur E.i (qui est stable par u puisque
(u —)\i IdE) 1 commute avec u), et Ci le commutant de uy dans £(Ei).

On sait que dim E, =m, pour tout 1€N , et que E= gE .
i i P i=1 i

e Notons que 1'on peut caractériser C de la fagon suivante :

r
- Soit vE€ C. Pour tout iENp, E, est stable par v [puisque (u-Ai IdE) i

i
commute avec vJ et 1'endomorphisme vy de E:l induit par v appartient a Ci dans

.C(Ei).
- Réciproquement, si pour tout iGNp on choisit un vie Ci, 1'endomor-

phisme v de E défini par :

(< (S =
Yi Np Vx Ei v{x) vi(x)

appartient 3 C. p

e Il en résulte aisément : dim C= ) dinm Ci.
1=1
Or : dim Ci <dim(£(Ei)) = mi, avec égalité si, et seulement si Ci=£(Ei), ce

qui s'éerit : u, est dans le centre de 'E(Ei)" i.e. u, est une homothétie, i.e.

i

Ei = Ker(u-)\i IdE).

i

En conclusion : dimC’<m§ +... +m;, avec égalité si, et seulement si u est

diagonalisable.

3° L'hypothése implique que le polyndme minimal de u coincide avec le poly-
ndme caractéristique de u ; 1l en résulte (cf. 4.3.8,3°) que u est cyclique, et
donc, d'aprés 1°, que C = Kh].

Notons que ce résultat a été obtenu au n®4.2,2,1° par un procédé qui n'uti-

lise pas la notion d'endomorphisme cyclique.

i4.3.12 | Soient un corps commutatif K, et un entier n22. Pour toute permuta-
tion UESn de (1,...,n) on note Ao la K-matrice (n,n) dont 1'élément (i,j) est

84,009

1° Montrer que 5 = {Ac |cESn} est un groupe isomorphe i § .

2° Soit A, ES_. Déterminer son polyndme caractéristique X, et son polyndme
minimal Hy (on dé&composera ¢ en produit de cycles).

3° Ici K est algébriquement clos, de caractéristique p. Soit ¢ un cycle
d'ordre n. Trouver une condition nécessaire et suffisante (liant p et n) pour

que Ac scit diagonalisable, et, lorsqu'elle est remplie, diagonaliser Ac’

1° Remarquons que, pour toute base e=(el,...,en) de Kn, Ao est la matrice

de passage de e 3 la base e' = (ei,...,et'l) dans laquelle e! =e0(j) pour tout

3

jENn (les éléments de e' sont ceux de e, dans un oxrdre différent).
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Ac appartient donc au groupe linéaire GLn(K) des K-matrices (n,n) inversi-

bles ; Sn est ainsi une partie de GLn(K) ; montrons que ¢'est un sous-groupe.

e Preuve de la stabilité de Sn' Nous allons prouver :

V(o,t)E(Sn)z AA =A__ - 1)

Par le calcul c'est immédiat : 1'élément aij de AGAT est la somme

P, Y
Z 51 o(k)sk,-r(j) dont le terme général n'est non nul (et alors {1 vaut 1)

que si i=0(k) et k=7(j), i.e. si 1=01(j) et k = 1(j). a
Une méthode plus £légante consiste 3 adjoindre aux bases e et e' déji

considérées la base e" = (el,...,e ), avec ek
] n 11}

ne fait que traduire p¢ Pe, = p% .
e e e

e De (1) on d&duit que l'application ou—er de Sn dans GLn(K) est un mor-

= al "o .
e et donc e eo’r(k) ; (1)

(k) k

phisme de groupes, visiblement injectif ; 1'image Sn de ce morphisme est un

sous groupe de GLn(K) isomorphe i Sn.

Remarque. On a [1 ... n]Ao = [o(1) ... o(n)], ce qui conduit i qualifier
les Al de matrices-permutations.

2° Icie = (sl,...,en) est la base canonique de ' 3 U est 1'endomorphisme
de K" représenté par Ao dans cette base ; Xy €t U sont les polyndmes caracté-
ristique et minimal communs d A‘J et u .

e Etudions d'abord le cas oii 0 est un cycle d'ordre n.

I1 existe alors une permutation OGS qui transforme (1,2,...,n) en
n-1
(:: ,o(l),...,0 (1)]. Soit €' la base {El’ec(l)""’ on"'l(l)) de K, avec
=Aq

P
€
En utilisant ¢ = u (e ),on vérifie par récurrence ¢ k(l) = ut(el)

a(j)
n- 1(5

pour tout KEWN. Dol ' = ( 1,uc(e ) JUR 1] 1)) ce qui montre que u, est
un endomorphisme cyclique.

Pour tout polyndme non nul de degré strictement inférieur & n,

n-1 k n-1 Kk
P=E EX,ona.P(u)(e)- Z E;u(e)#=0 DouP(u)#—'Oet
k=0 k=0
deg u >n.
En outre ug --IdKn = 0, et My divise x"-1. S'agissant de polynGmes norma-
lisés, M, =x"-1 et donc x0=xn—1 (Xc est un multiple de K, et deg xo=n). o

Autre solution. On utilise : mat(uo;e') qui s'écrit :

m—mmme O~ O
4

14
- Qe——eeea-
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En développant det(XIn—B) suivant la derniére colonne, on obtient :

— n_
Xg = Xg = X-1,

En outre, u, étant cyclique, on a {cf. 4.3.8, 37) : My = Xge o

e Venons-en au cas pénéral., On décompose ¢ en cycles de supports Jl""’Jm

deux & deux distincts., Pour tout kaNm, on note E, le sous-espace de K" engendré
1 (1€Jk) : les Ek’

somme directe ; on applique 3 chacun d'eux le résultat précédent ; Xg et u  sont

k

par les € de dimensions n,, sont stables par u, et E est leur

ainsi respectivement le produit et le PPCM des polynOmes :

nj n N
X "-1,...,X -1, oi n = card Ty O

3° Rappelons que p est O ou un nombre premier.

Ici Xg = X"-1 est scindé sur K. Soit w l'une de ses racines ;3 en utili-
sant B = mat(uc;s') on constate que le sous-espace propre de u, associé i w est
de dimension 1 u est donc diagonalisable si, et seulement si toute racine w
de X"-1 est simple. On écrit :

X"-1 = (X-w)Q, avec Q = Xn_1 +an—2 +... +mn-1,

Qw) = nmn_l ; comme w#0, Q{w) n'est nul que si n€@N. Il en résulte que
U Ao et B sont diagonalisables si, et seulement si n&plN (condition remplie
pour tout n=2 si p=0).

e Supposons cette condition remplie. Nous savons diagonaliser B qui est

une matrice circulante {(cf. 4.2.6).

X"-1 admet n racines simples Wygeoo,yd {(valeurs propres de B). A tout
j<5ﬂn, nous associons le vecteur colonne non nul C, = t[wn-l...wj 1] et nous

3 h|

constations que BCj = ijj, ce qui signifie que le sous-espace propre de dimen-
sion 1 associé a la valeur propre mj est KCj.

La (n,n) matrice P de vecteurscolonnes Cl""’cn est ainsi inversible,
et

1

B=PDP , ol D = diag(ml,...,mn)

. = i S - -1
et donc : Ac QDQ ", ol Q AGP (en effet Ao ABBAB ).

4.3.13 1° Soient un corps commutatif K et un entier n>2. On note Ho 1l'en~
semble des K-matrices (n,n) inversibles, dont chaque colonne contient un, et
un seul Elément non nul. Montrer que Hn est un sous-groupe de GLn(K).

*
2° Montrer gque, pour tout nombre premier p et tout n €N :

n!(p-—l)n divise (pn—l)(pn—p)...(pn—pn—l). (1)
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1° On convient que, dans 1'élément [o,,] de Hn, 1'élément non nul de la

ij
colonmed'indice j est noté Aj et que son indice de ligne est noté o(j) -
A cause de det H #0, ¢ est une perrutation de H .
*. n
S €
Hn est ainsi 1' ensemble des [AJS1 o )], ol ¢ Qﬂ et (Al,...,kn) (X))
° Hn est une partie de GLn(K), non vide puisqu'elle contient In'

e Preuve de la stabilité de Hn. Soient X = [Ajs ] et Y = [ujd

1,0(3) 1,7(3)]

deux &léments de Hn' 11 s'agit de vérifier XY‘EHn.

Le calcul est ici la méthode la plus rapide : 1'é&lément uij de XY est
n
Zom A 1
la somme E:Ak i c(k) § k ()’ dont le terme général n'est nul (et alors il

vaut AT(j)uj) que si i=o(k) et k = 1(j), i.e. 1 = o71(j) et k=1(j). D'oll :

XY = [A | GHn 1)

. §
©($)%3°1,01(3)
e De (1), on déduit que, toute XGEHn a pour inverse dans GLn(K) :

-1 [ 1
X = | ———
Yo-1(4)

e En conclusion, Hn est une partie non vide de GLn(K), stable et telle

]
1,0-1¢3) | €F

que X_1 EHn pour tout XEHn ; c¢'est donc un sous-groupe de GLn(K) . a

2° Le nombre premier p est fixé.

e Pour n=1, 11 est clair que (1) est vérifiée.

e Soit n=22, Utilisons 1° dans le cas ol K est le corps fini Fp==z / pd
de cardinal p, et de caractéristique p.

Comme il existe visiblement une bijection de S, X(F ) sur Hn’ le car-
dinal de H est a= n'(p-l) . D'autre part le cardinal B de GLn(Fp), qui est un mul-
tiple de a d aprés 1°, est le nombre des automorphismes du Fp—espace vectoriel
(F ) . Une base &tant choisie, un automorphisme est déterminé par une base ;

B est donc le nombre des bases de (Fp) . Pour obtenir 1l'une d'elles :

- On choisit e1 parmi les p Ty vecteurs non nuls de (Fp)n ; la droite

Vect(el) contient p vecteurs ;

- On choisit e, parmi les pn—p vecteurs n'appartenant pas & Vect(el) H

on avait donc (pn-l)(pn-p) possibilités pour choisir (el,ez) ; le plan Vect(el,ez)
contient p2 vecteurs ;

- On choisit e, parmi les pn—p2 vecteurs n'appartenant pas 3 Vect(el,ez),

3
et ainsi de suite, ce qui conduit & :

= (p"-1)(p"-p)... (pn-pn_l)- O

4.3.14 | Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>0. Un endomorphisme
u de E est dit simple si, et seulement si les seuls sous-espaces de E stables par

u sont E et {0}.
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Montrer que u est simple si, et seulement si son polynOme caractéristique

X, est irréductible dans K [X] .

La condition est suffisante. Par hypothése, Xy est irréductible.

Soit E' un sous-espace non nul de E, stable par u ; on note u' 1'endomor-
phisme de E' induit par u et X, son polyndme caractéristique ; on a
deg X, =dim E' >0.

On sait que X, divise X, > ona donc Xyt =Xy 3 d'oli dim E' =dim E et
E' = E. O

La condition est suffisante. Par hypothése, u est simple,

Supposons que son polyndéme minimal B, s'écrive PPy, avec P} et P; norma-

lisés et premiers entre eux. Par le lemme des noyaux, nous avons :
E = Ker uu(u) = Ker P;(u) ®Ker P,(u).

Mais, Pl(u) et Pz(u) commutant avec u, leurs noyaux sont stables par u ;
1'un d'eux estdonc &gal 3 {0}, l'autre & E. Supposons, pour fixer les idées
que Ker Pj(u) = {0} et Ker Po(u) = E ; on a Pa{u) = 0, et P, est un multiple
de My I1 en résulte P, = u, et Py = 1. En utilisant la décomposition de b, en
poly:\Smes irréductibles, on en déduit uu = Qr, ol Q est irréductible et ol
r €N .,
Ker Q{u), stable par u, est {0} ou E. On n'a par Ker Q(u) = {0}, sans quoi
Q{u) serait injectif, il en serait de méme de (Q(u))r=Qr(u) s Ker uu(u) serait 3
la fois {0} et E. On a donc Ker Q(u) =E, et Q(u) =0, ce qui exige que Q soit un
multiple de W, et que r=1; égal 3 Q, u, est ainsi irréductible dans K[X] .
Considérons x €EN0} et F_=Vect (x,u(x),...,ud-l(x)], oii d est le degré
de u,. De uu(u) (x) =0, on déduit ud(x) EFX ; 11 en résulte que Fx est stable
par u. Comme Fx#={0}, onaF =Eet dim F_=n. Comme dim F_ <d et d €n, il vient
d =n, D'ol My = Xy |

m Soient E un K-~espace vectoriel de dimension finie n>0, et u un endo-
morphisme de E.
1° Montrer qu'une droite D [resp. un hyperplan H] de E est stable par u si et
seulement s'il existe une valeur propre A de u telle que :
D C(Ker(u—)\IdE)) [resp. (Im(u—)\IdE)) cH] .
2° Ici E est de dimension 3, (e;,e,,e;) est une base de E. Trouver tous les

sous-espaces de E stables par u €EL(E) défini par :

1 -1

3
mat (u;(el,ez,es))= "1 1 1 .
LZ 0 2_|
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Remarque préliminaire. Soit F un sous-espace de E. Montrons que F est stable

par u si, et seulement si le sous-espace Fl de E* est stable par 1'endomorphisme
Yy de E*.

- Ici F est stable par u, Considérons x* EFl. Pour tout y €F, nous avons
u(y) €F, et donc <x*,u(y) > =0, i.e. <tu(x*),y> =0. Il en résulte u(x*) EFJ' :
Fl est ainsi stable par .

- La réciproque se prouve en identifiant E i son bidual E** (E est de dimen-
sion finie) ; on a ainsi F  =F et ttu =u, O

1° I1 est clair qu'une droite D de E est stable par u si, et seulement si
elle est incluse dans un sous-espace propre de u.

e Compte tenu de la remarque préliminaire, un hyperplan H de E est stable
par u si, et seulement si la droite Hl de E* est stable par tu, ce qui s'écrit :
il existe une valeur propre A de *u (et donc de u car u et tu ont les mémes va-

leurs propres) telle que :
e CKer(tu-)\IdE*) (1)

1
Or on sait que : Ker(tu—AIdEg) = (Im(u-AIdE)) .
En utilisant : (Hl CGl) <> (G cH), (1) s'écrit :

(Im(u- 1d.)) cH. a

2° On constate que le polyndme caractéristique de u est (X-2)3. La seule

valeur propre de u est donc A =2. On détermine :
Ker(u—ZIdE) = Vect(e2+e3), de dimension 1,
et : Im(u-ZIdE) = Vect(e1+e2+2e3,e1—e2), de dimension 2.

Ces deux sous—-espaces sont, avec {0} et E, les seuls sous-espaces de E stables

par u.

1° Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n22 et u un
endomorphisme de E, Montrer qu'il existe un plan de E stable par u,

2° Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, impaire 2n+l, n€N,
et u un endomorphisme de E. Montrer que, pour tout p€{0,...,2n+l} il existe un

sous-espace de E de dimension p, stable par u.

1° Deux cas sont possibles.
ler Cas : le polyndme caractéristique yx de u est scindé sur R. On dispose
d'une base (el,...,en) de E dans laquelle u est représenté par une matrice trian-

gulaire supérieure ; Vect(el,ez) est un plan stable par u.
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P n
28me Cag : x n'est pas scindé sur R. On a x=| Pii, mi>1, les P, étant
i=1
irréductibles, de degré 1 ou 2, normalisés et distincts, l'un deux au moins,

qui sera noté Q,8tant de degré 2.

On sait (cf. remarque & la fin de la solution de (4.3.8) que les endomor-
phismes Pi(u) et en particulier Q{u), sont non injectifs. Il existe donc
x €EKer Q(u)~0}. La famille (x,u(x)) est libre, sans quoi i1 existerait a ER
tel que u(x) = ax et donc Q(a) =0 ; la famille (x,u(x),uz(x)) est 1iée & cause

de Q(u)(x) =0 ; Vect (x,u(x)) est ainsi un plan de E stable par u. ]

2° 11 s'agit de prouver qu'une assertion Jtn est vraie pour tout n€N.

- 11 est clair que ,40 est vraie,

- Soit n €N tel que_,(;n a été 1::ér:[fiée. Considérons un R-espace vectoriel
de dimension 2n+3, et u€L(E). Dans E , nous disposons pour tu de 1'espace stable
{OE*}, d'une droite stable (le polynfme caractéristique de u, de degré impair, a
au moins une racine réelle), et d'un plan stable (cf. 1°).

En utilisant la remarque préliminaire de l'exercice précédent, nous cons-
tatons que, dans E, nous disposons pour u de l'espace stable E de dimension 2n+3,
d'un hyperplan stable de dimension 2n+2, et d'un sous-espace stable F dedimension
2n+1. En appliquant An i 1l'endomorphisme de F induit par u, nous constatons que

A4 est vraie. a

o Terminons par un exercice qui fait intervenir le cours d "Analyse.

4.3.17 1° Soient I et V des ¢-matrices carrées de m&me ordre; I est unité,

V est nilpotente. Existe-t-il lim Un, oi U=)\I+V et AEL ?
n>+®
2° Soit u un endomorphisme d'un ¢-espace vectoriel E de dimension finie.

On note o le plus grand des modules des valeurs propres de u.

a) Discuter 1'existence de 1lim u®.

n>+w
. n - =
b) So:.tZanz une série entié&re complexe de rayon de convergence R.

Montrer que la série Zanun est absolument convergente si o <R, divergente si

o >R.

Tous les ¢-espaces vectoriels E qui interviernent sont de dimension finie.
Chacun d'eux est muni de son unique structure topologique d'e.v.n.
Sur £(E), on adopte la norme u — sup llu(x).
I=ll <1
1° On note r EN" 1'indice de la matrice nilpotente V v 20 et vF =0,
a) Sir=1, i.e. V=0, la suite (Un) s'écrit ()\nI). Elle converge vers

0 si |A] <1, vers I si A=1 ; elle diverge dans les autres cas.
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b) Etudions maintenant le cas r=2.

e Pour A =0, nous avons Un=Vn, et donc lim U" =0 .

n-r-+o

e Supposons A¥#0. Comme I et V commutent, nous avons :
r-1

A_nU z C )\-ka (C:-O pour k>n).
k=0
Or 11 existe 1lim (n_r+1 C:) ; c'est 0 si 0 <€k<r-1l, et 1/(r-1)! si
k= r-1. ke
D'ol : lim (—nlr_—l Un) = +Vr_1.
nro MAn (xr-1)!

- 81 0<|A| <1, alors lim (A"n!) = 0, et 1im U" =
n-e N

_si |A| >1, alors lim |A\"n" ![ =+w. Comme V'~ 1+#0, il existe (i,3)
n+e

tel que 1'élément (1,j) de Vr_1 soit non nul. Il en résulte que 1'élément (i,j)

de U™ n'est pas borné. La suite (Un\ diverge.

2° a) Soient N jGI\T » les sous-espaces caractéristiques de u associé@s aux
valeurs propres distinctes Aj. E est la somme directe des Nj 3 ceux-ci sont
stables par u ; soit uj 1'endomorphisme de NJ induit par u ; on a u:I ~>\ Id +vJ,
oii Vj est nilpotent d'indice rj, multiplicité du zéro )\ du polyn6me minimai de u.

Soit e une base de E obtenue en réunissant des bases eJ des NJ qui trigo-

nalisent les u,. On note :

3

Uj =mat(uj;ej) )‘jIj +V

od I, est unité, et ol Vj est nilpotente d'indice rj. On en dé&duit :

k|
mat(u;e) =A, ol A=diag(U1,...,Up)
et mat (u";e) = An=diag(U?,...,U:).

Pour que la suite (A™) admette une limite L, il faut et il suffit que cha-

cune des suites (Un) admette une limite Lj’ et alors L = diag(L ..,Lp) .

3

e Compte tenu du 1°, on a la discussion suivante :

- 81 o<1, alors il existe 1lim An=0, et donc lim u" =0.
no-+e no>+o

1°°

- 51 u admet une valeur propre A, telle que )‘j #1 et |A | 1, alors il

b
n'existe pas lim i ; 11 n'existe donc ni lim A", ni 1lim ult,
n--to 3 N+ n-te

- Reste le cas oii, 3 la notation prés, on a ;=1 et |A | <1 pour j=2,

Alors les suites (A" ) et " ) convergent si, et seulement si V. =0, ce

1

qui s'8crit r, =1, et donc : 1 est z&ro simple du polyndme minimal de u.

1
Supposons cette condition remplie. Nous avons: lim An=diag(11,0,...,0) H
N>+
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P

n

lim u est donc la projection sur N1 parallélement & © N,. Notons que Nl est

n+o P j=2 i

ici Ker(u-IdE) ; quant & 9 N,, il est stable par u-IdE, qui induit un isomorphisme
i=2

ce qui permet de comstater qu'il s'agit de Im(u-IdE).
b) Supposons o <R. Choisissons p€R tel que 0 <p <R ; ainsi :

a un = a n( -lu)n
n nf ‘P -

Le plus grand des modules des valeurs propres de p_lu est phlc <1 ;

d'aprés a), on a : lim (p_nun) = 0. Or, d'aprés p <R, la série numérique
n T n
Z|an|p converge. On en déduit que ZHanu I converge (il existe, en effet,

n tel que | ut <pn pour tout n>no).
- Supposons ¢ >R. Il existe une valeur propre A de u telle que |A| >R ;

soit a un vecteur propre de norme 1| associé€ 3 A. On a : |l un(a)ll = |An|, et donc
a1 >|>\n| pour tout n€N. Or, d'aprés |A| >R, la suite (|an)\n|) n'est pas
bornée. On en déduit que la suite (Ilanunll) n'est pas bornée, et que la série

Zanun diverge, ]



5. ALGEBRE BILINEAIRE

Dans ce dernter chapitre, nous ne considérons que des corps de caractéris-
tique différente de 2.

5.1. FORMES BILINEAIRES. FORMES QUADRATIQUES

Soient E un K-espace vectoriel et @ une forme bilin&aire sur E véri-
fiant :
V(x,y) €E2  (o(x,y) = 0] = (e(y,x) = 0) (1)

Montrer que ¢ est symétrique ou alternée.

Supposant que (P est non alternée, i.e. qu'il existe xer tel gue (p(xo,xo) #0,
nous allons montrer que ¢ est symétrique. La proposition en résultera.

a) Commengons par prouver que, pour tout y€E, nous avons :

o= _,¥) = O(y,x_) (2)
Soit y€E, Il existe a €K tel que (p(xo,yd-axo) =0 (5 savoir
a=-w(xo,y)/(p(xo,xo)]. Nous avons donc, d'aprés (1) :
©(x ,ytox ) = (y+ox ,X )

En développant, nous obtenons (2).

b) Prouvons maintenant que, pour tout (y,z) €EZ, nous avons :

o(y,z) = 9(z,y) (3)

ce qui signifie que ¢ est symétrique.

Soit (y,z) €E2, I1 existe (ao,B) €K?2 tel que (p(y+ax°, z+on) =0 [si
w(y,xo) #0, nous pouvons adopter a =0 et B = -w(y,z)/w(y,xo) ; si tp(y,xo) =0,
nous pouvons adopter a =1 et B =-(D(y+x°,z) /tp(xo,xo)] .

Nous avons donc d'aprés (1)
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(D(y+o.xo s 2+ on) = tp(z+ﬂx° . y+u.x°)

En développant, et en utilisant (2), nous obtenons (3). O

Soit ¢ une forme bilinBaire symétrique non dégénérée sur un K-espace
vectoriel E de dimension finie n>0. On suppose qu'il existe un vecteur e, de
E @p-isotrope et non nul.

Montrer qu'il existe une base de E formée de vecteur @-isotropes.

1
e On a E ={0} et donc e1¢El, ce qui montre qu'il existe un vecteur a de
E tel que tp(el,a) #0.

On peut donc choisir a €K tel que e, =ae,+a soit isotrope, i.e. tel que

Zaw(el,a) +@(a,a) =0 (on utilise ici le fait qutla K n'est pas de caractéristi-
que 2), On a &p(el,ez) =¢(e,,a) ¥0, et donc (el,ez) est une famille libre (sans
quoi on aurait e, =Be1 et (p(el,ez) =0).
On note F le plan de E dont une base est (el,ez).
e Montrons : E = F‘*Fl.
Compte tenu de dim F +dim Fl =dim E, il suffit de montrer Fnle*l ={0}.

1
Soit x =£e; +ne, un vecteur de F appartenant & F . On a :

0 (x,el) =@(x,e,) = 0, i.e. n=£=0, i.e. x=0. O
Ayant choisi une base (53,...,en) de Fl, nous disposons donc de la base

e = (e,,e,y,¢c ,...,en) de E.

3
e Pour tout jE€{3,...,n}, ona (p(el,e2+ej) =¢(e,,e,) #0.

On peut donc choisir o, €K tel que e, =a.e., +e_+¢€
P j q 5 0351 TR

La famille e = (el,ez,e3,...,en) est libre et c'est une base de E ; en

soit isotrope.

-

effet sa matrice dans la base e est triangulaire supérieure 3 éléments diago-

-

naux égaux 3 1, et donc inversible.

Finalement e est une base de E formée de vecteurs isotropes. O

|5.1.3 | Montrer qu'il existe une unique forme quadratique non nulle sur
M, (K) vérifiant :
V(A,B) E Mp(K) ]2  &(A.B) =D(A) . O(B) (1)

Le K-espace vectoriel M(K) est rapporté i sa base canonique,
1 0| 0 1 "0 o o 0]

bl bl k]
oo_] 0 0 1 0 0 1

On a : e te, = I (matrice-unité) ; on note e,tey = J.

(81,62,23,8“) =




141

1° On constate que A+ det A, qui est l'application :
4

Egkek b— £18, -~ §2E3 de M, (K) dans K,
k=1

est une forme quadratique non nulle qui vérifie (1).

2° Inversement, soit & une forme quadratique non nulle sur M;3(X), véri-
fiant (1). Commengons par deux remarques :
a) D'aprés ®+#0, il existe MEM,(K) telle que ®(M) #0. En &crivant (1)
pour le couple (M,I) on obtient &(I) =1.
b) Si M est inversible, on écrit (1) pour (M,M_l) s d'oll ©(M) #0.
Si M=0, on a ®(M) =0.
Si M est de rang 1, on constate que e; est de rang 1, et donc &qui~
valente & M, ce qui s'écrit M=Q—1e2P, avec (P,Q) € (GLZ(K)}Z_
Comme (22)2=0, (1) donne @(ez) =0. D'ol (grace a (1)) : (M) =0.
Retenons que MEM,(K) est inversible si, et seulement si ®(M) #0.

e Soit ¢ la forme polaire de ®. Les ey étant non inversibles :
1
V(k,2) €{1,2,3,4}2 ©le,,e,) = 5 Ole +e))

et donc (O(ek,eg) =0, sauf si e, te, est inversible, ce qui s'@crit k+& =5. Nous
avons :

1 1
@(ey,e,)=0(e,,e1) = 5 &(I) =5 .
Reste & calculer (p(ez,ea) = w(es,ez) = % d(J). On utilise :
20(1,J) = ©(I+J) -O(1I) -B(T).

@ (1,)) =l.[J(e1+eLP ,epte;) =0 (somme de 4 scalaires nuls) ; ©(I+J) =0 d'aprés :

I+J non inversible ; d'ol ®(J) = -®(I) =-~1 et go(ez,e3) '=Lp(e3,e2) = -%.
4
L'image de Z (£ e par © est donc :
<1 k 'k

4 4
{ - -
® \:/;",1 Ekek.kz:l Ekek) = 25,5,0(e,e,) +2E,E,0(e,,e5) = £, —EyE5.

I1 en résulte que @ n'est autre que A +—> det A, O

1° Soient*un entier n21 et E =.M,n(R) . Montrer qu'il existe une unique
forme linéaire w€E vérifiant les deux conditions :

1) Pour tout (A,B) €E2, u(AB) = u(BA) ;

11) u(In) =n, oi In est la matrice-unité d'ordre n.

2° Montrer que A > u(A2) est une forme quadratique sur E, dont on déter-

minera la signature.




142

1° Nous utiliserons la base canonique (Eij)' (1,3) Gl‘li, de .A(,nCR).
Un calcul classique fournit : Eij Ep = Sjk E ipe
a) Supposons qu'il existe u EE* vérifiant i) et 11).
. € L . = .
Pour tout (i,j,k,%) Nn nous avons : U(Eij Ekl) u(Ekﬂ. Eij)’ et :

Sy Eqg) = SpqulEyy)

et, pour j=k : u(EiE) = Gﬂ.iu(Ejj)'

Ainsi : u(Eiz) =081l i#4, et u(E = u(E,,) pour tout (i,j) ;

ii) 33

notons A la valeur commune des u(Eii)'

= = = = -
Soit alors A [uij] E. En écrivant A izj aij Eij’ et en utili
1]

sant la linéarité de u, 11 vient, compte tenu des résultats précédents :
n n
u(a) = i};J oy ulE;.) = igl oy u(Eg ) =2 121 a, = A tr(a).
La condition ii) impose en outre : A tr(In) =n, i.e. A =1,
La seule solution E&ventuelle est donc 1l'application tr : A= tr A de
E dans R.
b) Inversement celle-ci est une forme linéaire. Elle vérifie ii), et

aussi 1) car :
tr (AB)= Ej aijﬂji = jz,:i Bji“ij = tr(BA).

2° D'aprés 1°, ¢ : (A,B) 1+ tr(AB) est une forme bilinéaire symétrique sur E,
et ®:A > tr(A?) est la forme quadratique associée.
Rappelons que la signature de ® est (p,q) €EN2, od p (resp. q) est la plus
grande des dimensions des sous-espaces H de E tels que la restriction de ® 4 H
soit définie positive (resp. définie négative).
Soit alors F (resp. G) le sous-espace de E constitud par les matrices sy-

métriques (resp. antisymétriques). En utilisant :

va€E wr(fm) = T o,
i,]
on constate que ¢(A) = E aij pour tout AEF, et O(A) = - Z aij pour tout A€G,
i,] i,J

b
si bien que la restriction de ® 3 F (resp. G) est définie positive (resp. définie
négative). On a donc :
p=dim F=n(n+1)/2 ; q»dim G=n(n-1)/2,

Comme par ailleurs p+q< n2, on en déduit p+q = n2, et :
(p,) = {n(n+1)/2, n(n-1)/2).

Notons que p+q = n? montre que & est non dégénérée.
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Remarque. On peut retrouver {p,q) en partant de :

M=

@A) 2 4+ 2 Z o, .o
G WO
qui s'éerit :
n
1 1
B = 3 w2, 4= 2. (a0, 02-2 2 (a,.-a,,)2
11?2 gl MY 2 1G5 WO

Cette décomposition en carrés fait intervenir les n? formes lindaires :

B oy g 3 B 9y D i F A %4571 1<i< <

W
qui forment une famille libre dans 1'espace vectoriel L(E ), de dimension n2,

5.1.5 Une forme quadratique @ sur Rn, définie positive, est donnée par :
n
O(X,,eeupx ) = 3 a, x5+ 2 2 a,.X.x..
1 n & ii71 1<i<i<a 137173

Trouver la signature de la forme quadratique ¥ qui & (xl,...,xn) associe :

)x.x

n
Z (annaii-agln)xg + 2 (annai'-aina'n 173
1<i<j<n ] ] J

i=1

Soient ¢ la forme polaire de &, et € le vecteur (0,...,0,1) de R". En

notant x = (xl,...,xn), il vient : )

- (5 )
¥(x) = ann¢(x) -\Elainxi
et ¥(x) = Oe IO(x) - (0l ,x))2

ce qui montre que ¥ est une forme quadratique sur Rn, qui est positive d'aprés
1'inégalité de Schwarz appliquée 3 la forme positive @ ; celle-ci étant en outre
définie, on a ¥(x) = 0 si, et seulement si e, et X sont colinéaires.

Le cOne isotrope de ¥, qui est aussi son noyau puisque ¥ est positive, est

ainsi la droite Rsn. La signature de Y est donc (n-1,0).

[5.1.6 ] PERIX] est dit positif quand P(t) >0 pour tout t ER.

*

Soit n€N . Pour tout (ao,al,...,azn) ER2n+1, vérifier 1'équivalence de :
n n
i) La forme quadratique ®: (Eo,...,gn) — 1=Zo jgo ai+j€igj est positive.
ii) Pour tout polyndme positif PeRZn [X], 1e polyndme :
a a
- 1o _2n_ ,(2n)
AP-aoP+1!P + ... % (2n)!P est positif.

a) Montrons d'abord que ii) é&quivaut i :

iii) Pour tout QERn [X] , 1e polyndme AQ2 est positif,
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I1 est clair que ii) = iii). On prouve iii) = ii) en utilisant : tout
PER, [X] positif est la somme des carrés de deux Eléments de R [X] (cf. exer-
cice 2.1.10). O
b) Reste a prouver : i) < iii).
Pour tout QER [X) on a (dérivées successives d'un produit) :
k () (k-g)
A2 E 2 “kgi"' %k_-'ﬁ!

k=0 =0
et, compte tenu de Q = 0 pour m>n :
n n (1) (D
=Y Toeng it
{= i= 1+j 1} j!
Pour tous QERn X] et x€R, on a donc :
(n)
1
AQZ(X) =°(Q(1:_’Q_(x_’“_’9,__) (1)
e Preuve de 1) =* iii). Conséquence immédiate de (1). O

e Preuve de i1ii) = i). Par hypothése iii) est vraie. On en retient que,
pour tout (E seeesby y er™ 1, le polynSme Q = E v E X+ +E X" vérifie AQ2(0)>0
ce qui, compte tenu de (1) et de Q(k)(o) = k'E , 0<k<n, s ecrit ¢(€ ,...,E ) 20,

D

e Voicil une application de l'exercice précédent,

Soient (ai) et (Bi), i€1{0,...,2n}, deux familles de réels. On leur as-
socie la famille (Yi)’ i€{0,...,2n},par :

k
Yy kz:ciaksik

n+l

On note @;, ¥, et ®; les formes quadratiques sur R qui & (xo,...,xn)

font correspondre respectivement :

n zn: n f:
- a . EEl 3 2 B, .15,
i=o0 j=o 143717 i=0 j=o0 1+]
n n
et : DD DR THPE SN S
i=o i=o 14]717]
Montrer que si @, et @, sont positives, alors @, est positive.

e Par hypothése, 0 et O, sont positives.

2n Y (1)
e Soit PERZn [X] . Pour t€R, 12_: P 7 (t) s'éerit :
2n o, B
k "i-k (i
2 (Z FRE= I )(t))
=0 ‘k=o0

et aussi :




k[ i-k (1) )
— Pr(E)
o KT\ G0
2n o 2n-k B
et encore > —1;-( —‘} P(j+k) (t))
k=0 j=o i
2n a 2n B
et enfin : E —1: Q(k)(t) oli Q = E —‘3— P(j)
k=o j=o J¢
(j+k)

(on a utilisé le fait que le polyndme P est nul dés que j+k excéde 2n, i.e.
dés que j excéde 2n-k).
Si P est en outre positif, alors, d'aprés la positivité de ®,, le polyndme

Q, qui appartient 3 R, [X] , est positif ; d'aprés la positivité de ®;, le poly-

2n a
ndme k}: ki'( Q(k) est donc positif,

=0

En conclusion, pour tout polynBme positif PER, [X] le polyndme
2n Yi (1)
z T P est positif ; la forme <D3 est donc positive. O
ixo
5.1.8 1° Soit (ml,...,an) €R". Trouver le rang de la (n,n) matrice :

= [w j], ol wy, = ch(a o, )

2° Retrouver le résultat en etudiant la forme quadratique cb sur R* qui

est représentée par Qn dans la base canonique de R,

1° I1 est clair que si a4, = ... =a, eten particulier si n=1, alors
tous les éléments de Qn sont des 1, et le rang de Qn est 1.
e Dorénavant nous supposons que n =2 et que ®)seees DE sont pas tous
égaux : il existe p et q tels que 1 Sp<q=n et ap ?ﬁaq. Nous constatons :
ch(a_ ~a ) ch(a -a
P p P q)

#0
ch -0 ch(a -a
(aq p) ( q q)

et nous avons : rang Qn #2, avec rang Qn =2s8in=2,
Si, en outre, n#3, considérons une sous-matrice carrée Q' de Q d'or-

dre m tel que 3 €m <n, En utilisant ch(a,-a.) = ch e, ch a, —sh a, sh aj, nous

constatons que det R' est la somme de 2" j-det:erminamt:i dont::j tous lis vecteurs
colonnes sont de la forme kC ou kS, oii Kk€R et o C et S sont des vecteurs co-
lonnes fixes (qui ne dépendent que de Q'), Chacun de ces 2™ déterminants est
donc nul pour avoir deux vecteurs-colonnes proportionnels, et ainsi, det Q' =0.
D'od : rang Q =2.

e En conclusion le rang de Qn est 1 si 0 = ove = o s et 2 dans le cas

contraire. O
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2° 0n a :
Q(x) = Zj (cha haj-sh @, sh aj)EiEj
ol (Ejl,...,E) et ol (1,j) parcourt Nz i.e. 0 -F -G avec
. - Ve
Fn(x) Ej (Ei ch m:L)(E__| ch ?J) (zi: Ei ch “i}
2
et : G (x) = E: (£, sha )(Ej sh o ) = (}: £, sha )
i,J

Différence des carrés de deux formes linéaires dont la premiére au moins
est non nulle, Fn est de rang 2 si ces deux formes sont linéairement indépendan-
tes, de rang 1 dans le cas contraire, i.e. dans le cas oii les coefficients des

deux formes sont proportionnels, ce qui s'éerit :

tha, = ...=tha , ie. o =...=0¢. O

1° Montrer que la forme quadratique sur R donnée par :
n
o) = 3, €2+ &4, ¢9)
i=1 1<¥jj<a *J
est non dégénérée et positive.

2° Trouver une décomposition de Gauss de ®, et retrouver 1°.

1° Conséquence immédiate de :

20(x) = z a + (35‘1 Ei)z

1=1
2° Pour n=1, n=2 et n=3, on a les décompositions de Gauss :

o(x) = €2 5 O(x) = (sl +—/ +5 820

2 .
E2‘“‘53\ £ 4
= = - - 2 g2
O(x) (EI 7 ) +4(£ +3) +653'

*
e Dans la suite, n€N est fixé. L'étude des cas particuliers conduit

8 présumer que l'on a :

n
o(x) = kz k?.+k1 ng 0 m =g +Tc:-_1 (g *eer *E)) 2)

ce qui est une décomposition de Gauss puisque les matrices colonnes X et Y des

Ek et des n, sont 1liés par Y =AX, ol A est une matrice triangulaire supérieure,

d €léments diagonaux égaux 3 1 ; (2) montre que ® est non dégénérée positive,
e Nous allons prouver par récurrence que, pour tout q€{l,...,n}, est

vraie l'assertion :

q-1 ktl
- a2 + 2L
SRR P T * 5q R
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. - 2,2
avec : R (x) j§1 3 PrS) q<j§_~|<1 Eigj .
ce qui entralnera que (2) est vraie ((2) n'est autre que An) .
- (A: ) est vraile, d'aprés (1).
- Soit qE{l,...,n} pour lequel (ﬁ) est vraie. R (x) s'écrit

n
g2+ — & £ £2 + — £.&
q q+l q "zq:-i-l i§+l i q+1 +1;<jﬁl i7j
1)

1 n
et : n? + {1 -——2) g2 (1 - E.E
1\ (D) 1-)E+1 1 q‘“l a+1) q+1<zi<j<n 173

On en déduit que 12%1- Rq(x) s'écrit :

n
g+l n2 _qi'z_ 2 + 1 Z EE
2q q 2(q+1) 1E+1 i g+l +1<1<y<a 173

. gl o . _q+2
et : 2q "q ¥ Z(g+) Rgr1 -

I1 en résulte que ('*q-!-l) est vraie, a

m Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n >0, et ® une
forme quadratique sur E de signature (n-1,1).

1° Soit F un sous-espace de E de dimension p, qui contient un vecteur a
tel que ®(a) <0. Quelle est la signature de la restriction de ® a3 F ?

2° Donner une méthode permettant de déterminer les hyperplans H de E tels

que la restriction de ¢ & H soit positive non dégénérée,

Application. E=R3, et O(x,y,z) = x2 +2y2 -222 -yz -3zx + 3xy.

Les deux questions (qul sont indépendantes) font appel 3 :

Lemme. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, et ® une forme
quadratique sur E, de forme polaire ¢. Si E est somme directe @-orthogonale d'une
famille (E )1<j§!1 de sous-espaces, alors la signature de ® s'obtient par addition
dans N? des signatures des restrictions 01 (de formes polaires tpi) de © aux Ei'

On sait en effet que chaque E:l admet une base cpi—orthogonale e,. On cons-

i
tate que la réunion e des ei est une base (P-orthogonale de E, et on étudie les

signes des &léments de la matrice diagonale qui représente ® dans cette base.O

e Dans notre exercice, la signature de @ est de la forme (p,q) avec p+q=n,
ce qui montre que ® est non dégénérée. Nous savons que, dans ces cenditions,

tout sous-espace non Y-isotrope G de E admet un supplémentaire @-orthogonal.

1° D'aprés ®(a) <0, la droite D =Ra est non isotrope ; elle admet donc un

supplémentaire Y-orthogonal, qui est un hyperplan H de E ; d'aprés le lemme,
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la signature de la restriction d’H de ® 2 H est :
(n-1,1) -(0,1) = (n-1,0), avec dim H=n-l1.

d)ﬂ est ainsi positive et non dégénérée (i.e. définie positive) et il en est de
méme pour la restriction d>L de ® au sous espace L=HNF de H.
E étant somme directe ¢-orthogonale de D et de H, on en dé&duit,
compte tenu de D<F, que F est somme directe y-orthogonale de D et de L (y est
la forme polaire de la restriction ¥ de ® 3 F). En particulier on a :
dim L =p~1, et la signature de ¢L est (p-1,0) ; celle de Y est donc :
(0,1) +(p-1,0) = (p-1,1). o

2° D'aprés le début du 1°, pour tout a€E tel que ®(a) <0, le y-orthogonal
de la droite Ra est un hyperplan qui répond 3 la question. Montrons que l'on a

ainsi toutes les solutions,

Soit H une solution. La restriction de ¢ 34 H &tant non dégénérée, H est
non Y-isotrope, et admet un supplémentaire @-orthogonal, qui est une droite D
de E ; la signature de la restriction de ® 3 D est :
(n-1,1) - (n-1,0) = (0,1).

Il existe donc un a €D tel que ®(a) <O. m

Application. Cherchons d'abord la signature de ®. Par Gauss :
3 2
o(x,y,2) = (x t3y -%Z) - %(y-?z)z +8z2,
La signature de ® est (2,1) ; la dimension de E est 3. L'étude s'applique.
Le plan H d'équation ox +By +yz = 0, avec (a,B,y) ¥(0,0,0) répond & la question

si et seulement s'il existe un vecteur a = (u,v,w) de R3 tel que d(u,v,w) <0 et

que le @-orthogonal de Ra soit H, Cette derniére condition s'écrit :

g v-dudes Guenbulye (3ucdvmeo

est une équation de H, i.,e, il existe AER* tel que :
(u+3v-3w =) ABu+bdv-w = AB) A{- Ju-v-4w = Ay).

Ce systéme linaire 3 1'inconnue (u,v,w) est sirement cramdrien et, quitte
4 remplacer a par un vecteur colinéaire nou nul, on peut choisir A de fagon que

sa solution s'écrive :

a 3 -3 l ‘ 2 o -3 2 3 a
B 4 =1, 13 B -1|,[|3 4 8
y -1 -4 | }-3 Yy -4 -3 -1 v ‘

i.e. (-17a +158 +9y, 15a =178 -7y, 9a =78 -v).

-~

Reste 3 écrire que, pour ce dernier vecteur, ¥(u,v,w) <0 [ce qui assure

(o,8,Y) #(0,0,0)).
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En conclusion, la restriction de & au plan H d'8quations ax +By +yz = O

est positive non dégénérée si, et seulement si :

1702 +1782 +y2 - 3008 - 18ay + 148y <O.

5.2, ESPACES EUCLIDIENS, ESPACES HERMITIENS

- Une forme sesquilinéaire ¢ sur un G¢-espace vectoriel E est telle que :
x V> @(x,y) est semi lindaire ; y — @(x,y) est linéaire.
Une forme sesquilinéaire hermitiemne vérifie en outre :
W(y,x) = ¢(x,y) pour tout (x,y) EE2
En dimension finie, et dans une base quelconque, une telle forme s'éorit :
X,Y) +— X*AY, avec A* = A

- Le produit scalaire d'un espace préhilbertien est écrit (x,y) w— (x|y).

DETERMINANT DE GRAM. Soit x =(x,,...,x ) une famille de vecteurs d'un

espace E préhilbertien réel ou complexe. On appelle déterminant de Gram de x,

et on note Gram(x), le déterminant de la "matrice de Gram" [(xi|xj)] , (1,3) El\ltzl.

Montrer que x est libre si, et seulement si Gram(x) est non nul.

e Supposons d'abord que la famille x est liée : 11 existe kENn tel que Xy
soit une combinaison linéaire des autres vecteurs de x. Le k-igme vecteur-cclon-
ne de la matrice de Gram de x est ainsi une combinaison linéaire des autres vec~
teurs-colonnes et Gram(x) = O,

e Inversement, supposons maintenant que la famille x est libre ; x est donc
une base du sous-espace F de E qu'elle engendre. Le produit scalaire de E induit
sur F une structure d'espace euclidien (resp. hermitien).Scient e une base ortho-
normale de F et P =Pz. Le produit scalaire de F est représenté dans la base e
par In, et dans la base x par la matrice de Gram de x ; d'aprés les formules de
changement de bases pour une forme quadratique (resp. hermitienne), celle-ci

*
s'éerit 1:PInP (P I P dans le cas hermitien). D'od : Gram(x) = |det P|2>0. O

Remarque. Dans tous les cas, Gram(x) est un réel positif.

Soient E un espace euclidien (resp. hermitien) de dimensior n>0,
X = (xi) ieIet: y = (yi) €1 des familles de vecteurs de E. Prouver 1'équivalence
de :
i) 11 existe un automorphisme orthogonal (resp. unitaire) u de E tel que :
(S =
ii) v(i,j) €1 (xi|xj) (yilyj)'
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a) Preuve de 1) = ii), Si i) est vraie, on a, pour tout {(i,j) €12,
(xilxj) = (utx)) |u(xj)) = (Y1|YJ-)- 0

b) Preuve de ii) = i). Par hypothése, 1ii) est vraie.
e Remarquons d'abord que, cf. exercice 5.2,1, pour toute partie finie I'

de I, on a Gram(xi) = Gram(yi) €1 3 On en déduit que les familles x et y

i€r!
ont un rang commun r. Les sous-espaces F et G de E respectivement engendrés par

X et y sont de dimension r.

Il existe J<I telle que (xi) soit une base de F Gram(xi) est

i€J
est non nul ; (yi) 4ey ©st une base de G.

i€y

non nul et donc Gram(yi) €]

e Etudions d'abord le cas r=n. Ici F=G=E et il existe un unique auto-
morphisme u de E tel que u(xi) =y, pour tout i€,
Considérons deux &léments quelconques z = Z Eixi et z' = Z Eixi

€ (S
de E ; nous avons ((i,j) décrivant JZ) =J =

/ ' \= T et
\zi: Eiyi | ?Ejyj} iz,?j gigj(yilyj)

(u(z) | u(z')]

]

1ZJ; —E—ig_'}(xilxj) = (z]|z").

I1 en résulte que u est orthogonal (resp. unitaire).
En particulier, soit i€1I ; pour tout j€J nous avons :
(7yly) = Geylx) = {ulx)d Lutx)) = (ulxly,)

et u(xi) -y, est orthogonal a tout Yy j €J, et donc 3 E.

L'automorphisme u vérifie ainsi : u(xi) =y, pour tout 1€1. 0

e Etudions maintenant le cas r <n. F et G admettent des supplémentaires

orthogonaux F' et G' de dimension commune n-r.

Choisissons arbitrairement des bases orthonormales de F' et G' que, pour
harmoniser la notation, nous é&crirons (xi) e, et (yi) €L * bien qu'il ne s'agisse
évidemment pas de sous-familles de x et y (on a IN L=¢), Nous avons :

(xi[xj) = 61:] = (yilyj) pour tout (i,j) €LZ, et nous constatons aisément que :
i) € 2 D= (v ]y,
¥(1,j) € (1 UL) (xili) (yllyJ)

[} -~ P
Comme (Xi) s€1uL et (yi) JETUL engendrent E, d'aprés ce qui précdde il
existe un automorphisme orthogonal (resp. unitaire) u tel que u(xi) =y; pour
tout 1€I1I UL, et, en particulier, pour tout i€1I, (]

Remarquons que u n'est unique que si r =n,

1° Soit E un espace préhilbertien réel. Une famille (xi)
teurs de E est dite obtusangle si et seulement si :

€1 de vec-

v(1,5) €12 (1#3) = ((x;]x;) <o).
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*
Pour tout p€N , montrer que si (xl,...,xp,xp+1) est une famille obtusangle,

alors (x .,xp) est une famille libre.

120"
2° Quel est le nombre maximum des vecteurs d'une famille obtusangle dans un

*
espace euclidien de dimension n€N ?

Notons qu'aucun vecteur d'une famille obtusangle d'au moins deux &léments
n'est nul, et que toute sous-famille d'une famille obtusangle est elle-méme ob-

tusangle.

1° 11 s'agit de montrer qu'une assertion (Jtp) est vraie pour tout pEN*.

- f.ﬁl) est vrale car, si p=1 et si (xl,xz) est obtusangle, alors X #0
et (xl) est libre;

- Soit pEN pour lequel (A_p) a été vérifiée. Nous allons montrer par

1'absurde que, (xl,...,x ) désignant une famille obtusangle, la famille

p+1°%p+2
(x1 sess ,xp+l) est libre.

Pour cela, faisons 1'hypothése (H) : (xl,...,xp+1) est liée.

Comme - d'aprés ‘A ) appliquée & (x,,...,x__.) qui est obtusangle -
P q o 1 p+1’ 9
(xl,...,xp) est libre, on a : xP+1 = igl aX, .

P
2 .
Ecrivons |lxp+1 14>0, 1i.e. El ui(xi|xp+1) >0.

Comme (xi|xp+1) <0 pour tout iENp, il existe au moins un iENp tel que
oy <0 et, xl,...,xp jouant des rdles symétriques, on peut supposer ap <0.

La famille (xl,...,x _

p-1° xp_*_1 —upxp, xp+2) est obtusangle. En effet :

Vi GNP+2\ {p,p+1} (xilxp+1—apxp) = (xi]xp+1) -o.p(xilxp) <o.

La famille x = (x l—apxp) est donc libre [d'aprés (kp)).

1,...,xp_1, xp+

-1
Mais cette famille est 1i8e a cause de : x_ .,-a x = % a,X,.
ptl "pp =1 i7i
Conduisant 3 une contradiction, 1'hypothése (H) est absurde. a

2° Une famille obtusangle d'un espace euclidien E de dimension n ne peut
avoir plus de n+l éléments, sans quoi il existerait une famille libre de plus
de n éléments de E.
Inversement, l'exercice suivant montre que, dans tout espace euclidien
de dimension n, 11 existe une famille obtusangle de n+l é&léments. Le lecteur

pourra établir directement ce résultat par récurrence sur n.

Soit E un espace préhilbertien réel. Une famille (xi) €1

unitaires de E est dite p-équiangulaire si, et seulement s'il existe un réel

de vecteurs
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@9€E]Oo,n] tel que :
(1,3) €12 (*Hj) =»((xilxj) = cos @)
1° Soit (xl,...,xp), pEN , une famille Y-Eéquiangulaire.
a) Montrer que si p=>2 et 0E€]n/2,n1], alors (xl,...,xp_l) est libre.
b) Montrer que si 9€]0,n/2], alors (xl,...,xp) est libre,
¢) Montrer : 1l + (p-l)cos @=0.
2° Ici E est euclidien de dimension n >0.
a) Montrer que pour toute famille @-&quiangulaire de n+l vecteurs de E
on a : cos @ = =1/n.

b) Trouver toutes les familles @-équiangulaires de n+l vecteurs de E.

1° a) La famille (xl,.
1l'exercice précédent (on a le droit de le faire gridce 3 p»2). O
b) Ieci : O0<cos p<l. Soit (Ei)

P
El Eixi = 0.

En multipliant scalairement par x,, jE€N_, on obtient :
h) p

P
(l-cos (p)gj + (Elgi) cos =0

ce qui, compte tenu de 1l #cos ¢, exige que les Ej aient une valeur commune £,

..,xp) est ici obtusangle. On applique le 1° de

1<4<p une famille de réels vérifiant :

avec :

£(1 + (p-1)cos ¢} = 0
et donc avec E =0 pulsque cos @20, o

*
c¢) Pour tous pEN et 9EJO,7], on a :
€ = -
vi Np (xi |x1+...+xp) 1 +(p-l)cos @
*

et donc : IIx1+... +xp 2 = P[I + (p-1)cos (D)’ PER . O

2° a) 11 s'agit de vérifier qu'une assertion (,(n) est vraie pour tout nGK*.
Procédons par récurrence.

- (.&1) est vraie car si n=1 les familles (p-équiangulaires de deux vec-
teurs de E sont les (x,-x), oli x est 1'un des deux vecteurs unitaires de E ;
ici =7 et cos ¢ = -1.

-~ Soit n>2 tel que th_l) ait été vérifiée. Considérons un espace eu-
clidien E de dimension n et une famille @p-&quiangulaire (xl,...,xn+1) de vecteurs
unitaires de E. On a (cf. 1° c)] : 1 +ncos0, et donc sin ¢>0.

Pour tout iGNn, z_ désigne la projection orthogonale de X, sur 1'hyper-

i
1
plan F = CRxn+1) de E, qui est euclidien pour la structure induite par celle de

E. Compte tenu de (xi|xn = cos @, on a :

+1)

zi=x -X cos @.

i n+l
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11 en résulte : IIz:ill2 = 1 -cos?y = sinp , i.e. ||zi|| = sin ¢ (car
sin ©>0), et :

(zi|zj) = ¢os Y(l-cos ¢) pour (4,j) EI\I\_?; et i#j.
En notant vy = z,, on constate que la famille (yl,...,yn) de
cos @
1l +cos 0 °*
On peut lui appliquer (/(n_l) et écrire : cos ¢ =-1/(n~1), ce qui en-

sin @
vecteurs unitaires de F est Y-angulaire, avec cos ¢ =

traine cos ¢= =1/n (en effet : dim F =n-1)., g

Remarque. Soit (xl, “"xn+1) une famille ¢-&quiangulaire de vecteurs unitai-

res de l'espace euclidien E de dimension n. La famille est obtusangle.

Elle vérifie : x, +... +xn = (cf. démonstration du 1°c)) .

1 +1
A tout iENn associons le vecteur unitaire vy défini comme ci-dessus et le

vecteur unitaire :

e sin a + x cos a, ol @ = Arc cos 1/vn.

17 n+]
. = 2 2
Pour 1#j : (ei[ej) (yi|yj)sin a + cos‘a

-1 1 1
= o1 (1—-;1-) +;=0.

La famille (el,...,en) est une base orthonormale de E ; compte-tenu de

y1+... +yn =0, on a : X 1" (e1+... +en)cos o.

-~

b) Le cas n = 1, déja traité, étant mis & part, toute construction d'une
famille @-équiangulaire de n+l vecteurs d'un espace euclidien E de dimension n,
exige que 1'on retrouve la situation de la remarque du a).

- Nous partons donc d'une base orthonormale (el,...,en) de E, arbitrai-
rement choisie, et nous ne pouvons que lui associer les vecteurs, visiblement

unitaires :

x = (e1 +... +en) cos o, ol a = Arc cos 1/Vn,

n+l

1
[ o A —_ (=3
yi sin o (ei *nel ©O8 a), 1 Nn’

X =yisin(p+xn

i cos @, iENn, @ = Arc cos{-1/n).

+1
I1 est clair que (xi|xn+1) = cos Y, et que, pour 1¥#j :

(xi|xj) = (yi]yj)sinch + cos?y .

—C052G= -1 _ _cos®
sin“a n-1  l+cos @
La famille (xl,...,xn+l) est effectivement une solution.

Comme (yilyj) = , on a (xi|xj) = cos Q.

- Les autres sclutions devant &tre construites par le méme procédé a
partir des autres bases orthonormales de E, toutes les solutions sont les famil-
les :

[u(xl),...,u(xn+1)), oli u est un automorphisme orthogonal de E.

(Ce dernier résultat est d'ailleurs une application de l'exercice 5.2.2).
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Remarque. Au passage, nous avons démontré 1l'existence d'une famille obtu-
sangle de n+l vecteurs d'un espace euclidien de dimension n (résultat utilisé
au 2° de 1l'exercice précédent).

Soient E un espace euclidien de dimension n#3, k un vecteur unitaire
de E, s la symétrie orthogonalepar rapport i la droite Rk.
1° Montrer que @ : (x,y) »— (x[s(y)) est une forme bilinéaire symétrique.
Quelle est la signature de la forme quadratique ® de forme polaire @ ?
2° On note C le cdne isotrope de ®. On donne a €E tel que ®(a) >0.
a) Soit H = {x€E | ¢(x,a) =0}. Montrer que, pour tout x €H on a ®(x) <0.
Déterminer CN H,
b) Ici x€E est fix&. Soit D = {x+Xa | A €ER}. Montrer que CND est cons-
titué de deux points, sauf dans un cas que l'on précisera.

c) Quel est le noyau de la forme quadratique :

¥ i x > ©2(x,a) —O(a)D(x) ?

1° Soit (el,...,en) une base orthonormale de E telle que e =k.

En notant (El,...,ﬁn) et (nl,...,nn) les coordonnées de x et y, il vient:

ce qui montre que ¢ est une forme bilinéaire symétrique ; © a pour signature
(1,n-1), et est donc non dégénérée. O

Dorénavant nous é&crirons £ pour En et n pour nn s ainsi :
O(x,y) = 2&n-(x]y) ; O(x) = 262 - Jxl2

2° L'hypoth&se ®(a) >0 s'écrit : 204 >1lal?,
a) Soit x€H, ce qui s'éerit : ZEa=(x|a) ; on a :

2
O(x) = 262 - IxlI2 = (—}2{5)_‘ 1x 2

2 2
2121212 o

2
et done : O(x) < (x]a) -zl

(la seconde inégalité étant justifiée par Cauchy Schwarz), O
- 51 38 x€H on ajoute x€C, i.e. ®(x) =0, alors nécessairement :
O(x) = (x|a)2- lallZ2lxll¢=0, 1.e. (‘D(x) = 0) A (X ERa)

ce qui, compte tenu de ®(a) #0, s'écrit x =0.

Inversement, il est clair que O€CNH. Finalement : CNH={0}.

1
Remarque. H est 1'hyperplan (Rb) , oli b = g(a) vérifie ®(b) >0. En fait,
nous avons montré que, pour tout bEE tel que ¥(b) >0, on a CN (be)l = {0}.
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b) D est la droite affine définie par le point x et le vecteur direc-
teur a. L'équation "aux )" des points d'intersection de C et D est ®(x+Aa) =0,
il.e. :

22®(a) +2)0(x,a) +&(x) = 0 &)

Comme ®(a) >0, il est clair que si ®(x) <0, alors Sx a deux racines
distinctes.

D'aprés ®(x) = 2£% - lixll2, 11 en est ainsi (en particulier) si
x € CRk)l, et x #0. Essayons de nous ramener & ce cas. D coupe 1l"hyperplan CRk)l
en un unique point y = x —Eu-la, tel que ®(y) = - liyll2,

On peut définir D par ce point y et le vecteur a. CAD est donc cons-
titué de deux points distincts, sauf si y=0, i.e. x €Ra, auquel cas CND={0}.

c¢) Somme de deux formes quadratiques, ¥ est une forme quadratique.

Pour tout Xx€E, ¥(x) est le discriminant de 1'&quation (&x), qui a
deux racines si x #Ra, et une seule si x €ERa. La forme ¥ est donc positive, de
cBne isotrope Ra ; la positivité fait que le noyau de ¥ coIncide avec son cdne

isotrope. O

Remarque. Dans le cas n =3, le lecteur pourra justifier sans calcul les
résultats de 2° a) et b). E &tant muni de sa structure affine canonique, il
utilisera en a) le/un plan de symétrie de l'ensemble C UH (plan (0;(k,b)],
et en b) le/un plan contenant O et D,

_5._2_—-]_.6] Soit E un espace euclidien de dimension 3. On se propose de montrer
que le groupe & des rotations de E est simple, i.e. que les seuls sous-groupes
distingués de & sont {IdE} et /.

U est 1'ensemble des vecteurs unitaires de E ; pour tout x €U, 8, dési-
gne la symétrie orthogonale par rapport & la droite Rx.

1° Montrer que, pour tout (x,y) €UWU?, 11 existe r €ER tel que rsyr-1 = s,.

2° Soit @ un sous-groupe distingué de & distinct de {IdE}.

a) Montrer qu'il existe une rotation non identique p€ G telle que

{(u]p(u)) <O pour tout u €U orthogonal i 1l'axe de p, et qu'il existe v € tel
que (v|p(v)] =0,

b) En déduire qu'il existe une symétrie syeg , et conclure,

1° Soit (x,y) €W?2, Pour toute rE€R, T = rsyz“1 est une rotation {produit
de rotations) involutive (2 = IdE est évident), distincte de IdE (sans quoi on
aurait rsy =71 et sy = IdE)’ et elle conserve visiblement le vecteur unitaire
r(y) ; T est donc sr(y)' I1 suffit de choisir r de fagon que r(y) =x (ce qui

est possible d'une infinité de mani&res) pour avoir 1 =s_. ]
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2° Il s'agit de montrer que § = &, i.e. que G contient toute r €R , Comme
toute rotation peut &tre considérée comme le produit des symétries orthogonales
par rapport @ deux droites, il suffit de montrer : sxeg pour tout x €9l,.
Mieux, il suffit de montrer qu'il existe un y€€l, tel que sye(j’ . En
effet, s'il en est ainsi, pour tout x €9Y, on dispose, d'aprés 1°, d'une r €R

-1, qui appartient au sous—groupe G (puisque

telle que 5, coincide avec rsyr
celui-ci est distingué).

a) D'aprés § # {IdE}, il existe une rotation non identique r€§ . Soient
w €U invariant par r, et u€ Y orthogonal 3 w ; ayant orienté E, on dispose de

P = wAu. On pose :
r(u) = u cos® +psin® ; d'oli : (u|r(u)) = cos 6.

Quitte 3 remplacer w par -w, on peut supposer 0 <6 <rw., Si m/2 <0 <, on adopte
*

p = r. Sinon, 11 existe k€K (pas nécessairement unique) tel que 7/2 <k§ <,

et on adopte p = rk (qui appartient 3 §), C

- L'existence de p &tant acquise, on consid&re un vecteur unitaire :
v = ucosP+wsing, avec 0 <@<t/2.

Oon a : [v|p(v)) = [u‘p(u)] cos?p + sin?@, ce qui, comme (uip(u)) <0 per-
met de choisir ¢ de fagon que (v|p(v)) = 0. |
b) Le groupe G &tant distingué, de p €G on déduit

= -1 (=
s,PS, = s_ps g

et donc : svpsvp'leg (puisque p-! appartient aussi 3 G ),
' 5 ° -1 = € i
Mais (d'aprés 1°) ps,p sp(v), et donc SVSp(V) G, oli v et p(v)
sont des vecteurs unitaires orthogonaux, ce qui s'écrit syEQ, oli y est le vec-

teur unitaire v Ap(v). 0

Soit A = [uij] une (n,n) matrice orthogonale réelle ; on note ¢ la som-

me de ses &léments. Vérifier |o| <n.

n
R" est muni de sa structure euclidienne canonique : la base canonique
€ = (el,...,en) est orthonormale. On note e = (el,...,en) la base orthonormale

de R" telle que A solt la matrice de passage de € 4 e. Ainsi :
n
i€ -
Yj Nn ej El aijei
dont on déduit :

V(i!j) EN& (eilej) = a

Yo I3 e,)
et donc : o= ( £ e .
=1t s

ij
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n 2
jz=:1 e ” .

S'agissant de familles orthonormales :

n 2
Retenons : 0?2 < Il Y € “ x
=1 1

H n 2 n n i N
e = (}: e | T e ) = 3 We, 2= n
;E% 1 = B I = B A = B
n 2
et, de méme : “Z e “ = n. o
=1 9

5.2.8 1° a) Soit AG.M,HCR) antisymétrique. Montrer que :

(I+B) (I+A) = 2I (I :matrice unité (n,n)) (1)
définit une unique BE.M;HCR), que B est orthogonale (B€0(n)), et qu'elle n'ad-
met pas -1 pour valeur propre.

b) Soit BE€0(n), n'admettant pas -1 pour valeur propre. Montrer que (1)
définit une unique AE.M_,nCR), et que A est antisymétrique.
2° Montrer que les (3,3) matrices réelles orthogonales droites sont les

matrices de la forme :

a?-32y2462  2(aB-Y8) 2 (yo+B9)
S = | 2(aB+y8) -02+p2-y2+4§2  2(By-ad)
2 (ya-R&) 2(By+ad) —02-B2+y2+62

avec (a,B,Y,8) ER* et aZ+B2+y2+82 = 1,

Pour toute (n,n) matrice M on a : (I+M)(I-M) = (I-M)(I+M).
Si I-M est inversible, on a, en multipliant i droite et i gauche par (I-M)"!:

(I-M)~1(14M) = (T+M) (I-M)~}? (2)

1° a) Soit AEJ(,nCR) antisymétrique.
Au titre d'élément de ,A(,n((t), A est antihermitienne ; iA est hermitienne,

-

et donc 4 valeurs propres réelles ; les valeurs propres de A sont imaginaires
pures. On en déduit que AE.,M_,nCR) n'admet pas de valeur propre sauf, &ventuelle-

ment, O ; I+A et I-A sont donc inversibles et (1) définit, sans ambiguité :
B = - I+2(1+A)"1,

En utilisant :- I= (I+A)(I+A)'1, on obtient : B = (I-A)(I+A)~!,

Dol : B-1 = (I+a)(1-a)"!

et aussi, compte tenu de tA =-A, tI =T et t:(M‘l) = (tM)'1
'3 = (1-a)"1(1+a).

En utilisant (2), on en déduit B! = B ; B est donc orthogonale,

~ D'aprés (1), I+B est inversible ; -1 n'est pas valeur propre de B. O
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Remarque. Pour toute Mfio(n), le polyndme caractéristique Xy g'écrit :
x-1)P(x+1)9 [ T(x2-2X cos 8, +1), 6, €l0,n[ . 3)
k=1

Ona : det M= (-1)q ; M est donc droite &(GSO(n)) si, et seulement si q est
pair, condition remplie si -1 n'est pas valeur propre de M.
Ici det B = 1 se retrouve en utilisant :

det (1-4)
det (I+A)

b) Soit BE0(n), n'admettant pas -1 pour valeur propre (on a :BESO(n)) .

det B = et (I-A) = t(I+A).

De : I+B est inversible, on dé&duit que (1) définit, sans ambiguité :
A= -1+2(1+B)71 .
En utilisant : I = (I+B)(I+B)'1, on obtient : A = (I-B)(I+B)‘1.
D'oli, compte tenu de tp = 51 ;
ta = (148 1)-1(1-3"1) = (B+D)"1(B-I).

En utilisant (2), on en dé&duit : tA = —-A ; A est donc antisymétrique.

2° a) D'aprés le 1°, BEM:3(R) est orthogonale droite, n'admettant pas -1
pour valeur propre, si, et seulement s'il existe (a,b,c) €ER3 tel que :
[—0 c -b W
B=-I+2(I+A) "}, ol A= [-c O a
b -a O

On calcule successivement I+A, det(I+A), (I+A)~! ; on trouve :

T aZ-b2-c2+41  2(ab-c) 2(ca+b) B
- 1 , calih2_n2 -
B = ml 2 (ab+c) ac+hbé=cc+1 2(bc-a)
2(ca-b) 2(bc+a) -a2-b2+c2+1

Pour obtenir une expression homogéne, on pose :

a=a8"l |, b=851 | c=ys"1

ol § est choisi de facon que : §2(a2+b?+c2+1) = 1, ce qui entraine :
a2+p2+y2462 = 1,

On aboutit ainsi 3 la forme : B = §S,
b) Etudions maintenant BE€S0(3) admettant -1 pour valeur propre,

D'aprés (3), -1 est racine double de Xg» et 1 en est racine simple,
On en déduit aisément que, R3 &tant muni de sa structure euclidienne cancnique,
B représente dans la base canonique (el,ez,e3), qui est orthonormale, une symé-
trie orthogonale par rapport d une droite., Un calcul classique montre que, cette
droite étant notée Rk, avec k = ae;+Be,+ve; et aZ+B24+y2 = 1, la matrice B s'é-
crit :
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2a2-1 208 2vya 1
208 282-1 2By |
2ya 28Y 2y2-1 |
On reconnalt la matrice S dans laquelle § = 0. a

Soient E un espace hermitien et u une application de E dans E véri-
fiant :

V(x,y) €E2  (u(x)|u(®)) = (y]|x) (1)

Montrer que u est semi-linéaire.

E, qui est hermitien, admet une base orthonormale (el,...,en). On a :

v(1,3) €N2 (u(ei)|U(eJ.)] =(ejlei) =8y
Ainsi (u(el),...,u(en)) est une base orthonormale de E.

Pour tout x€E, on a :
X = {: Eiei , avec Ei = (eilx),
i=1 .
et : u(x) = j§1 giule), avec £ = (u(ei)]u(x)].
En utilisant (1) : Ei = (x|ei) ='Ei. D'ou :
u(x) = f‘P'_,l £y ule,).

Il est alors clair que u est semi-linéaire. O

5.2.10 | ¢3 étant muni de sa structure hermitienne canonique, soit u€L(¢d

représenté dans la base canonique (81,82,83) par la matrice :

0 -2 -1
A= |2 0 2
1 -2 0

Trouver les bases orthonormales de ¢3 qui diagonalisent u.

e La base canonique étant orthonormale, et A &tant anti-hermitienne 1'en-
domorphisme u est anti-hermitien. Comme iu est hermitien, il existe des bases

orthonormales de 4¢3 qui diagonalisent iu. Or une base diagonalise u si, et seu-
lement si elle diagonalise iu.

e Le polynSme caractéristique de u est X (X249) ; les valeurs propres sont :

A, =0

. s Ay =31; A, = - 3i,

3

On constate que les sous-espaces propres associés sont Gel, ¢e2, ¢e3, avec
e, = (2,1,-2), e, = (4+3i,2-61,5), e, = {(4-31,2+61,5).
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Deux vecteurs propres associés i des valeurs propres distinctes &tant or-
thogonaux, aussi bien pour u que pour iu, (e),ep,e3) est une base orthogonale
de ¢3 (ce qu'il est aisé de vérifier directement). Nous allons la normer en

utilisant : lle;li2 =9, et :
leall2 =llezh2 = |4+31|2 +|2-61|2 +25 = 90.

Nous disposons ainsi de la base orthonormale de ¢ , (c1'°2'°3)' oli :
€1 €2 €3
cl = e—— ’ C. =

2 » €3 % .
3 3vio 3vio

Dans cette base, u est représenté par diag(0,31i,-31). Comme on peut rem-~

placer ¢ ,c,,c; par les vecteurs opposés, on a 8 solutions.

Soient E un espace hermitien et a un vecteur unitaire de E.
A tout k€¢ on associe u€L(E) défini par :
xt= x +k(a|x)a.
A quelle condition u est-il :
1° bijectif ? (on explicitera u~ D)

2° hermitien ? : 3° unitaire ?

-

La linéarité de u tient 3 celle de p : x +—> (a|x)a, qui est le projecteur

orthogonal sur la droite ¢a, On a :
= Id, +kp = (ktl)p +q

ol q = IdE-—p est le projecteur orthogonal sur 1'hyperplan (ca)l
Soit e = (el,...,e ) une base orthonormale de E telle que e; = a et que

(e RPN ) soit une base orthonormale de (¢a) .0na:

Mat(uze) =D ol D = diag(k+l,l,...,1).

1° Pour que u soit bijectif, il faut et il suffit que D soit inversible,

i.e. que k+1 #0. Lorsque cette condition est remplie on a :

D-1=diag (T('];'_l'l’...’l) et u-l = IdE_-kl-:_lp

2° Pour que u soit hermitien, il faut et il suffit que D soit hermitienne,
i.e. que k€R.

3° Pour que u soit unitaire, il faut et il suffit que D le soit, i.e. que
*

Db =T, ce qui s'gcrit [k+1] = 1. O

15.2.12 | Soient E et F des K-espaces vectoriels et u€L(E,F), On cherche toutes

les u' EL(F,E) vérifiant’ uu'u =u et u'uu' =u'. Q)]
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a) Montrer que si u' est une solution, alors :
Ker u ®Im u' =E et Ker u' ® Im u=F,.

b) Inversement, montrer que, pour tout couple (E',F') oli E' est un supplé-
mentaire de Ker u dans E et F' un supplémentaire de Imu dans F, il existe une
unique u' €L(F,E) vérifiant :

uu'u =u et u'uu'=u' et Ker u'=F' et Imu'=E'. (2)

¢) Conclure.

a) De (1) on déduit u'vu'u = u'u ; p = u'u est donc un projecteur de E.
De p=u'u et u=up on déduit Ker p= Ker u.
De p=u'u et u'=pu' on déduit Imp= Imu',
Commer Ker p® Im p =E, il vient Ker u® Im u' =E,

- On montre de m@me que ¢ = uu'

est le projecteur de F de noyau Ker u' et
d'image Im u, ce qui entraine Ker u'®Im u = F, a
b) Soit un couple (E',F') (dont on admet 1l'existence si E et F sont de
dimension infinie). Nous savons que u induit un isomorphisme u de E' (supplé-
mentaire de son noyau) sur son image Im u.
e Supposons qu'il existe u' €EL(F,E) vérifiant (2). D'aprés a), uu' est le

projecteur q de F de noyau F' et d'image Im u. Pour tout y €F nous avons :
(W EE) Alw'(y) = q(y)] i.e. u'(y) = @ qy)).

e Si (2) admet une solution, celle-ci est donc v :y +> (u)~! [q(y)) .

e Inversement cette application v est lin&aire, de noyau F' et d'image E' ;
elle vérifie uv=q, et donc uvu = qu = u et vuv = vq = v, C'est 1l'unique solu-
tion de (2).

c) Il est clair que, quand (E',F') décrit l'ensemble des couples formés

d'un supplémentaire de Ker u dans E et d'un supplémentaire de Imu dans F, la

solution v de (2) 1iée 3 (E',F') décrit 1'ensemble des solutions de (1).

Remarque. Si u est un isomorphisme, le seul choix possible de (E',F') est
(E’{OF ) ; (1) admet u~! pour solution unique, ce que 1'on peut d'ailleurs

constater directement,

5.2.13 Soient E et F des espaces euclidiens {resp. hermitiens) et u€L(E,F).
+ . oy P . .
On note u 1l'unique élément de L(F,E) qui vérifie (cf. exercice précédent) .
+ + + + +
Ut u=ujuuu =u ;Keru=(Imu)l,Imu+=(Keru)l.

+ . .
1° Montrer que, pour tout yOEF, x, =u (yo) est la meilleure solution ap-

prochée en norme de 1'équation u(x) = Yo» ce qui signifie que :

i) Pour tout x€E, on a Ilu(x)-yoll > Ilu(xo)—yoll H

et ii) Pour tout x EE~ '{xo} tel que IIu(x)-yoll = Ilu(xo)—yoll ,» ona x| > ilxoll.
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*
® a) Montrer qu'il existe un unique u €L(F,E) vérifiant :

V(x,y) €EE xF [u(x)'y) = [xlu (y))E . 1§D
Déterminer le noyau et 1'image de u .
* % .
b) Montrer que si u est injectif, alors : u' = (u u)"lu , et que, 8i u

. . + * ok
est surjectif, alors : u =u (uu ) *.

Ici (u+)+ =y ; uet ut jouent des rdles symétriques ; on dit que ut est
1'application pseudo—-inverse de u.
1° On a u(x) €EImu pour tout xEE ; d'autre part (cf. exercice précédent)
u(xo) = uu+(y°) est la projection orthogonale q(yo) de ¥, sur Imu ; d'oll i).
e Pour tout x€E tel que Ilu(x)—yoﬂ -Ilu(xo)-yoll -Ilq(yo)-yoll , On a

1 .
u(x) = q(yo) = u(xo), i.e, x—xOGKetu ; en outre XOE(Ker u) ; d'cl ii), O

A s s
Remarque. On constate que x  est 1'unique solution de norme minimale de
1'équation u(x) = q(yo), et n'est solution de u(x) =y, due si Y, EImu (ce

qui est toujours le cas si u est surjectif). D'autre part, si u est injectif,
alors x, est la solution unique de u(x) = q(y ). Ceci explique que le calcul

de u' 2 partir de u se simplifie lorsque u est injectif ou surjectif.

2° a) On rapporte E et F de dimensions m et n 3 des bases orthonormales
*
e et f, et on pose : A = mat(u;e,f). On constate que u €L(F,E) vérifie (1),

*
si, et seulement si B = mat(u ;f,e) vérifie (dans le cas hermitien) :
*
V(X,Y) €M L (6) xlo. (&) X A'Y = X BY
m, ] n, l

*
ce qui s'écrit B = A . O

e En utilisant (1) on obtient :
Ker u = {y€F |vx€E (u(x)|y} = 0} = (Im u)l
Comme (1) entraine (u*)* =y, on en déduit :
Ker u = (Im u*)l, et done : Im n‘r = (Ker u)l.
e Notons que nous avons généralisé la notion d'adjoint d'un endomor~

phisme.

b) Ici u est injectif. Nous avons par (1) :
*
VYxEE (xlu u(x)] = Jlu(x)ll?

dont nous déduisons : Ker(u u) = Ker u = {0 }, et u uGGL(E)
Nous disposons ainsi de u' = (u u)"lu €L (F,E), avec u u-Id
D'oll, d'une part : uu'u = u et u‘uu' =u,dautrepart:
Ker u' =Ker u* = (Im u)l, et enfin, tout x€E é&tant 1'image de u(x) par u'
Im u' = E = (Ker u)l.

. . . + ., » * %
D'apr&s l'unicit& de u , il en résulte : (u u)~lu =u+. ()

. . ' e * * +
e Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : u (uu )~! =u  dans

le cas ol u est surjectif.
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5.2.14 Soient E un espace hermitien, et u un endomorphisme de E. Montrer
* (] I3 ]
que u commute avec u (i.e. est normal) si et seulement s'il existe un poly-

néme PEC¢[X] tel que u‘r = P(u).

. * R *
La condition est suffisante. Il est clair que u =P(u) entraine u u=uu .U

* *
La condition est nécessaire. Par hypoth&se u u = uu .

Comme u est normal, il existe une base orthonormale e =(el,...,en) de E
telle que :
mat(uze) = diag(ul,...,un).
On en dé&duit :
mat(u*;e) = diag(;},...,ag).
Désignons par Al,...,lp les éléments distincts de l'ensemble {ul,...,un}.
D'aprés 1'étude du polyndme d'interpolation de Lagrange, il existe PE€ ¢ [X] tel que:
VkEN P(A) = A.
Il en résulte :
ViGNn P(a.l) =a,.
et : mat(P(u);e] = diag (P(al),..., P(al)] = mat(u*;e)

*
et done : P(u) = u ., N

5.2,15 Soient E un espace euclidien, et (ui)iEI une famille d'endomorphismes
symétriques de E. Prouver 1l'équivalence des assertions :
i) Les u; commutent deux 3 deux.

ii) I1 existe une base orthonormale de E qui diagonalise chacun des u; .

e Il s'agit d'une extension de 1'exercice 4.2.4. On s'appuie ici sur la
propriété suivante, dont la démonstration est immédiate : Pour tout endomorphisme
symétrique u d'un espace euclidien E, et pour tout sous espace non nul F de E
stable par u, L'endomorphisme v de F induit par u est symétrique.

o Reste a reprendre les démonstrations du 4.2.4, en remplacgant base par
base orthonormale et diagonalisable par symétrique, et en remarquant que (dans

la vérification de i) = ii)) la somme directe E = EI‘SE; est ici orthogonale.

5.2.16 Soient E un espace préhilbertien réel, et u un endomorphisme de E
. . . * * *
qui admet un adjoint u tel que : uu-uu = IdE . Q)]
1° Montrer que dim E =+», et que u est injectif.

*
2° On note h = u u,
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a) On suppose que h admet une valeur propre A ; soit x, un vecteur pro-
*
pre associé ; on note un(xo) =% et (u )n(xo) = Yo nEN, Vérifier :
h(xnl = (vm)x 5 h(y ) = (-n)y, . (2)
En déduire : AEN .,
* .
b) Montrer que si u est non injectif, alors h admet des valeurs propres
*
qui sont les entiers strictement positifs. Vérifier que, pour tout pEN , le
. o p-1 *
sous-espace propre associé & la valeur propre p est u (Rer u ).
3° Montrer que 1'on obtient un exemple de la situation qui vient d'é@tre
étudiée en adoptant E = R{X], muni de la structure préhilbertienne :
n n
= t
(o (Zo,x") = Tatap,

et u:P+— XP,

. * w .
1° a) Si E &tait de dimension finie, on aurait tr(u u-uu ) =dim E & cause
* *
de (1), et tr(u u-uu ) = 0 3 cause de tr AB = tr BA. 0

b) Pour tout x€EKer u, on a :

Ilu*(x) 12 = [u*(x) lu*(x)] = [x[uu*(x))
= (x|u"u@x)) - 1xl2= - 1x12
et donc lxll2< 0, ce qui exige x =0. a

* * *
2°0na:th = (uu) =h ; h est donc symétrique.
*
De plus : (x[u u(x)) = Jlu(x)l12>0 pour x#0 (u est injectif).
Enfin, si h(xo) = Axo et x #0, alors (xolh(xo)) = Allxoll2 ; toute va-
leur propre éventuelle de h est donc strictement positive.
a) Par hypothése : h(xo) = Axo et X #0. De u*u(xo) = )\xo on déduit,
en prenant les images par u, et en utilisant u(xo) =x ¢
*
uu (xl) = Ax], i.e. h(xl) = (H—I)xl.
Comme u est injectif, X, #0 entraine X #0 3 (A+1) est valeur pro-
pre de h, un vecteur propre associé &étant X, = u(xo) .
Par récurrence : pour tout n€N, A+n est valeur propre de h, un vec-—
teur propre associé &tant x = un(xo).
* . -
e Deu u(xo) =)\x0, i.e. uu*(xo) = ()\—l)xo, on déduit, en prenant les

. * v e *
images par u et en utilisant u (xo) =y ¢
h(y;) = (-Dy,.

Par récurrence : h(yn) = ()«—n)yn pour tout n€N,
. PR * _ * . . .
En outre : IIy1 s = (u (xo)|u (xo)J = (xo|uu (xo)] ce qui entraine :

Ilyl 12 = (A=1) llxoll2 et, par récurrence

*
IIanI2 = (A-n) (A—n+1)..(A-1) !Ixc.ll2 pour tout n€N ,
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- 81 AER n'était pas entier strictement p031t1f, on trouverait
nEN tel que Hy ||2<0 d'oll, nécessairement : )\GN .
On constate alors : y =0 pour n@}, yn¢0 pour n€{1,...,A-1},
Ainsi : pour tout n€{l,...,A-1}, A-n est valeur propre de h, un vecteur propre
associé étant Y, = (u*)n(xo).
ee En conclusion : si h admet une valeur propre, alors h admet une infi-
nité de valeurs propres, qui sont les entiers strictement positifs.
b) Pour le moment, on ne fait aucune hypothése sur 1l'injectivité de u*.

*
A tout p€EN , on associe les sous-espaces de E :
- *
Ep = {x€E | h(x) = px} ; Fp =P 1(I(er u).

On va montrer par récurrence : Ep F pour tout pGN .

- Il est clair que El =F1. En effet xEE s'écrit uu (x) = et aussi

1

*

(u étant injectif) u (x) = 0, i.e. xGFl.
- = a 3 > = .
Reste 3 montrer que, E Fp étant acquis (p=>1), on a Ep+1 Fp+l
Soit xEEp+1\{O} ; X est vecteur propre de h, associé a la valeur

propre p+l ; d'apr&s a), u (x) est vecteur propre de h associé & la valeur pro-

* * *
pre p ; on a u (x) EFp, et donc uu (x)EFPH. Or uu (x) = h(x)~x = px ; d'cl

xer_'_1 ; ainsi : Ep+1CFp+l'
Inversement soit xEFp+1 ; 11 existe yEFp tei que x =u(y), et donc
px = u(*py) 3 puisque yEEp, ceci s'écrit px = uh(y) = uu u(y), et encore
px = uu (x), dont on déduit h(x) = (p+1)x et xEEp_’_1 s ainsi FP p+1 m]
e Ajoutons maintenant 1'hypoth&se Ker u*#ﬁ{o} L'injectivité de u, et

donc des up_l, fait que aucun des Ep =Fp n'est réduit 3 {0}. Tout pGN est

valeur propre de h, le sous—espace propre associé étant Fp'

[ ¢ - - s . * [}
3° On constate aisément que u admet pour adjoint u :P1— P', et que (1)
ccs s * - . *
est vErifié ; u est non injectif, Ker u &tant l'ensemble des constantes ;
h est P+ XP'+P ; 1'étude qui préci&de en fournit les valeurs propres et les

sous—espaces propres, qu'il est - bien siir — aisé d'obtenir directement.

5.5, ENDOMORPHISMES POSITIFS., MATRICES POSITIVES
APPLICATIONS

e Les notions introduites dans les deux exercices qui suivent sont utiles

dans de nombreux exercices.

ENDOMORPHISMES HERMITIENS POSITIFS. Soient E un espace hermitien, et

h un endomorphisme hermitien de E. Prouver 1'équivalence des assertions
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i) La forme hermitienne ® sur E, associée 3 h par ¥(x) = (xlh(x)] est
positive (resp. positive, non dégénérée) ;

ii) Les wvaleurs propres de h sont positives (resp. strictement positives).
Lorsque ces assertions sont vraies, on dit que h est positif (resp. strictement

positif).

On sait que le polyndme caractéristique de l'endomorphisme hermitien h est
scindé sur R, et que (ul,...,an) désignant un systéme de ses racines, il existe

une base orthonormale (eI,...,en) de E telle que h(ei) = a;e. pour tout ielﬂf

On a :
n n n
o (Z Eiei) = Z s Eilz pour tout (£,,...,§ ) €¢ (1)
i=1 i=]
et donc : o(ei) = a; pour tout 1GNn . (2)
i) = ii). Résulte de (2).
ii) = 1) . Résulte de (1). D

MATRICES HERMITIENNES POSITIVES. Soit H une matrice hermitienne.

Prouver 1l'équivalence des assertions :
i) La forme hermitienne ® sur ¢™ associde 3 H par O(X) = X*HX est posi-
tive (resp. positive, non d&générée) ;
ii) Les valeurs propres de H sont positives (resp. strictement positives).
Lorsque ces assertions sont vraies, on dit que H est positive (resp. stricte-

ment positive, et aussi positive, non dégénérée).

Ici (i) équivaut en effet & : 1'endomorphisme hermitien de ¢" muni de sa
structure hermitienne canonique qui est représenté par H dans la base canonique
(orthonormale) est positif (resp. strictement positif). a

Une matrice hermitienne positive est ainsi représentative :

- d'un endomorphisme hgermitien positif d'un espace hermitien dans une base
orthonormale ;

- d'une forme hermitienne positive d'un ¢-espace vectoriel (base quelconque).

Remarque. Il va de soi que le lecteur pourra se limiter 3 définir les endo-
morphismes symétriques positifs d'un espace euclidien, et les matrices réelles,
symétriques positives.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n>0, ® une forme
quadratique sur E, et A = [aij] la matrice qui représente ® dans une base donnée

€ = (sl,...,en) de E. A tout kENn, on associe :

Ak = det A.k, oii A.k = [Gij] ’ (isj)eni'
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1° On suppose ici : Ak¢0 pour tout kENn. On pose Ao =1, Montrer que la
signature de ® est (n-q,q), oll q est le nombre des changements de signe entre
deux éléments consécutifs de la famille (AO,AI,...,An).

2° Montrer que @ est positive non dégé&nérée (i.e. que A est strictement

positive) si, et seulement si Ak>0 pour tout kENn.

e Les matrices 4, et donc Ak sont symétriques.

e Pour tout kENn, la restriction tbk de © au sous-espace Ek de E dont une
base est (e],...,ek) admet Ak pour matrice dans cette base ; G)k est donc non
dégénérée si, et seulement si Ak=#0. On note @ la forme polaire de D, -

1° Ici les Ok sont non dégénérées. Pour tout kENn, la signature de <I>k
s'écrit donc 0 = (pk,qk), avec p +q, = k, et on a (en utilisant une base @ -or-
togonale de Ek) : sgn Ak=(-l) .

e Soit KEN _,. En utilisant deux fois la dé&finition d'une signature, on

constate qu'il existe un sous—espace F, de Eps de dimension P> tel que la res-

k
triction de Y a Fe soit définie positive, et que, F, étant un sous-espace de
Ek+l' on a: p.., =dim Fk'

Ainsi Pr+l >pk et, symétriquement, Qe >qk.

Compte tenu de Pl +qk+l =pk+qk+l, deux cas sont possibles : ou bien
Okl = (pk+l,qk), ou bien g, | = (p,q,*+1).

Il est clair qu'ils correspondent respectivement 3 A >0 et 3 A A <0.

ki+1 Klrtl
e En utilisant 9y =] si Al <0 et q, =0 si Al >0, la proposition s'en déduit

par une récurrence immédiate. 0

2° On rappelle qu'une forme quadratique positive est non dégénérée si, et
seulement si elle est définie.

e La condition est nécessaire., Par hypothé&se, ® est définie, positive.

Pour tout kGIIn. @, est donc définie positive, ce qui exige Ak>0.

e La condition est suffisante. Par hypothé&se, Ak>0 pour tout kENn.

L'étude du 1° s'applique, avec ici q =4 = 0 pour tout 1<ENn, ce qui en-

traine que Q¢ est positive, non dégénérée. O

Soit A = [Qi.j] E.M:n(R)y oil aij = l/(i+j)-

Montrer que la matrice A est strictement positive.

Premidre solution, On utilise 1'exercice précédent. Ici (cf. 3.3.10)
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VpEN_ A = TT -1)27 T J(i+j) >o. (i
P i<i<i<p i,j

Seconde solution. On utilise 5.3.5, 2° avec a, = iet bi =1,

1° Soit f =(f1,...,fn) une famille d'applications continues d'un
intervalle réel f[u,v], u<v, damns R. A tout (i,j) EN%, on assccie :

v
aij = f fi(t)fj (t)de.

u

La matrice A = [aij] est~elle positive ? strictement positive ?

° 3 1 3 = _1 .
2° Etudier la matrice A [a..lj] , avec aij (aibj +ajbi) , oi les a; et

les bj sont des réels strictement positifs,

1°) La matrice AE.,K,nCR) est visiblement symé&trigque.

Pour toute matrice °X = [gl...En] E'M"l n(R), on a :
H]

v /s n 2
txax =f (E Eifi(t)) dt

u i=1
et donc :
i) Exax 20, ce qui montre que A est positive ;
n
ii) t:XAX = 0 si, et seulement si Z F’ifi est 1'élément nul du R-espace
i=o

vectoriel E des applications continues de [u,v] dans R.
De ii) on déduit que A est strictement positive si, et seulement si la

famille f d'éléments de E est libre.

Remarque. Le résultat s'étend au cas oli, les fi n'étant définies et con-

tinues que sur Ju,v], les intégrales o’ij convergent.

-l/2+ai/bi

2° Ieiu=0,v=1, et fi(t) = l/bi.t . Le 1° s'applique (compte

tenu de la remarque s'il existe iENn tel que ai/bi <1/2), avec

-1 . s s m
a¢,. = (a,b.+a.b.) . La stricte positivité de A correspond au cas oil les a, /b,
ij i73 79371 i""i
sont deux 3 deux distincts (ainsi que l'on s'en assure en étudiant la fonction

n
Z £.£.(t) au voisinage de 0).
i=0 't

Soit g une application continue, positive et non nulle d'un inter-

valle réel [u,vl, u<v, dans R, A tout (i,j)€{0,l,...,n} on associe :

\' 4 i+-
.. =f t* g (t)dt.

1) u

Montrer que la matrice A = [uij] , (i,i)€{0,...,n}2, est inversible,

Cet exercice est voisin de celui qui préc&de. Nous allons prouver le résul-

tat plus fort : la matrice symétrique A est strictement positive.
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t
e Pour toute X = [go...gn] G'M’l,ml(n)’ on a

tXAX = fv (% g.ti)z g(t)dt =0,
u ‘=0 *

e Supposons maintenant que la matrice-colonne X est non nulle. On lui
associe la fonction PX :tl—+~5° +£1t + ... +£ntn qui admet un nombre fini de
racines,

Par ailleurs, d'aprés le choix de g, il existe un sous-intervalle [u',v']
de [u,v], non réduit 3 un point, sur lequel g ne prend que des valeurs stricte-
ment positives. La restriction 3 [u',v'] de la fonction positive
t +— (Px(t))zg(t) est donc non nulle, et son intégrale sur [u',v'l] est stric-

tement positive. D'oll, a fortiori, tyax >0. ]

Soient E un espace euclidien (resp. hermitien), u et v des endomor-
phismes symétriques positifs (resp. hermitiens positifs) de E. Vérifier :

O0<tr(uv) €tr u.tr v .

On sait qu'il existe une base orthonormale (el,...,en) de E qui diagona-

lise v; dans cette base, u et v sont représentés par des matrices de la forme :

A= [aij] et D = dlag(ll...kn).

n
On a : tr(uv) = tr(AD) = ) o,.A,.
f=p 3373

Or, d'aprés la positivité de u et de v :

., = (ejiu(ej)) ER, et )\j = (ejlv(ej)] €R,.

1]
n n
D'oi : o<tr(uv) & (Z a..) (Z )\.) = tr u.tr v. 0
j=1 1] j=1 J

Traduction matricielle. Pour tout couple (A,B) de (n,n) matrices réelles

symétriques et positives (resp. hermitiennes positives), on a :

O<tr(AB) €tr A.tr B.

On note G_ l'ensemble des (n,n) matrices rf.elles (resp. complexes)
triangulaires supérieures 3 &léments diagonaux dans R..

1° Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) de dimension n. Montrer
qu'd toute base € de E on peut associer une unique base orthonormale b de E
telle que PZG 'Gn.

2° Soit M une (n,n) matrice réelle (resp. complexe) inversible. Montrer

qu'il existe une unique TG'Gn telle que MT soit orthogonale (resp. unitaire).
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3° Soit A une (n,n) matrice réelle symétrique (resp. hermitienne) stricte—
ment pos:.t::.ve Montrer qu'il existe une unique BE'G telle que A = B B (B est
mis pour B dans le cas réel).

On note A = [aij] Montrer 0 <det A<| | age Cas d'égalité ?
j=1

D'aprés 3.2.10 toute matrice da'G_l est inversible, 3 inverse dans 'Gn.
1° I1 s'agit de justifier le procédé& d'orthonormalisation de Schmidt, ce
qui consiste 3 montrer qu'a toute base £ de E on peut associer une unique base

orthonormale b de E telle que :
) *
Vj ENn. [Vect(bl,...,bj) =Vect(el,...,ej)1 A [(bj[ej) ER+] . )

e Soit € une base quelconque de E. Supposons qu'il existe une base

orthonormale b telle que PZ €G,, ce qui s'écrit P;' €6, » et donc (1).

. od *
On a : Vi ENn [ej = tl(bih:j)bi] A [(bjle:j) ER+] .
1=
D'oll :
b (b It’:)e,oileJ= 12:1 (b |e)b (2)

ce qui fournit : lle.ll = (b.]|e.).
q j s le;)

Nécessairement, pour tout jEN s ON a bj = ejlllej I avec :

R

i=]
~ Inversement, on constate qu'd partir de e =€ s, (3) fournit (par
récurrence sur j) une unique famille e = (el""’en)’ que celle-ci est ortho-

gonale, formée de vecteurs non nuls et telle que :
Vi ENn [Vect(el,...,ej) =Vect(el,...,ej)] A [(ejlej) -Ilej 2y,

*
En posant bj =ej/ | e I, on a (bj Iej) = | e I €R_, et on constate que la famille

(bl""’bn) est une base orthonormale de E qui vérifie (1). ]

e € . . . . .
Remarques. a) Pe et donc Pe sont triangulaires supérieures 3 é&lé&ment dia

gonaux égaux 3 1.
b) Dans le calcul pratique des bJ., on utilise (2) plutdt que (3).

2° Ici E est R® (resp. ¢™) muni de sa structure euclidienne (resp. hermi-
tienne) canonique. On note c la base canonique, qui est orthonormale, et ¢ la
base quelconque définie par Pz =M. D'apr&s 1°, il existe une unique base b
orthonormale (i.e. telle que A = P: soit orthogonale ou unitaire) pour laquelle
b . -
T Ps appartient 2 'Cn. On a A = PcPE MT. O
Remarque. Cette décomposition fournit un calcul pratique de Ml =TAL,
_ *
avec A"l = %4 (resp. A™1l = A7),
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En fait, pour des raisons de "propagation des erreurs d'arrondis”, on n'u-
tilise pas la méthode de Schmidt, mais une récurrence (méthode de Householder)
conduisant & la décomposition de M sous la forme M = AR, A orthogonale ou
unitaire, R triangulaire.

3° Ici E est R" (resp. ¢n). La forme quadratique (resp. hermitienne) sur
E, © de forme polaire ¢, représentée par A dans la base canonique est positive,
non dégénérée. On dispose donec de 1l'espace euclidien (resp. hermitien) (E,¢).
La base canonique de E, qui est ici notée £, n'est en général pas Y-orthonormale.
Pour toute BE'Gn, on a A= B*B =B*InB si, et seulement si @ est repré-
sentée par In dans la base b définie par PE = B, i.e, si et seulement si cette
base b est Y-orthonormale. Or (cf. 1°), il existe une unique base @-orthonor-

male b telle que P;E'Gn. a

Remarque. La décomposition A = B*B permet de ramener la résolution d'un
systéme linéaire 3 celle de deux systémes 3 matrices triangulaires. La déter-
mination de la matrice B se fait assez facilement par coefficients indéter-
minés.

En pratique, lorsqu'elle s'applique, cette m&thode est préférable 3 la
méthode de Gauss.

*
e Soit [B ] la matrice BG'G telle que A = [a ] = B B.

Pour tout JENH, ona o= Z |81]|2>(B )2, (B
n'

Comme det A =det B det B = (WBJJ) , il vient :
j=1

n
0<det AT | a,.
‘m] ]
]
avec €galité si et seulement si Bij =0 pour tout (i,j) tel que i<j, ce qui

s'écrit : B est diagonale, et encore : A est diagonale. O

Remarque. Si A est positive, sans 1'@tre strictement, on a det A =0 ;
d'autre part ® est ici positive dégénérée, et les ass = ‘P(ei) sont des réels

positifs, On a :
0 =det A<| [ o,

=1 337
5.3.9 Soit M= [ui.] une (n,n) matrice réelle (resp. complexe). Vérifier :
n n
|det M{Z<T | (2 '”ijlz) (inégalité d'Hadamard).
j=1 ‘=]

*
A=MM= [u.lj] est symétrique (resp. hermitienne) positive (d'aprés :
L ]
pour tout XEJKn’l(@, onaXAX= (Mx)* (MX) >0), et (cf. exercice précédent)
on a :

|det M|2 = det A<W°‘jj’ avec o, = z bug o 17 u|
i=1 1=1

si R" (resp. ¢") est muni de sa structure euclidienne (resp. hermitienne)

canonique, |det M| est major& par le produit des normes des vecteurs-colonmes de M.
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5.3.10 1° Soit AG.M,n(R) antisymétrique. Montrer : det(In+A) =1,
2° Soient SE.M,n(R) symétrique positive, et TE.M:n(R) antisymétrique,
Montrer : det(S+T) >det § n

(On pourra commencer par le cas oili S est strictement positive).

1° Considérons A comme un &élément de ,)K,n(ﬁ:) ; A est antihermitienne, iA
est hermitienne et donc les racines de son polyndme caractéristique sont réelles;
les racines sur ¢ du polyndme caractéristique Xa de A, dont les coefficients

sont réels, sont imaginaires pures, et s'écrivent donc ; iul, - ial,...,iup, -iup,

0y...,0 avec 2p<n et a, >0 pour tout kENp. D'oll 1'expression, valable aussi

k
bien dans R[X] que dans ¢[X] :

det(XI -A) = x"2P TP'|'(x2+a2) .
n k=1 k

On en déduit :

det(I_+A) = (-1)"det(-I -a) = TEI' (1+02) >1. O
n n k=l k

2° Soit SG.Man(R) symétrique, strictement positive. Dans R" la forme qua-
dratique &, de forme polaire ¢, déterminée dans la base canonique & par
X 1> FXsX est positive, non dégénérée. On dispose de 1'espace euclidien (Rn,w);
le procédé de Gram-Schmidt permet d'en construire une base Y~orthonormale e,
dans laquelle & est représentée par In ; notant P = PZ’ nous avons t:PSP = In'
Soit TE.M,n(R) antisymétrique ; A = torp est antisymétrique, et, en

utilisant 1° :
1 <det(I +a) = det ("P(S+T)P) = (det P)2det(S+T).

Compte tenu de (det P)2det S =1, on obtient (1).

e Ici SG.M,n(R) n'est que symétrique positive. On dispose de QG.MJHCR)
€

R § R+.
Pour tout m€N , la matrice Sm définie par :

orthogonale telle que tasp = diag(ll,...,kn), A
t . 1 1
Qs Q@ = dlag(Al +E3...,An-+a)

est symétrique, strictement positive.

Soit TE.A(_,n(I{) antisymétrique. Pour tout m€N, on a :

det(sm+1‘) Zdet S, O
./K.n(R) est muni de son unique structure topologique d'e.v.n.
On a : 1im §, =S, on en déduit (1).

m3-tee

5.3.11 | POLYNOMES DE LEGENDRE. 1° a) Montrer que 1'on dispose de 1'espace pré-
hilbertien réel {RIX],(])), ot (]) : RIX])? — R est définie par :
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1
(P|Q) = P(t)Q(t)dt.
-1
b) Montrer qu'il ex1ste une unique famille orthonormale (P )ﬂ telle
que deg P =n et que (P |x )ER pour tout n€N., Montrer qu'il s'agit d'une

base de R[X] Exp11c1ter les polyndmes Po’ P1 et P2

1

n
2%t ax™
a) Montrer que Qn est de degré n, qu'il a n racines simples appartenant

2° A tout n€N, on associe le polyndme Q (){2 -nt

d]-1,1[ et qu'il est orthogonal 3 tout polyndme P tel que deg P <n.
b) Calculer "Qn"’ Qn(l) et Qn('l)-
c) Montrer P_ = )\ _Q et calculer A_.
n n*n n
L] : : e = ~ 3
3% Etablir : Vn€R Qn+l or.nXQn +BnQn—l ol a et Bn sont des réels que
1'on précisera.

4° Etablir : Vn€EN (XZ—I)Q;+2XQI'1-—n(n+l)Qn =

+1
1° a) Pour tout (P,Q) € (R[X])?, 1'intégrale f P(t)Q(t)dt existe ; pour
-1
= Q elle est positive, strictement si P=Q et P#O0 ; (|), qui est visiblement
une forme bilinéaire sur R[X], est définie positive ; c'est un produit sca-
laire. a

*
b) La condition : (deg Pn=n) A ((Pnlx“) ERJ pour tout n€N s'écrit :
*
VREN  [Vect(P_,...,P ) = Vect(x’,...,X)] a[(?_|X") €R ] .

Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt (cf. 5.3.8) assure l'exis-
tence et 1'unicité d'une famille orthonormale répondant & la question, donnée
par : -1

€ = {i
Vn€N P =E /IE Il ol E = P;B(P |x® )P, . (1)

On vérifie par récurrence que chaque mondme de Pn est de degré pair
ou impair, selon que n est pair ou impair,
e Il est clair que la famille (Pn), indexée par N et formée de poly-
ndomes &chelonnés en degrés, est une base de R[X].

e On calcule, de proche en proche :

E =1 ; Po=l/\/2_;E1 =X 3P, =V3/2 X ;E2=x2-1/3 ;P2=3\/1‘6/4.(x2—1/3).

o)

2° Un = ()(2-1)n est un polynéme de degré 2n : Ur(ln) et Qn sont donc des po-
lyndmes de degré n.
a) Un admet pour racines -1 et 1, chacune avec la multiplicité n,
Appliquons le théoréme de Rolle.
Ut'l, de degré 2n-1, admet pour racines =1 et 1, chacune avec la multi-

plicité n-1, et un Y1 €]~-1,1 ; en tout 2n-1 racines réelles.
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U;, de degré 2n-2, admet pour racines -1 et 1, chacune avec la multi-
plicité n-2, un Yo1 G]-l,yn[ et un y,, G]Y“,l[ ; en tout 2n-2 racines réelles.
(n)

n
distinctes appartenant a ]-1,1[ .

Par récurrence on aboutit 3 : U , et donc Qn’ de degré n ont n racines réelles

e En inté&grant par parties autant de fois que nécessaire, on constate

+1]
que, pour tout polyndme P, Jr Ugn)(t)P(t)dt s'écrit :
-1

_ _ _ Y 1
[u(“ l)P-Ur(ln Dpr 4+ (DD ]Unp(“ 1)]-1 +(—1)“_[lun(t)p(“)(t)dt.

n
Compte tenu de ce que 1 et -1 sont racines de Un,...,U(n-l), on a :
L n 1 ! (n)
fQ (t)P(t)dt = (-1) ——f U (e)P 7 (t)dt (2)
-1 ° 2% 1 ®
Si deg P <n, alors p(n) = 0 ; 1l'intégrale est nulle et Qn est orthogo-
nal 3 P.
!
b) Pour P=Q on a P(n)(t) -1 U(zn)(t) - 53313. D'oli, par (2) :
n n n n
2 n! 2 n!
! 1
I 1l = (-1)“%‘);[ u_(t)dt.
(212 J-1

En écrivant Un(t) = (t+l)n(t-l)n on obtient (par un calcul classique
que l'on trouvera au 4.2.]1 du tome I de nos exercices d'Analyse)
1
= (o1a® (a2 2n+l
[]Un(t)dt -1 O T 2 .

D'oil : Hinl2 -2

2n+l1’

e Par la formule de Leibniz, avec Vn = (X+1)n et Wn B(X—l)n :

vl oy my ey R Ry ()
n n n nn n nnn

D'od : Ui“)(l) = 2™n! et Ufl“)(-l) = (-)™2"!
. = - = - n
et donc : Qn(l) 1 et Qn( b (-1)".
*
¢) Pour n€N , on considére 1l'espace vectoriel Rn [X], de dimension n+l,

et on constate que les sous—-espaces RPn et RQn’ de dimension !, qui admettent

. *
le méme sous—espace orthogonal Rn—l [X] , sont confondus. D'ol Pn -}‘nQn avec An €R .

_ _ 2 2n+1
Compte tenu de WP Il =1 et liQ |l -‘\/m » On a |)\n] 1/ 7

n n -
On a en outre : (PnIX ) = An(Qn|X )EE:, et, d'aprés (2) :
n, _ ,_,\n 1 *
Q¥ = D" [ v (onweex
2 n! J-]

2n+]
5 .

Finalement : An =

3° Le polyndme XQ appartient 2 R ,;[X] dont une base est (Q
I1 s'écrit donc :

or o2 Qap) -

n+l

XQ, = 55; H;Q;> avec u ., #0 (puisque deg Q, =mn.
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Pour tout j €{0,...,n-2}, on a deg(XQj) <deg Q- D'oll :
n+l N

XQ.) = (XQ_[Q.) =0 = Q. 1Q.) = u. Q.1

(Q,|xq) = (xq [Q;) 12=j° M Q51050 = wy i
et ¢ xQn = un+lQn+l +unQn'yun-lQn—l'
Mais XQn, Qn+l
- . . ‘ox ' . -
donc Mo 0, ce qui justifie 1'écriture Qn+1 anXQn+B

et Q ont la méme parité, différente de celle de Q_ : on a
n—1 n

nQn-l'
En prenant les valeurs au point t =1, on obtient : o *Bn =1,

En &crivant que les coefficients dominants sont les mémes ;

L 1 ewr 1 (2n+2)!
P L 2™ (1)1 (neD)!

' . = g_rﬂ o 1

d'old : an e et Bn oyl

Finalement : (n+])Qn+l = (2n+1)XQn - nQn—l’ ce qui permet de calculer les Qn

de proche en proche, 3 partir de Qo =] et Q1 =X.
4° Reprenons Un = (xz-l)n. Nous avons UI'1 = 2nX(X2-1)n-l et :
(X2-1)U! = 2n XU .
n n

En dérivant les deux membres n+l fois par Leibniz :

(x2-1)u§“+2) +(n+1)2xut(1“”) +n(n+1)Ut(1n) = 2nxux(1“”) +2n(n+1)Ufln).
i.e. (xz-l)ufl'”z) +2xp{™ D —n(n+1)ut(1“) = 0. a

Remarque. L'é&tude s'étend 2 1'espace préhilbertien complexe ﬂtDﬂ,(l)) ol
1
(PlQ) = f P(t) Q(t)dt.
-1

PROJECTEURS ORTHOGONAUX. Soient E un espace euclidien (resp. hermi-
tien), p un projecteur de E, F 1'image de p et G son noyau.

1° Montrer que 1'endomorphisme p de E est symétrique (resp. hermitien) si
et seulement si G =FA. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que p est le projecteur
orthogonal sur F,

2° Montrer que le projecteur p est orthogonal si, et seulement s'il vé-
rifie :

Vx€E  llp(x) Il < lxl (1

1° Question classique. Rappelons la démonstration.
*
- Si p admet un adjoint égal 3 p ; Ker p =(Im p)l s'écrit G=If|'.

- Supposons G ==Fl. Pour tout (x,y) €E%, nous pouvons &crire :

x = p(x) +x', y = p(y) +y', avec (x',y") e(F'l)2
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et en déduire que (x|p(y)] et (p(x)‘y)] sont l'un et 1'autre &gaux 3

(p(x)[p(y)) . L'endomorphisme p est ainsi symétrique (resp. hermitien).

2° Le lecteur s'aidera d'une figure, faite dans le cas euclidien.
- 5i p est orthogonal, (1) est une conséquence de Pythagore.
- Supposons que p n'est pas orthogonal, i.e. que G%Fl . C'est qu'il existe
(a,b) €F xG tel que (bla) #0, ce qui implique a #0 et b #0.
Dans l'ensemble a +¢b, il existe un unique élément c tel que (bjc) =0 ;
il est donné par ¢ = a+Ab avec (b|a+ib) = 0 ; on a c#a.

Comme ¢ et a-c, de somme a, sont orthogonaux, on a (Pythagore) :
Nall2 =llcll?2 + Ha—cll2, avec a =p(c) et a-c #0,

I1 en résulte lip(c)ll > llcll. Ieci (1) n'est pas vérifié. d
Remarque. Une autre fagon de prouver que, si le projecteur p vérifie (1),

alors il est orthogonal, est d'utiliser 1l'exercice suivant (mais c'est moins
naturel).

Soient E un espace euclidien (resp. hermitien) et u€L(E) tel que :
Vx €E fu(x) I < lixdl (1)
On note p le projecteur orthogonal de E d'image Ker(I-u), oll I =IdE.
1° Trouver le noyau de p. En déduire que les sous-espaces Ker(I-u) et
Im(I-u) de E sont supplémentaires orthogonaux.
2° A tout nEN*, on associe u =?]l-(I+u+...+un_l). Montrer que (.C (E) é&tant

muni de son unique structure topologique d'e.v.n.) on a :

lim u = p.

n-+o

1° Ker p et Im p = Ker(I~u) sont supplémentaires orthogonaux.

Nous allons montrer : Ker(I-u) = Ker(I-u) - (2)
I1 en résultera : [Ker(I—u)}l = [Ker(I-u)*)l
i.e. Ker p = Im(I-u).
D'odl la proposition.
e Vérifions d'abord : Vx€E Ilu*(x) I <uxl-. (3)
En effet, pour tout x€E, on a : llu*(x) 12 = (xlu(u*(x))], et :
IIu*(x) N2 <ixl Ilu(u*(x)) h<lxh 1 u*(x) i a

e Soit x€KRer{I~u), i.e. x tel que u(x) = x ;Ilu"’(x)-xll2 s'écrit :
e )12 + %02 - (0¥ ) [x) - (x]u* ()
et : Ty ()12 + fxl12 - (x]u(x)) - (u(x)|x)

et : la (x) 12 - [1xl2.



177

* *
D'oli, par (3) : llu (x)-xl2<0, et donc u (x) = x.
*
Ainsi : Ker (I-u) cKer(I-u ).
*
Symétriquement (gréce a (3)) : Ker(I-u ) cKer(I-u).

* * .
Reste d utiliser (I-u) = I-u pour obtenir (2). O

Remarque. Si u est, en outre, un projecteur, alors (I-u) est un projecteur,
orthogonal d'aprés ce qui précéde, et donc le projecteur u est orthogonal.
2° Soit x€E. Ecrivons x = p(x) +q(x), p(x) €EIm p et q(x) EKer p.
*
- Nous avons u(p(x)] = p(x). D'ol : un(p(x)) = p(x) pour tout n€N .

- D'autre part, d'apréds q(x) €Im(I-u), il existe y €E tel que :

q(x) = (I-u)(y).

1 n 1 n
or : un(I-u) = ;(I—u ), et un(q(x)) = —ﬁ(y-u (y)).
Comme un(y) F <ilyll (récurrence), il vient : |l un(q(x)) I < % lyl.
I1 en résulte : 1lim llu [q(x)) I =0,
>+ n
e Retenons : 1lim || (u_-p)(x)ll =0 pour tout x€E. (%)
n--+o n

e L(E) étant de dimension finie, toutes les normes sur L(E) sont &qui-
valentes, et nous pouvons utiliser la norme :

s

P
N(E) = ) llf(ei)ll, oil (el,...,ep) est une base de E.
i=1

Nous avons (par (4)) : lim [ (u_-p)(e;)l = O pour tout i1EN_.
n i P
n-+te
D'ol : lim N(u_-p) = O. ]
n->tx n

5.3.14 Soient E un espace hilbertien réel (resp. complexe), muni de la

distance associée 3 la norme euclidiemne (resp. hermitienne), et u un endomor-

phisme continu de E. On note

u o= sup | (xlu(y)}] 5 2 = sup [(x|u@))].
I xl<l,llyll<l hxli<l
1° vérifier : w =llull, ot Hull = sup llu(x)ll = sup (Hu(x)U/lxl).
Ixll<1 X#0

2° A-t-on toujours A =y ? Etudier le cas ol u est symétrique (resp. her~

mitien).

L'existence de la norme liull de 1l'application linéaire continue u, et
1'inégalité :

Fxluy) | <=l fuly) 8 < Hull xh iyl

entrainent l'existence de A et de u, ainsi que : A<u<|ull.
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1° Nous allons prouver : lull <p. Il en résultera : y = llull,

Soit x€E tel que llxll <I. Nous avons :
Hu@) 12 = (y|ux)), ol y=u(x),

et donc : Hu(x)I2 <ullyll = ylu¢x)ll.

Que u(x) soit nul ou non nul, on en d&duit : Nu(x)il <u. ]

2° On n'a pas toujours A =yu. C'est ainsi que si E est réel et si u est

anti-symétrique non nul, on a, pour tout x€E :
(x|u(x)) =-(ulx)]x) =-(x|u(x)).

L'application x t— I(x|u(x)]| est nulle et A=0, alors que u = liull #0.
e Dans la suite u est symétrique (resp. hermitien). Nous allons prou-
ver u<\ ; il en résultera : A=u-= lul.
Le calcul vaut que E soit réel ou complexe.
Soit (x,y) €EZ tel que lxll €1 et llyll 1. Notons & un argument de

(x[u(y)] et posons k=e-ie, avec k€{1,-1} dans le cas réel. Il vient :
| (xlun) | = k(x|um) = (xiuky)].

Il en résulte que (xlu(ky)] est réel, et donc égal 2 son conjugué
* » - - .
[u(ky)lx) ; compte tenu de 1'existence de u et de u =u, celui-ci s'écrit

(ky |u(x)}. D'od :

4| (xlum) ] = 2(x]utky)) +2{ky|u(x))
= [x+ky|u(x+ky)) - (x-ky|u(x-ky)) ,

et : a1 (x|uly)) | SA{Nx+kyll 2 + I x-kyll 2)
<oA{Ixl2 + flkyli2 ) <4, a

5.3.15 Soient E un espace euclidien (resp. hermitien) et u€L(E).
*
1° a) Vérifier llu Il =llull, ot Ifll = sup If(x)Il.
- Ixli<1
b) Vérifier que u u est symétrique (resp. hermitien) positif.
* *
Comparer les rangs de u et u u. Montrer : llu ull = Hull2,

. . w
2° Donner une expression de llull en fonction des valeurs propres de u u.

Etudier le cas particulier ot u est symétrique (resp. hermitien).
3° Ici u et v sont deux endomorphismes de E. Donner un encadrement des

] . » * *
modules des valeurs propres de vu faisant intervenir celles de u u et v v.

. . . s * . * .
1° a) E étant de dimension finie, u existe, u et u sont continus.

D'aprés 1l'exercice précédent

Bull = sup | (x]um)| s0u'll = sup | (yle" ).
Ixl<I, fyll<i IxH<I, I yl<t
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Or, pour tout (x,y) €E2 :

Iyl @) | = %) | =] (xlum)]. o

. * Kk *k * . .
b) D'aprés (u u) = u u, u u est symétrique (resp. hermitien).

La forme & associée 3 u*u, et définie par :
O(x) = [x[u*u(x)J = (u(x) [u(x)) =lux)? (1)

est positive, et (par définition) u*u est positif.

~- D'aprés (1), le noyau de u est le céne isotrope de ®, et donc le
noyau de ® (qui est positive) ; u et ® ont ainsi le méme rang ; or le rang de
® est Egal 3 celui de u*u ; en conclusion, u et u*u ont le méme rang.

- D'aprés (1), pour tout XEE tel que lIxll €1 on a :
* *
HuG)12 <lxl lu ull Hxb <lu ull.

* * *
D'odl llull2 <fluull, or Nu ull Uu Il Hull =lul2 (cf a)) .

] *
Finalement : llu ull = llull2. O
** - L3 3 - - * - -
Comme u = u, on déduit de ce qui précéde que uu est symétrique
P . s a * *
(resp. hermitien) positif, de méme rang que u (et donc que u) et que lluu l=Mull?2.

2° On note (kl,...,kn) la famille croissante des racines (réelles et posi-
- ~ - . . * L3 . .
tives) du polyndme caractéristique de u u. On sait qu'il existe une base ortho-
* .
normale (ei)1<i<n de E telle que u u(ei) = Aiei pour tout 1ENn.
Pour tout X€E on écrit :
n * n
x = E]Eiei et uu(x) = iglgikiei,
et, par (1) : n n n
2 a = 2
lulx) |l (Z £ses | z Ei)‘iei) Z ]F,il A .
1=1 1] ie=]

D'ol A1||x||2<||u(x)|12< Anllxll2 (2)

En outre : llu(e )12 =X , et donc llull =vA_ .
n n n
* *
Remarque. La plus grande des valeurs propres de u u est [[ullZ = llu ull.

e Si u est symétrique (resp. hermitien), les Ai sont les carrés des
racines . (réelles, mais pas nécessairement positives) du polyndme caractéris-
tique de u, ainsi qu'on le constate en utilisant une base orthonormale de E

qui diagonalise u ; ln est le plus grand des a%. D'ol :

flull = max |ui|.
1<i<n

3° En remplagant x par v(x) dans (2), on a, pour tout x€E :

Ay Iv(x) 12 < luv(x) 2 < A, Iv(x) 2. (3)
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En notant Hpseeesh s avec 0 Sul S... <un, les racines du polyndme carac-

*
téristique de v v, on a, pour tout x€E :
y Ix12 < [fv(x) IE2<11n||xll2
et, compte tenu de (3) :
2 2 g 2,
)\lul x4 < luv(x) | AHa =1l (4)

Pour toute valeur propre v de uv, on applique (4) Z un vecteur propre x

associé 3 v, et compte tenu de x¥0, on obtient :
2
7\11«11 < l\)l <Anun 4

avec {v|2 =v? dans le cas réel.

5.3.16 1° Soient E un es ace euclidien (resp. hermitien) et u€L(E). Mon-
P P
trer que :

M={x€E| lu@)ll =lNull Ixl}, odillull = sup lu(x)I
I <l <t
est un sous-espace de E non réduit 3 {0}.

2° A quelle condition a-t-on M = E ?

. * . o, s
1° Puisque llu(x)li2 = (x|u u(x)] pour tout Xx€E, l'exercice fait inter-
. * . - - - L 2 - -
venir v = u u, qui a été Etudié dans 1l'exercice précédent ; on a vu que v est

symétrique (resp. hermitien) positif, et que llvl = llull2=| u ”2. D'od :
M= {x€E | (x|v(x)) =lvil Ixl2}. (1)
e Soit x€M~{0}. Compte tenu de Cauchy-Schwarz, qui donne :
0<{x|v(x)) < tixll tv(x)Il < lvl Bxll2
on a [x|v(x)) = xIl Iv(x)!l

et donc x et v(x) sont colinéaires. Puisque x#0, il existe un scalaire A tel
que v(x) = Ax, et, compte tenu de (1), on a A = lvl.

e Le cas x =0 ne posant pas de probléme, on a :
VXEM v(x) =llviix .

Mais (exercice précédent), llvll est la plus grande des valeurs propres
(toutes dans R,) de 1'endomorphisme positif v. Il en résulte McF, ol F est le

sous-espace propre de v associé 3 llvl.

e Inversement, pour tout Xx€F on a v(x) = llvllx, et (par (l)] : XEM,

e En conclusion M = F. a

2° On a M=E si, et seulement si : lu(x)ll = llull Ixll pour tout x€E,i.e.

si et seulement si u est soit 1'endomorphisme nul, soit une similitude de E,
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Soit (u,v) un couple d'endomorphismes d'un espace euclidien (resp.
hermitien) de dimension n. Prouver l'équivalence des assertions :

i) Les pelyndmes caractéristiques de u*u et v*v sont égaux ;

ii) Il existe deux automorphismes orthogonaux (resp. unitaires) w et w'

de E tels que v = w'uw.

.. . - * - * _
Preuve de ii) ® ji). Par hypoth&se v = w'uw, avec w = w~ ! et (w') =(w")"L.
*
-1

* ] * * "
On calcule v v = w~'u uw, ce qui montre que u u et v v ont le méme polyndme

caractéristique.
- . e - * * . 3 .

Preuve de 1) = ii). Par hypoth&se, u u et v v qui - ainsi que nous 1'avons
déja vu - sont symétriques (resp. hermitiens) positifs, ont un méme polyndme
caractéristique. Celui-ci a n racines réelles et positives, que nous pouvons
noter a,,...,a_ avec 0<a_<...<qa, .

1 n n 1
e Nous savons qu’il existe une base orthonormale (el,...,en) de E telle

que :
Vi ENn u*u(ei) = ae;.
Pour tout (i, j) EN%, nous avons (compte tenu de ;i = o.i) :
[u(ei)|u(ej)) = (u*u(ei)lej) = ai(eilej) = “i‘sij’ (1)
et, en particulier : ||u(ei)|| = \/a—i_. (2)

11 existe un entier k tel que oy >0 si, et seulement si i <k. Pour i <k,
on définit eiEE pour u(ei) = \/qui‘ D'aprés (1) et (2), (ei,...,el'c) est une
famille orthonormale, que 1l'on compléte en une base orthonormale (ei,...,er'l)

de E. On constate (en utilisant @y =0 pour i>k) :
i€ L) =V, e!.
Vi Nn u(el) a, e:

e En procédant de méme pour v, on met en &vidence deux autres bases ortho-

normales (fl""’fn) et (f;,...,fr'l) de E telles que :
i€ = . f!.
Vi Nn v(fi) \)al f1
e Soit w (resp. w') 1l'endomorphisme de E défini par :

Vi ENn w(fi) = e,

i [xesp. w'(ei) = fl}].

1

Les bases &tant orthonormales, w et w' sont des automorphismes orthogonaux

(resp. unitaires). Pour tout iGNn, de w(fi) =e  on déduit :

uw(f.) = ule;) = \/u_i_ei

et w'uw(fi) = \Ei—w' (ei)= \/&:fi = V(fi)'

I1 en résulte : v = w'uw. O
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5.3.18 | Soit A une ¢-matrice carrée. Montrer qu'il existe une matrice uni-

taire U telle que U"lAU soit triangulaire supérieure.

e Il s'agit d'une variante de la trigonalisation d'une ¢-matrice carrée.

e Il suffit de montrer qu'’est vraie pour tout nEI\T* l'assertion :
((]‘n) Pour tout espace hermitien E de dimension n et tout u€L(E), il existe
une base orthonormale de E dans laquelle u est représenté par une matrice tri-
angulaire supérieure.

- (ﬁ'l) est vraie : pour n=1, toute base orthonormale de E répond 3 la
question.

- Soit n®2 tel que ({]‘n_l) soit vraie. Considérons E hermitien de dimen-
sion n et u€EL(E). Au titre d'endomorphisme d'un ¢-espace vectoriel, u admet

une valeur propre @y soit e, un vecteur propre unitaire associé :
u(el) = a;,e;- (n

On munit E' = (Rel)'l de la restriction du produit scalaire de E ; E' est
ainsi hermitien, de dimension n-1. On dispose de vEL(E') induit par p.u, oi

pEL(E) est le projecteur orthogonal sur E' ; on a :
Vx€E' v(x) = p(u(x)).

D'aprés l'hypoth&se de récurrence, il existe une base orthonormale

(ez,...,en) de E' telle que :

v(ez) = 0558y Fete ;v(en) =a, e, +... +annen (2)
Mais, pour tout x€E', les vecteurs u(x) et v(x) ne différent que par un &élé&-

ment de Rel ; en particulier :

u(e2) =), +v(e2) el u(en) =0, +v(en). (3)
Il est clair que (el,ez,...,en) est une base orthonormale de E ; de (1),

(2) et (3) on dé&duit que la matrice [a.lj] qui représente u dans cette base est

triangulaire supérieure,

Remarque : On peut aussi prouver ce résultat en utilisant le procé&dé d'ortho-
gonalisation de Schmidt (cf. exercice 5.3.8).

1° a) Montrer que A = [aij] — [All = (_—'.Iaijlz)llz est une norme
sur 1l'espace vectoriel.,Kh(G). 1a]

b) Vérifier : |tr A| <vh llAll pour toute AE,Mh(d:).

c) Vérifier : lABI <HAlIBI pour tout (4,B) €M (¢))2.

2° Soient AE,M,n(C) et (7\1,...,)\“) un systéme de racines de son polyndme
caractéristique. Vérifier : IAlIZ23> kilhklz.

Que se passe-t-il si A est hermitienne ?
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1° 2a) On munit .A(,n(c) de sa structure hermitienne canonique en convenant

que la base canonique est orthonormale, Le produit scalaire est ainsi :

Q2 ([aij] ’ [Bij]) — z:‘ aijsij-
1,]
La forme hermitienne associde est @ : [aij}t-—r 3. 1aij (2.
i,j
Il en résulte que ll*ll = V/® est la norme euclidienne. m]

b) On remarque :
OA,B) =tr(A B) ; O(A) =tr(A*A) ; Al =vtr(A*A).

. * .. .
(on sait que A A est hermitienne positive).

Pour toute AE.M,n(C), 1'in8galité de Schwarz fournit :
lo(z_,8) | < VO(T) VEREY

qui n'est autre que : |tr A| < vn llAll, avec d'ailleurs &galité si et seulement

si la matrice A est scalaire. O
. 2 . . 2
¢) On a : lABI 123 | ‘%‘aikskjl .
4

2
Pour (i,j) donné, IZ uikskjlz est majoré par (z |aik6kj|) et
k k
(Schwarz) par (‘é laiklz) .(Zk lekjlz)' D'oll :
IABI2 < Y (ij |a.1k!2) (Zk: |skj|2)

i,j
et : JAB{2< (z |uij|2)°(z lBijlz) = |lAll21BIZ2, o
1,]

1,1

Autre solution : On utilise la remarque du 1°b. On a :

* * * * _*
fABlI2 = tr((AB) AB) = tr(B A AB) = tr(A ABB ).
* . . . . .
Comme A A et BB* sont hermitiennes positives, il vient (cf. exercice 5.3.7):

* * *
NABIIZ < tr(a A).tr(BB ) = lAl2ZlB 12 = JlAlt2| B2, O

2° D'aprés l'exercice précédent, on peut associer & A une matrice unitaire
-1 . . .
U telle que T = U AU soit triangulaire. Notons T = ['tij] ; les 1, sont les ra-

kk
cines A du polyndme caractéristique commun 3 A et T ; nous avons :

* * * * -1,%
TT=1UA4a (Ul)y umlau = u~la AU,
* * .. A
A Aet TT sont ainsi semblables, et donc de méme trace. D'ol :

n n
A2 =lITH2 = .Z.lrij|2 > g |Tkk|2 = z_: |lk[2 O
i,) k=1 k=1
Si A est hermitienne, on sait, sans qu'il soit nécessaire d'utiliser

1'exercice précédent, qu'il existe une matrice unitaire U telle que :
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UTlau = diag(A ,evasdy)

n
Ici : IAN2 = |l diag( A, e A2 = 30 |4 12,
n k=1

n
Remarque : Plus généralement, on vérifie :[Al2 = 3. |2, |2 si et seulement si
A A= A, k=1 K

Soient E un espace euclidien (resp. hermitien), ® et ¥ des formes
quadratiques (resp. hermitiennes) sur E, u et v les endomorphismes symétriques
(resp. hermitiens) associés par ®(x) = (xlu(x)) et ¥(x) = (xlv(x)).

On note (Al,...,ln) et (ul,...,un) les familles croissantes des racines
des polyndSmes caractéristiques de u et v (qui sont réelles).

1° Soit kGNn. Montrer que, (k) désignant 1'ensemble des sous—-espaces
de E de dimension au moins é&gale 3 k, on a :

Ak = min ( max ¢I>(x)>, oli S(W) est la sph&re unité de W, (1)
WEU(k) “xE€S(W)
Peut-on &changer min et max dans (1) ?

2° L(E) étant muni de la norme Il fll = sup | f(x)Il, montrer :
*ES(E)

= - -
vk Nn |uk )‘k|<||v ull .
3° On suppose ici que la forme ¥ -® est positive. Montrer que :

VkENn_ A SukS)\ oli T =rg(¥-®),

T k k+r °*

et que si, en outre ® est positive, alors : 0 <det u < det v.

1° L'application ® de E dans R est continue. Pour tout sous-espace W de E,

sa restriction & S(W), qui est un compact non vide de E, admet des bornes qu'elle

atteint.
e On sait qu'il existe une base orthonormale (e],...,en) de E telle que :

vi ENn u(e.l) = )‘iei'

On note Fi =Vect(el,...,ei) et G.1 = Vect(ei,...,en).

e Soit kEN . Pour tout £lément i; g,e; de Fi, on a :

k k
2 - 2 = 2g 2
=l -i);l|g.l| et O(x) ?';jlx.llgil < IxN 2,

En particulier : ekES(Fk) et tb(ek) = )‘k' D'ot :
)‘k = max o(x) . (2)
xES(Fk)
De méme : Ak = min o(x) . (3)
xGS(Gk)

- Soit alors WEVUk). On a dim W>k. De dim W +dim Gk>n+l,on déduit

1'existence d'un vecteur unitaire yE€WN G, -



185

Comme yES(Gk), (3) donne )‘k <¢(y). D'oli, comme yES(W) :
)\k< max O(x) . (4)
*ES (W)
Compte tenu de FkE‘U(k) et de (2), (4), vraie pour tout W€ VU(k),
donne (1). O
e Nous laissons au lecteur le soin de vérifier :
A, = max ( min <I’(X)) . (1)
WEVU (n+1-k) “xES(W)

Remarques. a) En faisant k =1 dans (3), puis k =n dans (2), on obtient :
AI = min &(x) et An = max @(x)
XES(E) x€S(E)
b) En remarquant que, pour tout x €EN0}, le "quotient de Rayleigh"
R (x) = (x|u(x)]/Nxl? est &(x) / Ix[12), on a, dans (1)

max ®(x) = max R (x).
*ES (W) ¥€wo} ¢

x avant la méme signification qu'au !°, de (1), dans le-

quel on a remplacé& @ par ¥ et Ak par y,, on déduit :

2° Soit kENn. F

< max  (®(x) +Q(x)), ot Q = ¥ -,
¥ES(F, )

Compte tenu de (2), il vient :

Yk

U,o=A, € max Q(x).
R ses(r
Pour tout xGS(Fk), on a : Q(x) = (x| (v-u)x) < [lv=ull.
D'ol uk—)\k< flv—ull, et, symétriquement : Ak_ukg lu=vll, O

Remarque. Les endomorphismes symétriques (resp. hermitiens) de E consti-
tuent un sous-espace H(E) de £(E) que 1'on munit de la distance (f,g) \—lif-gll .
En associant 3 tout u€L(E) le k-i1éme élément (k donné) de la famille crois-
sante des racines du polynOme caract8ristique de u, on obtient une application
uniformément continue de J(E) dans R.

3° Ici Q=Y - est positive, de rang r ; N désigne son noyau.

On utilise une base orthonormale (ei, .e .,et'l) de E telle que :

Vi ENn v(e:'.L) = uie!l.
On note Gi = Vect(e]!_,...,ex'l).
e Soit kEI\Tn_r. On a : dim N +dim Gf( = (n-r) + (n+1-k).
Comme : dim(NN Gl'c) = dim N +dim Gl'< -dim(N+G1’<)
il vient : dim(NN Gl'c) Zn+1 - (k+r).
D'oll, par (1') et (3), et compte tenu de ®(x) = ¥(x) pour XxEN :

Ak+r> min O(x) = min ¥(x) 2 min ¥ (x) =y
XES(le'() xGS(NﬂG;() xES(GIZ)
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° Enfin )\k
e Si 0<®P<VY, alors 0<Ak<uk et, par multiplication : 0 <det u<det v,

<uk est une conséquence immédiate de ®<Y et de (1). O

Les entiers n=2 et iENn sont donnés,

1° Scient AE.M,H(R) symétrique et Ai e‘M’n-l(R) déduite de A en supprimant
la i~éme ligne et la i-iéme colonme. On note (Al,...,)\n) et (ql,...,an_l) les
familles croissantes des racines des polyndmes caractéristiques de A et A.l.
Montrer :

VKEN _, A <ak <}‘k+1 . (n

2° Soient AE.A(,_I(R) et BG.M,n(R) symétriques et strictement positives ;
Ai et B, s'en déduisent en supprimant la i-i&me ligne et la i-iEme colonne.
Montrer :

det (A+B) > det A + det B
det(Ai+Bi) det A,  det B, : (2)

1° I1 est clair que A.1 est symétrique. Les polyndSmes caractéristiques de A
et Ai sont donc scindés sur R, ce qui justifie la notation.

E = R" est muni de sa structure euclidienne canonique : sa base canoni-
que £ est orthonormale. Soit &' la famille dé&duite de e par suppression du
i-iéme vecteur } elle est base orthonormale du sous-espace E' de E qu'elle en-
gendre (muni de la structure euclidienne induite).

On note u et ® [resp. v et ¥] 1l'endomorphisme symétrique de E [resp. E']
et la forme quadratique sur E [resp., E'] représenté&s par A {resp. Ai] dans la
base € [resp. €']l; ¥ est visiblement la restriction de ® 3 E'.

On dispose de bases orthonormales e de E et e' de E', telles que :

. - . : 'Y '
VJGNn u(ej) Ajej : V_]EISIn_1 v(ej)‘ “jej'

o Soit k€N _ . Le sous-espace G' =Vect(el'(,...,el'1_l) de E' (et aussi de
£) a pour dimension n-k, et,S(G') désignant sa sphére unité,on a (exercice pré-
cédent) :

o, = min ¥(x) = min O(x) <X .
ks XES(C') k+l

Les sous—-espaces G = Vect(ek,...,en) de E et F' = Vect(ei,...,el't) de E'
ayant les dimensions n+1 -k et k, de somme n+l, il existe un vecteur unitaire
YyEGN F' et :

Ak = min @(x) <O(y) = ¥(y) <ak . O
*€S(G)

2° Ieci les valeurs propres Ak de A, et donc (d'apriés (1)), celles de Ai.

sont strictement positives ; on a det A>0 et det A >0.
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Puisque u€GL(E), 1'équation lingaire u(x) = €4» qui s'écrit :

AX = ©[0...010...0], (1 en i-2me position)

admet la solution unique u-l(si) dont la i-&me composante dans la base canoni-
que € de E est, d'aprés les formules de Cramer :

det A,
i

-1 - —
(e51u7ep)) = gz >0~

e Considérant maintenant C= {xERn ! (si|x)=l=0}, nous allons montrer :
o [x]ux)) = det A
:é!é (t-':i x) det A.° 3)

L'endomorphisme u~! de E est symétrique, de valeurs propres (Ak)'1 et
donc strictement positif. La forme quadratique associe, dont la forme polaire
est (y,z) —r [ylu-l(z)),est positive, non dégénérée, et, en utilisant 1'inéga-

1lité de Schwarz, on a, pour tout X€E :
(t-:i|x)2 = (fzilu-l(u(x)))2 < (e:i1u'1 (si)) (u(x) |x) .
S'agissant de réels strictement positifs, retenons :

> [u(x) |x) 1 _det A
vxeC (eilx)‘ >[eilu'T(s:-l)J_ det A, * (4)

Pour x = u"l(e.l),on a x€ C, et égalité dans (4). D'ol (3).
e Les matrices A et B &tant symétriques strictement positives, il en
est de méme pour A+B.

En écrivant (avec B = mat(w;e)) :

min lx (u+w) (x)l >min !x u(x)! + min !x,]w(x)l
xC (g% P CHED xC (51 1%

et en utilisant (3), ainsi que deux &galit&s amnalogues, on obtient (2).

|5.3.22 ] Soient ® et ¥ des formes quadratiques sur R" (resp. hermitiennes
sur ¢n), ® étant positive, non dégénérée, L'application f :x v+ ¥Y(x)/®(x) de
R"\9} (resp. ¢™\{0}) dans R est—elle bornée ?

La forme polaire ¢ de @ est un produit scalaire, et on dispose de l'espace
euclidien (Rn,(p) [resp. de 1'espace hermitien (cn,(p)] .

Dans celui-ci, ®(x) est le carré de la norme du vecteur x, et ¥(x) s'écrit
(x]u(x)), ol u est 1l'endomorphisme Y-symétrique (resp. Y=hermitien) associé 3
la forme quadratique VY.

Soient (Al,...,kn) la famille croissante des valeurs propres de u, et e
une base @-orthonormale telle que u(ei) = Aiei pour tout iENn. En utilisant

cette base, on constate, pour tout Xx€E :

AIQ(x) <Y (x) <An0(x) H \P(el) = )\1 ; ‘l’(en) = )‘n'

On en déduit que f admet les bornes Ap et x, et qu'elle atteint ces bornes. O
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Interprétation matricielle. Soient A et B des (n,n) matrices symétriques
*

X BX

*

X AX

(resp. hermitiennes), A &tant strictement positive. L'application X
de R™N0} (resp. ¢r\{0}) dans R est bornée et atteint ses bormes, qui
sont la plus petite et la plus grande valeur propre de A~1lB,

Ici ® et ¥ sont les formes représent@es par A et B dans la base canoni-
que €.

L'endomorphisme u est repr&senté dans la base e par C telle que :
* *
VX,Y X A(CY) = X BY,

j.e. telle que AC = B ; A &tant inversible,C = A~'s. O
Notons que ¢ n'est en général pas @-orthonormale, et que C n'est en géné-
ral pas symétrique (resp. hermitienne), ce qui n'empéche pas son polyndme carac-

téristique d'étre scindé sur R.

*
5.3.23 On donne a€R+ et HEJLn(R) symétrique et strictement positive ; Ea
est 1'ensemble des AEJK,l(lR) symétriques, positives et telles que det A >a.
4

Montrer :

min (tr(AH)} = n(e det H)l/n .

ASE
o

e H &étant symétrique, il existe U orthogonale et H
1

H = UHIU' .

Les &léments diagonaux Apseneshy de H

1 diagonale telles que :

| sont les valeurs propres de H,

et, celle-ci &tant strictement positive, ce sont des réels strictements positifs,

n
*

On a : det H = det H, = A., A.ER
1 j=1 1 i +

e Soit AEEa' En utilisant tr(VU—l) = tr(U_lV), on obtient :

tr(AH) = tr(AlHl)’ ol A, = U-IAU.

1
t t - -
On a : Al = UAt(U 1) =0 lAU = A1 ; A] est symétrique.

Semblable 3 A, A, est symétrique positive ; son déterminant est det A,

on a donc A, €E .
1 o

Notant Al = [aij] , on obtient :

n
W
= 1 - a - - E
tr(aH) = tr(AH) igl as:his A ER

1

La stricte positivité de A, (dfie & det A1 #0) fait (cf, 5.3.8, 3°) que

* n :

.. € < < cs e
ac. R, et que a det Al i=l ass
En utilisant 1'inégalité classique entre moyennes arithmétique et géomé-

trique, on a donc :
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: n 1/n n \I/n n \I/n
Yy tr (AH) = (H“iixi) = (i=1ai1/ (I:Pi}
et tr (AH) >n(o det H)I/M, (1)

En particulier la matrice Ao = (a det H)”n H_1 est symétrique positive,
et telle que : det Ao = (o det H).det H“1 =a, On a :

l/n
A (S E et tr A H = n(a det H

ce qui aché&ve la démonstration. O

Remarque. Le résultat reste vrai si l'on remplace ,A(, (R) par .M, ¢) et
symétrique par hermitienne (U est alors unitaire).

5.3.24 On donne HG.A(,n(]R) symétrique et positive., O(n) désignant le groupe
orthogonal de degré n sur R, montrer :

max  (tr(AH)) = tr H.
AE0(n)

e H &tant symétrique, il existe U orthogonale et H, diagonale telles que :

H = UH]U_I.

Les Eéléments diagonaux )‘l""')‘n de H] sont les valeurs propres de la

matrice symétrique H, et, celle-ci &tant positive, ce sont des réels positifs,

n
On a ; tr H = tr “1=.2_:A1’ )\iER+,

e SOitA€0(n). En utilisant tr(VU-l) = tr(U_lv), on obtient :
tr(AH) = tr(AUHIU-l) = tr(U-lAUHI)

et tr (AH) = t:r(AlHl), ol A, = U-IAU appartient 3 0{(n).

1

Notant Al = [a..], on obtient :
ij

n
tr(AH) = tr(AH)) = Elaiixi, A ER,.

n
Or, A, &tant orthogonale : z_: aZ. =1, et a?, <1, et o, <1,
i j=1 "ij ii
n
D'oll : tr(AH)<ZA , i.e. tr(AH) <tr H. (1
i=1

On achéve la démonstration en utilisant InEO(n) et tr(InH) = tr H.
Remarques. a) Si H est inversible, on n'a égalité damns (l) que pour A= I .
En effet, ici Ay ER » et compte-tenu de o, <], on n'a Zu. As z}\.

que si les @ sont tous égaux 3 1, ce qui exige aij =0 pour i#j ; d'ou A =In

1
et A = In'
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b) Le résultat reste vrai si l'on part de H hermitienne et positive, et
si A décrit le groupe unitaire de degré n.

5.3.25 Soient une (n,n) matrice A réelle, symétrique positive, et un en-
tier k=>1. Montrer qu'il existe une unique (n,n) matrice B réelle, symétrique

positive, telle que Bk = A,

Nous allons démontrer la proposition équivalente : Sotent un espace eucli-
dien E, un endomorphisme u symétrique positif de E, et un entier k21 ; alors
il existe un unique endomorphisme v symétrique positif de E tel que v = u.

Le polyndme caractéristique de u est scindé sur R ; soient 11,...,Ap ses
racines distinctes, qui sont des réels positifs ; pour tout iGENp, notons E,
le sous—espace propre de u associé 2 la valeur propre Ai ; E est somme directe
orthogonale des Ei 3 u induit sur Ei 1'endomorphisme AiIi, ol Ii est 1'iden-
tité de Ei'

Nous allons raisonner par conditions nécessaires et suffisantes.

a) Supposoms qu'il existe une solution v.

- Puisque vk = u, nous avons uv =vu (= vk+l), et donc chaque Ei est
stable par v ; notons v, 1'endomorphisme de E; induit par v.

- Utilisant 3 nouveau vk = u, nous avons : v? = AiIi.

~ D'autre part, v étant symétrique il est clair que ] 1'est (pour la
structure euclidienne induite) ; v &tant positif, v, 1'est (les valeurs propres
de v, sont des valeurs propres de v). Il existe donc une base e de Ei qui dia-

gonalise v. ; nous avons :
1
mat(v,je.) = diag(a, veegls . = di .
( i? 1) g(al,l' ’al,mi)’ oy dim Ei»

et, d'aprés ce qui précéde :

. k
e = =
Vi Nmi (ai,j #20) A ((ai,j) A.l) , et donc ai,j )‘i .
Retenons : v, = A}/k I..
i i i

e A ce stade, nous pouvons affirmer que le probléme a au maximum une
solution, l'endomorphisme w de E défini par :

. _ L 1/k
V1€Np VxGEi w(x)-)\i X (1)

b) Reste 3 s'assurer que cet endomorphisme est une solution. Or de (1)
s k P .
on déduit que w = u, que w est symétrique,et que la forme quadratique

x 1— {x|w(x)) est positive. 0

Remarques. a) Il ré&sulte de cet exercice que deux (n,n) matrices réelles,

P s ~ . . . *
symétriques positives sont &gales si et seulement s'il existe kEN tel que

AF =gk,

b) On se place souvent dans le cas k=2 (cf. exercice suivant).
c) Le résultat subsiste si on remplace réelle symétriqgue par hermitienne.
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5.3.26 Soit AGEGLnCR). Montrer qu'il existe un unique couple (S,M), oil
SE€E0(n) et oﬂl(GJKnGR) est symétrique et positive, vérifiant :
A = SM,

Raisonnons par condition nécessaire et suffisante.
e Supposons qu'il existe un couple (S,M) répondant & la question,
Nous avons : ty = tuts = Ms-l, et donc CAd = M2,
Nous savons que tAA est symétrique et positive. L’exercice précédent
nous apprend qu'il existe une unique matrice symétrique et positive H telle
que tAA = H2, Nous avons donc nécessairement M = H.
Comme A est inversible, nous avons (det H)? = (det A)2#0 ; H est inver-
sible et A = SH exige S = AH |,
e Le probléme admet donc au maximum une solution, le couple (AH-I,H), ol H
est 1'unique matrice symétrique et positive telle que H? = tAA.
e Pour s'assurer que ce couple convient, il suffit de s'assurer que AH
est orthogonale. Or :

1 It

t(AH_l) - t(R-l)tA - (tH)_ tA =1 ta

et : tanlyan™y = 57 taan”! = ! - I. D
Remarque. a) On peut voir que, si 1'on suppose seulement AGEALnGR), on

dispose encore d'un couple (S,M) répondant i la question, mais ce couple n'est
pas nécessairement unique,

b) On peut remplacer la condition A = SM par A = MS,
c) Pour AEGLn(d:) on a, de fagon unique, A = SM, ol SEU(n) et ol M est

hermitienne positive.

n . ‘g . .
5.3.27 R est muni de sa structure euclidienne canonique ; la base canoni-

que € est orthonormale ; ® est la forme quadratique sur R" déterminde par :
n n
YEe 1=+ 3 (E +...+E)?
=1 kk = 1 k

Expliciter une base orthonormale de R” dans laquelle @ est représentée

par une matrice diagonale.

La forme quadratique ® (qui est positive et non d&générée) est représentée
dans la base orthonormale ¢ par la matrice symétrique Q = [mij], oll
w3 = n+l -max(i,j). Il s'agit de trouver les valeurs propres de @ (qui sont
strictement positives) et d'expliciter une base orthonormale de R" formée de
vecteurs propresde Q (le cours nous garantit l'existence d'une telle base).

e Le réel AEER:, est une valeur propre de Q si, et seulement si le syst@me

des n 8quations lindaires fp =0, 1 €p<n, dans lequel :
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f (xl,...,x) = (n+l-p) ZxJ + Z (n+1—_])x -
j=! j=p+l

admet une solution non nulle. Ce systéme s'&crit successivement :
- fp+fp+l =0, | <p<n-1 ; - fn=0

- +£,=0 5 £ -2f +f ) =0, 2<p<n-l ; £, -2f =0.

On adjoint les inconnues x_ et x__ ., les &quations x_=x, et x
o n+l o 1 n+l

ce qui raméne 3 8crire que le systéme des n+2 &quations linéaires :

=0,

1
) 3xp_1 + (7 2]xp+xP+l =0, 1<p<n
A

x=x];x =0

o n+l
admet une solution non nulle, i.e. telle que X, #0.

On voit apparaitre une suite récurrente, ce qui conduit 3 considérer
les zéros sur ¢, r et l/r, de x2+(%-2)x+1 ; notons que r #1,

-Six=1/4, onar=1/r=-1, et (S)\) s'écrit
3xp=(&wpﬂ-np.0<p<nﬂ
a =-(a+h) ; a+b(ntl) =

et n'admet que la solution nulle ; 1/4 n'est pas valeur propre de Q.

*
- Soit )\ER+\{1/4}. On a r#-1, et (SA) s'écrit :

sxp = arP +br P ;s 0<p<n+l

la +b = ar +br-l H arn+l +br-“_l =0
et donc (compte tenu de r+#1) :

b = ar ; r2n+l =-1

xp = a(rp+rl_P), 0 <p <n+l.

Pour que )\ER \{i/l;} soit valeur propre de Q, il faut et il suffit que
_2k-1

k 2o+l

kENn, ou 1'un des inverses de ces s i.e, que 1/A = 2~r~1/r soit 1'un des

2-2cosp, =4 sin2¢/2, i.e. que A soit l'un des A, = 1/(4 sinz(eklz)).

En conclusion, la (n,n) matrice symétrique Q admet les n valeurs propres

2n+1
r

==1 avec r#-1, i.e. que r soit 1'un des r = exp(lek) avec 8 T et

Ak strictement positives et deux a deux distinctes. On sait en outre que des

vecteurs propres associ&s 2 des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
e Pour kGIN le sous—-espace propre associé 3 )‘k s'écrit donc Rck, ol ¢y, @

pour composantes dans la base canonique les a(r +r) Py, pEN s ou des nombres

k
proportionnels, par exemple les :

1 { p-1/2 , -p+1/2\ _ _ _ 2k-1
f(rk *tr = cos ((p I/Z)Sk), O = 3T

n
De ck = pgl cOSs [(p—l/z)ek)ep, on déduit H
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n
2 ||ck||2 =n+ 3y cos((Zp-l)ek).

p=1
n n
Or : -1+2 ZCOS((Zp-l)ek) = z cos((2p—1)6k) = 0.
p=I =-n
D'oll ¢ 2l 12 = n+1/2 et He I = VZoiT /2.
e Finalement (el,...,e ), ol e, = ———— Cy» est une base orthonormale de
o V2n+l
R" dans laquelle la forme quadratique @ s'&crit :
n,e, —r ———— .
=1 KK k=1 4sin29k/2 k

*
|5.3.28 | Soit n€EN ., A toute (n,n) matrice réelle orthogonale A = [aij] ,
(i,j)ENz, on assocle le réel f(A) = 5_: a; .-
r <i<j<n Y

1° Montrer que l'application f de O(n) dans R ainsi définie admet une
borne supérieure, qui sera notée u.

2° Montrer qu'il existe une matrice triangulaire T telle que, pour toute
matrice A de 0(n), f(A) =tr(AT) ; en déduire qu'il existe une matrice symétri-
que et positive H telle que u =tr H et une unique matrice orthogonale A telle

que £(A) = u.

. 1 = km
° P . E :
3 Vérifier : H=¢tr H= —'2 l I/COS 7 T (1)

1° Les &léments aij d'une matrice orthogonale vérifiant aglj <1, et donc
aij <1, on a £{A) €n(n+1)/2 pour toute AEO0(n).
L'application f est ainsi majorée ; elle admet donc une borne supé-

rieure. O

2° On constate que f(A) = tr(AT), ol T est la {n,n) matrice réelle dont
1'élément (i,j) est 1 si i>j, et 0 si i<j.

T est inversible (det T=1) et — d'aprés 1l'exercice n® 5.3.26 - elle
s'8crit de mani&re unique T =SH, oll S€0(n) et ol H est 1'unique matrice réelle,
symétrique et positive telle que HZ2 =tTT.

Pour toute A€0(n), on a ainsi f(A) =tr(ASH), avec AS€0(n) ; d'aprés

1'exercice 5.3.24, on en déduit :
f(A) Str H,

et, H étant inversible, on n'a 1'égalité que si AS =In, ce qui s'écrit :

A= S_1 = HT_I. En conclusion : p = tr H. O

3° La matrice @ = "TT est symétrique, positive et inversible ; son poly-

ndme caractdristique admet une famille de racines de la forme (Xl,...,)\n)
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*
avec A\, €R_. On sait que (VAys aees \/An) est une famille de racines du polyndme

k
caractéristique de H, et on a
n
g=trH = Z \/Ak.
k=1
On calcule : Q@ = [mij] avec mij = n+] -max{i,j).

Les valeurs propres de § ont &té calculées (exercice précédent). Nous

o1 e L 2k-1
avons obtenu les Ak = 585 /2 b O = 3T ™ kENn.
k

Nous avons 0 <6, < et donc sin ek/2>o. D'oli, en utilisant :

k
e_k ) 1 ) (n+l-k)7w
2 2 2n+1
1 < (n+1-k)w
ks kgl 1/cos mi ]
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