Application affines
du plan

Définition 1

Soit f une application du plan (P) dans lui-
méme A ,B et C trois points de (P) dinstincts tels

queTC = aAB avec a € R .On note

fA)=A",f(B)=B" et f(C)=C"

On dit que f conserve le coefficient de colinearité
si:A'C' = aA'B’

On appelle application affine toute application
du plan dans lui-méme qui conserve le coefficient
de colinéarité.

Théoréme 1

Soit f une application du plan dans lui-méme ;
les assertions suivantes sont équivalentes :

f conserve le coefficient de colinéarité.
f conserve les barycentres.

f est une application affine

Exemples :

-Toute projection du plan est une application
affine.

-toute Isométrie du plan est une transformation
affine du plan.

-Toute homothétie, toute similitude est une
transformation affine du plan.

Application Vectorielle associé a une application
affine.
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Propriété 2
La composé de deux applications affines du plan

est une application affine du plan.

La réciproque d’une transformation affine du
plan est une transformation affine du plan.

Remarque :

Toute similitude du plan, composé d’une
isométrie et d’'une homothétie est une
transformation affine du plan.

Application vectorielle
associé a une application
affine.

Définition 2
Soit f une application affine du plan.On appelle
application vectorielle ou application linéaire ou

encore endomorphisme associe a f ,I’application
@ definie de V dansV telle que :

VA,BEP), f(Af(B) = ¢(4B)
Exemples :
L'application linéaire associé a une translation
p:V -V
Uu— o) =u

L'application linéaire associé a une homothétie
de rapport k est :

p: V-V
i — o) = kit

L’endomorphisme ¢ associé a une rotation
d’angle 8 est defini par:

p: V-V

17l = [ul
(i,v) =6

U— o) =17; {
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L’endomorphisme ¢ associé a une similitude
directe f de rapport k > 0 et d’angle 6 est defini

p: V-V

W1l = k[ul
(@v)=0

- ’

Théoréme 2

Soit f une application affine du plan et ¢
I"application linéaire associé a f .

VU, v) eV, @Gi+v) =)+ oW
V@ k) EVXR, (ki) = k(@)

Remarques

Propriétés caractéristiques d’'une
application affine.

Théoréme 3

Toute application affine du plan est déterminée
par la donnée de 3 points non alignés et de leurs
images.

Propriétés fondamentales

Si deux applications affines coincident en 3
points non alignés alors elles sont égales.

Id,, est la seule application affine laissant
invariant 3 points non alignés.

Une application affine du plan est bijective si et
seulement si I'image d’un repére est un repere
c'est-a-dire f(P) = P ou
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Points invariants par une
application affine.

Soit f une application affine du plan.

L’ensemble J; des points invariants par f est soit
I’ensemble vide, soit le singleton, soit une droite
une droite ou le plan lui-méme.

1% cas

S’il existe 3 points non alignés invariants, alors
Jf =(P)

2eme cas

S’il n’existe pas trois points non alignés invariants,
mais il existe deux points distincts A et B
invariants alors : J; = (AB)

3eme cas

S’il n’existe pas de point invariant distincts, alors
Jr ={ } ou Jr = {I} unique point fixe

Image par une application affine d’'une
configuration géométrique.

Toute application affine transforme deux droites
paralléles en deux droites paralleles.

Deux droites sécantes en deux droites sécantes.

Si f est une application affine du plan, alors
I'image du plan est le plan lui-méme.

Si f n’est pas une application affine du plan, alors
I'image du plan est un singleton ou une droite.

Expression analytique d’'une
application affine.

Propriétés 3
Le plan est muni du repére (0,1,])

Soit f une application du plan dans lui-méme.
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f est une application affine du plan si et
seulement si elle admet une expression
analytique de le forme :

x=ax+by+c

f(M):M@{yII:aIx_I_ny_i_CI

Avec o(0) =ai+a’j et () =bi+b'j ) )

x'—x=2a
NB :f est une transformation affine si et {y’ —y=-a
seulement si : det(@(D); () = |Z, ll;’| #0 2x'+x) ' +y)
2 2

(1)

—1=0(2)

Pour la recherche des points invariants

, Par suite :
X =x

résolvons I'équation: f(M) =M < {y, —y

! —

y =—«a +y(1)
Exemples : 2" +x) - @' +y)—-2=0 (2)
L’expression analytique de la translation de

X =xta x'=2a+x
L’expression analytique de I’'homothétie de 2Qa+2x) — (—a+2y)—2=0

centre Q(_Zl) et de rapport-2:

{x’=2a+x

Soit encore :
vecteur Ti(g) est:tz;(M) =M < {

(1)

, x'=-2x+6

! —

{x’=a+x
y'=-a+ty

1
a =§(2y—4x+2) (2)
En remplacant (2) dans (1)

2
x' =§(2y—4x+2)+x
Application |

1
y =—=Qy—4x+2)+y

Déterminer I'’expression analytique de la réflexion 5

Sdaxe(D):y =2x—1

, —3x+4y+4
X' =

Proposition de correction — - 5
P Soy(M) = M’ = , 4x+3y-—2
M € (D) & y = 2x —1 son vecteur directeur y =5

est I(}) et son vecteur normal est 7i( % )

il existe unréel a € IR* tel que MM' = ail
Imil[MM'] € (D)
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Application 2
L’application g d’expression analytique :

x'=2x—-y+1
y' =3x+2y-1
repére orthonormé(0,1,7).

gM) =M < { Dans le

1. justifier que g est une application affine.

2. Définir @ (1) et @ (J) ou @ est I'endomorphisme
associea g .

Proposition de correction 2

Lo x'=ax+by+c
g est écrit sous la forme : )"

=a'x+b'y+c

aveca,b,c,a’,b’et ¢’ des nombres réels

a=2,b=—-1,c=1;a" =3, =2, =-1

Donc g est une affinité du plan.

2.

Rappel () = at+a’] et o) =bi+Db7]
p() =20+3] et o(D=—-T+2]

Application 2

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1, 7)
Soit h I'application affine telle que :
h(A) = A',h(B) =B’ ,h(C) = ('

AG). A (). BG) B'(L).C(5)etC'(3)

1. Déterminer @ (7) et (J) ou @ est
I’endomorphisme de h.

2. Déterminer I'expression analytique de h .
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Proposition de correction 2

BC = (x, — xp)T+ (v — ¥5)]
BC = -1
¢(BC) = p(-D)
h(B)A(C) = —p (@D
B'C =-¢@)
() =CB =5 =X+ 5 —¥c)
p() =7—4]
BA = (x4 — xp)T+ (ya — ¥5)J
BA=1-7
(BA) = (-]
h(B)h(4) = (D) — ¢()
B'A =1—4— ¢()
dou: () =-1-9

1°" méthode

Ecriture analytique de h :
fBYf (M) = ¢(BM)
B'M' =i+ (y—2)))

B'M = xp(D) + (v — 20 ())
O =X+ O =y =x@—4D+ @ —-2)(-T-9))
O =g+ (' —y'p) = (x —y+2)T+ (—4x — 8y + 18)]
Par identification :

x'=1=x—-y+2

h(M) =M ‘:’{y'+1=—4x—8y+18

o x'=x—-y+3
h(M) =M (:){y'=—4x—8y+17
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2eme Démarche
X, =axy +by,+c
yy=a'x,+Db'y,+c

3=a+b+c
4=a +b +

h(A) =A' (:){

h(A) = A’ (:){

Xp = axg +byg +c
yp=a'xg+b'yp +c
1=2b+c
1=2b"+¢

h(B)=B’<:){

h(B) =B' < {_

Xe =axc +byc +c¢
ye=a'xc+b'yc+ ¢
0=—-a+2b+c
3=—a"+2b"+¢
en prenant une équation dans chaque systéme
nous obtenons le systeme suivants

3=a+b+c 4=a+b +
Sl )SZ

h(C)=C’<=){

h(C)=C’<=>{

1=2b+c —1=2b" 4+
O0=—-a+2b+c 3=—a+2b+¢

OnrésolvantS;ona:a=1,b=—-1etc=3

Onrésolvant S, ona:a’' = —4,b' = —9etc =17

Vu que h est une application affine

hny =mr o { T T
vy =ax+b'y+c

En remplagant les réelson a :

x'=x—-y+3

h(M):M(:){ —4x — 8y + 17

yl
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Affinités du plan

Définition 3

Soit (D) une droite,d une direction de droite
distinctes de celle de (D) et k un nombre réel.
On appelle affinité d’axe (D),de direction 6 et de

rapport k I'application f qui a tout point M du
plan associe le point M’ tel que :

HM' = kHM ou H est le projeté de M sur (D)
suivant la direction 6 .

Lorsque la direction de (D) est orthogonale a 6§
.f est 'affinité orthogonale d’axe (D) et de
rapport k .

Remarques

Sik = 0, alors f est la projection sur (D)
suivants la direction

Sik =1, alors f est I’application identique du
plan.

Si k = —1, etsila direction de (D) est
orthogonale a § alors f est la symetrie
orthogonale d’axe(D).

L’ensemble des points invariants d’une affinité
est son axe.

Expression analytique
Propriété 4
Le plan est muni du repére(0, 1, ).

L’expression analytiques de I'affinité d’axe (D)
d’équation y = b, de direction elle de j et de
rapport k.

{ x'=x
y=ky+@A-k)b
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Application 3(BAC Blanc jean hilaire OBAME

2013)

Le plan est muni du repére(0,7,]) on considére la
droite (D) d’équationy = %x la symétrie S
d’axe (D) direction celle de I'axe(0y).

Soit g I'application affine de P dans P qui au point
M (x, y)associe le point M'(x', y") tel que

'—1+1
X' =-ox

=yl
y'=-gxty+s

1. Montrer que g est bijective et vérifier que :
goS = Sog .

gM) =M <

2. Déterminer 'ensemble (A) des points M de P
invariant par g .

3. Montrer que si M n’est pas invariant par g, la
droite (MM") garde une direction indépendante
de M que I'on précisera .

4. Calculer les coordonnées du point M,
intersection de (MM') et de (A) .

5. Montrer que g est une affinité dont on
donnera les éléments caractéristiques.

Proposition de correction 3

1.

oM =-31-3] et 9()=-j
1

det(p@; o) = | 3 =3#0

-Z 1
4

Donc g est bijective.

Déterminons d’abord I’écriture analytique de S

1
ME(D)@}/ZE.X
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il existeunréel a € IR" tel que MM' = aj
Imil[MM'] € (D)

()=

k(x’:x;y’;r3’> € (D)

x'—x=0
{ by sam
y'+y 1(x'+x

2 _§< 2 >(2)

Par suite :
x'=x
{y’ = a+yM
X +x=200"+y) (2)

Soit encore :

x'=x
{{y’=a+y(1)
2x = 4y + 2a

x'=x
{y’=a+y(1)
2a = 2x — 4y (2)

x'=x
{y’=a+y(1)
a=x—2y(2)

En remplacant (2) dans (1) on obtient :

x'=x
S M=M’<=>{,
) (M) e

gM) =M, &

V= —gXxty+ts

x’ =x1
Yy =x-n
Sog(M) =S(My) =M’

Soy(My) =M & {




'=—-x +1
X 2x1

, 3
y=—ghathts
1
x'= —Ex+1
gos(M) =M"' < 1 1

Y =TT

D’ou: goS = Sog

2.
Résolvons I'équation g(M) = M

N _2
X = 2x o x—3
_ 3 . ..1 2
y=TmgrTyTy; o XT3

2
M(x,y) E(Ad) & x = 3
3.
gM) =M =M =M
MM' = (x' —x)T+ (' —y)J

M = (- tx 41 )*+ S ety ta
—( Zx X ) 4X y >

MM’-—(3 +1)4— 3 +1*
“\T2F ) 2*T7))
3 R
= (e )i (2rr1)
R TERY
)\ )
7 -> 1—>
MM = (l +—1) )

MM a la direction du vecteur ( %
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La droite (MM") a pour vecteur directeur i (1; %)

ainsi (MM") a pour équation cartésienne :

! +C=0
2Ty TE=

1
C=y—Ex

1
1] —xl—y1+C=0
Mle{(MM)Mle 2 5
x1=§

(8)

x'=ax+by+c

!

g est écrit sous la forme : {y —dx+by+c
aveca,b,c,a’,b’et ¢’ des nombres réels
a=—%,b=0 ,c=1;a =—

Donc g est une application affine du plan.
Elément caractéristiques

D’une parton a:

M1 =" —x)T+ Q' =y

MM = (——x+1——)L+(—%x+y+%’—(§+y—%x)>f

-1
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D’autre parton a :
MM = (x —x)T+ (y —y1)j

= (x-30 (r -1 )7

MM' = —=M;M D'oti:k =—=
€onelusion : g est une affinité d’axe
(A):x = %, de direction (i’+ %j’) et de rapport

k=-2.
2
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