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Premiére session 1992-1993 PC1-MPCT1-MPT1 (Sujet B)

Exercice 1 :

Un point M décrit la courbe d’équation polaire : p(8)=5p,sin’ %

1/ Représenter sur une figure la trajectoire du point M.

2/ L’angle polaire 6 varie linéairement avec le temps (6 = o). Exprimer les vecteurs
vitesse et accélération du point M :
a) Dans la base du repére local lié aux coordonnées polaires ;
b) Dans la base (c—,a) du repére intrinséque.

3/ Exprimer la coordonnée curviligne s de M en fonction de 0.

4/ Calculer la longueur L de la trajectoire de M.

5/ Exprimer e, dans la base polaire. En déduire I’angle a que ¢, fait avec I’axe des x.

6/ Exprimer I’abscisse curviligne s en fonction de «. En déduire le rayon de courbure
R en fonction de « et ensuite en fonction de 6.

Exercice 2 ;

Dans un référentiel d’inertie, un point matériel M décrit une courbe d’équations
cylindriques paramétriques :

P =V,

6="=,
‘ 2

z=bt,

ou v, et b sont des constantes positives.
1/"a) Déterminer I’équation cartésienne de la trajectoire de M dans le référentiel
d’inertie Oxyz.

b) v et a étant respectivement la vitesse et ’accélération de M dans le référentiel
d’inertie, déterminer, sans calcul, la composante normale de a, ainsi que I’angle
que fait v avec le plan vertical Oyz.

2/ a) Déterminer les équations paramétriques (de paramétre t) de la trajectoire de M
dans un référentiel Ox’y’z’ tournant avec une vitesse angulaire constante o,
autour de l’axe Oz, dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Les deux référentiels Oxyz et Ox’y’z’ sont confondus au début du mouvement de
M

b) Représenter sur une figure la trajectoire de M dans le référentiel non galiléen
Ox’y’z’.
3/ Calculer les composantes de la vitesse relative et de la vitesse d’entrainement de
M. )
En déduire celles de la vitesse absolue de M.

4/ Calculer les composantes des accélérations relative, d’entrainement et de Coriolis
du point M.

En déduire celles de I’accélération absolue de M.
5/ Retrouver directement la vitesse et 1’accélération absolues de M.
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Premiére session 1993-1994 PC1-MPCT1-MPTI

Exercice 1 : e o il
le (C) vertical de centre O et de rayon
Un point M oscille sur un demi-cercle (C) e s

d’autre d’un point M,, intersection du demi-cercle (C) avec le plan horiz
figure.

Les positions extrémes de M sont repérées par Mj et My’

A chaque instant t le point M est défini par son abscisse curviligne :

N .
s()=MM =A _sin at,

A et a étant des constantes du mouvement. la |
Simultanément, le demi-cercle (C) effectue un mouvement autour de I’axe OZ selon la loi :

Pp@)=(0X ,0X )=B.sin(ft+ f,)

B, B et f3, étant des constantes du mouvement et OX’Y’Z’ un systéme d’axes orthogonaux
liés a (C).

I/ Exprimer dans la base de Serret Frenet (7 , n , & ) et en fonction de &, A, Ret t, la
vitesse J7(M) / R’ et 'accélération ¥ (M) / R’ du point M par rapport au référentiel
R'(OX’Y’Z’).

2/ Exprimer en fonction des constantes du mouvement, et toujours dans la base de Frenet, la
vitesse d’entrainement, I’accélération d’entrainement et I’accélération de Coriolis du mobile

lorsque celui-ci passe par le point M, en allant de M; vers M;’ et que le mouvement de (C) se
fait a cet instant dans le sens de ¢ croissant.

On commencera par représenter le triédre orthonormé direct (7 , 1 , b ) au point M,

Z |7z

SN

M,
Y’
M
0
;-Y
oy Mo
xs
My
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Exercice 2 :

Dans le repére galiléen R(Oxyz) de base ( i, J, k) on considére une tige Ox’ de masse
négligeable portant un ressort de raideur k, de masse négligeable et de longueur a au repos.
L’_extrémité A de ce ressort est solidaire d’un anneau supposé ponctuel, de masse m, qui peut
glisser sans frottement sur la tige Ox’.

L'fl tige Ox’ située dans le plan (xOy), tourne autour de I’axe vertical Oz, dans le sens
trigonométrique, avec une vitesse angulaire constante @ .

On appelle R’(Ox’y’z’) le référentiel mobile lié a la tige Ox’. Les axes Oz’ et Oz sont
confondus. '

1/ On fixe ’anneau A a la distance a de O.

Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de A par rapport au repére fixe R(Oxyz), en
fonction des vecteurs de base ( F ; , K ) de R'(Ox’y’2’).

2/ A I’instant t = 0, on libére I’anneau A sans vitesse initiale.

a) Exprimer vectoriellement dans la base ( 1_: _7 , K ) les forces qui s’exercent sur I’anneau
A dans le référentiel mobile R’(Ox’y’z’).

En déduire I’expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique dans le repére
R(Ox’y’2’).
b) Ecrire I’équation différentielle du mouvement de I’anneau A sur Ox’.

Pour quelles valeurs de @ I’anneau A oscillera-t-il sur la tige Ox’ ? Exprimer alors Q,
pulsation du mouvement, en fonction des données du probléme.

c) Dans ces conditions, déterminer I’équation horaire x’(t) du mouvement de I’anneau A sur la
tige Ox’.

3/ Dans le cas du mouvement oscillatoire, déterminer les composantes Ry , Ry et Ry de la
réaction R de la tige Ox’ sur I’anneau A.

4/ Déterminer, dans le cas du mouvement oscillatoire, la vitesse V de A par rapport au repere
fixe (R), en fonction des vecteurs de la base ( i , ;‘ , I ).

Calculer la puissance mécanique P(t) de la réaction R.
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Deuxiéme session 1993-1994 PC1-MPCT1-MPT1

Exercice 1 : _

Un point matériel M est repéré dans un référentiel fixe Oxyz par ses ¢
(p,0,z)tellesque: p=a,d =wt et z=hé ,oua o cthsont
et t le temps.

oordonnées cylindrigues
des constantes posILIVES,

— — —

1/ Ecrire I"expression du vecteur position OM dans la base cartésienne (ex, ey ).
2/ Quelle est la nature du mouvement du point M :

a) dans le plan xOy ?

b) suivant I'axe Oz ?
3/ a) Quelle est la nature du mouvement résultant du point M ?

b) Représenter la trajectoire du point M dans le référentiel Oxyz. B
4/ Déterminer les composantes cartésiennes et le module du vecteur vitesse V' et du vecteur
accélération 7 .
5/ Calculer I’abscisse curviligne s(t) du point M 4 I’instant t sachant que s(t)=0at= 0,_
6/ Calculer les composantes tangentielle ( , ) et normale ( ¥ ) du vecteur accélération 7 .
7/ Caleuler le rayon de courbure R de la trajectoire de M.
8/ Montrer que la vitesse J” fait un angle constant a avec I’axe Oz.

Déterminer I’hodographe du mouvement du point M.

Exercice 2 :

Soit un axe vertical Oz’, tournant sur lui-méme a la vitesse angulaire @ variable : @ = o (1).

Cet axe entraine dans son mouvement une tige OA de longueur ¢ articulée en O et qui forme
avec I'axe Oz’ un angle @ dépendant de o .

En A est fixé un point matériel de masse m ; la tige OA est de masse négligeable.

1/ On considére le repére R’(O, i', ', k ) entrainé par le mouvement de rotation d’axe Oz’
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a) Ecrire dans le repére R’ le vecteur position du point matériel.

En déduire sa vitesse relative v, et sa vitesse d’entrainement v . . o
b) Calculer dans ce repére les différentes forces d’inertie qui s’exercent sur le point matériel.
2/ On suppose @ constante : la tige forme alors avec 1’axe Oz’ un angle @ constant.

a) Que deviennent les différentes forces d’inertie dans ce cas ?

b) Ecrire le principe fondamental de la dynamique dans le repére R’.

On exprimera tous les vecteurs dans la base ( i', j', & ).

c) En déduire 'intensité de la tension de la tige OA :
- enfonctiondem, £ et @ ;

’

- en fonction de & et du poids mg du point matériel.
d) Etablir la relation qui lie @ et @ .

Montrer que a n’est différent de zéro que pour des valeurs de @ supérieures & un @, que
I’on déterminera.

Devoir de Mécanique 1995 PC1-MPCT1-MPT1

Exercice 1 :
Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel sont en représentation paramétrique :

’3
X=Vo( 1_?)

y=v, 12 Vo . constante positive

z=0

Calculer les composantes des vecteurs vitesse v et accélération @ dans la base cartésienne.

En déduire les composantes de a dans la base locale de Frenet.

Exercice 2 : :

Un tube cylindrique de longueur 2a tourne dans le plan horizontal 4 la vitesse angulaire
constante @ autour d’un axe vertical passant par son centre O. Une particule initialement au
repos dans le tube 4 la distance b de O, se déplace sans frottement suivant I’axe du tube.
Quelle sera, par rapport & un référentiel galiléen judicieusement choisi :

1/1a vitesse V de la particule 4 tout instant t de son mouvement dans le tube ?

2/ la vitesse V; de la particule & sa sortie du tube ?

On rappelle que :

X -X

a) chx= QT; shx = 5 ch®x + sh’x = 2ch? — 1

b) Les équations différentielles ¥+Q?x = 0 et ¥—Q2x

el’_ —X

= 0 ont pour solutions
: ;M _ Qt —Qt
respectives . X =xpcos(2t- @) et x=A.e*° +B.e

\
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Exercice 3 : . le long de
LT : ectivement,
Une tige BC, de longueur (, a ses extrémites qui 5€ déplacent, resp I’axe Oy. La distance

‘ . ) H ”éle f;l
I’axe Ox d’un référentiel R=Oxyz et le long d’une droite (D) paral fan Oxy, d’un
qui sépare (D) de Oy est OH=h (voir figure ci-dessous). La position, dans le plan %3

. , . 7o RBC ) Onnoted la
point quelconque A de la tige est caractérisée par I’angle 8 = ( -0y BC )

distance AB. .
1/ Exprimer en fonction de &, les coordonnées de C et A dans le repére R. |
wm, Ry étant le référentiel

2/ Quelles sont, dans la base de R, les composantes de Vaur etV

. . . g . ’ T ar
d’origine B, en translation par rapport 4 R ? Trouver la vitesse d’entrainement de Ry p
rapport & R

3/ Quelles sont, dans la base de R, les composantes de @i et aum 7 Trouver [’accélération

d’entrainement de R par rapport a R. T
4/ a) Déterminer |’équation cartésienne de la trajectoire de A dans le repére R.
b) En déduire la nature de cette trajectoire.
c) Représenter ladite trajectoire dans le cas ou £ > 2d.
On supposera que :h> (.

F Y

h 4

D)

Y
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Premiére session 1994 — 1995 PC1 - MPCT1 - MPT]I (Partie B)

Une perle assimilée a un point materiel de masse m glisse sans frottement sur un fil
ayant la forme d'une cycloide (voir figure) d’équations

Y
x=0-sin€
|y =14+cos@
Ou 0=6<2x, G =6(r), ol 1 est le temps.

1)

3)

4)

5)

0)

7)

8)

Icrire I'énergie cinétique T de la perle en fonction
dem, 0 c16.

Ecrire I'énergie potenticlle V de la perle en fonction de m, g ef 0 ol g cst
I"accélération de la pesanteur.

Onpose L=T-V
Ecrire L en fonction de m, 0, 8 et g.
Calculer
a) o
00
by &
o6
d (6!,]
C) — —
dr\ 00
-
En écrivant : i(giJ—i =0, montrer qu’on aboutit a une ¢quation
di\o6) o6

différenticlle de la forme &+ A6% + B =0, par identification donner les valeurs
de A ct B,

Montrer que I’on peut écrire 1’équation du mouvement de la question 5) sous la
forme :

-
2

d i
—f—+£u =0ouwu= cos[g)
dlt q 2

Donner la solution de I’équation de la question 6) et la période T.

Donner la longueur / d’un pendule simple qui aurait la méme période que la
période de la question 7).
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Premiére session 1999 — 2000 PC1 — MPCT1-MPT1

Exercice 1 : . iaica oirculaire de
X e . ctoire circ
On considére, dans le plan xOy, une particule en mouvement sur uné traje

: . do e
rayon R. On suppose que la vitesse angulaire @ == est une constante.

1/ On pose 5:%?5:7 ol est la vitesse instantanée de la particule.

Trouver une relation entre Q et @, le vecteur vitesse angulaire.
2/ Trouver une relation entre QA ¥ et I’accélération de la particule.

Exercice 2 :
Soit un champ de force défini par F'=yi+Axj .
1/ Pour quelle valeur de 4 ce champ de force est-il un gradient 7
2/ Exprimer dans ce cas I’énergie potentielle E, dont ce champ de force dérive.
3/ Calculer, pour la méme valeur de 4, le travail de F* de I’origine O(0,0) au point A(1,1) de
deux fagons différentes : o
a) En suivant les deux segments de droite OC et CA, le point C étant défini par ses
coordonnées (1,0) ; .
b) En suivant la courbey =x"de O a A.

Exercice 3 :
Un homme se tient debout immobile au bord d’un plateau circulaire horizontal de rayon R = 4

m, tournant autour de son axe Oz a la vitesse de 10 tours par minute.
On utilisera le repére Oxyz fixe lié au sol, supposé galiléen, et le repére mobile lié au plateau
tournant, O’x’y’z’, dont ’origine O’ coincide avec les pieds de I'homme. L’angle de O’x’

avec Ox est défini par @ =w (. (Voir figure).
1/ Calculer la vitesse et |’accélération d’entrainement de I’homme par rapport au repére fixe.

On donnera les résultats dans la base mobile ( r_; }: X ), puis dans la base fixe ( .;, :r', K ).

2/ L’homme lache sans vitesse initiale par rapport au repére mobile une bille de masse m = 20
g d’un point M, situé a une hauteur H = 1,80 m au-dessus du plateau, a I’instant t = 0.
a) Quelle est la vitesse initiale de la bille par rapport au repére fixe ?

On donnera le résultat dans les deux bases.
b) Déterminer les coordonnées x, y, z de la bille en fonction du temps.
¢) La bille tombe-t-elle sur le plateau ou a Iextérieur ? Calculer la distance du point d’impact

(z = 0) au bord du plateau.
On prendrag=10m. 5?2

3/ L’homme lance du point O’ la bille qui roule sur le plateau avec une vitesse initiale de

m.s™ dirigée vers le centre O.
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Le mouvement de la bille dans le repére mobile étant rectiligne uniforme, calculer la

résultante F° des forces appliquées a la bille, en fonction de x’. Calculer Iintensité F de cette
force au départ de la bille en O,

Premiere session 2001 — 2002 PC1 — MPCT1 — MPT1

LExercice :
S étant un champ scalaire, calculer le gradient de S en coordonnées cylindriques (o, 6, 2).
On utilisera la relation :

dS = grad S.dr

Probléme :

Une perle P de masse m se déplace sans frottement le long d’une tige. Cette derniére, fixée en
A a un axe vertical Oz et inclinée de 60° sur la verticale descendante, tourne autour de 1'axe
Oz a une vitesse angulaire constante @ .
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sneroie cinétique T et
_ ‘e 'énergie cinetique
1/ a) La tige étant située dans le plan Oxz a I'instant initial, calculer I g

I’énergie potentielle U de la perle ponctuelle P. ) o
On notera r la distance AP et h la hauteur du point de fixation A de la,tfgc
b) En déduire le lagrangien de la perle : L =T - U.

\ . ’4 ion de Lagrange .
c) Trouver I’équation différentielle du mouvement de P a partir de I’equati g

. ‘renti lilcen
2/ a) Ecrire le principe fondamental de la dynamique pour P dans un référentiel non ga
judicieusement choisi.

b) En déduire 1’équation différentielle du mouvement de P.
3/ Déterminer 1’équation horaire r = r(t) du mouvement de P.

On supposera qu’a I'instant t = 0, P est a la distance r, du point A et posséde la vitesse v, sur
la tige.

Deuxié¢me session 2001 — 2002 PC1 — MPCT1 - MPT1

Exercice 1/3

—_— e —

1/ Représenter sur unc figure la base orthonormée directe sphérique (g @4 €p)> OU @
représente la colatitude et & la longitude.

2/ Exprimer le vecteur position r d’un point M de coordonnées sphériques (r,¢,0) dans la
base sphérique.

3/ En dérivant le vecteur position, exprimer le vecteur vitesse v de M dans la base sphérique.

4/ En déduire I'expression de v dans le cas o le point M se déplace a la surface de la terre Je

long de I’équateur.

Exercice 2/3
A/ Dans un repére orthonormé Oxy,

on considére le point P de coordonnées cartésiennes x(t)
et y(t). On pose :

x’=-a£ ,_dy ”=d2x ., dy
dr 'Y T dr X T gE Y S gm

Calculer en fonction de x’, x”’, y’ et y™* :
1/ I’accélération tangentielle P2

2/ I’accélération normale Y,
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3/ le rayon de courbure R.
B/ On donne le cas particulier suivant :

x=a.sinw!
y=a.cosol

ou a et @ sont deux constantes positives.

1/ A partir des résultats de A/ calculer v, etR.

2/ En déduire la nature du mouvement de P.

Exercice 3/3

Un bateau passe en un point A avec une vitesse y, . Au méme moment, un canot part du

point B situé & une distance £ de A, avec une vitesse dont la norme est v, .

a ¢étant 'angle entre ), et AB

—

1/ Quel doit étre I'angle S de ), avec AB pour que le canot puisse rencontrer le bateau ?
On utilisera un référentiel lié au bateau.

2/ Quel sera le temps mis par le canot pour rejoindre le bateau ?

Scanné avec CamScanner



Fwr 4 8 N W

I v/ —d 7

-

Premiére session 2003 — 2004 PC1 — MPCT1 — MPTI

¢ force centrale
te f le long d’un axc
tentielle £, nulle

Exercice 1 : Energic mécanique totale d’une particule soumise Aun
I/ On considére une particule de masse m soumise a une force constan
Oy. On appelle & son énergie mécanique totale. On suppose I’énergie po
poury=0. i : ;
a) Exprimer la vitesse v en fonctionde m, &,y et f. ;
b; Enpdéduire 'intégrale permettant de calculer le temps t au bout duquel la particule,
artie de 'origine O, armive a la distance y. .
2/ On sEpposc maintfnant que la particule est soumise a une force centrale = C/*, ou C esl
une constante positive. o
Calculer I'énergie mécanique totale & en fonction de m, dr/dt, r et du moment cmé}:quc o 3
On se placera en coordonnées polaires planes et on supposera que I'énergie potenticlle £p =
pour r— @,

0

Exercice 2 : Dynamique terrestre _

Soit un point matériel P de masse m au repos a la surface de la terre en un point de latlluc-ic A.
La terre supposéc sphérique de rayon Ro tourne par rapport a I’axe des poles a la‘ vitesse
angulaire @ constante. Soit (N) le référentiel (Oxyz) supposé galiléen dont I'origine O
coincide avec le centre de la terre et dont les axes gardent des dircctions fixes. L’axe Oz est
confondu avec I'axe des poles. Soit () le référentiel (O’x’y’z’) attaché a la terre dont
I’origine O coincide avec le point P et dont les axes sont tels que : O’x’ est tangent au

paralléle de latitude A et orienté vers I’Est ; O’y’ est tangent au méridien passant par O’ et

orienté vers le Nord ; O’z’ est radial de méme sens que 00",

—
Soit F. la force d’attraction exercée par la terre sur le point matériel P.

1/ Ecrire la loi fondamentale de la dynamique appliquée au point matériel dans le référentiel
(M) puis dans le référentiel (N ).

2/ Calculer I'expression de la force d’inertic d’entrainement 74 et donner son module en
fonctiondem, @, Rpet 1.

Déterminer la force de Coriolis F, .
3/ Sachant que le poids 7 cst défini par: P =mg = 1:; + ]_"; ,

donner I’expression de I'angle £= (F, , P) que fait F, avec P, en fonction de @, Ro, get 2.
4/ En supposant que £ ~ 0°, donner Iexpression de g en fonction de g, @, Ry
est la valeur de g a I'équateur (1 = 0°).

5/ A l'instant t le point matéricl P se met en mouvement et se dé
parallele avec une vitesse constante v’ par rapport a (1 ).

et A, ou g,

placc vers I’Est le long du

Trouver les composantes de F: dans la base (;:, _}' ;') du référentiel (R ).

6/ En supposant qu’a I’instant t, la résultante des forces (forces appliquées et forces d’inertie)

agissant sur le point matériel en mouvement est égale a la composante de /7,

s B0, | I+ suivant f',
calculer a I’instant t le rayon de courbure p dela trajectoire en fonction de Viwet A,
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Exercice 1 : Sens physique du gradient (6 points)

Dans un repére Oxyz on considére une plaque d’épaisseur 2a paralléle au plan xOz. La plaqye
a une extension infinie dans les directions Ox et Oz ; elle admet xOz comme plan de symé.‘,trle-
La plaque est en phase de refroidissement : la température T de son cceur (y=0) est supérieure

a la température T, de ses parois externes (y= a) ; sa température interne est donnée par la
relation :

ai—1?
T(x,y,z) = T2 + (T, - T2)

(; (pourye[-a,+a])
1/ Tracer le profil de température de la plaque le long de I’axe Oy : T = f{y) pour ye [-a, +a].

2/ Calculer grad T'. Donner sa valeur et le représenter pour y=*a, y==* % , y=0.
3/ Que représente physiquement le gradient de température 7

Exercice 2 : Etude d’un mouvement plan (7 points)
Un point P décrit une courbe plane d’équations polaires :

x
l'=b.e(_‘[)

g=wt

oub, 7 et @ sont des constantes positives.
1/ Représenter sur une figure la trajectoire de P.
2/ Calculer les composantes radiale et orthoradiale de la vitesse et de I’accélération.

En déduire les normes de ces vecteurs, ainsi que ’angle que fait la vitesse avec le vecteur
position.

3/ Trouver les composantes tangentielle et normale de 1’accélération.
4/ Calculer le rayon de courbure de la trajectoire, R.
5/ Déterminer la coordonnée curviligne s.

On supposera que s est nulle au début du mouvement (& t=0).

Exercice 3 : Composition des vitesses — Probléme du nageur (7 points)
Un nageur parti de A, se déplace a la vitesse constante ¥ par rapport a I’eau d’une riviére de

largeur d dont les eaux sont animées d’un courant de vitesse constante v (v<V). (Voir

figure). Le nageur effectue les trajets aller et retour : AA A en un temps t; , AAA en un
temps tz .

1/ Exprimer le rapport to/t; en fonction du rapport des vitesses v/V.

2/ Sachant que t; = 2t; = 7 min, déterminer I’angle @ que fait la vitesse V du nageur avec la
perpendiculaire 4 la riviére, lorsque le nageur effectue le trajet AA,.

Scanné avec CamScanner



12

s . 2d) sur un lac
3/ Déterminer le temps tg qu’aurait mis le nageur pour effectuer |’aller-retour (2d)
(v=0).

oM s S

A

d .
¥ —
7787 F 7 7K ;

Premiére session 2004 — 2005 PC1 — MPCT1 — MPT1

Exercice 1 : Effet de la force de Coriolis — Cas d’un train

Un train roule sur une ligne Nord-Sud dans I’hémisphére Nord.

Déterminer la direction et le sens de la force de Coriolis s'exergant sur le train. En déduire le
rail (droit ou gauche) sur lequel le train exerce une pression.

Exercice 2 : Mouvements verticaux d’une remorque
Une remorque, de masse totale M = 100 kg , est tirée par un véhicule roulant a vitesse

horizontale constante 7 et qui n’exerce sur elle aucune force verticale.

Elle repose sur une roulette A de dimensions et de masse négligeables, par I’intermédiaire
d’une suspension verticale AB, de masse négligeable devant M, constituée d’un ressort de
S +3 - , . : .

rigidité k = 6,10.10™ N.m™ et d’un amortisseur (piston coulissant,d

ans un cylindre rempli
d’huile) dont le coefTicient d’amortissement fluide est h. '

La longueur au repos du ressort est AB = 7, = 70 ¢m et, lorsqu’il est soumis & une force de

compression statique verticale /7, la loi ’F‘ =k ‘E—CO|, ou £ est la longueur AB du ressort

comprimé, est suivie exactement.

D’autre part, la force résistante /' verticale qu’oppose ’amortisseur a ses mouvements

d’étirement ou de compression a pour module ’}—";I =h Tt

, Ol £ est la longueur AB.

On suppose que la suspension reste toujours verticale et

; que la remorque peut étre assimilée a
une masse ponctuelle située en B.
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On choisit un référentiel %, supposé galiléen, lié au sol, de repére OXYZ, I’axe O_Z étant
vertical ascendant et I’axe OX horizontal, de direction et sens identiques & ceux de ¥ (voir
figure).

Z?

1\2

h

I

T R S T

Le profil de la route peut alors étre décrit par une fonction Z = f (X). Cependant, dans le

présent exercice, on considérera que la route est plate et horizontale, c’est-a-dire qu’elle
correspond au profil Z = 0.

Pour étudier les mouvements verticaux du point B de la remorque, on utilise un second

référentiel M' galiléen animé d’un mouvement de translation rectiligne uniforme de vitesse v
par rapport a M. Un repére de N' est O’xyz, dont ’axe O’z coincide avec la droite AB, son

axe horizontal O’x étant paralléle & OX et de méme sens. L’altitude de O’ dans le repére
OXYZ sera définie plus loin a la question 1/.

Le mouvement de B dans le référentiel 9' sera décrit par une fonction z = z(t) ou t est le
temps.
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L’intensité de la pesanteur, uniforme, est g = 9,81 ms=.

1/ a) Déterminer I’expression de la longueur AB

= {, du ressort lorsqué B est en équilibre
dans le référentiel 91"

b) Calculer numériquement ¢ .

Remarques : .
Dans toute la suite du probléme, Ialtitude de O’ dans le repere OXYZ sera choisie égale a
Cette valeur ¢, . |

D’autre part, on considérera que la roulette A reste toujours en contact avec la route.

2/ Le coefTicient d’amortissement h est considéré comme négligeable. A la date t =
B est écarté de sa position d’équilibre O’. 11 a alors pour cote zg
et il est abandonné sans vitesse initiale dans le référentiel N

0, le point
= 10 cm dans le repére O’xyz

a) Etablir I’équation différentielle du mouvement de B dans N’ .

b) Montrer que le mouvement de B est sinusoidal, de pulsation @, dont on précisera
I’expression littérale.

Calculer numériquement la fréquence fy du mouvement.

c) Déterminer complétement la fonction

z(t)  partir des conditions initiales et en donner
graphiquement I’allure générale.

3/ L’amortissement h n’est plus négligeable mais corres
h=hy=2 Mk .

pond a une valeur « critique » :
a) Calculer numériquement hy,
b) Etablir la nouvelle équation différentielle du mouvement de B dans 0’

c) Donner la solution générale de cette équation,

d) Déterminer complétement la fonction z(t) a partir des mémes conditions initiales qu’a la
question 2/ et en donner graphiquement I’allure générale.

e) Quel est I’intérét pratique de la présence de I’amortisseur ?
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Exercice 1 : Questions de cours (7 points)
1/ Newton donne une forme logique & la mécanique, qui repose sur trois principes.
Citer ces trois principes.

2/ Lorsqu’un pilote de moto entre dans un virage, il a tendance & pencher son engin, et cela
d’autant plus que sa vitesse est grande. Comment expliquez-vous cela 7

—_— — —

3/ a) Représenter sur une figure la base orthonormée directe sphérique B = (er.e4 .6 ), ob

¢ représente la colatitude et @ la longitude.
b) Exprimer le vecteur position d’un point M dans la base B.
c) En dérivant le vecteur position, exprimer le vecteur vitesse dans la base B.

4/ a) Enoncer puis démontrer le théoréme du moment cinétique. o
b) En déduire que, dans le cas des forces centrales, il y a conservation du moment cinétique.

Exercice 2 : Oscillations dans une cuvette de potentiel (7 points)
Un point matériel de masse m est astreint 4 se déplacer sans frottement sur un axe Ox. Il est
soumis de la part du point O a la force centrale : ‘

F(x)=(——)?—2+%)ex

ou a et b sont deux constantes positives et x > 0.
1) Calculer la valeur x, pour laquelle le point est en équilibre.
2) Calculer I’énergie potentielle U(x) dont dérive F(x). On choisira U(w) = 0.

Représenter graphiquement U(x) et en déduire que la position d’équilibre x = x, est stable.
3) Calculer I’énergie mécanique E du point matériel et, a I'aide de la courbe précédente,
discuter suivant les valeurs de E, le (ou les) mouvement(s) possible(s) du point laché sans
vitesse initiale.

Exercice 3 : Oscillations d’un cube de bois i la surface d’un liquide (6 points)

Un cube de bois de coté ¢ et de masse volumique 4 flotte a la surface d’un liquide de masse
volumique 4. On I’enfonce d’une quantité z << £. Calculer la période T d’oscillation du
cube.

Ondonne: £ =10cm; 4 =0,8 g.c:m_3 e =] g.cm"3 .g=9,81 ms>.

Premiére session 2005 — 2006 PC1 — MPCT1 - MPT1

Exercice (8 points)
1/ La pression P d’une particule d’air est fonction des coordonnées cartésiennes (x,y, z ) et
du temps t.
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.o 0P p 7
Calculer la dérivée totale %g en fonction de la dérivée partielle a0 de la vitesse V' de la

particule d’air et du gradient VP

— — —

2/ Calculer le vecteur vitesse v d’un point mobile M dans la base sphérique (&r €4 ,€5 ),
ou ¢ représente la colatitude et @ la longitude.

En déduire Iexpression de dans le cas ou M représente un véhicule se déplagant 4 la
surface de |a terre, le long d’un méridien. (On assimilera la terre 4 une sphére de rayon R).

3/ Enoncer clairement, puis démontrer le théoréme du moment cinétique.

4/ Répondre par faux ou vraj : X
a) Lors de la rotation d’une roue sur une piste rectiligne, son centre est animé d’un
mouvement cycloidal par rapport au sol.

b) L’accélération d’entrainement est toujours égale a la dérivée de la vitesse d’entrainement
par rapport au temps.

¢) Un oscillateur libre ne peut pas étre amorti.

Probléme (12 points)

glisser sans frottement sur la tige Ox’.
La tige Ox’ située dans le plan (xOy), tourne autour de I’axe vertical Oz, dans le sens
trigonométrique, avec une vitesse angulaire constante @ .

On appelle R’(0x’y’z’) le référentiel mobile lié a la tige Ox’. Les axes Oz’ et Oz sont
confondus.

ZAZ
yl
Ak
p—i —
. = y
; 0
I
x’
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1/ On fixe ’anneau A a la distance a de O.
Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de A par rapport au repere fixe R(Oxyz), en
fonction des vecteurs de base ( F, ;’ P ) de R'(Ox’y’z").

2/ A 'instant t = 0, on libére ’anneau A sans vitesse initiale.

a) Exprimer vectoriellement dans la base ( F, ? " K ) les forces qui s’exercent sur I’anneau
A dans le référentiel mobile R’(Ox’y’z’).

En déduire I’expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique dans le repére
R’(Ox’y’z’).

b) Ecrire I’équation différentielle du mouvement de I’anneau A sur Ox’.
Pour quelles valeurs de @ I'anneau A oscillera-t-il sur la tige Ox’ ? Exprimer alors Q,
pulsation du mouvement, en fonction des données du probléme.

¢) Dans ces conditions, déterminer I’équation horaire x’(t) du mouvement de |’anneau A sur la
tige Ox’.

3/ Dans le cas du mouvement oscillatoire, déterminer les composantes Ry , Ry et Ry de la
réaction R de la tige Ox’ sur I’anneau A.

4/ Déterminer, dans le cas du mouvement oscillatoire, la vitesse V de A par rapport au repére
fixe (R), en fonction des vecteurs de la base ( /', j', &' ).

Calculer la puissance mécanique P(t) de la réaction R.

Deuxi¢me session 2005 — 2006 PC1 - MPCT1 — MPT1

Exercice (6 points) : Force centrale et énergie potentielle
On considére une particule de masse m soumise a une seule force centrale de la forme :
F=F(r).u,

a?

3

s proves Uo  ?
ouF(r)-Za(

ol u, est le vecteur unitaire dans la direction du vecteur position r, U, et a sont des
constantes > 0 et 7 est la distance entre la particule et le centre de force.

1/ Déterminer I’ énergie potentielle U(r) dont dérive la force F.
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On supposera que U()=0.
2/ Montrer que le moment cinétique L est conservé au cours du mouvement.
Déterminer L cn coordonnées polaires (r,0).

3/ Montrer que le mouvement a lieu dans un plan.
4/ Déterminer la distance radiale 7 pour laquelle U

U(r.) . Tracer la courbe représentative de U (r) en fonction de .

(r) est minimum. Calculer la valeur de

Probléme (14 points) : Oscillateur amorti

Un grand récipient R de volume Vj est surmonté d’un tube de hauteur h et de section S (le
tout contient de I’air) ; un piston P de masse m peut s¢ déplacer dans le tube (on supposera
qu’il n’y a pas de frottement sur les parois).

A I'instant initial, P est en O (origine de I’axe x’x, vecteur unitaire 7 ), de chaque coté de P

: A d -
régne la pression pp : on liche P (vitesse initiale (EJIE)":O) et il s’enfonce dans le tube.

A un instant t, P est au point M tel que OM = x ; soient px et po les pressions de part et
d’autre du piston ; du fait de la viscosité de I'air P est soumis a une force de frottement

—_—

F ==kv.

Au bout d’un temps assez long pour qu’on puisse le considérer comme infini, on constate que
P se stabilise pour x = X, : a cet état d’équilibre correspond la pression p, des n moles d’air &
I’intérieur du montage. On supposera que I’air peut étre considéré comme un gaz parfait et
que sa température T varie si peu qu’elle peut étre considérée comme constante.

1/ Etablir, au temps t, le bilan des forces s’exergant sur P. En déduire leur résultante R.

2/ Que deviennent ces forces lorsque P parvient a I’équilibre ? En déduire I’expression du

poids mg de P en fonction de (pe — po) et S. Proposer une nouvelle fol"mulalion de R .
3/ Soient Vy et V. les volumes d’air enfermés par P quand OM =x et OM = x. : calculer V

et V. en fonction des données du probléme. En déduire I’expression de (p. — px). Que devient

cette expression si I’on néglige S.h devant Vg ? Calculer x¢ en fonction de mg , Vg, pg et S.
4/ On se place désqrmais dans I"approximation de la question précédente. Montrer que le
mouvement de P & I’intérieur du tube est régi par une équation différentielle de la forme -

dl(x—xa) d(x._xr
ar A Lt 02 (x-x)=0.

Exprimer A et @? en fonction des données du probléme.
5/ Montrer que, si la condition 4> <4@? est satisfaite, la solution de I’équation différentiell
ntielle

précédente est de la forme X = € D (AsinQ+ B.cosQt), ot X =x - x
» — Ae.

Calculer € en fonction de @ et A, puis A et B en fonctionde x., 1 et O
6/ Tracer la courbe x en fonction de t. '
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7/ Calculer la valeur maximum xmg atteinte par le piston. En déduire que la solution

déterminée a la question 5 n’est valable que si le tube présente une hauteur minimale hmin que
I’on calculera.

8/ Calculer de deux maniéres différentes la valeur maximale Pmax de la pression px .
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

. . ‘osidre cycloidale
Exercice 1: Mouvement d’un point matériel dans une glissicre ¢y ‘

A. On considére I’arche de cycloide définie paramétriquement par .

x=a(0+sinB)
—n<@<+n; a=cte>0
y=a(l-cos0)

1) Représenter sommairement cette arche de cycloide. .
2) Déterminer I’abscisse curviligne s(8) d’un point de cette courbe en prenan% comme origin
le point correspondant 4 6 = 0, et en orientant la courbe dans le sens des 6 positifs. o

3) Déterminer les angles polaires, & partir de la direction de (0,x), des vecteurs unitaires

tangent et normal 7 et n delabase de Frénet, et le rayon de courbure R.

B. La courbe est une glissiére rigide disposée dans le champ de pesanteur terrestre g =—gk .
Un point matériel M de masse m s’y déplace sans frottement. Le point matériel est abandonné
sans vitesse initiale & ’abscisse curviligne sg, a la datet = 0.

2

dar?

1) Montrer que I’équation différentielle du mouvement s’écrit sous la forme : +wis=0,

ou @ est une constante positive a déterminer.
2) Etablir la fonction s(t).

Exercice 2 : Equilibre relatif et mouvement d’un point le long d’une tige en rotation
Dans le dispositif décrit sur la figure ci-dessous, une tige rigide OX de masse négligeable est

entrainée, a I’aide d’un moteur, dans un mouvement de rotation autour d’un axe vertical (par

rapport auquel elle fait un angle «), 4 la vitesse angulaire Q constante ; le référentiel M,
au support est supposé galiléen. Un point matériel A de masse m
tige. On néglige tous les frottements.
1) a/ Exprimer |’énergie potentielle Ep1 du point matériel A dans le référentiel 9
b/ En déduire la position d’équilibre X, du point A. Préciser sa stabilité.

2) @/ Exprimer Iénergic mécanique Emy dans le référentiel %, .
différentielle du mouvement du point matériel A.

b/ Intégrer cette équation sachant que le point matériel est abandon
dans le référentiel RN, , a I’abscisse 2X,.

¢/ Méme question si le point matériel est abandonné sans vitesse initj
nitiale dans le référent;
N, , a 'abscisse X/ 2. e référentiel

lié
peut glisser le long de la

) lié a la tige.
En déduire I’équation

N¢ sans vitesse initiale

3) a/ Exprimer I’énergie mécanique Ep, dans le référentiel Ny . En déduire | puissa
moteur dans le cas ou le point matériel A s’éloigne du point origine O. nce Pr, du
b/ Montrer que cette puissance est liée a la force d’inertie de Coriolis

Scanné avec CamScanner



\ . L - — 4+

¥

A X(A)=X.

ol

Moteur

Exercice 3 : Amplitude des oscillations d’un ressort au cours d’un choc

On considére sur un plan horizontal, deux sphéres assimilées a deux points matériels A, et A,
de masses respectives m; = m et m; = 2m (voir figure ci-dessous). A; est lié 4 une extrémité
d’un ressort horizontal, de masse négligeable et de raideur k, dont I'autre extrémité est fixe ;
Az et le ressort sont initialement immobiles.

On lance A; vers Az avec'une vitesse de module v, ; le choc est direct.

1) On suppose que le choc est parfaitement ¢lastique ; exprimer les modules v)' et v3’ des
vitesses de A et de A, apres le choc, el I'amplitude a| des oscillations prises par le ressort, en
fonction de v, et de la pulsation o,

2) On suppose que le choc est inélastique, Aj et A; devenant solidaires. Exprimer : le module

v’ de la vitesse de I'ensemble juste aprés le choc, et I'amplitude a;, des oscillations prises par
le ressort, en fonction de v, et de la pulsation @, .

Calculer I'énergie Q dissipée au cours du choc.
Dans tout le probléme, on négligera les frottements.

Ay v, Aj

NAAND —0O
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Exercice 4 : Pendule pesant

Soit un disque (D) homogéne, de centre O, de rayon R et de masse M. . _
On l‘évideqen découpan% puis en enlevant le petit disque (d). Ce qui reste nla, de. (D)
hachuré sur la figure — est le croissant (C). ‘ ———
1) Montrer que la période T des oscillations de faible amplitude du pendule pesant -
par (C) et oscillant autour d’un axe horizontal perpendiculaire au plan de (C) en A, s’exprime
seulement en fonction de R et de g, I’accélération de la pesanteur.

2) Calculer numériquement R, pour que (C) « batte la seconde » en un lieu ol g = 10 unités
S.L

—
=

A!

OA=0A’=R
KA=KO=K'0O=K’A’=R/2
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Exercice 2:
1/ . - .
a) Equation cartésiennc de la trajectoire de M dans Oxyz :
Z A
- M
k I
A | P= \'nl
|
- \Z O = 3
N o) 1} ==y b!2
I | z=
o5 |
m
X
OM =xi +yj +zk
x=pcos@ = votcos% =0
x=psinf = votsingzvor
1N x=0
(2) y=v¢= le mouvement a lieu dans le plan Oyz,
(3) z=bt
2) =>=2
Vo
(B) =:z= b2
Vo
z= 'iy = la trajectoire de M est une droite incluse dans le plan Oyz.
\’G

b) Accélération normale ct angle ¢ que fait v avec le plan Oyz :

= 1 2
Mouvement rectiligne > —=0=>a, = LN 0

a,=0
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Le mouvement étant rectiligne, v est portée par la trajectoire. Cette derniére étant dans

le plan Qyz, v est égalément dans le plan Oyz. Donc v fait avec le plan Oyz un angle
nul ;

9=0
2/
a)
)
y' /\)
(\ )
f" % p
0 = wt
k K

=~

'=cosfi+sindj = coswti +sin ot

-

J' ==sini+cos6 ] = —sin wii +cos ot
((—)FA?)R =Xi +y] +zk
('OTJ-)R' =xT+y7 +z'k'

=x'(cos@i +sinwff )+ y'(~sin off +coswff)+z'k
=(x'coswr - y'sinar)i +(x'sinwl +y' cosar) j +z'k
x'coswt—y'sinot=x=0 (1)

= x'sinwf+y cosal = y=vt (2)

Z'=z=bt
z' = bt
(1)* coswt x'cos’ wf - y'coswisinwt =0 1"
(2)*sinwt| | x'sin’wf +y' coswtsinwt = vyesinot (2)

(1) +2") = x" = v tsinwt
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(1)*(-sin o)
(2)*cos

{—x' sin @f cosw! + y'sin* @ =0 )

x'sin@f coswf + y'cos’ ot = vyt cost (27

(1) +(2") =y = vyt coswt

[ PR

Les équations paramétriques de la trajectoire de M dans le référentiel Ox’y'z" sont :

x"= v (sinof
! —

Yy =vycosawl

zZ'=bt

b) Trajectoire :

3/

R = Oxyz =référentiel absolu = (7,7, k) =triédre direct,
il
1

9'=0'x'yz = référenticl relatif 2 (7,7, ') =triedre direct.

(OEO' th?:f?)
—_dOM
Tt N

v = %(r’? + )+ z’l?)w
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ey A e o,
Vo= —i4+—— j+—k

v, = (v, sinat + vt cosar) 7 +(v, cos ot - vytw sin ot ) j' + bk’

v, = v, (sin ot + e cos ot )7 +v, (cosof ~ tw sinwt) j' + bk’

—

v, = (v, sin@t + @v,f coswr) (cos oli +sin w.ﬂr’)
+(v, cos @ — wvytsin of)(-sin o1 +cosoij )
+bk

v, = (v, sin 01 cos @1 + wv,f cos® wf - v, sin ot cos ! + vyl sin’ wl)?
+( v, sin® @f + @ vyf sin @1 cos i + v, cos” @1 — vt sinw! cos mr)}
+bk

v, = ov,li +v,] +bk

v,=0 AOM ZEA(—DA_/I.':'G)EA(I;-F}’_F-FZE)

=—oWli

V.=V, +V, =oVli +V,j +bk —avli

v, =v,j+bk

4/

d‘: — d‘l’r' ? + dvr}" -T’ [ dv o
T ), dt dt

a, = (v @ Cos ! +v,@ cos ot - vylo* sin ot )7

Q|
I

. . o
+(~v,@ sinot —v,@ sinor — vy’ cosor) j

=R l

D(Zcosmt—m!sm(m‘); —av, (2sin @t + @t cosat) J'

a_. (Zwvo cosw! — @ v,fsin mt) (cos @ff +sin wt})
-(Zwv,, sinwf + vyt cos wr)(—sin @Ii +cos mtj‘)
a = (vao cos’ wf —@*v,t sinw! cos ot + 2@, sin® @1 + vt sin o1 cos cm‘)f

+(2wv, sin @t cos ot — v, sin® ot — 20, sin ot cos w1 — *vyt cos? an')}’
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E- 20)1?: -0Vl = oV, (2?—505)

a,= (m A OM) o AV, = 0k A (—mvorf) =—0 vtk AT
@ =o'

a. =20 v, =20k A (wvolf'+v0}+bl?)

a_.c:2 \’((’(’A?)+26JI'O(EA}:)

CI_.c 20t - 2a)v0rT =20V, (w{? —f)

a =a +a +a,
a, = Dol - o3l - ol + 2050 - v
a,=0
5/
OM =xi + yj +zk = volj +btk
— _dOM
R
E:voj‘eri_c'
— d*OM ) dv,
a = =
°dr? dt
i R
a,=0

a, =0= le mouvement de M dans R est rectiligne uniforme (v =cle = ,/v02 +b2)
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PREMIERE SESSION 1994 — 1995 (PARTIE B)

| o :%mv2 = %m (;i'2 +jr2)= %m[(é-écos@)] +(—é sin&)l]

1 ‘2 2 « 2
I'=—mb*|1-2cosf +cos’* @ +sin’ @
) - T

T =%m5" (2-2c056)

T =mf? (1-cosd)

2) V =mgy
V'=mg(1+cosf)

3)|L=T-V =mb*(1-cos8)—mg(1+cosb)

=mb* —mb* cos@ —mg —mg cosf

4)

a) %: m@* sin@ +mg sin @
06

2—;= ,-Msir'niS’(tﬁ"2 +g)

b) %= 2mB —2m# cosé

az =2mé (1-cos8)

oL i .
[86) 2m9(1—cos&)+2m8(¢95m9)

[%} 2mé (I=cosf)+ 2mB* sin@

" %)%
di\ @

2mé (1-co s6‘)+2m925mé? msin@6* —mgsind =0
y#2o1+cosd#2 e -1+cosf 20 1-cosf =0

Va
e
di

- sin& <5 gsm9
o+ 8-
2(1—0039) (1 0059)

A )

=
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) 4
2
5‘—“+£u—0
di* 4
7 avzz-gz m=[§-
4 2
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@ 8 8
737
Jg
I 4r
8) T=2x|—=—F
g Jz
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PREMIERE SESSION 1999-2000

Exercice 3
Z
Z‘
= 9N = (O,T,}’,I?):référentiel absolu
[ 71 % F)=référenticl relatif
nw=\0,i"Jjk =référenticl re
oy o, welngA)
. = |
L
.
1 -
X

10 10 b -
= =101 in=—tr/s=—2nrad/s=—rad.s
R=4m o =10//min o = :

5=w§=w?l
p=of
1°/ ﬁ,:doo +o AOM

Tout point M du corps de I’homme est tel que @ AOM =0 puisque @ et OM sont
paralléles,

S o)
_ _dOO] d(R?)=]g£=RmA?=RwE'A?

Codr | df dt
V,=Ro '
o _d00 do = = (=
Y= P +‘-"ﬁ—f\OM+ﬂJA({UAOM)
=l o = —
w=cle=>—=90 _ d00 . .

dt =y = dgo :%:Rm.‘i

o AOM =0 . !

7. =Ro (0 n])= Ro*(§ A F)

=

¥, =-Ra’i
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AR —

i"'=cosgi +sing]

J =——=-singi +cospj

. = Roo(~sin i +cos 0] )=Ro

| (=sinr)i +(coswr) |

7. =-Ro’ (cos @I +sin qv_}') =-Ro* | (coswr)i +(sinwr)

2°/

a)
At=0:7=0,7 =7, =RajJ
Al1=0:9=0j=/>

b) 9 étant un repére galiléen :

my, =mg

Y.=8
E=g =
Yoy =8, =
E=g,=-g
v, =0
v, =7,(1=0)=Roj = Vi, = Ro
V,, =0

x=V, =0
Doncona: |y=V,, =Re

=-gt+V,, =~
x, =R
A/‘{D yu =O
z,=H
Doncona:
x=x, =R

y = Rot+y, = Rot

Z=——gt"+z, =——gt* + H
Zg 0 2g

4 < 4 A

x=R
y = Rt

L
z=——gl’+H
2&

14
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ylateau 2 |’instant / tel que -

c) La bille est au niveau du

- —
zZ=

I 2 _
_lot+H=0
2&’

-lg[2=H
2

2H
1= —

g

Le point d’impact P a pour coordonnées

La distance du point d’impact P au centre O du plateau est :

D=Jxi+y; =R 1+2’.—

D> R —la bille tombe a Iextérieur du platcau |

La distance du point d’impact au bord du plateau :

AN, : Redm: H=1,80m; g=10m.s*%; @ = %r-rad.s"

* 2
d=af 1+ 280
10 9

3°/ Dans le référentiel galiléen 91:
F=mi, =m(7 +7, +7.)

- - 3
= g = = —
Vi =cle=V, Vi

-rzﬂ -5
dt Ly
7, =0

}_"c = 25/\ i’.’ ] 20)}-’/\(—110?) - _2‘01,0}'

= —20]1’0’
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- d00 do — — ,—
o= OQO +Z2 AOM +a A wAO'M)
di dt

7o =~Ro'T"+0+ k' A (K AxT)

¥,=-Ro* T+’ x'k' A '
—
=1

7.=—(R+x)a'7

=>l£= -m (R + .t') L Emm\;nj'

En O x'=0, FF=-mRa*" - 2mav, '
o (Rm? + 2'.10_7’)

[F =[] moeor + vt
AN.:

2
F=0,020"‘-7£ 16*7r_+4*12
3 9




PREMIERE SESSION 2001-2002

Exercice :

S étant un champ scalaire, on a :
§=58(p,6, z)

ds = 2] dp+[a—S-)d6?+(—a§-]dz
op 08 0z

F=0M =Om-+imhd = pg_+15.
d;:dp€+pd€+dzz+zdz

— de.
de =—2
? 4o
=dr= dpa +pd90—a.+dzg;

df=e,d0, de, =dk =0

Posons : grad §=Xe, +Ye,+ze

dS = gradS dr
oS oS os
— |[dp+| —= |dé+| = |dz = x4
:(@oj P [69) [6::] P+Y pdo + 74,
:—C‘E X:-—a—ksl
op op
oS _l1as
Y "EH; = < —-pag
_as oS
oz LZ_EZ_
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. AS\— (1a5)\— (o5\—
Conclusion : radS-—-(——- +| —— (——]
& ap eP paa eﬂ+ 62 e:

Probléme :

h PN P(m)

vV
=

O=wt+6,=wt
T

1°/ a)

: _1 2_1 2 .2, .2
F—;mv _-;-rrr(x +y +z )

< &

) 3
(x = pcos@ =rsin60°.coswt = rTcosw!

y = psin@ =rsin 60°.sin wf :r%sin ot

t

z :AO—Aﬂzh—rcosSO":h—%r

= —23—(:" cos@r —ra sin ot

1p= %(r sin @t +ra cosw!)

Scanné avec CamScanner



. 2. .2 ¢+ 2&)!
=TI= l"'['a‘(fz cos? wt — 2rfw cos @I sin pl +r’w” sin )
2 |4

.2
. g 2 20)!)+-r J
+'3'(f'2S'mzmr+2r.r"a)sma)!cosa)r+r w? cos 7
4

1 3 .2 2 2 l '2:|
= . + . +_-r
T 2m[4(r ) ) ;

T =i,,,[,=z ] W]
s 4

U = E.P}?z "ng

1
U=mg| h—-—r
(5]

b) L:T_U
1 3 "
hes f1+—a)’r2)—nr [h—-—r]
zm( 3 2 !
c) g’—:nn‘
oF
d[aL] _
- == |5
dr\ or
QL_ = _]-m(za;!}r)—mg(_.]_) - immzr-g-ﬂ&
o 2 4 2 5 :
i[ﬁé]_a_L_O
dr\or) or
:””F‘imwzr—ﬂ&:o
4 )
F_-3'CU1]' :g
4 2
2°/ a) "
A o 60"
A —
ok
H . .
e,
"y elr_z
k /
= 4 .y
W
X

— R ——
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e, el ¢, , ainsi que la tige, appartiennent au plan hachuré.

Soit e, =¢, ne,

e, est orthogonal au plan hachuré.

RN = (0,1, k) =référentiel terrestre (absolu, galiléen).

RN =(4,¢, e, ¢,) =référentiel lié a la tige (relatif, non galiléen).

PFD dans 0N’ :
’na_-r = E?ar +7if +7Ic
ma, =P+R+ (—ma) + (—mc_I;) (¢)

*P =mg = -mgk = -mg(-cos aE; +sinae,)

ﬁ-_mg(_lexﬁe—]
. 2 1 2 2

¥ R=Re,+Re, +Ree
P se déplace sans frottement sur la tige. Donc :
R Liige, soit R Le,, soit R =0

=R=Re,+Re,

— dAP d | — , — dv, —
v' = — —(rg‘) = f'el a, =— = ]'gl
dar )~ dt = dar ),

R RN

:aj:zmz,\fa:zm{_%aéa]ﬂa

=-wr-/3.e,

aC
f..=—ma,=+mar3.e,

ZH_- D _ —_ —_— —_—
d 04\ 4D TP +5 (o~ AP)
dr dt
L._._Y_J o
0

(car OA=cte) (car m =cte)

¥ a, =

a. = (0.AP)o - (0.0)AP

5.ﬁ=wf.ra=mr{—%a+%a].e—
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o
|
|
2
==
|
2
I

ﬂ‘=—

2

(35, 52)

_7,‘. =-ma_=

[

L’équation (¢ ) devient alors :

2 —
S = - S - mo°r|3-— J3. =iy 5
mie, =—mg (—%c, +%§‘82J+R1ez +1ye, + (Eel +—£_L’1J Fmory3.e,

2 _ 2 - . = N ‘
(mi"—%—:imm r]e, +[lgmg—!€, —mf\—ﬁ—]cz +(—RJ —mwrﬁ)@ =0 (4" )

4

b)

mg 3mw’r B (]) .
4 "

\/5 ma):rﬁ
4

(&)= 1 ?mg-lg -

-R, —marf3=0

mr -

-0 (2)

(3)

L’équation différentielle du mouvement de P est donnée par la projection de (&) sur
la tige, c’est-a-dire I’équation (1) :
3mw’ Lomg
2
g n
r==
2 ()

3o?
4

F—

On retrouve I’équation différentielle obtenue au 1°/c),

3% r=r+4r,
oii r, est une solution particuliére de (¢7)

sans second membre :

2
'r'—-i‘:—-r=0 (£)

et 7, est la solution générale de I’équation
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L’€quation caractéristique de (E) est :

r=8f__4 ). 28
¥ a3l 5m2 30°

Doncona: r= C,c!{—?—mt}+@sh[—?mr]— 28

30?

r0=r(!=0)=C[—325 = —r‘0+-£’r—

Jw®
. 3 o
r=C, —{msh -—\/Emr +C2£wch ﬁw!
2 2 2 2
3 2 23

%=y, (1=0)=#(1=0)=C, C 0 =, =2y, = 22,
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DEUXIEME SESSION 2001-2002

10 F=xi+)f
- _dr dx- dy-
Fe—=—i+—=j
t dt dalt
V=xT4)j

x’x,‘i"y,)f'
' 1
(x'2+),r2)/2
Remarque : Ce résultat peut étre obtenu en posant :
ay
Vi =
v
2°/
;Vz = }’nz +}’12
Or:
},2 :(xpz +yn2)
On a donc :
2 2 2 "2 2 (x'x'+y'y")2
A s AR S T
x4y
. - (xnz +yn!)(xr1 +y12)_xr2xn2 __yfzyprz _2x,:x,y3’,
n x!! +y12
2 XXy Uy X gt
n xr2+y;2
" xnzyu: 3 ynzxfl - 2xaxny:vn
" 7 +}"2
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y (xy" - .V’x'):

xr? + ))12

y = ¥y~ yx]
" [

(x:z +y-1)§

Remarque : Ce résultat peut étre obtenu en posant :

el
1 "
3% y, =
R
1
]J‘ (ra 12 2
R=—=? _v_ =(r'2+)"2) =~ )
7o A7) [y = "
12 PRV
p=*+7")
|-‘,:},r.' - yr\ »
4°/
x=sinat et y=2cosa!
x'=2wcosmt ; x"=-2 sinor
Y'=2wsinat ; y"=-2a" cos ot
L - —4a’ cos @t sin @i + 4w sin w1 cos ot 0
! N 1 .
[4&72 (Cosg @t +sin’ zm)}’
!—4073 cos’ @t — 4@’ sin® tzrr, :
Vo= =2
2
3
2
)
4z’ 47’
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PREMIERE SESSION 2003-2004

Exercice 1 :

1°/ a) L’énergic totale E est donnée par :
E=E +E,

1
L =—=m?
- !

2
E,=-[Fdx=—F[dc=-Fx+c
Pour x=0,£ =0 ;o0nadonc:
Epz—Fx

= K= %wv2 - Fx

On en déduit :

u*:[-z—)E(E+Fx)% (1)

m

1

dx )2 1

b '=—=|—| (E+Fx)2
) di (MJ( i l)

Onadonc: ar :[’—’ijz —C—if—
(

1
E+Fx)z
D’ou:
1
m\2 F dx
f=[3) J—— 2)
0(E+Fx)5
2°/ On donne : Frzi:-'
r
On a donc :
K dr
E, :—Jr—zdr=—KIr—z
K
Ep =7+C
Sir—w, E,=0 ;o0nadonc:
EP=£ et Ezimvz+-]-<—

r 2 r
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En coordonnées polaires plancs, on a :
) (er: [rd(?)z
Vsl — | 4| ==
dlt dt

Or, dans le cas des forces centrales, on a :

a 2 de
m dl
log d@
—_— = —
mr dt

1 2 2
= E =—mv? :—l-m & e
2 2 di mr

; 2
k= —l-m ﬂ‘- + —(-T—Z-
2 dt 2mr

L’énergie mécanique totale E vaut donc :

ar o K
mlf—| + T +—
dt 2mr r

Exercice 2 :

1. Le référentiel (R) étant galiléen -

R+F, =m7

R =réaction du sol sur le point matériel
7 =accélération du point matériel

par rapport a (R) (7 ;t_(f]

©

=force d’attraction exercée par la terre sur
le point matériel P.

a

Le référenticl (R’) n’étant pas galiléen, on a

R+TF, +T,+F, =my,

=force d’inertic d’entrainement
=force d’inertie de Coriolis

¥, =accélération du point matériel par rapport 3 (R") (;7 =T)')

L o3|
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La force d’inertie d’entrainement est donnée par :

—_—

F,=-my,

y. =accélération d’entrainement

Comme le mouvement d’entrainement est un mouvement circulaire de rayon
HO'= HP et de vitesse angulaire @ nous avons :

y.=w'PH = -’ HP
Donc:  F,=ma"HP

lel{, cos A
D’ou :

Fig 1
I, =ma*R;cos A

La force d’inertie de Coriolis est donnée par :

F,=-my,

y. = accélération de Coriolis

Y.=20 v,

v, = vitesse du point matériel par rapport & (R).
Comme le point matériel est au repos par rapport a (R”) nous avons :
— -

v =0

r

I

—
0

7|

et =

P=mg =.I_7; +-]*:;
P =poids du point ratériel.

En projetant sur I’axe O’y’ il vient :

~Psing=0-F_sind
_F.sinA _mw’R,cos Asin A
P mg
@’R,sin24

2g

sing

sing =

@’R,sin2A
2g

€ = Arcsin

ﬁ:—m{?:]-‘:;%-]_'i

En projetant suivant I’axe O’z’ nous avons :

-Pcose=—F,+F,cos A
Comme £=0, soit cose=]1 :

X (35
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2
P=mg=F, -F cosd=F,—ma R, cos A
A I’équateur 2 =0°, soit :

mg =mg, = I, ~ma’R,

I, =mg, +ma’R,
g, est la valeur de g pour A1=0°
mg =mg, +ma’R, —ma’ R, cos” A
g=g,+@ R, (1-cos21)
g=g,+@* R, sin* 1

=]

Nous avons :

Fo=-my, = -m(Zw A v,)

@ =wcosAJ +@sin Ak’
= F= —chzn"[(cos A)J AT +(sin A)k' A ?]

JnT=-k" et K'Al =]

= | F, ==2mav'sin AJ' + 2mav' cos AR’
0
F.{-2m@V'sin A

e

2ma@v' cos A

A I’instant 7 nous avons :
V=v7

> F=-2mav'sin 1]’

La loi fondamentale de la dynamique
appliquée a I’instant t donne : =14

ZF=m?=m(Z+;;)

D’od: 2mmvsind j = m()‘r:+;_/,-) e
Or a I’instant t nous avons :
7, =0 (voir figure) -

D’oll : —2mwv'sin A}’ = my,

e v’2 ‘r 1

comme |7"|=_ 2F
P

avec p lerayon de courbure de la trajectoire 3 instant ¢ .
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A M) =o

—Emmafm ,A&EWM@WMM,AA&@;J:

B \% =b | oot
\/30 — A-end X,maﬁ.’ua_o,
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L =—k
—_ 7IC/ 6 j-"z onﬂ{.o’l_a_ta.\,c\/oﬂ,
NS — Wk, £ S Moﬂ
e en- # B
. . s ) u"_--‘,b _ 8 &
0 = ’ZF? _ N A e+ AB B B T
| . \l'/o 2 C'j
& —(R—nb T2 i f =0 Con W=
i)
@ =(L < e &L,e:’f/g 514(_&0_21: e )&9
A
_k/e -
2.
& ”__L ..'_1‘_2-/- — w)—&
(» -
/s
suile s

S"BJC% —_'L;G?) ﬁ) =y —ﬁe_—gt/g
?f:mmvwg—gwgzv’n’ A

et U 2.
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p=F |k TTEE
i Yo ke \| L yu— 2=
o = a%—'ﬂ—j: =L §€—+sz = =S c
i) 2

2 fi*”)
Vo = == T G
-EE,
R ——
T
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PREMIERE SESSION 2004-2005

Exercice 1 :

z (zénith)

x (Est)

X ©) tp

Dans le plan pOZ contenant le méridien () passant par O’ (dénommé plan du
méridien géographique), on a :

Z
)
y (Nord)
»
| : .
A @
\ ¢
INA A
o @7 Esn)
¢
@ 2 X
= o
(Sud)
\ (9]
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F=f.= —ma, =-2md m—!;

@ = cosgk +wcosAj, ol ¢ =%—A
G=awsinAk+ocosAj=0 (cosﬂ._}’+sin ,U?)

Le train se déplagant dans le sens Nord-Sud, on a :
\)r — -—\rr_-i 01‘] \,?' — ”ﬁr “ — “')-.J}.n p— |}1‘ — --}'J

= F, =-2mo (cos AJ +sin /U?) A (—vr})

F.=-2mov,sin Ai

T est orienté dans la direction Ox, précisément dans le sens Est-Ouest.

(-]

Nord

B
dmmm | | TRAIN

Quest il Est

Rai_l Rail (Par rapport au sens de
droit gauche déplacement du train)

Sud

[Donc le train exerce une pression sur le rail droit.

A
D Y
N

S . . - -
- g Wi, S

—_— S S — — :

e e e B —— W



Exercice 2 :
1°/
a) Ressort et amortisseur comprimes :

ZA

J\Tj‘

0Ot B

VP:Mg
B en équilibre :
F+F +P=0
F+F =-P
(F+F')e, = +Mge,
F+F'=Mg (1)
F=k|l, -l|==k(l-1) car -/, <0
el

=0 car / =cte =1 lorsque B reste en équilibre.
I

(1) =>-k(l,-4)=Mg (2)

Mg
-l =——%
1 0 k
Mg
[ =1,-==
I 0 k ‘
*
b) AN: /=070~ 22281
6,10.10
| 120,54m = 54cm
2°/ h&0
ZA z A
b B(fzo,vc,:())
Zy
o’ > X
]I
0 iy %
a) Art=0:1=1I +z,=54+10=64cm <l, = 70cm = le ressort est comprimé. 11 le

restera au cours du mouvement sans amortissement étudié ici.

rwmuEEEEEEE .. ===

i
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N

AT

b 2(0)

_YP=Mg

o
Théoréme du centre d’inertic : Mg + FF = M@
- Mge, + k|l - I le, = Mie, (3)
V=l|=tl,=1=1,—( +z)=1,~1, -z

(3) =Mz =-Mg+k(l,~ 1)~ kz =—Mg —k(, - 1,)- k
o~ -
0 (d'apn‘:(l)}
Mz+kz=0

. .
.,+M.—0 (4)

h)d(4) est une équation différentielle du 2™ ordre linéaire 4 cefficients constants, sans
2" membre. Son équation caractéristique est :

k )
r*+—=0, soit r* e

M M
= r=d=i i-
JM’

Donc la solution de I’équation (4), ¢’est-a-dire I’équation du mouvement de B dans le
référentiel N, est :

k . k AJ |
z2=C, cos[,’-ﬁ_r}+C, Sm[“}b—f'r}’ ou C, et C, sont des constantes. C'est-a-dire :
’ k .
z=z, cos[ H.f + gp), ou z,, et @ sont des constantes.

LLe mouvement de B est donc sinusoidal.

0. = k
°TNM
_1_ 1 e 1k
ﬂ’—n—Zﬂ' 27 2n\M
0)0
1 k

j::l:_z_’; M
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1 [6,10.10"
AN.¢ frm— 5 T2V
fo 2r 100

Jfo=1,24Hz

c) z=2z, COSs (a)ot + (p) zZ= -z, 0, sin (a)of I 6’7)

z(t=0)=z, <z, cosp=z, <> cosp =250
¥4

V=0 :2(1=0)=0¢> -z, 0,5in@=0<>singp=0
<>ep=00ugp=rx

COS(}J>0:>(D=0:>CDS¢0:1=£°—:> z,, =z, =10cm

zl'll
’ k ’6 10.10%
W, =,l—=,| "~ - =
o v, ™ 7,81rad s

1 1

Z=l(]cos(7,81rl) y=—=—-=0,8s
a: = fo 1,24
(cm) s 27
z=10cos(w,)=10cos !
1]
z (cm)
+Zm =1 = pa ~
: . - . + [ (s)
g 1, 3T, T, 5T,
y} (05 (061 e o/‘;
=2, = -1 ‘i\." rd

3°/

a) h, =2Mk =2,/100*6,10.10%

h, =1562N s’

b) Mg+F +F =Ma (5)

() = F=k|l-h|e, =k(l,~} - z)e,

Calculons F :
- Piston en phase descendante (Force résistante /' opposée a la compression) :
F'=h & == -{ﬁ——-/ zcarl=[+z

gy o T =4
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F'=F'e, =—h,ze,

. — et nt) :
- Piston en phase ascendante (Force résistante /= opposée & I'étireme )

dl

dt
F= ~F'e, = -h ie.

dl

F"—-—}lo 2155':}102

(5) = -Mge, +[k(l,-1,)-kz]e, - hze, = Mze,
Mg +k(ly—1))-kz-h: =Mz
_

4]

Mi+hi+hkz=0

if+i-l°—-i+iz=0 (6)
M M

c) Equation caractéristique de I’équation différentielle (6) :

r’+Iir+—k—=0
M M
2
se(B) ot B4k _u &
M M M M M M
L N Ly I
2M 2M M 0

La solution générale de I’équation (6) est

. 1
z=(A+Bt)e ™ =(A+Bi)e™ oi A et B sont des constantes.

A, h, o,
d) Z=Be " —(A+Bt)—L¢ 2
2M

z(!=0)=zoc:>A=zo

= —

. h, h }
2(r=0 =0 B-—L =0 B="T10_4-"b z
(1=0) 2M M7 2Mm O

A
={z(1)= Zo[l'*—;;{’—dt]c W =z, (1+oyt) e

z(1)=10(1+7,81r)e7*"
(z en cm)

Scanné avec CamScanner

——

X¢ (7

%)



0
——f—

; -J, h, -2,
limz(r)=z| lime 2 +lim (———f}e =
1=+ [ =+ =+

N,

[T

)

e) Présence de I’amortisseur = Régime apériodique.

Y

(33)

Donc I’amortisseur permet a la remorque de revenir rapidement a une altitude constante
apres une perturbation (alors que sans amortisseur, la remorque oscille sans arrét). La
valeur critique du coefficient d’amortissement correspond au temps minimal de retour a

I’équilibre.

Ainsi, la présence de ’amortisseur évite les oscillations dommageables pour les objets
transportés et désagréables pour les éventuels passagers de la remorque.
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M&W 2% Jetglon L0DY— 2005

. g

h
N

Exe~clce 4 ¢
17 Lo 3 Antoiped do o s
Err=
&WW
ety
= ll
¥
o =" '!
[ |
e, |
[}
|
]
]
Trajeckoine (B) pilide dars o ’
| ’
K
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w%qwﬂwﬁb&@
;tao(: |=7" | =

p—

J
b
75{9 5.& .
H/"fm—p
‘ ) L :—.”eg
24\ - E;
LI &
€x, D -
=2
ng:qﬂn
* i
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= _ d& _ % 2, ot B -—-769——-‘5;;@
T

1
WW&'

o ey = WW%J’MM%*‘MM

@?}L = A,L‘%’, ) . . s

B AR

= =249
— 'a
=> (sz_}i — 2% 49+ %&9 i
b= 'a?i,b Ab o =2e Wb
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%‘% Wm,@wmi—%; @ &)

—>

_A:g— = N ?-——Bﬂ"’»\jz —7n 7

L7 e 4 — LR
— A A /e A
£ ENTE T I
N —
— —P
3 o
—p —P —>
é‘;g’g = Nm"f-\:pf\?ffp :ﬁ/\m—ﬁ :ﬁ/\f :.."O—I‘Tb/\f
T
A o
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T = (—~—+-———>€

¢7ﬂ7hwkwm:w A;Mﬂu»% Flo =%
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