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orrigé de la séquence 1

Partie 1: Deux nouvelles fonctions

Chapitre 2: La fonction racine carreéee

Corrigé des activités du chapitre 2

m Activité 1  Trouver un carré

@ Conjecture
4-
a) Figure
3 P c Q
2-
[ Trace point Q
1 -
M
-2 7 8

b) On peut conjecturer que OMQP est un
carré si et seulementsiM=AouM=0.
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O Etude
On note x|'abscisse de M. Donc : M(x; 0).

Xg T X\ _—1+X_X—1
2 2 2

Ygt¥m 0+0 . x—1
yN:u:—ZO. DOUN(TIOJ .

N est le milieu de [BM] donc : xy = et

2 2
Notons (0 ; b) les coordonnées de P. Le point P appartient au cercle de centre N

2 2
passant par B donc : NP =NB? soit [0—%4] + b? :(_1_)(7_1j +0? soit

sl

B x2+2x+1_x2—2x+1_ 4x_X

4 4 4

Comme, P a une ordonnée positive,ona: b>0 etdonc: b= Jx.
On adonc: P(O; \/;)

OMQP est un parallélogramme (c'est un rectangle !) donc : O—Mzﬁ ce qui se
Xpg—0=Xn — X X=Xq
traduit par : M @ pinsi 0= NP
yM—0=yQ—yP =Vq VX

Xn =X
Onadonc: Q . Ainsi : Q(x : \/;)

J/Q:\/;

L'ensemble Cdes points Q lorsque x décrit ]O ; +oo[, C'est-a-dire I'ensemble des
points de coordonnées (x x ) est la courbe représentative de la fonction f
définie sur ]0 ; +oof par: £(x) = Jx.

OMQP est un carré si et seulement si OM = OP (un rectangle est un carré si et
seulement si deux cotés consécutifs sont égaux)

si et seulement si x =/x

si et seulement si (\/;)2 = \/; (x=0)

si et seulement si (\/; ’ ~Jx=0

si et seulement si (\/; [x/;—q =0 (x=>0)
si et seulement si v/x =0 ou+/x —1=0

si et seulement si v/x =0 ou+/x =1

si et seulementsi x=0oux=1
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Ainsi, OMQP est un carré si et seulement si Q appartient a la droite d'équation y = x.

Comme Q décrit la courbe représentative de la fonction racine carrée, le probléme
revenait a trouver |'intersection de cette courbe et de la droite d'équation y = x.

m Activité 2 Courbes symétriques

@ Soient x et y deux réels. On note M le point de coordonnées (x ; y) etNle

point de coordonnées (y ; x).

a) Le milieu | de [MN] a pour coordonnées (_X;y;_y;x] soit (_x—;y;_mz-y).

L'abscisse et I'ordonnée du point | sont égaux, ce point appartient donc bien a la
droite d'équation y = x.

b)Ona: OM=\/(XM—XO)2+(yM—yO)2 :\/X2+y2 et
ON=\/(XN—XO)2+(yN—yO)2 :\/y2+x2 :\/x2+y2 .

On a donc bien : OM = ON.

¢) Comme x et y sont strictement positifs, les points | et O sont distincts (car
X+ . . , .
Xy #0) ; la droite D contient deux points (O et I) équidistants de M et N,
c'est donc la médiatrice de [MN].

On déduit de la question précédente que le symétrique par rapporta D du point

de coordonnées (x ; y) a pour coordonnées (y ; x).
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Exercice 1

Vrai

Faux

Faux

Vrai

Vrai

@ a) Soit M(x; J) un pointde C'.Onadonc: x>0 et y= x%.Son symétrique par
rapporta D adonc pour coordonnées (y ; x) soit (xz;x) . Ce point appartient a
Cs si f(xz): x. Ce qui est bien le cas puisque : f(xz): \/)72: X (car x>0).
b) Soit M(x ; y) unpointde C;.Onadonc: x>0 et y= Jx . Son symétrique

par rapport ézDa donc pour coordonnées (y; X) soit (\/;;x) . Ce point appartient
a C’si (\/;) = x. Ce qui est bien le cas.

¢) On déduit de a) et b) que Cyet C' sont symétriques par rapport a D.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Vrai ou faux ? Justifier
a)Si 0<x<3 alors 0<x%<9

La fonction carré est croissante sur [0 T+ oo[ donc si 0<x<3 alors x%<32
(puisque x et 3 sont positifs). On a donc bien : 0< X% <o,

b) Si —1< x <2 alors 1<x2<4

Contre-exemple: x=0. Ona: -1<0<2 et pourtant 1< 0% <4 est faux.

c)Si x<2 alors x2<4
Contre-exemple : x=-3. Ona: -3<2 et pourtant (—3)2 <4 est faux.
d) Si x2 <4 alors x<2

La contraposée de cette proposition est : Si x > 2 alors X2 > 4. Cette proposition
est vraie.

En effet, soit x tel que: x>2.0n a alors: x> 2>0. La fonction carré est
: : . .2 2 . 2
strictement croissante sur [0,+oo[ donc: x> 2°soit x° > 4.

La proposition « Si x > 2 alors x2 >4 » étant vraie, sa contraposée « Si xt<4
alors x <2 » |'est aussi.

e) Si x2<9 alors x<3

La contraposée de cette proposition est : Si x > 3 alors x2>9. Cette proposition
est vraie.

En effet, soit x tel que: x>3. On aalors: x>3>0. La fonction carré est
strictement croissante sur [0 ; +<>o[ donc: x2>3%s0it x2>9. On a donc bien

par contraposition : « Si x*<9 alors x<3 ».

f) Si 0< x<3 alors \/;S\/g
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Vrai Lafonction racine carrée étant croissante sur [O ; +o<>[, si 0< x<3 alors x est

positif et Jx <43,

g) Si x>4 alors x/;>2

Vrai La fonction racine carrée étant strictement croissante sur [0 ; +oo[, si x>4

alors x est positif et Jx >4 soit x>2.
h) Si x>1 alors Jx =1

Vrai Si x>1 alors v/x existe et est positif (quelle que soit la valeur de x) donc, a

fortiori, est supérieur ou égal a -1 : \/; >-1.

Exercice2 @ La contraposée de I'affirmation «Si \/; >3 alors x> 9 » est « Si x<9 alors
\/; <3 ».
® Soit xde [O : +oo[ )

La fonction racine carrée est croissante sur [O;+<>o[ donc si x<9 alors
X S\@ soit \/;S3.

On en déduit par contraposition :

) Si \/;>3 alors x>0.
De plus, la fonction inverse étant strictement décroissante sur ]0 : +oo[, ona:
(2) Si x>9 alors %<% (si x> 9 alors xet 9 sont dans 0 ; +of).

On déduit de (1) et (2) la proposition suivante.

Si \/;>3 alors l<1
x 9

Exercice 3 Un peu de calculs

00na:
1 1 J5 f i NG
\/7 \/47 Jax f 2><\/7 2><\/§><\/7 |

1 (\/_+1) (\/_+1) (\/5+1)
Vi-1 (V2-1)x(Va+1) (ﬁ)2_1 1

:\/E+1

(multiplication par I'expression conjuguée).

zﬁ_ﬁ_(zﬁ—ﬁ)x(zﬁ—ﬁ)_(zﬁ)z—zx(zﬁ)x(\ﬁ)+(\ﬁ)2

2ﬁ+ﬁ_(2ﬁ+ﬁ)x(zﬁ_ﬁ)_ (zﬁ)z_(ﬁ)z
_8-414+7 _ 54Tz

8-7
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® On considére a = \/17+12\/E )
a)Ona :(3+2\/§)2 =32+2x3x(2\/§)+(2\/§)2 —9+1242+8=17+122.

2
b)Ona: a2 :(3+2\5) . Alors comme a et 3+2\/§ sont tous deux positifs,
ona:a= 3+2\/E.

¢) Comme précédemment, on a:

(3—2\5)2 =32—2x3x(2ﬁ)+(2ﬁ)2 —9-1242+8=17-122.

Alors comme /1 7—12& et 3— 2\5 sont tous deux positifs et ont méme carré,

ona: V17-1242 =3-242.

On déduit de b) et ) I'égalité :

1741242 +417-1242 =(3+2ﬁ)+(3—2ﬁ)=6.

Le nombre \/17+12\/E +\/17—12\/§ est donc bien un entier naturel.

Chapitre 3 La fonction valeur absolue

Corrigés des activités du chapitre 3

m Activité 1 Axe routier
(1)

245 —188 148 98§ 48 0 56 70 156 256 350
B M SB R L LM P

@® Distance Laval—Paris : 350—70 =280

Morlaix—Le Mans : 156+188 =344 (ou 156—(-188))
Saint-Brieuc—Brest : 245-98 = 147 (ou —98—(-245))
Laval-Morlaix : 70+188 = 258 (ou 70—(—188))

© Chartes se trouve entre Paris et Le Mans, donc x €[156, 350], x > 0.

Guingamp se trouve entre Saint-Brieuc et Morlaix, donc x'e[-188,-98], x'<0.

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 1 - MA12

© Cned - Académie en ligne



m Activité 2

Cas 1

@ Distance Chartres—Paris : 350 - x.
Chartres—Laval : x —70.

Chartres—Brest : x +245.

Guingamp-Brest : x'+ 245.

Guingamp—Paris : 350 — x'.

Guingamp—Chartres : x—x".

© Les abscisses des villes situées a 40 km de Rennes sont —40 et 40.

Les abscisses des villes situées a 50 km de Laval sont 20 et 120.

Les abscisses des villes situées a 30 km de Chartres sont: x—30 et x+30.

@ Les points situés a moins de 50 km de Saint-Brieuc ont des abscisses

appartenanta |-98—50 ; —98+50] = |-148 ; 48] .

Les points situés a moins de 100 km du Mans ont des abscisses appartenant a

156100 ; 156+100[ = [156 ; 256[ sur le graphique.

Distance entre deux réels

@Ona: 3<7 donc d-3;7)=7-(-3)=10. De méme:
d(3;9)=9-3=6,d(15;31)=31-15=16 et d(-27;-43)=-27—-(-43)=16.
© a) Montrer que d(x ;y)=0 sietseulementsi x=y.

Montrons que :si d(x ;y)=0 alors x=y.
Soient x et y tels que: d(x ;y)=0.
Si x<yalors d(x;y)=y—-x=0donc x=y.
Sinon d(x ;y)=x—y=0 donc x=y.

Montrons la réciproque: si x=y alors d(x;y)=0. Cette propriété est
évidente et découle de la définition (la distance entre x et x est bien sir nulle).
b) Montrer que : d(x ;y)=d(x—y;0).

Nous allons a nouveau utiliser un raisonnement par disjonction de cas.
X<y
Alors d(x ;y)=y—x et comme (x—y)<0,

ona: dix-y;0=0-(x—y)=y—x. On a donc bien, dans ce cas, I'égalité
dix ;y)=d(x-y;0).
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Cas 2

Cas 1

Cas 2

Cas 3

Cas 4

Cas 5

Cas 6

x>y
Alors d(x ;y)=x—y et comme (x-y)=0,

ona: dx-y;0=(x—y)-0=x-y.0n a donc bien, dans ce cas, I'égalité
dix;y)=d(x-y;0)

On a donc bien démontré, par disjonction de cas, I'égalité d(x ;y)=d(x—y ;0).

© Montrons que pour tous X, y, z réels,ona: d(x; z)<d(x; y)+d(y; z).

Cette propriété est I'inégalité triangulaire et elle exprime I'idée que si A, B et C
sont les points d'abscisses respectives x, y et z alors : AC< AB+BC.

Etudions tous les cas possibles
x<y<z

Alors: d(x;z)=z-x et d(x;y)+d(y;z)=(y—x)+(z—y)=z—-x. On a
donc bien d(x ; z)<d(x; y)+d(y ; z) (et méme d(x; z)=d(x; y)+d(y; 2)).

x<z<y

Alors: d(x;z)=z-xetd(x;y)+dy;z)=(y-x)+(y—-2)=z-x+2(y -2).
On a donc bien d(x ; z)<d(x; y)+d(y; z) (car 2(y—2z)=0).

y<x<z

Alors: d(x;z)=z-x et d(x; y)+d(y;z2)=(x-y)+(z-y)=z—-x+2x-y).
On a donc bien d(x ; z)<d(x; y)+d(y ; z) (car 2(x—y)>0).

y<z<x

Alors: d(x;z)=x—-zetd(x; y)+dly;z)=(x-y)+(z—y)=x-2z+2z-y).
On a donc bien d(x ; z)<d(x; y)+d(y ; z) (car 2(z—y)=0).

z<x<y

Alors: d(x;z)=x-zetd(x;y)+dly;z)=(y—x)+(y—-2)=x-z+2(y — x).
On a doncbien d(x ; z)<d(x; y)+d(y; z) (car 2(y—x)=>0).

z<y<x

Alors: d(x; z)=x—-2zetd(x; y)+d(y; z)=(x—y)+(y—2z)=x—2z. 0On a donc
bien d(x ; z)<d(x; y)+d(y ; z) (et méme d(x; z)=d(x; y)+d(y; 2)).
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Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

Exercice 4  d(\3+1;V3-1)=(\3+1)-(3-1) car (3+1)>(/3-1)
donc d(\/§+1;\/§—1)=2.
‘4—\/ﬁ‘=\/ﬁ—4 car \/ﬁ>4.

|1t—3|:1t—3 car w>3.
[-3-5/=|-8/=8.

[-3+5|=[2|]=2.

Exercice 5 |x—4| =d(x:4); |x— a| =d(x:a); |x+1| - |x—(—1)| =d(x;-1).

Pour ‘x+3—ﬁ‘, on a plusieurs possibilités : ‘x+3—ﬁ‘:d(x+3;\/§) ou

‘x+3—\6‘=‘x—(ﬁ—3)‘=d(x;\5—3)

Exercice 6 a) |x|$2 équivaut a d(x;0)<2 ; 9:[—2;2].
b) |x+5|:|x—(—5)|:d(x;—5) donc #=[-5-3;-5+3] ¥=[-8;-2].

c)

y:[_g;l}.

Exercice7 Comme x=>3, on peut dire que |x—3|: x—3 et comme x <7, on peut dire

2
X+=
3

<1 signifie d(x;—%)ﬂ donc Ef’:[—g—h—%ﬂ}, soit

que |x—7|:7—x. Donc |x—3|+|x—7|=x—3+7—x:4.
On peut remarquer que si on place les points A, B, M d'abscisses respectives 3,

7, x, le nombre ‘x— 3‘+‘x— 7‘ représente la somme des distances AM et BM et
cette somme est égale a AB lorsque M se trouve entre A et B.

Corrigé séquence 1 - MA12 m l l II I I H

© Cned - Académie en ligne



Exercice 8

Encadrement Intervalle Distance Valeur absolue
-1<x<5 xe[-1:5] d(x;2)<3 |X—2|S3

10<x <100 x €[10;100] d(x ; 55)<45 |X_55|g45
5<x<10 x€[5;10] d(x;75)<25 |X—7,5|S2,5

—1+\/§£xs1+\/5 xe[—1;+\/§;+1\/z] d(X,‘\/E)S'I ‘x—\/i‘ﬂ

xe{—ﬂ;l} d(x;—E]S3
2 2 2

45 45
10— 55 _—>— 100
I I I

1
——<x<
2

—
N | —

Le milieu de [10 : 100] est 10+2100 =55 : 100—55= 45,

Ainsi x €[10;100] équivaut & d(x ;55)<45 ou |x—55/<45.

xe[5;10] signifie 5<x<10 25 25
TSN T

5 7.5 10

xe[5;10] équivauta d(x;7,5)<2,5 ou |x—7,5
dix ;v2)<1 -1

D

awi V3 | /3

<2,5.

d(x;ﬁ)g équivaut a XG[—1+\/§;1+\/E]

donc —1++/2 < x <1++/2.
. 5
<3 oua d[x;—zjs3

3

équivaut a

X+ES3
2

1

1
2

| —

5
2

donc

5
X+=
2

L M1, . N 1
<3 équivauta x e _?;E c'est-a-dire encore a —;Sxé—.

No
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Exercice9 @ Quel que soit le point M de la droite (AB), on peut écrire MA:|X+1| et
MB=[x—2.

Donc f(x)=|x+1|+|x—2|.

Simplifions cette expression suivant les valeurs de x.

Si x<-1, x+1<0et x—2<0 donc ‘x+1‘:—x—1 et ‘X—Z‘:—X+2.
Ainsi f(X)=—x—-1-x+2=-2x+1.

Si —1<x<2, x+1>0 et x—2<0 donc |x+1|=x+1 et |x—2|:—x+2.

Ainsi f(x)=x+1-x+2=3.
Si x>2, x+1>0 et x—2>0 donc |x+1|:x+1 et |x—2|:x—2.
Ainsi f(x)=2x-1.

six<-1 f(x)==2x+1

Finalement f est définie par <si-1<x<2, f(x)=3
six>2, f(x)=2x-1.

On dit que f est une fonction affine par intervalles.

=2x-1
y=-2x+1 64 ey
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Il suffit donc de tracer les droites d'équation y =-2x+1 dans ]—oo ; —1], y=3

dans [—1;2] et y=2x-1dans [2; +o<>[.

© On trace la droite d'équation y =4.

Cette droite coupe la courbe représentative de f en deux points ayant pour
abscisses —1,5 et 2,5.

Par le calcul :
Pour x <1, f(x)=4 équivauta —2x+1=4 c'est-a-dire a x:—;.
Pour —1< x <2, f(x)=4 équivaut a 4=3, équation qui n'a pas de solution.

Pour x>2, f(x)=4 équivauta 2x—1=4 c'est-a-dire a X=§.

L'ensemble des solutions est S = {—1,5 : 2,5}.

Chapitre 5: Exercices d’approfondissement

Cas 1

Cas 2

Corrigés des exercices du chapitre 5

© Pour tout réel x,

(x+\/E)(—)H\/xz+1):(\/x2+1+xj(m—x)

2
:( x2+1) —x2:x2+1—x2:1.

On a donc bien: (x+\/x2+1j(—x+\/x2+1)>0.

@ Raisonnons par disjonction de cas.

x=>0

Ona: \/x2+121>0 donc f(x)>0.

x <0.

Ona:—x>0 donc—x+\/xz+1>0.Comme(x+\/x2+1j(—x+\/x2+1j>0,
on a forcément x+\/x2+1>0(en effet, si x+\/x2+1£0 alors comme

—x+\/x2+1 >0, on aurait (x+\/x2+1)(—x+\/x2+1jso.)

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 1 - MA12

© Cned - Académie en ligne



Exercice ll

On déduit de la démonstration par disjonction précédente que pour tout réel
x, f(x)>0.

O a)
=
# GeoGebra
Fichier Edter Afichage OpBan: Calils Fendle  Alde
3 A . . - - ani + Displacar
|0 ].ﬂ’.fl.#' |+-:" @ 4.) ‘{".| - || '| o D/ RERT o & BI2EN AN L7 D AR 5 bje(CN0 (Ratesirci=Fac)

3 Objots iores X 8 a=31
T@an2a —,—
- Mgy = B+ wqrife’+ 1)
£3 Sbjets cépandant: s

@ M g2, 043
@ N 21,029
- @ b A2+ 42y 977

b) On définit un curseur a puis M (=(a, f(a))) et N(=(-a, f(—a))). On peut
conjecturer que toutes les droites (MN) ont le méme coefficient directeur 1.

Oa)Ona: M(a;f(a)) soit M(a;a+\/a2+1) et N(—a ; f(—a)) soit

N[—a ; —a+\/a2 +1 (car (—a)z — 3’ ).
b) Le coefficient directeur de la droite (MN) est :

_INTm (—a+\/ﬁj—(a+\/ﬁ) _

m = =
XN =X\ (-a)—a -2a

Ainsi toutes les droites (MN) ont donc bien le méme coefficient directeur 1.

©@Ona: f(0)=0,f(1)=2-1=1

et £(0,25)=240,25-0,25=2x0,5-0,25=0,75.
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0,81

0,64

0,41

0,24

® On utilise GeoGebra.

La fonction f étant définie sur [0 ; 1], on peut entrer :

f(x)= Fonction[z *sqrt(x)— x,0,1].

B © Montrons par I'absurde que Cn'est pas
un quart de cercle.

On suppose donc que C est un quart
de cercle. D'aprés la 187 question, les
points O(0; 0), B(1; 1) et C(0,25; 0,75)
appartiennent tous trois a C.

Le centre du quart de cercle Cest donc le
centre du cercle circonscrit a OBC.

Déterrminons I(a; b) centre de C.

On a: Ol = Bl donc O =BI2.

De plus,on a:

2 2 2 2 2
' " T T OF =(x—xg) +(y— =a“+b” et
0,4 0,6 0,8 1 ( | 0) (yl yo)
2 (v o (N a2
Bl —(X| XB) +(y| yB) =(a=1"+(b-1)".
On a donc: az+b2:(a_‘|)2+(b_’|)2 soit az+b2=az+b2—2a—2b+20u
encore —2a—2b+2=0.

On déduit de la derniére égalité : a+b=1.

Ona: 0l = Cl donc OF =CP.
De plus, ona: C? = (a—0,25)2 +(b—0,75)* = a* + b* —0,5a—1,56+0,625 .

On adonc: a®+b%=a%2+b%—0,5a—1,5b+0,625 soit 0,5a+1,5b=0,625 ou
encore a+3b=1,25.
a+h=1 (1)

Les coordonnées (a ; b) de I vérifient donc le systéme .
a+3b=125 (2)

(2)= (1) nous donne : 2b=0,25 soit b=0,125.
On en déduit a=1-0,125=0,875. Ainsi :1(0,875;0,125).

Le rayon de Cest alors :

R=0l =\a? + b? =10,8752 +0,1252 = /0,78125

_ [r8125 \/Eiﬁ
~ V100000 V32 47 8
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Exercice Il

Prenons le point D de Cd'abscisse 0,5. Il a pour ordonnée :

f(0,5):2@—0,5=2\ﬁ—0,5:i—o,Szﬁ—o,a
2 2

Onadonc: D(O,5 ; \5—0,5). On doit avoir ID = R.

Ona: ID=\/(0,5—0,875)2 +(y2-0,5-0,125/ =0,8737...# R car R=0,883...

Le point D n'appartient donc pas a C. Cette contradiction nous montre que
I'hypothése de départ est fausse.

@ On entre les étiquettes suivantes: dans A1 «n», dans B1
« racine(n)+racine(n+1) » et dans C1 « somme des n premiers termes ».

On entre alors dans A2: «=1», dans A3: «=A2+1», dans B2: «=1/
(RACINE(A2)+RACINE(A3)) », dans C2 : « =B2 » et dans C3 : « =C2+B3 ».
Il suffit alors d'étendre jusqu'a la ligne 100.

La cellule C100 nous donne le résultat : $=9.

n racine(n)+racine(n+1) somme des n premiers termes
1 0,41 0,41

2 0,32 0,73

3 0,27 1

99 0,05 9

© a) Pour tout k>0,

1 B 1><( k+1—\/—)
\/Z+\/k+1_(\/mh/;)x( k+1—\/;)

>~

= k+1—\/z.

b) On a donc:

1 1 1 1 1
Fiz i3 e Jageee | 9944100
(V2 i)+ (V3 =2)+ (VA3 ) +.+ (B3 - VB8 ) + (V00 - 35

J100-+A (aprés simplications).
¢) Ainsi: $=10-1=09.
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Exercice IV

ExerciceV

X+y+[x-y|

Soit f définie par: f(x; ) = f(x; y)= ol x et ysont deux réels.

@ Ona:
f(1;0):m:1’f(3;5)= 3+5+‘3_5‘:8+2:5’
2 2
f=2 :=3)= _2—3"“—24‘3‘: —5+1 et f(7:7)= 7+7+‘7—7‘ _ 14+0:7.
2 2 2 2

@ On suppose que : x>y . 0On a donc ‘x—y‘= Xx—y etparsuite:

X+y+‘X—y‘:X+y+x—y:X

flx;y)=
(x;y) 5 5

© Comme précédemment si x< y,ona: ‘X—y‘ =y — x et par suite

X+,V+‘X—}" _X+y+y-x
2 - 2 -
On en déduit que f(x ; y) est égal au plus grand des deux nombres x et .

fix;y)=

y.

(1 JF)) fx(x):‘x—1‘+2‘x—2‘+k‘x—4‘.

b) L'examen de ces courbes laisse supposer que :

pour A =2, fx(x) a une valeur minimale pour x =2

pour A =3, £, (x) a une valeur minimale pour tout x compris entre 2 et 4

pour A =4, fx(x) a une valeur minimale pour tout x =4.

) fz(x)z|x—1|+2|x—2|+2|x—4|.
Si xe[0;1],
fz(x):1—x+2(2—x)+2(4—x):13—5)( :

x—2|:2—x et |x—4|:4—x donc

x—1|:1—x,

Si xe[1;2],|x—1|:x—1, |x—2|=2—x et |x—4|:4—x donc
H(x)=x-1+2(2-x)+2(4—x)=11-3x ;
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Si xe[2;4],

x—ﬂ:x—t

x—2|:x—2, et |x—4|:4—x donc
H(X)=x—1+2x-2)+2(4-x)=x+3 ;
si x>4, |x—1|:x—1, |x—2|:x—2, et |x—4|:x—4, donc

fz(x):x—1+2(x—2)+2(x—4):5x—13.

On en déduit que f2 est décroissante sur [0 ; 2] et croissante sur [2 ; +oo[ et
ainsi qu'elle admet un minimum en 2.

En procédant de la méme maniére, on trouve que
Si xe[O ; 1], f3(x):17—6x;si xe[1 ; 2];f3(x):15—4x;

xe[2;4],K(x)=7 etsi x>4, H(x)=6x-17.

On en déduit que £ est décroissante sur [0;2],constante sur [2;4] et
croissante sur [4 ; +oo] et ainsi qu'elle admet un minimum atteint sur tout
I'intervalle [2 ; 4].

Si xe[0;1],f4(x):21—7x; Si xe[1;2],f4(x):19—5x;

Si xe[2;4], f4(x):—x+11; et si x>4, f4(x)=7x—21. On en déduit que
f4 est décroissante sur [0 : 4:|, et croissante sur [4 : +ool et ainsi qu'elle admet

un minimum en 4.

© Dans cette question, I'unité de longueur est I'hectométre. On note x la
distance qui sépare la tente de I'entrée (E). Si A est le nombre de voyages a la
plage, la distance parcourue chaque jour est égale a £, (x). En effet, la distance
entre la tente et la guérite est |x—1|, celle entre la tente et l'aire de jeux est
‘X—Z‘ et celle entre la tente et la plage est ‘x—4‘.

Dans le 1¢" cas, il va deux fois a la plage, le minimum est atteint x =2 ; il devrait
camper sur |'aire de jeux pour minimiser ses déplacements.

Dans le 28Me cas, il va trois fois a la plage, le minimum est atteint pour tout x

compris entre 2 et 4 ; il peut s'installer ou il veut entre |'aire de jeux et la plage
pour minimiser ses déplacements.

Dans le 3¥™ cas, il va quatre fois & la plage, le minimum est atteint pour x =4 ;
il doit alors s'installer sur la plage pour minimiser ses déplacements. (en aura-t-il
I'autorisation ?...)

Corrigé séquence 1 - MA12 m l l II I I H

© Cned - Académie en ligne



ExerciceVI @ On applique la propriété de Pythagore dans les triangles rectangles ACM

et BDM et on obtient A|V|=\/9+X2 et B|V|=\/4+(6—X)2. On a donc

AM+BM=\/9+X2+\/4+(6—X)2.

@© On construit un tableau de valeurs de f grace a la calculatrice : on metf(x)

dans en faisant attention aux parenthéses, puis on regarde dans o
TABLE| apres avoir réglé les paramétres dans 2" [TBLSET]|

e - Y e —
| + + + art=
CE—H)E) aTh1=8. 5 T B
~z =N Indrnt: [IGEE A=k 1c B.and
“Ma= OerFend: [EFEs A=k 3 gorr?
My = zE -] cd
o= K 7. B48:2
wMg= w=a
Grace a cette table de valeurs, on peut construire la courbe :
10+
o4
84
7 ! ! 1 ! !
1 2 3 4 5

L'allure de la courbe révéle que la fonction f est d'abord décroissante puis
croissante, ce qui indique qu'elle admet un minimum. Ce minimum semble atteint
pour une valeur de x comprise entre 3 et 4.
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© Comme A et A’ sont symétriques par rapport a (CD), pour tout point M de (CD)
on a MA = MA'". Ainsi on peut dire que MA + MB = MA" + MB. Mais la position
des points A', M et B fait que MB + MA' est le plus court lorsque M est aligné
avec A’ et B. Le point M cherché est donc I'intersection de (CD) et (A'B).

Pour le calcul de x, appliquons le théoréme de Thalés avec (A'C) et (BD)

paralléles : Ezﬁzﬁ. Or on sait que AC=AC=3 et BD =2, donc
MD MB BD

X 2

6-x 2

Cette équation est équivalente a A

2x=18-3x, soit 5x=18 d'ou

x=3,6. B
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|||I.orrigé de la séquence 1

Partie 2: Géomeétrie plane

Chapitre 2: Vecteurs directeurs d’une droite

m Activite 1

m Activité 2

Corrigé des activités du chapitre 2

@ Sans coordonnées

Il est aisé de voir que les droites d,, d,, dg et d; sont paralléles.

Que les droites dg, dg et d,, le sont aussi, mais ne sont pas paralléles aux
précédentes.

Que les droites d; et d; le sont aussi, mais ne sont pas paralléles aux précédentes.

Et enfin que la droite d; n'est paralléle & aucune autre.

Pour les vecteurs, on a BB,, EE,, GG, et HH, colinéaires.

On a aussi KiK,, LiL, et MM, colinéaires, mais sans |'étre aux précédents.
Ainsi que C,C, et RF, colinéaires, sans |'étre aux précédents.

Quant au vecteur AjA,, il n'est colinéaire a aucun autre.

® Avec coordonnées

Pour obtenir le coefficient directeur d'une droite, connaissant les coordonnées de

: _ , . B YA
deux de ses points, A(XA, yA),et B(xB, yB), on calcule : ﬁ.
Pour la droite (AA, ), cela donne : W:%.
Pour la droite (B1Bz), cela donne : 4-35 _0» =0,2.
-0,5+3 2,5
Pour la droite (C1C2), cela donne: 2_—525
0-4 4
Pour la droite (E1E2), cela donne : ﬁ:izo,z.
-0,5-4,5 -5
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Pour la droite (F1F2), cela donne : 1+1.25 = 2.25 = E
2+1 3 4

—0,75+1 0,25
-1,75+3 125

Pour la droite (G1Gz), cela donne : 0,2.

-3,7542,5 1,25

Pour la droite (H1H2), cela donne : = =0,2.
—4,25-2 6,25
Pour la droite (K1K2), cela donne : i = 0.5 =-0,5.
-3,5+2,5 -1
Pour la droite (L1L2), cela donne : —1-05 _-15_ -0,5.
2,5+0,5 3
Pour la droite (M1M2), cela donne : ~2,5-0 = —2,5 =-0,5.
0,5+4,5 5

Deux droites qui ont méme coefficient directeur sont paralléles. On en déduit que :
les droites (B1Bz), (E1E2), (G1Gz) et (H1H2) sont paralléles ;

les droites (C1C2) et (F1F2) sont paralléles sans |'étre aux précédentes ;
les droites (K1K2), (L1L2) et (M1M2) sont paralléles sans |'étre aux précédentes ;

la droite (A1A2) n'est paralléle a aucune autre.

Pour les vecteurs, calculons d'abord leurs coordonnées. On a
AA,(1-0;-0,5-3,5) soit AjA,(1;-4).

BB, (~0,5+3, 4-3,5)

soit BB, (2,5, 0,5).

C,C,(0-4;2-5) soit C,C,(~4,-3).
EE,(-0,5-4,5;2,5-3,5)

soit E4Ey (5, ~1).

FFy(2+1,141,25) soit Ff,(3;2,25).

GG, (~1,75+3;-0,75+1)
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Exercice 1

soit GG, (1,25, 0,25).

HH, (~4,25-2;—3,75+2,5) soit H, (6,25, 1,25).
KiKy(-3,5+2,5, 3-2,5) soit KK, (~1,0,5).
LLy(2,5+0,5; -1-0,5) soit LiLy (3, -1,5).

MM, (0,5+4,5;~2,5-0) soit MM, (5; —2,5).

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont
proportionnelles. On a alors :

BB, et % colinéaires puisque 2,5><(—1):(—5)><0,5;

@ et GG, colinéaires puisque 2,5x0,25=1,25x%0,5;

Iﬁ et m colinéaires puisque 2,5><(—1,25):(—6,25)><0,5.

Les vecteurs B;B,, EE,, GG, et HH, sont donc colinéaires.

@; et I_TL; sont colinéaires puisque (—1)><(—1,5):(3)><0,5.

KK, et m sont colinéaires puisque (—1)><(—2,5):(5)><0,5.

Les vecteurs KK, ITLé et M{M, sont donc colinéaires.

GG, et % sont colinéaires puisque (—4)><(2,25):(3)><(—3).

Le vecteur AA, n'est colinéaire a aucun autre.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

@ Pour déterminer une équation cartésienne de la droite (AB), on peut calculer
les coordonnées des vecteurs AB et AM o M(x;y) est un point quelconque, et
traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour que M appartienne
a la droite.

Ona: AB(3-1;0,5-1,5), soit AB(2; 1) et AM(x~1, y—1,5).

Le point M appartient a la droite (AB) si et seulement si AB et AM sont
colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 2><(y—1,5) = (x—1)><(—1).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (AB) : 2y —3=—x+1.

Que l'on peut écrire : x+2y =4.
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@ La droite paralléle a (AB) passant par C a pour vecteur directeur le vecteur AB,

Pour déterminer une équation cartésienne de cette droite, on va traduire le fait qu'un

point M appartient a la droite si et seulement si AB et CM sont colinéaires.

Ona: @(2 —1) et CT\/|(X—3,' y—3,5).

Les vecteurs AB et CM sont colinéaires si et seulement si
2x(y-3,5)=(x-3)x(-1).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite paralléle a (AB) passant

par C: 2y —7=—x+3. Que I'on peut écrire : x+2y =10.

© La droite dont une équation cartésienne est 2x+ y =—1 est une droite dont

un vecteur directeur est le vecteur Zl(—'|,' 2). Or ce vecteur n'est pas colinéaire a
AB puisque 2><(2)¢(—1)><(—1).

Cette droite n'est donc pas paralléle a la droite (AB).

Exercice2 @ La droite dont une équation cartésienne est 7x —2y =—1 est une droite dont
un vecteur directeur est le vecteur u(2; 7).

Pour déterminer le coefficient directeur de cette droite, on peut chercher un
vecteur directeur dont la premiéere coordonnée soit 1. La deuxiéme coordonnée
sera égale au coefficient directeur.

Ce vecteur étant colinéaire au vecteur u trouvé ci-dessus, ses coordonnées sont
proportionnelles a celles de u. Cela nous donne donc le vecteur v(1,' 3,5).

Le coefficient directeur de d, est donc égal a 3,5.
© Pour que I'équation ax+by—5=0 (que |'on peut écrire ax+by =5) soit

une équation cartésienne de d,, il suffit qu'elle soit équivalente a I'équation
Ix—2y=-1.

Pour ce faire, il suffit que les coefficients a, b et 5 soient proportionnels aux
coefficients 7, (—2) et (—1). Ona: 5:(—5)><(—1), donc a=(—5)><7=—35
et b=(-5)x(-2)=10.

© Pour savoir si I'équation —21x+6y =—3 est une équation cartésienne de dj,
on vérifie si les coefficients (—21) ,6et (—3) sont proportionnels aux coefficients

7,(-2) et ().

Ona: _721 = % =-3 et _—? =3. Les coefficients ne sont pas proportionnels.

L'équation —21x+6y =-3 n'est pas une équation cartésienne de d,.
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Exercice 3

@ Pour déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A et de
vecteur directeur u, on peut calculer les coordonnées du vecteurs AM, ou
M(x,'y) est un point quelconque, et traduire le fait que ce vecteur doit étre
colinéaire a u pour que M appartient a la droite.

Ona: KM(X—XA ; y—yA).
Le point M appartient a la droite si et seulement si u et AM sont colinéaires,

c'est-a-dire si et seulement si a x(y—yA ) = (x— Xp ) x b.
Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite : ay —ay, = bx—bx,.

Que l'on peut écrire : bx—ay =bx, —ay,.

@ La droite est paralléle a (Ol) si et seulement si le vecteur u est colinéaire au
vecteur Ol.
Donc si et seulement si b=0.

La droite est paralléle a (0J) si et seulement si le vecteur u est colinéaire au
vecteur OJ.

Donc si et seulement si a=0.

© On suppose donc que a=0 et b=0.

Le point d'intersection de la droite avec (OI) est le point dont les coordonnées
vérifient les équations des deux droites. Pour déterminer ces coordonnées, il faut
donc résoudre le systéme d'équations :

bx—ay =bx, —ay

y=0 '

_ bxp —ayp
En substituant y par 0 dans la premiére équation, cela donne : X= b
y=0

Ce sont les coordonnées du powint d'intersection de la droite avec (Ol).

Le point d'intersection de la droite avec (0J) est le point dont les coordonnées
vérifient les équations des deux droites. Pour déterminer ces coordonnées, il faut
donc résoudre le systeme d'équations :

bx—ay =bx, —ay,
x=0 '

En substituant x par 0 dans la premiere équation, cela donne :

)= bx, —ay _ ay —bx,
-a a
x=0

Ce sont les coordonnées du point d'intersection de la droite avec (0)).
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Exercice 4 @ Pour déterminer une équation cartésienne de la droite (AB), on peut calculer
les coordonnées des vecteurs AB et AM o M(x,'y) est un point quelconque, et
traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour que M appartienne

a la droite.

Ona: AB(3-1,0,5-1,5), soit AB(2, —1) et AM(x~1, y~1,5).

Le point M appartient a la droite (AB)

si et seulement si AB et AM sont
colinéaires, c'est-a-dire si et seulement

Si 2><(y—1,5):(x—1)><(—1).
Ce qui nous donne une équation
cartésienne de la droite (AB) :

2y—3=—x+1.
Que I'on peut écrire : x+2y =4.

(AB) avec l'axe des abscisses est le
point dont les coordonnées vérifient
les équations des deux droites. Pour
déterminer ces coordonnées, il faut
donc résoudre le systéme d'équations :

I
| EE\ © Le point d'intersection de la droite
I
|

X+2y=4
y=0
: N x=4
En substituant y par 0 dans la premiére équation, cela donne : { 0
y =

Ce sont les coordonnées du point E.

Le point d'intersection de la droite (AB) avec |'axe des ordonnées est le point
dont les coordonnées vérifient les équations des deux droites. Pour déterminer
ces coordonnées, il faut donc résoudre le systeme d'équations :

X+2y=4 . o ,
{ Oy . En substituant x par 0 dans la premiére équation, cela donne :
X=

=0
{X ) Ce sont les coordonnées du point F.
y =

© Pour déterminer une équation cartésienne de la droite (CD), on peut calculer
les coordonnées des vecteurs CD et CM ou M(x;y) est un point quelconque,

et traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour que M appartient
a la droite.
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Exercice 5

Ona: D(0-3,-1-3,5), soit CD(-3;-4,5) et CM(x—3; y—3,5).
Le point M appartient a la droite (CD) si et seulement si D et CM sont
colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si (—3)><(y— 3,5) = (x— 3)x(—4,5).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (CD):

—3y+10,5=—4,5x+13,5.

Que l'on peut écrire : 4,5x—3y =3 ou encore 1,5x—y=1.

Le point d'intersection des droites (AB) et (CD) est le point dont les coordonnées
vérifient les équations des deux droites. Pour déterminer ces coordonnées, il faut

+2y=4
donc résoudre le systeme d'équations : il :
1,5x—y=1
En substituant y par 1,5x—1 dans la premiére équation, cela donne:
x+2(1,5x-1)=4 _  [4x=6 =15
( ) . Soit : X . Etdonc: X :
1,5x—1=y 1,5x—1=y y=15x1,5-1=1,25

Ce sont les coordonnées du point K.

@ Pour montrer que ABCD est un parallélogramme, montrons que les vecteurs
AB et DC sont égaux. On a: KB(—LS+4;3+1), soit AE(Z,S,‘4) et
DC(6-3,5;1+3), soit DC(2,5, 4).

I\ ! !

Donc on a bien AB=DC. Donc ABCD est un parallélogramme.
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@ a) Pour déterminer une équation cartésienne de la droite (BC), on peut calculer

les coordonnées des vecteurs BC et BM ou M(x;y) est un point quelconque, et
traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour que M appartienne
a la droite.

Ona:BC(6+1,5,1-3), soit BC(7,5;~2) et BM(x+1,5; y-3).

Le point M appartient a la droite (BC) si et seulement si BC et BM sont
colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 7,5 ><(y— 3) = (x+1,5)><(—2).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (BC) :

1,5y—22,5=-2x-3.

Que I'on peut écrire : 2x+7,5y =19,5.

b) Déterminons d'abord une équation cartésienne de la droite paralléle a (AC)
passant par E.

Pour cela, calculons les coordonnées de E.

Ona: ATE(XE +4, yE+1) et ;AB(Z: gj Ce qui nous donne : xg +4=—

,5

1

et +1—ﬂ soit xp = 95et

Pour obtenir une équation cartésienne de la droite paraIIeIe a (AC) passant par
E, on peut calculer les coordonnées des vecteurs AC et EM ou M(x y) est un
point quelconque, et traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour
que M appartienne a la droite.

Ona: K(6+4;1+1), soit A?(10,' 2) et ﬁ/](x 9’5; 1].
3 3

Le point M appartient a cette droite si et seulement si AC et EM sont colinéaires,

c'est-a-dire si et seulement si 10 x (y - %j = (x + 9;} x 2.

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite paralléle a (AC) passant
par E :

10y—g—2x+g Que |'on peut écrire : —2x+10y—§

Le point F, point d'intersection de cette droite avec la droite (BC) est le point dont
les coordonnées vérifient les équations des deux droites.

Pour déterminer ces coordonnées, il faut donc résoudre le systeme d'équations :
2x+7,5y=19,5

—2x+10y:?'
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En additionnant membre a membre ces deux équations, on obtient |'équation :
17,5y:%, ce qui nous donne yzg. En remplagant, dans la deuxiéeme
équation, y par cette valeur, on obtient :

—2x+@:§, ce qui nous donne x =3,5.

Le point F est le point de coordonnées : F[3,5,' %j

© Déterminons d'abord une équation cartésienne de la droite paralléle a (BD)
passant par F.

On peut calculer les coordonnées des vecteurs BD et FM ol M(x,'y) est un
point quelconque, et traduire le fait que ces vecteurs doivent étre colinéaires pour
que M appartienne a la droite.

Ona:BD(3,5+1,5; ~3-3), soit BD(5, - 6) et m(x—3,5;y—§j.
Le point M appartient a cette droite si et seulement si BD et FM sont colinéaires,
c'est-a-dire si et seulement si 5x [y—gj = (X— 3,5) X (—6).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite paralléle a (BD) passant
par F:

5y—2?5:—6x+21. Que I'on peut écrire : 6x+5y:%.

Déterminons maintenant une équation cartésienne de la droite (DC). Calculons
les coordonnées des vecteurs DC et DM ou M(x;y) est un point quelconque.
Ona:DC(2,5,4) et DM(x~3,5, y +3).

Le point M appartient a la droite (DC) si et seulement si DC et DM sont colinéaires,
c'est-a-dire si et seulement si 2,5x (y + 3) = (x — 3,5) x 4.

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (DC) :
2,5y+7,5=4x-14. Que I'on peut écrire : —4x+2,5y =-21,5.

Le point K, point d'intersection de la droite paralléle a (BD) passant par F avec
la droite (DC) est le point dont les coordonnées vérifient les équations des deux
droites.

Pour déterminer ces coordonnées, il faut donc résoudre le systéme d'équations :
88
bx+5y=—
y 3 _
—4x+2,5y=-21,5
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18x+15y =88

—24x+15y=-129
les coefficients de la premiére équation par 3 et ceux de la seconde par 6.

Ce systeme est équivalent au systeme { obtenu en multipliant

En soustrayant membre a membre ces deux équations, on obtient |'équation :

. 31 "
42x =217, ce qui nous donne X:E. En remplacant, dans la premiére
équation, x par cette valeur, on obtient :

93+15y =88, ce qui nous donne y = —%.

Le point K est le point de coordonnées : K(% —%]

O Déterminons le point d'intersection des droites (AC) et (BD).

La droite (AC) a comme vecteur directeur le vecteur R(‘I 0; 2). Un point M(x;y)
quelconque appartient a cette droite si et seulement si AC et M(x+4; y+1)
sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 10 x(y+1) = (x+ 4) X 2.

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (AC) :
10y +10=2x+8.

Que l'on peut écrire : —2x+10y =—2 ou encore —x +5y =—1.

La droite (BD) a comme vecteur directeur le vecteur @(5 - 6). Un point M(x;y)
quelconque appartient a cette droite si et seulement si BD et W(X+ 1,5, y— 3)
sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 5><(y— 3) = (x+1,5)><(—6).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (BD) :
5y—15=-6x—-9. Que I'on peut écrire : 6x+5y =6.

Le point d'intersection de ces deux droites, que I'on nommera P, est le point dont
les coordonnées vérifient les équations des deux droites.

Pour déterminer ces coordonnées, il faut donc résoudre le systeme d'équations :

—X+5y=-1
6X+5y=6

En soustrayant membre a membre ces deux équations, on obtient

I'équation 7x =7, ce qui nous donne x=1.

En remplacant, dans la premiére équation, x par cette valeur, on obtient :
—1+5y =-1, ce qui nous donne y =0.

Le point cherché est le point de coordonnées : P(1,' 0).
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Exercice 6

Il nous reste a montrer que ce point appartient bien a (EK). Pour cela, on peut
montrer que les points E, K et P sont alignés, par exemple en montrant que les

vecteurs ﬁ( et ﬁ’ sont colinéaires.

Ona: EK ﬂ+9’5;—1—l , soit EK E_E et EP 1+9’5;0—1 , soit
6 3 3 3 3 3 3 3

Ces vecteurs sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont

proportionnelles, c'est-a-dire si et seulement si : 2?5 X [—%) = ( 123’5j X [—%)

Ce qui est vrai.

Donc le point P appartient bien a la droite (EK) et I'on peut dire que droites (AC),
(EK) et (BD) sont concourantes.

@ Les coordonnées de E sont : E(? %_3} soit E(1,' —2).

La médiane issue de A du triangle ABC est la droite
passant par A et le milieu de [BC], soit la droite (AE).

La droite (AE) a comme vecteur directeur le
vecteur EE(1—1;—2—1,5), soit EE(O;—3,5).
Un point M(x;y) quelconque appartient a cette

droite si et seulement si AE et M(X—'I,' y—1,5)
sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si
0x(y—15)=(x—1)x(-3,5).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la
droite (AE) :

0=x-1. Que l'on peut écrire: x=1 (Résultat
que I'on pouvait trouver directement en remarquant
que A et E ont méme abscisse : 1).

@ a) Déterminons les coordonnées du point F milieu du segment [AC].
ona: F| 21,2223 it £(0;-0,75).
2 2

La médiane issue de B du triangle ABC est la droite passant par B et le milieu de
[AC], soit la droite (BF).

La droite (BF) a comme vecteur directeur le vecteur ﬁ(O—B; —O,75+1), soit
Iﬁ:(—3; 0,25). Un point M(x;y) quelconque appartient a cette droite si et
seulement si BF et Wl(x—&' y+1) sont colinéaires, c’'est-a-dire si et seulement

Si (—3)><(y+1):(x—3)><0,25.
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Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (BF) :
—3y—-3=0,25x-0,75. Que I'on peut écrire : 0,25x+ 3y =-2,25.

b) Le point d'intersection des deux médianes est le point G dont les coordonnées
vérifient les équations des deux droites. Pour déterminer ces coordonnées, il faut

résoudre le systéme d'équations : { _ :
0,25x+3y=-2,25

4

La deuxiéme équation nous donne : 0,25x 1+ 3y =-2,25. Soit y=—

Les coordonnées de G sont donc : 6(1; — 2’;’).

© On sait que les deux premiéres médianes se coupent au point G. Pour savoir si
les trois médianes du triangle ABC sont concourantes, regardons si le point G est
sur la médiane issue de C.

Regardons donc si les points C et G sont alignés avec le milieu du segment [AB].

Déterminons d'abord les coordonnées du point H milieu du segment [AB].

ona: H 122 1271 goit (2 0,25).
27 2

Pour montrer que C, G et H sont alignés, montrons que les vecteurs a et CT-i
sont colinéaires.

On a: &[1+1;—2;5+3J, soit cTa(z,- 6;] et CH(2+1;0,25+3), soit
CH(3, 3,25).

’

Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'ona: 2x3,25=3x—. Ce qui est vrai.

Donc C, G et H sont alignés, et les trois médianes du triangle se coupent en G.

Exercice 7 @ Calculons les coordonnées de E.On a: B?(—1—3,' —3+1) soit ﬁ(—4,’ —2).

— 2—( 8 4
Ona: BE(xc—3;y-+1) et =BC| —=;——=. Ce
( E yE ) 5 ( 5 5]

qui nous donne : XE—3=—§ et yE+1:—%, soit

xo=L et yo=—2
E_5 yE_ 5

Calculons les coordonnées de F.
Ona: CA(1+1;1,5+3) soit CA(2, 4,5).

— 1—( 2
Ona: CF(xc+1, yr+3) et =CA| =,1,5]|.
( F YE ) 3 (3 j

Corrigé séquence 1 - MA12 m l l II I I H

© Cned - Académie en ligne



1
Ce qui nous donne : xF+1:§ et yp+3=1,5, soit Xg =—§ et yp=-1,5.

Calculons les coordonnées de G.On a : E(3—1; —1—1,5) soit E(Z —2,5).

— 3—(3 7,5 3
Ona: AG(x-—-1;y-—-15) et =AB| =, ——=|. Cequinousdonne: x- —1==
( P {c ) 4 [2 4j q G 5

et yG—1,5:—%, soit xg=2,5 et yg :—g.

© Pour déterminer une équation cartésienne de la droite (AE), on peut calculer
les coordonnées des vecteurs AE et AM ou M(x,'y) est un point quelconque,
et traduire le fait que ces vecteurs sont colinéaires si et seulemet si M appartient
a la droite.

165’5j et M(X—1,'y—1,5).

Ona: AE Z—1,'—2—1,5 , soit AE E,‘—
5 5 5

Le point M appartient a la droite (AE) si et seulement si AE et AM sont

colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si z><(y—1,5):(x—1)>< 165 .

5 5
Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (AE):
2y—3=-16,5x+16,5.

Que I'on peut écrire : 16,5x+2y =19,5.

Demémeladroite (BF)acommevecteurdirecteurlevecteur BT:(—%— 3; —1,5+1),
soit B?(—? —0,5]. Un point M(x,'y) quelconque appartient a cette droite
si et seulement si BF et W(x—3,‘y+1) sont colinéaires, c'est-a-dire si et
10
seulement si — x(y+1)=(x-3)x(-0,5).
O, (y+1)=(x-3)x(-09
Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (BF):

10><(y+1):(x—3)><(1,5), ou encore 10y+10=1,5x—4,5. Que |'on peut
écrire : 1,5x—10y =14,5.

Le point d'intersection de ces deux droites, que I'on nomme K, est le point dont
les coordonnées vérifient les équations des deux droites.

Pour déterminer ces coordonnées, il faut donc résoudre le systeme d'équations :
16,5x+2y=19,5
1,5x—10y=14,5
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82,5x+10y =97,5
1,5x—10y =14,5

les coefficients de la premiére équation par 5.

Ce systéme est équivalent au systéeme { obtenu en multipliant

En additionnant membre a membre ces deux équations, on obtient

e . 4
I'équation 84x =112, ce qui nous donne x = 3
En remplacant, dans la deuxieme équation, x par cette valeur, on obtient :

2—-10y =14,5, ce qui nous donne y =-1,25.

4

© On sait déja que les droites (AE) et (BF) se coupent en K. pour montrer que
les droites (AE), (BF) et (CG) sont concourantes, il suffit de montrer que la droite
(CG) passe par K.

Le point cherché est le point de coordonnées : K(g —Ej

Pour cela, il suffit de montrer que les points C, G et K sont alignés et donc que les

vecteurs CE et CT( sont colinéaires.

Ona: @(2,5+1;—§+3], soit CE{35%] et C—K£§+1;—%+3J, soit

&l L1,
3 4
Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'on a : 3,5><%:%x§. Ce qui est vrai.

Donc C, G et K sont alignés, et les trois droites se coupent en K.

Exercice 8 @ Calculons les coordonnées de R.

Ona: AB(3—1,~1-1,5) soit AB(2, -2,5).

Ona: AR(xg—1;yg —15) et —AB(-2,2,5). Ce
ui nous donne: et —1,5=2,5,
a xg-1=-2 = R

soit xg =—1 et yp =4.

Calculons les coordonnées de Q.On a:

AC(-1-1,-3-1,5) soit AC(-2, —4,5).
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Ona: AT)(XQ—L' yQ—1,5) et aA?(—Za;—4,5a). Donc:

XQ—1:—2a et yQ—1,5:—4,5a, soit XQ:1—2a et yQ:‘I,5—4,5a.

© La droite (RQ) a pour vecteur directeur @(1—2a+1; 1,5—4,5a—4), soit
RQ(2-2a,; -2,5-4,5a).

Un point M(x,'y) quelconque appartient a cette droite si et seulement
Si RTQ et IWI(X+1;y—4) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si
(2—2a)><(y—4):(x+1)><(—2,5—4,5a).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (RQ) :

(2-2a)y-4(2-2a)=(-2,5-4,5a)x~2,5-4,5a,

ou encore (2,5+4,5a)x+(2—23)y=5,5—12,5a.

Cherchons une équation de la droite (BC).

Ona: ﬁ(—1—3;—3+1), soit ﬁ(—4;—2) et @(x—3,’y+1).

Le point M appartient a la droite (BC) si et seulement si BC et BM sont
colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si (—4)><(y+1) = (x— 3)><(—2).

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (BC) : -4y —4=-2x+6.
Que I'on peut écrire : 2x—4y =10 ou encore x—2y =5.

Le point P, point d'intersection des droites (BC) et (RQ), est le point dont les
coordonnées vérifient les équations des deux droites.

Pour déterminer ces coordonnées, il faut donc résoudre le systéme d'équations :
X—=2y=5
(2,5+4,5a)x+(2-2a)y =55-12,5a

La premiére équation nous donne x=2y+5. En substituant x par cette
expression dans la seconde équation on obtient :

(2,5+4,5a)(2y+5)+(2—2a)y: 5,5—12,5a. Ce qui est équivalent a:
(5+9a)y+(2-2a)y=55-12,5a-5(2,5+4,5a).

Soit : (7+7a)y =-7-35a.
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Comme a est un réel différent de (—1), on peut diviser par (7+7a).

On obtient : y = /=35 -1=%
7+7a 1+a
On a alors : X:2y+5:2><—1—5a+5:—2—10a+5+5a:3—53.
+a 1+a 1+a 1+a

Le point P a bien comme coordonnées : xp = 31;5a etyp= _11; Sa-
a a

© Si a=-1 les droites (BC) et (RQ) sont paralléles et n‘ont pas de point
d'intersection.

O Calculons les coordonnées de M. On a: CT)(1—2a+1; 1,5—4,5.a+3)
soit CT)(Z—Za,'4,5—4,Sa), et W(XM—3,'yM+1). Ce qui nous donne:
Xy —3=2-2a et y,+1=4,5-4,5a, soit x), =5-2a et y,,=3,5-4,5a.

Calculons les coordonnées de N. On a : CP 3-34 +1; —1->5a +3
1+a 1+a

—(4-4a 2-2a —
soit CP ;—— 1, et AN(xy—1,;yy—1,5). Ce qui nous donne:
[ 1+a 1+a j ( N M ) q
4—-44a 2-2a ) 5-3a 3,5-0,5a
Xy —1=—— et yy—1,5=——, soit X =—— et yp= ———.
N 1+a I 1+a N™ 143 M 1+a

Pour montrer que M, N et R sont alignés, montrons que les vecteurs RM et RN
sont colinéaires.

On a: RM(5-2a+1;3,5-4,5a-4), soit RM(6-2a;-0,5-4,5a) et

ﬁl(5‘33 41,3505 _4}, woit m[6—2a ; —0,5—4,5aj_

1+a 1+a 1+a 1+a

Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'on a :

—0,5-4,5a  6-2a

(6—2a)>< 1+a  1+a

x(—0,5—4,5a). Ce qui est vrai. Donc M, N et

R sont alignés.
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Chapitre 3: Décomposition d’un vecteur du plan

Corrigés des activités du chapitre 3

m Activité1 Sommes de deux vecteurs

© Pour construire le vecteur AD, somme

des vecteurs AB et A—C on construit le
parallélogramme ABDC. Les points A, B et C
étant donnés, il n'y a qu’un point D possible.

@ Pour construire deux autres vecteurs AE
et AF tels que : AD=AE+AF, il suffit de
construire un parallélogramme dont [AD] soit
une diagonale (voir figure).

[l'y a une infinité de possibilités et on peut
donc construire deux autres vecteurs AG et
AH tels que : AD = AG+ AH (voir figure).

© Le point K étant celui placé sur la figure initiale,
on peut construire un vecteur AL tel que:
AD = AK+ AL. Pour cela il suffit de construire un

parallélogramme dont [AD] soit une diagonale. On doit donc construire un
parallélogramme AKDL. Les points A, K et D étant donnés, il ny a qu'un point L possible

(voir figure).

m Activité 2  Construction de parallélogrammes
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@ Pour construire le point D tel que ABDC soit un
parallélogramme on construit la paralléle a (AB)
passant par C et la paralléle a (AC) passant par B.
Ces deux droites se coupent en D.

© Pour construire deux points E et F tels
que AEDF soit un parallélogramme, on procéde
de la méme facon en prenant un point E
quelconque.

On peut construire deux autres points G et H tels
que AGDH soit un parallélogramme puisque,
dans le procédé précédent on prenait «E
quelconque ». Il suffit donc de prendre un
« autre point E », en I'occurrence G.

On remarque que les trois parallélogrammes
construits ont méme diagonale : [AD].



m Activité 3

© Le point K étant celui placé sur la figure initiale, pour construire un point L tel
que AKDL soit un parallélogramme on construit la parallele a (AK) passant par D
et la parallele a (KD) passant par A. Ces deux droites se coupent en L.

Sommes de deux vecteurs et parallélogrammes

Pour une lecture plus claire, nous ferons une figure pour les questions 1 et 2 et une autre
pour les questions 3 et 4.

@ Méme procédé que pour la premiere
question de I'activité 1.

@ On construit le point E tel que AE=ku (surla
figure on a pris k =2). Pour que AD = AE + AF

il reste a construire F tel que AF =ED.

On peut construire encore deux autres vecteurs
AG et AH tels que AD=AG+AH et tel que

AG soit encore colinéaire a wu. Pour cela
il suffit de choisir une autre valeur de k. Par
exemple sur la figure on a a pris A AG=2,5u. On
construit alors H tel que AH = GD.

© Comme pour la question 2, on construit le
point L tel que AL=kv (sur la figure on a
pris k=3). Pour que AD = AK+AL il reste
construire le point K tel que AK = LD.

On peut construire encore deux autres vecteurs

AM et AN tels que AD=AM+AN et tel que

AN soit encore colinéaire a v. Pour cela
il suffit de choisir une autre valeur de k. Par

exemple sur la figure on a pris AN=—1,5v. On

construit alors M tel que AM =ND.

O Pour construire deux vecteurs AP et AB tels

que AD =AP+AQ et tel que AP soit colinéaire
3 u et KE) colinéaire a ; il faut construire
un parallélogramme APDQ tel que les droites
(AP) et (QD) soient paralléles et dirigées suivant
Zl, et tel que les droites (AQ) et (DP) soient

également paralléles et dirigées suivant v.
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On constate alors qu'il n'y a qu‘une seule possibilité : le point P est I'intersection
des droites (AP) et (DP) et le point Q celle des droites (AQ) et (QD).

On ne peut donc pas construire deux autres vecteurs AR et AS tels que

AD=AR+AS et tel que AR soit encore colinéaire & u et AS encore colinéaire

av.

W Activité 4 Décomposition d'un vecteur en fonction de deux vecteurs donnés

Pour une lecture plus claire, nous ferons une figure pour les questions 1 et 2 et
une autre pour la question 3.
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@ Pour décomposer le vecteur AB en
somme de deux vecteurs, I'un colinéaire

3 u et I'autre colinéaire a v, il suffit de
construire un parallélogramme dont une
diagonale soit [AB], et dont les cotés soient
paralléles et dirigés suivant u, et paralléles
et dirigés suivant v. On trouve alors un seul

parallélogramme possible : AEBF.
On constate que AE=2u et AF=3v.
On adonc: AB=AE+AF=2u+3v.

® On procéde de méme avec le vecteur
CD. On obtient le seul parallélogramme
possible : CGDH.

On constate que CG=-3u et CH=v.
Onadonc: CD=CG+CH=—3u+v.

© Pour décomposer les vecteurs w et z
en fonction de u et v, on procéde de la
méme fagon en supposant, par exemple que
I'on a deux points L et M tels que IM=w
et deux points R et S tels que RS=2.

On obtient les décompositions :

w=0,50+3,5V et z=—u—1,5v.



Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

Exercice9 @ Les vecteurs u et v forment une base du plan puisqu'ils ne sont pas
colinéaires.

Pour décomposer graphiquement le vecteur
AB dans la base E; on construit le
parallélogramme de diagonale [AB] dont les
cotés sont dirigés par u et v (voir figure ci-
contre).

On obtient : AB=u+2v.

Les coordonnées du vecteur AB dans la base
(E,;) sont : ﬁ(1 . 2).

© Les vecteurs u et w forment une base du plan puisqu'ils ne sont pas
colinéaires.

Pour décomposer graphiquement le vecteur AB dans la base (DW) on construit
le parallélogramme de diagonale [AB] dont les cotés sont dirigés par uetw
(voir figure ci-dessous).

On obtient : AB=4u—2w.

Les coordonnées du vecteur AB dans la base (Z/E) sont :ﬁ(4 ,—2),

© Les vecteurs v et z ne forment pas une base du plan puisqu'ils sont
colinéaires.

O Les vecteurs z et w forment une base du plan puisqu'ils ne sont pas
colinéaires.
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Pour décomposer graphiquement
le vecteur AB dans la base
;W on  construit e
parallélogramme de diagonale
[AB] dont les cotés sont dirigés par
zetw

(voir figure ci-contre).

On obtient : AB= —§E+§W.

Les coordonnées du vecteur

AB dans la base (;W) sont :

ng[-2; 2|
3'3

Exercice 10 @ Les vecteurs u et v forment une base du plan puisqu'ils ne sont pas

colinéaires (car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles : 2x1=0x1).
On sait que les coordonnées de u sont B(Z;O), ce qui signifie que u=2i.
Donc: i=0,5u.

De méme on sait que les coordonnées de v sont v(1 ;1), ce qui signifie que

V=i+].

Donc: 7:;—7:;—0,5&

On peut alors écrire : EB:27—]:2><0,5[1—(;—0,5Z1):1,5E—;.
Les coordonnées de AB dans la base (Zl;) sont : ATS(1,5;—1).

@ Les vecteurs v et w forment une base du plan puisqu'ils ne sont pas

colinéaires (car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles : 1x (—1) #2x1).

Comme pour la question précédente, on a : ;:7+] et w= 2i—j.
1- 1=

Cela nous donne : ;+Vv:7+]+27—]:37. Donc: 7:§v+§w.
s - - - - 1= - 11—
Onendéduitque: j=v—i=v—| —v+=w |==Vv—=W.
3 3 3 3

3 3 3

se voir directement avec les coordonnées de AB et de w dans la base (i , j),

On peut alors écrire : AB= 27—] = 2(%;+1VVJ— (2;— 1;vj =w (ce qui pouvait

Les coordonnées de AB dans la base (; , W) sont : KB(OH).

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 1 - MA12

© Cned - Académie en ligne



Exercice 11

Exercice 12

@ Puisque AF=175AD, en utilisant la relation de Chasles on a:
AD+DF =1,75AD, et donc : DF =1,75AD— AD =0, 75AD.

© Les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires puisque le parallélogramme
ABCD est non aplati. lls forment donc une base du plan.

La relation de Chasles permet d'écrire : CF=CD+DF.

Or CD=BA=—AB puisque ABCD est un parallélogramme. On a alors en utilisant
le résultat du 1 :

CF = CD+DF =—AB+0,75AD qui est la décomposition du vecteur CF dans la
base (ﬁ , Kﬁ)

© De facon analogue, on a: EFzﬁﬁA?z—%ﬁSHJSH) qui est la
décomposition du vecteur EF dans la base (E , E)

= 1= o
On peut alors remarquer que EF=§CF. On en déduit que ces vecteurs sont
colinéaires, et donc que les points C, E et F sont alignés (on peut vérifier sur une

figure).

@ Pour construire le point E, exprimons le vecteur AE en fonction du vecteur

K. Ona: ﬁ:ﬂi soit ﬁ:3(ﬁ+ﬁ):3ﬁ+3ﬁ.

Ce qui nous donne :

EA—3EA=-2EA=3AC. Donc wE

2AE = 3AC,
— 3— _ e D
Et donc AE:EAC, ce quinous A<

permet de construire le point E

(voir figure ci-contre).

©® a) Les vecteurs AB et AC

forment une base du plan car ils

ne sont pas colinéaires. En effet,

s'ils étaient colinéaires, les points A, B et C seraient alignés. Comme AB= 3CT),
les droites (AB) et (CD) sont paralléles. Si A, B et C étaient alignés, il en serait de
méme pour le point D. Les quatre points seraient alignés, ce qui est contraire aux
données de I'énoncé. Donc AB et AC forment bien une base du plan.

B
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Exercice 13

b) Pour le vecteur BD ona:
B0 =BA-+ AC+(D = —AB+AC+ AR

Soit @=_§xs+rc.
POUI‘ Ie vecteur ﬁf ona-: ﬁf=ﬁ+ﬁf=—A~B+;K.

. . , . . — 3 A
© |l est facile de voir, avec les résultats précédents, que BE= EBD' On en déduit
que les points B, D et E sont alignés (ce qui pouvait se conjecturer en observant
la figure).

@ a) Les vecteurs AB et AC peuvent former une base du plan puisqu'ils ne sont
pas colinéaires (les points A, B et C ne sont pas alignés).

b) Puisque (EF) est paralléle a (BC), on est en présence
d'une configuration de Thalés. Comme AE = %NB on
a aussi AF= %R On adonc:

EF:E7\+A—F:_%A—B+%K.

© a) Comme H est le milieu du segment [EF], on a
EH = EF.

On aalors :

AH = AE -+ = AE+ EF = AE+{EA -+ AF).

Soit :

1

AH=AE+ EA+ AF= L AE+ AR,
2 20 27T

Et donc: AH—lx1ﬁ3+1x1R—lﬁ3+1E
2 3 2 3 6 6

De la méme facon, comme K est le milieu du segment [BC], on a:
BK = BC.

2 —_ = = = = = = —
On aalors: AK=AB+BK= AB+§BC = AB+E(BA+AC).

Soit: AK=AB+BA+ AC= AB+.
20 2027

AC.

b) Il est facile de voir, avec les résultats précédents, que AK = 3AH. On en déduit
que les points A, H et K sont alignés (ce qui pouvait se conjecturer en observant
la figure).
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Exercice 14 @ a) Les vecteurs AB et AC peuvent former une base du plan puisqu'ils ne sont
pas colinéaires (les points A, B et C ne sont pas alignés).

b) CO{nme E est le milieu du segment [BC], on a:
BE = EBC.

C

On a alors :
AE = AB+BE = AB+BC = AB-+{BA-+AC).
Soit :

AE = AB+ BA+AC= 1A+ AC
20 20 27

© a) Comme F est le milieu du segment [AE], on

a: AF= VAL
2

Onaalors:

. 14..

BF —BA+ AF= AB+AE=AB+ JAB+LAC|
2 2\ 2 2
o e T 1 3
Soit : BF=—AB+—AB+—-AC=——AB+—AC.
4 4 4 4

De méme pour BK ona: ﬁ:ﬁ+ﬁ(:—f8+%rc.

. . , ., — 4= A
b) Il est facile de voir, avec les résultats précédents, que BK = §BF. On en déduit
que les points B, F et K sont alignés.

Exercices d’approfondissement
du chapitre 5

Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercicel @ a)Les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires puisque le parallélogramme
ABCD est non aplati. lls forment donc une base du plan.

b)Ona: AH=AB+BH= AB+AF puisque BH = AF.
Donc : Afi= AB+ AF = AB-+ 2 AD,

¢) Comme on prend le repére (AE : E) ona: A(O ; 0), B(1 ; 0) et D(O; 1).
Comme ABCD est un parallélogramme, ona AC= AB+ AD, donc : C(1 1)

Ona E:E@ etﬁzgﬂ), donc: E E;0 etF 0;E )
4 3 4 3
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Comme EI:KB+§H) on a: H(1 ; %j

Pour avoir les coordonnées de G, il faut décomposer le vecteur AG sur la base
(48,).

Ona: E:E+FG:E+E:%N3+KD. Donc: G(% ; 1).

@ La droite (AC) a comme vecteur directeur le vecteur Ké(1 : 1)_ Un point
M(x;y) quelconque appartient a cette droite si et seulement si AC et

m(x ; y) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 1><(y):(x)><1. Ce

qui nous donne une équation cartésienne de la droite (AC) : y = x.

La droite (EH) a comme vecteur directeur le vecteur Eﬂ(%%;%—O],
soit Eﬂ[%%j Un point M(x;y) quelconque appartient a cette droite

si et seulement si EH et EM[X—Z ; y—Oj sont colinéaires, c'est-a-dire si

et seulement si %x(y)z(x—%)xg. Ce qui nous donne une équation

cartésienne de la droite (EH): %yzgx—%. On peut écrire cette équation :

3y =8x—6 en multipliant les deux termes par 12.

© Déterminons le point K, point d'intersection des droites (AC) et (EH).
y=Xx

. En substituant, dans la
3y=8x-6

Ses coordonnées vérifient le systéme : {

deuxieme équation, y par x on obtient: 3x=8x—6, soit: 5x =6.
On obtient donc: x=1,2=y. Le point K a pour coordonnées : K(1,2 : 1,2).

Montrons maintenant que la droite (FG) passe par K, c'est-a-dire que les points

K(Remar-que

F, G et K sont alignés.
— 2 L2 1,6
On a: KF 0—1,2;5—1,2 , soit KF| -1,2; — 3 et

On peut constater

de figure.

cice, I'intérét du calcul vectoriel, avec ou
sans les coordonnées, puisque I'on a pu

«coudre | " . fai
résoudre les questions posées sans faire (—1,2)><<—0,2)= (_1;18}((_ 116)' Ce qui est vrai,

E(%—Lz ; 1-1,2], soit E(—Lg

; —0,2].
4

Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'on a :

sur ce type d'exer-

3
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Donc les points F, G et K sont alignés. La droite (FG) passe donc par K, et les trois
droites sont donc concourantes.

Exercice Il @ a) Les vecteurs AB et AC peuvent former une base du plan puisqu'ils ne sont
pas colinéaires (les points A, B et C ne sont pas alignés).

b) Comme on prend le repére (A : ,&EAE) ona: A(O : O), B(1 ; O) etC(O : 1).
Comme | est le milieu du segment [BC], on a: I(0,5 : 0,5).

Comme J est le milieu du segment [CA], on a: J(O ; 0,5).

Comme K est le milieu du segment [AB], on a: K(O,5 ; 0).

© La droite (BJ) a comme vecteur directeur le vecteur Ej(oq : 0,5_0), soit
ﬁ(_1 : 0,5)_ Un point M(x ; y) quelconque appartient a cette droite si et
seulement si BJ et ﬁ/i(x—1 ; y—O) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement

Si (—1)><(y):(x—1)><0,5. Ce qui nous donne une équation cartésienne de la
droite (BJ) : —y=0,5x-0,5.

La droite (Al) a comme vecteur directeur le vecteur N(O,S : 0,5), Un point
hﬂx;y) quelconque appartient a cette droite si et seulement si Al et
AM(X : y) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si 0,5><(y):(x)><0,5.
Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (Al) : y = x.

Les coordonnées du point G, point d'intersection des droites (Al) et (BJ) vérifient :

y=X

—-y=0,5x-0,5
En substituant, dans la deuxiéme équation, ypar xon obtient: —x=0,5x-0,5,
soit: 1,5x=0,5. ,

On obtient donc: x =%= y. Le point G a pour coordonnées : G(% ; gj.

© Pour démontrer que les droites (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes, montrons
que la droite (CK) passe par G, et donc que les points C, K et G sont alignés.

Ona: CK(0,5-0; 0-1), soit CK(0,5; ~1) et 66(1—0 ; 1—1),
33

soita 1;—E.
3 3
2

Ces deux vecteurs sont colinéaires sil'ona: 0,5x [_EJ = § X (—1). Ce qui est vrai.
Donc les points C, K et G sont alignés. Les trois droites sont donc concourantes en G.

Les droites (Al), (BJ) et (CK) sont les médianes du triangle ABC. On vient donc de
montrer que, dans un triangle quelconque, les trois médianes sont concourantes.
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Exercice Il

Pour la figure, voir exercice d'apprentissage 7.

@a)Ona: A_B'(3—1 ; ~1-1,5), soit E(z ;-2,5) et Ké(-1-‘| ; -3-15), soit

AC(-2;-4,5).
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car : 2><(—4,5) # (—2) ><(—2,5).

Les vecteurs AB et AC peuvent donc former une base du plan.
Ona: AE=AB-+BE = AB-+2BC = AB+2 (BA+AC).
Soit : AE= AB+2BA-+ 2AC = S AB+2AC
5 5 5 5

— — = — 1= 2— — 3—
Ona: AF:AC+CF:AC+§CA:§AC. Ona: AG:ZAB.
b) On a EE:EKB+EKC donc: E E : E ‘
5 5 5 5

Ona E:EKC et E:EE donc: F O;z etG E;0 .

3 4 3 4

. . —(3 2 .
@ La droite (AE) a comme vecteur directeur le vecteur AE 5 ; = Un point
M(x ; y) quelconque appartient a cette droite si et seulement si AE et
— 3 2

- v) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement si =x(y)=(x)x=.

AM(x ;) x(y)=(0)x5

Ce qui nous donne une équation cartésienne de la droite (AE) : 3y =2x.

La droite (BF) a comme vecteur directeur le vecteur B?(O—1 ; %—Oj, soit

ﬁ(—1 ; %] Un point M(x ; y) quelconque appartient a cette droite si et

seulement si BF et BM(x—1 ; y—o)sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement
Si (—1)><(y):(x—1)><§. Ce qui nous donne une équation cartésienne de la
droite (BF) : =3y =2x-2.

© Les coordonnées du point K, point d'intersection des droites (AE) et (BF)
3y=2x

3y=2x-2

En substituant, dans la deuxieme équation, 3y par 2x on obtient : —2x =2x-2,
soit: 4x=2.

vérifient : {

, o . 1
On obtient donc: x=0,5. la premiére équation nous donne alors : y:§. Le

point K a pour coordonnées : K| 0,5 ; % .

Pour montrer que les droites (AE), (BF) et (CG) sont concourantes, montrons que
la droite (CG) passe par K et donc que les points C, G et K sont alignés.
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Ona: CG E—0,'0—1 , soit G i,‘—1
4 4

et &(0,5—0,-%—1) soit cT<(o,5,-—§].

K( Remarque

Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'on a:

Il est intéressant de comparer cet exer- 3
cice avec l'exercice d'apprentissage 7
ou I'on a démontré la méme chose en

2 . .
—x| == 1=0,5x(-1). Ce qui est vrai.
. ( 3j (-1)- Ceq

travaillant dans le repére initial. Donc les points C, G et K sont alignés. Les trois droites

sont donc concourantes en K.

Exercice IV

Pour la figure, voir exercice d'apprentissage 8.

@ Les vecteurs AB et AC peuvent former une base du plan puisqu'ils ne sont
pas colinéaires (voir exercice précédent).

Les décompositions des vecteurs AR et Kj dans cette base sont immédiates :
AR=—AB et AQ=aAC,

On a donc dans le repére (A : ﬁfé) : R(—1,' 0) etQ(O; a).

© La droite (RQ) a comme vecteur directeur le vecteur @(OH;a—O),
soit §6(1 a). Un point M(x;y) quelconque appartient a cette droite si et
seulement i @ et W(X+1,' y—O) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement
Si 1><(y) = (x+1)>< a. Ce qui nous donne une équation csartésienne de la droite
(RQ): y=ax+a.

La droite (BC) a comme vecteur directeur le vecteur I?C(O—1,'1—O), soit
B?(—Lﬂ). Un point M(x;y) quelconque appartient a cette droite si et
seulementsi BC et W(X—1,' y—O) sont colinéaires, c'est-a-dire si et seulement

Si (—1)><(y):(x—1)><1. Ce qui nous donne une équation cartésienne de la
droite (BC) : —y=x-1.

Les coordonnées du point P, point d'intersection des droites (BC) et (RQ) vérifient :
—-y=x-1

{y —ax+a

En additionnant membre a membre ces deux équations on obtient I'équation :

0=(1+a)x+a—1.
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. 1-a
Ce qui nous donne : x=——.

1+a
La premiére équation nous donne alors :
_y_1—a_1_1—a_1+a_1—a—1—a
1+a 1+a 1+a 1+a
Etdonc: y—z— Les coordonnées du pointP sontbien : XP=1—a etyp = 24 :
1+a 1+a 1+a

© En travaillant dans le repére (AA?E) on a: CT)(O—O;a—1), soit
E(S(O,'a—1) et ﬁ(xq : y—o),Ces vecteurs sont égaux, donc: x—1=0 soit
x=1et y=a-1. Donc: M(1;a—1).

1-a 2a 1-a a-1 —
On a: CP| ——0; —~1 it CP — | et ; C
ne (1+a T+a ) 0 (1 1+a] ¢ AN(x,y). *

vecteurs sont égaux, donc : x—1—a et y——1 Donc: N 1—_a;a_—1 .
1+a 1+a 1+a 1+a

Montrons que M, N et R sont alignés.

Ona: W(1+1;a—1—0), soit ﬂw(z;aq) et RN 1_a+1 —1—0 soit
1+a 1+a
RN 2. 27T
1+a 1+a
1 2

Ces deux vecteurs sont colinéaires si l'on a: 2><—:—><(a—1). Ce qui
1+a 1+a

est vrai.

On en déduit que M, N et R sont alignés.

Remarque

Il est intéressant de comparer cet exercice avec I'exercice d'apprentissage 8 ol
I'on a démontré la méme chose en travaillant dans le repére initial. On peut méme
constater ici une grande simplification des calculs.
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|||I.orrigé de la séquence 2

Partie 1: Statistiques

Chapitre 2: Médiane, quartiles, diagrammes
en boite

Corrigés des activités du chapitre 2

m Activité 1  Médiane, quartiles, déciles d'une série a caractére discret.

© On a demandé a 50 personnes prenant |'autobus, le nombre de fois ou cha-
cune de ces personnes a utilisé ce type de transport pendant la semaine écoulée.

Nombre de voyages en

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
autobus : X;

Effectif 3 3 5 7 6 9 5 4 5 3

Effectif cumulé crois-
sant: n;

Fréquence en % 6% 6% 10% 14% 12% 18% 10% 8% 10% 6%

Fréquence cumulée

) 6% | 12% | 22% | 36% | 48% | 66% | 76% | 84% | 94% | 100%
croissante en %

@ Les effectifs cumulés croissants montrent que la médiane est égale a 6 : en
effet, on doit calculer la demi-somme de la 25'*™M€ et de la 26'®™€ valeurs de la
série qui sont toutes les deux égales a 6.

© Les fréquences cumulées croissantes indiquent que la plus petite valeur q du
caractere pour laquelle au moins 2 5% des données ont une valeur inférieure a
g est g =4, puisque pour g =3 la fréquence cumulée croissante est égale a 22%,
inférieure a 25%, et que pour g = 4 la fréquence cumulée croissante dépasse
25% (elle vaut 36%).

De méme la plus petite valeur ¢’ pour laquelle au moins 75% des données ont
une valeur inférieure a ¢’ est ¢' = 7, puisque pour g'= 6 la fréquence cumulée
croissante est égale a 66%, inférieure a 75%, et que pour g'=7 elle dépasse 75%
(elle vaut 76%).
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m Activité 2

O La plus petite valeur d pour laquelle au moins 10% des données ont une
valeur inférieure a d, est d= 2.

Enfin, la plus petite valeur du caractére pour laquelle au moins 90% des données
ont une valeur inférieure a d', est d' = 9.

Avec deux séries a caractére continu.

@ Voici le tableau complet pour le magasin B :

Montant des achats [0:200 | [20:40[ | [40:60[ | [60;100[ | [100;140[ | [140; 200]
(en €) X;

Effectif n, 29 43 38 27 13 10
Effectif cumulé croissant 29 72 110 137 150 160
Fréquence f; (valeur 0,181 0,268 0,237 0,168 0,081 0,062
approchée)

Fréquence cumulée

croissante (valeur 0,181 0,45 0,687 0,856 0,937 1
approchée)

© La classe médiane pour le magasin B est la classe [40 ; 60] car c'est la pre-
miere classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante est supérieure a 0,5
(soit 50%).

© On a construit sur le méme graphique les courbes des fréquences cumulées
croissantes concernant les montants des achats dans les magasins A et B.
(voir page suivante)

@ On doit d'abord remarquer que les lectures graphiques ne donnent que des
valeurs approchées, d'autant plus que nous n'avons pas de renseignements sur
les montants des achats a l'intérieur des classes de la série statistique. Les seg-
ments que I'on trace pour obtenir les courbes supposent que la répartition des
données a l'intérieur de chaque classe est réguliére.

Les abscisses des points des deux courbes d'ordonnées 0,5, 0,25 et 0,75 sont
indiquées sur le graphique.

On observe que les abscisses pour le magasin A sont toutes inférieures aux abs-
cisses correspondantes pour le magasin B.

Cela traduit la position des courbes : la courbe concernant le magasin A est « a
gauche » de celle du magasin B.
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0,75

0,5

0,25

Et cela signifie que les montants des achats dans le magasin A sont, en général,
moins élevés que dans le magasin B. En effet :

50% des achats, dans le
magasin A, sont inférieurs a
environ 32 €, alors que 50% des

macAsNA) | L — " —— achats, dans le magasin B, sont
,,,,, K 7 ... inférieurs & environ 44 € ;

25% des achats, dans le

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

-+

A magasin A, sont inférieurs a
| Nm—r environ 18 €, alors que 25% des
S achats, dans le magasin B, sont
77777 77777 inférieurs a environ 24 € ;

75% des achats, dans le
magasin A, sont inférieurs a

777777777777777777777777777777777777777777777777777

N T S SO N S I IR environ 52 €, alors que, dans

le magasin B, 75% des achats

St sontinférieurs & environ 75 €.

On peut dire aussi que la
courbe concernant le magasin

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

concernant le magasin B.

1
1

b oA e bbbt Aest « au dessus » de la courbe
1

100 140 200 euros  Cela signifie que pour un mon-
tant fixé (c'est-a-dire une abs-
cisse fixée) I'ordonnée est plus
grande sur la courbe qui concerne

les achats dans le magasin A.

Par exemple, si on choisit I'abscisse 120, on trouve environ |'ordonnée 0,95 sur
la courbe concernant le magasin A et environ 0,9 sur la courbe concernant le
magasin B. Cela signifie que, dans le magasin A, 95% des achats sont inférieurs
a environ 120 €, alors que, dans le magasin B, 90% des achats sont inférieurs a
cette méme somme. Et, donc, en proportion, il y a davantage d'achats dépassant
120 € dans le magasin B que dans le magasin A.

Et il en est de méme pour toutes les abscisses que |'on peut fixer.

Toute ces observations montrent que les montants des achats dans le magasin A
sont inférieurs aux montants des achats dans le magasin B.
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Exercice 1

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Pour déterminer la médiane et les quartiles de la série statistiques on compléte le
tableau par les effectifs cumulés croissants et les fréquences cumulées croissantes.

Nombre d'appels x;

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 1

Nombre de nuits n;

14 70 | 155 | 185 | 205 | 150 | 115 | 65 30 5 1 5

Effectifs cumulés
croissants

14 | 84 | 239 | 424 | 629 | 779 | 894 | 959 | 989 | 994 | 995 [ 1000

Fréquences cumulées
croissantes

0,014|0,084|0,239|0,424|0,629|0,779| 0,894 | 0,959 | 0,989 [0,994/0,995| 1

Exercice 2

18" sauteur

Il'y a 1000 nuits, 1000 est un nombre pair, donc pour déterminer la médiane on
doit faire la demi-somme du nombre d'appels de la 500€™e nyit et de la 5011€me,
On observe que, pour ces deux nuits, il y a eu le méme nombre d'appels, c'est
donc ce nombre qui est la médiane : médiane = 4.

Les fréquences cumulées croissantes montrent que la plus petite valeur de la
série pour laquelle au moins 25% des données lui sont inférieures est 3 caril y a
23,9% des données qui sont inférieurs a 2, mais il y a 42,4% des données qui
sont inférieurs a la valeur suivante qui est 3, donc Q; = 3.

De méme, la plus petite valeur de la série pour laquelle au moins 75% des don-
nées lui sont inférieures est 5, donc Q3 =5.

On compléte les données par les effectifs cumulés croissants et les fréquences
cumulées croissantes pour les deux séries de 25 données chacune.

Hauteur

4,70 | 480 | 485 | 490 | 495 | 500 | 505 | 510 | 5,20

Nombre de sauts 1 1 1 3 12 4 1 1 1

sants

Effectifs cumulés crois-

1 2 3 6 18 22 23 24 25

Fréquences cumulées
croissantes

0,04 | 008 | 0,12 | 0,24 | 0,72 | 0,88 | 0,92 | 0,96 1
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[l'y a 25 sauts, 25 est un nombre impair, donc la médiane est la hauteur franchie
au 13%saut ; les effectifs cumulés croissants montrent qu'elle a été égale a 4,95
m, donc médiane = 4,95.

Les fréquences cumulées croissantes montrent que la plus petite donnée pour
laquelle au moins 25% des valeurs lui sont inférieures est aussi 4,95 m, donc
Q1 = 4,95.

De méme, la plus petite valeur de la série pour laquelle au moins 75% des don-
nées lui sont inférieures est 5,00 m, donc Q; =5.

On remarque que, dans cette série statistique, la médiane et le premier quartile
sont confondus. D'aprés les définitions, il y a donc au moins 25% des données
qui correspondent a cette valeur ce qui montre une grande régularité (on peut
I'observer directement ici sur les valeurs de la série). On retrouvera une situation
analogue dans I'exercice suivant (voir la remarque).

2¢€ sauteur
Hauteur 460 (4,70 4,75|4,80 (4,85 |4,90| 4,95 5,00 (5,055,170 |5,15 | 5,20
Nombre de sauts 3 2 2 3 2 2 1 3 2 1 1 3

Effectifs cumulés croissants 3 5 7 10 | 12 14 | 15 | 18 | 20 | 21 22 | 25

Fréquences cumulées

. 0,121 0,20 | 0,28 | 0,40 | 0,48 | 0,56 | 0,6 | 0,72 080|084 |088 | 1
croissantes

Comme pour le premier sauteur, on a complété le tableau et on trouve :
Médiane = 4,90 Q;=4,75

Les deux diagrammes en boite sont
assez différents. } D {

Pour le premier sauteur (diagramme du
bas) la « boite » n'est pas tres large, ses
performances entre les deux quartiles
sont donc trés concentrées, alors que, pour le deuxiéme sauteur (diagramme du haut),
les performances sont plus dispersées, aussi bien les performances extrémes que les
performances situées entre les deux quartiles. On peut aussi déterminer les écarts
interquartiles (ce sont les largeurs des boites) :

4,6 4,8 5

Pour le premier sauteur : Q3-Q;=5-4,95=0,05 et pour le deuxiéme sauteur :
Q3 -Q;=5,05-4,75=0,30.

Donc pour le premier sauteur, 50% des performances autour de la médiane sont
dans un intervalle d'amplitude 0,05 alors que, pour le deuxiéme sauteur cette
amplitude est égale a 0,30.

Tout ceci permet de dire que les performances du premier sauteur sont beaucoup
plus régulieres que celles du second.
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Exercice 3

Exercice 4

@ On cherche le plus grand des maximums de chaque diagramme en boite.
C'est donc au Royaume-Uni que se trouve la région ayant le PIB par habitant le
plus élevé. De facon analogue, on trouve que la région ayant le PIB par habitant
le moins élevé est située en Pologne.

@ L'écart interquartile de chaque diagramme est la hauteur de la boite. L'écart
interquartile le plus grand est en ltalie, le plus petit est en Suede, celui de la
Tchéquie en est trés proche.

© Dans le diagramme de la France, on observe que le troisieme quartile Q3
semble trés voisin de la moyenne de I'Union Européenne. C'est le diagramme pour
lequel I'écart est le plus grand entre le minimum et le premier quartile Q.

O Sur les diagrammes de la Belgique, de I'Allemagne, de I'ltalie et de la Suéde,
on observe que la médiane est trés proche de la moyenne de I'Union Européenne.

On constate, en Finlande et en Hongrie, la méme propriété que dans |'exercice
précédent : le premier quartile et la médiane sont confondus, il y a donc au
moins 25% des données qui correspondent a la médiane. De plus, en Finlande, la
médiane est aussi trés proche de la moyenne de I'Union Européenne.

@ Les déciles sont les bornes des classes dont les fréquences sont toutes égale a
0,1 (ou 10%). Pour les femmes on obtient donc le tableau suivant ou on a indi-
qué aussi les fréquences cumulées croissantes qui sont utiles dans les questions
suivantes.

Classes <18 [1,8;5] [5;8,71 [8,7;12] [12:14,5]
Fréquences 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10
Freguences cumulées 0.10 0,20 030 0.40 0,50
croissantes

Classes [14,5;16,6[ | [16,6;19,1[ | [19,1;22,6[ | [22,6;289[ | 28,9 <
Fréquences 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10
Freguences cumulées 0,60 0,70 0.80 0.90 1
croissantes

© Le tableau ci-dessus permet de constater que, pour tracer la courbe des
fréquences cumulées croissantes il suffit de placer les points de coordonnées

(Dl- Ej I'indice / prenant les valeurs entiéres 1, 2,..., 9 en complétant au

début par I'origine et a la fin par le point de coordonnés (45 ; 1).
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“ﬁequenceswmmm ,,,,, ,,,,, On ol:,)serve que la cogrbe qqi représente
crojssantes | | L odgoboi les fréquences cumulées croissantes des

L S e e e A S e 1 h R R salaires des femmes est située a gauche
o o de la courbe analogue pour les hommes.

Donc, pour une méme ordonnée, |'abs-
cisse du point sur la courbe concernant les
femmes est plus a gauche que I'abscisse
du point de méme ordonnée sur la courbe
concernant les hommes. Or, dire qu'une
abscisse est « plus a gauche » qu'une
autre signifie qu'elle est inférieure.

Ainsi, pour une fréquence cumulée don-
née, les salaires des femmes sont infé-
rieurs aux salaires des hommes : c'est
ce qu'on a obtenu pour la médiane et
les quartiles, c'est ce qui est donné pour

30 40 revenus annu;[s chaque dECIle.
1 20 en milliers d’euros

|
il
ob
0 Q Q4 Q3 Q3
0

On peut dire aussi que la courbe qui
représente les fréquences cumulées
croissantes des salaires des femmes est située au dessus de la courbe analogue
pour les hommes. Cela signifie que pour un salaire annuel donné (c'est-a-dire une
abscisse fixée) I'ordonnée est plus grande sur la courbe qui concerne les femmes.

Par exemple, si on choisit I'abscisse 20, on trouve |I'ordonnée 0,6 sur la courbe
concernant les hommes et environ 0,73 sur celle des femmes ; ainsi, 60% des
hommes gagne moins de 20000 € par an, mais cela concerne 73% des femmes :
elles sont donc, en proportion, plus nombreuses a gagner moins de 20000 € et
donc moins nombreuses a gagner plus de 20000 €.

Ces deux points de vue analysent la méme situation d'inégalité.

© Pour les salaires des femmes on lit sur la courbe une valeur approchée des
quartiles : Q=7 et Q3 =21.

Et pour les salaires des hommes, on lit: Q'y =11 et Q'3 =25,5.

Pour les médianes, on prend les cinquiemes déciles. On peut donc construire les
deux diagrammes en boite.

}i
— L
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Chapitre 3: Moyenne, écart-type

m Activité 1

Corrigés des activités du chapitre 3

@ La moyenne des températures minimales est x =9,8.

@ Dans le tableau suivant on indique les différences avec la moyenne (on dit
aussi I« écart a la moyenne »).

Température minimale en °C: X; 8,8 122 | 135 | 12,7 | 85 1,7 5,2

Ecart: X; — X -1 2,4 3,7 2,9 -1,3 -2,1 4,6

La somme de ces différences est nulle, donc la moyenne de ces différences est nulle.

Température minimale en °C: X; 8,8 12,2 13,5 12,7 8,5 1,7 5,2

Ecart : XI-—)_(

-1 2,4 3,7 2,9 -1.3 —2,1 -4,6

Carré de I'écart a la moyenne :

(x; =X’

1 5,76 13,69 8.41 1,69 4,41 21,16

On a complété le tableau et la moyenne de ces carrés vaut environ 8,0171, ainsi
V=8,0171.

O L'écart-type s est égal a la racine carrée de la variance, donc, pour les tempé-
ratures minimales, s =2,83.

© On détermine la moyenne des températures maximales : X' =18, 46.

Puis on trouve la variance V'=0,757 et |'écart-type s'=0,87 de la série statis-
tique des températures maximales.

On avait obtenu I'écart-type sdes température minimales : s =2,83. On constate
que s’ est inférieur au tiers de s, s" est beaucoup plus petit que s, cela nous
indique que la série des températures maximales est plus réguliére que la série
des températures minimales.

Mais bien sir, comme I'étude n’est faite que sur 7 jours, cela s'observe aussi
directement sur les données. Cette activité, avec seulement 7 données dans
chaque série, permet de comprendre les définitions de la variance et de I'écart-
type qui seront efficaces quand les données seront trés nombreuses.
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m Activité 2 Le nombre total de voyages est 50, la moyenne est x =5,56.

Nombre de

voyages en auto- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bus : X;

Effectif : n; 3 3 5 7 6 9 5 4 5 3
Ecartala

— | -456 | -3,56 |-2,56|-1,56|-056| 0,44 | 1,44 | 2,44 | 3,44 4,44
moyenne : Xi_X

Carré de I'écart
ala moyenne : 20,7936 | 12,6736 |6,5536|2,4336/0,3136(0,1936/2,0736(5,9536( 11,8336 | 19,7136

(X,'—)_()

La variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne : VV=6,1264.

Et I'écart-type est égal a la racine carrée de la variance : s=2,47.

W Activité 3  On reprend I'exemple du magasin A.

Montant des achats (en €) [0;20] [20;40[ | [40;60[ | [60;100[ |[100;140[|[140;200]
Centre des classes 10 30 50 80 120 170

Effectif n; 35 41 30 12 5 2

Carré de l'écarta la
moyenne

890,4256 | 96,8256 | 103,2256 |1612,8256 | 6425,6256 |16941,6256

Il'y a eu 125 clients. En utilisant les centres des classes, on trouve la moyenne :
x =39,84.

Comme ci-dessus, en prenant les centres des classes, on obtient : V = 988,78 et s = 31.

K(Remar'que

Ces activités ont fait manipuler la variance et |'écart-type pour bien en comprendre
les définitions qui vont é&tre données dans la partie Cours, mais, heureusement, les
calculatrices ou les tableurs et une propriété du cours nous éviteront ensuite les
calculs qui sont assez fastidieux.
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Exercice 5

Exercice 6

Corrigés des exercices d’apprentissage

@ Le cinquiéme devoir est noté 15, pour connaitre la nouvelle moyenne, on a
besoin de la somme des cing notes. On sait que la moyenne aux quatre pre-
miers devoirs est 12. Or, dans le cours, on a vu que « la moyenne multipliée par
I'effectif est égale a la somme des valeurs de la série », donc 124 = 48 est la

somme des notes des quatre premiers devoirs. La somme des cing notes est donc

48 +15 =63, la nouvelle moyenne est 6—53 =12,6.

@® Soit x la note du cinquiéme devoir. La moyenne des cing devoirs est donc

48+ x - L . , -
———. Pour trouver la note minimale du cinquieme devoir pour avoir au mini-

+X

: . . v 48
mum 13 de moyenne aux cinq devoirs, on résout I'inéquation >13. Elle

équivaut a 48+ x >65, soit x >17. Il suffit donc a I'éléve d'avoir au moins 17.

@ Pour calculer le chiffre d'affaires moyen par magasin dans cette chaine, on
utilise I'égalité du cours concernant la moyenne d'une série statistique lorsqu’on

connait les moyennes de deux sous-groupes et leurs fréquences: x =f'x"+f"x".

Pour les magasins pour homme, f'=0,6 et x'=1,1 million d"euros ; pour les
magasins pour femme, f"=0,4 et x"=1,4 million d'euros.
Donc le chiffre d'affaires moyen pour un magasin est :

x=0,6x1,14+0,4x%x1,4=1,22 million d"euros.

@ Le chiffre d'affaires de chaque magasin augmente de 5 %. Or, une augmenta-
tion de 5% correspond a une multiplication par 1,05 ce qui est la transformation
affine x > ax+b avec a=1,05 et b=0.

D’apreés la propriété du cours, le nouveau chiffre d'affaires moyen par magasin de
cette chaine est égal a 1,05%1,22=1,281 million d'euros.

© Le chiffre d'affaires de chaque magasins pour homme augmente de 5 % et
celui de chaque magasin pour femme de 7 %.

a) Comme il y a davantage de magasins pour homme que de magasins pour
femme, I'augmentation du chiffre d'affaires moyen sera plus proche de 5% que
de 7%, elle sera donc inférieure a 6%.

b) On calcule d'abord le nouveau chiffre d'affaires moyen des magasins pour
homme ; le chiffre d'affaires de chaque magasin pour homme est multiplié par
1,05 et il en est de méme du chiffre d'affaires moyen: x'=1,05x1,1 million
d’euros. De facon analogue le chiffre d'affaires moyen des magasins pour femme
est égal a x"=1,07x1,4 million d'euros.
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On utilise enfin la méme relation que dans la premiére question, avec ces nou-
veaux chiffres d'affairess moyens et les mémes fréquences ; le nouveau chiffre
d'affaires moyen est donc :

x=0,6x1,05%x1,1+0,4x1,07x1,4=1,2922 million d'euros.

Le quotient du nouveau chiffre d'affaires moyen par le chiffre d'affaires moyen

1,2922

initial est ~1,059 ce qui montre que le pourcentage d'augmentation a été

7

d'environ 5,9%, il est inférieur a 6% comme on |'avait prévu.

Exercice 7 @ Une salle de spectacle a vendu pour une soirée 150 places & 12 € et 100 places

a 10 £, le prix moyen d'une place est donc 150>12:+100x10 =11,2 €.
150+100

© On cherche un exemple montrant un effet de structure. Pour cela on suppose
que, pour une autre soirée, les deux prix augmentent de 1 € : les places seront
donc vendues 13 € et 11 €. Soient deux nombres entiers a et b non nuls tels que

aplaces a 13 € ont été vendues ainsi que b places a 11 €. Le prix moyen d'une

ax13+bx11
place pour le second spectacle est alors — Q0 On cherche des valeurs
a

de aet btelles que ce prix moyen soit inférieur a 11,2 € Comme a est multiplié
par 13 et bpar 11, pour obtenir une moyenne inférieure a 11,2 on doit choisir une

grande valeur de b par rapport a a.

Avec a=0, la moyenne est bien sir égale a 11, mais I'énoncé demande a non nul.

On peut faire plusieurs essais en faisant varier a et b.

On peut fixer a, par exemple a=10 et faire des essais avec b pour obtenir
10x13+bx11

<11,2.
10+b

On peut utiliser la table de valeurs de la calculatrice avec la fonction
10x13+bx11
b—»———.
10+b

On peut utiliser la formule qui donne le prix moyen avec les fréquences : si on
note x la fréquence des places vendues 11 €, la fréquence des places vendues
13 € est alors 1-x et le prix moyen d'une place est (1—x)x13+xx11, c'est-
a-dire 13—2x. La fonction affine x =13 —2x est définie sur [0; 1], elle est
décroissante ; la valeur 11,2 est atteinte lorsque 13—2x=11,2 soit x=0,9.
Ainsi, lorsque la proportion de places vendues a 11 € est supérieure a 90%, le
prix moyen est inférieur a 11,2.
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Exercice 8

Exercice 9

Sion choisit a=10, b=91, le prix moyen d'une place est alors égal a 11,198 €,
ce prix moyen est inférieur a celui du premier cas : c'est bien un exemple qui
montre un effet de structure.

@ Pour le premier sauteur, on trouve : x =4,95 et s=0,091.

Pour le deuxiéme sauteur, on trouve : X'= 4,9 et s'=0,187.

@ La moyenne du second sauteur est légerement inférieure a celle du premier.

L'écart-type des performances du second sauteur est supérieur a I'écart-type
des performances du premier, cela signifie que les performances du second sont
moins réguliéres que celles du premier (on peut bien sir ici I'observer sur les
données car il y en a seulement 25, mais, dans la pratique des statistiques ou les
effectifs sont trés grands, il est utile d'avoir de telles informations).

Ces indicateurs permettent de faire des comparaisons statistiques des perfor-
mances des deux sauteurs, mais d'autres critéres peuvent compléter ces com-
paraisons, par exemple, le second sauteur a atteint plus souvent 5,20 m, la plus
grande des hauteurs ...

© On obtient x=4 et s=1,93.

@ Lintervalle [x—s; X +s] est a peu prés l'intervalle [2,07; 5,93], il y a au
moins 185+205+150 =540 nuits pour lesquelles le nombre d'appels appartient
a cet intervalle, c'est-a-dire 54% des 1000 nuits.

© De méme, l'intervalle [x —2s ; X +2s], esta peu pres l'intervalle [0,14 ; 7,86],
et il y a au moins 70+155+185+205+150+115+65=945 nuits pour les-
quelles le nombre d'appels appartient a cet intervalle, c'est-a-dire 94,5% des
1000 nuits.

Cet intervalle [x—2s; x+2s], centré a la moyenne et dont I'amplitude est
égale a 4 fois I'écart-type, contient presque la totalité des effectifs : c'est géné-
ralement le cas et cela permet de compléter la description de la série statistique.
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Chapitre 5: Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 5

Pour ces exercices, il est vivement conseillé d'utiliser une calcula-
trice ou un tableur.

Exercicel @ La liste des notes obtenues par une classe au premier trimestre a pour médiane
10,5, les quartiles sont 8 et 14, puis la moyenne est 10,77 et |'écart-type vaut 3,78.

© Pour le second trimestre la médiane est 11, les quartiles sont 9 et 13, la
moyenne est 10,77 et |'écart-type vaut 2,82.

© Les moyennes des deux trimestres sont identiques.

L'écart-type du second trimestre est inférieur a celui du premier, on peut en
déduire que les notes du second trimestre sont moins dispersées que les notes
du premier trimestre.

La comparaison des médianes et des quartiles permet de préciser un peu plus les
différences entre ces deux séries de notes.

La médiane du second trimestre est supérieure a celle du premier trimestre, I'aug-
mentation de la médiane (qui partage la série ordonnée en deux parties de méme
effectif) indique une progression du maximum des notes de la premiére moitié
de la série.

De méme le premier quartile du second trimestre est supérieur a celui du premier
trimestre, ce qui indique que le maximum des notes qui forment le premier quart
de la série ordonnée, a augmenté.

On observe donc une amélioration des notes les plus basses.

Comme la moyenne n'a pas évoluée, on prévoit que cela est compensé par |'évo-
lution des notes les plus élevées : en effet, le troisiéme quartile a diminué.

Exercice Il  Le tableau de I'énoncé donne, pour I'année 2008, le nombre de médecins géné-
ralistes et le nombre de médecins spécialistes pour 100 000 habitants (données
de I'INSEE) dans chaque région.

Pour le nombre des médecins généralistes pour 100 000 habitants, on obtient :
X =155,2 et s=17,9

Pour le nombre des médecins spécialistes pour 100 000 habitants, on obtient :
x'=149,3et s'=33,4.

En moyenne, il y a moins de médecins spécialistes que de médecins généralistes,
on peut cependant remarquer sur les données que, dans certaines régions particu-
lieres, c'est I'inverse. Les deux écart-types montrent que la répartition des méde-
cins spécialistes est beaucoup plus irréguliére que celle des médecins généralistes.
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Pour faire les deux diagrammes en boite, on détermine pour chaque série la
valeur minimale, la valeur maximale, la médiane et les quartiles.

Pour le nombre de médecins généralistes pour 100 000 habitants, on a trouvé :
min =99, Q, = 142, médiane = 157,5, Q; =169 et max = 188.

Pour le nombre de médecins généralistes pour 100 000 habitants, on a trouvé :
min =71, Q"; = 131, médiane = 138, Q'; = 178 et max = 230.

P Ces deux diagrammes per-
spécialistes

D: | mettent de comparer rapi-
! dement les répartitions du

nombre de médecins généra-

}—* '—4 généralistes listes et du nombre de méde-

cins spécialistes pour 100 000

70 100

Exercice Il

150 200 habitants.

Les médianes sont rangées comme les moyennes : la médiane de la série concer-
nant les médecins spécialistes est inférieure a celle qui concerne les médecins
généralistes.

L'étendue de la série (maximum—minimum) est plus grande pour les médecins spécia-
listes, de méme que I'écart-interquartile (la longueur du rectangle (la boite)) : on en
déduit que la répartition du nombre de médecins spécialistes pour 100 000 habitants
est tres irréguliére, ce qui confirme ce que I'on a observé avec les écart-types.

On a l'impression que le diagramme concernant les médecins spécialistes a été
obtenu en « étirant » celui concernant les médecins généralistes, aussi bien vers
la droite que vers la gauche, les écarts ont donc augmenté.

On utilise le tableau indiquant le pourcentage de femmes élues au Parlement
dans quelques pays du monde, obtenu a partir des données de I'INSEE.

Pour I'année 1995, on trouve x =14,5 et s=9,2, et aussi min = 2, Q =7,
médiane = 12, Q3 =21 et max = 40.

Pour I'année 2009, on trouve ;:24,5 et s'=12,2, etaussi min=8§, Q'1 =14,
médiane = 21, Q'3 =33 et max = 56.

Monde

France -
médiane

}7

France

| N
| 1995

|2009

médiane/\Monde

e e e e e e e e e e e e e e e

10% 20% 30% 40% 150%
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On observe d'abord que tous ces indicateurs numériques ont augmenté.

IIs ont presque tous approximativement doublé sauf le minimum qui a été mul-
tiplié par 4, le maximum qui a augmenté de 40% et |'écart-type qui a augmenté
d'environ 30% : c'est |'écart-type qui a le moins augmentg, les irrégularités ont
moins augmenté que les données elles-mémes.

En regardant les données des 41 pays, on observe une augmentation du pourcen-
tage dans tous les pays, les 41 pays de la série de données ayant méme globale-
ment davantage progressé que |'ensemble du Monde puisque, en 2009, le pour-
centage au niveau mondial est inférieur a la médiane, alors qu'en 1995, ce
pourcentage était égal a la médiane.

Exercice IV @ On a défini la fonction #sur I'intervalle [0 ; 7] par

1 =, - - -
0= g(x-2 =3l x-afe o). [PTEPEEEIabsEEIa
La calculatrice permet de chercher en uti-
lisant des tableaux de valeurs, la représen-
tation graphique avec différentes fenétres X

et la fonction Trace. Il semble alors que la H22.J893617 _V=1.8021277 .

fonction f posséde un minimum qui est
atteint pour x =4. 'E'2=l:2-:b-sEH-2:1+-:|I:-=IZH-3:I+-:_

@ La fonction g est définie sur [0 ; 7] par

900 =< 2= +x =3+ x -]+ 2}x-7))

X
La calculatrice permet d'observer que E=3'Ei?':'213 -Y=1.B333353 .

cette fonction g semble avoir pour mini-
mum environ 1,8, atteinte par toutes les valeurs x de l'intervalle 3 ; 4].

© Les observations précédentes peuvent étre confirmées par une démonstration,
mais ce n'est pas demandé ici.

Dans la premiére question, le minimum de la fonction f est atteint pour la valeur
x =4, or4estlatroisiéme valeur de cette série statistique dont |'effectif est 5 et
ou les valeurs X; sont ordonnées, donc 4 est la médiane de la série statistique.

De méme, le minimum de la fonction g est atteint par tous les nombres de
I'intervalle [3 ; 4], en particulier par 3,5 qui est la valeur médiane de cette série
statistique.

Dans les deux cas, la fonction posséde un minimum, et dans les deux cas on
observe que le minimum est atteint par la médiane de la série statistique.

Or, on peut interpréter le nombre f(x) comme I'écart absolu moyen entre le
nombre x et tous les termes de la premiere série ; de méme g(x) est |'écart
absolu moyen entre le nombre x et les termes de la deuxiéme série.
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ExerciceV

Exercice VI

C'est une propriété générale : |'écart absolu moyen d'un nombre x par rapport
aux éléments d'une série statistique est minimum lorsque le nombre x est égal
a la médiane de la série statistique. Ceci correspond bien a I'idée que la médiane
est un parametre qui donne le « centre » de la série.

La variance d'une série statistique est définie dans le cours par I'égalité :

—\2 —\2 —\2
V_n1(x1—x) +n2(x2—x) +...+np(xp—x)
N
On développe :
y n1(x12—2x1)_(+)?2)+n2(x§—2x2)_(+)_(2)+...+np(XIZ)—pr)_H)_(Z)
B N
dou:
X2 405 X2+ o0 X2 =2( Xy 41X + .41 X X+(n+n,+..+n ))_(2
M 272 T T ptp 17175272 7T p%p 172" p
N
X2 4N Xe 4 N X5 X+ Xy 44D -2
_ M g T Xy TN T pp)_(+NX
N N N

car n1+n2+...+np =N.

mx, +n2x2 +..+tn X

Comme m P p=)‘(, on obtient :
2 2 2
XS+ X5 +...+n,X
y=_1 2 jv PP _9x2 4 %2,
2 2 2
XS +0,X5 +...+n,_X
Etdonc: V= L 2N P7P _ %2,

Pour déterminer la médiane et les quartiles, la série statistique doit étre ordon-
née. Or, nous n'avons pas les informations nécessaires pour ordonner les trois
classes quand elles sont réunies. On ne peut donc pas connaitre la médiane et les
quartiles pour I'ensemble des éléves.

On peut savoir quelle est la meilleure note et quelle est la plus basse en prenant
la plus grande valeur des maximums et la plus petite valeur des minimums : la

meilleure note est donc Xpax = Xmax =18, la plus basse est Xmin = Xmin = 2-
On a vu dans le cours qu'il est possible de calculer la moyenne d’une série statis-
tique lorsqu’on connait les moyennes et les effectifs de deux sous-groupes. Il en
est de méme avec trois groupes, trois classes :
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— sommedes notes Nx+N'x'+N"x"
X= ; = —— ", car, pour chaque classe, la somme
effectif total N+N'+N

des notes est égale au produit de I'effectif par la moyenne.

, . = Ssommedesnotes 30x11,5+28x%x12,3+33x12 1085,4
D'ou: X = : = = =11,93.
effectif total 30+28+33 91

Quant a |"écart-type, les calculs sont plus délicats.

On peut d'abord calculer la variance pour chacune des classes, puis I'expression

_ 2 =2 4 . 2
V=— an-xl- — X~ permet de récupérer la somme an-xi pour chaque

i=1 i=1
classe puisqu’on connait les moyennes et les effectifs. On en déduit la somme

des n,-x,2 pour I'ensemble des trois classes, ce qui permet ensuite de trouver
I'écart-type.
Pour la classe de 15, : V=s2=3,52=12,25

donc 12,25=% 3 nix? |-11,52

15,
etenfin Y n.x? = 30><(12,25+1 1,52)= 4335.
15,
De facon analogue, on trouve an-x,-z =4440,24 et an-x,-z =5306,73.

155 15¢

La variance pour I'ensemble des trois classes est donc:

S pa? |- X2 = L (4335+ 440,24+ 5306,73) ~11,93% = 12, 42.
30+28+33( £ 9

D'ou I'écart-type S =3,52.
On peut observer qu‘on peut obtenir la moyenne et |'écart-type de I'ensemble des

trois classes quand on connait |'effectif, la moyenne et I'écart-type pour chaque
classe, mais que I'analogue n'est pas possible pour la médiane et les quartiles.
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|||I.orrigé de la séquence 2

Partie 2: Etude des fonctions
Chapitre 2: Somme, produit de deux fonctions

m Activité

Corrigés de I'activité du chapitre 2

O ct®

On peut effectuer les constructions suivantes :

A=(-4,0) (dans le champ de saisie)

B=(6,0) (dans le champ de saisie)

-> création du segmet [AB] (sur le fichier GeoGébra, il s'appelle e)

-> création du point M sur e

a= x(M) (dans le champ de saisie)

x =a (dans le champ de saisie) est la droite d'équation x =a donc la paralléle
(ici b) a I'axe des abscisses passant par M.

-> création du point P intersection de Cfet de la droite d'équation x =a.

-> création du point Q intersection de Cg et de la droite d'équation x =a.

r = dist(M,P) (dans le champ de saisie) nous donne |'ordonnée de P soit f(a)
puisque Cfest au-dessus de |'axe des abscisses.

Pour obtenir N, il suffit donc de reporter r a partir de Q (point d'ordonnée g(a)).
On obtient bien le point d’abscisse a et d'ordonnée f(a)+ g(a).

Lieu[N,M] nous permet d'avoir la courbe représentant h.

© Par lecture graphique, on a :

f

g

h=f+g

Croissante

Décroissante

Décroissante

Décroissante

Décroissante

Décroissante

[O ; 1] Décroissante Croissante Décroissante
[1 ; 3] Décroissante Croissante Croissante
Croissante Croissante Croissante
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Exercice 1

Exercice 2

0 a) Si f et g sont toutes deux croissantes sur | alors h est croissante sur |.
VRAI

b) Si f et g sont toutes deux décroissantes sur | alors h est décroissante sur .
VRAI

) Si f est croissante et g décroissante sur | alors h est croissante sur I.

On ne peut pas répondre

En effet, sur [—4;—3], f est croissante, g décroissante sur | et h est
décroissante ;

sur [1;3], g estcroissante, f décroissante sur | et g+f est croissante ;
sur [0; 3], g estcroissante, f décroissante sur | et g+f n’est pas monotone.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2
FX)=x2+x+1, 1= [0+

Les fonctions x > x2 et x > x+1 sont strictement croissantes sur | (fonctions
de référence), f (somme des deux fonctions) est donc strictement croissante sur .

g(x):(x+1)2+%, | = [-10; 1.

, 2 1 ) .
Les fonctions XH<X+1> et x+— — sont strictement décroissantes sur |
X
(fonctions de référence), g (somme des deux fonctions) est donc strictement

décroissante sur |.
2 1
h(x)=x“+—, 1=10,1;10].
X

Ona: h(0,1)=10,01; h(1)=2 et h(2)=4,5.

La fonction h n'est ni croissante (h (0,1) > h (1)), ni décroissante (h (1) < h (2))
donc n'est pas monotone sur |.

1 .
kx)=——, 1= Jree; 0[

k est décroissante sur | (fonction de référence).

3

Soit f définie sur R par f(x)= x>+ x+520.

@ A I'aide de la calculatrice ou du tableur, on trouve que : f(-8)=0. On vérifie
par le calcul.

- W1
DEFIHIR TAELE - -
OébThl=1 By EEE
as= 2 :
Ualeuyrs: D ﬂ:- 320
Calculs:[5& Dem B Egg

=5
=8
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Exercice 3

@ La fonction f est la somme des deux fonctions strictement croissantes sur R
X x3et x> x+520donc f est strictement croissante sur R .

© La fonction fétant strictement croissante sur R :
pour tout x < -8, f(x) < f(-8) soit f(x)<O0 et pour tout x >-8, f(x)>0.

@ La fonction racine carrée est strictement croissante sur ]0 ; +eo[ donc (propriété
des fonctions associées), la fonction v est strictement décroissante sur ]0; +oof .

@ La fonction f est la somme de la fonction inverse (fonction de référence) et
de la fonction u. Ces deux fonctions étant strictement décroissantes sur |, il en
est de méme de f.

O0na: f(l)= }— \/i =0. Alors, f étant strictement décroissante sur |, pour tout

x del, si x<1 alors f(x)>f(1) soit f(x)>0; si x>1 alors f(x)<f(1) soit
f(x)<O.

Chapitre 3: Sens de variation des fonctions

m Activité 1

u+k, Au, Ju et %

Corrigés des activités
du chapitre 3

Courbes associées 1
(1)
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X -2 -1 1 2
3+a 3+a
g(x) / \ /
-1+a -1+a

O 3 cas se présentent.
Cas1: k>0

X -2 -1 1 2

3k 3k
o(x) / \ /
-k -k

9(=2) = kF(=2) =k x(-1)=—k.
Cas2: k<0

X -2 -1 1 2

—k -k
) \ / \
3k 3k

Cas 3: k=0. La fonction A est constante.

@O Si k>0, letableau de variationde u définie sur[-2 ;2] par : u(x)=k.f(x)+a
est le suivant.

X -2 -1 1 2

3k+a 3k+a

| SN

—k+a -k+a

On cherche donc aet k tels que —k+a=-1 44,
3k+a=1

1
{—k+a:—1 ) @{ amk-1 TN 1T,

3k+a=1 ak=2 k=1 <
ra=10 - 2 k==
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m Activité 2

Ainsi le tableau de variation suivant est le tableau de variation de la fonction u
définie sur [-2 ; 2] par :

u(x)= —%f(x)+% (bien sdr, il y a beaucoup d'autres fonctions qui conviennent).
X -2 -1 1 2
1 1
u(x)
-1 -1

Courbes associées 2

Si M est le point de la courbe de f d'abscisse x ses coordonnées sont
(x, f(x)). Le point M, de la courbe de f; d'abscisse x a pour coordonnées
(x, 1+f(x)); ainsile vecteur M—IVI1 a pour coordonnées (0,1). On en déduit que
M, est I'image de M par la translation de vecteur ]

Si M est le point de la courbe de f d'abscisse x ses coordonnées sont (x, f(x)).
Le point M, de la courbe de f2 d'abscisse x a pour coordonnées (x, —f(x));
ainsi les points M et M, sont symétriques par rapport a I"axe des abscisses. Il en
est de méme pour les courbes de f et £. En particulier tout point d’ordonnée 0
de la courbe de f est aussi sur la courbe de f,.

Si M est le point de la courbe de f d'abscisse x ses coordonnées sont (x, f(x)).
Le point M5 de la courbe de f; d'abscisse x a pour coordonnées (x, 2f(x)). La
courbe de 5 s'obtient donc en doublant les ordonnées des points de la courbe
de f. En particulier tout point d'ordonnée 0 de la courbe de f est aussi sur la
courbe de f3. De plus, les courbes de f et f3 sont situées du méme coté de |'axe
des abscisses.

Si M est le point de la courbe de f d’abscisse x ses coordonnées sont (x, f(x)).
Le point M, de la courbe de f4 d'abscisse x a pour coordonnées (x, x +f(x)).
Il en découle que si x est négatif, on ajoute a f(x) un nombre négatif et la
courbe de f4 est au-dessous de celle de f; et si X est positif, on ajoute a
f(x) un nombre positif et la courbe de f; est au dessus de celle de f. Le point
d'abscisse 0 est commun aux deux courbes.
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Exercice 4

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

. . 1 . fe
© Le tableau de variation de la fonction x — —— (fonction de référence) est

le suivant.
X—=—
X+3

Le tableau de variation de fest donc le suivant (fonction associée).

—00

-3

1
X1+ —
X+3

T

~

. ) 1 )
@ Le tableau de variation de la fonction x > —2x —— (-2<0) est le suivant.

X+4

4

oo

1
X —-2X——
X+4

/

Le tableau de variation de fest donc le suivant.

-4

o

-
_
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Exercice 5

©® Pour tout x;t—% (3x+1:0@x:—%),ona:

(x)=— ! =—l>< . On en déduit le tableau de variations de f (car
3x+1 3
3
) 1
3 e
3x+1

© Le tableau de variation de x — ()(+1)2 (fonction de référence) est le suivant.

X —o00 -1 ~+oco

xi (x+1)° \ : /

On en déduit (fonction associée), le tableau de variation de fsur R.

X —o ol +
f(x) \ 1 /

© Pour tout x deR : (x+1)2+1:x2+2x+1+1:x2+2x+2.

(oo}

D'aprés le précédent tableau de variation, 1 est le minimum de fsur R donc
pour tout x de R,

f(x)=1 donc f(x)#0. La fonction g définie par g(x):% est donc définie
X
sur R.
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© La fonction fétant a valeurs strictement positives, les fonctions fet g ont des
variations contraires. Le tableau de variations de g sur R est donc le suivant.

X —o0 -1 ~+o0

1

w | _— \

. 1 _
Exercice6 @ f(x)—m, I_[0,+ [

1 1 1
= =—X—.
2x+1 2 1

X+

Pour tout xdel, f(x)

2
La fonction x — % est décroissante sur }—oo; —%{ et sur }—% : +oo[

X+=
2

(fonction de référence).
On en déduit (fonction associée) le tableau de variation de fsur .

X 0 Foo
1
f(x)
f(0)=1
1
(2] f(x)=1+;, 1=10; o[

La fonction v définie sur | par u(x) = x* est strictement croissante sur | (fonction
de référence). De plus, u est a valeurs strictement positives sur | (donc garde

) 1 . , . Ly
un signe constant) donc — est strictement décroissante sur I. On en déduit

u
1 . L
(f = 1+—j que fest strictement décroissante sur I.
u

© f(x)=V2x*-3,1=[2; +o[ .

. S 2 . .
La fonction v définie sur | par u(x)=2x" est strictement croissante sur

[0 ; +oo[ et donc sur | (fonction de référence).
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Ainsi v définie sur | par V(x)=2x%—3est strictement croissante sur .
De plus v est a valeurs strictement positives sur | (en effet, si x>2 alors
v(x)=v(2)= 2x2% ~3=5> 0 car vcroissante sur 1).

La fonction v est strictement croissante et positive sur | donc f =\/; est
strictement croissante sur I.

(4] f(x):\/x2+4x+4,I=R.

On a (identité remarquable) :

x2+4x+4=(x+2)2.

La fonction u définie sur IR par: u(x)= X2

+4x+4 est donc positive.

2
u est de la forme x— (x— XO) (avec Xy =2 ) donc :

u est strictement décroissante sur ]—oo; —2[ et strictement croissante sur
T2+ .
On en déduit que :

f est strictement décroissante sur ]—oo; —2[ et strictement croissante sur

T2+ .

Chapitre 5: Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercicel @ Notons V le volume de la cuve. Le robinet A remplit la cuve en 10 minutes,
: : . v . ,
en 1 minute, le robinet A produit donc le volume 0 De méme, en 1 minute, le

. . /4
robinet B produit donc le volume —.
X

Les deux robinets ensemble produisent donc en 1 minute la quantité:

£+K:V i+l =V x+10 et ils produisent en t minutes le volume
10 x 10 x 10x

Vi x+10 .
10x
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Si test le temps de remplissage de la cuve par les deux robinets en méme temps,

ona: VWt x+10 =V.
10x

On en déduit : t x+10 =1 puis: t= 10x .
10x x+10

Il reste a remarquer que pour tout x> 0,

100 B 10X+100—100_ 10x
X+10 x+10 Cx+10°

10—

Le temps de remplissage de la cuve par les deux robinets en méme temps est

donc bien 10— 100 )

x+10

@ La fonction x —

est strictement décroissante sur ]—1 0; +oo[ et donc

sur [0 ; +oo[.

On en déduit (multiplication par —100 < 0) que x+—

est strictement
x+10

croissante sur [O ; +oo[ puis que f est strictement croissante sur [0 : +oo[.

100 100
Pour tout x de | 0; +oo| , f(x)=10=| 10— -10=- <0.
© Pour tout x de [ 0;+e<] , fx ( x+10j x+10

Ainsi, pour tout x de [O;+oo[ , f(x)-10<0 ce qui prouve que la courbe

représentant f se situe sous la droite D.

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

R D < T s T T B e et B S e e R

DA

i

D ‘

I ~. I

1 - 1

0 - i

1 Y | X
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Exercice ll

2.9, 2 2
Qa) fx)= T3 X 22X 3_, ., 3
X

X X X X

Sur ]O;+oo[ soient a et b tels que a<h,.On a 12% car la fonction
a

. _ . 3 3
« inverse » est décroissante sur ]0 ; +oo[ et par conséquent —= < ey
a

Ainsi des deux inégalités —E < —% et a+2<b+2, on déduit en additionnant

a

membre a membre a+2—2£2—%; donc pour a<b on obtient f(a)<f(b)
a

ce qui prouve que f est croissante sur ]O ; +o<>[.

On trouve que f est croissante sur ] —oo; 0[ en procédant de la méme maniére.

b) Pour que I(0 ; 2) soit centre symétrie de la courbe de f, il suffit que pour tout

f(0+x)+f(0—x)
2
Calculons cette quantité :

=2.

Xx non nul,

FO)+F=X) = X4 2=t (cx) 42— = x4 2= x424° =4,
X —-X X X

D'ou f(0+x)42rf(0—x) =2 et | est bien centre de symétrie de la courbe de 7.
Q)
B 1) NSO BRI i | HETH:
S S50 (IS S SRvd E | Haisg
i e
i N BRI S /: i

| | e i /E | |

i e

it i Ep
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@ a) L'aire de la partie hachurée est la différence des aires des deux carrés AMNP
et ABCD. L'aire de ABCD est égale a 4. D'autres part, comme OM = x et que O est

le milieu de [A,B], AO = 1 et AM=x+1. Laire hachurée est alors égale a

(x+1

b)Si x et /(x) sontlesdimensions

d'un rectangle d'aire X2 +2x-3,

on a K(x)x:x2+2x—3 d'ou M M’
2
E()():M La fonction
X

¢ coincide avec f sur l'intervalle
[1 ; +oo[ :elle est donc croissante.

¢) Si M est un point d'abscisse x
et d'ordonnée 0, le point M’ de

coordonnées

sur

)2

la courbe de f.

—4, soit X% +2x-3.

N

Z %% z

(x, £(x)) est situé

Notons M“ son projeté orthogonal sur I'axe des ordonnées ; I'aire du rectangle

OMM'M “ est églae a f(x).

Exercice Il @ Etude sur R™ .

Pour tout x de R*,

x‘:xdonc f(x):x‘x‘:xxx:x .

2

On en déduit (fonction de référence) que f est strictement croissante sur

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

R*.

Etude sur R™ .
Pour tout xde R, | |

X|=—x donc
f(x)= X‘X‘ =xX(=X)= X2

La fonction carré est strictement décroissante sur

2

IR™, donc la fonction x — —x“ est strictement

croissante sur R™.
La fonction fest donc strictement croissante sur

R™.

© On déduit de ce qui précéde que f est
strictement croissante sur R.
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Exercice IV @ Deux cas se présentent.

Cas1 Me[Al.
Alors : Al = AM+MI soit 2= x+IM donc IM=2-x.

Danscecas: IM“=(2—x) =|-(x=2) | =(x-2)".
2= (2-x) =[-x-2) ’

Cas2 Me]lD].

Alors : AM = Al+IM soit x=2+IM x=donc IM= x-2.
Dans ce cas : IM? = (x—2)2.
En conclusion, on a donc bien pour tout point M de [AD] : IM? = (x—2)2.

© Le point N appartient a [IJ] donc : IN+NJ = 1) soit IN+ x =4 alors IN=4- x.

Le triangle IMN est rectangle en |, on a donc d'aprés le théoréeme de Pythagore :
MN?= IM? +IN? = (x—2)F +(4—x)? = (x? = 4x+8)+(x* ~8x+16)

=2x2—ux+2ozzﬂx—3f+4}

© a) Le tableau de variation de x — (x— 3)2 sur R est le suivant.

X —o0 3 +oo

x> (x=3) \\\\\\\\\\\\* //////////,
0

On en déduit le tableau de variation de la fonction £

x> (x=3) +1 \\\\\\\\\\\\* 1 //////////'

b) La fonction f est une fonction trindme du 2" degré :

f(x):ax2+bx+c (a=1,b=-6et c=10).

|| I I I I l l E Corrigé Séquence 2 - MA12

© Cned - Académie en ligne



ExerciceV

Sa courbe représentative admet donc comme axe de symétrie la droite d'équation

)(:—£ soit x=3.
2a

¢) Courbe de la fonction f: voir ci-dessous.

O On a MN? = 2f(x). \“y
20

D'ou la courbe de la fonction
Xr—>|V|N2.

d) MN est minimum lorsque MN?
est minimum, c'est-a-dire lorsque

f(x) est minimum donc pour
x=3, la valeur minimum est
alors égale a \/E

. X . .
@ Les fonctions x— 1+ x et XI—)1+E sont strictement croissantes sur IR

(car 1>0 et %>O).

La fonction g est donc bien strictement croissante sur R .

De plus, x> 1+ x est positive sur [—1 ; +oo[ donc fest strictement croissante
sur [—1 ; +oo[ (sens de variation de \/E ). La fonction fest donc bien strictement

croissante sur [—1 ; +o<>[ .

On en déduit (somme de deux fonctions strictement croissantes) que £+ g est
strictement croissante sur [ —1; +oof .
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® Pour tout xde [—1 : +oo[ :
[\/1+x—(1+)z(ﬂx{\/1+x+[1+)2(ﬂ
\/1+x+1+§

f(X)—g(X)=\/1+x—[1+§]=

2 X 2 1 1 X2 2
(\/1+x) —[1+2j A iy _x

— - — 4
\/1+x+1+§ \/1+x+1+§ \/1+x+1+§

4[\/1+x+1+)2(}

© En déduire les positions relatives des courbes représentant fet g.

, X ., . ,
La fonction xn—>\/1+x+1+5 (cC'est f+g !) est strictement croissante sur
[—1 : +oo[ donc pour tout x >-1,

\/1+x+1+§2 1+(—1)+1+(_—21):

N[ —

Ainsi, pour tout x >-1, \/1+x+1+§>0 .

On en déduit que pour tout x>-1, f(x)—g(x)<0 (car X2 > 0).
Donc la courbe représentant fse situe sous la droite représentant g.
2
—X

4[\/1+x+1+)2(}

De plus, f(x)-g(x)=0& =0 x=0 donc les deux

g
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courbes se coupent au point d'abscisse 0 et donc d'ordonnée \1+0=1.
O On a, pour tout xde [—1; +eo

‘f(x)—g(x)‘ z‘ —x? ‘_XZ‘ _ 2

4{\/1+x+1+)2(“ H\/HXJFH)Z(}‘ 4[\/1+x+1+)2(}

(car X2 >0 et \/1+x+1+§>0 si x=>-1).

2 2 2
|f(x)—g(x)|:x—><;sx—xl:x—,car 1+)(+1+£21 (voir
4 x 4 1 2 2 2
VI+x+1+ = -
O). 2 2
On a donc (x=0,02) :
2
|f(0,02)—g(0,02)|s(0’02) =0,0002 soit \/1+0,02—[1+0'—202)s0,0002 ou

encore ‘\/1,02 - 1,01‘ <0,0002.

Ainsi :

1,01-0,0002 < /1,02 <1,0140,0002 soit 1,0098 <+/1,02 <1,0102 .
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||||Eevoir' autocorrectif A

m » Ce devoir n'est pas a envoyer a la correction.

m » Veuillez réaliser ce devoir apres avoir étudié les séquences 1
I — et 2.

Enonceé

Exercice 1
Dans le plan rapporté a un repére (07]) on considere les points A(S; 5), B(O; 6), C(4; O),
A(-4;-4), B'(0;-2) et C(-6;0).

@ Faire une figure.

@ a) Déterminer une équation de la droite (AA).
b) Montrer que les droites (AA), (BB') et (CC') sont concourantes.

© a) Déterminer les coordonnées du point G, point d'intersection des droites (AB) et (A'B’).

b) On appelle H le point d'intersection des droites (BC) et (B'C’) et K le point d'intersection des droites
(AQ) et (A'C).
Montrer que G, H et K sont alignés.

Exercice 2

Une personne, nommée L., travaille dans une entreprise de livraison.

@ Voici les longueurs de ses trajets quotidiens pendant le mois de novembre, durant lequel L. a assuré
des livraisons en zone rurale.

(D;;tzrr:)e [190; 210 | [210;230] | [230;250] | [250;270[ | [270;290[ | [290;310]
effectifs 3 5 5 4 4 2

a) Déterminer la moyenne et |'écart-type de cette série statistique.

b) Pendant le mois d’octobre, L. a fait des livraisons en zone urbaine. La série statistique des longueurs
de ses trajets pour le mois d’octobre a pour moyenne environ 82 km et pour écart-type environ 5,4 km.
Comparer les trajets d'octobre et de novembre.
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¢) Pendant le mois d'octobre, L. a travaillé 21 jours, quelle est la longueur du trajet moyen sur les deux
mois ?

@ Voici le nombre de colis (plusieurs colis peuvent étre livrés a la méme adresse) que L. a livrés chaque
jour du mois de novembre :

102-92-114-118-92-113-114-102-97-100-95-88
103-106-121-114-109-102-107-115-117-110-99.

Faire le diagramme en boite de cette série statistique, au dessus de celui correspondant au mois
d'octobre qui est donné ci-dessous.

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Comparer ces deux séries statistiques.

En utilisant aussi les résultats de la question @, comparer le travail de L. en octobre et en novembre.

© Lentreprise ayant fait des bénéfices, il est décidé d'augmenter les salaires.
Premiére possibilité : tous les salaires mensuels sont augmentés de 35 €.

Deuxieme possibilité : tous les salaires mensuels sont augmentés de 2 % (c'est-a-dire multipliés par
1,02).

La série statistique des salaires de tout le personnel de cette entreprise a pour caractéristiques :
x=1731 €, s=288 €, médiane =1512 €, étendue =1314 €, Q,-Q, =645 €.
Quelles sont les nouvelles caractéristiques si on choisit la premiére possibilité ?

Si on choisit la seconde ?
Qu'observe-ton ?

Exercice 3
: . : e (2x+1)2+3
Soit f (respectivement g) deux fonctions définie sur R (resp. sur R\{~1}) par : f(x):—2
(x+1)°+1
(resp. g(x)=4- 4 | ). On note C; et Cg les courbes représentatives de f et g dans un repére

x|
orthonormé (O 8 ]
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@ a) Expliquer pourquoi f est définie sur R .
b) Expliquer pourquoi C; est au-dessus de I'axe des abscisses.

¢) A l'aide de la calculatrice ou d'un logiciel de géométrie dynamique, conjecturer I'existence et les
coordonnées d'un centre de symétrie | de la courbe C; .

d) Démontrer que le point conjecturé | est bien centre de symétrie de C; .
e) Montrer que pour tout x <-1, f(x)>4.

@® A l'aide de la calculatrice ou d'un logiciel de géométrie dynamique, conjecturer |'existence et une
équation d'un axe de symétrie A de la courbe Cg .

b) Démontrer que la droite conjecturée A est bien axe de symétrie de C g

¢) Montrer que pour tout x <—1, g(x)<4 puis que g(x)<f(x) .

© a) Montrer que g est croissante sur ]—1 : +oo[.
dx
X+1°
¢) A l'aide du logiciel de calcul formel X cas, en utilisant I'instruction

factoriser (4* x AN 2+4* x+4)[(xN2+2*x+2)—4* x/(x+1))
on trouve et on admet que :

(0~ glx) = ———

b) Soit x >—1. Montrer que : g(x)=

(x+D[x°+2x+2

En déduire les positions relatives de C; et Cg pour x >-1.

d) En déduire les positions relatives de C; et Cg pour x e R\{-1} .

Exercice 4
On considere un parallélogramme non aplati ABCD et on définit les points E et F par les égalités :
DE=—DC et DF =—~DA.
4 3
© Faire une figure.

© a) Montrer que : FA=4FD et que DC = 4DE.

b) En déduire que les points B, E et F sont alignés.

© a) Les vecteurs DC et DA forment-ils une base du plan ?

b) Si oui, donner les coordonnées des points B, E et F dans le repere (D; D? EA:)

¢) En déduire, par une autre méthode qu'a la question 2, que les points B, E et F sont alignés.
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|||I.orrigé autocorrectif A

Exercice 1

@ Voir figure ci-dessous.

AA

soit

1

5+4;5+4)

(

(9;9), Un point M(x,'y) quelconque appartient a la droite (AA) si

©® a) Un vecteur directeur de la droite (AA) est:

AA
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et seulement si m(x+4 ;y+4) et ﬁ(g : 9) sont colinéaires. C'est-a-dire si et seulement si

(x+ 4) x9=9x (y+ 4). Ceci nous donne une équation cartésienne de la droite : 9x+36=9y+36
soit y = x.

b) La droite (BB') est |'axe des ordonnées puisque les deux points ont une abscisse nulle.
La droite (CC’) est |'axe des abscisses puisque les deux points ont une ordonnée nulle.
Ces deux droites se coupent au point O. Or la droite (AA") passe aussi par O puisque I'on a bien : 0=0.

Les trois droites sont donc concourantes au point O.

© a) Un vecteur directeur de la droite (AB) est : AE(O_5 : 6_5), soit AE(_S : 1)_ Un point M(x,'y)
quelconque appartient a la droite (AB) si et seulement si M(X—S;y—S) et ﬁ(—5;1) sont
colinéaires. C'est-a-dire si et seulement si (x—5)><1: (—5)><(y—5). Ceci nous donne une équation

cartésienne de la droite : x—5=-5y+25 soit 5y + x =30.

De méme, un vecteur directeur de la droite (A'B’) est : ﬁ(0+4 : —2+4), soit A'—B'(4 ; 2). Un point
M(x ;y) quelconque appartient a la droite (A'B’) si et seulement si m(x+4 ;y+4) et ﬁ(4 : 2)
sont colinéaires. C'est-a-dire si et seulement si (x + 4) x2=4x (y + 4). Ceci nous donne une équation
cartésienne de la droite : 2x+8=4y+16 soit x=2y+4.

Le point d'intersection de ces deux droites a des coordonnées qui vérifient les deux équations de

. N .. . , X=2y+4
droites. Pour déterminer ces coordonnées, il suffit de résoudre : y )
S5y+x=30

En substituant x par 2y +4 dans la deuxiéme équation on a:

5y+2y+4=30, soit 7y =26, et donc y:?.

On obtient alors : x = 2><§+4: ? Le point G a pour coordonnées : G[? ; Ej

7

b) Point H.

. . : 0-6 3 e
Le coefficient directeur de la droite (BC) est: m:—O:—E. Son ordonnée a l'origine est 6,
puisqu’elle passe par B.
Donc une équation de (BC) est: y=—1,5x+6.

. . o i ., 0+2 1 e
Le coefficient directeur de la droite (B'C’) est: m'= 60" 3 Son ordonnée a l'origine est -2,

puisqu’elle passe par B'. Donc une équation de (B'C’) est : y = —%X—Z.

Le point d'intersection de ces deux droites a des coordonnées qui vérifient les deux équations de

y=-15x+6
droites. Pour déterminer ces coordonnées, il suffit de résoudre : 1 )
y=—5Xx-
3
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En substituant y par —1,5x+6 dans la deuxieme équation on a: —1,5x+6:—1x—2, soit

—4,5x+18=—x—6 en multipliant les deux membres par 3. On a donc 24=3,5x etdonc x = 4—78

On obtient alors : y = —% g—z_ —3—70 Le point H a pour coordonnées : H(478 3—70]

Point K.

Un vecteur directeur de la droite (AC) est: AE(4_5 : 0_5), soit AE(_1; _5)_ Un point M(x,'y)
quelconque appartient a la droite (AC) si et seulement si m(x—S;y—S) et A_(f(—1 : _5] sont

colinéaires. C'est-a-dire si et seulement si (x—5)><(—5):(—1)><(y—5). Ceci nous donne une

équation cartésienne de la droite : -5x+25=—y+5 soit 5x—-20=y.

De méme, un vecteur directeur de la droite (A'C’) est : ﬁ(_6+4 : 0+4), soit A'—C'(—Z; 4). Un point
M(x ;y) quelconque appartient a la droite (A'C’) si et seulement si m(x+ 4. y+ 4) et ﬁ(_z : 4)

sont colinéaires. C'est-a-dire si et seulement si (x+4)x4=(-2)x(y+4). Ceci nous donne une

équation cartésienne de la droite : 4x+16=-2y—8 soit 2x+12=—y.

Le point d'intersection de ces deux droites a des coordonnées qui vérifient les deux équations de

5x—20=

droites. Pour déterminer ces coordonnées, il suffit de résoudre : X y )
2X+12=—y

En substituant ypar 5x—20 dans la deuxieme équationona: 2x+12= —(5x—20),

soit 7x =8, et donc XZ%'

On obtient alors : y = 5><§—20 = —@ Le point K a pour coordonnées : K| = 8 100
Le vecteur GH a pour coordonnées GH 38_90. ; —E—E oit GH| -2

7 7 7 7
Le vecteur GK a pour coordonnées GK(?—? ; —@—?j oit GK[—— —18)

Ces deux vecteurs sont colinéaires car leurs coordonnées sont proportionnelles :

3R 7 576
= x(-18)=- 7><(—8):7.

Donc les points G, H et K sont alignés.
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Exercice 2

@ a) La moyenne des longueurs des trajets au moins de novembre est environ 246 km, |'écart-type
est a peu preés égal a 30 km.

b) En novembre, la moyenne est environ le triple de la moyenne d’octobre et I'écart-type est a peu
prés égal a I'écart-type d'octobre multiplié par 6 : en novembre les distances parcourues ont été plus
grandes et beaucoup plus irréguliéres.

¢) En octobre, L. a travaillé 21 jours et a parcouru en moyenne 82 km ; en novembre, il a travaillé 23

jours et a parcouru en moyenne 246 km.

La longueur du trajet moyen sur les deux mois est donc 21% 82211223; 246 _ 168 km.

@ Pour déterminer les caractéristiques qui permettent de dessiner le diagramme en boite, on se sert
de la calculatrice si elle utilise les mémes définitions que le cours pour la médiane et les quartiles.

Sinon on se sert de la calculatrice pour trier les valeurs de la série par ordre croissant :

88-92-92-95-97-99-100-102-102-102-103-106-107-109-110-113-114 -
114-114-115-117-118-121.

Comme il y a 23 valeurs, la médiane est la 12¢, elle vaut 106.

25% de 23 est égal a 5,75 donc le premier quartile est la 6° valeur : Q, =99. De méme, le troisiéme

quartile est la 18¢ valeur : Q, =114.

Le diagramme en boite du mois de novembre
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ale méme aspect que celui du mois d'octobre.

T bt Mais il est décalé vers la gauche, c'est-a-
»—+—|:|:|—-|—Novembre——fﬁ—f——r————r———ﬁ . , . . L.
: ‘ ‘ : : : : : : | dire que les valeurs de la série statistique
1 octobre de novembre sont globalement inférieures
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ t----i----if 3 celles du mois d'octobre. Les valeurs sont
— ey o) un peu moins dispersées en novembre qu'en
© 100 ¢ 120 ¢ 140 ¢ [ octobre.

*******************************************************

En novembre, L. a livré quotidiennement moins de colis et parcouru davantage de kilométres qu’en
octobre. Ceci est cohérent avec les zones ou il a travaillé : en zone rurale (novembre) les clients sont
plus éloignés les uns des autres qu'en zone urbaine (octobre).

© Si on choisit d'augmenter tous les salaires de 35 €, les valeurs X', de la nouvelle série statistique des
salaires sont obtenus en utilisant la transformation affine x — x'= x +35. Cette transformation affine

estde laforme x — x'=ax+b, avec a=1, doncla moyenne et la médiane, les deux caractéristiques

de position, sont transformées de la méme facon et on obtient : Xx'=1766 € et m'=1547 €.

Les caractéristiques de dispersion (écart-type, étendue, écart interquartile) ne changent pas (car

a=1) : s'=288€, étendue =1314 €, Q,-Q =645 €.
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Si on choisit d'augmenter tous les salaires de 2 %, les valeurs x de la nouvelle série statistique des
I

salaires sont obtenues en utilisant la transformation affine x — x"=1,02x.

Cette transformation affine est de la forme x — x"=ax+b, avec a positif et b=0, donc toutes les
caractéristiques sont, elles aussi, multipliées par 1,02.

X"=1765,62€, s"=293,76 €, médiane =1542,24 €, étendue =1340,28 €, Q. — Q| = 657,90 €.

Quand on compare les effets de ces deux choix, on constate que I'on obtient des moyennes et des
médianes quasiment identiques. Mais le deuxieme choix augmente les caractéristiques de dispersion
alors que le premier choix ne les change pas.

Exercice 3

@ a) Pour toutx de R, ()(+1)2 >0 donc (x+1)2+121>0 alors (x+1)2+1¢0 ce qui prouve
bien que fest définie sur R .

b) Pour tout x de R , (2)(+1)2 >0 donc (2x+1)2+323>0 et (x+1)2+1>0 (d"apres a)) alors

f(x)>0 ce qui prouve bien que C; est au-dessus de I'axe des abscisses.

) A l'aide du logiciel de géométrie dynamique GeoGebra, on conjecture que le point I(—1; 4) est
centre de symétrie de C .

d) Pour tout hde R , f(~1—h) et f(=1+h) sont définis et :

[2-1-m+1T +3 [-2-2041] +3 (<1-2h)+3

H=1-h)= 2 2 . 2
[((F1=m+1] 1 [1=h+1]+1 (=h) +1

2
_(2h+1)7+3 an’+4n+a
1 h? +1
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4h% —4h+4

De méme: f(=1+h)=
A% +1

4h% +4h+4 4h?—4h+4
+
A% +1 h% +1
2 2
4h —4h+4+(4h +4h+4)_8hz+8

Onaalors: f(=1-=h)+f(=1+h)=

h2 +1 h? +1

3(1? +1)

h? +1

Ainsi: f(-=1-h)+f(=1+h)= =8=2x4.

Le point I(—1 ; 4) est donc bien centre de symétrie de Cr .

e) Pour tout x<-1,

f(X)_4=(2X+1)2+3_4=4x2+4x+4_4
(x+1)2+1 (x+1)2+1

_4x%+4x+4 4x’+8x+8 _ —4x—4

(x+1)2+1 (x+1)2+1 (x+1)2+1

_ —A(x+1)

==

>0 (carx<-1).

(x+1°+1

On a donc bien, pour tout x<-1, f(x)>4.

@® a) Al'aide du logiciel de géométrie dynamique GeoGebra, on conjecture que la droite A d'équation
x =—1 est axe de symétrie de Cg .

4
3_
M b W
2_
1_
I I I I I 2 I I I I I
-7 -6 -5 -4 -3 -1 1 2 3 4 5
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b) Pour tout h de R* , g(-1-h) et g(-1+h) sont définis car -1-h=-1<h=0 et
~1+h=-1<h=0 et:

: el [-h|=1] ).

A-h)=b——— =4
S BRI R

De méme, g(—1+h)= 4—|%| . Ainsi : g(=1-h)=g(-1+h).
On en déduit bien que la droite A d'équation x =—1 est axe de symétrie de Cg .
¢) Pour tout x #—1, |x+1|>0 donc 4—ﬁ<4 soit g(x)<4.
X+
De plus, pour tout x <—1, f(x)>4 (question 1.e) donc f(x)>4> g(x).

© a) Pour tout xde |-1;+[ ,ona: x+1>0 donc |[x+1=x-+1.0n en déduit que la fonction

X |x+1| est a valeurs strictement positives et strictement croissante sur ]—1 ; +oo[ .

. . 1 ) 1 . .
Ainsi (sens de variation de —), la fonction x — —— est strictement décroissante sur ]—1 ;+o<>[ .

u |x+1|
On en déduit que x |—>——1 est strictement croissante sur ]—1 ; +oo[ (multiplication par —1) puis
X+
que XI—>1—H est strictement croissante sur ]—1 ;+oo[ (sens de variation de u+k avec k=1).
X+
6_
4_
2
| | | | |
-6 -4 - 2 4 6
4
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Ainsi g est strictement croissante sur |1 ; +eo| .

x+1|=x+1donc glx)=4- 4 _Alx+0) 4 Ax+4-4  Ax .
X+1 X+1 X+1 X+1 X+1

b) Pour tout x > -1,

c) Pour tout x >-1, f(x)—g(x)= 4 = 4 > 0.

(x+1)(x2 +2x+2) (x+1)|:(x+1)2 +1}

Ainsi, pour x >-1, C; est au-dessus de Cg .

d) On a vu (question 2.c) que pour x <—1, C; est aussi au-dessus de Cg donc C; est au-dessus de

Cg pour tout x e R\ {-1} .

Exercice 4
F
@ Voir figure ci-contre. /
D “E C
®a)Ona ﬁ:%ﬁi donc en multipliant par 4 : 4DE =DC.
On a DF :—%ﬁ donc en multipliant par 3 : A B

—_ —

3DF=—DA=—(E+?K)=—|TF—E/K.

Donc 4D?z—ﬁ. Ou encore : 4FT):ﬁ.
b)Ona: %:ﬁ+ﬁ:4ﬁ+ﬁ:4ﬁ)+4ﬁ et donc: @:4(5+5E):4ﬁ.

Les vecteurs FB et FE sont donc colinéaires. Donc les points B, E et F sont alignés.

© a) Les vecteurs DC et DA ne sont pas colinéaires (sinon le parallélogramme serait aplati), donc ils
forment une base du plan.

b) Dans le repere (Dﬁﬁ) le point B a pour coordonnées B(1;1), carona DB=DC+CB=DC+DA.

Dans le repere (D;BE, BK) le point E a pour coordonnées E[%;O), carona DE= %ﬁ
De méme on a DF = —%ﬁ donc le point F a pour coordonnées F(O;—%).

Dans le repere (D;D?, ﬁ) le vecteur BE a pour coordonnées B?(%—tOJ], soit ﬁ(—%;—1}
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Dans le méme repere le vecteur BF a pour coordonnées ﬁ(0—1;—%—1j, soit B?(—h—%j.

Ces coordonnées nous permettent de voir que BF = gEE puisque —1= (—%) g et —g = (—1)><%.

Les vecteurs BE et BF sont donc colinéaires. Donc les points B, E et F sont alignés.
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|||I.orrigé de la séquence 3

Partie 1: Second degreée
Chapitre 2: Forme canonique, etude d’'une

m Activité 1

fonction du second degré

Corrigés des activités du chapitre 2
D G

@ Laire a(x) duquadrilatére EFGH
est égale a l'aire du rectangle
ABCD diminuée de celles des
triangles AEH, BFE, CGF, DHG.

H

L'aire du triangle rectangle AEH F

vaut %AEXAH. Or AE=x et

AH=6- x, donc I'aire du triangle
AEH vaut %X(G— x). Les triangles AEH et CGF ont les mémes dimensions, ils ont
donc la méme aire.

De facon analogue, on trouve que l'aire du triangle rectangle BFE vaut

%BF xBE = EX“O_ x). C'est aussi |'aire du triangle DHG.

Comme I'aire du rectangle ABCD est égale a 60, on trouve :
a(x)=60—2><%x(6—x)—2><%x(10—x):60—x(6—x)—x(10—x).

En développant on obtient : a(x) = 2x% —16x+60.

© Pour vérifier I'égalité proposée on développe 2Ax—4)? +28 puis on compare
avec l'expression de a(x).

2()(—4)2 +28= 2()(2 —8x+16)+28= 2x2_16x+60 : on retrouve bien
I'expression de a(x).

Donc a(x)=2(x— 4)2 +28.

© Le carré, toujours positif, de I'égalité précédente montre que a(x)>28 et
comme a(4)=28 on peut en déduire 28 est le minimum de la fonction a et qu'il
est atteint pour x =4.
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m Activité 2

m Activité 3

@ On reconnait une identité remarquable X2 +6x+9=(x+3)%.
@ |l suffit de soustraire 9 des deux cotés de I'égalité : X2 +6x=(x+3)*-0.

© |l suffit d'utiliser I'expression que I'on vient de trouver pour x2 +6x, d'ou

X2 4+6x—8=(x+3)2-9-8=(x+3)72—17.

2
(4] x2—7x:x2—2x%x:(x—zj —E.

2 2 ) 2
© x> -7x+5= X—Z —4—9+5: X_Z _Q.
2 4 2 4
2 2
66X2+9X=6(X2+Ex):6 x+§ _3 =6 X+E _ﬂ;
2 4 16 4 8

2
@ 6x>+9x—1=6 x+E _27 46 X+E
4 8 4

@ La parabole qui apparait sur I'écran (et qui se trouve dans le cours, c'est
I'exemple 2) est « tournée vers le haut ». On peut conjecturer que la fonction f
est d'abord décroissante, puis qu'elle est croissante, le changement de sens de
variation se faisanten x =-1.

@ Le tableau de variation de x — ()(+1)2 sur IR est le suivant (sens de variation

de x»—>(x—0)2 avecici: X, =-1).

X —oo _1 ~+oco

Xr—>(X+1)2 \
0

On en déduit, successivement (fonctions associées) les tableaux de variation
suivants.

X —o00 -1 ~+oco

X'—>2(X+1)2 \ /
0
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Exercice 1

Exercice 2

XHZ(X+1)2_3 \ /
-3

En conclusion, fest strictement croissante sur [-1 ; +oo[ et strictement décroissante

sur]-o;1].

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Pour mettre sous forme canonique chacun des trindmes on utilise la méthode
utilisée dans le cas général.

(1) x2+4x+2:(x+2)2—4+2 donc x2+4x+2=(x+2)2—2;

2 2
(2] X —Tx—8= x—Z —Q—S donc x% —7x—8= X—Z —ﬂ;
2 4 2 4

O5x% —10x+1=5(x% = 2x)+1=5((x =12 = 1) +1
donc 5x2—10x+1:5(x—1)2—4;

2
0 3x° +9x—1=-3(x*-3x)-1=-3 (X—E] —gJ—1

2
donc —3x2+9x—1:—3(x—§} +§;

© 0,5x2—7x+3,5=0,5x%> —14x)+3,5=0,5(x—7)> —49)+3,5
donc 0,5x2—7x+3,5=0,5(x—7)* - 21.

2

On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x“+x—12 (Forme A).

2
O@0na )(+1 —Q:x2+x+l—£:x2+x—12:f(x)
2 4 4 4

(x—3)(x+4):x2—3x+4x—12:x2+x+12:f(x).

On a bien obtenu f(x):(x+1} 9 (Forme B) et f(x)=(x-3)(x+4)
2 4
(Forme C).

@ La Forme A, f(x)=x%+x—12, permet de calculer facilement I'image de 0,
de 1 etde —1:
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£(0)==12, () =12 +1-12=—10 et (=)= (=% +(=)=12=—12.

2
La Forme B, f(x):(x+%j —%, permet de calculer facilement I'image de 0,

de —1 et de 1:
2 2

2 2
f(O): 0+1 _4_9:1_4_9:_12'f _1 — _1+1 _4_9:0_4_9:_4_9
2 4 4 4 2 2 2 4 4 4

La Forme C, f(x)=(x—3)(x+4), permet de calculer facilement I'image de 3 et

de —4 : dans chacun de ces cas une parenthése est nulle donc (3)=f(—4)=0.

(3]

a) Pour résoudre I'équation f(x)=-12 on utilise la Forme A, ainsi :

f(X)=—12 X2 +x=12=-12

(:)x2+x:0

& x(x+1)=0
< x=00u x+1=0
S x=00ux=-1.

s={0;-1}.

b) Pour résoudre I'équation 7‘()():—4?9 on utilise la Forme B, ainsi :

2
f(x):—£<:> +1 —ﬂz—ﬁ
4 2 4 4
1 2
@(x+—j =0
2
1
< x+-=0
2
1
S X=—=.
2
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Exercice 3

Exercice 4

¢) Pour résoudre |'équation f(x)=0on utilise la Forme C:

f(x)=0=(x-3)(x+4)=0
< x—-3=00ux+4=0
& x=3o0ux=-4.

s={3;-4}.

d) Pour résoudre I'équation f(x)= —% on essaye d'utiliser la Forme B :

Comme 1= 1% on reconnait une différence de carrés et :

f(X)=—%@{(X+%j—1}[[x+%j+1} -0

On cherche une fonction du second degré dont les racines sont —2 et 3. Comme
on a observé que la forme factorisée donne facilement les racines d'un trindme, on
détermine la fonction f utilisant le produit (x —(—2))(x —3), soit (x+2)(x —3).

Mais, pour x =0, ce produit est égal a —6. En multipliant par 5, on obtient la
valeur demandée.

La fonction fdéfinie par f(x)=5(x+2)(x — 3) vérifie bien les trois conditions de
I'énoncé.

Les fonctions f, g, h, k, |, m et n, sont définies sur R par les égalités :
F(X)=2x=3)2+5; g(x)=7x*=3x+0,5 ; h(x)=4(x—-5)(x~7) ;

k(xX)=—(x+7)2% =11 1(x)=—(x+8)% : m(x)=(x+4)2 =1 n(x)=T7x%—6x.
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Fonction f g h k / m n

@ Le trindme est toujours strictement positif % ? F F F F F
© Le trindme est toujours strictement négatif F ? F \Y F F F
© 'équation f(x) = 0 a deux solutions F ? v F F v %
O 'équation f(x) = 0 a une seule solution F ? F F v F F
@ L'équation f(x) = 0 n'a pas de solution % ? F v F F F
@ On peut déterminer facilement I'abscisse

du sommet de la parabole qui représente la v v 7o0uV % v v v
fonction

@ On peut déterminer facilement I'ordonnée
du sommet de la parabole qui représente la v F F \% \% v F
fonction

f(x):Z(x—3)2+5 cette forme canonique permet de savoir que @ V:
le trindbme est toujours strictement positif donc @ F @ F @ F @ V; et les
coordonnées du sommet de la parabole sont (3 ; 5) donc@ Vet @ V.

g(x):7x2—3x+0,5: forme développée donc peu de renseignements, on
peut seulement déterminer facilement I'abscisse du sommet de la parabole :

_-b —(-3) 3

T2 14 14

h(x)=4(x—=5)(x—7) :sous cette forme factorisée, on constate que I'équation

h(x) = 0 possede les deux solutions 5 et 7 ; la courbe est une parabole qui coupe
I'axe des abscisses en deux points, donc le trindme change de signe, d'ou les

réponses @ FOF OV OFOF.

L'abscisse du sommet de la parabole peut sembler difficile a déterminer, on répond
alors @ ? ; mais si on pense que ce sommet est sur I'axe de symétrie (D) de la
parabole, que les deux points de la parabole d'abscisses 5 et 7 qui sont sur |'axe
des abscisses sont symétriques par rapport a (D), on trouver que tout les points de
(D) sont tels que x = % =6 : C'est |'abscisse du sommet de la parabole.

k(x), I(x) et m(x) sont des formes canoniques : k(x) est toujours strictement
négatif et I'équation /(x)=0 n'a donc pas de solution ; —8 est la seule solution
de /(x); on reconnait que m(x) est la différence de deux carrés ; donc on
pourrait factoriser et on trouverait deux solutions. Dans les trois cas, on peut

lire les coordonnées du sommet de la parabole, on trouve respectivement :
(=7;11), (-8;0)et(-4;1).

n(x)=7x*—6x :c'est une forme développée, mais on s'apercoit qu'on peut
facilement factoriser par x. On a les mémes réponses que pour la fonction A, sauf
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pour |'abscisse du sommet de la parabole que I'on peut déterminer comme dans

: -b —(-6) 6 3
le premier cas: a.=—= =—=c.
2a  2x5 10 5

Exercice 5 @ D'aprés le cours, on sait que, lorsqu’une fonction 7 est définie sur R par la
forme canonique f(x)= a(x—ao)? +, le sommet de la parabole qui représente
la fonction f a pour coordonnées (ot ;). Donc, ici, pour la fonction f définie
par f(x)= 3(x+7)> -2, le sommet de la parabole a pour coordonnées (-7 ; —2)
Comme le coefficient a est égal a 3, il est positif et le tableau de variation de la
fonction f est donc:

X —o0 -7 ~+oco

f(x) \
-2

© De méme, pour la fonction g définie par g(x)= —2()(+1,7)2 +5, le sommet
de la parabole a pour coordonnées (—1,7;5). Comme le coefficient a est égal a
-2, le tableau de variation de la fonction g est donc :

X —oco -1 ’7 ~+co

g0x) /' 5 \

Exercice6 @ On sait que le sommet de la parabole qui représente f a pour

coordonnées (o ; f(at)) avec oc:_—b. Donc, ici, o= —(-8)
2a 2x(=1)

f(-4)= —(—4)2 —8x(—4)—15=1,le sommet a pour coordonnées (—4;1).

=—4 et

Le coefficient a du trindme vaut —1, il est négatif, on obtient donc le tableau de
variation :

X —o0 -4 ~+oco

fx) / \
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© De méme, le sommet de la parabole qui représente la fonction g définie

par g(x):3x2—3OX+\6,a pour abscisse o= ;

£(5)= —75+/2.

—(-30)
%3

=5 et pour ordonnée

Le coefficient a du trindbme vaut 3 il est positif, on obtient donc le tableau de

variation :

—75+\/5/

Chapitre 3: Equation du second degré

m Activité 1

Corrigés des activités du chapitre 3

intervenir des produits nuls.

On résout les équations, dans IR, en raisonnant par équivalences et en faisant

@ x’-52=0
& (x=5)(x+5)=0
< x-5=0 ou x+5=0

S:{S;—S}.

© x*-7=0
@(X—xﬁ)()ﬁxﬁ):O
(:»x—xﬁ:O ou X+\/7:0

S:{x/_;—ﬁ}.

0 (x-17-13*=0
s ((x=1+13)(x=1-13)=0
< x—=1+13=00ux-1-13=0
s={-12;14}.

o (x—1)2—5:0<:>(x—1)2—(\/§)2 =0
C>(X—1—\/§)(X—1+\/§)=0
(:)x—1—\/§:0 oux—1+\/§:0
(:»x:1+\/§ oux:1—\/§.

5:{1+\/§;1—\/§},

© 0,5(x+2%-3=0
@0,5((x+2)2—(\@)2j:0
@0,5(x+2—\/6)(x+2+J€)=0

<:>x+2—\/g:00ux+2+\/g:0

5:{—2+\£;—2—£}.

X2 —11x=0

& x(x=11)=0
< x=0oux=11.
s={0;11}.

@ L'équation x?+13,7=0n'a pas de
solution car x? est toujours positif.

5=0.
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m Activité 2

L'ordonnée du sommet de la parabole représentant la fonction f définie sur R

, . A
par f(x)=ax? +bx +c, est égale a 1 avec A= b% —4dac.
a

\TA

/

Signe de a:

Signe ou valeur
de yg :

1 X2

Signe de a:

Signe ou valeur
de ys:

\/

Signe ou valeur
de ys :

i Signe de —4a: Signe de —4a:
X1 ‘I' X5 f
\\/ Signe ou o7 Signe ou
valeur de A valeur de A
Nombre de Nombre de
solutions : solutions :
Signe de a: Signe de a:

Signe ou valeur
de yg :

Signe ou valeur
de yg :

- Signe de —4a:
j
ol Signe ou
: valeur de A
Nombre de
solutions :

Signe de —4a : Signe de —4a:
o= Signe ou Signe ou
' valeur de A valeur de A
Nombre de Nombre de
solutions : solutions :
Signe de a: Signe de a:

Signe ou valeur
de yg :

“{y

Signe de —4a:

Signe ou
valeur de A

Nombre de
solutions :

On peut conjecturer que :

si le discriminant A est strictement positif, I'équation f(x)=0 posséde deux
solutions distinctes,

si le discriminant A est nul, I'équation f(x)=0 possede une seule solution,

si le discriminant A est strictement négatif, I'équation f(x)=0n'a pas de
solution.

Corrigé séquence 3 - MA12 m l l II I I H

© Cned - Académie en ligne



Exercice 7

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

Ces équations n'ont pas de forme particuliére, on les résout donc en utilisant les
résultats du cours.

@ L'équation est —0,5x%+2,5x+3=0, donc A=2,52—4(-0,5)x3=12,25 :
le discriminant A est strictement positif donc I'équation posséde deux solutions

distinctes.

Comme \/Z:B,S on obtient : Xy = _b+\/Z _725+35 —l=—1 et

2a  2x(=0,5) -1
—b—+JA -2,5-3,5
Xy = =— "~ —6. S=1-1:67.

2 2a 2%(-0,5) 116}

@L'équationest 2x% —12x+18=0, donc A= (—12)2 —4x2x18=144—144=0:

A =0 doncl'équation posséde une seule solution qui est o.= —b_==12)

2a  2x2
s={3}.

K(Flemar-que

On peut aussi s'apercevoir que tous les coefficients sont des entiers multiples de 2

et regarder |'effet de la factorisation par 2. L'équation devient 2()(2 —-6x+9)=0,
en utilisant une identité remarquable on obtient : 2()(—3)2 =0. On trouve ainsi,
sans calculer A, que 3 est la seule solution de I'équation.

© L équation est ~0,5x% +3x—-9,5=0, donc A =32 —4x(~0,5)x(~9,5) =10 ;
le discriminant est strictement négatif donc I'équation n'a pas de solution.
S=0.

O L'équation est 5x% +12x+3=0, donc A=122 —4x3x5=84 :

le discriminant A est strictement positif, I'équation a deux solutions distinctes.

Comme /A =+/84=2y21,0n obtient: x1:_12+2\/5:_6+‘/£ ot

2x5 5
—6-21

2 5 '
S_{—6+x/5_—6—\/5}
5 ' 5 '
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Exercice 8 Le cours donne un moyen d'étudier toutes les équations du second degré, mais il
y a quelquefois des moyens plus simples qu'il ne faut pas oublier.

(1) x2-25=0: on reconnait (2] 3x2—4x=0 : on factorise et on
I'expression A28 dou- se raméne a un produit nul :
3x? —4x =0 x(3x—4)=0

< x=00u3x—-4=0

X2 —25=0& (x=5)(x+5)=0
< x-5=00ux+5=0

& x=50ux=-5. @xzooux:g.
s={5:-5}. 4
§$=<0;—"7.
3

© x*+9=0 :un carré est toujours
positif, donc cette équation n'a pas de
solution.

S—0 qu'il s'agit de ()(+2)2 =0.

Donc: S= {—2}.

(4] X2 +4x+4=0 : on reconnait

(5] 9x2—4=0 : on reconnait encore I'expression A2 _ Bz, dou:

Ix2—4=0(3x=2)3x+2)=0
< 3x—-2=00u3x+2=0
2

2
SX=-oux=——.
3 3

Exercice 9  Pour résoudre chacune des deux équations, on se raméne & une équation de la
forme ax? + bx+c=0.

O 3x2+5x=2x2—2x+4 = x> +7x—4=0.
Le discriminant du trindme x2 +7x—4 est

A:72—4><1><(—4):49+16:65. Comme A>0,ilya deux racines :

_-7-\65 S_{—7+\/£_—7—\/%}
5 ; .

—7+\/£
:T et x

X
1 2 ) D)

O (2x+4)2 =3x+54x% +16x+16—(3x+5)=0

& 4x% +13x+11=0.
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Le discriminant du trindme 4x2 +13x+11 est A=132 —4x4x11=—7. Comme

A <0, I'équation n'a pas de solution, §$=¢.

@ Sans autre renseignement que |'expression de f(x), I'affichage de la parabole
(P) sur I'écran de la calculatrice demande beaucoup de tatonnements.

Si on arrive a obtenir |'allure habituelle d'une parabole, on ne peut pas voir
simultanément si la parabole coupe |'axe des abscisses.

@ Mais on peut raisonner : le coefficient de X% est négatif, donc la parabole est
« tournée vers le bas » ; si on trouve un point de (P) situé au dessus de |'axe des

abscisses, on pourra en déduire que (P) coupe cet axe en deux points ; en essayant

le plus simple on trouve f(0)=360, donc le point de coordonnées (0;360) est
sur la parabole : donc (P) coupe I'axe des abscisses en deux points.

© Les abscisses des points d'intersection de la parabole (P) avec I'axe des
abscisses sont les solutions de I'équation f(x)=0.
Le discriminant est A =(-9)> —4x(-1)x360=1521=39%, A est strictement

positif donc I'équation posséde deux solutions : x; = ~(9)+39 48 =-24 et

_—(-9)-39_ 30 22

X, = =15.
27 (-1 T 22

Il'y a donc deux points d'intersection de la parabole (P) avec I'axe des abscisses

dont les coordonnées sont (—24;0) et (15;0).

Soit la fonction £ définie sur IR par f(x):—2x2+22x+125 et représentée
graphiquement par la parabole (P). Les abscisses des points d'intersection de la
parabole (P) avec la droite d'équation y =5 sont les solutions de I'équation f(x)=5.
Ona:f(x)=5 & -2x% +22x+125=
& -2x% +22x+120=(
?) & —x?+11x+60=0.

Le discriminant du trinme —x2 +11x+60
est A=112 —4x(~1)x60=361=197,

Exercice 10
10000
o| 200
Exercice 11
125
y=5
y=0 0

A est strictement positif donc I'équation
possede deux solutions :

P L T | e
7 2% (=) 27 (=1

Il'y a donc deux points d'intersection de la parabole (P) avec la droite d'équation

y =5 dont les coordonnées sont (—4;5) et (15;5).
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Exercice 12 Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x)=4x*>+3x+3 et
g(x)= 5x2 + 2x +1, représentées graphiquement par les paraboles (P,) et (P,).

Les abscisses des points d'intersection des deux paraboles sont
les solutions de I'équation f(x)= g(x).

2+x+2:0.

Le discriminant du trindbme X2+ x+2 est

A= —4x(-)x2=9=32

Ona:4x2+3x+3:5x2+2x+1<:>—x

Les deux paraboles se coupent donc en deux points dont les
abscisses sont :

-1+3 -1-3

10 Xq= =—letx, = =2.
(Py) 17 2%(=1) 27 2%(-1)
(PZ) . .
Les ordonnées sont respectivement (x;) et f(x,) (on peut aussi
0 1 utiliser la fonction g, on trouvera bien sdr les mémes résultats).

Ona: f(x)=4(—1) +3(=1)+3=4 et f(x)) = 4x 2> +3x2+3=25,
Les deux points d'intersection des paraboles ont donc pour coordonnées
(=1:4) et (2;25).

X
Exercice 13  Soient x et y les dimensions du
rectangle.
On cherche donc un couple (x;y) Y xy =1001 y
de deux nombres réels positifs x et y
solution du systeme .
y=90-x

(S)_{Z(Hy):wo
xy =1001

ui équivaut au systéme (S): .
e ysteme ( ){x(90—x)=100‘l

On résout la deuxiéme équation du systeme ($'), c'est I'équation du second
degré x(90— x)=1001 qui équivaut a —x% +90x—1001=0,

Le discriminant est A =90% —4 X (=1)x(=1001) = 4096 = 642

Comme A>0,ily a deux solutions qui sont :

—90+64 _ —-90-64 _77

X = 13 etx, =
17 2% () 27 2% (1)

D’apres la premiéere équation du systéme (S"), on obtient
¥1=90-x,=90-13=77et y, =90—x, =90-77=13.

Le seul rectangle qui convient est donc le rectangle de dimensions 13 cm et 77 cm.
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Exercice 14

Une partie de volley

Ar—

h=3,5
‘/-’A ligne de fond
Of~- i 21

La trajectoire de la balle est régie par |'équation :

y= —%xz +tan(a)x+h, avec g=10 ms™, a=7
2v(cos(an))
et v, =18 ms.

@ Le joueur est placé a 12 m du filet. Pour savoir si la balle passe au-dessus du
filet, il suffit de calculer I'ordonnée yp du point B d'abscisse 12 de la trajectoire
de la balle.

10

> x12% +tan(7°)x12+3,5, d'ou Y =2.72.
2182 (cos(7°))?

Ona: yg=-

La hauteur du filet étant égale a 2,43 m, la balle passe au dessus du filet.

@ Si la balle n'est pas interceptée, pour savoir si le service est bon, on calcule
I'abscisse du point ou la balle touche le sol.

La balle touche le sol lorsque |'ordonnée est nulle, on résout donc |'équation :
10

0=- x x2 +1an(7°) x x+3,5.
2182 (cos(7°))?
C'est une équation du second degré pour laquelle
2 —
A:(tan(7°)) —4x 5 10 5 %x3,5,d'ol A=0,23.
2x18%(cos(7°))

Comme le discriminant est strictement positif, I'équation a deux racines qui sont :

_tan(7°)+ VA —tan(7°)=+/A 10
Xj=— et X2 =— avec a=-—

1 - .
2a 2a 2% 182 (cos(7° ))2
On obtient x,==11,53 et x, =19,37.

La valeur x, est négative ce qui est exclu ici.

On ne retient que la solution x,. Le fond du terrain adversaire étant situé a 21 m de
I'endroit d’ou la balle de service est partie, on peut conclure que le service est bon.
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Chapitre 4: Factorisation et signhe du trinome

Corrigés de l'activité du chapitre 4

B Activité  Soit f lafonction du second degré, définie sur R , par f(x)= ax® +bx+ c,az0.

Graphique
La parabole (P) coupe-t-elle I'axe des Siane | Siane
. 2 .
o abscisses ? . dg a d(gEA S.lgne de ax“+bx+c compare au
Si oui, quel est le nombre de point(s) signe de a

d’intersection ?

Oui ax’+bx+c| + 0 - 0 +

2points  |@>0]A>0 a + + +
2 d'intersection

xl‘Y -
Le trindme ax”+bx+c a le méme signe
que a sauf entre les racines.

X —o0 X1 X2 +oo

2points  |a<0]A>0 a - - -

d'intersection

\
T\/X

Oui ax’+bx+c] - 0 + 0 -
i
T

0
Le trindme ax”+bx+c a le méme signe
que a sauf entre les racines
Oui A 2 .
Le trinéme ax“+bx+c a toujours le
-4 1point  [@>0 (A=01 o
j ) _ méme signe que a.
d'intersection
0 - oa

Oui

. A 2 .
Le trinéme ax“+bx+c a toujours le
1 point a<0|A=0

_ _ méme signe que a.
d'intersection
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Non

a>0

A<O0

le trinome ax®>+bx+c a toujours le
méme signe que a.

0

-ty

Non

a<0

A<0

le trinome ax’+bx+c a toujours le
méme signe que a.

On peut donc conjecturer la propriété : le trindbme ax® +bx+c est toujours du
signe de a sauf entre les racines si elles existent.

Remarque

Cette phrase s'applique, sans inconvénient, au(x) cas éventuel(s) ou le trindbme s'an-
nule ; en effet, on rappelle que la phrase « ax? +bx+c est positif » signifie

« ax2+bx+c20».

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 4

Exercice 15 La premiére affirmation est vraie, la seconde est fausse.

K(F!emar-que

Il faut bien savoir que c'est
le signe de A qui permet
de savoir si un trindme est
de signe constant ou pas.

© En effet, le discriminant du trindme 13x% 4+ 7x+1 est

A=72—4x13x1=49-52 = -3, donc A est strictement négatif,
donc le trindme est toujours du signe de 13, il est bien toujours positif.

@ Le discriminant du trinéme “12x% —7x—1 est

A:(—7)2—4><(—12)><(—1):49—48:1, donc A est strictement

positif, donc le trindme n’est pas toujours négatif : il y a deux racines, et

entre ces racines il est du signe contraire de —12, il est positif.
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Exercice 16 On cherche I'allure de la représentation graphique d'une fonction du second
degré f qui vérifie les conditions suivantes :

le trindme a deux racines qui sont négatives,
le signe de f(x)est négatif entre les racines.

Comme f(x) est négatif entre les racines et que /
f(x) est du signe contraire de aentre les racines,

on sait donc que a est positif : la parabole est
donc « tournée vers le haut ».

Le trindbme possede deux racines donc la parabole
qui représente la fonction f coupe |'axe des
abscisses en deux points. De plus on sait que les racines, c'est-a-dire les abscisses
des points d'intersection, sont négatives.

On obtient donc I'allure de la courbe ci-contre.

o

Exercice 17 @ La fonction f est définie par f(x)=2x%+12x+18.

Le coefficient a vaut 2 et A:122—4><2><18:0, f(x)est donc toujours du
signe de a, f(x) est positif, etil y a un cas particulier ot f(x) s'annule.

On peut deviner cela en dessinant d'abord la courbe. On cherche alors a factoriser
f(x) pour reconnaitre une identité remarquable. Et, en
effet, on obtient £(x)=2(x? +6x+9)=2(x +3)’.

Py @ Lafonction g estdéfinie par g(x)= X2 —ax+7.
Le coefficient avaut 1 et A= (—4)2 —4x1x7=-12, g(X

. est donc toujours du signe de a, positif, et ne s'annule pas.
:

o © La fonction h est définie par h(x)= “2x% +12x 1.
Ph

o

\ Le coefficientavaut —2 et A=12% —4 x(=2)x(=1)=13p, il

~12++136 _6-+/34

2x(-2) 2

y a donc deux racines qui sont : x; =

ot x, _—12-4136 _ 6+\/§_

2x(=2) 2
Donc h(x)est du signe de a, c'est-a-dire négatif, sur ]—oo; x,JU[X, ; +oo et
du signe contraire de a, c'est-a-dire positif, sur [)(1 ;XZ], en s'annulant pour les
valeurs x; et x,.

h(x) - 0 + 0 -
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Exercice 18 @ Pour le trindbme 2x2 —3x+4,0na A= (—3)2 —4x2x4=-23, donciln'y a

Exercice 19

pas de racine et le trindme est toujours du signe de 4, ici a=2, donc le trinbme
est positif quelle que soit la valeur de x.

L'ensemble S des solutions de I'inéquation 2x* —3x+4>0 estdonc S=R.

© Pour le trindme 3x% 4 30x—75 ona A= 3024 x(=3)x(=75) =0, donc
le trindme est toujours du signe de g, icia=-3, le trindbme est toujours négatif
mais il s'annule une fois.

La seule racine est o= — =5,
2x(=3)

L'ensemble S des solutions de I'inéquation —3x2+30x-75<0 est donc

S=R—-{5}=]-c0;5[U]5;+c[,

© Pour le trindme 7x%+2x+4, on a A=2>—4x7x4=-108, donc le
trindbme est toujours du signe de a, ici a=7, donc le trindbme est toujours positif
et ne s'annule jamais.

L'inéquation 7x% +2x+4<0 n'a aucune solution, S =@.

O Pour le trindme 3x2+x—4,on a A:12—4><3><(—4):49:72,donc ilya

-7 4 =1+7
et x

deux racines qui sont : x, :_2—3:—5 2= 33 "
X X

Le coefficient avaut 3, il est positif donc le tableau de signes du trindme est :

X —oo __ 1 oo

3x2+x—4 + 0 - 0 +

L'ensemble des solutions de I'inéquation 3x2+x-4>0 est donc

@ Pour étudier, suivant les valeurs de x, les positions relatives de la parabole
(P1) et de la droite (D) d'équation y =5x+6, on étudie le signe de la différence
f(x)—(5x+6).
Or: f(x)—(5x+6):2x2 —3x+4-5x-6
=2x? —8x-2
=2x*—4x-1).
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Donc la différence (x)—(5x+6) a le méme signe que le trindme x% —4x—1.

On obtient A=(— 4) —4Ax1x(= (2\/—) A est strictement positif, il y
a donc deux racines :

:ﬂzz—ﬁ et x2=2+x/§.

X
1 2

Comme le coefficient a du trindme vaut 1, a est positif et on obtient le tableau
de signes :

X —oo 2-+5 2++5 oo

Signe de X2 —4x—1
Signe de f(x)—(5x+6)

On peut donc conclure sur les positions relatives de la parabole (P,) et de la
droite (D) :

si x appartient a }—oo;Z—\/g[u}2+\/§;+oo[ alors f(x)—(5x+6)est
positif, la parabole (P,) est au dessus de la droite (D) ;
si x appartient a JZ f 2+\f[ alors f(x)—(5x+6)est négatif, la

parabole (P;) est au dessous de la droite (D) ;

la parabole (P1) et la droite (D) se coupent aux points A et B d'abscisses

2-+/5 et 2++/5.

(D)

(Py)
10
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@ De méme, pour étudier, suivant les valeurs de x, les positions relatives de la
parabole (P) et de la parabole (P,) d'équation y = 3x2 +1, on étudie le signe
de f(x)—(3x% +1).

Or: 7‘()()—(3)(2 +1):2)(2 —3)(+4—(3)(2 +1)

:—x2—3x+3.

Pour le trindme —x2—3x+3,on a A:(—3)2—4><(—1)><3:21, A est

—(—3)+\/§= 3-

2x(=1) 2

strictement positif,ilyadoncdeuxracinesquisont : x; =

34420

et Xy 5

Comme le coefficient a du trindbme vaut —1, a est négatif et on obtient le tableau
de signes :

Signe de —x?-3x+3
Signe de f(x)—(3x2 +1)

On peut donc conclure sur les positions relatives de la parabole (P,) et de la

parabole (P,) :
_—3—\/21{ |-3+421 -+o{
2 I I

si xappartient a |—oo; U
pp } 2 J

est négatif, la parabole (P;) est au dessous de la parabole (P,) ;

\/Z_—H\/Z{
2

si x appartient a -|_3_2

alors f(x)—(3)(2 +1)

, alors f(x)—(3x%+1) est positif, la

parabole (P1) est au dessus de la parabole (Pz) ;

la parabole (P;) et la parabole (P,) se coupent aux points C et E d'abscisses

3-21 o 3+421

2 2
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Chapitre 5: Algorithmique

Exercice 20

Corrigé de I'exercice d’apprentissage du chapitre 5

@ Langage « naturel » :

Entrées : a, b et ¢ (coefficients du trindme ax® £ bx+c )
Traitement :
« A= »

Mettre b® —4ac dans A
Afficher A

« Solutions : »

b—/A —b+~/A

Si A>0 alors calculer x,=———— et x, =
2a 2a

etafficher « x; ; x, »
Sinon

Si A=0 alors calculer oo= b et afficher « o »

Sinon afficher « pas de solutloan »

FinSi

FinSi

Fin de I'algorithme
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® Langage « calculatrice » :

Texas Instrument

PROGRAM: SECDES
s TrFut. A7 LA

: InFut "BYY. B

: Tneut "CPULC
:B2-4AC+0

:0izF "DELTA=".D

I DB

: Then

t0izsp 0 -B=ToCO22-
LZ2AMEFac

t0isFp o -B+lcOaar
LZAMFFac

iElze

tIf D=A

: Then

t0isFr -B<CZRA2FFr
A

tEl=e

t0i=F "PAS DE S0
LUTIOM"

tEnd

Casio

IIHII-‘II-_}H- IIBII-:-_}E- III:II'-',I_}I:#
"DEL TR="¢
B2-dACD.
If DoBa

Thean
B-TD)=<{2AM.
"e2="d

-B+ID)=C2AM.

lze If D=0Ga

ket "ALPHA="4

= H:I.l

lze If D<Ba

Then "PAS DE SOLUTION
“‘EJ

I fEnad

%y
¢
E
T
E

© On retrouve bien les résultats de I'exercice 7. Par exemple, pour la premiére

équation :

Texas Instrument

FramSECOEG

A?-8.5

E?2.5

C*3

DELTH= -

2 SOLUTIONS :

-1

Oone
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Chapitre 7: Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 7

Exercicel Dans chaque cas, on va travailler avec la forme la plus adaptée aux données.

@ Ici, on connait le sommet S (3 ; 2) de la parabole (P), on va donc utiliser la
forme canonique.

La parabole aura donc une équation de la forme y:a(x—3)2 +2 etil reste a
déterminer le nombre réel a non nul tel que la parabole (P) passe par le point A
(4;3).

On cherche donc le nombre a solution de I'équation 3:a(4—3)2+2 dont la
solution unique est a=1.

Une seule parabole convient donc, celle d'équation y=(x— 3)% +2.

@ Ici, la parabole (P) coupe |'axe des abscisses aux point d'abscisses —2 et 1:on
connatt les racines du trindme donc on utilise la forme factorisée.

La parabole aura donc une équation de la forme y=a(x—(-2))(x—1), soit

y=a(x+2)(x—1).1l reste a déterminer le nombre réel a non nul tel que la
parabole (P) coupe |'axe des ordonnées au point d'ordonnée 6.

On cherche donc le nombre a solution de I'équation 6=a(0+2)(0—1) dont la
solution unique est a=-3.

Une seule parabole convient donc, elle a pour équation y =-3(x+2)(x —1).
© La parabole (P) passe par |'origine et par les points B et C de coordonnées
respectives (1; 1) et (3 ;0). Ici, c'est la forme développée qui est efficace.

En effet, on cherche une équation de la forme y = ax® +bx+c et, comme ['origine
appartient a la parabole, on obtient 0= a x 0% +bx0+c, ce qui impose ¢ =0.

On cherche donc seulement les coefficients a et b, les points B et C qui sont sur
la parabole vont donner deux équations et on pourra résoudre le systeme des
deux équations.

La condition sur le point B équivaut a I'équation 1= axT +bx]1,soit a+b=1.

La condition sur le point C équivauta 0=ax9+ bx 3, soit 3a+b=0.

, : a+b=1 L . =1- .
On résout donc le systéme qui équivaut a , soit
3a+b=0 3a+1-a=0
b=1-a
1 -
a=——
2
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Remarque

Ce systéme possede un seul couple
Pour les réponses @ et @ : on n'impose pas la forme de solution : a:_l et b:i_
la réponse, on peut garder la forme canonique ou la forme 2
factorisée, on n'est pas obligé de développer. Une seule parabole convient donc, elle
. . 1 3
a pour équation y = _EXZ +§x.

Exercice ll

Conclusion

Exercice Il

Le but de cet exercice est de résoudre I'équation (E) : x* —5x2 16=0.

On effectue le changement d'inconnue X = X,

2
O0Ona Xzz(xz) , soit X2 =x*

X = x*
@ Résoudre I'équation (E) revient donc a résoudre le systeme .
X2 -5X+6=0
r Ir - I 2
On résout donc I'équation (E') : X“-5X+6=0.

© Pour (E'), qui est une équation du second degré, on trouve
A:(—5)2—4><1><6:1:12. le discriminant A est strictement positif, il y a

) N P ) )

donc deux racines qui sont : X; = >
X

O Mais c'est x que |'on cherche, on utilise donc la premiére équation du systéme
de la question2: X = x% avec les deux valeurs trouvées en résolvant (E".

Ona: 3=x2@x:ﬁoux:— 3 et 2:x2(:>x:\/§ oux:—\/i.

L'équation posséde quatre solutions et § = {\f : —x@ : f : —\/E}

Pour résoudre, dans IR, I'équation du troisieme degré 5x3 +3x° —8x=0, on
se ramene a un produit nul :

5x3 +3x2 —8x =0 x(5x% +3x—-8)=0
5x3+3x2—8x:0<:>x:00u 5x2+3x—8:0.

On résout I'équation du second degré 5x%+3x—8=0.

Sondiscriminantest A =3% —4x5x (-8)=169=1 3? ;comme A eststrictement

—3+13=1 et x, = -3-13 _ 16
2x5 2x5

positif, il y a deux racines qui sont : x; =
D’ou, finalement : 5x3 +3x% —8x=0x=0o0ux=1oux= -1,6.

5:{0;1;—1,6}.
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ExercicelV @ Quand on calcule la valeur du polynéme pour x=1 on trouve

12 —13x1+12=0, donc 1 est une racine du polynéme.

Pour déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, on ait I'égalité

X3 —13x+12= (x—1)(a)(2 + bx +c), on développe le produit.

Ona ()(—1)(a)(2 +bx+c)= ax3 +(—a+ b)x2 +(=b+C)x—c.

Pour obtenir le polyndme x> —13x+12, il suffit de choisir les coefficients

a, b et ¢ de facon a retrouver les coefficients 1, 0, —13 et 12. Il suffit donc que

a=1
. - \ —-a+b=0 o X
les coefficients a, b et c vérifient le systéme , qui équivaut a
—b+c=-13
=1 —c=12
1

N T Q
Il

-12
Donc on a I'égalité X3 —13x+12= ()(—1)()(2 +x-12).

Vocabulaire  On dit qu‘on a utilisé la méthode par identification.

On retrouvera cette méthode dans des situations analogues.

© On peut maintenant résoudre I'équation (E) X3 —13x+12=0.
X3 —13)(+12:0(:>()(—1)()(2 +x-12)=0
& x—1=00ux?+x-12=0.
Pour I'équation du second degré X2+ x—12= 0, on trouve
A=12 —4x1x (-1 2):49:72. Comme A est strictement positif, il y a deux
—1+7 -1-7

racines qui sont : X1:ﬁ:3 et x, = Sl
X X

Donc x3—13x+12:0@x:00ux:3oux:—4.
s={1;3;-4}.

K(Remar-que

Pour résoudre une équation, il est intéressant de se ramener a un produit nul en
factorisant. Une propriété, qui est hors programme, assure qu'il est possible de fac-
toriser par x —1 un polyndéme pour lequel 1 est une racine. Comme cette propriété
n'est pas au programme, la forme de la factorisation vous a été donnée.
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Exercice V  Pour factoriser et donner le tableau de signes du polynéme x* —8x% +12, on fait
le méme changement de variable X = X2 que dans I'exercice Il car, ici aussi, la
variable x n'apparait qu‘a la puissance deux ou quatre.

On considére donc maintenant le trindbme du second degré X2 —8X+12, 0n
calcule son discriminant: A=8%—4x1x12=16=4% Il y a donc deux racines
(-8) (-8)-4 _

2x1 2x1

On peut donc factoriser le trindme : X2 _8X+12= (X-6)(X-2).

qui sont X, =

On peut maintenant revenir a la variable x: x*—8xt+12= (x2 - 6)(x2 -2).

Et enfin on obtient : x* —8x% +12 = (x—/6)(x+/6)(x=2)(x +~/2).

Cette factorisation permet de construire le tableau de signes du polynéme

x*—8x?+12
X —oo —\/g —\/E \/E \/E +o0
X—+/6 B B B B 0 +
x++/6 - 0 + + + +
x—+/2 — — — 0 + +
x4+2 - - 0 + + +
YA_8x2 412 + 0 - 0 + 0 - 0 +

On peut contréler ces
signes en observant la
position de la courbe

représentant la fonction
f définie sur R par

f(x)= X —8x2+12.
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2
ExerciceVl O La fonction fest définie sur R—{g} par f(x):%. Comme on a
-2x+

un quotient, on détermine les signes du numérateur et du dénominateur.

Le discriminant du trinome x%+3x—4 est A:32—4x1><(—4)=25:52.

Comme A est strictement positif, le trindbme a deux racines qui sont:

x1:_3+5:1 et xzzﬁ:—4.
2 2

Comme le coefficient adu trindme vaut 1, aest positif et donc le trindme X2 +3x—4
est positif a I'extérieur des racines et négatif a I'intérieur des racines.

Au dénominateur, —2x+5 change de signe pour x=§=2,5. Comme le

coefficient de x est négatif, I'ordre des signes est + 0 —.

On obtient le tableau :

X —oo —4 1 2,5 +o0
X2 +3x—4 + 0 - 0 + +
—2x+5 + + + 0 -
£(x) + 0 - 0 + -
@ On peut alors lire I'ensemble des solutions de I'inéquation mz

T -2x+5
sur la derniére ligne du tableau : S= J—eo;=4]U[1; 2,5

Exercice VI  Un peu de logique...

@ Si a et ¢ sont de signes contraires, alors le produit ac est strictement négatif,
—Adac est strictement positif ainsi que le discriminant b% - dac.

Donc le trindme possede deux racines distinctes.

On a donc prouvé que la proposition (P,) est vraie.

© Soit (P,) la réciproque de la proposition (P,).

La proposition (P,)est donc: «si le trinbme possede deux racines distinctes,
alors a et ¢ sont de signes contraires ».

Cette proposition est fausse, il suffit de donner un contre-exemple que I'on peut
chercher dans les équations déja résolues, en voici un autre assez simple : le
trindme (x —1)(x —2) posséde les deux racines distinctes 1 et 2, et sa forme
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Exercice VIII

développée est x? —3x+2 dans laquelle les coefficients a et ¢ sont strictement
positifs tous les deux.

© Soit (P3) la contraposée de la proposition (P,).

La proposition (P;) est donc: «si le trinbme ne posséde pas deux racines
distinctes, alors a et ¢ sont de méme signe ».

La proposition (P;) est la contraposée de la proposition (P;) qui est vraie donc la
proposition (P3) est vraie aussi car une proposition et sa contraposée sont vraies
ou fausses en méme temps (voir les rappels de logique dans la séquence 1).

O Soit (P;) la contraposée de la proposition (P, ).

La proposition (P,) est: «si a et ¢ sont de méme signe, alors le trinbme ne
possede pas deux racines distinctes ».

La proposition (Pz) est fausse, donc sa contraposée (P4) est fausse aussi.

(Si on souhaite un contre-exemple, il suffit de reprendre celui de la réponse a la
question @.)

On appelle y la longueur du coté paralléle
au mur et x celle de chacun des deux autres
cOtés.

L'aire du rectangle vaut xy. y
Mais on ne posséde que 50 m de grillage donc y+2x =50, soit y =50—2x.

Doncl'airedurectangleest A(x) avec A(x)= x(50—2x), soit A(x)= ~2x% +50x.

La fonction A, définie par cette expression sur l'intervalle [0 ; 50], est une fonction
du second degré qui admet un maximum car g, le coefficient de X2, est négatif
car il vaut 2.

Ce maximum de I'aire est atteint pour x = —£: __ =12,5.

2a 2x(=2)
Pour calculer I'aire maximale on utilise I'expression de A(x) ou le produit xy

sachant que y=50-2x12,5=25.

l'aire maximale que |'on peut enclore est donc de 312,5 m?.
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Exercice IX  Soit vla vitesse du vent.

v :vitesse du vent
E——

260 + v : vitesse de [’avion a l'aller

»
I

<
%

260 - v: vitesse de ’avion au retour

La vitesse pendant le trajet aller est donc 260+ v et celle du retour est 260—v.

840 ot 840
260+v ~ 260-v

Les durées des trajets aller et retour sont respectivement :

Comme le retour dure une demi-heure de plus que l'aller, on a I'égalité :
840 840
= +0,5.
260—v 260+v

Pour résoudre une telle équation, la méthode est de se ramener a une égalité a
zéro, et, plus précisément, a un quotient nul en réduisant les fractions au méme
dénominateur (un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul).

Ainsi :
840 _ 840 1056 840 840 _0,5=0
260—v 260+v 260—v 260+v
o 840(260 + v)—840(260—v)—0,5(260—v)(260 +v) 0
(260—v)(260+Vv) -

& 0,5v% +1680v — 33800 =0.

On obtient une équation du second degré ou le discriminant est :

A =1680% — 4 x0,5x (~33800) = 2890000 = 1700°.

Il'yadoncdeuxracines : vy = 16801700 =20 etv,= —1680-1700 =-3380.

2x0,5 2x0,5

Seule la réponse positive est acceptable : la vitesse du vent est donc 20 kmh™",
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|||I.orrigé de la séquence 3

Partie 2: Probabilités(1)

Chapitre 2: Variable aléatoire, loi de probabilité

Corrigés des activités du chapitre 2

m Activité 1 @ Un arbre nous permet de déterminer tous les couples qui peuvent étre obtenus.

0 1 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
0;10;20;3)0534 1;1D1;20;3)@;4 2;D2;2(2:3)(2;54)
o 0 0 0 1 2 3 4 2 4 6 8

Il'y a douze éventualités que I'on peut écrire sous forme de couples, le premier
numéro d'un couple correspondant a la boule rouge qui est tirée en premier, ainsi
E={(0;1),(0;2)...,(2;4)}

Dans cette question on associe a chacun de ces couples le produit des deux nombres.

Sous chaque couple possible, on a indiqué la valeur du produit. Les valeurs
possibles pour ces produits sont 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8.

Comme on utilise la loi équirépartie sur I'ensemble E des couples, on peut en
déduire la probabilité que le produit soit nul en comptant combien de couples ont
pour produit 0 ; et on fait de méme pour les autres valeurs possibles du produit.

Valeur

du produit 0 1 2 3 4 6 8

probabilité 1 1 1 1 1 1 1
3 12 6 12 6 12 12

@ Les tirages sont maintenant utilisés pour un jeu : pour une mise de 1 €, on
gagne 4 € si le produit est impair, sinon on ne gagne rien.

Les gains possibles en tenant compte de |I'argent dépensé pour la mise sont donc
3€et-1€.
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gains

m Activité 2

Pour déterminer la probabilité d'obtenir chacun de ces gains, on compléte |'arbre
en indiquant sous chaque produit le gain correspondant.

0 1 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
0;1)0;205;3)0;4 1;1D0;20;3)1;4 @2;1D2;22;3)2;54)
0 0 0 0 1 2 3 4 2 4 6 8
-1 -1 -1 -1 3 -1 3 -1 -1 -1 -1 -1

Comme dans la premiére question on détermine les probabilités.

On obtient :
(« ga ner3€»)—£—1 et p(« erdre1€»)—m—§
piegad 1276 PP 12 6

On lance deux piéces de 1 € bien équilibrées, et on compte le nombre de fois ou
on a obtenu Pile. Il y a donc trois résultats possibles : 0, 1, 2.

On a simulé 40 lancers sur le tableur Open Office.

@ Voici la série statistique de la simulation.

Nombre de fois ou on obtient Pile 0 1 2
Effectif 8 23 9
Fréquence 0,2 0,575 | 0,225

Les fréquences montrent que le modéle de I'équiprobabilité n'est pas adapté.

© Dans cet arbre, les deux branches de gauche représentent les résultats

possibles de la piece verte et les quatre Nombre de fois

branches qui en sont issues représentent ol on
les résultats possibles de la piéce rouge. obtient Pile
Il'y a finalement 4 résultats possibles p 2
pour les deux piéces lancées ensemble. P <
En utilisant la loi équirépartie pour ces 4 F 1
résultats, on trouve : P 1

1 F <
p («0 fois Pile ») = 7 p (« 1 fois Pile ») F 0

1
. et p (« 2 fois Pile »)2%

ce qui est cohérent avec la simulation.
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© On lance trois piéces et on compte le nombre de fois ol on a obtenu Pile.
Il'y a quatre résultats possibles : 0, 1, 2 et 3.

Une simulation pour trois piéces montre encore que ces quatre résultats ne sont
pas obtenus de facon équiprobable.

Nombre de fois

ol on
obtient Pile
Un arbre, analogue au précédent, permet de
P 3 faire une modélisation adaptée.
P <
F 2 3
P p 5 p («0 fois Pile»):%, p («1 fois Pi|e»)=§.
F < ,
F 1 (« 2 fois Pile ») :% et p («3 fois Pile») = 3
P 2
P
—
F
P 1
F
< F oo
Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2
Exercice 1  On tire au hasard un petit cube, on utilise donc la loi équirépartie.
Il'y a 27 petits cubes, donc la probabilité d'étre tiré pour chacun des petits cubes
——— est égale a =21—7.
Sl L L

| 1 seul cube n'a aucune de ses faces peintes : le cube du centre.

6 cubes ont exactement une face peinte : ceux dont une face est le
centre d'une face du gros cube. C'est pourquoi, il y en a autant que de
faces dans un cube.

N\
—

N\

12 cubes ont exactement deux faces peintes : ceux dont une aréte se
trouve au milieu d'une aréte du gros cube.

C'est pourquoi, il y en a autant que d'arétes dans un cube.

8 cubes ont exactement trois faces peintes : ceux dont un sommet est un
sommet du gros cube. C'est pourquoi, il y en a autant que de sommets dans un
cube.

@ La variable Xest égale au nombre de faces peintes sur le petit cube tiré.
On obtient donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X:
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1 6 | 12 8
pU=X) 27 | 27 | 27 | 27

e 1 6 12 8 27
Vérification: —+—+—+—=—=1.
27 12 27 27 27
@ L'événement « le petit cube tiré a au moins une face peinte en rouge » est
|'événement (X >1).
Cet événement est |'union de trois événements incompatibles deux a deux :
(X2 =(X=Nu(X=2)u(X=3).

On rappelle que la propriété générale est: p(AUB) = p(A)+ p(B)— p(ANB). Mais,
dans le cas particulier de deux événements A et B incompatibles, c'est-a-dire tels
que ANB=(, on a simplement: p(AUB)= p(A)+p(B). C'est pourquoi il sera
souvent utile de préciser que des événements sont incompatibles. La probabilité

cherchée ici est donc égale a la somme des trois probabilités :
6,12 8 _26

X>1)=p(X=0+p(X=2)+p(X=3), soit pPX>1)=—+—+—=",
p( )=p( )+ p( )+ p( ), soit p( )27 TAETRET

K(Flemarque

On peut trouver cette probabilité avec un autre raisonnement : I'événement « le

petit cube tiré a au moins une face peinte en rouge » est I'événement contraire

de I'événement « le petit cube tiré n'a aucune face peinte en rouge»qui a pour

1
probabilité p(X =0)= > donc la probabilité cherchée est égale a 1—- % = %

27

© L'événement « le petit cube tiré a au plus deux faces rouges » est |'événement
(X<2), eton a (X<2)=(X=0)u(X=1Nu(X=2): cest I'union de trois
événements incompatibles deux a deux, il suffit donc de faire la somme
de leurs probabilités. D'ou p(X <2)=p(X=0)+p(X=1)+p(X=2) soit
p(XSZ):%+%+%:%.

La encore, on peut utiliser une autre méthode en utilisant I'événement contraire,
car I'événement « le petit cube tiré a au plus deux faces rouges » est le contraire

de I'événement « le petit cube a trois faces rouges » dont la probabilité est égale

a ﬁ la probabilité cherchée ici est donc égale a 1—ﬁ = B
27 27 27
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Exercice 2

On donne une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée dans le
tableau :

p(X=x)) 0,1 0,2 0,1 0,3 0,05 a

!

@ On sait que la somme de toutes les probabilités p(X = x;) doit &tre égale a 1.
On cherche donc a tel que 0,1+0,2+0,1+0,3+0,05+a=1, la seule solution
de cette équation est a=0,25.

® On a (X<0)=(X=-3)u(X=-1), il s'agit de |'union de deux événements
incompatibles donc

p(X <0)=p(X =-3)+p(X=-1), soit p(X<0)=0,1+0,2=0,3.
p(X =-3)=0,1 c'est une valeur donnée dans le tableau.
(X #-3 est I'événement contraire de (X =-3),donc p(X #-3)=1-0,1=0,9.

(X <5) est I'événement contraire de (X =7) dont la probabilité est a qui vaut
0,25.

Donc p(X <5)=1-0,25=0,75.
« Xest un nombre pair » est I'événement (X =0)u(X =2).

Il s"agit encore de |'union de deux événements incompatibles, donc
p(« Xest un nombre pair »)=p(X =0)+p(X =2)=0,1+0,3=0,4.

« Xest un nombre impair » est, bien s(r, |'événement contraire du précédent : sa
probabilité est donc égale a 1- 0,4 = 0,6.

K(Flemar-que

On observera |'utilisation de deux méthodes

on a décomposé I'événement dont on cherche la probabilité en la réunion d'évé-
nements incompatibles, il suffit alors de faire la somme de leurs probabilités si elles
sont connues ;

ou on a utilisé la probabilitté de I'événement contraire et la propriété

p(A)=1-p(A).
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Exercice 3 @ Le joueur tire une boule, puis une seconde sans remettre la premiére boule
tirée. L'arbre des possibles est donc :

T

B V1 V2 R1 R2
Vi V2 Rl R2 B V2 Rl R2 B Vi R1 R2 B Vi V2 R2 B Vi V2 R1
5 5 5 5 5 -5 -5 -5 5 -5 -5 -5 5 -5 -5 -5 5 -5 -5 -5

© Sous chaque possibilité, on a indiqué la valeur prise par la variable aléatoire
X.Si la boule blanche a été tirée le joueur gagne 10 € moins les 5 € qu'il a versé
pour participer au jeu, son gain algébrique est donc égal a +5 €.

Si la boule blanche n'a pas été tirée, le joueur perd les 5 € qu'il a versé, son gain
algébrique est égal a -5 €.
Les valeurs prises par X'sont donc 5 et -5.

© Larbre nous montre qu'il y a 4 X 5=20 issues, or les boules sont iqdiscernables
au toucher, donc chaque événement élémentaire a pour probabilité 20’ soit 0,05.

L'événement (X'=5) est formé par 8 possibilités, donc p(X =5)=8x0,05=0,4.

Et I'événement (X =-5), qui est I'événement contraire, a pour probabilité
p(X=-5)=1-0,4=0,6.

X 5 | -5

Exercice 4 Dans cet exercice, on utilisera successivement des propriétés des probabilités, de
la proportionnalité et des aires.

© Notons A I'événement « la zone a est
atteinte », B I'événement « la zone b est
atteinte », etc.

Et si on note E I'événement « la cible est
atteinte », on obtient: E= AuUBUCUD.
Ces événements étant incompatibles deux a

deux, on a: p(E) = p(A)+ p(B)+ p(C) + p(D),
sot 2= p(A)+p(B)+p(0)+ p(D)
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La probabilité d'atteindre chacune des zones a, b, ¢, d, étant proportionnelle a
son aire, il existe un nombre k tel que

p(A) =k xaire(@), p(B)=k xaire(b), p(C)=k xaire(c), et p(D)=k xaire(d) (k
est le coefficient de proportionnalité).

Donc % =k x aire(a) + k x aire(b) + k x aire(c) + k x aire(d),

soit % = k(aire(a) + aire(b) + aire(c) + aire(d)).

La somme des aires des zones a, b, c et d, est égale a I'aire de la cible. La cible est
un disque de rayon 40 cm dont I'aire, en cmz, vaut 1t402, soit 16007.

2 1
3x1600m 24007

D'ou §=16007t donc k=

Pour déterminer les probabilités, il suffit maintenant de déterminer les aires.

La zone a est un disque de rayon 10 ¢cm, donc, en cmz, aire(a) = 100 et
. 1007 1
A = k = = —.
plAI=kaire(a) 2400 24

La zone b est une couronne, définie par les cercles de rayon 10 cm et 20 cm, on

obtient son aire par différence ; en cm?, on a: aire(b) = 400w — 1007 = 3007

. 300r 3
D'ol p(B) = k x aire(b) = =
PE) b 2400t 24
De méme, on trouve p(C)= 200z :i et p(D)= 700m :l.
2400t 24 2400t 24

« Rater la cible » est |'événement contraire de « atteindre la cible », la probabilité
: . a0 20

de rater la cible est donc égale a 1—§ =3

© On peut déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui prend

les valeurs 4, 3, 2, 1, quand on atteint les zones a, b, ¢, d, et la valeur 0 si on rate
la cible.

zone a b C d | horsdelacible
X; 4 3| 2 1 0
1 3 5 7 1
(X=x;) — | =2 2 L !
P ! 24 | 24| 24| 24 3

Y g 1 5 7 1 24
Vérification : —+—+—+—+—-—=—=1.
24 24 24 24 3 24
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Exercice 5

Exercice 6

On lance deux dés tétraédriques, chacun des deux dés indique une des quatre
valeurs 1, 2, 3, 4. Pour modéliser cette expérience, on différencie les deux dés, on
suppose, par exemple, que I'un est rouge et I'autre bleu.

Chaque résultat d'un lancer est donc un
couple de nombre. Par exemple, le couple

(1;2) signifie que le dé rouge a indiqué le 1 et
le dé bleu a indiqué le 2.

Dans le tableau ci-contre, chaque résultat

possible pour un lancer correspond a une
case, il y a donc 4X4=16 résultats possibles

s 1] 2]3]4
1{of1]2]3
2|10 1]2
312|101
413121110

équiprobables, en supposant les dés bien
équilibrés.

On a indiqué dans chaque case la valeur de la variable aléatoire X. Les valeurs

prises par X sont donc 0, 1, 2, 3. On détermine les probabilités en comptant les

X e 1
cases, chacune correspondant a la probabilité e

P(X=X,-)

=0,25

—=0,375 =0,25 | —=0,125
16

Vérification : la somme est bien égale a 1.

© Une urne contient trois boules numérotées 1, 2, 3.

On tire au hasard une boule B, on la remet dans |'urne,

B B 11213 puis on tire une seconde boule B'.
Pour étudier cette expérience aléatoire, on a fait ci-
1121314 contre un tableau. On peut aussi faire un arbre de
> 51415 toutes les possibilités.
Comme dans I'exercice précédent, les résultats sont
3141|516 des couples de nombres, et, en supposant les boules
indiscernables au toucher, les résultats des doubles
tirages sont équiprobables. llyena 3x3=9.
On obtient :
Vérification :
X; 2 | 3| 4|5 |6
1,2,3.2.1.9_,
1203219997999 "
pPX=x) 9 | 9| 9 9
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Exercice 7

@ Dans cette question, I'expérience est différente puisqu’on ne remet pas la

boule tirée en premier.

On est encore dans une situation d'équiprobabilité, mais pour considérer tous les cas
possibles, seul un arbre peut nous aider, il n'est pas possible de faire un tableau.

valeurde Y

=Ssomme
1;2 3
(1;3) 4
2;1) 3
2;3) 5
B;1 4
(332 5

Il'y a six résultats possibles, ils sont équiprobables.

On considere la variable aléatoire Y qui est égale a
la somme des numéros obtenus. Pour chaque double
tirage, pour chaque couple, on a indiqué la valeur de Y.

Les valeurs prises par la variable aléatoire Ysontdonc3,
4,5.0n constate que chacune de ces trois valeurs peut-

étre obtenu deux fois, de facon équiprobable. Et donc
2 1
p(Y=3)=p(Y=4)=p(Y=5)=g:§.

On lance un dé cubique deux fois de suite pour fabriquer un nombre X de deux
chiffres : le chiffre des dizaines est le résultat du premier lancer L1, le chiffre des
unités est le résultat du second lancer L2. On définit ainsi une variable aléatoire X.

@ Nous avons choisi de faire un tableau car un tableau prend moins de place

qu'un arbre.

On observe que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont toutes

différentes. Il y en a 36.

On suppose le dé bien équilibré.

Soit x; une des 36 valeurs prises par la variable aléatoire X, quelle que soit x;

ona: p(X=x;)==
L2
1 2 3 4 5 6
L1

1 " 12 13 14 15 16
2 21 22 23 24 25 26
3 31 32 33 34 35 36
4 41 42 43 44 45 46
5 51 52 53 54 55 56
6 61 62 63 64 65 66

On détermine Ypour chaque valeur de X.

Il faut faire attention a bien considérer tous les cas ou Y prend la valeur 10 : en
effet, le mot « ou » est utilisé ici avec son sens mathématique, c'est-a-dire que ce



n'est pas un « ou » exclusif : les valeurs 55 et 66 vérifient les deux conditions a
la fois, dans ces deux cas Yprend la valeur 10.

Ainsi la variable aléatoire Y prend les trois valeurs —1, 5 et 10.

Comme chaque case correspond a une probabilité égale a X il suffit de
compter les cases et on trouve la loi de Y:

y; -1 5 10
18 1 2_1 | 16_4
pY=y)| 3675 36 18 36 9

On contrdle que la somme vaut 1 ce qui se voitimmédiatement sous la premiére forme.

Chapitre 3: Espérance, écart-type d’une variable
aléatoire

Corrigés des activités du chapitre 3

m Activité 1 @ En utilisant le fait que le gain pour une partie est égal au carré du nombre
de fois ol on a obtenu Pile, on peut faire quelques parties et observer les gains
obtenus en tapant (EntAlea(0,1)+ EntAlea 0,072 (T) ou (RanInt#(0,1) +
RaniInt# (0,1)2 (Casio). Cela permet de voir que le gain se situe treés souvent
entre 1 et 2 et méme entre 1,2 et 1,8 ce qui permet de choisir la fenétre du
graphique dans le programme.

Dans les programmes ci-dessous, la mémoire P contient le gain percu au fur et a
mesure des lancers.

En divisant par le nombre de lancers (K ou I) on obtient le gain moyen G.
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Pour une calculatrice Texas

Pour une calculatrice Casio :

: EffDessin “N="7 — N

:Input “N=" N ViewWindow 0O,N,100,1.2,1.8,0.1

:0 — Xmin : N — Xmax GraphY=1.5

: 100 — Xgrad 0—P

:1.2— Ymin : 1.8 — Ymax For1—1ToN

1= Yorad (RanInt#(0,1) + RanInt#(0,1)) 2 — P
: DessFonct 1.5

. P/l— G

=P Plot !, G

: For (K,1,N) Next

: (EntAlea(0,1)+EntAlea (0,1)> — P | "Gainmoyen="G.4

:PIK— G Quand le graphique est terminé, on
- Pt-Aff(K,G) appuie encore deux fois sur EXE pour
- End obtenir I'affichage de G=...

- Pause Remarque : on connait déja G car G est

: Disp “Gain moyen=", G=

la derniére ordonnée qui est affichée
en bas du graphique.

© Quand on observe les résultats donnés par la calculatrice pour différentes
valeurs de N, on constate que le gain moyen est tres proche de 1,5 €, et méme

qu'il semble de
plus grand.

plus en plus proche de cette valeur quand N devient de plus en

Puisque le gain moyen semble se rapprocher de 1,5 €, on peut proposer la
somme de 1,5 € comme prix a payer pour jouer a ce jeu, ainsi le gain algébrique
total du joueur sera nul, le jeu sera équitable.

m Activité 2

1,5

3 séries de 20 simulations
de N expériences

N=10

N =200
N=1000
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@ On a répété 20 fois la simulation des 10 expériences et la série
n°1 des 20 gains moyens a pour caractéristiques :

Min=0,5 Q;=1,3 méd=1,6 Q3 =18 max=2,1.

On simule de méme 20 séries de 200 lancers et la série n°2 des
gains moyens a pour caractéristiques :

Min =1,21 Q;=1,4 méd = 1,505 Q3 =1,55 max=1,65.

Et enfin, on simule 20 séries de 1000 lancers et la série n°3 des
gains moyens a pour caractéristiques :

Min=1,414 Q,=1,451 méd=1,487 Q3=1,523 max=1,576.

Les diagrammes en boite montrent de facon assez spectaculaire
ce qui se passe quand N devient grand. On observe bien que les

20 simulations avec N=1000 donnent des gains moyens trés
proches de 1,5, et mieux qu'avec N=200 et, bien sir, beaucoup
mieux qu'avec N=10.



m Activité 3

Série n°1

Série n°2

Série n°3

© On a déja observé plusieurs fois que les fréquences obtenues sur des séries
de taille N se rapprochent de nombres fixes, quand N devient grand. C'est la loi
des grands nombres.

Soit Xy, X,... X, les gains possibles d’un jeu lié a une expérience aléatoire.

Quand on réalise une simulation de N parties, le gain x; est obtenu n, fois, ...
le gain x, est obtenu n, fois.
) _ MXgEmyXy +.+n X,
le gain moyen est alors Xx=
MmX;  Nyx
11 + 272
N N
Comme les fréquences se rapprochent de nombres fixes, il en est de méme du
gain moyen X.

ou encore

—_ n.x 1] x . -y —
X= +ot ’N’ c'est-a-dire aussi X =hX;+hHx) +..+1fx,.

© Comme dans I'activité 1, on choisira bien sir m=1,5 comme prix de la
participation pour que ce jeu devienne équitable.

@ En observant les valeurs numériques de ces séries statistiques, on a l'impression
que les gains moyens se rapprochent de -0,5.

® Pour faire les diagrammes
en boite, on a déterminé les

L. . . Sri 20 répétiti
caractéristiques de chaque série : 3 séries de 20 répétitions

de N expériences

1 —

Min =-1,4 Q,=-14

méd =-0,8 Q3 =-0,2 0,5 N =10

max = 0,4.

Min =-0,74 Q;=-0,62 0 N = 200

méd =-0,5 Q; =-0,41 N = 1000
max =—0,23 0.5 %
=-0,23.

Min=-0,626 Q;=-0,584 méd -1

=-0,503 Q3=-0,458  max
=-0,380

Les diagrammes en boite permettent encore mieux de visualiser que les gains
moyens semblent se rapprocher de -0,5.

© Lexplication est la méme que dans I'activité 2.
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Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

Remarque générale

)

1=r

. TSR 2 2

Dans tous les calculs devariance, ona utilisé I'égalité : V(X) ={ > X,P,-J—(E(X))
i=1

Exercice 8 Dans I'exercice 1:

X; 0 1 2 3
ey | L8[ 2]
PA=XD N 57 | 27 | 271 | 27
E(X):Oxi+1x£+2x2+3xizﬁzz
27 12 27 27 27
V(X):Oz><i+12><£+22><E+32><£—22:E:E
27 12 27 27 27 3
et donc o(X)= \/% =0,816.
Dans I'exercice 2 :
X -3 —1 0 2 5 7

i

p(X =x;) 0140210103 ]005]|025

E(X)=-3%x0,1+(-1)x0,2+0x0,1+2x0,3+5x0,05+7x0,25=2,1

V(X) = (3)% % 0,1+ (=12 x 0,2+ 0% x0,1422 % 0,3+ 5% % 0,05+ 7% x 0,25 2,12
—11,39

et o(X)=+/11,39=3,4.

Dans I'exercice 3 :

% 5 _5 E(X)=5x%0,4+(-5)x0,6 =-1.

p(X=x))| 04 | 06 V(X)=52%0,4+ (=5 x0,6—(-1)? =24

d'ot o(X)= \/ﬂ =49,
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Dans |'exercice 4 :

X; 4 3 2 1 0
px=x)| L | 3| 5 | 1|1
24 24 24 24 3
E(X)=4xi+3xi+2xi+1xl+0xl=£=1,25.
24 24 24 24 3 24
2
V) =42 x4 3 2 42w 2y Rx Lot xd 52 =10 [0} 6
24 24 24 24 3 24\ 24 48

/65
Et o(X)=,/-—=1,16.
(X} 48

Dans I'exercice 5 :

X 0 1 2 3

1

p(X=x;) | 025 | 0375 | 025 | 0,125

E(X)=0%0,25+1x0,375+2x0,25+3%0,125=1,25

V(X)=02x0,25+1 x0,375+2% x 0,25+ 32 x0,125-1,252 = 0,9375

D'ol o(X)=+/0,9375 = 0,968.

Dans l'exercice 6 :

(1]
X; 2 314|516
ax=xy| 121321
9191999
E(X):2x1+3xz+4x§+5xg+6xl=§=4
9 9 9 9 9 9

VX) =2 x4 P2 x 2 a2 3452 2 g2 x g2 =
9 9 9 9 9

et G(X)=\/§z1,15.

4
3
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@ Les valeurs prises par la variable aléatoire Y'sont 3, 4, 5 et

2 1
P(Y—3)—P(Y—4)—P(Y—5)—E—§-

Donc : E(X):3><l+4><l+5><1=4,
3 3 3

V(y) =3 STV IS G(Y)=\/§z01816-
3 3 3 3 3

Dans |'exercice 7 :

@ Dans la colonne A on a mis les valeurs de X, dans la colonne B les carrés de

ces valeurs.
08 v fop = = |=D6-D4*D4
e TR R e P R
1 11 11
2 12 144
3 13 169 Espérance=
4 14 196 385
5 15 225 Moyenne des|carres=
& 16 266 1776 83
7 21 441 [Mariance = moyenne des carrés moins carre de l'espérance=
8 22 484 294 55|
9 23 529 Ecarttype = racine carrée de la variance=
10 24 576 17 16
2]
Yi -1 | 5 | 10
1 1 4
plY=y)| - — —
2 18 9

E(Y)=—1x -+ 45— +10x 2= 70 _38
2" 18 9 18 9

2
V(Y)=(—1)2><1+52><l+102><ﬂ_ 381 _ 2309
2 18 9 81

9
D'ou o(Y) =, /% =5,34.
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Exercice 9  Dans une urne sont placés 9 jetons marqués a, e, i, o, u, d, m, | et s.

© On remet la premiére lettre tirée avant de tirer la seconde, un arbre des
possibles aurait donc 9 X 9=81 branches. On utilise la loi équirépartie et donc

pour chaque « mot » la probabilité d'étre tiré est égale a T

Soit Xla variable aléatoire égale au gain du joueur. L'événement (X=4) est formé
par les mots qui ont un sens, on les trouve en les cherchant systématiquement
dans les 81 cas possibles : heureusement, cette recherche est simplifiée car
ces mots ne peuvent pas étre formés par deux consonnes, ni par deux lettres
identiques, ce qui élimine beaucoup de cas.

Et on trouve (X=4) = {ai, au, as, eu, il, os, ou, us, de, do, du, ma, me, mi, mu, la, le,

li, lu, sa, se, si, su} ; il y a 23 mots et donc p(X = 4):?.

[l'y a neuf lettres distinctes dans I'urne, donc il y a neuf « mots » formés de deux
— : : . 9
lettres identiques lors de ces deux tirages successifs avec remise et p(X =2)=—.

81
On calcule facilement la probabilité du troisiéme événement (X =-1) en utilisant
la somme p(X =4)+p(X =2)+p(X =1)=1 ce qui donne p(X=-1)= g
i T 23 . 9 49 61
pIX=x.) E 2 @ E(X)=4xa+2xa+(—1)x§=az0,753
81 81 81

L'espérance du gain du joueur est positive, donc le jeu n'est pas équitable, il est
favorable au joueur.

© On obtient un autre jeu si on ne remet pas le jeton apres le premier tirage. Soit
Yla variable aléatoire égale au gain du joueur dans ce nouveau jeu.

Un arbre des possibles aurait 9x8=72 branches. Pour chaque « mot» la

1
probabilité d'étre tiré est donc égale a 7 On gagne 4 € si le « mot » obtenu

a un sens en frangcais, donc p(Y = 4)=% car il y a les mémes 23 mots qu'a la
question précédente.

L'événement (Y=—k) est I'événement contraire de |'événement (Y = 4) donc :

23 49
A ) 4 ) 72 72
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Yi 4 —k

23 | A B(Y)=ax 25—k x 29 - 92-4%K

Y=yl = | 5 7T n

Le jeu est équitable lorsque I'espérance du gain du joueur est nulle, c’est-a-dire
ici lorsque 92—49k = 0.

On trouve donc k = % soit environ 1,88 €.

Exercice 10 Dans cet exercice, on utilise les égalités: E(aX+b)=aE(X)+b et
V(aX +b)= aZV(X), ou X est une variable aléatoire et @ et b sont des nombres
réels.

@ On considére une variable aléatoire Xtelle que E(X) =6 et o(X)=2,5

On cherche deux nombres réels a et b, avec a positif, tels que la variable aléatoire

Y définie par Y =aX +b ait pour espérance 0 et pour écart-type 1. On doit donc
résoudre un systeme, et on a les équivalences :

E(Y)=0 E(aX +b)=0 aE(X)+b=0 6a+b=0
= = = .
o(¥)=1""|o(aX+b)=1""||alo(X)=1 2,5/a|=1

On cherche un nombre réel a positif, donc la deuxiéme équation donne la seule
. 1T . L
solution a= I soit a=0,4 et la deuxieme équation donne b=-2,4.

1

@ On étudie maintenant le cas général, en posant m=E(X) et o =o(X).

On obtient alors :

{E(Y)=O {E(aX+b)=0 {aE(X)+b=0 {am+b=o

& & &
o(Y)=1 o(aX+b)=1 |a|G(X):1 |a|<5:1

Comme on cherche un nombre réel a positif, on trouve une seule solution :

a=—.
o

G . m . m
Pour cette valeur de a, la premiére équation équivauta —+b=0 soit b=——
c c

Donc il y a une seule possibilité pour la variable aléatoire Y que I'on cherche :
X-m

1 m o .
Y=—X-— cequis'écritaussi Y =
o o c

On dit alors que la nouvelle variable Yest centrée et réduite, ceci est trés souvent
utilisé dans le cours de probabilité des années suivantes.
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Exercice 11

Exercice 12

O La somme de toutes les probabilités p(X=x;) est égale a 1, donc
0,1+0,2+0,3+0,3+ p(X =10)=1 donc p(X=10)=0,1.

© On cherche le nombre réel x positif tel que la variance de la variable aléatoire
Xsoit égale a 8,05.

On calcule d'abord I'espérance E(X), on obtient :

E(X)=1%x0,1+2x%x0,2+3%0,3+0,3x+10x0,1=0,3x+2,4.

D'ou :

V(X) =12 x0,1+2% x0,2+32 x0,3+0,3x% +10% x0,1-(0,3x +2,4)2
=13,6+0,3x% —(0,09x2 +1,44x +5,76).

Soit V(X)= 0,21)(2 —-1,44x+17,84 or on cherche x tel que V(X)=28,05.

On obtient donc I'équation du second degré : 0,21x% —1,44x +7,84=8,05 soit

0,21x% —1,44x-0,21=0.

Une équation équivalente est 21x* —144x-21=0 et méme 7x% —48x—7=0.

Le discriminant est A = (—48)2 —-4x7x(=7)=2500= 502, 1| y a deux racines qui

sont 7 et —1.
7

On cherche x positif, donc seule la valeur x =7 convient.

© On avu que E(X)=0,3x+2,4 donc en remplacant x par sa valeur, on trouve

E(X)=4,5.
D

On considére un tétraedre régulier ABCD.
Un scarabée se déplace sur les arétes de
ce tétraedre, et uniquement sur les arétes. C

@ A l'aide d'un arbre, on peut écrire tous
les trajets possibles.

A chaque sommet, le scarabée choisit au
hasard I'une des trois arétes, tous les trajets sont donc équiprobables.
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Trajet nb de points
ABAB 2

ABAC
ABAD
ABCA
ABCB
ABCD
ABDA
ABDB
ABDC
ACAB
ACAC
ACAD
ACBA
ACBC
ACBD
ACDA
ACDB
ACDC
ADAB
ADAC
ADAD
ADBA
ADBC
ADBD
ADCA
ADCB
ADCD

>
a)
o
O @ > ON >» ON ® N ® > N P»ON AN ®P>IO >N

wihlwlwiplWINW|IWW|IdhRlWhDRlWWlWINWIAMRlW|WIdRl Wl W|lW|Ww

® a) La derniere colonne du tableau précédent permet de déterminer la loi de
probabilité de X.

X; 2 3 4
1 6 2
X=x) | 5 | 5 | 3
1 6 2 28
b) E(X)= X =—X2+—X3+—-x4=—=3,11.
) E(X) ;p,, g X2t gx3+g ;

2
V(X)=E(x2)—(E(X))2=1x4+§x9+3x16— B8)_26_q3
9 977 "9 9 81
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Exercice 13

@ En utilisant un tableur on a simulé 200 fois ce jeu : dans la cellule AT on a
simulé le nombre de fois ol on obtient Pile en langant 5 fois de suite une piece
comme on le voit dans la copie d'écran ci-dessous.

On a recopié cette formule jusqu’a A200.

at v| fy T = [ ALEAENTRE FORMES(0; 1 1+ALEA, ENTAF  BORNES(0; 1 )+ALEA FNTRE RORNES(0; 1 )+ALEA, FNTRE BORNESID; | )+ALEA F
A B [ | o | F | F | s | H I | ]
1
2 Moyenne=
k| 4 229

La moyenne donne une estimation de |'espérance de la variable aléatoire.

@® On a fait 20 simulations de la méme expérience ( pour obtenir une nouvelle
simulation, il suffit d"utiliser les touches MAJ+CTRL+F9 sur OpenOffice) et on a
trouvé les 20 estimations suivantes :

2,29 | 2,61 | 236 | 249 | 258 | 243 | 247 | 251 | 25 2,43

246 | 2,33 | 2,65 | 247 | 24 2,56 | 2,37 | 2,56 | 2,47 | 2,38

La médiane de cette série statistique est 2,47, les quartiles sont Q;=2,38 et
Q3 =2,51, donc I'écart interquartile vaut 2,51-2,38 = 0,13. La moitié des gains
moyens se trouvent dans I'intervalle [Q1 ; Q3] dont I'amplitude 0,13 est petite,
comme on pourrait le visualiser sur un diagramme en boite.

On peut alors conjecturer que I'espérance de la variable aléatoire X est égale a
2,45 : nous étudierons ce type de questions dans la séquence 6.
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Chapitre 4: Répétitions d’expériences identiques

Corrigés des activités du chapitre 4

m Activitée 1 @ Voici un arbre mettant en évidence tous
les résultats possibles, il y en a 36.

AUV S~ WN -

@ Le dé est bien équilibré, on utilise donc
la loi équirépartie. La probabilité d'obtenir 2

AUV~ WN -

. .
chacun des cas est donc égale a I

©Sur I'arbre, on a indiqué les couleurs a coté
des numéros.

IR On voit ainsi que
5k 'événement RBest formé

5V par trois issues :
RB = {1R6B, 2R6B, 3R6B} et

3

2R donc p(RB)=—.

p(RB) €

AU hH~WN -

AUV A~ WN -

AYAVAV. Y V.

AUVTH~WN -

IR De méme

& RV=

68 {1R4V,1R5V,2R4V,2R5V,3R4V,3R5V} et p(RV) = %
1R On aVR ={4V1R,4V2R,4V3R,5V1R,5V2R,5V3R}

6
4V et p(RV)= —.
v PRVI= 35

Enfin VV = {4V4V,4V5V,5V4V,5V5V} et p(WV)= 3%
1R

AN A A A
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O Si on lance une seule fois ce dé avec les faces peintes, la probabilité p (R) de
I'événement R « obtenir une face rouge » est égale a p(R) =% car le dé est bien
équilibré ; la probabilité p(V) de I'événement V « obtenir une face verte » est
égale a p(V):% et la probabilit¢ p(B) de I'événement B « obtenir la face

bleue » est égale a p(B)= %

On observe que les probabilités déterminées a la question 3 coincident

avec les produits correspondants des probabilités p(R), p(V), p(B) :

p(RB) = p(R) x p(B), p(RV) = p(R) x p(V) = p(VR) et p(W) = p(V)x p(V)

© Si on effectue trois lancers stuccessifs, on peut conjecturer qu'on a encore la
méme propriété.

On peut donc proposer les valeurs :

311 3 1
RBB) = p(R)x p(B)x p(B) = S+ x 1o 3 -1
PIRBB) = PRI p(B)x plB) = e x e X e =216 =7,

et p(Rvs>:p(R)xp(pr(B):%xéxLi:i.

m Activité 2 N1
@ On tire une boule au hasard. Les boules
sont indiscernables au toucher, on utilise

donc la loi équirépartie. Et on a p(N):%
etMD=§. "2

©® Voici l'arbre de tous les résultats N2
possibles, il y ena 5x5=25. 3 3
J4
J5

Tous ces résultats sont équiprobables,
chacun a la probabilité 7% d'étre réalisé.
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Exercice 14

R
R
3/8 5/8 3/8 R X=2

5/8 B
R

R
2
3/8 R X=1
R —]

En utilisant la distinction permises par les numéros, les tirages correspondant a
I'événement NN « obtenir deux boules noires » sont les tirages NTN1, N1N2,

N2N1, N2N2. Ces 4 tirages sont équiprobables, on trouve donc p(NN) = %
De méme, I'événement NJ est formé par les 6 tirages : N1J3, N1J4, N1J5, N2J3,
N2J4, N2J5, et donc p(NJ) = 2—65
. 6 9
Et IN)=— et p(l))=—.
aussi p(JN) 3 © p(J)) >

© Comme dans l'activité précédente, on observe que les probabilités
des événements de I'expérience formée par les tirages répétés
coincident avec les produits des probabilités de I'expérience formée
par un seul tirage :

PINN) = =& = p(N) x p(N), p(NJ) =2 = % xg _ p(N)x p(),

25 25
6 3 2
IN) = —=2xZ=p())x p(N),
p(N) > 5><5 p(J)x p(N)

et p(u):%:pu)x p0).

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 4

OLe tirage se fait « au hasard », on utilise donc la loi équirépartie et on a

12 3
Rl=—=2.
PR) "3

3/8 R x=3 O

a) et b) On obtient |'arbre ci-contre.

L'événement (X=0) n'est réalisé que par

R <:_
R X=1 la suite des trois branches inférieures

5/8

et on applique la propriété du cours qui
3/8 R X=2 pphq prop q

permet de multiplier les probabilités
de chaque branche dans le cas de la
répétition d'expériences identiques et
= indépendantes.

5/8 — R X=0

3
5 .
D'ou : p(X=0)=(§J . Et, comme I'événement (X >0) est le contraire de

3
(X=0) on obtient p(X>O)=1—p(X=0)=1—(§) )
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¢) Comme X est le nombre de réussites, on peut exprimer les événements en
utilisant X:

« réussir une fois » est I'événement (X =1),

« réussir au moins une fois » est I'événement (X >1),
« réussir toutes les fois » est I'événement (X =3),

« échouer une fois » est I'événement (X =2),

« échouer au plus une fois » est I'événement (X >2),

d) On calcule les probabilités des événements précédents.

D'apres I'arbre (X:1):R§§U§R§uﬁf_{R. Ces trois événements sont
incompatibles donc p(X:1):p(R§§)+p(§Rﬁ)+p(§§R). Pour calculer p(RIiIi)

on multiplie les probabilités de chacune des trois branches ; on trouve la méme

2
probabilité pour les deux autres événements, donc p(X =1)=3 x(%)(gj .

L'événement (X >1) est aussi I'événement (X #0) car Xne peut prendre que

3
5
les valeurs 0, 1, 2 et 3. Donc p(X21)=p(X¢O):1—(§J .

3
(X =3)=RRR donc p(X = 3):(3 )
(X =2)=RRRURRRURRR et, comme pour (X=1), on obtient
2
3} (5

X=2)=3%X|=||=|
([
(X22)=(X=2)u(X=3), il s'agit de I'union de deux événements

3)(5 3

2 3
incompatibles, donc p(X >2)=p(X =2)+p(X =3)=3 x{gj (§j+{§J :

© On reprend les questions précédentes dans le cas ou on répéte n fois le tirage
d'une carte de fagon identique (c'est-a-dire avec remise). Les raisonnements sont
analogues, on a donc :

5" 5)"
1) P(X:O)z(g) et p(X21):p(X¢0)=1—p()(:0):1_(§j :

35\
2) p(X_1)_nx£§](§j ;
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Exercice 15

Exercice 16

@ On lance quatre fois de suite un dé cubique.

On suppose le dé bien équilibré, pour un lancement on peut donc utiliser la loi
équirépartie. 1 _ 5

Soit S I'événement «obtenir six », on a donc p(S)=— et p(S)==,S étant
I'événement contraire : « ne pas obtenir six ». 6

On lance quatre fois de suite ce dé, c'est-a-dire qu’on répéte quatre fois cette
expérience de fagon identique et indépendante.

L'événement «obtenir au moins un six » est I'événement contraire de « n'obtenir
aucun Six ».

6

4
— — —\4
Or« n'obteniraucunsix » estl'événement SSSS etona p(SSSS) = (p(S)) = [Ej ,
4
donc la probabilité d'obtenir au moins un six est égale a 1—(% ~0,518 ce qui

est supérieur a 0,5.

© On lance maintenant 24 fois deux dés cubiques.

Si on étudie d'abord le lancement de deux dés, on a déja vu qu'il y a 36
issues possibles ; en utilisant la loi équirépartie, on obtient que la probabilité
de I'événement D «obtenir un double-six » est p(D)=— et la probabilité de
e : : . = 35

I'événement contraire « ne pas obtenir un double-six » est p(D)= 36
On effectue 24 lancers de deux dés cubiques. L'événement «obtenir au moins

un double-six en 24 lancers» est |'événement contraire de DD..D= « n’obtenir
aucun double-six en 24 lancers ».

24
Orona p(DD...D):(%] , donc la probabilité d'obtenir au moins un double-

24
six en 24 lancers est égale a 1—(£j , donc environ 0,491 ce qui est inférieur

a0,5.

Dans un stand de tir, un tireur effectue des tirs successifs pour atteindre un ballon
et le crever. A chacun de ces tirs , il a la probabilité 0,2 de crever le ballon.

K(Remarque

Dans ce corrigé, on utilise une autre notation possible : pour le premier tir, on note
C; I'événement « le ballon est crevé » et By I'événement contraire « le ballon
n'est pas crevé » ; on fait de méme pour le second tir en utilisant les notations
B, et C, ; pour la question 2, on notera de fagon analogue les résultats des tirs
successifs.

Ainsi « crever le ballon au premier tir et crever au second tir » pourra étre noté
GG les indices permettent d'utiliser des intersections d'événements.
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0.2 Gy

0,8 B4

Exercice 17

0,8

@ On fait un arbre pondéré pour ces tirs répétés identiques et indépendants.

0,2 Cy L'événement « le ballon est intact aprés deux tirs « est I'événement
08 B, ByMB, et, en multipliant les probabilités des deux branches, on

0,2 Cy obtient : p(B1 mBz):O,8><0,8:O,64.

B, L'événement «le tireur a crevé au moins un ballon » est
I'événement contraire du précédent donc sa probabilité est égale
a 1-0,64 = 0,36.

@ Le joueur tire n fois. Il s'agit encore de la répétition d'épreuves identiques et
indépendantes. On imagine un arbre pondéré obtenu en continuant I'arbre précédent.

L'événement « le ballon est crevé seulement au n-iéme tir » est I'événement
B1 mBz r\...mBn_1 an.

Par multiplication, on obtient
p(B1 NB,N..NB,_4 an): 0,8%..x0,8%x0,2=(0,8) a n=1y 0,2.

L'événement « le ballon est intact apres le n-ieme tir », que I'on notera E, est
E=B,;M..NB,_;MB, etona p(E)=(0,8)".

L'événement « le tireur a crevé au moins un ballon » est |'événement contraire de
E, sa probabilité p, estdonc p, = p(E)=1-0,8".
L'inéquation p, >0,99 équivauta 1-0,8" >0,99 c'est-a-dire & 0,01>0,8".

On cherche donc la premiére valeur de I'entier n pour laquelle on a 0,01>0,8".
On utilise la calculatrice : on peut faire des multiplications successives par 0,8 ou
faire afficher la table de valeurs aprés avoir rentré 0,8* dans (x) et avoir choisi
de partir de 1 avec un pas égal a 1.

On trouve que la premiere valeur de n qui convient est n=11; en effet
0,8'9~0,107 et 0,8""~0,086.

Pour avoir plus de 99 chances sur 100 de crever au moins un ballon, le joueur doit
donc tirer au moins 11 fois.

Lancer les trois tétraédres est une expérience analogue a la répétition de trois
lancers d'un tétraedre dans des conditions identiques et indépendantes.

Pour chacun de ces trois tétraédres, on notera B I'événement « la face bleue est
cachée », J I'événement « la face jaune est cachée » et R I'événement « une face
rouge est cachée », l'indice 1 correspond au petit tétraedre, I'indice 2 au moyen
et I'indice 3 au grand : comme dans le corrigé précédent, on pourra utiliser des
intersections d'événements.
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@ Voici une partie de I'arbre pondéré.

B>
0,25
0,25
B1 I2
0,5
R2
0,25
B>
0,25
> |1 > |y
0,25 0,25
[ )
0,5
[ )
Rl. [ )

Or p(R1 ) = p(Rz)

@ « Obtenir au moins trois faces rouges visibles sur
I'ensemble des trois tétraédres » est I'événement
certain car il y a en tout 6 faces rouges dont au
maximum 3 sont cachées. Il y en a donc toujours au
moins trois visibles. Donc la probabilité d'obtenir au
moins trois faces rouges visibles sur I'ensemble des
trois tétraedres est égale a 1.

© On cherche la probabilité de ne voir aucune
face peinte en bleu c'est-a-dire la probabilité
que les trois faces bleues soient cachées :

p(B; "B, NB3)=0,25° =0,015625.

O « Les six faces rouges sont visibles » est aussi
I'événement « aucune face rouge n'est cachée »,

c'est donc I'événement R1 Rz NR3.

= p(R3): 0,5 donc, en multipliant, on obtient : p(«Les six faces

rouges sont visibles ») = 0,5° =0,125.

Chapitre 6: Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 6

Exercicel

Iy a 4x8=32 résultats possibles qui sont tous équiprobables, donc chaque

événement élémentaire a pour probabilité o

@ Les gains algébriques d'Alice sont indiqués dans le tableau.

A“CEOb 11 23| 4|5 |6 | 7]|s
1 0 | 3| 3| 3| 3333
2 120 [ 333|333
3 |12 1203|3333
s |l | 3333
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Exercice ll

Soit G la variable aléatoire qui est égale au gain d'Alice. Cette variable aléatoire
prend les valeurs 12, 0 et —3. Pour déterminer la loi de probabilité de G, il suffit
de compter les cases puisque les résultats sont équiprobables.

Dol :
X; =310 |12
21| 4| 6
G=x) | 22| 2| 2
PG=x) | 35| 37| 36

Pour savoir si le jeu est équitable on calcule I'espérance de la variable aléatoire G :

E(G):—3><E+Oxi+12x£:M:i.
32 32 32 16 16
L'espérance de la variable aléatoire G est strictement positive, donc le jeu n'est

pas équitable et favorise Alice.

@ Pour chercher un jeu équitable, on peut faire des essais en diminuant le gain d'Alice.
Si on remplace 12 par 11, I'espérance E(G) devient nulle et le jeu est équitable.

Au lieu de faire des essais, on peut appeler a la somme que Bob donne a Alice
quand le dé d'Alice indique un numéro supérieur a celui de Bob. L'espérance E(G)

dépend alors de a et on cherche a résoudre I'équation E(G)=0.

Or, on a maintenant

E6) = 3x 2 s ox L ax 8 _Bx11+ax3_3(@-11)
32 32 32 16 16

et donc E(G) = 0 équivauta: a=11.

On rappelle que la variance d'une variable aléatoire X est définie par :
i=r
V(X) = 0 =E(X)) py + (g =E(X)) py +..+(x, ~EX)p, = X (x; —E(X) p;.

i=1

i=r
On va démontrer que : V(X)= [2 X2 p,-J—(E(X))Z-
i=1

Ona V(X)=(x —E(X))zp1 +(x, —E(X))zp2 +ot+(x, —E(X))Zp, et on développe
les carrés :

V0= (1 =200 + 6Py + 13 = 21,E0) + ECOP |,
ot X2 =20 B0+ ECOP o,
On regroupe ces termes en trois grandes sommes, ol on peut mettre E(X) en

facteur dans la deuxiéme et (E(X))2 en facteur dans la troisiéme :

V(X)= )(12p1 + x%p2 +.t xfpr = 2(XyPq + XyPy + ...+ X, JE(X)

+(py+ Py + ot P, )EX))?
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Exercice Il

d'ou VIX)= X2p; + X3p, +..+ X2p, — 2E(X) X E(X) + (E(X))?

Et donc V(X)= )(12,01 + x%p2 +..+ xrzpr —(E(X))2

@ Voici une partie de I'arbre pondéré.

A
Les tournois sans 0.5
vainqueurs sont le tournoi A 0,4 B
ou les trois parties sont 0,5
nulles et les tournois ou 0.4 01
chaque équipe a gagné A B N
exactement une fois;
I'arbre nous permet de 0,1 N .
vérifier qu'il y a bien 7 0.5
tournois sans vainqueurs : A *
NNN, ABN,ANB, NAB, BAN, 0.5
BNA, NBA. 04 | g 04 | B
Comme il s'agit de |la
répétition d'expériences 01 .
identiques et indépendantes,
on multiplie les 0.1 .
probabilités  de  I'arbre
pondéré et on obtient N ® .
p(NNN) = 0,13 = 0,001 et
les six autres tournois ont la .

méme probabilité qui vaut 0,5x0,4x0,1=0,02.
Et donc:

p(NNN,ABN,ANB,...,NBA) = 0,001+6x0,02 = 0,121.

@ Si I'équipe A gagne exactement une partie, elle ne peut gagner le tournoi
que dans le cas ou les autres parties sont nulles, c'est-a-dire dans les trois cas
ANN, NAN et NAA. Ces trois cas ont tous la méme probabilité qui est égale a

0,5%0,1% =0,005.

On appelle G, I'événement « |'équipe A gagne exactement une partie et gagne le
tournoi » et on obtient : p(Gy) =3x0,005=0,015.

© Soit G I'événement «I'équipe A gagne le tournoi», G, I'événement
«I'équipe A gagne exactement deux parties » Gz |'événement « I'équipe A
gagne exactement les trois parties ».
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Exercice IV

1/3

<

Comme G=G,UG,UG; et que les événements G, G, etG; sont

incompatibles 2 a 2, on a: p(G) = p(Gy) +p(G,) + p(G3).

On calcule facilement p(G3) = 0,53 =0,125.

Onnote A une partie que |'équipe A n'a pas gagnée ce qui a pour probabilité
1-0,5=0,5 etdonc : p(G,) = p(AAA,AAA, AAA) = 3x 0,52 x0,5=0,375.

Et finalement: p(G) = p(Gy)+p(G,)+p(G3)=0,015+0,375+0,125=0,515 ce

qui est le résultat attendu.
L'événement « I'équipe B gagne le tournoi » est I'événement complémentaire de
I'événement GUS en notant S I'événement « le tournois est sans vainqueur ».

Les événement G et S sont incompatibles donc
p(GUS)=p(G)+p(S)=0,515+0,121=0,636.

Etdoncla probabilité que I'équipe B gagne le tournoi est égale a 1- 0,636 = 0,364.

@ Pour déterminer le nombre de facons de remplir ce QCM, on peut imaginer un
arbre des possibles : il débute par trois branches pour les trois réponses possibles
a la premiere question, chacune de ces trois branches donnent naissance a trois
branches pour les réponses a la deuxiéme question... a chaque étape le nombre

de possibilités est multiplié par 3. comme il y a 4 questions, il y a en tout 3% =81
facons de remplir ce QCM.

© La variable aléatoire X associe au questionnaire rempli par le candidat le
nombre de ses réponses exactes.

< Si on fait maintenant un arbre
< pondéré (dont un extrait est donné

<F ci-contre), pour chaque question
< on considére seulement deux cas :
F la réponse est juste, J, avec une
J probabilité égale é% puisqu’il
< y a une seule réponse juste sur
les trois et que le choix se fait au
< hasard ; ou la réponse est fausse, F,

avec la probabilité %

Etil s'agit de la répétition d'expériences identiques et indépendantes, on va donc
pouvoir multiplier les probabilités indiquées sur les branches.
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ExerciceV

4
2 16
X=0)=p(FFFF) =| = | =—=0,198.
p( ) = pl )(J ”

N2y
p(X =1) = p(JFFF,FJFF,FFJF, FFF)) = 4 x(gj(g) = 2=0,3%5,

3
p(X =3) = p(JIJF,JJF),JF),FL) = 4 x 128 0,099.
3)(3) 81
© Le candidat est recu s'il a donné au moins trois réponses exactes c'est-a-dire
lorsque X >3.

p(X=23)=p(X=3)+p(X=4) car (X=23)=(X=3)u(X=4) et il s'agit de
I'union de deux événements incompatibles.

4
Or p(X =4)= p(Ill)) = (%) _ % 20,012 dou:

8 1 1
x23)=S4 2o
PIX=23)= 5+ 817 %

Le candidat a donc plus d'une chance sur dix d'étre requ.

O Pour calculer p(X =2) on remarque que

p(X =0)+p(X =1)+p(X=2)+p(X =3)+p(X=4)=1,

donc
(X =2)=1=(p(X = 0)+ p(X =1)+ p(X = 3)+p(X:4)):1—g:%:0,296.
Nous retrouverons des situations de ce type dans la suite du cours de probabilité

(séquence 6). Vous aurez alors des nouvelles propriétés pour les étudier.

Chaque lancer des deux dés donne un couple de nombre (b ; ¢). Iy a 36 résultats
possibles qui sont équiprobables. On peut dire dés le début que les valeurs prises
par la variable aléatoire Y'sont 0, 1 ou 2.

. “SlVal 32021 0 1 Le nombre de solutions de
' . 2 B

1 > 12132132 2 ) I'équation X“+bx+c=0.
2 2 2 2 2 2 ? dépend du signe du discriminant
3 [ 22212 ]2]2? A
4 2 2 2 2 2 ? o
5 2 2 2 2 2 ? Comme icd a=1, on a
6 2 222 1] 2]~ A=b?-A4c.
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Pour les valeurs de ¢ négatives, —4c est positif et donc A est positif, et méme

strictement positif puisque b n'est jamais nul. Il y a donc 2 racines et Y =2 pour
tous ces cas.

Remarque : « ¢ négatif » signifie ¢>0, le cas ¢ =0 fait partie du raisonnement
précédent.

I suffit donc d'étudier le cas c=1 qui correspond a la derniére colonne du
tableau. Ona A=b>"%

b=1etc=1:A=-3;iln'yapasderacine, Y =0.
b=2etc=1: A=0 ;ilyauneseuleracine donc Y=1.

b=3etc=1:A=5; ilyadeuxracines, Y=2.

Il en est de méme pour les trois derniers cas, carona A= b* -4 et b prend
les valeurs 4, 5 et 6.

Les 36 cases du tableau correspondent a des résultats équiprobables. On a trouvé
un seul cas ot Y =0 et un seul cas ouY =1, et on peut donc donner la loi de
probabilité de la variable aléatoire Y:

i 0 | 1 2
1 11| 3

Y=y - ] 2=
Py =y;) 36 | 36 | 36

Exercice VI  On utilise la loi équirépartie. Pour un tirage, la probabilité de tirer une boule verte
est donc égale a 0,3 et la probabilité de tirer une boule noire est égale a 0,7.

On procéde ainsi a 5 tirages identiques et indépendants. Pour chaque suite de
5 tirages, la variable aléatoire X prend pour valeur le rang de la premiére boule
verte qui apparait.

Les valeurs prises par la variable aléatoire Xsont donc 0, 1, 2, 3, 4 et 5.

p(X:O):0,75 =0,16807 car I'événement X =0 est I'événement « aucune
boule verte n'est tirée » ou encore « toutes les boules tirées sont noires ».

p(X=1=0,3 car |I'événement X =1 est I'événement « la premiére boule
tirée est verte ».

L'événement p(X =2) estl'événement « lapremiére boule verte estla deuxieme
boule tirée ». On peut écrire cet événement NV et p(X =2)=0,7x0,3=0,21

L'événement X =3 est [|'‘événement «la premiére boule verte
est la troisieme boule tirée ». On peut écrire cet événement NNV et

p(X=3)=0,7x0,7x0,3=0,147.
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L'événement X =4 est I'événement «la premiere boule verte est
la quatrieme boule tirée ». On peut écrire cet événement NNNV et

p(X =4)=0,7° x0,3=0,1029.

L'événement X=5 est [|'‘événement «la premiére boule verte est

la cinquieme boule tirée ». On peut écrire cet événement NNNNV et
p(X=5)=0,74X 0,3 = 0,07203.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donc donnée par :

X; 0 1 2 3 4 5

!

p(X=x)| 07 03 | 0,7x3 |0,72x0,3/0,7° x0,3]0,7% x0,3

On controle que la somme vaut 1.

Etona E(X)=1,93275.
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|||I.orrigé de la séquence 4

Partie 1: Dérivation

Chapitre 2: Nombre dérivé d’'une fonction en
un point

m Activité 1

Corrigés des activités du chapitre 2

@ Quand on fait plusieurs agrandissements successifs centrés au point A
(1,5;1,52) de la courbe de la fonction carré, on finit par observer un bout de
courbe qui est devenu trés semblable a un segment de droite.

© Quand le point B se rapproche du point A, la droite (AB)
semble avoir une position limite et le coefficient directeur

de la droite (AB) semble devenir trés proche de 3.

© Les coordonnées du point A sont (1,5;1,52). Les

coordonnées du point B sont (x;xz) avec x #1,5.

Le coefficient directeur de la droite (AB) est donc :

_Vg—Ya_ x*-15 _ (x=15)(x+15)

m =x+15
Xg—Xp x-1,5 x-1,5
avec x =1,5.
Il est donc trés simple de calculer ses valeurs.
X 1 1,3 1,4 1,45 1,49 1,495 1,499 1,4995 1,4999
Coefficient
. 2,5 2,8 2,9 2,95 2,99 2,995 2,999 2,9995 2,9999
directeur
X 1,5001 1,5005 1,501 1,505 1,51 1,55 1,6 1,7 1,8
Coefficient
. 3,0001 3,0005 3,001 3,0005 3,01 3,05 3,1 3,2 3,3
directeur

Ces calculs confirment et précisent les observations faites sur le graphique.
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@ On pose maintenant x=1,5+h. Lorsque le point B se rapproche du point A,
son abscisse se rapproche de 1,5, c'est-a-dire que h se rapproche de 0.

Le point B a pour ordonnée (1,5+h)2.

Le coefficient directeur de la droite (AB) est égal a x+1,5=15+h+15 doncil
vaut 3+h etona:

h -1] -0,5 | 0,1 {-0,01 |-0,001 |-0,0001 | 0,00001 | 0,0001 | 0,001 | 0,01 | 0,1 | 1
Coefficient | 25 | 29 | 299 | 2,999 | 2,9999 |3,00001 | 3,0001 | 3,001 | 3,01 (3,14
directeur

m Activité 2

On observe que lorsque A est trés proche de 0, le coefficient directeur est trés
proche de 3.

@ Les observations des sécantes (AB), les valeurs du taux d'accroissement des
droites (AB) en fonction de x et en fonction de h, mettent en évidence le réle
particulier de la droite passant par A et de coefficient directeur 3. Elle est dessinée
sur le graphique de I'exemple 5 du cours (voir ci-apres).

1

X +1

On considére maintenant la fonction 7 définie sur R par f(x)= et

a=1.

O COhjets libres
- @ A=(1,0.5)
@) =11 1)
3 Chjets dépendants
i @ B=(0.84,0.59)
@ ary=-0.54x+1.04

@ Le point A de la courbe représentative de fa donc pour coordonnées (1;0,5).

Quand on fait des agrandissements successifs autour du point A, on observe
la méme chose que dans I'activité 1 : la portion de courbe qui est représentée
ressemble beaucoup a un segment de droite.

® Quand le point B se rapproche du point A, la droite (AB) semble avoir une
position limite et le coefficient directeur de la droite (AB) semble devenir trés
proche de —0,5. Le graphique ci-dessus, construit avec le logiciel GeoGebra,
indique I'équation réduite de la droite (AB) et montre que le coefficient directeur
de cette droite (AB) est —0,54.
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O Onpose x=1+h, les coordonnées du point B sont donc (1+h; f(1+h)) etle

coefficient directeur de la droite (AB) est donné, il vaut :

Y= VA _ —1-0,5h
Xg=Xp  2+42h+h?

Démonstration :

1 g5 1-052+2h+h?)
Yo—Ya _(+h?+1  _ 242h4h? :—h—0,5h2X1: ~1-0,5h
Xg—Xa 1+h-1 h 242h+h? N 242n+ K2

B2 v & £ = [=(-1-0.5B1)/(2+2"B1+B1%B1)
A R c [ o [ E [ F G
1 h -1 05 0,1 0,01 -0,001 0,0001
P coefficient directeur 06 052486 050250 050025  -0,50002
3 | h 0,00001 0,0001 0,001 0,01 0.1 1
4 |coefficient directeur 0499998 0499975 049975 049750  -0A47511 03
[

On remarque que, lorsque / est trés pres de 0, le coefficient directeur de la droite (AB)

est tres proche de —0,5 ce qui est bien cohérent avec les observations faites au @.

@ Comme dans I'activité 1, on dessine la droite passant par A et de coefficient

directeur —0,5.

I3 Objets libres »

@ A=(1,0.5)

- O B=(0,1)

- @ Fx) =110 +1)
I3 Objets dépendants

@ ary=-0.5x+1

m Activité 3

Points de la courbe

On reprend la question @ avec la fonction f définie sur IR par

f(x)= ‘xz —1‘ etaveca=1.

Le point A a pour coordonnées (1;0).

Aprés plusieurs agrandissements successifs on obtient le
graphique ci-contre.

La situation n'est pas analogue aux deux précédentes., car on ne
voit pas un seul segment.
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m Activité 4 @ Quand on fait des agrandissements successifs de la courbe de la fonction
racine autour de |'origine, on obtient des figures analogues a la figure de gauche.
La courbe de la fonction racine semble de plus en plus « coller » a I'axe des
ordonnées.

: @ Sur la figure de  opjetsiipres %
@ Objets libres 518 droite, on a tracé une @ 0=(0.0) 018+
=l Tilx) = sqri(x) : , @ fix) = sqrt(x)
) Objets dépendants secante (OB): son Objets dépendants
équation est affichée, ~ @ B=(0.01,012) 0.144

. & ay=8.48x
son coefficient
directeur est égal a 0121 B
8,48. Si on rapproche
le point B de ['origine 011
0, on observe que ce
coefficient  directeur
devient de plus en

plus grand.

0.124

0.14

0.08 4
0.08 4

0.06 -
0.06 4

®© On calcule le 0.04
0.04 coefficient directeur
de la droite (OB). On 0.021
0.021 continue a faire les
calculs comme dans Y 70‘ 002

. f—— I'activitt 1, mais
on remarque qu'ici
x=0+h.

-0.02)

Yg—Yo _h _ 1

Les coordonnées du point B sont (h ; \/E) etona =—.
xg—Xxog h Jn

h 0,00001 | 0,0001 0,001 0,01 0,1 1

coefficient

. 316,23 100 31,62 10 3,16 1
directeur

Les calculs confirment ce qui a été observé a la question @ : le coefficient directeur
de la droite (OB) est de plus en plus grand quand h se rapproche de 0.

© La position « limite » des sécantes (OB) semble étre |'axe des ordonnées, cet
axe est une droite qui n'a pas de coefficient directeur ce qui est cohérent avec les
calculs de la question ©.
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Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Exercice1 @ Une valeur approchée de f'(4) est 9/5.

En effet, f'(4) est le coefficient directeur de la tangente

a la courbe au pointA (4;5).

Or le point C de coordonnées (—1;—4) est presque sur
cette tangente.

Pour déterminer le coefficient directeur de la droite (AC),
on peut lire ce coefficient sur la figure, on peut aussi le

caIcuIer:m:yc_yA=_4_5=_—9:2. On a donc
Xc—Xp -1-4 -5 5

obtenu une valeur approchée de f'(4).

@ La droite (D) n'est pas tangente a courbe car, méme
sans faire d'agrandissement, on voit bien que la droite et la
courbe sont bien différentes au voisinage de leurs trois points
communs.

© La droite (AB) semble tangente a la courbe au point B,
mais ne |'est slirement pas au point A.

O Il y a deux nombres dérivés nuls. En effet lorsque
f'(a)=0, 0 est le coefficient directeur de la tangente a la

courbe au point d'abscisse a. Cette tangente est donc paralléle a I'axe des
abscisses. Quand on observe la courbe, on trouve deux points ou la tangente
semble ainsi : les points E et F.

Exercice 2 A est le point de la courbe d'abscisse —2. La tangente en A semble étre la
droite (AB) avec B (—1; —3). Le coefficient directeur de la droite (AB) est —1, on

lit donc f'(=2)=-1.
B est le point de la courbe d'abscisse —1. La tangente en B semble paralléle a

|'axe des abscisses. On lit donc f'(=1)=0.
Le point C de la courbe
d'abscisse 0 est confondu avec
D I'origine 0. La tangente en O

j ! 3 } : } semble étre la droite (OB) dont
e — le coefficient directeur est 3.

On lit donc f'(0)=3.

‘ ‘ D est le point de la courbe
‘ ‘ ‘ LA 3 ! 3 ! 3 3 d'abscisse 1. La tangente en
e N o D semble paralléle a I'axe des
o L abscisses. On lit donc £'(1)=0.
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Exercice 3  En plagant les points et les tangentes on obtient le graphique suivant.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Les trois segments qui ne sont pas paralleles
ERERREEELEES SELEL LR RERES R o R - a l'axe horizontal sont sur des droites qui
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ passent par

(=3;1)et(-1;0)
(0;1,75) et (1; 2,75)
(2,5:-2)et(3;2)

En suivant ensuite le
tableau de variation, on
obtient une courbe qui a
I'allure de la courbe du
graphique ci-contre.

Exercice 4 @ Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=3x%—5x+8. Pour montrer que

la fonction f est dérivable en a=2, on étudie la limite de f+h-1(2) quand

f2+h)-1(2) 3(2+h)* —=5(2+h)+8—(3x4—5x2+8)
h B h '
f(2+h)—f(2)=3h2+7h=

h tend vers 0. Ici

soit 3h+7.
Onadonc fim T2HM=A2)_\ap g
h—0 h h—0

La fonction f est donc dérivable en 2 et '(2)=7.

@ Soit g la fonction inverse. Pour montrer que la fonction g est dérivable en

9(2+h)—g(2)
h

a=2, on étudie la limite de quand h tend vers 0. Ici

1 1 2-(2+h) —-h
9@2+h)-9Q2) _24n 2 _ Q+h2 _Q+h2__-h 1

h h h o Q+h2 h Qeh2

Quand h tend vers 0, lim (2+h)=2 donc lim 92+h-9@2) -1

h—0 h—0 h 4"

La fonction inverse g est donc dérivable en 2 et son nombre dérivé vaut
-1

(2)=—.

=7y
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Exercice 5

Exercice 6

@ On rappelle la définition de la tangente a la courbe représentative de f
au point d'abscisse a : c'est la droite passant par le point de la courbe de
coordonnées (a;f(a)) etayant pour coefficient directeur f'(a), le nombre dérivé
en a. Il faut savoir par cceur son équation réduite :

y=Ff'(a)(x—a)+f(a).

Onaici: a=2,f'(a)=—4 et f(a)=3.

Pour cette fonction, I'équation de la tangente au point d'abscisse 2 est donc :

y=-4(x-2)+3, soit y=—4x+11.

® a=1, g'(a)=-3 etlatangente passe par I'origine du repere.

Dans ce cas, on obtient I'équation y =-3(x—1)+g(a).

On ne connait pas g(a) mais on sait que cette tangente passe par |'origine du

repére qui a pour coordonnées (0;0).

Onobtientdoncl'équation 0=-3(0—1)+ g(a), soit 0= 3+ g(a), donc g(a)=-3
et on obtient y=-3(x—1)-3, d'otl y=-3x.

Autre méthode plus rapide : comme on sait que cette tangente a pour coefficient
directeur g'(a)=-3 et qu'elle passe par l'origine, on peut conclure que

I'équation réduite est y =—3x caril n'y a pas de terme constant.

© h'(a)=0et h(a)=5. Les données semblent ici insuffisantes car on ne nous
donne pas la valeur de a.

Avec les deux données I'équation devient y=0(x—a)+5, soit y=5. On a
donc pu conclure (car le coefficient directeur h'(a) est nul, ce qui fait disparaitre
X—a).

Remarquons que, dans ce cas ou le nombre dérivé est nul, la tangente est
paralléle a I'axe des abscisses.

On a démontré que la fonction racine est dérivable en 1 et que son nombre dérivé
s ]
en 1 est égal a 7

Si on note fla fonction racine, on a I'approximation f(1+h)=f(1)+f'(1)x h, et,

comme /1= 1, 0n obtient 1+ h z1+%h pour des valeurs de A proches de 0.

Pour calculer +/1,000002 on écrit 1,000002=1+0,000002 et on utilise
I'approximation précédente avec h=0,000002.

Ainsi +/1,000002 = 1+%><0,000002, soit 4/1,000002 = 1,000001.
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De méme pour calculer 4/0,999999999, on écrit 0,999999999 = 1-107° eton

utilise I'approximation précédente avec h=—1 0.

Ainsi 4/0,999999999 =~ 1— % %1072, soit /0,999999999 ~ 0,9999999995.

On peut comparer les deux résultats obtenus avec ceux indiqués par la
calculatrice.

Exercice 7 @ Sur le graphique, les trois courbes ont été représentées ainsi que la droite

d'équation y =x dont le coefficient directeur est 1, ce qui permet de bien voir
I'inclinaison des droites.

© Soit a un nombre réel strictement supérieur a 1 et m le coefficient directeur
de la tangente au point d'abscisse a a I'une des trois courbes. Il y a seulement
3 valeurs de m qui correspondent a des tangentes a une des courbes. Elles sont
indiquées sur le graphique.

C )
carré .
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -] m=3 S
m=04] "
" Cracine
Cinverse
=05

© On peut conjecturer que :
pour a>1, le nombre dérivé de la fonction carré est strictement supérieur a 2,

pour a>1, le nombre dérivé de la fonction racine est strictement compris entre
0et0,5,

pour a>1, le nombre dérivé de la fonction inverse est strictement compris
entre —1 et 0.
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Chapitre 3: Fonction dérivée, exemples
des fonctions de réféerence

Corrigés des activités du chapitre 3

m Activité 1  Pour étudier la dérivabilité de la fonction carré (notée f) en a, a étant un nombre
réel fixé, on étudie la limite du taux d'accroissement

2
fla+h)-fla) (a+h) -a*
h ~h
Comme on étudie ce qui se passe quand h tend vers 0, c'est-a-dire quand le

dénominateur tend vers 0, le quotient sous cette forme ne nous donne aucun
renseignement. On va donc le transformer en développant puis en simplifiant.

quand htend vers 0, h#0.

2 2 2
(a+h)2—a2 (a +2ah+h )—a h(2a+ h)
Ona: P = p = P =2a+h avec h#0.

Comme le taux d'accroissement est égal a 2a+h, il a pour limite 2a quand A
tend vers 0.

La fonction £ c'est-a-dire la fonction carré, est donc dérivable en aet f'(a)=2a.

On rappelle que dans I'exemple 2, on avait trouvé f'(1,5)=3.

m Activité2 @ On note ¢ la fonction cube, définie sur IR.

Pour étudier la dérivabilité de la fonction cube en 2, on étudie la limite du taux

3 .3
- 2+h) =2
d'accroissement (p(2+h/3 %) = ( 27 quand A tend vers 0, h 0.

Comme dans l'activité précédente, on développe en utilisant ['identité

remarquable : (a+ b)3 —a° +3a’b+3ab® +b°.

Ona

3
(2+h)=2°  B3xPh+3x2 +H3 =20 12h+6h + 13
h h h
—12+6h+h?.

Quand A tend vers 0, il en est de méme de 6h et de hz, donc le taux
d'accroissement a pour limite 12 quand A tend vers 0. Donc la fonction cube est
dérivable en 2 et ¢@'(2)=12.
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m Activité 3

Exercice 8

@© On fait une étude analogue en remplacant 2 par le nombre réel a.

On a alors

3
(a+h) -3’ 3 a +3a’h+3ah? +h> -a° 3 3a%h+3ah? + h3
h - h - h
=3a% +3ah+h?.

Quand £ tend vers 0, il en est de méme de 3ah et de A%, donc le taux
d'accroissement a pour limite 347 quand A tend vers 0. Donc la fonction cube
est dérivable en aet ¢'(a) = 342,

@ On note g la fonction inverse.
Pour étudier la dérivabilité de la fonction inverse en a, nombre réel non nul, on

gla+h)—g(a)
h

étudie la limite du taux d'accroissement quand A tend vers 0,

h#0eth#-a.

Les calculs sont analogues aux calculs faits dans |'exercice 4.

1 1 a a+h —h
Ona: gla+h)—gla) a+h a_ala+h) ala+h) ala+h)
h - h h ~h
—h 1 -1

= X—= .
ala+h) h ala+h)

Quand Atend vers 0, a+h a pour limite &, ce taux d'accroissement a donc pour
=1
limite -

a
Donc la fonction inverse est dérivable en a, quelque soit le réel a non nul, et
. -1
g(a)=—-

a

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

@ La fonction puissance 7, notée ici £ est définie et dérivable sur RR:

f(x)= x’ et f'(x)= 7x°.
D'oli: F()=7x1° =7, £(3)=7x3%=5103, f'(0)=0et f'(-1)=7x (1) =7.

® On considere la fonction inverse, notée ici g, définie et dérivable sur

:I—oo; 0[u:|0;+oo[: g(x):% etg'(x)z;—;.
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Exercice 9

Exercice 10

e L N I .
DOU-9(1)—1—2——1:9(3)—?:g(—1)—(—2——19t9(—5)——-

© On considére la fonction racine, notée ici A, définie sur [0 : +oo[, h(x)= \/;

1
et dérivable sur [0;+o0| : h'(x)=—+.
Jo:+eof -

1

1
Dot:  A()=—-==, K'(3)=——
2012 23
n49)=—— -1 1
240,49 2x0,7 14

, h'(0,25)

1 1
= = = 1’
20,25 2x0,5

et

Soit f la fonction carrée, définie et dérivable sur IR. On sait que, pour tout réel

x,ona f'(x)=2x. Dong, si x>1, alors f'(x)>2.

Soit g la fonction inverse, définie et dérivable sur ]—oo; 0[ u]O ; +oo[. On sait

, . -1 .
que, pour tout réel x non nul, on a f(x):—z. Si x>1, alors P >1, donc (en
X

prenant les inverses de ces nombres positifs) 0 < iz <1d'ou -1< _—21 <0.0na

donc bien —1< g'(x)<0.

On note Ala fonction racine définie sur [0

X X

;+<>°[, h(x)= \/; et dérivable sur

, . . . 1 .
0 +2o[ . Pour tout réel xstrictement positif, on a h'(x)=—=. Si x>1, alors

2x

\/;>\/i, soit 2\/;>2, et donc L<1
X

2x 2

On a donc bien 0< h'(x)<0,5.

@ Le coefficient directeur de la tangente
(T) a la courbe (C) au point d'abscisse
a est le nombre dérivé en a, c'est-a-
dire ici 2a puisqu'il s'agit de la courbe
représentant la fonction carré.

On sait que deux droites, non paralléles a
I'axe des ordonnées, sont paralléles si et
seulement i elles ont le méme coefficient
directeur. Le coefficient directeur de la
droite (D) d'équation y=4x+5, est
égal a 4.

Donc on a |'équivalence :

(M/7D) & 2a=4.

On trouve une solution unique a=2.

*****************************************
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Exercice 11

© De méme ici, la droite (A) a pour équation y=-x+3, son coefficient
directeur vaut —1.

On a |'équivalence : (T) 7 (A) & 2a=-1.

On trouve une solution unique a= 5

@ Pour exprimer le parallélisme de deux droites, comme dans I'exercice précé-
dent, on va utiliser les coefficients directeurs des droites.

Pour la tangente (T) au point d'abscisse a de la courbe de la fonction inverse, le
. : s : e
coefficient directeur est égal a - avec a#0. Pour la droite (D) d'équation

a
y=-0,25x+3, le coefficient directeur vaut —0,25.

On a donc les équivalences :

M /(D) & = =—0,25
aZ

soit (T)/ (D) & at=4

&a=2oua=-2.

Il'y a donc deux tangentes paralleles a
(D) : celle au point d'abscisse 2 et celle

au point d'abscisse —2.

® La droite (A) est tangente a la

2

parabole d'équation y=x“ au point

d'abscisse —1, son coefficient directeur

est donc égal a 2x(-1), soit —2.

On a donc les mémes calculs qu'a la question précédente avec —2 a la place
de —0,25.

On a donc I'équivalence : (T) 7/ (A)<:>_—21:—2, soit (T) / (A) = a2 :%, et
finalement : a
(T)//(A)(zya:l ou a:_—1.

2 V2

Il'y a donc encore deux tangentes paralléles a (A).
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Chapitre 4: Dérivation : opérations sur les
fonctions

Corrigés des activités du chapitre 4

m Activité 1  On considére les fonctions vet vdéfinies sur R par u(x)=5x+1 et v(x)=x°.

© La fonction v est une fonction affine, donc u'(3)=5.

La fonction vest la fonction carré donc v'(3)=2x3=6.

© On appelle fla fonction, définie sur R, qui est la somme des deux fonctions
uet v donc f=u+v et pourtoutréel x, ona f(x)= 5x+1+ X2.

Pour étudier la dérivabilité de la fonction fen a=3, on calcule le quotient
f(3+h)—f(3 D,
% et on en cherche la limite éventuelle quand A tend vers 0.

f3+h)—fG) (ﬂ3+¢ﬁ+1+(3+hﬁ)—(5x3+1+32)

h h

_ 5h+6h+h?
~h
=11+h.

pou: fim (EHMN=TC) i rsmy=11,
h—0 h h—0

Ainsi la fonction fest dérivable en 3 et f'(3)=11.

On observe que f'(3)=u'(3)+v'(3).

© Généralisation : on va donc démontrer que, quelles que soient les fonctions v
et vdérivables en g, la fonction £ somme des fonctions v et v, est aussi dérivable

enaet f'(a)=u'(a)+v'(a).

Ona:

f(a+h)—f(a) _ (u+v)@a+h)—(u+v)a)

h h
_ula+h)+v(a+h)—u(a)—-v(a)
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m Activité 2

Exercice 12

. . . ula+h)-u(a ,
Or, les fonctions v et vsont dérivables en g, donc lim M =u'(a) et
h—0
. via+h)—-v(a
i via+h)=v(a)

h—0 h
fla+h)—f(a)

=v'(a).

Donc lim =u'(a)+v'(a).

h—0

La fonction f avec f=u+v, est dérivable en g et f'(a)=u'(a)+v'(a), soit
(u+v)(a)=u'(a)+v'(a).

Dong, si les fonction v et vsont définies et dérivables sur un intervalle |, ceci est

vrai pour tout réel ade |, et on obtient : |(u+ v)'=u'+ v'.|

@ On considére les fonctions affines v et v définies sur IR par u(x)=5x et
v(x)=0,2x, donc u'(3)=5 et v'(3)=0,2.

@ On appelle fla fonction, définie sur IR, égale au produit des deux fonctions
uet v.Onadonc f(x)=(5x)x(0,2x)= x2. On reconnait la fonction carré donc
f'(3)=2x3=6.

On sait que f=uv, mais on ne devine aucun lien entre f'(3), u'(3) et v'(3).

On démontrera dans le cours la formule qui permet de déterminer la fonction
dérivée d'une fonction produit.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 4

1 7
(1) f(X)—m, |—}—§,+°°|:.

La fonction f est l'inverse d'une fonction affine, elle est dérivable sur
7 . . . 1 . —-u' .
I=}—§;+oo[ et, en utilisant la fonction dérivée de — qui est 5 on obtient
u u
-3

f'(x)= )
(3x+7)2

O f(x)=-3x"+4x*-7x%+3,1=R.
La fonction f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur R et

f'(x):—3><5x4+4><4x3—7><2x, soit f'(x):—15x4+16x3—14x.
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(3) f(x)=x3+3x2—ﬂ, 1=1]0;+ o[ .
X
La fonction f est la somme d'une fonction polyndme et de la fonction

inverse multipliée par —4 , la fonction fest donc dérivable sur ]O;+oo[ et

f'i(x)= 3x2 +3><2x—4(_—1j, soit f'(x)= 3x2 +6x+i.
X2 X2

O £(x)=2x+3Vx, 1=[0;+[ .
La fonction fest la somme d'une fonction affine et de la fonction racine carrée
multipliée par 3, la fonction fest donc dérivable sur ]O ; +oo[ (attention, 0 est
exclu pour la dérivée) et f'(x) 3><—+2

2x
O f(x)=2x+xx, I_[O +c>o|:

La fonction fest la somme d'une fonction affine et du produit de la fonction racine
carrée par une fonction affine, la fonction f est donc dérivable sur ]O +oo[

(attention, 0 est exclu pour la dérivée) et f'(x)= 1><\/;+x><— +2, soit

o 3x 3 2Jx
f(X)—mﬁ'z—E\/@ﬁ'z.

3

x> =1

0O f(x)= T I=R.
X +1

La fonction f est une fonction rationnelle définie sur IR, elle est dérivable

sur R et en posant u(x)=x3—1 et v(x):x2+1, on obtient

u'(xv(x)—u(x)v'(x) 3)(2(x2 +1)—(x3 —1)2x x* +3x% +2x

f'(x)= = =
(v(x))? (x? +1)? (x? +1)?

Q@ f(x)==-= I—]O +o9 .

La fonction f est la somme d'une fonction affine et de la fonction inverse
multipliée par -5, la fonction f est donc dérivable sur ]0;+eo[ et

1 -1 1 5
f-<x)=__5[_]:_+_.

Exercice13 @ f(x)= -3 I:F;w{.

2x—1"

La fonction fest une fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de
définition.

En posant f(x)=-3x

, on obtient f'(x):—3x( 2 J: 6
( (

2x—1 =12 (2x=1?
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! :
x)=—+x=2,1=Jos 4.

La fonction fest la somme de la fonction inverse, de la fonction racine carrée et

. . . -1
d'une constante, elle est donc dérivable sur 1= ]O ; +oo[ et f'(x)= —+—

)( AND S
1
X):E—\/g, |::|0,+°°|:

La fonction fest la somme de I'inverse d'une fonction affine et d'une constante,

elle est dérivable sur son ensemble de définition et, en utilisant la fonction
L 1 . -u' . , -2 -1

dérivée de — qui est 5 on obtient f'(x)= S=
u u (2x)*  2x

N I B . o :
On peut aussi écrire —=—x— et, en utilisant la fonction dérivée de ku qui

2x 2 x
, . 1 -1 -
est ku’ on trouve f'(X)==X —=——.
)(2 2)(2

O f(x)

~Jaive]

La fonction £ est une fonction homographique, elle est dérivable sur son

ensemble de définition, et, en posant u(x)=2x—1 et v(x)=x+3, on obtient
u'(xvix)—ulx)v'(x)  2x+3)-12x-1) 7
(v(x))? (x+3)% (x+3)%

0 f(x)=3x-1?%, 1=R.

f'(x)=

La fonction f est une fonction polyndme dérivable sur R. Sans développer,

en utilisant la fonction dérivée de u? qui est 2u'u, on obtient

f'(x)=2x3(3x-1)=6(3x-1).

2
1 .
0f(x)=[1+;j =105+

La fonction fest une fonction rationnelle dérivable sur son ensemble de définition
(on pourrait réduire la parenthése au méme dénominateur et développer le carré,
on trouverait bien le quotient de deux polyndémes, mais ce n'est pas |'expression
la plus simple pour dériver ensuite).

Comme dans le @, on utilise la fonction dérivée de u? qui est 2u'u, et on

obtient f'(x)= 2[_—1](14-1)
x2 X
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Exercice 14  L'équation réduite de la tangente A a la courbe C; , représentant la fonction
f, au point d'abscisse a (la fonction f étant définie et dérivable en a) est

y="Ff'(a)(x—a)+f(a).

Qf(X)=x2—2xsurR, a=1.
La fonction fest une fonction polyndme dérivable sur IR et f'(x)=2x-2. Donc

f(=-1 et f'(1)=

La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation y=-1, on trouve une
constante car le nombre dérivé est nul. Graphiquement la tangente en un point

d'abscisse atelle que f'(a)=0 est paralléle a I'axe des abscisses.
1
f(x)=——sur |-1:40|, a=0.
@ f(x)=— sur J-1; 4o

La fonction fest I'inverse d'une fonction affine, elle est dérivable sur son ensemble

de définition et f'(x)=

Donc f(0)=1 et f'(0)=-1. La tangente au
(x+1)

point d'abscisse 0 a pour équation réduite y =—1(x—0)+1, soit y =—x+1.
O f(x)= x> sur R, a=5s.

Il s’agit de la fonction « puissance 3 », fonction dérivable sur R et f'(x)= 3x°%.
Donc f(5)= 53125 et f'(5) = 3x5%2=75. la tangente au point d'abscisse 5
a pour équation y =75(x—5)+125, soit y =75x—250.

O f(x)=x sur [0;+e], a=3.

Il s'agit de la fonction racine carrée, elle est dérivable sur ]O;+oo[ et

f'(x Donc f(3 \@ et f'(3 La tangente au point d'abscisse

z\f zf
NE

3 a pour équation yzL(x—3)+\/§, soit y=Lx+—.
23

23" 2
O f(x)=3Bx-12surR, a=0.

Il s'agit de la fonction de la question © de I'exercice précédent. On a vu que
f'(x)=6(3x-1).
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Donc f(0)=1 et f'(0)=-6.

La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation y=-6(x—0)+1, soit

y=—6x+1.

———sur ]2;+oo[, a=4.

La fonction f est une fonction rationnelle dérivable sur son ensemble de

2

définition. En posant u(x)=x“+x+1 et v(x)= x—2, onobtient u'(x)=2x+1

et v'(x)=1, etdonc

Fi(x) = W)UV (x) X+ Nx=2) 1% +x+1) _ x> —4x=3

(v(x)? (x—2)? (x—2)?

Comme f(4):§ et f'(4):_73, la tangente au point d'abscisse 4 a pour

équation y—_—3(x—4)+g soit y =— x+2
4 2’ 42

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 4 - MA12

© Cned - Académie en ligne



Chapitre 5: Premiéres applications de la
dérivation

Corrigés des activités du chapitre 5

m Activité 1  Voici les valeurs numériques et le graphique.

A B C
Valeur approchée
Valeur approchée | o >
X de 4,5 7 lamans Colonne B A
f(x) 2(xx-1) L8 | ==L B
3 3,5 "0
1 0 0 3
2,5 ai
15 |05 0,558... 5
2 1,112... 1,218... 1,5 <
25 | 1,819... 1,968... !
0,5
3 2,610... 2,797... 0
1 15 2 25 3 3,5 4
3,5 3,476... 3,698...
4 4,411... 4,666...

Le diagramme construit a partir des valeurs obtenues montre bien que la méthode
utilisée donne une assez bonne approximation de la fonction. Cependant I'écart
avec les valeurs obtenues par la formule exacte croit lorsqu’on s'éloigne des
valeurs de départ.

m Activité2 @ D'aprés le graphique, l'intervalle de définition [0;5] de la fonction o
correspond au déroulement de la chute, depuis son début jusqu'a la fin, donc la
chute dure 5 secondes.

© La hauteur de la chute est égale a la distance parcourue par I'objet depuis le
début de la chute jusqu’au moment oui il atteint la riviere. Cette distance est donc
égale a d(5) quivaut, d'aprés le graphique, environ 122m.

_ distance parcourue

=— , cette v vaut
Moyenne  durée du parcours

moyenne

© Comme on sait que v
environ 5 =24,4 ms™.

O Les lectures graphiques étant trop imprécises, pour calculer les vitesses
moyennes qui sont demandées ici, on va utiliser I'expression de d(t) qui nous
est donnée maintenant.
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La distance parcourue entre les instants t =2 et t =2,1 est égale d(2,1)—d(2),

donc la vitesse moyenne entre ces instants est :

d21)-d(2)  4,9x2,17—4,9%2?

=1

On obtient de méme : v =19,649 ms™!

moy 2a2,01

-1

© Si d(t) estla distance parcourue par un mobile de I'instant t =0 a l'instant

t, alors la vitesse moyenne de celui-ci, entre les instants ¢ et t+h, est égale

. distance parcourue _ d(t+h)—d(t)

- = On reconnait le taux d'accroissement
durée du parcours h

de la fonction d.

Considérer une vitesse « instantanée » correspond a faire tendre A vers 0, on
obtient alors la limite du taux d'accroissement c’est-a-dire le nombre dérivé en
tde la fonction d.

On peut alors définir v(t), la vitesse instantanée (en m.s_1) a l'instant ¢ par

d(t+h)—d(t)

I'égalité : v(t)= lim , soit v(t)=d'(t).

h—0
La vitesse instantanée de I'objet a I'instant t =2 est donc égale a d'(2).

Comme d(Z‘):4,9t2 sur [0;5], ona d'(t)=4,9%x2t=9,8t sur [0;5] etdonc
d'(2)=9,8x2=19,6.

Ainsi, la vitesse instantanée de I'objet a linstant t=2 est donc

v(2)=19,6ms™', ce qui est bien cohérent avec les vitesses moyennes
_ -1 _ -
Vmoy2é2'1 =20,09 ms ', Vmoy2é2,01 =19,649 ms ',

-1

O La vitesse instantanée de |'objet quand il atteint la riviere est égale a d'(5).

Or d'(t)=9,8t sur [0:5] donc d'(5)=9,8x5=49, etdonc v(5)=49 ms™.
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Corrigés des exercices d’apprentissage du

chapitre 5
Exercice 15
@ Sur le tableur OpenOffice, on a appliqué la
B3 ¥ K& £ = |=B24+(1/A2)*0.1 , , .
= = méthode d'Euler en utilisant h=0,1 dans la formule
1— . 00 d'approximation
2 1,0 0,00 _ .
=5 I m— fa+h)=rla)+1ah
| <. 1.2 0,19 On arrive donc & f(2)=0,72.
£ 1,3 0,27
6 1,4 0,35
z 18 342 @ On a rentré la valeur de A dans la cellule D3.
9 1.7 0,55
1‘513 :-g g-g; En utilisant la référence absolue $D$3, on peut choisir
T >0 072 la valeur de / dans la cellule D3 et obtenir différentes
précisions pour |'approximation.
B3 ~ £ = = [=B2+(1/A2)"4D33
A C D
L X ) © Ici, avec h=0,01, on obtient f(2) =~ 0,695653.
? :g; == Et avec h=0,001, on obtient
100 1,980 0,685578
101 1,890  0,690628 f(2)=0,693397.
102 2,000 0,695653
102 La fonction fest la fonction logarithme népérien, notée
B3 4 & & = [=B2+(1/A2)3Ds3 In, qui est étudiée en Terminale.
A C | D .
1 . ) Les calculatrices donnent
2 1,000 0
EN 1,001[_o.001000] h=0,001 In(2) = 0,693947.
4 1,002 0,001958
1000 1,998 0,692396
1001 1,999 0,692897
1002 2,000 0,693397

Exercice 16 @ Le temps est mesuré en heures, donc la distance parcourue au bout d'une

heure est d(1), au bout d'une demi-heure est d(0,5) et au bout de 10 minutes

est d(%). Or, d(1)=-120+180=60, d(0,5)=-120%0,53 +180x0,52 =30
et d(%)z4,444.

Donc, au bout de 10 minutes la voiture a parcouru environ 4,444 km, au bout
d'une demi-heure elle a parcouru 30 km et au bout d'une heure elle a parcouru
60 km.
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@ d'aprés le cours, la vitesse instantanée v(t) du véhicule a I'instant test égale

ad'(t), donc v(t)=d"(t)=—-120x 3t% +180x 2t = —360t2 + 360t

© 1(0)=0, v()=0, 1(0,5=90 et v[%j:SO.

Bien sdr, la vitesse est nulle a I'instant du départ (mais pas |'accélération qui est
la dérivée de la vitesse instantanée, voir le cours de physique), elle est nulle aussi
a l'arrivée au bout d'une heure, elle vaut 50 km.h™" au bout de 10 minutes et
90km.h™" au bout d'une demi-heure.

O La vitesse instantanée en fonction de £ est un polyndme du second degré
v(z‘):—3601‘2 +360t. Donc la valeur maximale est atteinte pour t:;—, soit
a
-360 1T . , . . .
=—, c'est-a-dire au bout d'une demi-heure : |a vitesse maximale

T 2%(=360) 2
vaut donc 90 km.h ™",

Chapitre 7: Exercices d’approfondissement

Exercicel

Corrigés des exercices du chapitre 7

@ Deuxieme étape : on a construit de facon semblable la courbe représentative
sur l'intervalle [2 ; 4] (dont I'amplitude est égale a la moitié de I'amplitude de
I'intervalle [4 ; 8]) et on a complété par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

® On continue ainsi, la
fonction f est alors définie

sur [—16;16] par sa
représentation graphique et

par f(0)=0.

Si on fait des zooms-
agrandissements centrés

a l'origine, la courbe aura
toujours le méme aspect, il y
aura toujours des points situés
sur la droite
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(D) d'équation y = x et d'autres sur la droite (D') d'équation y=—x. Pour
étudier la dérivabilité de la fonction fen 0, on considére les coefficients directeurs
des droites sécantes (OB), ou B est un point de la courbe représentant la fonction
f. Or, aussi proche qu'on soit de |'origine O, on trouve toujours des points B sur les
droites (D) et (D') de coefficient directeur 1 et —1. Quand le point B se rapproche
du point O, le coefficient directeur de la droite (OB) prend des valeurs dans
I'intervalle [-1; 1], les valeurs 1 et —1 étant atteintes, on ne peut donc pas dire
que le coefficient directeur a une limite, on conclut donc que cette fonction fn'est
pas dérivable en 0.

Exercicell Quand on plie la feuille en
superposant le point F et le
point H, la droite du pliage est la
médiatrice du segment [FH]. F
Cette propriété permet de
dessiner les marques des pliages (D)
Ho N\

sans les faire, et méme d'utiliser
un logiciel.

Une parabole apparait quand on a marqué suffisamment de droites.

En effet, les droites qui ont été tracées sont les tangentes d'une parabole d'aprés
une propriété géométrique des paraboles, propriété qui pourra étre démontrée
dans une autre séquence.

Avec un logiciel de géométrie dynamique, quand on éloigne le point F de la droite
(D), on peut observer que la parabole est plus ou moins évasée.

&ZF

H (D)

A NN

Exercice lll @ Pour étudier la dérivabilité de la fonction fen a=0,5, on ne peut appliquer
aucune propriété du cours, on va donc utiliser la définition avec la limite du taux
d'accroissement quand A tend vers 0.

Onaici:
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£(0,5+h)—£(0,5) J1 (0,54 h)2 —1-0,52 \/075 h—h% - F

h h h
On multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée du
numérateur :
H0.54+ ) (\/o 75—h—h? /0,75 )(\/o 75—h—h? +4/0,75 )

h h(\/0,75—h—h2 +\/0,75)
—h—H?

) h[\/0,75—h—h2 +\/0,75)'

En simplifiant par A, on obtient :
f(0,5+h)-£(0,5) _ —1-h

h (\/0,75—h—h2 +\/0,75)'

Quand A tend vers 0, on trouve une valeur finie et donc

_ f(0,5+h)-f(0,5) 1
lim = = :
h—0 h 2,075 2x0,5v3

-1

N

La fonction fest donc dérivable en 0,5 et £'(0,5) =

@ L'équation réduite de la tangente (T) a la courbe C; au point A d'abscisse 0,5

et d'ordonnée £(0,5) (c'est-a-dire /0,75) est donc:

‘T;(x—o,s)+\/o,75.

© Question « avec prise d'initiative ».

y=1£'0,5)(x—-0,5)+£(0,5), soit y=

Pour montrer que la courbe C; est un demi-cercle, on va montrer que la distance

OM est constante, M étant un point quelconque de la courbe Cy.

On rappelle que, dans un repére orthonormé, la distance de deux points

A (xp:yp) etB (xg:yp) est:AB:\/(XB—XA)2+(yB—yA)2.

Ici, il s'agit du point M (x ; f(x)) et de I'origine O (0;0). Donc:

OM=\/(X—0)2+(f(X)—0)2 =\/x2+(\/1—x2 jz X2 1-x? =1,
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Les points M sont bien sur le cercle de centre O et de rayon 1. Les ordonnées des

points M sont positives et les abscisses décrivent I'intervalle [—1 ; 1], la courbe

Cy est donc un demi-cercle.

Pour montrer que la droite
(T) de la question @ est
bien la tangente (au sens
du college) au demi-cercle
en A, il suffit de justifier
que I'angle OAB est
droit, le point B étant le
point d'intersection de la
droite (T) et de I'axe des
abscisses.

L'ordonnée du point B est 0, donc, d'apreés I'équation de (T), son abscisse vérifie

% —0,5)+0,75. Donc - 0,75%(—3)=x-05 et

75

Xg=+/2,25+0,5=15+0,5=2.

I'égalité 0=

On vérifie que le triangle OAB est rectangle, avec O (0; 0), A (0,5;+/0,75) et
B(2;0).

OA:\/(0,5—0)2+(\/O,75—0)2 = J0,25+0,75 =1,
AB=\/(2—0,5)2+(0—\/0,75)2 =3 et 0B=2.

Ainsi: OA%2 =1, AB2 =3 et OB? =4.

Donc OB? =0A% + AB? et, d'apres la réciproque du théoreme de Pythagore, le
triangle OAB est rectangle en A, la droite (AB), c'est-a-dire la droite (T), est bien
la tangente au demi-cercle au point A

Exercice IV @ La fonction g est une fonction du second degré, définie sur [0;10] et le
sommet de la parabole est le point A de coordonnées (10 ; 8), on peut alors

utiliser la forme canonique et écrire g(x)= a()(—10)2 +38.
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@ Le point d'abscisse 5 de la courbe C; représentant fa pour coordonnées
(5:125k) et le coefficient directeur de la tangente a C; en ce point est
f'(5)=3x52k =75k (car f'(x)=3kx%).

Le point d'abscisse 5 de la courbe Cg représentant g a pour coordonnées
(5;25a+8) et le coefficient directeur de la tangente a Cg en ce point est

g'(5)=-10a (car g'(x)=2a(x—10)).

Les deux courbes passent par le méme point d'abscisse 5 avec la méme tangente
125k =25a+8

si et seulement si les coefficients k et a vérifient le systeme
75k =-10a

Le systeme équivaut a

125k =25a+8 125k =—-25x%7,5k +8
(3] = )
75k =—10a a=-7,5k

k =0,0256
a=-0,192"

O On a donc représenté la fonction favec f()()=0,0256)(3 sur [0;5] etla

fonction gavec g(x)=-0,192(x —10)> +8 sur [5:10].

Remarque : Les tangentes aux points d'abscisses 0 et 10 sont bien horizontales
comme cela est demandé au début de I'exercice.
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orrigé de la séquence 4

Partie 2: Trigonomeétrie

Chapitre 2: Trigonomeétrie

Corrigé des activités du chapitre 2

m Activité 1  De quel coté ?
C

@ La construction du triangle équilatéral ABC ne pose pas
de probleme.

Pour construire le point D, on construit un segment [AR]
suffisamment grand et tel que BAR = 30° .

Puis on construit une demi-droite [Rx) telle que KR\X =30°.
On construit alors la droite paralléle a [Rx) passant par B (il
n'y en a qu'une). Cette droite coupe [AR] au point D (voir
figure ci-contre).

©® Comme le triangle ABC est équilatéral, I'angle CAB
mesure 60°. Donc I'angle CAD mesure 90°.

Le triangle ADC est donc un triangle rectangle en A.

Mais que se passe-t-il si I'on trace le segment [AR] au-
dessus de (AB) au lieu de le tracer au-dessous ?

Regardons la figure ci-contre.

Le triangle ABC est-il un triangle rectangle ?

Non !

Autrement dit, ce que |'on obtient dépend de la fagon dont

on construit 'angle BAD. C

m Activité 2 Bissectrice ?

@ Laconstruction estélémentaire A

B
(voir figure ci-contre). \@j
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Exercice 1

/3 _—1—

® Comme l'on a BAC = 45° et BAD = 45° , on peut dire que la droite (AB) est
la bissectrice de |'angle CAD.

Quant aux points A, C et D, la seule chose que I'on puisse dire est qu'ils forment
un triangle rectangle en A.

Mais que ce passe-t-il si I'on trace le segment [AD] au-dessus de (AB) au lieu de
le tracer au-dessous ?

Regardons la figure ci-contre. C ;

La droite (AB) est-elle encore

bissectrice de CAD ? 450

Le triangle CAD est-il un triangle A B

rectangle ?

Non ! Les points A, C et D sont maintenant alignés !

Autrement dit, ce que I'on obtient dépend encore de la facon dont on construit
I'angle BAD.

Ces deux activités montrent qu'il est souvent utile de savoir, lorsqu‘on construit
un angle, de quel cdté on doit le construire.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Dans ces exercices, tous les nombres k qui sont utilisés sont des entiers : ke Z.

Pour les quatre premiéres réponses, voir figure ci-dessous.

. [ 2w . (m . 5 . [ 5m
Faux. On a sin| — |=sin| — |. Vrai, cos| — |[=sin| — |.

T3
© Faux, sin(s?nj:—ﬁ. @ Faux, on a sin[%jzsin[—gj.

2

______

g 5TC/3

> O Faux, cos(x+5n):—cos(x).

/e 0O Vrai, sin(5n—x):sin(n—x):sin(x).
@ Vrai, sin(x—n):sin(x+n):—sin(x).

@ Faux, cos(2m— x)=cos(—x)=cos(x).
O Faux,
(ﬁ a): (Alq?a EK)Ht = (Alq?a K)+2n+2kn = (KB KE)+2kn.
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@ Vrai, (ATS, EK):(Z\E, KE)+n+2kn, propriété 5.

@ Vrai, (ZJ - ;) =

—

—a, ;)+2kn, propriété 5.

@ Vrai, car (—; ZI)+(U, v) = (—v, v) =1 +2kT.

Exercice2 @

Exercice 3

cos(n - x)+cos(x+ 37c) = —cos(x)+ cos(x+ 71:) = —cos(x)—cos(x) = —2cos(x).
(2] sin(—x)— sin(3n + x) = —sin(x)—sin(n + x) = —sin(x)+ sin(x) =0.
(3] —sin(x— 3n)+sin(4n - x) = —sin(x— n)+sin(—x) = sin(x)— sin(x) =0.

Donc: cos(—n— x)— sin(x— 37‘C)+ sin(41t— x) = cos(n - x)+ 0= —cos(x).

@ Donnons un exemple de calcul de conversion de radians en degrés :

7“ rad correspond a 9%tx@: 810° .

Donnons un exemple de calcul de conversion de degrés en radians :

225° correspond a 225 x % _om rad.

Mesures 9t | 13m| 5% | 4m| 5m —47n 50
en radians 2 6 4 5 9 8

Mesures | g0 | -390 | 225 | —144 | 100 | —1057,5 | 9000
en degrés T

© Donnons trois exemples de calcul de la mesure principale d’un angle orienté:

Pour an.Ona :Zgn < 2;“ < Zin’ soit10n<21—n<11n.

Et donc: 0<217n—10n<n.

21
Donc la mesure principale est T“—mn I

2

L'idée est d'encadrer la valeur par deux multiples consécutifs de m puis d'ajouter
ou de soustraire un multiple de 2rm de facon a obtenir une valeur dans |- ; 7).

Pour—w—n. Ona :—247t < 1971 < 18n,soit —47‘E<19—n<—3ﬂ:.
6 6 6 6

Etdonc:0<19Tn+4n<n.
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Donc la mesure principale est 12“ Art _5_75_

Pour une mesure de 50 radians, regardons entre quels multiples consécutifs de
7 se situe 50.

On a 15m=47,12 et 16m=50,27. Donc: 15m<50<16m. Et donc:
—n<50-16m < 0. C'est donc la mesure principale de cet angle.

21 19| 37m 29m| 100w | 47w

Mesures — — 50
2 6 4 5 3 8
Mesures k3 E _3_1t k3 _2_1r k3
principales 2 6 4 5 3 8 50-16m

Exercice4 @ Ona: sinz(oc)+cosz(oc):1, donc cosz(oc):1—sin2(oc).
Par conséquenton a: cos o)=/1- sin’ )ou cos(oc):—,M—sinz(oc).

Soit : cos 1/ 16 =0,8 ou cos( ) -0,8.
5

n
Comme on sait que o€ E' T

SN—
Il

N

, ona cos(o ) 0.

| I

Doncona: cos((x) =-0,8.

O0Ona: sinz(B)+cosz(B):1, donc sinz(B):1—cosz(B).

Par conséquenton a: sin(B): 1—cosZ(B) ou sin(B):— 1—cosz([3).

]
2,

Soit : sin(B) = 1-(—§j §:io sin(B) =

Comme on sait que Be[—m, 0], ona sin(B)<0.

. 2\2
Doncona: sin(f)=——.
(8)=-2
Exercice 5 @ L'équation 2cos(x)+\/§ =0 est équivalente

a I'équation cos(x):—?.

On sait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle

3

J-m. ], telles que cos(x):—T.

Ce sont —%t et S?n (voir figure ci-contre).
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L'ensemble des solutions de I'équation sont donc les réels définis par:
5 5
x=—?n+2kn ou x:?n+2kn.

Elles sont représentées sur le cercle trigopnométrique par les points A et B.

@ L'équation 2sin’ (x) = —sin(x) est équivalente al'équation 2sin? (x) + sin(x) =0
ou encore a l|'équation sin(x)(Zsin(x)+1):0. On a donc sin(x):O ou

25in(x)+1:0.

On sait qu'il y a deux valeurs dans l'intervalle ]—n, n], telles que sin(x) =0.

Ce sont 0 et m. Il y a aussi deux valeurs dans le méme intervalle telles que
: 5w T, ..
sm(x):—O,S. Ce sont 3 et o (voir figure).

L'ensemble des solutions de ['équation sont donc les réels définis par:
x=0+2kn=2kn, x=m+2km, x=—%n+2kn ou x:—g+2kn.

Elles sont représentées sur le cercle trigopnométrique par les points C, D, A et E.

© L'équation ﬁcos(Zx):—1 est équivalente a I'équation cos(Zx):—i.

2
. " " 1
Onsaitqu'ily adeux valeurs dans I'intervalle |-, ], telles que cos(o)=——=.

3n \/E

Ce sont —3—n et —.
4

L'ensemble des solutions de I'équation sont donc les réels x qui vérifient :
3n 3n . .

2X=—T+2k7t ou 2x:T+2kn. Attention ! Ici on a toutes les valeurs de

2x et non celles de x.

Pour obtenir les valeurs de x il nous faut diviser par 2. Mais attention, le terme
2k doit aussi étre divisé par 2.

e e 3n 3n — ,

L'égalité 2x =——+2kn donne donc x:—?+kn. Cedi signifie que I'on a
: . , L . 3n

un premier ensemble de solutions qui sont tous les réels égaux a —— a un

multiple de 7 prés (soit a un certain nombre de demi-tours pres).

A On peut laisser les solutions ainsi, mais comme il est plus habituel
5Tt/g 37/g

de donner les valeurs a un multiple de 27t prés (a un certain nombre

. T L .
de tours pres), on peut remarquer que x =——-+kT équivaut a

x:—%t+2k7c ou X:—%c+1t+2k1t (voir figure points A et B).

De la méme fagon I'égalité 2x = %c +2km équivauta x = % +kT.

Soit x=%n+2k1c ou x=3§+n+2kn.
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Exercice 6

Exercice 7

C

L'équation a donc pour ensemble de solutions les réels définis par:
x:—3—n+2kn, x=5—n+2kn, x:3—n+2kn ou x:“—n+2kn.
8 8 8 8

Elles sont représentées sur le cercle trigonométrique par les points A, B, C et D.

@ On a: (;, ;v):(;, Z/)+(Zl, W):—(ZJ, &)+(& W) (relation de Chasles et
propriété élémentaire).

Par conséquent : (; VT/) = —(—3?75] + %+2kn = 227—:+2kn.

. T . .
Mais n<E£2n. Donc, pour avoir la mesure principale de

I'angle (comprise entre —m et ), il faut soustraire 2m. On a donc:
(;,W):N—n—2n+2kn:—13—n+2kn.
20 20

La mesure principale de I'angle (;, ;v) est donc —123—55.

O0na: (—D ;) = (ZJ ;)+n+2kn (propriété élémentaire).
Par conséquent : (—[1 ;) = —3?71:+ n+2kn= 2?n+2kn.

2n . , - = 27
Comme —m< = <m, la mesure principale de I'angle (—u, v) est <

O0na: (ZJ—VT/)=(ZJ ;v)+n+2kn (propriété élémentaire).
Par conséquent : (ZI—V_.V) = 3%+ T+ 2km = 7%+2k7t.
Mais n<%§2n. Donc pour avoir la mesure principale de I'angle

(comprise entre —mw et m), il faut soustraire 2m. On a donc:

(E,—W):¥—2n+2kn:—%+2kn.

. . - = T
La mesure principale de I'angle (u,—w) est donc r

@ Figure correspondant a I'énoncé.

@© En précisant que les triangles ABC, ACE et BDC sont directs, I'énoncé donne
les signes des mesures principales des angles de la figure.

a) (B? Iﬁ) = %+2kn car le triangle ABC est rectangle isocéle

en A. La mesure principale de(ﬁ, ﬁ) est %

b) (AC, AB =L 2km carle triangle ABC est rectangle en A.
2

La mesure principale de(A—C, EB) est —g.

S ) (A8, AE)= (A8, AC)+(AC, AE)= 2+ E= 2ok car ce
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est rectangle isocéle en E. La mesure principale de(ﬁ, A—E) est %n

) (6, )~ (0, B (68, ) (B, CE) - 3o Jo - o2k

= —%ﬂ + 2kt car BDC est équilatéral.

La mesure principale de (CD CE) est —5%

e) (a ﬁ)=(CTA, Cﬁ)+n=(€A, FB)+(€B, CT))+n+2kn
:£+E+n+2kn:19—n+2kn.
4 3 12

. 191 . .
Mais n<WS2n. Donc pour avoir la mesure principale de
I'angle (comprise entre —m et ), il faut soustraire 2m. On a donc:

(CA DC):——Z +2km :—?—725+2kn. La mesure principale de(CTA, D—C) est
donc —=—

f) o\ e\ ey ey e
) (AB, CE) - (AB, Ac)+(Ac, CE)= (AB, AC)+(CA, CE)+1t+2k1t
LA +n+2kn:5—n+2kn
2 : 4 4
Mais n<Tﬂ:S2n. Donc pour avoir la mesure principale de I'angle (comprise
entre —mt et m), il faut soustraire 2.
Onadonc: (ATS &):%—2n+2kn :—¥+2kn.

La mesure principale de(ﬁS, FE) est donc —%.

D C

Exercice 8 @ Voir figure ci-contre.
T
2) (B, DC) = (AD, AB) = (A8, AD) =2+ 2k

A B

en utilisant les vecteurs égaux du parallélogramme.

b) (EE ﬁ):n—(KB, E)+2kn=n—%:%+2kn car on a des angles

complémentaires dans le parallélogramme.
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@® Voir figure ci-contre.

a) (CK CT)) = %(EB CT)) = —?—T6E+ 2kT carladiagonale

e~

(CA) est aussi bissectrice de I'angle BCD.

b) (D, BD) = (DC, DB) + 1+ 2km = 1 (DC, DA ) + 1+ 24
2
pour les mémes raisons. On a donc : (D? ﬁ)) = —?—g+ T+2kn= 113—6n+2kn.

<) (ETA KIS) = (KE KIS) + T +2kT= %(ATB KIS)+ 7T+ 2kTT toujours

pour les mémes raisons, et donc : (C_A A—D) = ?—: + T +2km= 21—;[ +2kT.

Exercice 9  Pour faire une figure correspondant a I'énoncé, on

Yo X
trace un segment [BC], puis une demi-droite [Bx), A
qui contiendra le point A, telle que (ﬁ ﬁ):%n
et une demi-droite [Cy), qui contiendra le point
37-[/7 2TC/9
A, telle que (CA, CB):Z—n. Le point A est alors
9 B C
I'intersection des deux demi-droites.
a) Dans le triangle ABC, on a:
(A—B, K)+(ﬁ: ﬁ)+(@, CTB) =1+ 2kT.
Donc:
(48, AC):n—(BC, BA)—(CA, cs)+2kn:n—3—“—2—“+2kn=22—“+2kn.
7 9 63
b)

(c? B?)z(CT& CTB)+n+2kn =2?n+n+2kn:”7n+2kn.

Mais n<% <2m.

Donc pour avoir la mesure principale de I'angle (comprise entre —1 et ),
il faut soustraire 2.

Onadonc: (a Qf) = % —2n+2kn= _7?75 +2kTt. La mesure principale

de (a ﬁ)est donc — %ﬁ
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) (éE, KB)=(§E, éx)+n+2kn=37n+n+2kn=g+2kn.

Mais n<107n <2m.

Donc pour avoir la mesure principale de I'angle (comprise entre - et m),
il faut soustraire 2.
Onadonc: (ﬁ E) = 107n —2n+2kn= —47n +2kTt. La mesure principale

de (B? HB) est donc — 47n

Exercice 10  Voir figure correspondant a I'énoncé ci-contre.

On a MA=CN car MANC est un parallélogramme et
MB=MC+CB=AN+DA=DN car MANC et CBAD sont des
parallélogrammes.

Donc: (m IWB)z(CW ﬁl) Ce qui nous donne :

(WA, I\WB)=(E, ﬁ\l)+n+2kn=(m, WD)+1t+7c+2kn
=(N?, l@)+2kn.

On, voit dans cet exercice la puissance du calcul avec les angles orientés de
vecteurs, puisque |'on obtient le résultat sans utiliser, quasiment, la figure.

Exercice 11 @ Le triangle AOM est isocéle en O.
" Donc : (MA, MO) = (A0, AM).
D'autre part, comme dans tout triangle, on a:
(/To, M)+(m O—A)+(m M—O): T+ 2k
Ce qui nous donne: (O—M O—A)+2(m, W):n+2kn, et
donc: Z(W, IVI—O): n—(O—M, O—A)+2kn.
Puisque M et N sont diamétralement opposés, on a :
((WI, W): T+ 2k

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
A \
) B
\
\
\

2{NIR, NG (0, OF) - (M, 0% — (0, ON)-+ (0A, O — 08, ON )+ 2k

On peut donc écrire :
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@ De facon analogue, le triangle BOM est isocéle en O.

Donc: (M—B M—O):(% Iﬁ/l)

D’autre part, comme dans tout triangle, on a

(If), ﬁ/l)+(0—M EB)+(BW3 I\/Td) =T+ 2kT.

Ce qui nous donne : ((TVI EB)+2(M—B M—O) =mn+2km, etdonc:
Z(M—B M—O): n—(m, (ﬁ)+2kn.

Puisque M et N sont diamétralement opposés, on a: (O—M O—N):n+2kn. On
peut donc écrire :

2(WIB, MO) = (OM, ON) (O, OB ) = (OM, ON)+(0B, OM = (0B, ON+ 2¢.
© 0n a: 2(MA, MB)=2{(VA, MO) + (MO, MB))=2(WA, MO+ 2(MO, MB), et
donc, en utilisant les résultats précédents :

2(VIA, MiB) = (O, ON| + (ON, 0B) = (O, 0B) + 2¢.

@ Non. Si 'on divise par 2 I'égalité précédente, on obtient :

(A, MB) = {OA, 0B +kr.

Autrement it : (MA, M8 ) = 2 (0A, 08 + ¢

ou (A, MB) =2 0, 08 )+ -+ 2k

On peut constater que, si le point M est sur I'un des arcs de cercle AB on a

(I\/TA, I\WB):%(@ (ﬁ)+2kn, et si M est sur I'autre arc de cercle AB on a
(A, MB) = (O, 08 )+ -+ 2k

Voir exercice V d'approfondissement.
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Chapitre 4: Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 4

Exercicel @ A=0 car cos(%cj = cos(n —gj = —cos[g)

51 3 3
et cos| — |=cos| T—— |=—cos| — |.
8 8 8
® Ona: cos 1 = C0S £+n =—C0sS I
10 10 10
. (197 [ 9 . [ 9m
et sinf — [=sin| —+m |=—-sIn| — |.
10 10 10
8n 37 37
Ona: cos| — |=cos| —+ 7 |=—cos| —
5 5 5
(7T [ 2®; . [ 2w
et sin| — |=sin| — 4+ |=—sin| — |.
5 5 5
Donc: B=0.
®O0na:sin 8_n =sin Zn—z—n =—sin 2_7: et
5 5 5
. [ 6T ) 6T . [4m
sinf — |=sin| 2r—— |=—sin| — |.
5 5 5
Donc: C=0.
OOna: cos 3_7: =sin £_3_n =sin r
8 2 8 8
donc cos? r +cos? 3—n — cos? T +5in? X =1.
8 8 8 8
R 5w 3r 3rn (T (I
De méme: cos| — |=cos| T—— |=—c0S| — |=—-sin| — |=—sin| —
8 8 8 8 8

donc

2
cos2 5—75 +cos2 7—n =| —sin 7_75 +cos2 E =1.
8 8 8 8

Donc: D=2.
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Exercicell @ Léquation \/Esin(x)—1:0 est équivalente a I'équation sin(x)—

1
-

On sait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle ]—n,n], telles

. 1 2 T . 3n, . . ,
3/a AC | ) /4 que sin(x)=—==—. Cesont — et — (voir figure ci-contre,
4B : A ( ) \/E 2 4 4
| points A et B).
T .
E L'ensemble des solutions de |'équation sont donc les réels définis
: D par: X=£+2k7‘t ou x:3—n+2kn, avec k e Z (comme dans
a3 4 4

tout I'exercice).

@ Pour cette équation, on voit que I'on a cos(x) et cos? (x) On va dong, dans
un premier temps, considérer que ce que I'on cherche n'est pas la valeur de x,
mais celle de cos(x). On dit que I'on fait un changement d'inconnue. On va donc
résoudre |'équation 2X2+3X+1=000X représente cos(x).

C'est une équation du second degré. Son discriminant vaut :

—3+\ﬁ__1

A=32—4x2x1=1. Il'y a donc deux solutions : X; = =—— et
\/_ 2x2 2
x2=_3_ T,
2x2

Cherchons maintenant les valeurs de x correspondant. Pour X; on doit avoir

cos(x) =X,= —%. On sait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle ]—n, n], telles
que cos(x) = —%. Ce sont Z?n et —%ﬂ (voir figure ci-dessus, points C et D).

. . , e 27
Les réels correspondant a ces solutio ns sont donc définis par : x = ?+ 2kT ou

x:—z—n+2kn.
3

Pour X, ondoitavoir cos(x) = X, =—1. Onsaitqu'ily a une valeur dans I'intervalle
]—n,n], telle que cos(x):—1. C'est m (voir figure ci-dessus, point E).

Les réels correspondant a ces solutions sont donc définis par : x =+ 2km.

L'ensemble des solutions de I'équation initiale sont donc les réels définis par :

x:z?n+2kn, x:—z?n+2kn ouU X =Tm+2km.

© Onsait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle ]—n, n], telles que cos(oc) =0.

Ce sont r et —E.
2 2
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L'ensemble des solutions de I'équation sont donc les réels x qui vérifient :

3x=g+2kn ou 3x:—§+2kn.

Attention ! Ici on a toutes les valeurs de 3x et non celles de x.

Pour obtenir les valeurs de x il nous faut diviser par 3. Mais attention, le terme
2km doit aussi étre divisé par 3.

L'égalité 3x:§+2kn donne donc X=E+k2—n. Ceci signifie que I'on
a un premier ensemble de solutions qui sont tous les réels égaux a g aun
multiple de 2?11: prés (soit a un certain nombre de tiers de tour prés). On
peut laisser les solutions ainsi, mais comme il est plus habituel de donner les
valeurs a un multiple de 2w pres (a un certain nombre de tours prés), on peut

remarquer que )(=£+k2?1t équivaut a x:g+2kn ou X:%+2?n+2kn ou

x:%+4?n+2k1c (voir figure points A, B et C).

A e T
De la méme facon I'égalité 3x=——+2kn Ar/,
équivauta x = n+k27c :
a 6 3 s/ LB A6

Y

Soit x=—£+2kn ou x=—%+2§+2kn

n 4r
oU X=——+—+2kn F
/g D -T/g

(voir figure points D, E et F). ¢

3TC/2
L'ensemble des solutions de I'équation sont

donc les réels définis par : x:£+2kn, x:5—n+2kn, x:%t:%t+2kn,

x:—£+2kn, X=3—n+2kn=£+2kn ou x:7—n+2kn.
6 6 2 6

O Pour cette équation, on voit que I'on a un mélange de cos(x) et sin(x). Ce
n'est donc pas pratique. On va donc d'abord « homogénéiser » cette équation

en remplacant sinz(x) par une expression en fonction uniquement de cos(x).
Ceci est faisable puisque I'on a, pour tout x : sinz(x)+cosz(x):1. On peut
donc remplacer sin(x) par : 1-cos?(x).

L'équation s'écrit alors : 2(1—cos2 (x))+cos(x) =2.

Soit : —2cos” (x)+cos(x) = (1—2cos(x))cos(x)=0. On a donc cos(x)=0 ou

1—2cos(x):0.
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-

On sait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle |-, 7], telles que cos(x)=0.

Bl D2
NEs
=TT
_n/z /3
Exercice Il

@ a) On sait que COS(—E) = cos(%). Donc cos(—%j = \/E—H/E

Donc

T T

Cesont —— et —.
2 2

Il'y a aussi deux valeurs dans le méme intervalle telles que

cos(x):0,5. Ce sont —g et g

L'ensemble des solutions de I'équation sont donc les réels définis
par : x=—§+2kn, x:§+2kn, x:—§+2kn ou x:§+2kn.

Elles sont représentées sur le cercle trigopnométrique par les points
A, B CetD.

12 4

*”""”;t(*”ej“( )l a3

12
. 137: T L
¢) On sait que cos| — |=cos| T+-— |=—C0S
12 12 12/

[13nj J6++2
Donc cos m =— .

4

d) On sait que cos 3n = cos| 3m— = | = —cos| =
12 12 12/

[351:) J6+2
Donc cos m =— .

4

@ On sait que, pour tout x : sin? (x)+cos? (x)=1.

Onadonc: sin?| — T —1—cos?| = T
12 12

- [gjz [f+\fj 16 (6+2\£\/§+2]=8—2\£\/§

De plus, comme S

16

12 16 16

55

NlF‘

4

<m, ona 5|n[1nz)>0. Donc : sin(%):\g_ﬁ.
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Exercice IV

© a) On sait que sin(—lj:—sin[lj. Donc sin(—%J: \5—\@

12

12 4

b) On sait que sin T —sin| - = |=sin| = |.
12 12 12

4

.(mj J6-2
Donc sin W =

. . [ 13m® . o L
¢) On sait que sinf — |=sin| T+— |=-sin| — |.
12 12 12

.(137:] J2-6
Donc sin m = .

4

d) On sait que sin Hn =sin 3n—£ =sin L)
12 12 12

. (35nj \/g—\/i
Donc sin = .
12 4

@ Voir figure ci-dessous.

a)Ona:
(A€, 35) = (1%, AD) (A8, AF) = - Z =% 4 ok
2 3 6
puisque ABCD et ABE sont directs.
La mesure principale de (A? ﬁ)) est donc g
b)Ona:
(BC, BE ) - (BC, ) (BE, BA) ==~ 2" 2k
2 3 6

pour les mémes raisons. La mesure principale de
(ﬁ, ﬁ) est donc .

6

c)Ona: (CT), CT:)z(CT), FB)+(€B, ﬁ):§+§:%ﬂ+2kn puisque ABCD et

CBF sont directs. La mesure principale de (CT) &) est donc 5%

© Les triangles ADE, BCE et CDF sont isoceles respectivement en A, B et C.

DansADEona: (A—E ﬁ))+(ﬁj ﬁ)+(ﬁ, D—E): T+ 2kT
et (ﬁj E&):(ﬁ D?) Onadonc:
n—(A?, H))_ T——

ED, EA) = (DA, DE) = 6T
(ED. EA)=(DA, DE) = — kT
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La mesure principale de (ﬁ) ﬁ) et celle de (ﬁ ﬁ) sont donc ':)—7;

De la méme facon, dans BCE on a (C? CTB):(IETS, E)z?—;+2kn. La mesure
principale de (ai 63) et celle de (@ E?) sont donc ':)—7;

Dans CDFon a: (EIS &)+(ﬁ: IBE)+(E 5): T+2kT et (E @):(D? ﬁ)
Onadonc:

— 5w
(7. ) =(oF ﬁc):“‘(CZD' CF):"‘Zez%mn.

La mesure principale de (E 6) et celle de (ﬁ ﬁ) sont donc %

O a)Ona:
(E€, D)= (EC, 8-+ (8, A )+ (EA, E5) = - (8, ) (6. EA) - (D, 4.
Avec les résultats précédents et comme ABE est direct, on a:

(Ii 5):—5—n—£—5—n:—7—n+2kn. Comme —2n<—7—ns—n, pour avoir
12 3 12 6 6

la mesure principale de I'angle (comprise entre —1t et m ), il faut ajouter 2.

On a donc: (R g)):—%n+2n+2kn:%n+2kn. La mesure principale de
(E?, ﬁ)) est donc 5%

b) On peut déterminer la mesure principale de l'angle orienté (D? ﬁj)
en utilisant le fait que le triangle ECD est isocéle en E (car E est équidistant

de A et B, donc aussi de C et D). On peut aussi utiliser le calcul:
— —\ T 5T =

(D? ﬁ):(ﬁ D—C)—(DA, DE):E—E:E+2kn. La mesure principale de

(D—E, ﬁi) est donc %

O a) Les angles orientés (BE, BE) et (ITF ﬁ) ont donc méme mesure principale.

b) Comme ces deux angles sont définis avec le méme deuxiéme vecteur DC, on

en déduit que les deux premiers vecteurs DE et DF sont colinéaires et de méme
sens.

Donc les points D, E et F sont alignés.

ExerciceV @ a) Le point K, centre du cercle circonscrit au triangle ABM est le point

d'intersection des médiatrices de [AB] et [AM] (voir figure page suivante).
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b) Indépendamment du point M, on sait
(voir propriété de I'angle au centre) que

I'on doit avoir (@ K—B):Zoc, ou o est
un réel fixé, et que K est nécessairement
sur la médiatrice de [AB].

Il est alors facile a voir qu'il n'y a qu'un

seul paint_sur la médiatrice de [AB] tel
que (pK% KB)J: 20..

Ce point est donc indépendant du choix
du point M.

© Prenons un point N tels que (I@ IWB)= o. Le centre du cercle circonscrit au
triangle ABN est défini comme étant le point H de la médiatrice de [AB] tel que
(ﬁ WB):Za. Ce point est nécessairement le point K, puisqu'il y a unicité du
point ayant ces propriétés.

Le cercle circonscrit au triangle ABN est donc le méme que celui circonscrit au
triangle ABM.

Le point N est donc nécessairement sur le cercle de centre K passant par A.

© Sil'on prend un point M sur ce cercle, on a (@ @) = Z(M—A M—B) =20+ 2kT.
Donc (m M—B) =0 +kT.
C'est-a-dire (m M—B) =0o.+2km ou (M—A M—B) =0+ T+ 2kT.

Or, lorsque M est sur |'un des deux arcs de cercle AB, le triangle ABM est direct

et la mesure principale de (M—A M—B) est positive.

Quand M est sur l'autre arc de cercle ,/ATS le triangle ABM est indirect et la

mesure principale de (W M—B) est négative.

Dong, sur le cercle de centre K passant par A, seuls les points N d'un des deux arcs

de cercle ,@ vérifient (m, N?) =0+ 2kT.

Nous venons donc d'établir la propriété suivante : deux points distincts A et B du
plan, et un réel non nul o tel que oce J-m;m | étant donnés, I'ensemble des

points M du plan tels que (m M—B): o est un arc de cercle AB.
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Exercice VI

@ En utilisant la propriété de I'exercice précédent, on sait que le point A est sur
— : . — —\ T

un arc de cercle RP, ensemble des points M définis par (NR, NP)z §+2kn. Or

on connait un point de cet arc de cercle, le point K tel que le triangle KRP soit

équilatéral direct.

On construit ce point, puis le cercle circonscrit au triangle KRP. Le point A est alors
sur le méme arc de cercle RP que le point K.

De méme, on sait que le point A est sur un arc de cercle MR, ensemble des

points N définis par (W ﬁ)=%+2kn. Le centre O de ce cercle est le point

de la médiatrice de [MR] tel que (m (ﬁ):g+2kn. [l est donc sur le cercle

de diametre [MR].
Ce cercle et la médiatrice de [MR] ont deux points en commun, I'un tel que

(W ER) = §+2kn, I'autre tel que (W ER) = —§+2kn. On choisit donc le
premier. On peut alors tracer le cercle de centre O et passant par M et R. Le point

A est alors sur 'un des deux arc MR qu'il faut identifier (I'autre correspond aux
point N tels que (W l\ﬁ) = —%+2kn ).

On a ainsi déterminer le point A comme intersection de deux arcs.

@ Construction du point A sur la figure ci-dessous.

_______________________

_____________________________________
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||||Eevoir' autocorrectif B

m » Ce devoir n'est pas a envoyer a la correction.

m » \Veuillez réaliser ce devoir apres avoir etudié les séquences 3
= etd

Enonceé

Exercice 1

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

@ Déterminer une équation de chacune des deux paraboles.

D Q C
© ABCD est un rectangle, AB=8 et AD=6.
Me[AB]. Ne[AD], Pe[BC], Qe[D].
Les triangles AMN et CPQ sont rectangles isoceles et
AM =BP = x. {

N\

Soit f(x) I'aire de la partie non hachurée. On définit N P
ainsi une fonction f sur l'intervalle [0 ; 6].

A M B
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a) Démontrer que f(x)= —x? +6x+30.

b) Pour quelles valeurs de o I'équation —x? +6x+30=0 a-t-elle au moins une solution dans R ?

¢) Donner le tableau de variation de la fonction f et en déduire les valeurs de o pour lesquelles
I'équation f(x)= o a au moins une solution.

d) Résoudre I'équation f(x)= 35.

e) Donner I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f(x) est inférieur a trois fois I'aire
hachurée.

Exercice 2

Un sac contient trois boules numérotées respectivement 0, 1 et 2, indiscernables au toucher.

On tire une boule du sac, on note son numéro x et on la remet dans le sac ; puis on tire une seconde
boule, on note son numéro y et on la remet dans le sac.

Toutes les boules ont la méme probabilité d'étre tirées.

A chaque tirage de deux boules, on associe dans le plan, muni d'un repére orthonormé (O ; 7 ]) ,le
point M de coordonnées (x ; y).
On désigne par D le disque de centre O et de rayon 2,236.

Les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.

@ Placer dans le plan muni du repére (07]) les points correspondants aux différents résultats
possibles.

@ Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A: « le point M est sur I'axe des abscisses » ;

B : « le point M appartient au cercle de centre O et de rayon 1 ».

© Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de deux boules, associe la somme X2 +y2.

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable X. Calculer son espérance mathématique E(X) et son
écart-type o(X).

b) Soit C|'événement « le point M appartient au disque D ». Montrer que la probabilité de I'événement
Cest égale a g

O On tire six fois de suite, de facon identique, deux boules successivement avec remise. On obtient
ainsi 6 points du plan.

Quelle est la probabilité de I'événement F : « au moins un des six points appartient au disque D » ?
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Exercice 3

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

@ Pour chacune des fonctions suivantes, justifier que la fonction est dérivable sur son intervalle de
définition et donner I'expression de sa fonction dérivée.

a) FX)= x> —7x* +4x+3 sur R.

b) g(x):(x/;+3x2)(x—3) sur ]O; +oo[.

0) h(x)=; sur J0; +oof.
X +Xx+2

2
d) j(x):(x10—x8+5x5) sur R.

X+3

x2—3x+2

e) k(x)= sur [2; +oof .

® Soit f la fonction définie sur [0 : +oo[ par f(x)= 6x—4\/;.

a) La fonction f est dérivable sur 0 ; +oo[ . Déterminer f'(x) pour x> 0.

b) Expliquer comment, sans calculatrice, on peut trouver une valeur approchée de £(1,00002). Quelle
valeur obtient-on ? Quel est I'écart entre cette valeur et la valeur donnée par la calculatrice ?

¢) Donner de méme une valeur approchée de
1(0,9997). Quel est I'écart entre cette valeur et
la valeur donnée par la calculatrice ?

© On considére une fonction f définie et dérivable

sur ]0; +eo[ et on donne sa représentation
graphique. Le point A de la courbe d'abscisse 1
est indiqué ainsi que la tangente en ce point.

a) Lire le nombre dérivé en 1.

. k ,
b) On sait que f(x)=x+c+—, cet k étant des
constantes. X

En utilisant £'(1) et le point A, déterminer c et k.

¢) Déterminer I'abscisse du point ou la tangente
est paralléle a I'axe des abscisses et compléter la
figure.
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Exercice 4

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O ; 7])

- , < 3
@ On considere le réel o appartenant a I'intervalle [0; 7| tel que cos(oc):—z.
a) Construire, sur le cercle trigonométrique de centre O, le point A tel que (7 (TA) =0

b) Donner, a |'aide de la calculatrice, un encadrement a 1072 prés de la valeur en radians de c.

¢) Résoudre dans R I'équation cos(x): ~2 (on exprimera les solutions en fonction de o).

©® a) Résoudre dans R I'équation 2c052(x)+cos(x)—0,5:sinz(x)—cosz(x).

b) Placer, sur le cercle trigonométrique, les points correspondant a ces solutions. On précisera leurs
coordonnées.
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|||I.or'r'igé autocorrectif B

Exercice 1

© La parabole C; coupe I'axe des abscisses aux points d'abscisses —3 et 4. On connait donc les deux
racines du trindme que I'on cherche, c'est la forme factorisée qui est la plus commode.

Une équation de C; estdonc y =a(x—(-3))(x—4), soit y=a(x+3)(x—4).
Pour déterminer g, on choisit un point de la courbe, le plus simple parait étre le point de coordonnées

(0; —3). Onadonc —3=ax3x(-4), d'ot a=0,25 etuneéquationde C; est y =0,25(x +3)(x —4).
Pour la parabole C, on utilise la forme canonique car les coordonnées du sommet sont (6 ; —1).
Une équation de C, estdonc y = a(x—6)2 -1,

Pour déterminer g, on utilise un autre point de la courbe, par exemple le point de coordonnées (7 ; -2).
On obtient -2= a(7—6)2 -1, soit a=-1.
Une équation de C, est donc y= —()(—6)2 —1.

@ a) Les triangles hachurés sont rectangles et isocéles, on sait que AM =BP =x, et donc CP=6— x.

L'aire du rectangle vaut 6 x8=48, |'aire non hachurée vaut f(x)= 48—%)(2 —%(6— x)z.

En développant et en ordonnant, on trouve f(x)= —x2 +6x+30.

b) L'équation —x2+6x+30=0 équivaut a —x? +6x+30-0.=0. Le discriminant de cette équation
est A=62— 4(-1)(30— o) =156 — 4ot L'équation —x% +6x+30—0.=0 aaumoins une solution dans

R lorsque 156—40.>0, donc I'équation —x?+6x+30=0 a au moins une solution dans R
lorsque o <39.

¢) D'aprés le cours, la fonction f du second degré, définie sur [0 ; 6] par f(x)= X2 +6x+ 30, admet

-6 \ . .
un extremum pour x = EN = 5 =3, c'est un maximum car a=-1, aest négatif.
a —
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Le tableau de variation de f est donc :

X 0 3 6

39
£(x) ///////, \\\\\\\\*
30 30

Le tableau de variation montre que I'équation a au moins une solution lorsque 30 <o < 39.

d) D'apres ce qui précéde on peut prévoir que I'équation f(x)=35 possede deux solutions.
Comme f(x)=35< —x%46x-5= 0, on résout —x246x-5=0 : A=6%— 4(=1)(-5)=16 et les

deux solutions sont X, = ﬂz 5 et X, = —-6+4 _
2x(=1) 2% (-1)

L'ensemble S des solutions de f(x)=35 estdonc §= {1 : 5}.

1.

e) L'aire hachurée vaut %xz +%(6— x)2 = x2—6x+18.
On doit donc résoudre I'inéquation f(x) < 3(x? —6x+18) dans [0;6] etonales équivalences :

F(x)<3(x2—6x+18) = —x% +6x+30<3(x2 —6x+18)
& 4x2-24x+24>0

@x2—6x+620.

Dans le trindme x2—6x+6, le coefficient de x? vaut 1 qui est positif, donc le trindme est positif

sauf entre ses racines si elles existent. Son discriminant est A =(~6)2 —4x1x6=12, il y a donc deux
racines qui sont x5 :L;\/E: 3+4/3 et Xy = 3-4/3.

Comme x3=4,7 et x, =1,3, ces deux racines sont dans l'intervalle [0 ; 6] et on obtient :

X 0 3-43 3443 6

Signe de X2 —6x+6 + 0 — 0 n

Comme la condition sur f(x) est équivalente a X2 —6x+620, on peut conclure que I'ensemble des

valeurs de x pour lesquelles f(x) est inférieur a trois fois |'aire hachurée est :

[0;3—v§}u[3+v§;6}
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Exercice 2

7777777777777777777777777777777777777

@ On a placé tous les points d'abscisse 0, 1 ou 2 et 77777 77777 77777 p — 1 ‘ 77777
d'ordonnées 0, 1 ou 2 : il y en a 9. En effet, on a répété deux ‘ ‘ ‘

fois, de facon identique, le tirage d'une boule parmi 3, il y a
donc 32 résultats possibles.

© Les 9 résultats sont équiprobables, I'événement A est  :----) ‘ ff———iD————R—=—2;236‘ fffff
, . o 3 1 1 ‘ 1 1 ‘ ‘
formé de trois éventualités, donc p(A)=§=§. L LN\ L

Parmi les neuf points, il y en a 2 qui se trouvent sur le cercle

de centre O et de rayon 1, donc p(B)= é

© a) La loi de probabilité de la variable X est dans le tableau :

coordonnées | (0;0) 0;1,(:;0 (1:1 (2;0),0:2) | 2;:1,(:2 (2:2)

X; 0 1 2 4 5 8

1 2 1 2 2 1

p( =X;) _ < _ i z _
! 9 9 9 9

On vérifie que la somme des probabilités p(X=x;) est bien égale a 1.

On a donc E(X)zO><1+1><Z+2><1+4><E+5><g+8><1:E:E.
9 9 9 9 9 9 9 3

Donc V(X)=E(X )—(E(X))2 :0><1+1><z+4><1+16><z+25><z+64><1—@:2
9 9 9 9 9 9

9 9
213

et G(X)=T d'ol 6(X)=24.

b) Le rayon du disque D vaut 2,236 donc I'événement C peut aussi s'écrire C= (X<2,2362).

On a 2,236% =4,999696 donc C=(X<4) et p(C):p(X:0)+p(X:1)+p(X:2):g.

O |l est plus simple de déterminer la probabilité de I'événement contraire de F, c'est-a-dire de
I'événement F : « il n'y a aucun point sur le disque D ».

s . . . -\ 4
La probabilité qu'un point ne soit pas sur le disque D est p(C)z 3

On a obtenu de facon identique 6 points du plan, donc la probabilité que les six points soient a

6
I'extérieur du disque D est égale au produit des six probabilités et donc a [5] . On vient de trouver

p(lz) et donc p(F):1—[gj6.
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Exercice 3
@ Remarquons d'abord qu'il nest pas indispensable de transformer les expressions obtenues.

a) f(x)= x> —7x*+4x+3 sur R. La fonction fest une fonction polynéme, elle est donc dérivable

sur R et f'(x):5x —28x3 +4.

b) g(x):(\/;+3x2)(x—3) sur ]0; +oo[ . La fonction racine carrée est dérivable sur ]0; +ocof et
les fonctions polynémes aussi donc chaque facteur est dérivable sur ]O ; +oo[ et le produit, c'est-a-

dire la fonction g, I'est aussi. Ona g'(x)= (L+6x}(x—3)+(\/;+3x2)x1.

2Jx

c) h(x)= 0; +oo[. La fonction A est une fonction rationnelle, elle est dérivable sur
X" +x+2 2 / ,
i . . —(3x°+1) .. 1 —u
son ensemble de définition et on obtient h'(x)= ———— | enutilisant| — | =— |.
u

(x3+x+2) U

3

2
d) j(x)= (xw L 5x5) sur IR. La fonction jest une fonction polyndme, elle est dérivable sur R

et j'(x)= (10)(9 8x’ +25x )(x10—x8+5x5) (en utilisant (uz) =2u'u).

X+3 . . . .
5 sur ]2; +oo[. La fonction k est une fonction rationnelle, elle est dérivable

e) k(x)=
X =3x+2 2 _ _ _ 2
sur son ensemble de définition et k'(x):1(x 3x+2)—(x+3)2x 3): X —bx+11

/ 1 1
u u'v—-uv
car | —| = .
v %

@ a) La fonction fest dérivable sur ]0; +eof et f'(x):6—

2 2
(x2—3x+2) (x2—3x+2)

2
—6———.
Jx.
h)=f(a)+hf'(a).

1
b) Pour calculer des valeurs approchées, on utilise I'approximatlon fla+

Ici, f(1+h)=f(N)+hf'(1), dou f(1+h)=2+4h car f'(1)=4 et f(1)=
Avec h=0,00002, on obtient f(1,00002)=2,00008 et la calculatrice affiche 2,0000800002. L'écart

entre ces deux valeurs vaut 2.1071°.

¢) Defaconanalogue,avec h = —0,0003, ontrouve (0,9997) =~ 2— 4 x 0,0003, d'ou (0,9997) ~ 1,9988.

La calculatrice affiche 1,99880004501, I'écart entre les deux valeurs vaut environ 5.1 08,
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© a) On lit sur le graphique f'(1)=—6.

b) Comme f(x):x+c+§, ona f'(x)= _k

2
et donc f'(1)=1-k. X

Or f'(1)=-6, donc k=7.

Les coordonnées du point A sont (1;4) donc
4 =£(1), soit 4:1+c+%, donc c¢=—-4 et donc

f(X)=x—-4+—.

X
¢) Une droite est paralléle a I'axe des abscisses
lorsque son coefficient directeur est nul. La

tangente au point d'abscisse x a pour coefficient
directeur le nombre dérivé f'(x), on doit donc

résoudre |'équation f'(x)=0.

Comme f'(x):1—l2, I'équation f'(x)=0

I 1 1 1 : 1 1 X
------------ oY rioreon équivaut a X2 =7"soit x=+17 puisque la

fonction f est définie sur ]O; +oo[.

Exercice 4

@ a) Le point A a pour abscisse = et une ordonnée positive puisque o appartient a l'intervalle
[0 ; n]. Comme il est sur le cercle trigonométrique, il est défini de maniére unique (voir figure ci-apres).

b) La calculatrice nous donne, en utilisant la fonction Arccos ou cos™! (sur TI), ou Acs (sur Casio), le
résultat :

0.~ 2,418858... Un encadrement 3 1072 prés de la valeur en radians de o estdonc: 2,41< 0 <2,42.
¢) On sait qu'il y a deux valeurs dans 'intervalle ]—n ;n], telles que cos(x) = —%. Cesont o et —aL.

L'ensemble des solutions de I'équation sont donc les réels définis par : x = o.+2km ou x =—o+2km,

avec ke Z.

@© a) Pour cette équation, on voit que I'on a un mélange de cos(x) et sin(x). Ce n'est donc pas
pratique. On va donc d‘abord « homogénéiser » cette équation en remplacant sinz(x) par une

expression en fonction uniquement de cos(x).

Ceci est faisable puisque I'on a, pour tout x: sin’ ()()+cos2 (X) =1. On peut donc remplacer sin’ (x)
par : 1-cos?(x).
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Ce qui nous donne I'équation : 2cos? (x)+cos(x)-0,5= 1- cos? (x)—cos2 (x).

Soit : 4 cos’ (x)+ cos(x)— 1,5=0.

On voit maintenant que |'on a une équation ou figurent cos(x) et cosz(x). On va donc, dans un
premier temps, considérer que ce que I'on cherche n’est pas la valeur de x, mais celle de cos(x). On
fait un changement d'inconnue. On va donc résoudre I'équation 4X%+X-15=0 ou X représente

COS(X).

C'est une équation du second degré. Son discriminant vaut: A= ?—4x4 ><(—1,5) =25.

14425 1 _—1-\25 3

Il'y a donc deux solutions : X; = >wa 2et =91 ~ 71
X X

: : : 1 .
Cherchons maintenant les valeurs de x correspondant. Pour X; on doit avoir cos(x) =X,= 7 On sait

. " 1 T T
qu'il y a deux valeurs dans l'intervalle ]—n ;n], telles que cos(x):i. Ce sont 3 et ——.

3

. . . e T T .
Les réels correspondant a ces solutions sont donc définis par : x = §+2kn ou x= —§+ 2km (points
B et C sur la figure ci-aprés).

Pour X, on doit avoir cos(x): X, :—Z. On sait qu'il y a deux valeurs dans I'intervalle ]—n ;n],
3 . . . e
telles que cos(x) =-7 Cesont o et —o. Les réels correspondant a ces solutions sont donc définis

par: x=o0+2km ou x=—o+2km (points A et D sur la figure ci-dessous).

, . 3
b) Les points A et D ont comme abscisse 2 et leurs

coordonnées vérifient : X% + y2 =1.

2
Leur ordonnée vérifie : y2:1—x2=1—£—%) =l. Soit
V7 V7
y=— ou y=——-ou.

o )

Comme |'ordonnée de A est positive, on a: A

et D[—E ; —ﬁ]
ik :

4

1

4

. . 1
Les points B et C ont comme abscisse 3 et leurs

coordonnées vérifient : x% + y2 =1.

NE

2
Leur ordonnée vérifie : y2 =1-x%= 1—[%} = % Soit y =

N|§‘

2

ou y
3

Si on choisit I'ordonnée de B positive, on a: B(% ; ?J et C(% ; —%}
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|||I.orrigé de la séquence 5

Partie 1: Produit scalaire

Chapitre 2: Produit scalaire de deux vecteurs

m Activité 1

Corrigé des activités du chapitre 2

Triangle rectangle ?

@ Pour savoir si le triangle ABC est rectangle en A, nous allons calculer BC? et
AB? + AC? et regarder si ces deux nombres sont égaux.
Ona:BC?=132=169 et ABZ+AC? =82 +10? =164,

Comme AB2+AC? #BC%, la contraposée du théoreme de Pythagore nous
permet de dire que le triangle ABC n'est pas rectangle en A.

© Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (07 ]) on construit les
points A(1,3), B(-3,1) et C(4,-3).

A Voir figure ci-contre.

A

Pour savoir si le triangle ABC est
rectangle en A, nous allons la encore

calculer BC? et ABZ+AC? et
regarder si ces deux nombres sont

° . égaux.
J Ona:Bsz(xc—xB)2+(y —yB)z
R = > soit BC = (4+3) +(—3—1)C2 =65.
\\' AB% =42 122 =20
\\ et AC? =32 +62 =45,
~ Donc : AB% + AC? = 65.

Comme ABZ + AC? = BCZ, la récipro-

C que du théoréme de Pythagore nous
permet de dire que le triangle ABC est
rectangle en A.
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W Activité 2  Expression de AB’ + AC? —BC? avec des longueurs et un angle

@ La figure ci-dessous représente les trois cas possibles pour la position de H par
rapport au segment [AC].

B

=
A H C
Cas 1 Cas 2 Cas 3

@ Dans tous les cas de figure, le triangle BCH est rectangle en H. Le théoréme de
Pythagore nous permet donc d'affirmer que I'on a toujours : HB? +HC? =BC2.
De la méme facon, le triangle ABH est toujours rectangle en H. Le théoréme de
Pythagore nous permet encore d'affirmer que I'on a toujours : HA? +HB? = AB?.
Onadonc:

AB? + AC? —BC? =HA% +-HB? + AC? —(ch +HBZ): HAZ + AC% —HC2.

© a) Cas 1 : le point H étant a l'intérieur du segment [AC], on a : HC= AC— AH.

b) On a donc : AB?+AC? ~BC? =HA? + AC —HC? =HA? + AC2 — (AC— AH)”.
Soit :

ABZ + ACZ —BC? =HAZ + AC% — AC? +2 AC x AH— AHZ = 2 AC x AH.

@ a) Cas 2 : le point H étant a I'extérieur du segment [AC], du c6té de A, on a:
HC=HA+ AC.

b) On a donc: ABZ+AC2 —BC2 =HAZ+ AC? —HC? =HAZ + AC? - (HA+ AC)”.
Soit :

ABZ + ACZ —BC? =HAZ + ACZ —HA? — 2 HA x AC— AC% = —2 AC x AH.

© a) Cas 3 : le point H étant a I'extérieur du segment [AC], du c6té de C,on a:
HC=HA-CA.

b) On a donc: AB?+AC2—BC? =HA? + AC2 —HC? =HA? + AC? — (HA—CA’.
Soit :
ABZ + ACZ —BC? =HAZ + AC2 —HA? + 2HA x CA— CA% =2 AC x AH.

@ Dans le premier cas, I'angle (A? R) est I'angle en A du triangle ABH
rectangle en H.
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m Activité 3

m Activité 4

Onadonc: cos(ﬁ, E): % Par conséquenton a:

AB? + AC2 —BC2 =2 ACX AH=2 ACxABxcos(A*B', A?).
Il en est de méme dans le troisieme cas.

Dans le deuxiéme cas, I'angle (AB, AC) n'est pas un angle dans un triangle
rectangle. Mais on a :

(Z\E AE): n—(AT—i, AE) et (Aﬁ AE) est I'angle en A du triangle ABH rectangle
enH.

Onadonc: cos(m, 53): %: —cos(ﬁ, E)

Par conséquent on a:

AB? + AC? ~BC% = -2 ACx AH=2 ACxABxcos(N-i,A?):MCxABxcos(ﬁ,E).
Dans les trois cas de figure, on a bien :

AB? + AC? —BC? = 2 4B x AC x cos| AB, KE).

Expression de ABZ + AC? _BC? avec des normes de vecteurs

© Larelationde Chasles nous permetdécrire : BC=BA+AC=—AB+AC=v—u.

) — 2 2 7 — 2 2
©O0na: AB :HABH Y e =HACH V] et
BCZ:CBZ=HCBH i

2002 o2 121121 12 2
Donc: AB“ +AC—BC  =|ul| +|v| —|u—-v

Expression de AB? + AC? —BC’ avec des coordonnées de vecteurs

2 2

—

u

—

4

242,

@ Le repére étant orthonormé, on a : = ()(')2 +(y')2 et

i & = (x=xV+(y-y) =2 =200+ (x +y2 =209+ (y')-
Donc:
a8+ a2 8= |al* +[v [ ~[a-v |

= x* +y2 +(x')2 +(y')2 —[xz —2)()('+(x')2 +y2 —2yy'+(y')2}.

Et donc : AB?+AC? —BC? =2xx'+2yy' =2(xx'+ ).
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Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 2

Exercice1 @ On sait que AB-AC = %(AB2 +AC? —BCZ), donciici :

KB-E=%(32+62—42)=14,5.

© De la méme facon : E-ﬁ:%(BCZ +BA? —ACZ):%(42 +32 —62):—5,5.

OFt: a.§=%(CA2+CBZ—A32)=%(62+42—32)=21,5.

Exercice2 @ a) Le repére étant orthonormé, on a:

OA-OB:xax(ﬁ YonYop = XaXe VY8 :2x(—3)—2><1:—8.

b) Deméme: u-v=x-x-+y-y-=-1x3+2x0=-3.
uv uv
QEt: W Z=Xox- 4=y~ =2x(-1)+4x3=10.
@ Pour calculer le produit scalaire BA - u il nous faut les coordonnées du vecteur

B?. Orona ﬁ(2+3;—2—1), soit ﬁ(S;—3).

Donc: BA'u:xBIxD+yﬁya=5x(_1)_3x2:_11_

Exercice 3 @ Les propriétés de calcul du produit scalaire nous permettent d'écrire :
u.(Zu—v):u~(2u)+u-(—v).

-

2 - -
—u-v.

— - - —vz - -

Puis : :I'(ZU—;)ZZZI"D—UV:ZU —u-v=2|\u

Les données de I'énoncé donnent alors : ZI . (221— ;) —2x4? —(—6) =38.

@ De la méme faconon a :

2

—

"4

—

(3050) v =(30) 7+ (59) 7= 30-v 570 =355

—

Et donc : (3a+5;)-v:3x(—6)+5x32 =27.
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© De méme:

(25-3?) : (—D+E)= (23)-(—D)+(25)-J+(—3E) - (—Z)+(—3J) v

Comme D;:;D on adonc:
(25—35)-(-E+E):—2x42+5><(-6)—3><32=—89.

-2

-2

O Enfin (2D+3§)2 =(2D)2 +2x(28)-(3;)+(3;)2 —4|u

) 2 2
Bt donc : (2u+ 3 =4x42+12(~6)+9x 32 =73,

—_— — _ —

Exercice 4 @ Le point H étant le projeté orthogonal de A sur (BC), on a : BC-BA =BC-BH.

Or, le triangle ABC étant isocéle en A, le pomt H est le milieu du segment [BC]. On
— — = = = = =2

a alors: BC-BA=BC-BH=BC--BC=—=BC ——BC2=1 2,
2 2 2 2

@ De méme, le point B étant le projeté orthogonal de F sur (BC), on a:

—_— — —_— —

BC.FC=BC-BC=BC? =42,

O0na: E:E+ﬁ:ﬁ+ﬁ. Donc:

—_— —  — _— — — —

Bc-AE=BC-(E;+E)=BC-AB+BC-AF.

_— — —_ —

Or, BC AB——BC BA——%a et BC-AF=BC- HB——BC BH=— % 2

s 2 12 2

Par conséquent, on a : BC-AE:BC-AB+BC-AF=—%a —Ea =-a°.

OO0na:

_ —  — —

B?(ﬁﬁF) BC -BA +BC- HF—%a +BC. HB—;a —BC. BH—;a —%a -0,

—

u

—

Exercice5 @ Onsaitque: u-v= v

cos(a,;). On adonc:
E-;:4><3><cos 2_7: =12x —1 =—b.
3 2
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® De mémeona:

q:“‘ ;COS(W,;)=\/EX4XCOS(—ZJ= 42 §= 4.

Exercice6 @ Onsaitque: u-v=

- -

—

u

—

4

- —

cos(u, v), donc

- - u-v .
cos|{u,v|=—=-=. Icionadonc:

<

u-v 4 1
u

; - 4><(\E+1): (\EH)'

COS(U, V) =

En utilisant la calculatrice (fonction cos_1) on obtient :

1 1
@

On peut en conclure que (D,;)z1,26 rad ou (D,;)z—1,26 rad puisque le

cos =~ 1,26 rad.

cosinus ne nous permet pas de distinguer ces deux angles.

© Le repére étant orthonormé, on a :

‘w” V3 (-4 =25 =5, |z|=(-12) +5% =169 =13 et

W Z=XoXot Yoy =3X x(-12)+(~4)x5=—56.
On adonc: cos(w,;): Wz __ —36 __5%
ST 5x137 65

En utilisant la calculatrice (fonction cos_1) on obtient : cos™ (—%) =2,61rad.

On peut en conclure que (W,;)z2,61 rad ou (W,;)z—2,61 rad puisque le

cosinus ne nous permet pas de distinguer ces deux angles.

Y= Yo Z

Exercice 7 @ a) Le coefficient directeur de (OB) est : m= .

Elle passe par I'origine du repére, donc son équation réduite est: y = §x

b) Les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur (OB), vérifient

I'équation de (0B) : y,, = %xH
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D'autre part, le vecteur AH et orthogonal au vecteur OB. On a donc:
AH-0B=0.

Or on est dans un repére orthonormé et les vecteurs AH et OB ont
pour coordonnées : ﬁ(3;2), et m(xH—tyH—z). On a donc:

ZH(TB:B(XH —1)+2(yH —2)=0. Ce qui donne : 3xy +2y, =7.

2
P . . . \ I Yu=35X
Pour déterminer les coordonnées de H, on résout le systéme : 3 )

Par substitution, on obtient comme deuxiéme équation : 3xy +2(§XHJ= 7 qui

équivaut, en multipliant par 3, a 9x,, +4x, =21. Ce qui nous donne : x, :%

et donc —zxg—H
WM=3"537 73
Onadonc: H EE
13 13

c) L'équation réduite de (OA) est: y =2x.

Les coordonnées de K vérifient cette équation et on a : BK - OA =0.
Ona :6K(1;2), etB?(XK—3;yK—2),donc :éﬁ-6K=1(XK—3)+2(yK—2):O.

Ce qui donne : X, +2y, =17.

, . , , . Yk =2X¢
Pour déterminer les coordonnées de K, on résout le systeme : )
Par substitution, on obtient comme deuxieme équation : x, + 2(2)(K ) =7. Cequi

nous donne : Xy 2% etdonc yy :Zxézﬂ.

5
Onadonc: K ZE )
55

© a) Comme le repére est orthonormé, on a :

— 7 14
OA~OK:XAXK+yAyK:1><§+2><?:7.

b) De méme: (ﬁ-ﬁ=xBxH+yByH :3x%+2><%:7_

c) Enfin: &\’&:xAwaAyB =1x3+2x2=7.
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_— — _— —

© Le point H étant le projeté orthogonal de A sur (OB), on a: OA-0B=0H-OB.

_— — —_— —

Le point K étant le projeté orthogonal de B sur (OA), on a: OA-OB=0A-OK.

Il est donc normal, indépendamment des coordonnées des points A et B, que I'on
trouve :

—_— — —_ — —_ —

OA-OB=0H-0B=0A-OK.

Exercice 8 Comme | est le milieu du segment [BC], on a: N = %(Eﬁﬁ)

On obtient facilement ce résultat en construisant le point D tel que ABDC soit un
parallélogramme et en constatant que | est aussi le milieu de [AD].

On obtient de la méme facon : Eﬁ:%(é&ﬁ/&’) et E:E:%(EZ\#FB)

Onaalors:

_— — — - — —

AB-CK+B(:-A|+CA-BJ:E-%(J+C_B')+&’-%(E+A_C’)+C_A'-%(ﬁ:#ﬁ).

AB-CK+BC-AI+CA-BJ:% AB-CA+AB-CB+BC-AB+BC-AC+CA-BC+CA-BA

AB-CK+BC'AI+CA-BJ:§ AB-CA+AB-CB—-(CB-AB+BC-AC—AC-BC—-CA-AB

Exercice9 @ a) La construction des points B et C est évidente. Le point D est le point tel
que ABDC soit un parallélogramme.

Voir figure ci-contre.
b)Ona:

<t

BC=BA+AC=AC-AB, soit

"""""" -~ |D BC=v-u.

)(/ @ Développons chacun des
— VY

A iy _— ) carrées du premier membre de
- |'égalité.
T = -u ’
u ~— Ona:
u+v :(u+v) et donc

Y, R, R, s BT
u+vi =u +2u-v+v =|ull +2u-v+jv
De méme: |(u—Vv| =u =2u-v+v =|u| =2u-v+|v
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Exercice 10

—

u

Onadonc:

2 2 2 - o

+2u-v+
ZJ

iy :HADH — AD? et

—

+V

- o

u—-v

-

u

—

4

—

u

2 2 - o

-2u-v+

2

—

+ "4

+

2

—

u

—

+(|V

Il
N
VN

©O®0rona: u-v

2 — 2
:HCBH — CB.

—

-2 — 2 7 2 — 12 2
Et comme ||u =HABH =AB” et (v =HACH = AC*, on a donc obtenu :

AD? + CB2 =2(AB2 +AC2).

On peut donc dire que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des
diagonales est le double de la somme des carrés de deux cotés consécutifs.

A D
. . K
@ a) Figure, voir ci-contre.
b) Le calcul de produit scalaire permet
d'écrire :
H
RC-BD- (AB+BC) (D) o :

— AB-BC+AB-CD+BC-BC+BC-CD.
Comme ABCD est un rectangle, on a :
AB-BC=BC-CD=0,

N )

AB-CD=AB-BA=—AB =—a°,

—

B? .BC = b%. Donc

—_— — —_— — — — — —— —

AC-BD=AB-BC+AB-CD+BC-BC+BC-CD = h% — .

@ En exprimant autrement ce produit scalaire, calculer, en fonction de a et b, la
distance HK. On peut écrire :

—»—»—»)—» _— —— — — — —

E-ﬁ:(AH+HK+KC -BD = AH-BD+HK -BD+KC - BD.

Or H et K étant les projetés orthogonaux respectifs de A et C sur (BD), on a:

AH-BD=0 et KC-BD=0.
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Exercice 11

—_— — _— —

Ce qui nous donne : AC-BD =HK-BD =HK xBD.

Comme on sait que : BD= Va? +b%, onen déduit que:

E-ﬁ:HKxVa2+b2 —p?_a?

2 2
b°-a
Et donc: HK = ——.
a’ + b’
@ a) Figure, voir ci-contre. D C

b) Les triangles AHM et CKM sont bien
entendus rectangles en H et K.

Le triangle ABC étant rectangle isocéle en

B, on en déduit que les angles IiA\C et B/CX

— — — — MM}--mm e L K
mesurent 45°. Or BAC=HAM et BCA =KCM. i
Donc les triangles AHM et CKM sont rectangles
et isocéles en H et K. A T \ 5

¢) On en déduit que AH=HM et comme HMKB
est un rectangle car il a 3 angles droits, on a:

AH=HM=BK.

De méme, ona MK =KC et comme HMKB est un rectangle, on a : HB = MK =KC.

—»—»—»)—r _ — — — — —

O0na: W-lﬁ:(DA+AH+HM ‘HB =DA - HB+ AH - HB + HM - HB.

Or DA-HB=0 et HM-HB=0 puisque ABCD est un carré et HMKB est un
rectangle.

_— — _ —

Donc: DM-HB=AH-HB=AHxHB puisque les vecteurs AH et HB sont de
méme sens.

© Pour montrer que les droites (DM) et (HK) sont perpendiculaires, on va calculer

—_ — _— — — —

le produit scalaire DM -HK. Oron a: DM-HK =DM HB+DM-BK.

Comme a la question précédente, on peut exprimer le produit scalaire DM -BK
a |'aide de longueurs.

—»—»—))—» _— — — — — —

Ona: W-ﬁ(:(DuchM -BK =DC -BK +CK - BK +KM - BK.

Or DC-BK=0 et KM-BK=0 puisque ABCD est un carré et HMKB est un
rectangle.

_— — —_— —

Donc : DM -BK =CK-BK =—-CK xBK puisque les vecteurs CK et BK sont de sens
contraire.
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_ — _ s — —

On peut donc en conclure que : DM -HK =DM -HB+DM -BK = AH xHB — CK xBK.

Les égalités vues a la question 1. c. nous donnent donc :

DM - HK = AH x HB— HB x AH = 0.

On en déduit que les vecteurs m et ﬁ sont orthogonaux, et donc les droites
(DM) et (HK) perpendiculaires.

Chapitre 4 Exercices d’approfondissement
Corrigés des exercices du chapitre 4

Exercicel @ Puisque le point M est quelconque, on va modifier I'écriture du calcul proposé
de facon a ce que ce point n"apparaisse plus qu‘un seule fois. On a :

et s A — —_— — —_

MA -BC+MB-CA+MC - AB=MA - BC+(MA+AB) c_A'+(W+A_c')-AB

—MA-BC+MA-CA+ABCA+MA- AB+AC- AB

—»—»—w)—»—w _ —

:m-(BC+CA+AB +AB-CA+AC- AB.

La relation de Chasles nous permet d'écrire : BC+CA+AB=BB=0. On a alors :

—_— — —— —— —— —— i —_— — —— —

MA-BC+MB-CA+MC-AB=MA-0+AB-CA+AC-AB=0+AB-CA—CA-AB=0.
@ a. Les droites (MA) et (MB) sont les hauteurs issues de A et B pour le triangle
ABC puisque (MA) est perpendiculaire a (BC) et (MB) perpendiculaire a (CA).

b. Pwsque (MA) est perpendlculalre a (BC) et (MB) perpendiculaire a (CA),
on a: MA-BC=0 et MB-CA=0. Comme on sait que l'on a toulours

_— s —— —— —— ——

MA -BC+MB-CA+MC-AB=0, on en déduit, dans notre cas, que : MC - AB = 0.

Donc (MC) est nécessairement perpendiculaire a (AB).

¢. La réponse précédente nous montre que (MC) est aussi une hauteur du triangle
ABC.

On vient de démontrer que, dans un triangle quelconque, le point d'intersection
de deux hauteurs (ici le point M) est nécessairement sur la troisieme hauteur du
triangle.

Autrement dit, on vient de démontrer que les trois hauteurs d'un triangle sont
toujours concourantes.
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Exercice ll

@ a. On va faire ici un raisonnement par équivalence, car il est facile de vérifier
les équivalences que nous utiliserons.

- - TV ATy - -
L'égalité u‘: équivaut a I'égalité =|v| car |u] et sont des
nombres positifs.

/4 L4 - 2 - 2 ’ - Y ’ L4 - 2 - 2
L'égalité ||u|| =|/v|| équivauta |'égalité —|lv] =0.

4 L4 - 2 - 2 r - by r L4 _)2 _>2 -7 ’ ’
L'égalité |u| —|v|| =0 équivaut a I'égalité u —v =0 (propriété du carré
scalaire).

-2 -2

L'égalité u —v =0 équivaut a I'égalité (u+v) (E—J)zo (propriété de calcul
du produit scalaire).

Enfin I'égalité (u+v)-(u—v):0 équivaut a |'affirmation « u+v et u—v sont
orthogonaux ».

b. Considérons un parallélogramme ABDC. Nous allons encore raisonner par
équivalence.

Dire que ABDC est un losange équivaut a dire que H AB H H AC H

Dire que HABH HACH équivaut a dire que AB+AC et AB—AC sont
orthogonaux (propriété démontrée au a.).

Dire que AB+ AC et AB—AC sont orthogonaux équivaut a dire que AD et CB
sont orthogonaux (calcul vectoriel dans un parallélogramme).

Dire que AD et CB sont orthogonaux équivaut a dire que (AD) et (BC) sont
perpendiculaires.

On a ainsi démontré qu'un parallélogramme est un losange si et seulement si ses
diagonales sont perpendiculaires.

@© a. Pour démontrer cette propriété, on peut refaire un raisonnement analogue
a celui fait dans la premiére question. Mais on peut aussi se servir directement
de la propriété démontrée dans cette question.

Pour ce faire, appelons U le vecteur u+v et V le vecteur u—v. On a alors :

u+v

- -

u—-v

équivaut a HUH:H VH

HUH:HVH équivaut a U+V orthogonal a U—V (propriété démontrée dans la
premiére question).

U+V orthogonal a U-V équivauta u+v+u—v orthogonal a u+v—(u—v).
U+V orthogonal a U—V équivautdonca 2u orthogonal a 2v ce qui équivaut

a u orthogonal a v.
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Exercice Il

b. Considérons un parallélogramme ABDC. Nous allons encore raisonner par
équivalence.

Dire que ABDC est un rectangle équivaut a dire que AB est orthogonal a AC.

Dire que AB est orthogonal a AC équivaut a dire que HAB+A?HzHE§—A?H
(propriété démontrée au a.).

Dire que H AB+ACH HAB—ACH équivaut a dire que HEHzH@H (calcul dans
un parallélogramme).

On a ainsi démontré qu'un parallélogramme est un rectangle si et seulement si
ses diagonales sont de méme longueur.

@ Dire que AM- AB =0 équivaut a dire que AM est orthogonal a AB.

Ceci équivaut a dire que M appartient a la droite passant par A et perpendiculaire
a (AB).

Le lieu des points M tels que AM-AB=0 est donc la droite passant par A et
perpendiculaire a (AB).

© a. Si K est un point de (AB), les vecteurs AK et AB sont colinéaires.
Comme le produit scalaire AK-AB est positif, ces vecteurs sont de méme sens.

On a alors :
AK - AB = AK x AB=6. Donc AK=%=2.
[I'n"y a donc qu'un seul point K susceptible de convenir, le point de la demi-droite

[AB) tel que AK =2, autrement dit le point K défini par AK = %ﬁ
. 2 — — . .
Réciproquement 3 AB . AB=6 donc le point K convient.

_— —— ——  —— —

b.Ona: E\iﬁ:(ﬂam) AB=AK-AB+KN-AB. Or, AK:AB=6.
Donc:m-ﬁ:6+m-ﬁ.

Donc m-A_é:G équivaut a 6+m-A_)B:6, soit a m-HS:O.
Le point K étant défini, cela équivaut a dire que N appartient a la droite passant
par K perpendiculaire a (AB).

Le lieu des points N tels que AN-AB=6 est donc la droite passant par K et
perpendiculaire a (AB).

© Puisque AB = 3&, le point C appartient a la droite (AB) et AC=1 (puisque

AB=3).De plus AB et AC sont de sens contraires.

_— s s —

—2
Onaalors: AC-AB=AC-3CA=-3AC =-3.
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Exercice IV

Comme a la question précédente, on a :

_— — — — ——

Kﬁ-AE:(K&CP) AB=AC-AB+CP-AB. Or AC-AB=-3.

Donc : AP-AB=—3+CP- AB.
Donc ﬁ-ﬁz% équivaut a —3+€P-H3:—3, soit a @-@:O.
Le point C étant défini, cela équivaut a dire que P appartient a la droite passant

par C et perpendiculaire (AB).

Le lieu des points P tels que AP-AB=—3 est donc la droite passant par C et
perpendiculaire a (AB).

@ On sait que AMZ —CM2 =0 équivaut a AMZ =CM2. Ce qui équivaut a

AM=CM puisque AM et CM sont positifs. Or AM=CM équivaut a M équidistant
deAetC.

Donc le lieu des points M tels que : AM? —CM? =0 est la médiatrice du segment
[AC].

—2

© a. On sait que AM? = m et M =M’

Donc AM? —CM? :m —CM . Le calcul vectoriel nous permet alors d'écrire :
) ) e\ e e\ ——
AM2 —CM2 = AM” —CM =(AM+CM)-(AM—CM):(AM+CM)-AC.

—_ — =

D'autre parton a: AM+CM AI+IM+CI+IM 2IM car | est le milieu de [AC].

Donc: AM2 —CM?2 = (M+CM) AC=2IM- AC.

b. On cherche le lieu des points M tels que : AMZ —CM? =18, c'est-a-dire le lieu
des points M tels que : 2IM- AE:18, ou encore IM- AC =9.

Il existe un point unique K, sur la droite (AC) , tel que IK-AC=9. C'estle point de
la demi-droite [IC), puisque IK et AC sont de méme sens, tel que IKx AC=9. Or
AC=3+2 (diagonale d'un carré).

3\2

Donc K est le point de la demi-droite [IC) tel que IKx 32=9 ; soit: IK= 5
C'est donc le point C.
On adonc: IC-AC=9.

Revenons a nos points M tels que : IM-AC=9.

—_ —— — —

Ona: M-A_c'z(lﬁc_nvi)-A_'c IC- AC+CM- AC=9+CM- AC.

Donc IM-AC=9 équivaut a CM-AC=0.
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Exercice V

Le point C étant défini, cela équivaut a dire que M appartient a la droite passant
par C et perpendiculaire a (AC).

Le lieu des points M tels que : AM? —CM? =18 est donc la droite passant par C
et perpendiculaire a (AC).

Donc: N:%(R+E)
®a.Ona: E-E=ACXAFXCOS(;C),E) et

E-EZABXAEXCOS(E,E). F

Or AB=AC (ABCisocéle en A) et AE=AF
(AEF isocéle en A).

De plus : A
(38, - (8, AC -+ (A€, ¢+ (%, & :

(3R = () \
2 2

puisque ABC et AEF sont rectangles enAet B

de sens direct. .
Donc : cos(AB, AE):cos(AC, AF). '

_— — _— —

On en déduit donc que AC- AF=AB- AE. E

b. Pour montrer que les droites (Al) et (BF) sont perpendiculaires, on va calculer
le produit scalaire Al-BF.

Ona: Nﬁ:%(ﬁ+ﬁ)(ﬁ+ﬁ)

Donc: ﬁﬁ:%(ﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬂﬁ+ﬁﬁ)

Comme ABC et AEF sont rectangles en A, on a: AC-BA=AE-AF=0.

Donc : Nﬁ:%(ﬁﬁ+ﬁﬁ):%(ﬁﬁ—ﬁﬁ):0 d'aprés la
question précédente.

On en déduit que les vecteurs Al et BF sont orthogonaux, et donc que les
droites (Al) et (BF) sont perpendiculaires.
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Exercice VI

@ Figure, voir ci-dessous.
O0Ona:
AR B0~ (A6 6K)-(BR-+ AC)

_ — _— —_— — —_ —

= AG-BA + AG.AC+GKBA +GK.AC.

Or AG-AC=0 puisque AGFC est un carré et

_— — _— —

GK-BA=AE-BA =0 puisque AEKG est un rectangle et

—_— —— —— ——

ABDE un carré. Donc AK -BC = AG-BA +GK - AC.

Comme AG et BA sont colinéaires et de méme sens,
ona:

AG-BA = AGxBA = ACxBA, car AGFC est un carré,

De méme, GK et AC sont colinéaires et de sens
contraire, donc :

GK - AC = —GK x AC = —AE X AC = —ABx AC, car AEKG est un rectangle et ABDE
un carré.

—_— — _— —— —— ——

Et donc: AK-BC=AG-BA+GK-AC=ACxBA—-ABxAC=0.

Les vecteurs AK et BC sont donc orthogonaux, et donc les segments [AK] et

[BC] perpendiculaires.

D'autre part, le triangle ABC étant rectangle en A, on a BC? = ABZ + AC%, et
comme [AK] est la diagonale du rectangle AEKG on a aussi
AK? = AE? +EK? = AB% +- AC2. Donc BC? = AK?,

Les segments [AK] et [BC] sont donc de méme longueur.

© Avec les mémes justifications qu'a la question précédente, on a :
cTaﬁ:(@ﬁ).(@w_B'):&.@ﬁ-D_B’+E)-6+5-ﬁi.

— — —_ — e T

Or CE-KD=0 et ED-DB=0. Donc CD-KB=CE-DB+ED-KD.

Comme CE et DB sont colinéaires et de sens contraires, on a :

CE-DB=—CExDB=—(AC+AB)x AB, car ABDE est un carré.
De méme, 5 et 6 sont colinéaires et de méme sens, donc :

ED-KD=EDxKD = ABx (AC+AB), car AEKG est un rectangle et ABDE et AGFC
sont des carrés.

—_— — —_ —

Etdonc : CD-KB=CE-DB-+ED-KD = —ABx (AC-+AB)+ABx(AC+AB)=0.
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Les vecteurs EIS et kE sont donc orthogonaux, et donc les segments [CD] et [KB]
perpendiculaires.

D'autre part, le triangle CED étant rectangle en E, on a
D% = CE? +ED? = (AC+AB) +AB?, etle triangle BDK étant rectangle en D, on
a BK? =BD? +DK? :ABZ+(AC+AB) . Donc CD% =BK?.

Les segments [CD] et [KB] sont donc de méme longueur.

@ On a montré que (AK) et (BC) sont perpendiculaires, ainsi que (CD) et (BK).

On peut donc dire que, dans le triangle BCK, (KA) est la hauteur issue de K et (CD)
la hauteur issue de C.

Montrons alors que (BF) est la troisieme hauteur du triangle, c'est-a-dire que BF

et KC sont orthogonaux.

Avec les mémes justifications que pour les questions précédentes, on a :

_ — —— — — — — —

ﬁ-ﬁ=(%+&)-(ﬁ+ﬁ):3@-KE+BG-EC+GF-KE+GF-EC.
Or BG-EC=0 et GF-KE=0. Donc BF -KC =BG - KE+ GF - EC.
Comme BE et ﬁ sont colinéaires et de sens contraires, on a :

E.ﬁ:—BGxKE=—(AC+AB)xAC, car AEKG est un rectangle et AGFC est
un carré.

De méme, GF et EC sont colinéaires et de méme sens, donc :
GF -EC = GF xEC = AC (AC+AB), car ABDE et AGFC sont des carrés.
Et donc : BF -KC =BG-KE+GF -EC = —(AC+ AB) x AC+ AC x (AC -+ AB) =0.

Les vecteurs B? et R sont donc orthogonaux, et donc les droites (BF) et (KC)
perpendiculaires.

Les trois hauteurs d'un triangle étant concourantes, on en déduit que les droites
(AK), (CD) et (BF) sont concourantes.

ExerciceVIl @oOna: KBE:(ﬁ+@)(ﬁ+ﬁ):ﬁﬁ+ﬁﬁ+@ﬁ+@ﬁ

—_ —

2 — — — —
=Al +Al- (IC+IB)+IB IC= AP +Al-0 O—IB car IC=—IB

2
a2 a2 B G goic=BC
4 2
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@ Le point | étant le milieu de [BC],on a:

AB+ AC = Al+IB+ Al +IC = 2Al (résultat déja démontré et a retenir).

—_ —

On a donc : ABZ — AC2 ==(AB+AC)-(E—A_C')=2N-c_ézzﬁ\'-B_c'.

2 - 2 —

— y S |
OOna:ABZ:AB (AI+IB =Al +2Al-IB+IB et

, =2 = =2 =2 = = =2
AC” =AC =(AI+|C) =Al +2Al-1IC+IC .
Donc:
2, ar2 A omp o2 el o 2 2 o (o ) L2 L2
AB“+AC” =Al +2Al-IB+IB +Al +2Al-IC+IC =2Al +2A|-(|B+|C)+|B +1C”.

Or: B+IC=0 et IB:IC:%

Donc:

2 2
ABZ + ACZ =241 +2(%] —2A1 +%.
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|||I.orrigé de la séquence 5

Partie 2: Suites humeériques (1)

Chapitre 2: Suites : définitions, modes de

m Activité 1

géneéeration
Corrigés des activités du chapitre 2

Exemples de suites

Qa)1;4;7;..,22;25; ..

Chaque terme a I'exception du 18" est obtenu a partir du précédent en ajoutant
3. On obtient :

1,4;7;10;13;16;19;22;25;28; ...

b)2;-4;8;-16; ...
Chaque terme a |'exception du 1€" est obtenu en multipliant par -2 le précédent.

On obtient :
2:-4:8:-16;32;-64:128;...

A)1;4;9;..;25;...;49;...;100

C'est la suite des carrés d'entiers naturels non nuls. Le r-iéme terme est n2. On
obtient :

1;4;9;16;25;36;49;64;81;100;121;144,...

d) 24;6; E
2

Chaque terme a |'exception du 1¢" est obtenu en divisant par 4 le précédent. On obtient :

2 8 32 128 512

e)1;11;21;1211;111221; 312211; ...
Cette suite (connue sous le nom de suite de Conway) est construite de la facon suivante.

Chaque terme a I'exception du 1" s’obtient en « décrivant le précédent ».

Corrigé séquence 5 - MA12 @ l l II I I H

© Cned - Académie en ligne



On commence par 1, on lit « un 1 » ce qu'on écrit 11;

11, on lit « deux 1 » ce qu'on écrit 21;

21,onlit«un2etun 1 » ce qu'on écrit 1211. On obtient ainsi :
11;21;1211;111221; 312211; 13112221; 1113213211;...

Q a) uyy=letu,=u, ;+3
b) uy=2etu,=-2u,_,

Qu,=n
d) uy=24etu, =

2

© Donner les 10 premiers termes des suites définies ci-dessous.

Forme (1)
n Suite (a) Suite (b) Suite (c)
1 1 1 4
2 3 112 1
3 5 1/3 4
4 7 1/4 2
5 9 1/5 1
6 1 1/6 3
7 13 117 5
8 15 1/8 6
9 17 1/9 2
10 19 110 3
Forme (2)  On peut utiliser un tableur de la facon suivante.
A B C D
1 N Suite (d) Suite (e) Suite (f)

2 |Onentre:«=1»

Onentre:«=2»

Onentre:«=1»

Onentre:«=1»

3 [Puis: « =A2+1 »

Puis : « =2*B2-1 »

Puis : « =C2/(C2+1) »

Puis :

« =2*(D2-10*ENT(D2/10)) »

K(Remar-ques

» ENT nous donne la partie entiére d'un réel x, c'est-a-dire
le plus grand entier inférieur ou égal a x.
Ainsi si n est un entier, 10*ENT(n/10) revient a remplacer
le chiffre des unités de n par 0 et donc 7-10ENT(n/10) nous
donne le chiffre des unités de n.
» Bien sdr, lors de la saisie, la formule commence par = (on
n'écrit pas les guillemets).
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Et on étend les cellules A3, B3, C3 et

D3 jusqu‘a la ligne 11.

Pour ces suites, on pouvait aussi utiliser
la touche « ANS » (ou « Rép ») de la cal-
culatrice. Par exemple, pour la suite (d

2 [ENTER| 2 X ANS.1 [ENTER] m

ENTER

nous donne u;, us et uj.




On trouve ainsi les résultats suivants.

N Suite (d) suite (e) suite (f)
1 2 1 1
2 3 0,5 2
3 5 0,33333333 4
4 9 0,25 8
5 17 0,2 16
6 33 0,16666667 12
7 65 0,14285714 4
8 129 0,125 8
9 257 0, 11111111 16
10 513 0,1 12

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 2

Exercicel @a)Ona:

02 2 3 242 4 342 5 1
0_—_ 1 1____: 2_—__: 3_—____,
0% +1 P41 2 241 5 3241 10 2
U _4+2 6 u 5+2 7
4241 17 5241 26
b) Le 178 terme de cette suite est u16=ﬂ=£.
162 +1 257
c) Pour tout nde N, un+1:(n+1)+2— n+3 et

(n+1)2+1 n?+2n+2

2n-1+2  2n+1
Qn=1%2+1 4n*—4n+2

Up_1=

® a)ona: ,
2 J5+1 ’ J5+1 (\/E) +2V5+1 J5+1
U1:UO_U0: 2 —_ 2 = 4 —_ 2 :1,

uZ:u12—u1:(1)2—1:0, u3:u§—u2:(0)2—0:0, u4:u§—u3:0
et u5:0.
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b) Pour tout nde N :

2 2 2 (9
un+2:u(n+1)+1:(un+1) _un+1:(u”_un) _(un_un)

_ .4 3 2 2 _ .4 3
=u, —2un +U, —U, U, =U, —2un +u,.
Exercice 2  On peut utiliser le tableur de la facon suivante (entre « », la formule que I'on
entre).
A B C D E F G H
Suite 1 Suite 2 Suite 3
2N Un n Un n Un
3 «=0» «=1» « =0» «=2» « =0» «=1»
4 « =SI(H3>10;H3;
«=A3+1 »| =B3/(1+B3/2) « =D3+1 »|« =1—E3/2 » « =G3+1» H3+0,9 »
On trouve les résultats suivants.
R chnelesevsn I ] l
1 Suits 1 Site 2 Suite 2
Ml n n n g n
z 0,000 1,000 0,000 2,000 0,000 1,000
4 1,000 0.500 1,000] -3.000E+00 1,000 1,800
5 2,000 0,400 2000 -8 000E+00D 2,000 2,800
6 3.000 0,345 3,000| -6 300E+01 3,000 3,700
(7] 4,000] 0,308 4,000] -3,968E+03 4.000 4,600
3 5,000 0,261 5000] -1575E+07 5,000 5500
] 5,000 0,267 6.000] -2 479E+14 6,000 5.400
10 7,000 0,244 7000 -6 146E+28 7,000 7,300
l B_HDDI 0,230 ﬁ_ﬂﬂﬂl =3 7TTE+ST 5,000 8,200
12 9,000 0,219 9,000|-1.427E+115 9,000 9,100
13 10,000 0,209 10,000|-2 035E+230 10,000 10,000
| 14 | 11,000] 0,200 11,000] #MOMBREI 11,000 10,900
(15| 12,000 0,192 12,000 #NCMBRE! 12,000 10,900
16 13,000 0,186 13,000 #NOMBRE! 13,000 10,900
17 14,000 0,179 14,000 I #NOMEBRE) 14,000 10,900
| 13 ] 15,000] 0,174 15,000 #NOMEREI 15,000 10,900
(19| 16,000 0,169 16,000 #NCMBRE! 18,000 10,900
20 17,000 0,164 17 000 #NOMBREI 17,000 10,900
71 18,000 0.160 18,000] #NOMBRE! 18,000 10,900
22 19,000 0,156 19,000 #NOMERE! 19,000 10,900
23 20,000 0,152 ZU.UUD'#NGMBFEI 20,000 10,300
| 24 |
n
. 1 1 1 1
Exercice3 @ u,=> ——=—+—+.+——
k=0(k+1) 2 (n+1)
On peut utiliser le tableur de la fagcon suivante.
A B C
1 |K 1(k+1)"2 Un
2 |«=0» « =1/(A241)"2 » |« =B2»
3 « =A2+1 » « =C2+B3 »
4 «=A3+1 »
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Et on étend. On trouve les résultats suivants.

N 1U(k+1)72 Un
0 1 1
1 0,25 1,25
2 0, 11111111 1,36111111
3 0,0625 1,42361111
4 0,04 1,46361111
5 0,02777778 1,49138889
6 0,02040816 1,51179705
7 0,015625 1,52742205
8 0,01234568 1,53976773
9 0,01 1,54976773
10 0,00826446 1,55803219
1 0,00694444 1,56497664
12 0,00591716 1,5708938
13 0,00510204 1,57599584
14 0,00444444 1,58044028
15 0,00390625 1,58434653
16 0,00346021 1,58780674
17 0,00308642 1,59089316
18 0,00277008 1,59366324
19 0,0025 1,59616324
n
0 u - zn = zn et zn .
k=1n"+k n“+1 n°+2 n“+n

Méthode 1:  avec un programme

On peut utiliser I'algorithme suivant.

Entrée N

Dans S mettre O (initialisation)

PourKde1aN

Dans S mettre S+N/(N/A2+K)
Fin de la boucle Pour
Sortie : afficher S
Tig2 Graph25 Algobox
. — o
i I e
{Far K, 1) Eor 12k To e oo
E;Er’ (HEHE ) +5 gugggﬁ"‘”"*s*‘ v SDE:TL”LE“ AN
E OisF S [roF [ETm B9 IHIN (75 a [T L I;El_zfggJEﬁLa_x-nLE!_J: S+y/(powlh,2)+K)
] AFFICHER S
= FIN_ALGORITHME
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Méthode 2 :

On trouve les résultats suivants.

N up

1 0.5

2 0.7333
3 0.8227
4 0.8680
5 0.8951
6 0.9131
7 0.9258
8 0.9354
9 0.9127
10 0.9486
1 0.9533
12 0.9573
13 0.9607
14 0.9635
15 0.9660
16 0.9682
17 0.9701
18 0.9717
19 0.9733
20 0.9270

avec un tableur

La différence avec le 1 est que les termes de la somme (la colonne B) dépendent de
n, il est donc difficile de faire une colonne avec toutes les valeurs de la suite (un ) On
peut cependant utiliser la feuille de calculs suivante. Il suffit d'entrer chaque valeur de
n (inférieur ou égal a 20) successivement dans E1 et de lire la valeur de u, dans E3.

A

B C D E

1K n/(n2+k) n=

« =1 »|=SI(A2<=$E$1; SE$1/($E$1172+A2); 0)

« =A2+1 »

Un= « =SOMME(B2 :B21) »

Et on étend jusqu’a la ligne 21.

Commentaires relatifs a la formule entrée dans B2.

Si on entre simplement $E$1/($E$172+A2) dans la cellule B2, la cellule E3 ne

d < n )\ n n n .
nous donnera pas u, = > = + ot mais

k=1 k) n*+1 n?+2 n*+n
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2( n n n n
2 5 =t +..+ . Pour que les termes de la colonne
k=1\n"+k

41 P2 n?+20
B soit nuls apres n, il suffit d’utiliser la fonction logique SI

SI (A2 <=$E$1 $ES1/(SES112+A2) 0)
| - ~ - —

Condition C Résultat si C est Résultat
Réalisé sinon

Exercice 4 ug=7¢etu, =2u,-6

O La suite (u ) est définie par u, =7 etpar u_,=f(u )
si f(x)=2x—6.
On trace les droites d'équations y =2x—6 et y = X.

/

£
L
=6

<y
Y
N %
| / Up Uy )
Qv =6+2"
0 .
V,=6+2"=7=u,
v, =6+2""

v —6=2(6+2")-6=12+2""-6=6+2""

Ainsi v, =2v —6 etles deux suites (1 ) et (v ) sont donc égales.
© Puisque 2" >10%,2°° >10° et on peut dire que U, est supérieur a 10° si u, est
supérieur & 2%°, c'est a dire si 6+2” > 2% ce qui est vrai pour p=20. On peut donc

. ;o \ 6
affirmer que U, est supérieur a 10°.
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Chapitre 3 Variations des suites

m Activité 1

m Activité 2

Exercice 5

Corrigés des activités du chapitre 3

_9n _ . 10 —0 - _Nn- _n. .
u=2"-2n,u,=1u=0,u,=0;u,=2;u etu . nesontdoncpasrangés

dans le méme ordre pour tout ne N. En effet, yy> v, et v, < us.

n

v, =— remarquons que la suite (v ) n'est définie qu'a partir de n=1.
n

n

8 . :
v,=2,v,=2,v,==,;v,=4,; il semble que les termes v et v_. soient tou-
3 n n+

1

jours rangés dans le méme ordre.

Pour en avoir confirmation, calculons V., —V,.

_ il _l— nx2™ —(n+1)x2" ~ 2”(2n—n—1)_ 2(n—1) |
S+t k) ) n(n+n)

n+1 n

pour n>1,
V.-V >0; les termes V, et V.., sont donc rangés toujours dans le méme
ordre.

n+1

La fonction f est définie sur ]O,+oo[ par f()()z1+l vu . =f(u) et u,=5.
X

@ La fonction x+— l est décroissante sur ]0,+oo[ donc fest décroissante sur
X
J0,eo]

© Si on suppose u_ >u_., alors f(u )<f(u ) doncu . <u

+11 2"

© Sion suppose u_ <u ., alors f(u )>f(u ) doncu . >u ..

On peut donc remarquer que les termes U, et u
le méme ordre.

ne seront jamais rangés dans

n+1

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 3

1

®u,= 3n+2
Pour tout nde N , u, =f(n) ou fest la fonction définie sur R\{—g} par :
111 3
f(x)= =—X— .
3x+2 37 2

3
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: . . 2
La fonction f est strictement décroissante sur }—5 ; +°°[ donc sur [0; +°°[
(fonction de référence).

On en déduit que la suite (un) est strictement décroissante.

n—1
0 u-=-""
o n+1 1
o i~ . X— .
On peut bien s@r étudier le sens de variation de la fonction x — —— ou étudier

x+1
le signe de v, —u, . Cest cette derniere méthode que nous nous proposons

de développer.

Pour tout nde N,

U —u _(n40)=1 n=1_"n  n=1_nln+1)-(n+2)(n-1)
1T T ()41 o+l n+2  n+d (n+2)(n+1)
_n2+n—n2+n—2n+2_ 2

(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Ainsi pour tout nde N, v, ,—u, >0 ; on en déduit que la suite (u
strictement croissante.

n) est

© u,=(n-4)

Pourtout nde IN, u,= f(n) ou festlafonction définie sur R par: f(x)=(x— 4)2
. La fonction fest strictement croissante sur [4 ;+oo[ (fonction de référence).
On en déduit que la suite (un) est strictement croissante a partir du rang 4. Mais

cette suite n'est pas croissante sur N car Uy > u1(16 >9).
2n
O u=—:

n+1

La suite (un) est une suite de réels strictement positifs. Pour tout nde N,

2n+1
Uit _pe2 2™ 1 27x2x(n+ ) 2x(n+1) _2n+2
u, " n+2 2" (n+2) (n+2)  n+2
n+1
De plus, pour tout nde N, 2n>n etdonc 2n+2>n+2 et ainsi 2::22 >1.
La suite (un) est strictement positive et pour tout nde N, UL';H >1, donc elle
n

est croissante (et méme strictement croissante a partir du rang 1).
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Exercice 6

Exercice 7

0 Upp=Up

Pour tout nde N, Upq—U, :(un+n)—un =n=0.

On en déduit que la suite (un) est croissante (et méme strictement croissante a
partir du rang 1).

u
n
u. . ,=—"—
n+1
(6 1+u3
Pour tout nde N,
3 4 4
L B! _un(1+un):un—un—un=—un
T 1+u3 1+u3 1+u3 1+u3 1+u3.
n n n n n

Chaque terme de la suite étant strictement positifs,ona: v, >0 et donc ug >0
et 1+u§ >0.

De plus, un carré étant toujours positif, on a uf,,l >0 et méme u,f} >0 puisque la
suite ne s'annule pas. Ainsi, pour tout nde N, Uy 1—U, <0. On en déduit que
la suite (un) est strictement décroissante.

. e * X
@ Les fonctions v et v définies sur R™ par : u(x)=5 et u(x):\/; sont
*
strictement croissante sur R*  (fonction de référence) donc leur somme fest
. . . +*
aussi strictement croissante sur R™ .

@ D’aprés ce qui précéde, la suite (un) définie pour tout nde N par u, =f(n)
est strictement croissante.

Suite (vn).

Ona:vy=4 donc v =f(4)=%+\/224. Ona:vy=v, donc la suite (vn)
n'est pas strictement croissante.

Montrons (mais ce n'était pas demandé !) que la suite (vn) est constante, égale a 4.
Soit (Wn) la suite définie pour tout nde N par: w,=4.

Ona wy=4 etpourtout nde N, w__,=4=F(4)=f(w,,).

Les suites (vn) et (Wn) ont le méme premier terme et vérifient la méme relation

de récurrence, ces deux suites sont donc égales ce qui prouve bien que (vn) est
constante, égale a 4.

@ Montrer que les suites suivantes sont majorées.

a) (un) définie par: u, :1+n "
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Exercice 8

Pour tout nde N, n?+1>1. Ainsi, la fonction inverse étant décroissante sur

* 1 1
R*, ona: <7
n?+1 1

Ainsi, pour tout nde NN, u,<2. la suite (un) est donc majorée.
b) (vn) définie par : v, =(-1)" +0,2”

Pour tout nde N, (1) =—1Tou 1. On a donc pour tout nde N, (-1)" <1.

La suite (0,2”) est strictement décroissante (0 < 0,2 < 1) donc pour tout n de

N, (0,2)" <0,2°=1.

On en déduit que pour tout nde N, v, =(-1)"+(0,2)" <1+1=2. La suite

n
(vn) est donc majorée.
. 2
Q) (Wn) définie par: wy=5etw, = — -
3+w

n

NP 2 :
Soit fdéfinie sur R par: f(x)= . Pour tout x de R, on a successive-
3+x

. , 1 . ,
ment, x>0 (c'estun carré 1), x2+3> 3, < — (la fonction inverse étant

X“+3

2

décroissante sur |0; 4oo| , f(Xx)<=.
i el fl)<

Ainsi, pour tout nde N*, (inégalité précédente avec x=w,, ),

La suite (Wn) est donc majorée.

© Lessuites (un), (v,)et (Wn) admettent, respectivement comme majorants :
2,2eth.

Ainsi, ces 3 suites admettent le majorant 5.

O On a: u,=2"-(2+0)=2-3=-1, u3=2>""-(3+1)=4-4=0 et
uy=2"1-(4+1=8-5=3.

© Pour tout nde N\{0;1},
Upat =ty = 27 (04041 |- [ 2771 (n 1) |27 (04 2) 2" T 1

=27 "1 _2in+1=2x2"" 1201

=2 o—n—1=2""11.
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Exercice 9

Pour tout n de N\{0:1}, n>2 donc n—1>1 et 2" '>2" et ainsi

un+1—un:2"_1—121>0.

On en déduit que la suite (un) est strictement croissante.

O la suite (un) étant strictement croissante, on a pour tout nde N\{0;1} tel
que n>4, u, >u, soit u, 23>0 .Deplus: u,=-1<0 et u3=0 d'otle

signe de u,, selon les valeurs de n:

un<Osin=2

un:OSin=3

un>Osin24

(1]

11 3 1 3 2 3 2 17 1 17 12 17 12 577
Uhy=c+ =-ily=-Xoto=—+t-=—jly=c-X -+ —-=—+—=—"r.
2 1 2 2 2 3 4 3 12 2 12 17 24 17 408

@ Sur la représentation grapique ci-dessous, les points A semblent s'approcher

du point d'intersection de la droite D et de la courbe fdont les coordonnées sont

(N2,42).

: : D
v E :
LA :
1 O 1 f
. A1 7
e w5 AL f
1 U Ao [
j :
0 T o uz ug
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Ti Casio Algobox

Ploti Flotz Flet3 ======SUITE ====== Y S o E NOMBRE
\31 Eifz"‘ 1 /X l;::“ﬁ EN EST:\_:_'U_'I::';"E N;r-'la?lf
b For 131 To Ne L cST DU TP LieTe
We= ALGE
W= N TS EY T e

Hexzid E

\H"Sf ToF [ETH B0 Il <2 lT v ::'Ig-:_';e]u ALLANT_DE 1 AN
We= DEBUT POUR
We= U -"REﬁ:-_L;._\rZ-‘-LEUF. Fl{U)
— E]ﬁ“
PEOBRHE-’- EUITE L 1N ALGORITHME
= Fromep -
tPromet. U
tFor(I-1:N)
tY1EU2U
HILRES P
EEnd

| Opérations standards | Utiliser une fanction

M| utiliser une forction

Défirr la fenction

Fllx)= [ga+1ix

numérique

Exercice 10

Exercice 11

Nous allons maintenant consulter la liste L1. Si on
descend dans cette liste, on peut lire les termes
de la suite avec davantage de décimales sur la
ligne du bas. On constate alors trés vite que tous
les termes semblent égaux. On reviendra dans la

séquence 10 sur cette question.

L3

-

Lih=1,9

Uy =52 -5+1=21; uy =21 —2141=421 ;u; = 421* —421+1=176 821.

Sens de variation :

_ 2
Uppg—Up=Uy

(u,) estdonc croissante.

@ Pourtout n, ona f(u,)<u,,dol u

sante.

@ Pour tout n, ona f(un)z u, d'ol u

n+1

n+1

n+1 2

2 B 2 , .
U, +1—u, =uy—2u, +1=(u,—1)°. Un carré est toujours

positif, donc v, +1-u, >0 et par conséquent pour tout n, u u,. Lasuite

<u,. Donc la suite (un) est décrois-

>u,. Donc la suite (un) est croissante.
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© Comparons f(x) a x:

_x3+x—1 X

5 =

3 3 1

+x-1-x—x
2

f(x)—x .
1+ x 1+ x 1+x2
On en déduit que f(x)—x <0 et ainsi que f(x)<x. On est donc dans la situa-

tion de la question 1.; la suite (u,,) est décroissante.

Chapitre 4: Exemples de suites : suites
arithmeétiques et suites géométriques
Corrigé des activités du chapitre 4

W Activité1 @ f(x)=2x+1:(u,) est définie par u, =f(n).
a) Voir le graphique ci-contre.

b) u, . =2n+0+1;

un+1:2n+3:un+2

C)

un—up:(2n+1)—(2p+1);

=2(n-p)
Up = U, =2(n-p).
O f(x)=ax+b; u, =f(n).

a)

Uy q—Up =a(n+10)+b—(an+b)

n+1
=ad

Uppp—Up=a.

II's’en suit que v, ,=u, +a.

La suite (u,) est donc définie

par Uy=b et u ,=u +a

pour tout ne N.

b) u,—u,=aln-p)

p
Qu, =an+a+b;u,_,=an-a+b;u, +u, (=2an+2b=2u,;
u, (+u
y =-n=1""n+1
n 2
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m Activité 2

Une augmentation de 5% se traduit par un coefficient mutiplicateur de

1+i =1,05
100 }
C,, est le capital acquis a la fin de la n'*™ année.

(1) CO =1000 donc C1 =1000x1,05=1050 ; Cz =1050x1,05=1102,50.
© Le capital C,, est augmenté de 5% donc C,1=105C,.

(3] C2 =1,05><C1 et C1 =1,05><C0 donc C2 :1,052 ><C0.
C3=1,05xC, donc C3=1,05> xC,.

O Les résultats précédents nous invitent a écrire : C, = 1,05" xCy.

O C,;=105""%Cy=1,05""x1000~ 628,89. Le capital acquis au bout de 10
ans est égal a 1628,89 euros.

Floti Flotz Plot2 Y Yy b Yy |
~Y181.685"K+16088 g 1561 % 17 22Oz
M= i i5z8.8 iB Z4DB.6
WWa= 11 17103 %3 %EE R

iz 17958 :

/g £z | 18856 e |6
o= id  |Aa -
WWe= Y1=2878. 923817941 Y1=3871.252372392

Exercice 12

Exercice 13

La calculatrice nous indique que le capital a doublé au bout de 15 ans et triplé
au bout de 23 ans.

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 4

© On sait que u;g = Uy +18r. Ainsi uyg :—3+18x§:—3+12=9 s g =9

O uj3—us=(13-5)r=8r; comme u;3—-U;=27-11=16, on a 8r=16
d'ou r=2. Pour calculer uy, on applique la formule ug=uy+5r, d'ou

uO:u5—5r:11—10:1;u0:1.
© uyg=uy+20r, d'oll by =uyy—20r=57-20x2,5=57-50; uy =7.

O De Upo —Uyg =22, on tire 10r =22, d'ot r=2,2;

Désignons par r la raison de cette suite et par v, le terme de plus petit indice
des trois nombres;; les suivants sont uy =ug +r et uy =uy +2r.
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De u0+u0+r+u0+2r:33, on tire u0+r=11 donc u0:11—r,u1:11 et
u2=11+r.

Ug X (Ug +r)x(uy +2r)=1232 équivaut donc a
M=r)xMx(11+r)=1232
M=rx(11+r)=112
121-r2 =112
r?=9
r=3our=-3.

Remarquons que dans chacun des deux cas les trois nombres réels cherchés sont
8, 11 et14.

(8+11+14=33 et 8x11x14=1232)

Exercice 14  Prenons les mémes notations que celles qui ont été définies dans I'exercice précédent.
Comme dans cet exercice, uy+r=11.
(ug)? +(uy Y +(uy)? = 413 équivaut &
M=rP+(12 +(11+r)? =413
(1=r)? +(11+1r)? = 413-121=292
121-22r +r? +121422r +r* =292
2r2 =50
r=5our=-5.
Les trois nombres réels cherchés sont 6, 11 et 16.
(62 +112 +16% =36+121+256 = 413)

Exercice 15 Les cOtés paralleles de ce
trapéze  ont  respective-

ment pour longueur f(n) et
f(n+1) cest-a-dire an+b

'
83
2e%e%%

55
%

0%

XL

R
@

et a(n+1)+b: la hauteur

v’v
2%
9%,
& 0’:’0
ot
3RS
35

VoY
::::.
KX

55
KRS
3L
%
LXK
ol
58585
3RS
QKK

de ce trapéze est égale a

h=(n+1-n=1. /

L'aire de ce trapéze est donc 0
donnée par :

&

%
5

e

%
)

N/
059
5
SRR
9%
&
8

S, :%[a(n+1)+b+an+b]><1:na+b+;.

a . s . .
S, = na+b+§ donc (Sn) est la suite arithmétique de raison r=a de premier

terme S, = b+§.
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Exercice 16

Exercice 17

. . 1 s
a) Nous allons appliquer ici la formule v, = q"u0 Uy = —4><16, d'ot uy =1;
2

1 24 s 1 14 1 ~10
u8:—><16=—dou Ug=— ;U =—-%x16=2 ,doncuM:

1
28 28 16 21 4 1024°

u
b) Nous savons que —2=¢"~P. On en déduit que Uy = q3u1 = (—2)3 % 3, donc
u
p
uy=-24; de méme ug :(—2)4u4 d'ou ug =—384 et u, :(—2)4u8. Dol

u,, =—6144.
u

C) u—7=q7_3=q4 d'ou q4:?=9 et ainsi q=x/§ouq:—\/§;
3

Uy =q4u7 =9x6, donc uyq =54.

u 4 2 23 2
d) 20 —3="x2-2_ donc =—U;= 64, d'otl
)u7 7797373 =3 0=

wco(2) w3
1= %7 2'1_2'

Appelons gla raison d'une suite géométrique dont a, b, csont trois termes
consécutifs.

On a alors les égalités suivantes : b=gxa et c= q2 X a.

abc =1000 a>g =1000

Le systeme
a+b+c=35

équivaut a
a(1+q+q2)= 35

. aqg=10
{a(1+q+q2)=35

. aqg=10
{ a+10+10g =25

. a=25-10q
{ q(25-10g)=10

q(25-10g)=10 équivaut a ‘I0q2 —259g+10=0 C'est-a-dire encore a
2% -5q+2=0.

Le discriminant de cette équation est A =9; ses solutions sont g, =2 et q, = %
Pour g;=2,a=5, b=10, c=20. Pour 9, :%, a=20,b=10,c=5.

Remarquons que dire que deux nombres a et b sont deux termes consécutifs
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d'une suite géométrique de raison g, cela signifie que b=q xa ; or cette égalité

. . 1 : : .

équivaut a a=—xb ce qui permet de dire que b et a sont deux termes consé-
q

cutifs d'une suite géométrique de raison —.
q

Chapitre 6 Exercices d’approfondissement

Corrigés des exercices du chapitre 6

Exercice | Os—L—1 P —E's—1+1+ 1.3,
xercice 179%2 2" 27 1x2 2x3 3’ 371x2 2x3 3x4 4’
a b ak+a+bk k(a+b)+a a 1 .
2= - donc 242 = b=0
© T Kk - k) O e T ke S et

1T 1

kk+1) k k+1

1 1 1 1 1 1 1 1
S =|l-—=|+| === |+| === |+ | ———
n (1 2) (2 3} [3 4] [n n+1j

et a=1 autrement ditsi a=1 et b=-1. Ainsi

1T 11 1 11 1 1 1 n
=t 4 —— _— = |- =
12 2 3 3 4 n n+1 n+1 n+1
on vérifie alors aisément que s _] S _2 S _3
q 1_21 2_31 3_4-
Exercicell @ u;=1u,=1+4=5u;=1+4+9=14,
v1:1X26X3:1, VZ:ZXZXS:S, v3:3X4X7:14. On remarque que

u, =v, pour ne{1, 2, 3}.

O u =P+ +B (e =y +(n+1)2
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(3]

y (n+10)(n+2)2n+3) n(n+1)(2n+1)

n+1 _Vn 6 6
_ (n+1)((n+2)(2n+3)—n(2n+1)
- 6

(n+ 1)(2n2 +3n+4n+6— (2n2 +n))

6
_ (n+1)(:n+6) :(n+1)2.

O Ala question @, on a établi que u, ,=u, +(n+1)72.

On vient de montrer que V,,+1—V,,=(I‘I+1)2 autrement dit que

v :vn+(n+1)2.

n+1

Les deux suites (u,) et (v,) sont donc définies par la méme relation de récur-

rence; comme de plus u; =v,, on peut dire que pour tout n>1,u, =v,.

@ Le nombre d'oranges de la base est égal a 152 : la couche qui lui est super-
posée en contient 142 et ainsi de suite; finalement le nombre total d'oranges

est égal a 152 4142 4132+ +32 422 +1 Cest-a-dire 2 ups donc aussi a

Vis = W =1240. La pyramide est constituée de 1240 oranges.
: 1 1 1 1 5 1 1 1 7
Exercice lll Uy=1: U=l mm =il =l =y =] o= —
O u=tiny =1 =ity =gy =git =153,
1 1 1 7 T 1 1 37
V1:—;V2:—+—:—;V3:—+— —_—=:
2 3 4 12 4 5 6 60
T 1 1 1 533
5 6 7 8 840
a=u 1'a =u l-a =u 1_1+1_1+1_1_£
17T 2T TR T35 6 6o
5 T 1 1 1 47
b=ty =2 by =g =1t 42—t =L
1776275772737 475 60
T 1 1 1 1 319
3 45 6 7 42
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1 5 ,
(2] u1=1;u2=§;u3=g; on remarque: u;>u, et u,<uz donc la suite

(un) n'est pas monotone.

© Etude de la monotonie de (v,)).

r§1 1 n 1
Vna1=Vn = Tl
k=1n+1+k k=1n+k
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= — 4 —+ .+ —+ + - + +... +—
n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2 n+1 n+2 2n—-1 2n
1 1 1 1 1 1

= + — = — =
2n+1 2n+2 n+1 2n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2)

ce nombre étant positif pour tout ne N, on peut conclure que la suite (v,) est
une suite croissante.

Etude de la monotonie de (a,).
(_1)2n+2 (_1)2n+3 1 1

+ = +
2n+1 2n+2 2n+1 2n+2
1

2n+1)2n+2)’

dpp1=dp=Upyp —U)p =

ce nombre étant positif pour tout ne N, la suite (an) est une suite croissante .

Etude de la monotonie de (b,).
(_1)2n+3 (_1)2I7+4 _1 1

+ = +
2n+2 2n+3 2n+2 2n+3
1

T 2nt2)2n+3)

bpi1=bp=Uyp 3 Uypq =

ce nombre étant négatif pour tout ne N, il s'en suit que la suite (b,) estune
suite décroissante.

O Montrons que a, <b, ; pour cela déterminons le signe de la différence
b, —a,.
n n (_1)2n+2 1

bn —dp=Up 1~y =

= ; étant un nombre réel positif
2n+1  2n+1 2n+1

pour tout ne N, l'inégalité a, <b_ est donc bien établie.

] Sbn+1 : la suite (an) est

la suite (bn) étant décroissante, b, ., <b, ; fina-

n+1
b,.

Ayant a, <b_ pour tout neN, on a aussi a
croissante, donc a, <a
<b

<
n+1-=

n+1

lement, a,<ap.q
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© Montrons que pour tout n>0,a, =v,,.

5 . , 1
Ala question 1, on a montré que a; =v, = 7

A la question 3 on a établi les égalités suivantes : a, 1—dap :m
n+1)(2n+
1 1
etv, ,,—V =————:jlsensuitque a.,,=a,+——— et
1 = e 2n+2) W 1 = T n ) 2n+2)

1
(2n+1(2n+2)

Tout cela nous permet de conclure que pour tout n>0, a, =v,,.

4

nt1=Vp T

@ Utilisation du tableur

A B
1 n Bn
2 «=1» « =5/6 »
3 « =A2+1 » « =B2-1/((2*A2+2)*(2*A2+3)) »

Et on étend (vers le bas) les cellules A3 et B3. On trouve alors : p.36.
Soit n>72.

o Sin=2k+1(keN) est impair alors u,=2k+1=b,. Comme n>72,
on a: k>36. On en déduit : azc <a Sbk =u, £b36. Alors, comme on :

a3 = a3 :%20,6 et b36 >0,7, on a bien: 0,6<u,<0,7.

* 5i n=2k (k € N) est pair alors u,=u,, =a,. Comme n=72,0na: k2 36.
On en déduit : as5 <a, =u, <by <bzs.Onabien:0,6<u, <0,7,

* Ainsi, par disjonction de cas, pour tout n>72, 0,6 <u, <0,7.

Exercice IV @ a)Aprésla 1™ étape, la surface d'aire A, est coloriée, la surface d'aire 1— A,

. , 1
est donc non coloriée. A la 2¢ étape, on colorie 5 de cette sur-
H face restante.

La surface1 coloriée aprés cette 2® étape admet pour aire

A=At (1=A).

Ainsi :

1 8 9+8 17

1 1.1 118 1
A=A+-(1-A)=—+—-|1-= |=o+=X—=—+—="—"-=—.,
:H:2A19(A1)99(9j9999818181

b) Aprés la r®me étape, la surface d'aire A, est coloriée, la

surface d'aire 1-A_ est donc non coloriée. A la (n+1)€me
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ExerciceV

. 1 . f
étape, on colorie A de cette surface restante. On colorie donc une surface d'aire

§(1—An). La surface coloriée apres cette (n+1)'®™€ étape a donc pour aire :

1 1 A 9A -A 1
Ani1 =An+§(1—A,,)=An+§—?”:%_§

8 1
—A +—.
9" 9

@ On pose pour tout entier 1 supérieur ou égal a 1 : B,=A, -1

1 -9 8
a)Ona: B =A-1=——1=——=—,
) =415 9 9
b) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1,
8 1 8 1-9 8 8 8 8
Bn+1=An+1_1=§An+§_1=§An+T=§An_§=§(An_1)=§Bn'

. . . : 8
La suite (B,) est donc une suite géométrique de raison 3 et de 1¢ terme

8
B, =——.
17 9

¢) On a dong, pour tout

n—1 n—1 n
neN*:Bn=B1x(§j :—§x(§j =_(§) .
9 9 19 9
8

n
A
© Pourtout nde N°, B,=A,—1 donc An:1+Bn:1—(§] .

© Pour tout xde

"2 22x+1)  22x+1) 22x+1) 22x+1)  22x+1)  2x+1

——1+o0

} 1 [ 1 1 2X+1 1 2x+1-1_ 2x X
2

La fonction x—

. .. 1
est strictement décroissante sur |——;+oo| (fonc-
2x+1 2

tion de référence) (—% valeur interdite de la fonction homographique) donc

. . 1 1
est strictement croissante sur }EHO{ (_E < 0) et

X x
2 2x+1

PRI
2 2 2x+1

est strictement croissante sur }—% 4 oo {

- . . 1
On en déduit que fest strictement croissante sur }—E 1400 [

© et © Voir le graphique (ci-apreés)
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Exercice VI

Exercice VIl

A
y=x
1
y=f
//
o)/
: 1 res .
O Soit v, = » Montrons que la différence v, v, ne dépend pas de n.
n
1T 1 2w+l 1 _ _
Vopq=Vp=—"—"—"—"= ——=2; la suite (u,) est donc une suite
Upyr Uy Up Up

arithmétique de raison 2.

© On peut donc écrire, pour tout ne N, vV, =vy+2n et u, =

2n+1"

Soit v, =2n+1et u,= .
n m 2n+1

Soit (un) une suite croissante alors pour tout nde N, u, >uj . La suite (un)

est donc bien minorée (par ”0)-

Soient fune fonction strictement décroissante sur R et (un) la suite définie par
son 1¢" terme v, et la relation de récurrence u,, 1 =f(u,). 1l'y a 3 cas possibles :
Up <ty , Uy =Ugy et u>u,.

Supposons u; = U,

Alors la suite n'est pas strictement monotone puisque si (un) est strictement
croissante alors uy > uy etsi (un) est strictement décroissante u; < uj,.

Supposons uy < uy (1).
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Alors comme fest strictement décroissante sur R, f(uy) > f(ug) soit uy >uy (2).

Les inégalités (1) et (2) nous prouvent que (un) n'est pas strictement monotone.

Supposons uy > u (3).

Alors comme fest strictement décroissante sur R, f(u;) < f(ug) soit uy <uy (4).

Les inégalités (3) et (4) nous prouve que (un) n'est pas strictement monotone.l
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orrigé de la séquence 6

Partie 1: Dérivation (2): application aux
variations des fonctions

Chapitre 2: Variations d’une fonction dérivable

Corrigé des activités du chapitre 2

m Activité 1 @ D'apres la courbe, on obtient le tableau de variation :

X | —eo -4 -2 2 4 oo

f(x) / 0 \_1,1 /'7 \1'6 /

@ Le signe du coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse xest donné
par l'inclinaison de la tangente, on obtient :

X oo 4 -2 2 4 oo

Signe du coefficient
directeur de la tangente + 0 -0 + 0 - 0 4
au point d'abscisse x

© On observe que, si x appartient a un intervalle ou la fonction fest croissante,
le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse x est positif, et qu'il est
négatif si x appartient a un intervalle ou la fonction fest décroissante.

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative au point d'abs-
cisse x est égal au nombre dérivé f'(x). On observe donc, sur cet exemple, que
f'(x) est positif sur chaque intervalle ou la fonction fest croissante et que f'(x)
est négatif sur chaque intervalle ou la fonction fest décroissante.
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m Activité 2

Taux d'accroissement d'une fonction monotone

@ Soit fune fonction croissante sur un intervalle |, soit @ un élément de | et Aun
nombre réel non nul tel que a+h appartienne a I.

Graphiquement, le taux d'accroissement est le coefficient directeur de la droite
(AM) passant par les points A et M de la courbe, d'abscisses respectives a et
a+h. Sur le graphique, d'aprés le sens de I'inclinaison de la droite (AM), on
observe que ce coefficient directeur semble toujours positif.

Montrons que le taux d'accroissement est toujours positif.

On fait un raisonnement par disjonction des cas en distinguant deux cas,
suivant le signe de A.

fla+ h) 1
f(a) 1 f(a) 1

fa+h)

Y

0 l‘l.'a a+h 0 la+ha
h positif h négatif

» Si h est strictement positif, alors a<a-+h. Or la fonction fest croissante

sur l'intervalle I, donc f(a)<f(a+h), dou f(a+h)—f(a)=0, et enfin
f(a+h)—f(a)

P >0 car c'est la quotient de deux nombres positifs.

> Si h est strictement négatif, alors a+h<a. Or la fonction f est crois-

sante sur l'intervalle |, donc fla+h)<f(a), d'ou fla+h)—7(a)<0, et donc

f(a+h)—f(a)
h

On a donc prouvé que la propriété est vraie dans les deux cas.

20 car c'est le quotient de deux nombres négatifs.

@ Soit fune fonction décroissante sur un intervalle |, soit a un élément de | et A
un nombre réel non nul tel que a+h appartienne a I.

De méme, on observe ici que le coefficient directeur de la droite (AM) semble
toujours négatif.

La démonstration par disjonction des cas est analogue a la précédente.
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f(a+h) -

f@ - A f(a)

Frmmmm e e e

i
fa+h) +-----------------

@)
Q) - - - -
Q
+
>
@)

o a+h a \
h positif h négatif

» Si h est strictement positif, alors a<a+h. Or la fonction f est décrois-

sante sur l'intervalle |, donc f(a)>f(a+h), d'ou f(a+h)—f(a)<0, et enfin
f(a+h)—f(a)
h

» Si h est strictement négatif, alors a+h<a. Or la fonction fest décroissante

<0 car c'est le quotient d'un nombre positif par un nombre négatif.

sur l'intervalle sur I, donc f(a+h)>f(a), donc f(a+h)—f(a)=>0, et donc
f(a+h)—f(a)

h
On a prouvé que la propriété est vraie dans les deux cas.

<0. car c'est le quotient d'un nombre positif par un nombre négatif.

W Activité 3  On dispose d'une feuille carrée de 6 cm de coté.

On découpe a chaque coin un carré de coté x pour obtenir le patron d’'une boite
ouverte.

On consideére la fonction V qui associe a x le volume V(x) de la boite.

@ Comme x est un nombre positif et qu'il ne peut pas dépasser la moitié de la
longueur du carré initial, on trouve 1= [0 : 3].

@ Labasedelaboite estun carré de coté 6—2x. Sa hauteurest eg3a|e ax donc son
volume est x(6-2x)?, ce qui donne en développant V(x)=4x ~24x% +36x.

© Comme V(1)=16, on obtient V(x)-V(1)= 4x3 —24x% +36x—16.
Or, quand on développe 4(x—1)*(x - 4), on trouve

A(x—1%(x—4)=4x> —24x> +36x-16, donc, pour tout x de I, on a bien
V(x)=V(1) = 4(x =12 (x—4).

Sur l'intervalle [0 ; 3], cette différence est toujours négative, donc la fonction V
admet bien un maximumen x=1.
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@ Si on utilise une feuille carrée de 5 cm de c6té, on trouve
V(x)=4x3 —20x% +25x.

On affiche la représentation graphique de la fonction V, on peut conjecturer
encore |'existence d'un maximum atteint pour x =o. Mais ici, la valeur de o
n'est pas un nombre entier, on obtient seulement une valeur approchée, par
exemple x=0,83. On ne pourra pas chercher une factorisation de V(x)— V(o)
pour raisonner comme dans la question @ .

Ce sont les propriétés des variations liées a la dérivation, vues dans cette partie,

qui vont nous permettre de prouver qu'il y a bien un maximum et de trouver la
valeur exacte de o

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 2

Exercice 1  Soit fla fonction définie sur R par f(x)= x3—3x% +4x.
@ La fonction fest une fonctlonfolyn()me elle est donc dérivable sur R et il suffit
d'étudier le signe de f'(x —6x+4 pour connaitre les variations de f
On trouve un polyndme du second degré, son discriminant est
A=(-6)> —4x4x3=-12, ce discriminant est strlctement négatif donc f'(x)
est toujours positif, comme 3, le coefficient de x2. Donc la fonction fest stricte-
ment croissante sur R.
© Soit T la tangente a la courbe C au point d'abscisse 1.
Remarque ' . A .
a) Léquation réduite de la droite T est
Au point A d'abscisse 1, la courbe C tra- y=F)(x=1)+£(1). Comme f(1)=1 et f(1)=2, on
verse sa tangente T : on dit que A est un obtient I'équation y = x +1.
point d'inflexion de la courbe C. b) Pour étudier les positions relatives de la courbe C et
de sa tangente T suivant les valeurs de x, on étudie le
signe de la différence f(x)—(x+1).
Or
FO)—(x+1)=x3=3x2 +4x—(x+1)
=x3-3x% +3x-1.
On reconnait le développement de (x—1). Donc la différence f(x)—(x+1) est
du signe de (x—1)3, c'est-a-dire du signe de x—1.
X —o0 1 +oo
F(x)—(x+1). - 0 *
ositions La courbe C est CetTse La courbe C est
P au-dessous de T coupent au-dessus de T
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Exercice 2

(3]

O Graphiquement, le nombre de
solutions de I'équation f(x)=m
est égal au nombre de points d'in-
tersection entre la courbe C et la
droite d'équation y=m paralléle
a I'axe des abscisses.

On constate graphiquement qu'il y
a toujours une solution unique.

Soit fla fonction définie sur R par
f(x)=—x>+9x% —27x+25.

@ La fonction f est une fonc-
tion  polynébme,  elle  est
donc dérivable sur R et

\__*

Y

/
!
/

F1(x)=—-3x% +18x—27=-3(x% —6x+9) = —3(x—3)2.

\ 4
L

o=

\

Le carré est toujours positif, donc la dérivée est aussi.

Plus précisément, la dérivée est a valeurs strictement négatives
sur R sauf en 3 ou elle s'annule. Comme 3 est une valeur iso-
lée, d'apres le théoréme 2, la fonction fest strictement décrois-
sante sur R.

® On admet que I'équation f(x)=0 admet au moins une
solution.

Démontrons par I'absurde que cette solution est unique.

On suppose qu'il existe deux solutions distinctes x; et x,
avec X;<Xx,. Comme la fonction f est strictement décrois-
sante sur R, ona f(x;)>f(x,). Les deux images f(x,) et
f()(2 ), sont distinctes, elles ne peuvent donc pas étre toutes
les deux égales a 0. Cette impossibilité prouve que la supposi-
tion de départ est fausse, donc I'équation f(x)=0 admet une
solution unique.

© Pour encadrer o & 1072 prés, on peut utiliser la méthode de dichotomie vue en
Seconde, on peut aussi utiliser la méthode de « balayage » comme cela est fait ici.

» La représentation graphique nous permet de commencer avec 1 et 2. On a
f(=6 et f(2)=-1, donc f(2)<0<f(1), soit f(2)<f(o)<f(1) ; comme la
fonction f est strictement décroissante sur R, elle a changé I'ordre et donc

T<o<2.

» En commencant a 1 et en choisissant le pas égal a 0,1, le tableau de
valeurs de la calculatrice nous donne : f(1,7)=0,197 et f(1,8)=—0,272; donc
f(1,8) < fla)<f(1,7) et 1,7< < 1,8.
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K(Flemar-que

On a détaillé ici toutes les étapes de cette méthode.

» On commence maintenant a 1,7 et

on choisit le pas égal a 0,01. La cal-
Pour rédiger, la derniére ligne, complétée par le rappel que

la fonction f est décroissante sur R, suffit a justifier I'enca- culatrice donne : £(1,74) ~ 0,00038
drement obtenu. et £(1,75) = —0,0469; donc
f(1,75) < f(a) < £(1,74) et enfin
1,74 <o <1,75.

Exercice 3 Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x*— x> —2x* —1.

@ La fonction f est une fonction polynome, elle est donc dérivable sur R et
f'(x)= 4x3 _3x% 4x, soit f'(x)= x(4)(2 —3x-4).

Le trinome 4x%—3x—4a pour discriminant A:(—3)2—4><4><(—4):73, il

3-73 34473
8 8

possede deux racines x; = ~-0,69 et x, =

=1,44 : sauf entre

les racines, il est positif (comme 4, le coefficient de xz).

X —oo X 0 X oo
X - - 0 + +
4x% —3x-4 + 0 - - 0 +
f'(x) - 0 + 0 - 0 +
i \ ) \ /
f(xq) / f(xy)

f(x;)=—1,39 et f(x,)~-3,83.
(2]

X1 X2
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Exercice 4 @ Soit fla fonction définie sur R par ¢(x)= x> +3x-1.

Sa fonction dérivée est définie sur R par \
(p'()():—3x2 +3. \ cf
Les deux représentations graphiques sont ‘ L \
données ci-contre. \ j \
On observe bien que \ ol|f+ \ \
> sur |—es; —1] la fonction fest décrois- \I / \ \ cf
sante et f'(x) <0, \
»sur [—1;1] festcroissanteet f'(x) >0, I \

> sur [1; +oo[ f est décroissante et
f'(x)<0.

» On observe aussi que lorsque f'(x)=0, soit pour x=1 et pour x=-1, la
courbe (C;) a des tangentes paralléles a I'axe des abscisses.

@ On peut commencer par chercher s'il y a des points sur une courbe ou la tan-
gente est paralléle a I'axe des abscisses. Seule la courbe (C) comporte deux points
ou la tangente est paralléle a I'axe des abscisses.

c lusi Les abscisses de ces deux points
f( onciusion sont —3 et —1, or, pour ces deux

abscisses, les points de la courbe

La courbe (C) représente la fonctlo.n f () ont une ordonnée nulle.
et la courbe (") représente la fonction
dérivée f'. Par contre, quand la courbe (C)

coupe l'axe des abscisses, les
points de la courbe (I') de méme
((Flemar-que abscis‘se n"ont pas une tangente

parallele a I'axe des abscisses.
Donc la courbe (C) ne peut pas
représenter la fonction dérivée
de la fonction représentée par la
courbe (T')

On constate, bien s(r, que ce résultat est
cohérent avec |'observation du signe des
ordonnées (soit f'(x)) sur la courbe
(T") et des variations de la fonction

représentée par la courbe (C).
K( Remarque

Exercice 5 Chacune de ces fonctions est une
fonction rationnelle dérivable sur On ne développe surtout pas les
son ensemble de définition. dénominateurs des dérivées, car I'écri-
ture sous forme de carrés met trés bien
@ La fonction f est définie sur en évidence leur positivité.
:|2; +oo[ par f(x):x—_1.
X=2
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Dérivée :

Variations :

Position :

Dérivée :

Tableau de
variation :

(x=2)—(x-1) —1

f'(x)= = )
(x=2?%  (x-2)7

comme f'(x) est négatif sur l'intervalle de définition, la fonction fest décrois-
sante sur son intervalle de définition.

pour étudier la position de la courbe (C) représentative de fpar rapport a la droite
(D) d'équation y =1, il suffit d'étudier le signe de la différence f(x)—1.

On a f(x)-1=——-— :LZ, cette différence est toujours positive sur
X_

]2 ; +oo[ donc la courbe (C) est toujours au-dessus de la droite (D).

-----------------------------------------------------
------------------------------------------------------

0 X
>
H o 3X
@ La fonction g est définie sur R par g(x)= .
) X2 +1 ,
pour tout réel x, ona g'(x)= 3(x"+1)-2x(3x) _3(1-x ).
(x* +1)% (x2+1)2

Le signe de g'(x) est le méme que celui du trindme 1—)(2, qui a deux racines, —1
et 1, et qui est négatif (comme —1 le coefficient de x%) sauf a l'intérieur de ses racines.

X —o0 -1 1 +oo
g'(x) - 0 + 0 -
3
2
g(x) 3 /
2
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Courbe :

Maximum :

Dérivée :

AYy
1 NS
/ \\\
l N
O |-
-6 4 ) 0 4 / 6 g8 X
T —
~— /
\\ -1
N

: : : 3 :
On conjecture que la fonction g a pour maximum > atteint pour x =1.

Pour prouver que, pour tout xde R, ona ;2 g(x), il suffit de prouver que,

pour tout xde R, ona E_g(x)zo_

2,72 2
Org—g(x) 3 3x " 3x°+3 6x:3(x 1)

2 2 241 X%+ 2K+

, . . . o 3
Le numérateur et le dénominateur sont toujours positifs, donc E—g(x) >0. Et

3 . . :
comme g(1)= > on peut conclure que la fonction ga pour maximum > atteint

pour x =1.

. . - 3
De facon analogue on montrerait que la fonction g a pour minimum -
atteint pour x =-1.

XZ—X

x2+1

© La fonction h est définie sur R par h(x)=

(2x—1)()(2 +1)—2)(()(2 —-X) X2 +2x-1

h'(x)= .
(x2 +1)2 (x2 +1)2

Le signe de h'(x) est le méme que celui du trinébme x> +2x—1. Le discriminant

—2—2\/§:_1_\/§

est A =22 —4x1x(-1)=8, il y a donc deux racines : X, =
et x, —1++/2. Le trinéme, et donc A'(x), est positif (le signe de 1, le coefficient

de xz) sauf entre les racines.

(14322~ (-1+42) _4-3V2 _ 4-3v2)(2+ 42
(—1+2)2 +1 N 2(2—\/5)(2+ﬁ)

:2—2J§:1—ﬁ_

4 2

h(=1++2) =
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Tableau de
variation :

X —o0 -2 1442 +o0

h'(x) + 0 - 0 +

h(=1-+/2)
h(x) / \ /
h(=1++2)

Dans ce tableau, on indique les valeurs exactes des images comme on |'a fait.

On peut aussi les calculer, comme ci-apreés (a I'avant-derniére étape on a utilisé
la quantité conjuguée du dénominateur) :

(1D (1642) -3z (4-3V2)(2+V2)
(—1+x/§)2+1 4—2\/5 2(2—\/5)(2+\5)
-2 1-\2
4 2
Si on veut indiquer les valeurs approchées, on le fait en dehors du tableau :

h(=1++2) =

h(—1—+2) =1,207 et h(=1++/2) =~ —0,207.

» Pour étudier la position de la courbe (C) représentative de A par rapport a la

droite (D) d’équation y =1, il suffit d'étudier le signe de la différence h(x)—1.
2

Ona hix)—1=""%_1= ~X=1 " donc h(x)—1 ale méme signe que —x—1.
X241 X2 +1
X —00 _1 “+oo
—x—1 + 0 —
. (C) est au-des-  (C) et (D) se  (C) est au-des-
position sus de (D) coupent sous de (D)
AV

----------------------------------------------------------------------------------------------------------
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@ La fonction k est définie sur ]1 : +oo[ par k(x)= 1)(—1+L.
2 x—1

2
Dérivée - K(x)=to 2 _x=0"-4_ (x+1)(x-3)

; ; ; (au numérateur, on a utilisé la
2 (x=10%  2Ax-1) 20x—1)

factorisation de a’ —bz). Comme le dénominateur est toujours positif, k'(x) a

la méme signe que le numérateur.

Tableau de
variation : X 1 3 too
x+1 + +
X—3 - 0 +
k'(x) - 0 +
k (X ) 3
2

- 3 . . :
Ce tableau de variation montre que = est le minimum de la fonction k; atteint
pour x =3. 2

Exercice 6 Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O; i,j), on considére le point

A(1;2).
A Soit x un nombre réel strictement supérieur a 1 et
soit M le point de coordonnées (x; 0). La droite
~_ (AM) coupe I'axe des ordonnées en un point N.
\ N
A
B @ Soit | le point de coordonnées (1; 0). Dans le
| \\ triangle OMN, le point | est sur la droite (OM), le
T \\M R point A est sur (NM), les droites (ON) et (Al) sont
0 - gr . paralléles, on peut appliquer le théoréme de Thalés
etdonc —=—.
ON OM

Comme xest strictement supérieur a 1, on obtient i = X—_1 d'ot ON= 2—X1
X X—
@® a) On pose f(x)= 2—X1 on définit ainsi une fonction fdéfinie sur ]1 ; +oo[.

b) La fonction fest une fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de
20x—=1)-2x -2

(x=1%  (x=1?

définitionetona: f'(x) . Comme f'(x) est négatif pour
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tout xde [1; +oo[ , on déduit que la fonction est décroissante sur [1; +oof .

¢) Pour montrer que la fonction fest minorée par 2, il suffit de prouver que, pour
tout xde [1; +oo[ ,0na f(x)22, c'est-a-dire f(x)—2>0.

Comme 1‘()()—2:2—)(1—2:L1 et que x—1 est positif sur l'intervalle de
X— X—

définition, on trouve bien que f(x)>2. (Remarque : comme le numérateur ne
peut pas s'annuler, on trouve méme que f(x)—2>0, ce qui prouve que 2 n'est
pas un minimum de la fonction fpuisque f(x) n'est jamais égal a 2, 2 n'est
jamais atteint.)

d) La fonction fest décroissante sur ]1; +oo[, ainsi, quand x augmente, f(x)
diminue. Géométriquement cela signifie que, quand M s'éloigne du point I, I'or-
donnée du point N diminue. Et comme la fonction fest minorée par 2, I'ordonnée

du point N est minorée par 2 ; donc, quand le point M s'éloigne du point I, le
point N se rapproche du point B (0 ; 2) sans dépasser le point B.

© On appelle gla fonction qui a x associe |'aire du triangle OMN.

a) La fonction ga le méme ensemble de définition que # I'intervalle |1; +oo[ .

b) L'aire du triangle OMN est égale a %OMXON, d'ou g(x):%xxz—x1, soit

2
X
g(x)=—:.
x=1
¢) La fonction g est une fonction rationnelle dérivable sur son ensemble de défi-
nition, eton a:
2 2
. 2x(x=1)—x= x“-2x

x-12  (x-1?7

Le signe de g'(x) est celui de son numérateur dont la forme factorisée est
x(x—2). Comme x est positif sur I'intervalle de définition, g'(x) est du signe
de x—2.

Tableau de
variation :

Ces variations prouvent que la fonction ga un minimum, c'est le nombre 4 atteint
pour x =2. Géométriquement il y a donc un triangle de périmetre minimum,
c'est le triangle OMN, ou le point M a pour abscisse 2.
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Exercice 7 @ Si x est la mesure d'un coté d'un rectangle dont I'aire vaut 16, alors I'autre

Ny 1 e L s 1
coté mesure —6 le périmétre est égal a p(x)= 2(x+—6).
X X

@ La fonction p ainsi définie sur ]O;+oo[ est une fonction

rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de définition et

2 — f—
p'(x)= 2(1— Ej =X 16 =2 L= 4)oxt 4). Comme sur |'ensemble de défi-

% x? X

nition x est positif, le signe de p'(x) est celui de x—4 car x+4, x% et 2 sont
positifs.

On en déduit le tableau de variation :

X 0 4 +oo

p'(X) — 0 +

px) \ /
16

© Le tableau de variation prouve que la fonction fadmet un minimum, c'est 16
qui est atteint pour x =4.

O Soit (C) la courbe représentative ‘|

de la fonction p dans un repére ‘\

orthogonal et (D) la droite d'équa- ‘\‘
\
\
\

tion y =2x. Pour étudier la position
de (C) par rapport a (D), on cherche
la signe de la différence : cette dif-

férence | =< | est toujours positive, N~

X //
donc la courbe (C) est toujours au- V
dessus de la droite (D). //

Exercice 8 Un automobiliste parcourt la dis-
tance d,; séparant une ville A d'une
ville B a une vitesse moyenne de
80 kmh™' et la distance d, sépa-
rant la ville B de la ville C a une 0
vitesse moyenne notée x.

B

»
=
—
I

Soit v(x) la vitesse moyenne de cet automobiliste sur la totalité du trajet. On
définit ainsi la fonction v sur 'intervalle ]O : 130].
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@ On sait que, si la vitesse moyenne xsur la deuxiéme partie du trajet augmente,
alors la vitesse moyenne v(x) sur la totalité du trajet augmente. La fonction vest
donc une fonction croissante sur son intervalle de définition.

. . D D . :
@ On utilise les relations V = 7 et T= M ou Vest la vitesse moyenne quand on

a parcouru la distance D pendant la durée T.

Ici la distance parcourue est d;+d,=3d,. La durée du trajet de A a B est

2d
—L . la durée du trajet de B a C est —, donc la durée totale du trajet est

X
d, 2d1 L2
— =d 1
80" x 80 X

La vitesse moyenne sur la totalité du trajet est donc

v(x)= 3d1 = 3 , soit V(X):ﬂ_
L[1,2) x+160 X +160
L 80 X 80x

© Pour étudier le sens de variation de la fonction v qui est une fonction ration-
nelle dérivable sur son ensemble de définition, on cherche le signe de v'(x).

Ona v'(x)= 240(x +160) — 240 = 38400 , donc v'(x) est positif pour tout

(x +160)2 (x +160)
xde ]0;130], donc la fonction vest croissante sur ]O . 130].

X 0 130

v'(x) +

v(130)
v(x) /

/(Remar-que

le tableau de variation
la fonction v est définie sur l'intervalle
montre que la fonction v 10;130] qui est fermé en 130, la
admet un maximum, C'est fonction atteint son maximum en cette
3120 » borne fermée et la fonction dérivée ne
V(1 30) = W ~107,59 km.h™". s'annule pas.
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Chapitre 4: Exercices d’approfondissement

Corrigé des exercices du chapitre 4

Exercice | La fonction fest décroissante sur |0 ;2] et croissante sur [ 2 +eo|
De plus la tangente au point d'abscisse 2 est paralléle a |'axe des abscisses.
Donc la fonction dérivée f' est telle que
a) f'(x)<0 sur J0;2],
b) f'(2)=0,
) f'(x)=0 sur [2;+oo[‘

La condition a) élimine la courbe C, la condition b) élimine la courbe A et la
condition c) élimine la courbe D.

La seule courbe susceptible de représenter la fonction dérivée f' est donc la
courbe B.

3

Exercice Il @ Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x>+x—1.

a) La fonction fest une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R et, pour
étudier ses variations, il suffit d'étudier le signe de f'(x). Comme f'(x)= 3x2 +1,
f'(x)>0 et donc la fonction fest strictement croissante sur R.

b) On admet que |'équation f(x)=0 a au moins une solution, montrons que
I'équation admet une solution unique par un raisonnement par I'absurde.
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On suppose que I'équation f(x)=0 posséde deux solutions distinctes x; et
X, avec x; < x,. Comme la fonction fest strictement croissante sur R, on a
f(xq)<f(x,). Les deuximages f(x,) et f(x,), sont distinctes, elles ne peuvent
donc pas étre toutes les deux égales a 0. Cette impossibilité prouve que la suppo-
sition de départ est fausse, donc I'équation f(x)=0 admet une solution unique.
On note o cette solution.

Ona f(0)=—1 et f(1)=1, donc f(0)<0<f(1), donc f(0)<f(ax)<£(1). Comme
la fonction f est strictement croissante sur R, |'ordre a été conservé et donc

0< o <1. On a bien prouvé que o appartient a I'intervalle [0 ; 1].

¢) En utilisant la méthode de balayage (voir le corrigé de I'exercice d'application
n°2) on trouve

f(0,682) = —0,0008 et 7(0,683)=~0,0016 donc 0,682 < o <0,683.

d) Pour déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x, on utilise le sens de
variation de £.
Si x <o, comme fest croissante sur R, ona f(x)<f(o) donc f(x)<O0.

Si x>0, onademéme f(a)<f(x) donc 0<f(x).

Le tableau suivant résume la démarche de cette question @.

X —o0 o too
Signe de f'(x) * * *
Sens de variation de / 0
Signe de f(x) - 0 +
Y Attention —— @it 4 |a fonction définie sur R par
. . 9(X)=x4+2x2—4x+2.
les signes sont intervenus de facons
différentes : le signe de la dérivée a) Comme g'(x):4x3 +4x—4=4f(x), g'(x) ale méme
permet de connaitre le sens de signe que f(x).
variation de la fonction £ et c'est le
sens de variation de fqui permet de Pour la fonction g, on obtient donc le tableau de variation :
connaitre le signe de f(x).
X —00 o “+oo
Signe de g'(x) - 0 +

9(x) \ /
g(o
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Le tableau de variation prouve que la fonction g admet un minimum, c'est g(ot)
qui est atteint pour x = qL.

b) On sait que g(oc)=oc4+20c2—4oc+2 et on veut montrer que

g((x)=oc2—3oc+2. Pour baisser le degré de o, on utilise la propriété qui

caractérise le nombre o :

3 3

Onadonc o +a—1=0, d'ou o° =—o+1.

Comme g(oc):oc4+20c2—4oc+2 et que o*=axo3, on obtient

g(oc):oc(—oc+1)+20c2—4oc+2, d'ou g(oc):ocz—3(x+2.

On a donc aussi g(a)=h(a), la fonction h étant définie sur R par

h(x)=x? —3x+2. La fonction / est une fonction du second degré ou a=1 et

b=-3, donc aest positif et ;—b:;:LS. d'apres la partie 1 de la séquence 3,
a

le tableau de variation de hest :

X —° 1,5 +oo

hix) S -

h(1,5)

On rappelle que d'aprés le résultat de la question @c), on sait que
0,682< 0 <0,683.

(_( Comme la fonction A est strictement décroissante sur
Remarque

[0,682;0,683], ona h(0,683) < h(ct) < h(0,682).

La fonction / permet d'encadrer h(ct) En prenant une valeur approchée par défaut de

(Cest-a-dire g(o)) car o appartient a
un intervalle ou la fonction A est monotone
ce qui n'est pas le cas de la fonction g.

h(0,683) et une valeur approchée par exces de
h(0,682), on obtient 0,417 <h(o)<0,420, donc
0,417 < g(ar) < 0,420.

Exercice Il

4 3 2
Soit fla fonction définie sur R par f(x)= X——2L+5L—4x+ﬂ.
16 3 2 3
@ D'apres le graphique, I'équation f(x)=—1 semble avoir plusieurs solutions.
La valeur 2 semble solution ainsi que peut-&tre d'autres valeurs proches de 2 car
la courbe est tres aplatie de part et d'autre du point d'abscisse 2. Et il y a aussi
une solution comprise entre 4 et 5.
. x3 2
© Pour tout réel x, ona f'(x)= T—Zx +5x—4.

© Pour déterminer deux réels b et c¢ tels que, pour tout réel x, on ait
2

, X—=4)(x“+bx+c

plog - S e

, on procéde par identification.
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On développe I'expression proposée :
(x=4)(x2+bx+c)  x3+(b—4)x? +(c—4b)x—4c
4 - 4 '

3 3 5.2 B
Or f'(x):XT—2x2+5x—4:X 8x ZZOX 16.

Pour obtenir I'égalité demandée, il suffit donc que les coefficients soient les
mémes dans les deux expressions, c'est-a-dire qu'il suffit que

b-4=-8

c—4b=20. Les nombres b=—4 et c=4 conviennent.

—4c=-16
(x—4)(x* —4x+4)

1 :

O Pour établir le tableau de variation de £ on étudie le signe de f'(x).

Donc, pour tout réel x, ona f'(x)=

On reconnait que le trindme du second degré qui apparait au numérateur est
()(—2)2 (si on ne |'a pas reconnu, le calcul du discriminant donne A=0 et on
en déduit le signe).

2
Donc f'(x)zw.
X —0Q 2 4 oo
x—4 E - 0 -
(x—2)2 + 0 + +
f'(x) - - +
f(x) \
B T —4 /
3

@ La fonction fest strictement décroissante sur |'intervalle ]—oo; 4] car la déri-
vée est a valeurs strictement négatives sauf pour les deux valeurs isolées 2 et 4
ou elle s'annule. De méme la fonction fest strictement croissante sur l'intervalle

[4; +<>o[‘
On démontre par I'absurde (comme on I'a fait dans I'exercice 1l) que la fonction

fne peut pas avoir deux images égales dans un intervalle ou elle est strictement
monotone.

Donc I'équation f(x)=—1 ne possede pas plus de deux solutions : 2 est solution
et d'aprés le graphique, I'équation admet une autre solution comprise entre 4 et
5.
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Exercice IV  Le coin inférieur d'une feuille de papier de 4 cm de largeur est plié de facon a
toucher le bord de la feuille comme I'indique la

figure ci-contre. D

On pose x= AQ et y= AP.

@ Le « pliage » correspond a la symétrie axiale
d'axe (PQ) donc les longueurs AQ et A'Q sont
égales, A'Q=x.

A'Q est I'hypoténuse du triangle rectangle
A'BQ, il est donc nécessaire que A'Q>BQ. Or
BQ=4-x, on adonc x>4—x, soit x>2.
D'autre part Q appartient au segment | AB]
pour que le probléeme ait un sens, donc il est
nécessaire que x <4. Finalement, on trouve B Q A
2<x<4.

A,

Dans le triangle rectangle ABQ, on a ABZ = A'Q2 —BQZ, donc
ABZ = x? —(4- x)2 =8x-16=8(x—2). Comme x>2, on peut prendre la
racine carrée et on obtient A'B= \/8()(— 2)= 2\/2)(— 4.

© Laire du trapéze PABA' vaut

aire(PABA’) = ABx AP;A B AL “22)‘_4 =2(y+2\/2x—4).

On peut aussi obtenir I'aire de ce trapéze en faisant la somme des aires des trois
triangles rectangles qui le constituent et on obtient :

aire(APQ) = aire(A'PQ) = %xy et
aire (A'BQ) = %BQX AB= %x (—Xx)x2V2x—4 =(4—x)N2x—4.

Donc aire(PABA") = xy +(4— x)N2x—4 =2x %xy +(4—x)N2x—A4.

les deux calculs de laire  du  trapéze  prouvent  que

Ay+2V2x—4)=xy+(4—x)N2x—4.
On regroupe les termes ou y apparait : (x—2)y = xv/2x—4.

On isole y: y:XZ—XZ_4. Pour obtenir I'égalité demandée, on fait apparaitre

la racine au dénominateur en multipliant le numérateur et le dénominateur par
x(2x—4) 2x

(x=2)W2x—-4 2x—-4

cette racine et on obtient y = , donc y=
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2 3
ans le triangle ,0Nna = + =X+ =X + =—,
© Dans le triangle APQ, on a PQ? = AP? + AQ2 = x2 + y2 = x2 4 X _ X
3 2x-4 x-2

Donc PQ = X—.
X—2

3
Soit fla fonction définie sur ]2 : 4] par f(x):X—Z. La fonction fest une fonction
X_

rationnelle dérivable sur son ensemble de définition et
3 3x2(x—2)— X3 B 2x2(x— 3)

f'(x)= . Le signe de la dérivée est donc celui de
(x—2)? (x—2)?
x-3.
X 2 3 4
f(x) - 0 +

32

Comme la fonction gest égale a la fonction Jf (Fest bien une fonction a valeurs
positives), la fonction g a les mémes variations que la fonction £.

La fonction g posséde donc un minimum qui est atteint pour x =3, ce minimum
vaut g(3)= 343 etclestla longueur minimale du « pli » PQ.

O On appelle S(x) I'aire de la surface repliée, c'est-a-dire |'aire du triangle rec-
tangle APQ.
1

2

X = .
J2x—-4 2x-4

Comme précédemment, les fonctions Set A ont les mémes variations, la fonction

4
hétant définie sur |2;4] par h()():(S(x))2 = 2X 7 soit S(x)=+/h(x).

La fonction A est une fonction rationnelle dérivable sur son ensemble de défini-

tion et
3 I T 4 3 3 _
h'(x):4x (2x—4)-2x :6)( 16x soit h,(X):2x (3x 8).
(2x—4Y? (2x—4) (2x—4)?
Comme x est positif sur I'ensemble de définition, la fonction dérivée est du signe
de 3x-8.
e 3x ] ] 8
3 4
3x-8 - 0 +
h'(x) - 0 +
h \
3
3
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: . - - 8
La fonction Sayant les mémes variations que A, $admet un minimum pour x = 3

On constate que les fonctions g et S admettent chacune un minimum, mais ils
sont atteints pour des valeurs différentes.

Exercice V.  Une unité de longueur ayant été choisie dans le plan, on considére un triangle
ABC tel que AB=1, AC=3 et BC=x. On se propose de déterminer s'il existe
un réel xrendant I'aire du triangle ABC minimale.

Pour cela, on utilise la formule de Héron (mathématicien grec du 1¢" siécle ap J-C,
la formule avait été aussi prouvée avant par Archimede). Cette formule donne
I"aire Sd'un triangle en fonctions des longueurs a, b et cdes cotés (p est le demi-

a+b+c) : 5=\/p(p—a)(,0—b)(p_c)'

périmetre p=

@ Dans un triangle, la longueur d'un c6té est inférieure a la somme des lon-
gueurs des deux autres cotés.

X<1+3
Le nombre x vérifie donc le systéme d'inéquations {3 < x+1, qui équivaut a
x<4 1<x+3
2<x etaussia 2<x <4
-2<x
@ Le demi-périmétre de ce triangle est p= X+;+ 3 = §+2.

D’apres la formule de Héron, S(x)= \/p(p— (p—3)(p— x), pétant fonction de x.
La fonction S varie sur [2 ; 4] comme la fonction fdéfinie par f(x):(S(x))z,
c'est-a-dire

f(x):(§+2)(§+2—1)[§+2—3)(§+2—XJ,
{512

3
Ona f'(x):—X—+Ex:£(—x2+10).
4 4 4

Le trinome —x2+10 est positif sur [2 ; \/ﬁ} (intérieur des racines) et négatif

sur [\/ﬁ 4} (extérieur des racines. Le réel x est positif, donc la dérivée est du
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Exercice VI

signe de ~x?+10 etona:

x| Jio :

f(x) + 0 -

f(\10)
f(x) / \

La fonction Squi varie de la méme maniére posséde donc un maximum pour x =+/10.

© Quand X:BC:\/E, on a BC? =10, AC2=9 et AB =1, donc
BC? = AB? + AC?, doncle triangle ABC est rectangle en A.

Le volume du cylindre (en cm3) est V = 307x? (1—%} ol 0< x<10.

Pour déterminer le volume maximum on étudie les variations de la fonction défi-

nie sur [0 ; 10] par V()():3015x2 (1—%).

Cette  fonction est une  fonction  polyndbme  de  degré
3, elle est dérivable sur son ensemble de définition et
2

V/(x) = 30m(2x)| 1= 2 |+ 30mx2| == | = 30m] 2x =X | = 37(20x = 3x2)
10 10 10

soit V’(x)=3m x(20—-3x).

Le signe de V'(x) est celui du trindme x(20—3x) ; ce trindme posséde deux

racines, les nombres 0 et ? ; le trindbme est négatif (comme —1 le coefficient de

x%) a 'extérieur des racines et positif a I'intérieur des racines. D'ol le tableau :

20
X 0 3 4

V'(x) + 0 -

40001
V(x) / L
0 0

On constate que la fonction V admet un maximum pour la valeur x:%0 de
I'intervalle [0 ; 10].

soit environ 1396, 26 cm’.

Le volume maximum est alors V[Ej = 4000m
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|||I.orrigé de la séquence 6

Partie 2: Probabilitée (2) : Loi de Bernouilli,
loi binomiale

Chapitre 2: Loi de Bernouilli, loi binomiale

m Activité 1

Corrigé des activités du chapitre 2

@ La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X 0 1
P(X =k) 0,5 0,5

Etona E(X)=0x0,5+1x0,5=0,5 et V(X)=0%x0,5+1 x0,5-0,52 = 0,25.

@ La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X 0 1
P(X=k)| 03 0,7

Etona E(X)=0x0,3+1x0,7=0,7 et V(X)=02x0,3+1 x0,7-0,7% =0,21.

© La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X 0 1
5 1
PX=k)| 2 u
( ) 6 5
5 1 1 > 5 5 1 (1Y 5
Etona EX)=0x2+1x—=— et V(X)= 02 x24+Px-—| = | ==,
tona E(X) ><6+><6 6et (X) ><6+ ><6 (6) 3

@ Dans chacun des cas précédents, la variable aléatoire a pris les seules valeurs
0 et 1. Si on note p la probabilité P(X =1), on observe que, dans les trois cas,
EX)=p et V(X)=p(1-p).
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m Activité 2

On lance trois fois de suite un dé cubique bien équilibré. Les répétitions sont
identiques et indépendantes, I'arbre pondéré ci-dessous permet de déterminer
les probabilités de toutes les séries de trois lancers.

La lettre S désigne I'obtention d'un six, c'est-a-dire un succes, et la lettre E
désigne le contraire, un échec.

chemins probabilités nosnl]lc)crgsde
555 OF 3
SSE ()= 2 2
SES (16)2 x 2 2

w b |
s @2 | o
e | $X@) |
e
EEE ) 0

La variable aléatoire X qui donne le nombre de succes prend les valeurs 0, 1, 2
et 3.

3
1 . . .
» P(X = 3):(gj car X prend une seule fois la valeur 3, quand il y a 3 succes,
la probabilité de chaque succés étant 5

» Pour déterminer P(X =2), on observe, sur I'arbre, qu'il y a 3 chemins réalisant 2

2

. . . o a1 5
succes. Or, chacun de ces chemins correspond a la méme probabilité | — | x 5/
Ces chemins sont incompatibles entre eux, donc I'événement (X =2), qui est la

réunion de toutes ces possibilités d'avoir 2 succes, a pour probabilité la somme

2
de ces 3 probabilités identiques, d'oti : P(X =2)=3 x(%j x(gj

» On fait de méme pour déterminer P(X =1). On trouve qu'il y a 3 chemins

réalisant 1 succeés. Chacun de ces chemins correspond a la probabilité

)
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2
Dol P(X:1):3x(%)x(g] )

3
5
>P(X—0)—(gj .

Le calcul de I'espérance donne E(X)=0,5.

m Activité 3 @ La situation est analogue a la précédente, mais il s'agit de 4 lancers et d'une
piece déséquilibrée. Il s'agit d'épreuves identiques et indépendantes, on obtient
donc I'arbre pondéré et les probabilités suivantes :

. - valeurs

chemins probabilités de X
PPPP 0,7 4
PPPF 0,73 x 0,3 3
PPFP 0,73 x 0,3 3
PPFF 0,7)2 % (0,3) 2
PFPP 0,73 x 0,3 3
PFPF 0,7)2 % (0,3) 2
PFFP 0,7)2 % (0,3) 2
PFFF 0,7 % (0,3 1
FPPP 0,73 x 0,3 3
FPPF 0,7)2 % (0,3) 2
FPFP 0,7)2 % (0,3) 2
FPFF 0,7 % (0,3 1
FFPP 0,7)2 % (0,3) 2
FFPF 0,7 % (0,3 1
FFFP 0,7 % (0,3 1
FFFF 0,3 0

La variable aléatoire X donne le nombre de succes, donc les valeurs prises par X
sont 0, 1, 2, 3, 4.

» P(X=4)= 0,74 car Xprend une seule fois la valeur 4, quand il y a 4 succés, la
probabilité de chaque succes étant 0,7.
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m Activité 4

» Pour déterminer P(X =3), on observe, sur |'arbre, qu'il y a 4 chemins réalisant 3
succés. Or, chacun de ces chemins correspond a la méme probabilité 0,73 x0,3.

Ces chemins sont incompatibles entre eux, donc I'événement (X =3), qui est la
réunion de toutes ces possibilités d'avoir 3 succés, a pour probabilité la somme

de ces 4 probabilités identiques, d'oti : P(X =3)=4x 0,73 x0,3.

» On fait de méme pour déterminer (X =2). On trouve qu'ily a 6 chemins réalisant
2 succes. Chacun de ces chemins correspond a la probabilité 0,72 x0,3%

D'oll P(X =2)=6x0,72 x0,32
» De méme P(X:1):4><0,7><0,33.
» P(X=0)=0,3%

Le calcul de I'espérance donne E(X)=2,8.
@ La situation est semblable, il suffit de remplacer 0,7 et 0,3 par 0,5.

La loi de probabilité de la variable aléatoire Y est donnée par :

k 0 1 2 3 4

Piy=k) | 05% |4x05%]|6x05%|4x05%| o5

Dans l'activité 2 et I'activité 3, on répéte plusieurs fois des expériences identiques
et indépendantes qui n‘ont que deux issues possibles, le succes et |'échec.

» Dans |'activité 2, on répéte 3 fois le lancer d'un dé et la probabilité du succés,
. 1 . . : .
« obtenir 6 », vaut 5 La variable aléatoire X qui donne le nombre de succes a

pour espérance E(X)=0,5.

» Dans l'activité 3 @, on répéte 4 fois le lancer d'une piece déséquilibrée et la
probabilité du succes, « obtenir Pile », vaut 0,7. La variable aléatoire X qui donne

le nombre de succeés a pour espérance E(X)=2,8.

» Dans I'activité 3 @, on répéte 4 fois le lancer d'une piéce équilibrée et la
probabilité du succes, « obtenir Pile », vaut donc 0,5. La variable aléatoire X qui

donne le nombre de succes a pour espérance E(X)=2.

On est amené a conjecturer que |'espérance est égale au nombre de répétitions
multiplié par la probabilité d'obtenir un succés quand on fait une seule expérience.
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Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Exercice 1  Pour déterminer les coefficients binomiaux pour n=5 et n=6, on continue

le triangle de Pascal donné dans le cours. Les termes extrémes sont égaux a 1

P T L n . s
d'apres les égalités ( J:1 et ( ]:1. les termes intermédiaires sont obtenus

N N (n] [nj [n+1j
en utilisant la ligne précédente et la propriété + = .
k) \k+1) (k+1
n kK 0 1 2 3 |4 |5 |6
Ligne 1 1 1
Ligne 2 1 2 1
Ligne 3 1 3 3 1
Ligne 4 1 4 6 4 1
Ligne5 |1 5 10 |5 1
Ligne6 |1 6 20 [15 |6 1

5 6
Par exemple, on obtient ainsi (zj:m et (2)215'

Exercice2 @ Il s'agit d'une épreuve de Bernoulli dans laquelle p:§:0,4. La loi de

probabilité de la variable de Bernoulli X est donnée par le tableau suivant :

X 0 1

et on sait que E(X)=p=0,4.
P(X=k)| 06 | 04 g p

© Quand on répete quatre fois le tirage précédent avec remise, on utilise le
modele de la répétition d'épreuves identiques et indépendantes, on obtient un
schéma de Bernoulli. La loi de probabilité de la variable aléatoire Y comptant le

nombre de boules noires tirées est donc la loi binomiale de paramétres n=4 et

p=0,4. Son espérance est E(X)=np=4x0,4=1,6.

Exercice 3  Onlance 10 fois une piéce de monnaie équilibrée. On dit qu’on a un succés quand
on obtient Pile.

On répete donc 10 fois une épreuve de Bernoulli pour laquelle la probabilité du
succés est p=0,5. On utilise le modéle de la répétition d'épreuves identiques et
indépendantes et la variable aléatoire X qui donne le nombre de succes suit donc
la loi binomiale de parametres n=10 et p=0,5.

10
Donc P(X =3)= 5 %0,5% 0,5’ =120%0,5'0 ~0,117.

La probabilité d'obtenir Pile au plus trois fois est obtenu en utilisant la réunion
d'événements incompatibles :
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Exercice 4

Exercice 5

P(X >3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X=2)+P(X =3).
10 10 10
P(XSB):(O ]><o,5°><0,51°+(1 ]><o,51><0,5-°’+[2 jx0,52x0,58

10
4| 1x0,5°%0,57 =(1+10+45+120)x0,5'°

P(X <3)=0,172.

On lance n fois un dé équilibrée. On dit qu’on a un succés quand on obtient 6.

On répéte donc n fois une épreuve de Bernoulli pour laquelle la probabilité du
succeés est p= 5 On utilise le modele de la répétition d'épreuves identiques et
indépendantes et la variable aléatoire X qui donne le nombre de succes suit donc

la loi binomiale de parametres net p= %
On cherche ntel que P(X>1)>0,5.

Comme |'événement (X > 1) estle complémentaire de |I'événement (X < 1), c'est-
a-dire (X =0), on cherche donc le plus petit entier ntel que 1-P(X =0)>0,5,

soit P(X=0)<0,5.
n

Ona P(X=0)= [Ej (on reconnait le terme général d'une suite géométrique).
En calculant les termes successifs, on trouve que le plus petit entier nqui convient

est n=4.

Cet exercice est analogue au précédent, les valeurs des parametres étant n=5

et p= 1
:
@ Soit Xla variable aléatoire qui donne le nombre de réussites.

5
4
On cherche P(X >1), etona P(X21)=1-P(X=0)= 1—(§J ~0,6723.
1
@ D'apreés le résultat du cours, ona E(X)=np=5x 5= 1. ce qui signifie qu'on gagne
en moyenne une fois par partie (une partie étant formée de 5 répétitions du jeu).
© Les résultats des deux questions précédentes peuvent paraitre paradoxaux. La

loi de probabilité de X' permet de mieux comprendre la situation. On trouve (par
exemple en utilisant le programme de |'exercice 2 ou un tableur) :

X 0 1 2 3 4 5

P(X =k) | 0.3277 | 0,409 | 0,2048 | 0,0512 | 0,0064 |0,00032
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On constate que les chances d'obtenir 3, 4 ou 5 réussites sont faibles, que les
valeurs les plus probables sont 0, 1 et 2, ce qui explique que |'espérance est égale
seulement a 1 alors qu'on a plus d'une chance sur 2 d'obtenir au moins une réussite.

Exercice 6 @ Le nombre de personnes interrogées est suffisamment grand pour pouvoir
assimiler ce sondage a un tirage avec remise donc la variable aléatoire X qui
donne le nombre de personnes ayant achetées la marque A suit la loi binomiale
de paramétres n=100 et p=0,2.

© Comme dans I'exercice 4 on calcule la probabilité qu'il y ait entre 20 et
25 personnes a avoir choisi la marque A en utilisant la réunion d'événements
incompatibles :

P(20< X <25)=P(X =20)+P(X =21)+P(X =22)+P(X =23)+P(X =24)

+P(X =25).
c2a  ~( fi| =SOMME(B22:B27)
&l exo 7.xIs [Mode de compatibilité]
A | B | C
1 k P(X=k)
21 19 0,098
22 20 0,099
23 21 0,095(P(20 < X < 25)
24 22 0,085 0,452
25 23 0,072
26 24 0,058
27 25 0,044
28 26 0,032
29 27 0,022

Donc P(20 < X <25)=0,452.

Exercice 7  On répéte 18 fois le lancer d'une piéce bien équilibrée. On dit qu'on a un
succés lorsqu'on a obtenu Face. On utilise le modéle de la répétition d'épreuves
identiques et indépendantes et la variable aléatoire X qui donne le nombre de
fois ol on a obtenu Face suit |a loi binomiale de paramétres n=18 et p=0,5.

Soit G la variable aléatoire qui donne la valeur du gain obtenu, sa loi de
probabilité est :

Valeurs prises 8 —-1000
par G 9.10

Probabilités | P(G=9.108)=P(X =18)=0,5'8| P(G=-1000)=1—-P(X =18)
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Exercice 8

© On adonc:
E(G)=9.10% x0,5'8 —(1—0,518)><103 ~2433,

On rappelle que I'espérance est approché statistiquement par le gain moyen pour
un grand nombre de jeux (un jeu correspond a 18 lancers)... pour vraiment un
trés grand nombre de jeux pour que les pertes soient compensées par le seul gain
positif (que I'on obtient seulement pour une série de 18 fois Face).

K(Flemar'que Le gain moyen est minime par
rapport aux pertes attendues

avant la venu de 18 fois Face, donc,
méme si on posséde une grosse
fortune, ne pas jouer semble le
plus raisonnable.

Le calcul de P(X=18)=O,518 peut-
étre obtenu sans la loi binomiale, en
considérant directement la répétition de
18 expériences identiques et indépen-
dantes. © On divise les enjeux par 10 000.
Les risques sont donc d'autant
moins grands. Mais, d'aprés la
Séquence 3 partie 2, I'espérance est aussi divisée par 10 000, elle devient donc
égale a environ 0,24€, ce gain moyen n'est guére attractif !

On admet que chacune des 107 personnes ayant réservé une place d'avion a
une chance sur 10 de ne pas se présenter a I'embarquement. On modélise cette
situation par analogie avec le tirage de 107 boules, avec remise, dans une urne qui
contient 10 boules dont une noire et neuf blanches. Il s'agira donc de la répétition
d'épreuve de Bernoulli identiques et indépendantes (le mot « indépendantes »
fait référence a la loi de probabilité qui est utilisée ici comme on I'a vu dans
la Séquence 3 partie 2 ; cette modélisation sera bien adaptée aux cas ou les
voyageurs n'ont pas de liens entre eux).

Quand un voyageur se présente a |'embarquement on considére que c'est un
succes, sinon c'est un échec. Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de
voyageurs présents a |'embarquement cette variable aléatoire suit la loi binomiale
de paramétres n=107 et p=0,9. Il s'agit donc de déterminer P(X > 100).

Pour calculer cette probabilité, on peut utiliser la probabilité de I'événement
complémentaire ou écrire I'événement (X >100) sous la forme de la réunion de
sept événements incompatibles et faire la somme de leurs probabilités. Les deux
méthodes sont mises en évidence ci-apres.
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E102 v| & £ = [51-C102
T 5 [ c [ 5 NN
1 k PX=k  PXsk
101 99 00962 08502
10000693  09194f —P(X= 100) = Jo.0806___]
103 101 0,043 0,9626
104 102] 0022 0,9855
105 103 0,010 0,9955
106 104 0,003 0,9989
107 105 0,000 0,9998
108 106] 0,000 1,0000
109 107 0.000 1,0000
110 Somme =
111 0,0806

La probabilité cherchée vaut donc 0,0806, le risque qu'il y ait plus de passagers
que de places est donc d’environ 8 %.

Exercice 9 Une partie entre Alice et Bob a deux issues possibles : Alice gagne avec la
probabilité p=0,6 ou Alice perd avec la probabilité 1-p=0,4.

.,| 5 £ = [=LOLBINOMIALE(AG:9:0.6:1) On peut considérer que le tournoi est la

— ry | B | C | D =] répt:etition de neuf parties identiques et

1 k P(X < k) indépendantes.

2 0 0,000

3 1 0,004 Soit X la variable aléatoire qui donne le

‘; § 3’333 nombre de parties gagnées par Alice, X
: suit la loi binomiale de paramétre n=9

: 4 0,267 ot =06

7 5 0,517 p=0.5.

8 6 0,768 C

g 2 0.929 Bok? gagne Ie.tourn0| 5|-AI|lce gagne

10 8 0,990 moins de parties que lui, c'est-a-dire

11 9 1,000 quand X <4.

L s |

Commentaire

On obtient sur un tableur les valeurs P(X <k) , on obtient que la probabilité que
Bob gagne un tournoi en 9 parties vaut environ 0,267.

Cet exemple est particuliérement instructif sur le réle du hasard dans les
compétitions sportives : alors qu’Alice est significativement plus forte que Bob,
ce dernier a plus d'une chance sur quatre de gagner un tournoi en neuf parties.
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Chapitre 4: Exercices d’approfondissement

Corrigé des exercices du chapitre 4

Exercicel Comme U]:( g 1], il suffit de prouver que [:J:n. Le nombre [:] est le
n_

nombre de chemins dans I'arbre pour lesquels il y a une réussite et n—1 échecs,
par exemple le chemin EESE...E. Le nombre cherché est donc aussi le nombre de

« mots » formés de la lettre S et de n—1 lettres E. Ces mots posseédent n lettres,

. . , n
il y a donc n choix pour placer la lettre S, les autres lettres étant E. Donc (1 j =n.

Exercice Il @ On lance deux dés cubiques non truqués. On a vu dans la séquence 3, qu'il y a
36 issues équiprobables et donc la probabilité d'obtenir un double-six est égale
1

a—.
36
@© On lance 10 fois de suite les deux dés précédents. On dit qu'on a réussi si on

a obtenu un double-six, qu'on a échoué sinon . On utilise le modéle de la
répétition d'épreuves identiques et indépendantes, le nombre X de succés suit

donc la loi binomiale de paramétres n=10 et p= %

P(X 23)=1-P(X <3)
=1-P(X<2)
—1-P(X =2)—P(X =1)—P(X =0)

S CH R

P(X > 3)=0,002221.

TN

© Cned - Académie en ligne

v # ¥ = [=LOLBINOMIALE(A4:10:1/36;1) Pour faire ce calcul, on peut utiliser un tableur
A~ c | D et la fonctionnalité LOL.BINOMIALE(k; n; p;
_ k P{X < k) . " ,
_ 0 0.754493 1) ou le quatrieme nombre est 1 ce qui permet
10970063 d'obtenir les probabilités cumulées P(X <k).
| o] 0.997779|P(X = 3)=1-P(X = 2)=1-0,997779
I 3 0999831 La probabilité d'obtenir au moins trois fois un
4 0999996 _ _
5  1,000000 double-six vaut environ 0,002221.
I 6  1,000000
7 1,000000 G . . o
I 81000000 La probabilité d'obtenir au moins trois fois un
9  1,000000 St
I 701 000000 double se détermine de facon analogue en
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1 6 1
remplacant p=— par p=—=— car il y a 6 doubles parmi les 36 issues
plag p 36 par p 36 6 y p

possibles quand on lance les deux dés. On trouve environ 0,224773 soit environ

une chance sur 4, plus de 100 fois la probabilité précédente.

Exercice Ill  La dispersion est mesurée par I'écart-type. On sait que V(X)=np(1-p)
lorsque la variable aléatoire X suit la loi binomiale %B(n ; p). Comme n et fixé,

V(X)= —n/a2 +np est un trindme du second degré par rapport a p. Ce trindme

-b -n 1 )
admet un extremum pour p=2—=T=E et cet extremum est bien un
a -2n

maximum car le coefficient de p? est négatif.

Exercice IV @ Comme les différents contréles peuvent étre considérés comme la répétition
d'expériences identiques et indépendantes et que chaque contrdle correspond
a une épreuve de Bernoulli, la variable aléatoire X définie par le nombre de
personnes en état d'ébriété au cours du contréle suit la loi Binomiale de
parameétres net p=0,02. Onadonc:

P(X:0):0,98",P(X:1):n><0,02><0,98n_1 et

P(X =2)= [ijo,oz2 +0,98"2.

@ La probabilité pour que, au cours de ce contrdle, il y ait au moins

une personne en état d'ébriété est égale a P(X =1). Pour calculer cette
probabilité, on utilise la probabilité de I'événement contraire et on obtient :

P(X>1=1-P(X=0)=1-0,98".

© On cherche la plus petite valeur de n pour que P(X>1)>0,95, c'est-a-dire
pour que 1-0,98" >0,95 ce qui équivaut & 0,98" <0,05.
Une calculatrice ou un tableur peut donner les valeurs des termes de la suite

géométrique de terme général 0,98" et on obtient 0,98'% ~0,0502874 et
0,98"9 = 0,04928165. Donc N =149.

O Quand on contréle 500 personnes, on peut craindre 10 contrdles positifs car
E(X)=np=500x0,02="10.

Exercice V. Pour un candidat qui répond au hasard, chaque question correspond & une
épreuve de Bernoulli pour laquelle la probabilité du succes est p:1:0,2. Le
QCM est formé de 50 questions, soit 50 épreuves identiques et indépendantes, le
score obtenue par un candidat qui répond au hasard suit donc la loi binomiale de
parameétres n=50 et p=0,2.
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Exercice VI

On cherche le plus petit entier k tel que P(X >k)=0,01, ou plus précisément
le plus petit entier k, pour lequel la probabilité devient inférieure a 0,01 :
P(X >k)<0,01.

Il'y aura donc moins d'une chance sur 100 qu‘un candidat, répondant au hasard,
réponde correctement a au moins k;, questions.

Comme dans |'exercice précédent on utilise la probabilité de I'événement
contraire qui est P(X<ky-1) et on étudie 1-P(X<k,-1)<0,01, soit
P(X <ky—1)=0,99.

On utilise un tableur et la fonctionnalité LOI.BINOMIALE(k; n; p; 1) :

B19 v| & & = [=LOL.BINOMIALE(A19:50:0,2:1)
A [ ¢ [ D ]

1 k P(X < k)

17 15 0,9692

18 16 0,9856

Mo 709997

On trouve donc k, —1=17 d'ou k, =18. Les rédacteurs du sujet pourront donc

annoncer que les réponses correctes seront prises en compte seulement a partir
de la dix-huitiéme.

On peut aussi faire un programme pour la calculatrice, nous verrons des
programmes analogues dans la partie 2 de la Séquence 8.

© Déterminons d'abord la loi de X;. Une personne choisit I'hdtel H; avec la
probabilité % car le choix se fait au hasard et il y a trois hotels. Les choix des
n personnes forment des répétitions identiques et indépendantes. La variable
aléatoire X; qui est égale au nombre de personnes ayant choisi I'h6tel H, suit
donc la loi binomiale de parameétres net p= %

Il en est de méme pour les variables aléatoires X, et Xj.

@® Il y a nvoyageurs donc les trois variables aléatoires sont liées par la relation

La variable aléatoire X;+ X, prend donc aussi les valeurs 0, 1, 2,... , n et
n YK (2

P(X;+ X, =k)=P(n—X3=k)=P(X3=n—k)= x| = X[ =1 .

om0 3

n—k n n 2 k 1 n-k
Or = , donc P(X;+X,=k)= x| =| x| = : la variable
k k k 3 3
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Exercice VIl

aléatoire suit la loi binomiale de paramétres n et 3 Son espérance est donc

, . 2 . . 2 1 2n
égale a nx— etsavariancea nx—x—=—.
3 3 3 9

a) Ces programmes simulent sur des calculatrices une réalisation de I'expérience
d'un schéma de Bernoulli.

Linstruction « rand » désigne la fonctionnalité qui donne un nombre aléatoire
entre 0 et 1, son nom peut varier suivant les modeles de calculatrice.

Avec une calculatrice Tl Avec une calculatrice Casio
Prompt N «N=»? — NdJ
Prompt P «P=»? — P
0—>K 0—-K J
For(l,1,N) For1 — [To N«
If rand<P If rand#<P.
Then Then.

K+1—K K+1—=K
End [fEnd.

End Next.

Disp « K= »,K «K=» K

b) On insére le programme précédent dans une boucle. L'expérience est ainsi
répétée E fois, I'instruction « Pause » permet de voir le nombre de succes pour
chaque élément de |'échantillon on appuie ensuite sur la touche Entrée pour
obtenir le résultat suivant.

Avec une calculatrice Tl Avec une calculatrice Casio
Prompt N «N=»?7 — NJ
Prompt P «P=»?7 = PJ
Prompt E «E=»? — EJ4
For(J,1,E) For1— JToE
0—>K 0—>K J
For(l,1,N) For1— 1To N
If rand<P If rand#<P
Then Thend

K+1—K K+1—K
End [fEnd.J

End Next.J

Disp « K= »,K « K=»:K

Pause Next.

End
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¢) On supprime l'instruction « Pause ». Aprés chaque réalisation d'un élément de
I'échantillon, on augmente S, le nombre total de succes, de la valeur finale de K. A
la fin, il suffit de diviser S par le nombre d'éléments de I'échantillon pour obtenir M,

le nombre moyen de succés.

Pour une calculatrice Tl
Prompt N

Prompt P

Prompt E

0—>S

For(J,1,E)

0K
For(l,1,N)
If rand<P
Then

K+1—=K
End
End

S+K—S
End

SIE->M
Disp « M= »M

Avec une calculatrice Casio
« N=»? = NJ
«P=»? = Pd
«E=»? - EJ

0—Sd
For1— JToEd

0—>K 4
For1— 1To N
If rand#<P.
Then

K+1—=K J
IfEnd
Nextd

S+K—S
Nextd

SIE->M 4
«M=»:M

d) Quand on fait fonctionner ce programme sur des exemples, on constate que la
moyenne affichée est proche de I'espérance qui est égale a NP, et d'autant mieux

que N est grand.
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""Eevoir autocorrectif C

m » Ce devoir n'est pas a envoyer a la correction.

m » Veuillez réaliser ce devoir apres avoir étudié les séquences 5
= et 6.

Enonceé

Exercice 1

Vrai — Faux

Pour chacune des cing questions, indiquer les affirmations qui sont vraies (il peut y en avoir plusieurs).
On donnera une justification succincte.

@ Les points A, B et C étant quelconques, on a toujours :

a) AB-AC=BA-CA VOFO  b) AB-AC=BA.AC VO FO
¢) AB-AC=—BA-CA VOFO  d) AB-AC=CA-BA VO FOI

© Les points A, B et C étant quelconques, on a toujours :
o) A8 AC = | 8|+ | AC cos(#8, AC) vaF b AB-AC=| B[ Ac]] cos( B, Ac) v
0 76-3C=| 38| |Acin(8.A)  VOFD e A6 A | | Ac o6 C) vOIFD
© Les points A, B, C et D étant quelconques, on a toujours :
2 6.5 2|0 cos(8,5)  vORD ) - =[aA |5 es(eh.cB) vrec
c)ﬁﬁ:”ﬁ””ﬁ”cos(cﬁﬁ) VOFO d)ﬁ-a:ABxCDxcos(E,a) VO FO

O Les points A, B, C, D et E étant quelconques, on a toujours :

—_— — — — —_— —

a) AB-CD+AB-DE=AB-CE VU FQ b) AB><CD+AB><DE=AB(CD+DE) VLI FO

—_— — —— — —_— —

c) AB-CD—AB-ED=AB-CE VO rQd d) ABxCD+ ABxDE = ABxCE VO FO

Devoir autocorrectif C - MA12-13 m . l I I I I”
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—

@ Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, les vecteurs u(x;y) et v(x';y') étant quel-
conques, on a toujours :

a)a-;:xx'—yy' VU FUI b)a-;:xy'—yx' VU FUJ
C) D-;:xx'+yy' VU FU d)a-;:xy'+yx' VU FUI
Exercice 2

Dans cet exercice, on se propose de décrire la méthode des sécantes sur un exemple simple (approxi-

mation de /2 ).

On désigne par T" la courbe représentative sur [ 0;+e| de f:x — X2 -2,

@ Soient A et My deux points de I' d'abscisses respectives 3 et 2. On pose Xy =2. On construit les
points My, M,, Ms,.., M, de T" ayant respectivement pour abscisses les réels x;, X, x3,.. X, définis
de la facon suivante :

Xp+1 est I'abscisse du point d'intersection de I'axe (0x) et de la sécante (AM, ). lllustrer graphique-
ment cet algorithme. Quelles remarques peut-on faire sur la suite (x,) ?

@ Déterminer une équation de droite (AM,)) et montrer que la suite (x,) est définie par x; =2 et
2+3x
n

xn+3

Xpp1=

Représenter graphiquement les premiers termes de cette suite a |'aide de la courbe représentative de
2+3x

la fonction g définie sur | 0, +oo| par g(x)= .
g [ [ par g X+3

A I'aide d'un programme donnant les N premiers termes d'une suite, donner pour chaque entier n

compris entre 1 et 10 les valeurs a 1074 pres de x,,.

Exercice 3

Pour la fabrication d'un livre, on doit respecter sur
chaque page des marges de 2 cm a droite et a gauche,
3 ¢m en bas et en haut. Soient x et y les deux dimen- Il

sions en centimétres d'une page (voir schéma). \
3cm
@ On suppose, pour cette question uniquement que J

x=28 et y=31; calculer, dans ce cas, en cm?,
I"aire d'une page et |aire de la portion de page dis-
ponible pour I'impression. y

A
Y

Mémes questions pour x =34 et y=26.

@ Revenant au cas général, exprimer en fonction de x et f
de yl'aire de la partie disponible pour I'impression. 3cm

© On désire que I'aire de la partie disponible pour
I'impression soit égale & 600 cm’. 2cm 2cm

Déterminer yen fonction de x pour qu'il en soit ainsi.
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6(x* +96x)
x-4
O L'égalité précédente permet de définir une fonction A sur I'intervalle ]4 ;50 |.

En déduire que A(x), I'aire totale de la page, est telle que A(x)=

En s'aidant de I'étude des variations de la fonction A, déterminer les dimensions de la page pour que
la consommation de papier soit minimale.

Exercice 4 Exercice avec prise d'initiative

Soit fet g deux fonctions dérivables sur [1 ; +oo[ telles que f(1)=g(1) et f'(x)<g'(x) pour tout x
de [1;+oo[.
Comparer f(x) et g(x) pour tout x de [1;+oo[.

Exercice 5

Un entraineur d’une équipe de football a étudié les statistiques de tir au but (pénalty) de ses joueurs. Il a
alors remarqué que sur une série de cing tirs au but, un joueur pris au hasard dans son équipe marque :

» 5 buts avec une probabilité de 0,2
» 4 buts avec une probabilité de 0,5
» 3 buts avec une probabilité de 0,3.

Chaque joueur, a I'entrainement, tire 2 séries de 5 ballons. On admet que les résultats d'un joueur a
chacune des 2 séries sont indépendants.

Soit Xla variable aléatoire égale au nombre de tirs au but réussis par un joueur au cours d'un entrainement.
@ a) Calculer la probabilité, pour un joueur pris au hasard, de réussir tous ses tirs aux buts lors d'un
entrainement.

b) Préciser les valeurs possibles pour X et établir sa loi de probabilité (on pourra s'aider d'un arbre).
¢) Calculer I'espérance de X.

@ L'entraineur considere que le joueur a réussi |'épreuve des tirs au but lorsque X >8. Montrer que la
probabilité pour un joueur de réussir cette épreuve lors d'un entrainement est égale a 0,61.

© Chaque joueur participe a 10 séances d'entrainement. On admet que les épreuves de tirs au but
sont indépendantes les unes des autres.

On appelle Yla variable aléatoire égale au nombre de succés d'un joueur a |'épreuve des tirs au but au
cours des ces 10 entrainements, c'est-a-dire le nombre de fois ou il a marqué au moins 8 buts.

Si au cours d'une séance d'entrainement, il ne marque pas au moins 8 buts, on dit qu'il a eu un échec.
Les résultats seront donnés par défaut, avec 3 chiffres apres la virgule.

Calculer pour un joueur :

a) la probabilité de n'avoir aucun échec lors des 10 séances,
b) la probabilité d'avoir exactement 6 succés,

¢) la probabilité d'avoir au moins 1 succes.

O Calculer le nombre minimal d'entrainements auxquels doit participer un joueur pour que la proba-
bilité d'avoir au moins un succés sur I'ensemble des entrainements soit supérieure a 0,99.
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"".orrigé autocorrectif C

Exercice 1

@ Les points A, B et C étant quelconques, on a toujours :

a)@-ﬁzﬁ-a VraicarA?-Ké:—lﬁ-A?:— —ﬁa):ﬁa
Faux puisque AB-AC = —BA - AC.

e —_— —

b) AB-AC=BA - AC
¢) AB-AC=—BA-CA

—_— — —_ —

d) AB-AC=CA-BA

Faux, voir a).

—_ — —_— — —_— — —_— —

Vrai car AB- AC=BA - CA, voir a), et BA-CA=CA-BA.

@ Les points A, B et C étant quelconques, on a toujours :

a) AB-AC=| AB +HEHCOS(AT§,E) Faux, on a AB-AC = | AB x| AC cos(A?,E).
o) A5 AC=| 8[| [ cos(R8.AC)  Fau, ona A8 AC A8 x| AC]cos[ B, AC)
) A?Rz‘ﬁ?;‘ K sin(A_B:R) Faux, on a £K= A? X E cos(ﬁ,A?).
d) AB-AC=| AB ‘E cos(E,A—C’) Vrai.

© Les points A, B,

Cet

D étant quelconques, on a toujours :

a) Eaz E C_Ij cos(ﬁ,a) Vrai.
b) Eaz B_A" CT) cos(lﬁ,c_b) FauxcarHﬁH=HB? ,maiscos(ﬁ,a)z—cos(ﬁ,a).
) E(T)= ﬁ‘ CB cos(CT),ﬁ) Faux car cos(a,ﬁ):—cos(ﬁ,a).

d) E-EZABXCDXCOS(E,a)

Vrai.

O Les points A, B, C, D et E étant quelconques, on a toujours :

_— — —— — —_— —

a) AB-CD+AB-DE=AB-CE
b) ABx CD-+ABxDE = AB(CD+DE)

—_— — —_— —

¢) AB-CD—AB-ED=AB-CE
d) ABxCD+ ABxDE = AB x CE

Vrai (propriété du produit scalaire et relation de Chasles).

Vrai, calcul ordinaire.

_— — — — —_— — — —

Vrai car AB-CD—AB-ED=AB-CD+AB-DE.

Faux car en général,

CD+DE = CE.

© Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, les vecteurs u(x;y) et v(x';y') étant quel-
conques, on a toujours :

- -

a) u-v=xx'-yy'

Faux,ona u-v=xx'+yy'.
b) u-v=xy'- ' Faux,ona u-v=xx"+yy'.

” I I I I l l m Devoir autocorrectif C - MA12-13
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Qu-v=xx+y' Vrai.

d) u-v=xy'+yx' Faux,ona u-v=xx'+yy"

Exercice 2

/)

V4

J

La suite (x,,) semble décroitre et s"approcher d'aussi prés que I'on veut de I"abscisse du point d'inter-

section de la courbe avec I'axe des abscisses qui est J2.

© Nous avons besoin de I'équation de la droite (AM ). Rappelons les coordonnées des points :A(3; 7)
2

et Mn(xn;x,% —2). Le coefficient directeur de (AM,) est ’)’(—_3: X, +3. L'équation réduite
n

de (AM,) est de la forme y=(x,+3)x+p ol p est solution de I'équation 7=3(x,+3)+p
d'ou p=-2-3x,. Léquation de (AM,) est alors y=(x,+3)x—(3x,+2). Labscisse x,_,

du point d'intersection de cette droite avec |'axe des abscisses est la solution de I'équation
3x,+2

X, +3)x—(3x,+2)=0. Donc x D
(x,+3)x-(3x,+2) X, +3

n+1=
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Exercice 3

31, I'aire de la portion de page disponible pour I'impression a pour

28 et y=

@ Dans le cas ou x

25 cm, ce qui correspond a 600 cm’.

24 cm et 31-2x3=

dimensions 28—2x2

30 cm et 26—2x3=20 cm, l'aire disponible est

26, on obtient 34—2x2

le & 600 cm?’.

=34 et y

Quand x

I3

encore ega

2x3)=(x—4)(y—6).

y_

I

@ Dans le cas général, on trouve de méme que |"aire disponible est (x —2x 2

remarque : les deux exemples du @

(
—4)(y—6)
d

2

© On désire que cette aire disponible soit égale a 600 cm

en isolant y on trouve

!

=600 et

(x

|

600 6
x—4

vérifient cette contrainte). On obtient la relation

y

6(x* +96x)

x—4

6x+576

( 600  _
x—4

X
” I I I I l l m Devoir autocorrectif C - MA12-13
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O On considére donc la fonction A définie par la relation précédente sur l'intervalle ]4 ; 50].

La fonction A est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition et on

obtient : A'(x)= 6((2X+96)(X_4)_§X2 +96x)x1) _ 6(x’ _8)(_2384) (on rappelle que (ku)'= ku',
(x—4) (x—4)

k étant une constante réelle, il est donc possible de garder 6 en facteur dans tous les calculs).

Le signe de la dérivée est le méme que le signe de x> —8x—384 qui est un trindme du second degré.

Ona A=(-8)"+4x1x384=1600=40" donc les deux racines du trindbme sont M =24 et

—(-8)-40 . . s . " - .
L: —16. Le coefficient de x* est égal a 1 qui est positif, on en déduit que le trindme est
positif sauf a I'intérieur des racines, c'est-a-dire, en tenant compte de I'intervalle de définition, sauf

dans l'intervalle |4 ; 24].

X 4 24 50

Alx) \
864

D'apres le tableau de variation, le minimum de la fonction A est atteint pour x =24.

Les dimensions de la page pour que la consommation de papier soit minimale, sont donc x =24 et

y=% 6-3
24-4

Exercice 4

On peut commencer par essayer de conjecturer le résultat. On peut le faire de plusieurs facons.

» Si on pense a l'interprétation cinématique d'un nombre dérivé lorsque f(x) et g(x) sont interpré-
tées comme des distances parcourues a l'instant x, on obtient que la vitesse f'(x) est inférieure a la
vitesse g'(x). Comme, pour x =1, les deux fonctions prennent la méme valeur, on peut conjecturer
que la distance parcourue f(x) sera toujours inférieure a la distance g(x).

» On peut aussi utiliser les propriétés graphiques des courbes (C,) et (C ) représentant les fonctions
fet g. Ces deux courbes passent par le méme point A d'abscisse 1 puisque f(1)=g(1). Au pointA, la
tangente a la courbe (C,) est située sous la tangente a la courbe (C_) car les deux tangentes passent
par A et le coefficient directeur £'(1) et inférieur au coefficient directeur g'(1). On conjecture qu'il en
est de méme pour les courbes au voisinage de A car elles sont presque confondues avec les tangentes.
Et on peut conjecturer que la courbe (C,) restera toujours sous la courbe (C,) car le coefficient direc-
teur de la tangente a (C,) au point d'abscisse x est toujours inférieur au coefficient de la tangente a
(Cg) au point de méme abscisse x.
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On va donc démontrer que, pour tout x de [1 ; +o<>[, ona f(x)< g(x). On ne pos-
sede pas de théoréeme permettant d'utiliser directement la donnée : '(x) < g'(x)
pour tout x de [1 ; +oo[. Donc, comme souvent, on se ramene au signe d'une dif-
férence car f(x)<g(x) équivauta 0< g(x)—f(x).

Soit donc la fonction d, définie sur [‘I : +oo[ par d(x)=g(x)—f(x).

La fonction d est égale a la différence de deux fonctions dérivables sur [1 : +oo[
donc la fonction d est dérivable sur [1 : +oo[ etona d'(x)=g'(x)—f'(x).
Comme f'(x)<g'(x) pour tout x de [1;+oo[, on a g'(x)—f'(x)=0, soit
d'(x)>0 pour tout xde [1 ; +oo[. Donc la fonction dest croissante sur [1 ; +oo[.
Donc d(1) <d(x) pour tout x de [1 ; +oo[.

Or d(1)=g(1)—f(1)=0, donc 0< g(x)—f(x) eton abien f(x)< g(x) pour tout
xde [1;+oo[.

Exercice 5

@ a) Il s'agit de la répétition d'expériences identiques et indépendantes. La pro-
babilité, pour un joueur pris au hasard, de réussir tous ses tirs aux buts lors d'un
entrainement est donc égal au produit des probabilités de réussir tous les tirs au
but dans chacune de deux séries : 0,2x0,2=0,04.

b) L'arbre ci-aprés permet de trouver les valeurs prises par la variable aléatoire
X:6,7,8,9et10.

pere 2¢ Valeur
série série de X

5 10

4

o VOV o O

0,3

0,2 5 8
3 0,5 4 7
0,3 3 6

Loi de probabilité de X

Les différents chemins sur I'arbre correspondent a des événements incompa-
tibles, on ajoute donc les probabilités des chemins qui donnent la méme valeur
de X Par exemple P(X=8)=0,2x0,3+0,5x0,5+0,3x0,2=0,37.

” I I I I l l m Devoir autocorrectif C - MA12-13
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X, 6 7 8 9 10

I

P(X=x)| 0,09 0,3 0,37 0,2 0,04

D'ol E(X)=6x0,09+7x0,3+8x0,37+9x%0,2+10x0,04=7,8.

O Ona (X=28)=(X=8)u(X=9)u(X=10) et il s'agit de la réunion d'évé-
nements incompatibles donc P(X >8)=P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)=0,61.

© La variable aléatoire Y donne le nombre de succés lors de la répétition de 10
expériences identiques et indépendantes ayant deux issues, le succes et I'échec.
La loi de probabilité de Y est donc la loi binomiale de paramétres n=10 et
p=0,61.

a) La probabilité de n'avoir aucun échec lors des 10 séances est égale a
P(Y =10)=0,61" = 0,007.

b) La probabilité d'avoir exactement 6 succés est égale a
10
P(Y=6)= (6 j0,616 x(1-0,61)* = 0,250.

c) Pour calculer la probabilité d'avoir au moins 1 succes on utilise la probabilité
de I'événement contraire :

P(Y 21)=1-P(Y =0)=1-(1-0,61)"" = 0,999.
O On reprend le calcul de la question @ c) en remplacant 10 par net on obtient :
P(Y>1)=1-P(Y=0)=1-(1-0,61)" =1-0,39".

On cherche la plus petite valeur de ntelle que P(Y >1)>0,99 ce qui équivaut a
1-0,39" > 0,99 soit 0,39" <0,01.

En affichant les termes successifs de la suite géométrique (0,39”) on obtient
0,39 =0,023 et 0,39° =0,009 donc la valeur cherchée est n=5. [ ]
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|||I.orr'igé de la séquence 7/

Partie 1: Produit scalaire (2) : application

Chapitre 2: Calculs de distances, d’angles

m Activité 1

Corrigé des activités du chapitre 2

Cotés et médiane

Voir figure ci-contre
@ Par définition, on a:
B\E~AE=ABXACXCOS(A§,KE).
Doncici:
E-E:4x3xcos(—§]:6.
® Ona:
AD? :H)E:(Néﬂf))(ﬁﬂ;))

) =) —
Soit: AD?=AB +BD +2AB-BD=AB2+AC2+2AB-AC car ABDC est un
parallélogramme.

Donc: AD? =16+9+12=37 et AD=+/37.

Comme | est milieu de [BC] et que ABDC est un parallélogramme, | est aussi le
milieu de [AD].
Donc: AI:%:@.

®© Ona: BCZ:E-Ez(ﬁ+E)-(ﬁ+E).

N =SS S
Soit: BC“"=BA +AC +2BA-AC=BA“+AC -2
Donc: BC2=16+9—-12=13 et BC=+/13.

—

AB- AC.

2 N
©® On a bien: a2 BCT_37 13 24 g i¢
4 4 4 4

Corrigé séquence 7 - MA12 m l l II I I H
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m Activité 2

Exercice 1

On a déja vu une telle égalité dans un exercice d'approfondissement de la
séquence 5 partie 1. On a appelé ce résultat « théoreme de la médiane ».

Cotés et angles
Ona:
52 ~BC.8C— B+ AC)-(38-+ AC)
=BA +AC +2BA-AC=BA“+AC“-2AB-AC.
Donc : BC2 =BA% + AC2 —2 ABx AC xcos(ﬁ, A_c').
Ce qui nous donne : 49:81+16—2x9x4xcos(ﬁ,ﬁ) et donc
cos(E,A—(f) 2

Ala calculatrice, on obtient : BAC ~ 48°, & 1 degré prés.
De mémeona: CA2 = CB2 + BA2 —2BCxBA x cos(lﬁ, ﬁ)
Ce qui nous donne: 16= 49+81—2><7><9><cos(§E, éK) et donc

COS(B_C', ﬁ) 19

A la calculatrice, on obtient : CBA =~ 25°, a1 degré prés.
Enfin on a aussi : AB% = AC? +CB% —2CA xCBx cos(a, C_Ié)

Ce qui nous donne: 81:16+49—2x4x7xcos(a,FB) et donc

cos(a,a)=—%.

A la calculatrice, on obtient : ACB=107°, a1 degré pres.

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 2

Comme ABCD est un parallélogramme, on a AD=BC=5.
Appelons | le milieu de [BD], et donc de [AC].

Dans le ftriangle ABD, le théoreme de Ila médiane nous donne:
2

ABZ + AD? = 2 A2 +%.

Soit : 49+25=2AI*+32 etdonc: A? =21,

Par conséquentona: Al= JZ etdonc: AC= 2\/5.
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© Cned - Académie en ligne



Exercice2 |'angle AKC peut se déduire de I'angle orienté (ﬁﬁ) qui est égal a I'angle

32.0¢)
A Orona:
BA'DC=BA><DC><cos(BA, DC).
Comme on est dans un repére
A orthonormé, on peut calculer BA, DC
et BKE a l'aide des coordonnées
NG D .
\ 7 des vecteurs. On a: BA(—5;4) et
AN > DC(—4;-4).
ol 7\ 2
N\ Donc : BA=4[(-5)"+42 = /4,
K 2 2
B DC=/(-4)" +(—4)" =42 et
C BA-DC = (5 (~4)+4x(4)=4.
Onadonc:
4= \/E ><4\/E xcos(ﬁ, D?)
Soit : cos(lﬁ, D?): L
J82 o
La calculatrice nous donne alors : (BA, DC) = AKC = 83, 7°.
Exercice 3 @ a) Une équation du cercle de centre C(1 ;—3) et de rayon 5 est :

(x=1f +(y+3) =52
b) Le point A(—3 ;—6) est un point de ce cercle si : ((—3)— 1)2 +<(—6)+ 3)2 =52
Doncsi: (—4)2 +(—3)2 =52 Ce qui est vrai. Le point A est sur le cercle.

® a) Le rayon de ce cercle est DE que l'on peut calculer par:

DE=\(-2) +2 =2\2.

Une équation de ce cercle est : (X—Z)2 +(y— 3)2 = (2\/5)2 =8.

b) Cherchons I'abscisse x de ce point. Elle vérifie : ()(—2)2 +(1—3)2 =8,
Soit : (x—2)2 =8—4=4. Cequinousdonne: x—2=2 ou x—2=-2.
Donc: x=4 ou x=0.

La premiére valeur est I'abscisse du point D ; c'est donc la deuxiéme qui nous
intéresse.

Le point cherché est le point M de coordonnées M(O ; 1).

Corrigé séquence 7 - MA12 m l l II I I H
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Exercice 4 @ a) Ce produit scalaire peut nous permettre de calculer I'angle F/AE carona:
E-E=AFXACXCOS(E,R). A E B

b) Si l'on appelle ¢ la longueur du

nyx , K
c6té du carré, on a: AC:c\/E,

2
2+ SL:cg. F

<
2

Donc:

BB =3 s i, AC)

_ 30

xcos(ﬁ E)

@ a) On a aussi - E-A_c':(ﬁw?)-(ﬁwc) AB + AB-BC+BF- AB+BF-BC

Orona: AB-BC=BF-AB=0 puisque I'on a un carré, et

F-BC=-BC-BC=-BC*="
2 2

N 2 2
Doncona: AF~AC=C2+%=%.

3¢ 2\/7

b) On adonc: T: xcos(AF AC) Ce qui nous donne :

’s
Jio

¢) La calculatrice nous donne alors : FA/\C =18, 4°.

cos(ﬁ):cos(ﬁ, AC):

© a) Calculons le produit scalaire AF -DE.

il e

Ona: ﬁ-ﬁ:(ﬁ+ﬁ)-(ﬁ+ﬁ):AB-DA+AB-AE+BF-DA+BF-AE.

—_— — —_— —

Orona: AB-DA=BF-AE=0 puisque ABCD est un carré,
2
— = == c

AB-AE=AB-—AB=— ABZ="_ et
2 2 2

1= = = 1=

BF DA =-BC-DA=-BC-(B=—-BC-BC=——.
2 2 2 2

— C2 CZ

Doncona: AF-DE:?—?:O.
Les droites (AF) et (DE) sont bien perpendiculaires.

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 7 - MA12
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Remarque

Exercice 5

b) Comme A est le projeté orthogonal de E sur (AD) on a:

—_— — _ —

DE-DA=DA-DA =DA% =2,

c¢) Comme K est le projeté orthogonal de A sur (DE) on a aussi:
DE - DA =DE - DK = DE x DK.

g 2
On en déduit que DK = M=C—.
DE DE
2 2
Orona:DE= c2+ °l = 5L:cﬁ.
2 4 2
2
Dot DK =S = 2.
NS
Ci
2

ABCD étant un carré, on peut aussi faire cet exercice en utilisant un repére

1= 1=
orthonormé (D; EDC'EDA) par exemple.

@ On trace le segment [AB], de longueur 8, puis le cercle de centre B et de rayon
7 (voir figure ci-contre o I'on a divisé par 2 |'unité de longueur pour des raisons
de mise en page).

On trace ensuite la demi-droite [AC) telle que (ﬁ, E):E, le
point C étant un point d'intersection de cette demi-droite et du

cercle déja construit.
On constate que |'on a deux points d'intersection possibles C; et C,.

@ a) Dans le triangle ABC, la relation d'Al-Kashi nous donne :

BC2 =BAZ + ACZ—2 ABxACxcos(E,A*c’).

Soit : 49:64+AC2—16><AC><%. Ou encore :

AC? —8AC+15=0.
Donc AC est bien solution de I'équation : X2 —8x+15=0.

b) En résolvant |'équation du second degré, on trouve un
discriminant égal a 4, et deux solutions égales a 3 et 5. Donc :

AC=3 (point C;) ou AC=5 (point C,).

© On peut a nouveau utiliser la relation d'Al-Kashi. On a :
AB? = AC? +CB? 2 CAx CB x cos( A, @).
Si AC=3, ona: 64=9+49—2x3x7xcos(a,§). Soit
cos(a,FB)= cos(KCE)= —;.

La calculatrice donne alors : KC\B =098,2°,

Corrigé séquence 7 - MA12 m l l II I I H
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Si AC=5, ona: 64:25+49—2><5><7><cos(c_'A,c_B'). Soit :
cos(a,@):cos(ﬁﬁ):;.

—

La calculatrice donne alors : ACB = 81,8°.

O En appelant H le projeté orthogonal de C sur (AB), on a CH hauteur du triangle
correspondant a la base AB.

Orona: CH=CA sin(lﬁ\c).

Si AC=3,ona:CH= 3?. Donc I'aire de ABC est : Aire = AB:CH = 12;6 =6\/§.
3

Si AC=5, ona: CH:ST' Donc l'aire de ABC est :

Aire = AB X CH = 202/5 =10\/§.

Chapitre 3: Orthogonalité. Vecteur normal a
une droite

Corrigé des activités du chapitre 3

W Activité 1  yecteur normal a une droite

@ a) le vecteur AB a pour coordonnées AB(6;—3). Comme le
repére est orthonormé, le produit scalaire AB-n peut se calculer par:

AB-n=6x1+(-3)x2=0.
On en déduit que le vecteur 5(1 ; 2) est orthogonal au vecteur AB.

b) Le vecteur AM a pour coordonnées M(x+2;y—3). Les vecteurs AM

et AB sont colinéaires si et seulement si: 6(y—3)=—3(x+2). C'est-a-dire :
3x+6y—12=0.

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 7 - MA12
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m Activité 2

Une équation de (AB) est donc bien: 3x+6y—12=0.

—_—

¢) Comme le vecteur n est orthogonal au vecteur AB, dire que AM et AB sont

—_—

colinéaires équivaut a dire que AM et n sont orthogonaux.

—

les vecteurs AM et n sont orthogonaux si et seulement si:
(x+2)x1+(y-3)x2=0.
C'est-a-dire: x+2y—4=0.

Une équation de (AB) est donc bien aussi: x+2y—4=0.

d) On vérifie facilement que les deux équations sont équivalentes, puisque la
premiére s'obtient en multipliant tous les coefficients de la seconde par 3.

® Un point M(x ; y) appartient a cette droite si et seulement si CM et AB sont
orthogonaux.

Le vecteur CM a pour coordonnées Cﬂ(x—1;y+2).
les vecteurs CM et AB sont orthogonaux si et seulement si:
(x=1)x6+(y+2)x(-3)=0.

C'est-a-dire : 6x—6—-3y—6=0.
Une équation de la droite perpendiculaire a (AB) et passant par le point C est

donc: 2x—y—4=0.

Equation de cercle

@ Le centre du cercle est le milieu de [AB], soit le point | de coordonnées :

I _4+8;E , soit | 2;1 .
2 2 2

Le diametre du cercle mesure : AB= \/(8+4)2 +(—2— 3)2 = \/1 22 +(—5)2 =13.

Son rayon mesure donc : 6,5.

Une équation de ce cercle est donc : ()(—2)2 +(y—0,5)2 = (6,5)2 =42,25.

© a) Vérifions que le point E(Z; 7) appartient au cercle.

Ona: (2—2)2 +(7—O,5)2 :(6,5)2 =42,25. Donc E est bien sur le cercle.
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b) Les vecteurs EK et E? ont pour coordonnées ﬁ(—G;—4) et 5(6;—9).
Comme le repére est orthonormé, le produit scalaire se calcule par:
EA-EB=(—6)x 6+(~4)x(-9)=0.

Les vecteurs sont donc orthogonaux. Le triangle ABE est donc rectangle en E.

On pouvait le prévoir car c'est une propriété connue : si deux sommets d'un
triangle sont les extrémités d'un diametre du cercle circonscrit a ce triangle, alors
le triangle est rectangle au troisieme sommet (théoreme de |'angle droit).

© a) Vérifions que le point F(—0,5 ;—5,5) appartient au cercle.
Ona: (—0,5—2)2+(—5,5—0,5)2 =6,25+36=142,25. Donc F est bien sir le

cercle.

b) Les vecteurs ﬁ et F_é ont pour coordonnées F_A:(—3,5;8,5) et F_B)(8,5;3,5).
Comme le repére est orthonormé, le produit scalaire se calcule par:
FA-FB=(-3,5)x8,5+8,5x3,5=0,

Les vecteurs sont donc orthogonaux. Le triangle ABF est donc rectangle en F.

On pouvait le prévoir pour la méme raison que pour le point E.

O a) Déterminer les points R et T du cercle dont I'ordonnée est nulle.

Les points du cercle d'ordonnée nulle ont une abscisse x telle que:
(x=2)° +(0-0,5)" = 42,25.

Soit : (X—2)2=42. Ce qui nous donne : x—2=+/82 ou x-2=—/42.

Donc: X:2+\/E ou x:2—\/ﬁ. On adonc R(2+\/ﬁ;0) et T(Z—x/ﬂ;o).

b) Les vecteurs Iﬁ et R_é ont pour coordonnées ﬁ(—G—x/ﬁ;B) et

R6(5-a2:-2)

Comme le repere est orthonormé, le produit scalaire se calcule par :
RA-RB=(~6—/42)x (642 )+ 3x(-2) =42-36 -6 =0,

Les vecteurs sont donc orthogonaux. Le triangle ABR est donc rectangle en R.
De méme, les vecteurs ﬁ et TTé ont pour coordonnées ﬁ(—6+x/§ ; 3) et

TB(6-+/42 ;—2).

Comme le repere est orthonormé, le produit scalaire se calcule par :
ﬁ-ﬁ:(—m\/E)x(6+\/ﬂ)+3x(—z)=42-36-6:0.

Les vecteurs sont donc orthogonaux. Le triangle ABT est donc rectangle en T.

On vérifie encore la méme propriété.
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Exercice 6

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 3

@ Déterminons une équation de la droite (BC). On a ﬁ(—3;4). Un point
M(x ; y) appartient a cette droite si et seulement si w et ﬁ sont colinéaires,
soit si et seulement si : —3(y—1) = 4()(—7).

C'est-a-dire : 4x+3y—31=0.

Appelons X et Y les coordonnées de H. Elles vérifient |'équation précédente et on
aaussi AH orthogonal a ﬁf que I'on peut traduire par : AH-BC=0,

Comme le repere est orthonormé, le produit scalaire se calcule par :

AH-BC = (X +3)x(=3)+(Y=2)x4=0. Soit: -3X+4Y—-17=0,

Pour déterminer les coordonnées de H, il suffit donc résoudre le systéme

4X+3Y-31=0

d'équations : .
-3X+4Y-17=0

En multipliant les membres de la premiére équation par 3 et ceux de la seconde

12X +9Y-93=0
~12X+16Y —-68=0"

En additionnant membre a membre les deux équations on obtient : 25Y —161=0,

soit Y = @ =6,44.
25

par 4, on obtient le systéme équivalent : {

Etdonc: 4X+3x6,44—31=0, soit 4X =11,68, soit enfin X =2,92.

Le point H a pour coordonnées H(2,92;6,44).

@ La distance de A a la droite (BC), c'est-a-dire la plus courte distance de A a un
point quelconque de (BC) est la distance de A a son projeté orthogonal sur (BC),
c'est-a-dire la distance AH.

Comme le repere est orthonormé, la distance AH se calcule par :

A= (29243 + (6,442 = /54,76 =7,4.

© Pour calculer I'aire du triangle ABC, on peut prendre BC comme base, la
hauteur étant alors AH. On a donc :

Aire ABC = BC);AH.

On calcule BC : BC= (472 +(5-1) =5.

BCxAH 5x74
2

Donc : Aire ABC = =18,5.
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Exercice 7 @ Le milieu de [AB] est le point K de coordonnées : K(_3+4 E) soit

2 1
K(0,5;3,5). Le vecteur AB a pour coordonnées : ﬁ(7;3).

La droite D est la droite passant par K et de vecteur normal AB(7;3). Comme
on est en repere orthonormé, une équation de D est doncde la forme:

7x+3y+c=0, avec 7x0,5+3%3,5+c=0.

Ce qui nous donne : c=-14.

Une équation de D est donc: 7x+3y—14=0.

© a) Comme on est en repére orthonormé, on a MA = \/(x+3)2 +(y—2)2 et

MB = [(x—a) +(y—5)-

b) Un point M appartient donc a D si et seulement si MA=MB, c'est-a-dire si et

seulement si MA% =MB? puisque MA et MB sont nécessairement positifs.
Donc M appartient & D si et seulement si (X + 3)2 +(y—2)2 = (x—4)2 +(y- 5)2,
soit si et seulement si X +6)(+9+y2 —4y+4= X2 —8)(+16+y2 —10y +25.

Ce qui nous donne une équation de D : 14x+6y—28=0.
Il est facile de voir, en divisant par 2 chaque coefficient, que I'on retrouve

I'équation : 7x+3y—14=0.

Exercice 8 @ Pour obtenir une équation de chaque médiatrice, on peut utiliser I'une ou
I'autre méthode vue a I'exercice précédent. Prenons la premiére.

Le milieu de [AB] est le point K de coordonnées : K(_32+ > #j soit K(1 ; 3).
Le vecteur AB a pour coordonnées : E(S;Z).

La médiatrice de [AB] est la droite passant par K et de vecteur normal AB(8 ; 2).
Comme on est en repére orthonormé, une équation de cette droite est donc de la
forme : 8x+2y+c=0, avec 8x1+2x3+c=0.

Ce qui nous donne : c=-14.

Une équation de la médiatrice de [AB] est donc : 8x+2y —14=0, que I'on peut

écrire 4x+y—-7=0.
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Le milieu de [BC] est le point L de coordonnées : L[%#j soit L(4;0).

Le vecteur BC a pour coordonnées : B?(—Z;—8).

La médiatrice de [BC] est la droite passant par L et de vecteur normal BC(—Z = 8).
Comme on est en repéere orthonormé, une équation de cette droite est donc de la
forme : —2x—8y+c=0, avec —2x4—-8x0+c=0. Ce qui nous donne : c=8.

Une équation de la médiatrice de [BC] est donc : —2x—8y +8=0, que I'on peut
écrire —x—4y+4=0.

@® Le centre du cercle passant par A, B et C, c'est-a-dire le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC est a égale distance de A, B et C (rayon du cercle).
Il est donc a la fois sur la médiatrice de [AB] et sur la médiatrice de [BC]. Ses
coordonnées vérifient donc les deux équations obtenues a la question précédente.
4x+y-7=0

Pour les déterminer, il suffitde résoudre le systeme d'équations : .
—-Xx—4y+4=0

La premiere équation nous donne: y=-4x+7, ce qui nous permet de
substituer —4x+7 a y dans la deuxiéme équation. On obtient alors:

—x—4(-4x+7)+4=0. Soit: x:§:1,6.
Onaalors: y=—4x1,6+7=0,6. Le centre du cercle passant par A, B et C est

le point 5(1,6;0,6).

© Pour déterminer une équation du cercle, on peut prendre un point M(x;y)
quelconque et dire que M appartient au cercle si et seulement si SM=SA, soit

SM2 = SA? puisque SM et SA sont positifs.

Comme on est en repére orthonormé, on a SM2 = (X—1,6)2 +(y—0,6)2 et
SAZ =(-3-1,6) +(2-0,6)° =23,12.

Une équation du cercle est donc : (x—1,6)2 +(y—0,6)2 =23,12.

O Déterminer une équation de la tangente a ce cercle en A.

La tangente a ce cercle en A est la droite passant par A et de vecteur normal
SA(—4,6 ; 1,4). Comme on est en repere orthonormé, une équation de cette droite

est donc de la forme: —4,6x+1,4y+c=0, avec —4,6><(—3)+1,4><2+c:0.
Ce qui nous donne : c=-16,6.

Une équation de la tangente au cercle en A est donc: —4,6x+1,4y—16,6 =0,

que I'on peut écrire —23x+7y—83=0.
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Chapitre 4: Application a la trigonométrie

Corrigé des activités du chapitre 4

m Activité  Calcul de cos[%]
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0;7, ])

@ Sur le cercle trigonométrique, on place les points A et B tels que : (i, OA) =

mﬁﬁ%i
4

o |a

Voir figure ci-contre.

® Lles coordonnées de A sont:

S B T _\/§ t v =sinl ® 1
1T A XA—COS E —7 e yA—Sln E —E.

12

A Celles de B sont: xg=cos| = :ﬂ et
m | 4) 2
Y% .

=~ NEANRY

i yB =SIn Z :T.

Comme on est en repére orthonormé,
le produit scalaire peut se calculer par:

Soit :
e '|+\/§ \5
oo B B (BN
2 2 2 2 4

©® a) On peut aussi exprimer le produit scalaire OA - 0B par :

(_)X-(_)E:OAXOBXCOS(C_)K,@).

Or A et B étant sur le cercle trigonométrique, on a: OA=0B=1. Donc:
OR. -0~ cos{ O, 08

b)Ona:

proralind W Granied WY iodin WY fodirund WY Codirumd W | Y T
(OA,OB)=(OA,/)+(/,OB)=(/,OB)—(/,OA)=Z—E+2kn=E+2kn, keZ.

o
Donc: cos[ﬁj = cos(OA,OB) = —1
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Exercice 9

Exercice 10

Corrigés des exercices d’apprentissage
du chapitre 4

Méthode 1

0 cos n = C0S 3n+4n = C0S 3_1t+4_n —cos| £+ L En utilisant
na-n 12 )7 W12 12 )T g T3 B vtsan

les formules d’'addition, on obtient :

ol ) o

Méthode 2

Vi 61t 3 T T . L
Ona: cos| — |=cos = (oS —+— =—sin| — | (ligne trigonométrique).
12 12 12 2 12

, 2+\/_
Nous avons vu dans I'exemple 7 du cours que acos et nous

savons que cos? (%jﬂinz [%j =1. Ce qui nous donne

Sinz[%j=1_msz[£)=1_ G| i_2s

12 2 | 4 4

Comme sin| == |>0 on en déduit que sin T “2_\/5.
12 12 2
On peut alors conclure que cos(:—;j = ——“2_2\/5. (2)

On peut retrouver le fait que (1)=(2) en élevant les 2 nombres au carré.

»On a: sin n =sin bn_x® =sin| Z— T | En utilisant les lignes trigo-
12 12 12 2 12
nomeétriques, on obtient : sin £ —sin| 2T | = cos| = |.
12 2 12 12

Donc: sm[?;j ‘2+\/§.

2

» Les formules d'addition permettent d'écrire :

o 1+ 2 <cos{ o 22| s 2
N T R

Onadonc: cos(x)+cos[x+2?nj+cos(x+ 4nj =

cos(x)+(—%]cos(x)—?sin(xﬁ(—%jcos(xﬁ?sin(x):0.
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Exercice 11

Exercice 12

» De méme:

sin(x+2?nj = sin(x)cos(z?nj+cos(x)sin(2?n] = —%sin(x)+§cos(x) et

sin(x+4?n] = sin(x)cos(4%}+cos(x)sin(4?n] :—%sin(x)—?cos(x).

Onadonc:

) . 2 . It
sm(x)+sm X+— |+sin| x+— |=

3

sin(x)—%sin(x)+7cos(x)——sin(x)——cos(x): 0.
Pour raison de symétrie par rapport a la droite (BD), on a:
(B?,ﬁ)zZX(i, ﬁ)) On adonc:

sin(B?, ﬁ) = sin(Z(B—C), ﬁ)) =2 sin(ﬁ, ﬁ)cos(ﬁ, BB)

Or le triangle BCD étant rectangle en C,on a: sin(ﬁ, @) = % et
cos(éz, EB) = %

Calculons BD. Le triangle BCD étant rectangle en C,on a :

BD? =BC2 +(D? = (2xCD)* + (D =5xCD?. Donc : BD =5 x CD.

BD 5xCD 5

Onaalors:sin(ﬁ,ﬁ)= be =i et cos(ﬁ,@) BC_ 2@ _ 2

J5xDC 5
Ce qui nous donne :

sin(B?,ﬁ):ZSin(ﬁ,ﬁ)cos(ﬁ,ﬁ): X ﬂ:0,8.

2 l><i_
NN

@ Comme nous avons un terme en cos(x) et un en cos(2x), nous allons

harmoniser cela en transformant cos(Zx) a l'aide des formules de duplication.

Parmi les trois expressions possibles, la plus intéressante est celle ou il n'y a pas

de terme en sin(x), C'est-a-dire : cos(2x):2cosz(x)—1.

L'équation s'écrit alors : 1+2cos(x)+2cosz(x)—1:0, soit :

cos(x)+c052(x)=0.

Une factorisation nous donne : cos(x)(1+cos(x)):0.
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Cette équation équivaut a cos(x):O ou 1+cos(x)=0, c'est-a-dire
cos(x):—1.

G , . T
La premiere équation a pour solutions tous les réels de la forme E+2k1c ou
T
——+2km avec keZ.
2
La deuxiéme a pour solutions tous les réels de la forme m+2kn avec k € Z.
L'équation 1+2 cos(x)+cos(2x)= 0 a pour solutions tous les réels de la forme

E+2k1t, —§+2kn ou m+2km avec k e Z.

2

X A . 2 1+cos(2x)
@© On procede de la méme fagon en utilisant la formule : cos (X): —

1+ cos(2x
L'équation s'écrit alors : +)+§sin(2x):0, soit :
1cos(Zx)+£sin(2x):—l.
2 2 2
. ) 1 (T \/§ s . e

Comme on sait que cos 373 et sin 375 I'équation peut s'écrire :

a

cos(chos(Zx)+sin[—jsin(2x) = —1, soit cos(Zx— E) = —1.
3 3 2 3 2

Cette équation équivaut a: 2x—§:2?n+2kn ou 2X—§=—2?n+2/(7t ou

keZ.

Ce qui nous donne : 2x =m+2km ou 2x:—§+2kn ol keZ.

Et donc: x:g+kn ou x:—%+kn ou keZ. Ce sont donc les solutions

de I'équation initiale, solutions que I'on peut écrire modulo 2xt sous la forme :

x:g+2kn, x:—§+2kn, x:—g+2kn, x:%n+2kn ou keZ.

O0n a: sin(5x)cos(x)— cos(5x)sin(x) = sin(5x— x) = sin(4x).

N

L'équation peut donc s'écrire : sin(4x) =3
. o . T 3n .
Cette équation équivauta: 4x = Z+2kn ou 4x = T+2k1t ou keZ.

Et donc: x:%+k§ ou x:?—g+k§ ou k eZ. Ce sont donc les solutions

de I'équation initiale, solutions que I'on peut écrire modulo 27w sous la

forme : x=£+2kn, x:9—n+2kn, x=—7—n+2kn, x:—1—+2kn,
16 16 16 1

x:3—n+2kn, X:“—n+2kn, x:—?—z+2kn, X=—113—g+2kn, ou keZ.

16 16
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Chapitre 6: Exercices d’approfondissement

Exercicel

Exercice ll

@ a) Dans le triangle ABC, on a: BC? = AC? + AB? —2><AC><AB><cos(I§AE)
(relation d'Al Kashi).
/\) 85 Y

On adonc: 64 :100+49—2><10><7><cos(B/AE) soit cos(BAC —.
140 28

A la calculatrice, on obtient : BAC ~ 52,62°, a 0,01° pres.

b) De la méme fagon on a: ABZ = CB? + AC? — 2 ACx CB xcos(B/C-K).

Onadonc:49:64+100—2><10><8><cos(BCA) soit cos(B/CK) 1;(5) 23

A la calculatrice, on obtient : BCA ~44,05°, a 0,01° pres.

® On sait que : cos? (IEA\C)HinZ(l;A\C) =1. Ce qui nous donne :

sinz(B/A\C):1—cos (BAC)—1 (;;J
Jags  34/55

Soit:sinz(B/AE)—@ Comme sm(BAC)>0 ona: sm(B/A\C) _—
28 28 28

© Si I'on appelle H le projeté orthogonal de B sur (AC), on a:
ACxBH

Aire ABC =

A) BH 3f_

Mais on a aussi : sm(BAC
AB 28

Ce qui nous donne :

=£ g 355 f
3of=15ﬁ
: .

4

Et donc: Aire ABC =

Un cercle de centre K(1 ; 2) a une équation de la forme : (x—1)2 +(y—2)2 =
ou cest positif.

Pour que D soit tangente a ce cercle, il faut et il suffit qu'elle ait un et un
seul point d'intersection avec ce cercle. Or un point d'intersection de D et du
cercle est un point dont les coordonnées vérifient le systeme d'équations :

x+y—-7=0
{(X1)2+(y2)2 =

Essayons de résoudre ce systeme. La premiére équation nous donne yen fonction
de x, ce qui nous permet de remplacer y dans la deuxieme équation. Elle s'écrit
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Exercice Il

alors : ()(—1)2+(—)(+7—2)2 =¢. Soit:
x2—2x+1+x2—10x+25=c, ou encore : 2x2—12x+26—c:0.

On obtient une équation du second degré avec un coefficient (26—c) non
encore fixé. On sait qu'une équation du second degré peut avoir deux solutions
(la droite coupe alors le cercle en deux points), une seule solution (la droite est
tangente au cercle) ou aucune solution (la droite ne coupe pas le cercle).

On cherche, nous, a ce que la droite soit tangente au cercle. On veut donc que
I'équation n'ait qu'une seule solution, et donc que sont discriminant soit nul. On
cherche donc a ce que :

A=(=12)° ~4x2x(26—¢)=0. Soit : 144-208+8¢=0. Et donc: c =8,
Une équation du cercle de centre K(1;2) tangent a la droite D est:
(x—1)2+(y—2)2:8.

@ a) Le point A étant I'origine du repére choisi, ses coordonnées sont : A(O : 0).
Comme le premier vecteur du repére est %AE le point B a pour coordonnées :
B(3;0).

b) Comme le repére est orthonormé, ona: MA= X +y2 et

MB=1/(x=3) +y2.

@ a) L'ensemble recherché est I'ensemble des points tels que MA =2MB, ce qui
équivaut a MA?Z = 4 MB? puisque des distances sont nécessairement positives.

Ce qui nous donne : X2 +y2 = 4((){—3)2 +y2).

En  développant, on obtient: X2 +y2 =4x% - 24x+ 36+4y2, soit
3x2—24x+36+ 3y2 =0. En divisant tous les coefficients par 3, on obtient bien
I'équation : X+ y2 —-8x+12=0.

b) Cette équation a la forme d'une équation de cercle. Pour le confirmer, nous
allons en modifier I'écriture de facon a faire apparaitre les coordonnées du centre.
On verra alors si la constante permet que ce soit bien |'équation d'un cercle, ou
si cela correspond a |'ensemble vide.

L'équation X2 +y2 —8x+12=0 peut s'écrire : (x—4)2 —16+y2 +12=0, soit:
(x—4)2 +y? =4,

On a donc bien une équation de cercle : le cercle de centre K(4 ; 0) et de rayon 2.
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© La droite (AB) est |'axe des abscisses. Les points recherchés ont donc une

ordonnée nulle. Leurs abscisses vérifient alors : X2 —8x+12=0. Cette équation
a deux solutions 2 et 6.

Les points d'intersection du cercle
avec la droite (AB) sont donc les

points E(2;0) et F(6;0).

On peut constater que ces points
- ' ' ' ' étaient faciles a obtenir directement,

puisque ce sont les points de (AB)

tels que MA=2MB et donc tels que

MA=2MB ou MA=-2MB.

ExercicelV @ On a: (D=AB=2,(B=AD=1,KB=0,5. Comme le triangle DAK est
rectangleen A, ona:

D C
/~_ KD? = AD? + AK? =3,25.
Donc: CD? —CB2 =4-1=3 et KD? —KB% =3,25—0,25=3.
- .| Onadoncbien: cD? —B? =KD? —KB?.
A g /K B

© On peut écrire :

—

MD2 —MB% =MD —MB =(MC+CD) —(MC+CB)

—2 =2 = =) =2 o =) =) — s —
=MC +CD +2MC-CD—-MC -CB —-2MC-CB=CD —(CB +2MC-(CD—CB)
Or on sait que: D?-CB*=3. Donc MD?>-MB%=3 équivaut a:
2MC-(CD—CB) =0,

Soit : MC-BD=0. L'ensemble des points M du plan tels que MD? —MB? =3 est
donc la droite passant par C et perpendiculaire a (BD).

© On a vu a la question 1 que KD? —KB? =CD? - (B? =3, doncK appartient a
la droite décrite a la question 2. Cette droite est donc la droite (CK), et elle est
perpendiculaire a (BD).

O Dans le repére (A%ﬁﬁ , les points B, C, D et K ont comme coordonnées :
B(Z;O), C(2;1), D(0;1) et K(1,5;0). Les vecteurs @ et C? ont comme
coordonnées : ﬁ(—2;1) et &(—0,5;—1).

Comme le repére est orthonormé, on a : CK -BD=—0,5 x(-2)+(-1)x1=0.
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Les vecteurs B_B et EE sont donc orthogonaux, et donc les droites (BD) et (CK)
perpendiculaires.

ExerciceV Résoudre les équations suivantes :

(1] cos(Zx)— 3 cos(x)+2 =0. On sait que : cos(Zx) =2 cos’ (x)—1. L'équation
peut donc s'écrire :

2cosz(x)—1—3 cos(x)+2: 0, soit 2 cosz(x)—3 cos(x)+1 =0.

On fait le changement d'inconnue : X=cos(x). On doit donc alors résoudre

‘s . , 1
I'équation : 2X2 —3X +1=0 dont les solutions sont X =1 et XZE'
On doit maintenant chercher les nombres réels x tels que: cos(x):1 ou
1
cos(x)==.
(-1
La premiére équation a pour solutions tous les réels de la forme 0+ 2k avec k € Z.

" . . T T
La deuxieme a pour solutions tous les réels de la forme §+2kn ou —§+2kn
avec k e Z.

L'équation cos(Zx)— 3 cos(x)+2 =0 a pour solutions tous les réels de la forme
2k, g+2kn ou —§+2kn avec k eZ.
® On peut remarquer que I'équation sin(x)+cos(x)=x/5 peut s'écrire

isin(x)+icos(x):1 ou encore Tzsin(x)+%cos(x)=1. Or on sait

V2 V2
ol )2

L'équation peut donc s'écrire: sin(%jsin(xﬁcos(%jcos(x):1, soit

T
cos| x—— |=1.

. , . . T
Les solutions de cette équation sont les réels x tels que : X—Z: 0+2km avec
k e Z.

R , e
C'est-a-dire tous les réels de la forme : Z+2kn avec k eZ.

Exercice VI @ Les formules d'addition nous donnent :

cos(a+Za) = cos(a)cos(Za)— sin(a)sin(Za), soit encore :

cos(a+2a)= cos(a)(z cos? (a)—1)— sin(a)(2 sin(a)cos(a)).
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En développant, on obtient : cos(a+2a) =2cos’ (a)— cos(a)— 2 sin’ (a)cos(a).

Comme sinz(a):1—cosz(a) cela donne :

cos(a+ Za) =2cos (a) - cos(a) -2 (1 —cos? (a))cos(a), soit
cos(a+ Za) =2 cos3 (a) - cos(a) -2 cos(a) +2 c053 (a) =4 cos3 (a) -3 cos(a).
On a donc bien : cos(3a): 4cosg(a)—3cos(a).

T o .
© En prenant a= 3 I'équation précédente nous donne :

cos 3><£ :4cos3 r —3cos r , et donc
9 9 9

4cos3 r —3cos r = (oS r =0,5.
9 9 3

On en déduit que 4x3 —3x,—0,5=0, en prenant X, = cos g )
Le nombre Xg= cos(g) est bien une solution de |'équation 4x3 - 3x-0,5=0.

© La fonction cube et les fonctions affines sont bien connues. Il est donc facile de
tracer les courbes des fonctions fet g (voir graphique ci-apres).

O Comme ['équation 4x3 -3x-0,5=0 peut s'écrire

Fichler Ediler AMchage Oplions Outls Fenéte Alde

120 Objets libres
& fifx) = 4 x*
L@ p)=3x+05
3 Objets dépendands
| @ A=D1
@ B =017, -0.02)
& C=[0.04, 232)

3 . , .
= 4x°> =3x+0,5, les solutions de cette équation sont
N a

| les abscisses des points d'intersection des courbes des
'I / fonctions fet g.
4 gi=1x+0,5
/ T_T T
;U Comme OS_SE ona OScos(a <1. Or les courbes
M | . . .
/] des fonctions fet g ne se coupent qu'une seule fois sur

| I'intervalle [0;1]. C'est donc I'abscisse de ce point qui

) N T
/ = corresponda XO = C0S 5 .

Ny - Sur le graphique ci-contre, on a construit les points

i d’intersection des deux courbes avec GeoGebra.

, . : . T .
C'est le point C qui correspond a cos(g} et on peut lire

f
/ [ comme abscisse de C : 0,94.

Pour avoir une confirmation, on peut, a la calculatrice, comparer les tableaux de
valeurs des deux fonctions. On obtient :

£(0,93)=3,217428 et g(0,93)=3,29;
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Exercice VIl
Partie A

£(0,94)=3,322336 et g(0,94)=3,32. Donc:
£(0,93)< g(0,93) et £(0,94)> g(0,94).
On en déduit donc que 0,93<cos(g)<0,94. 0,93 est donc une valeur

approchée de coslg].

Pentagone régulier a la régle et au compas

® Ona: cos 3><2—Tc = COS 6_n = (oS Tc+E et
5 5 5
2 4r T
Cos| 2X— |=cos| — |=cos| T—— |.

Or cos(n+x):cos(1t—x), donc cos 3><2—TE = COS 2><2—n .
5 5
Donc 2?75 est bien une solution de I'équation cos(3x)= cos(2x).

@ On a vu dans I'exercice précédent que : cos(3x) = 4cos® (x)—3cos(x).

On sait aussi que : cos(2x)=2cos? (x)-1.

'équation cos(3x)=cos(2x) peut donc s'écrire :

4cos’ (x)-3cos(x)=2cos? (x) -1, Clest-a-dire :

4cos” (x)-2cos? (x) - 3cos(x) +1=0.

Donc 2?” est solution de I'équation 4cos® (x)—2cos?(x)—3cos(x)+1=0.

On a donc : 4cos (%nj—Zcosz [z?n]—kos(z?njﬂzo. On en déduit que le

nombre cos 2?7:] est une solution de |'équation 4X3 -2X? -3X+1=0,

©a)Ona:
(X—1)(4X2+2X—1)=4X3+2X2—X—4X2—2X+1:4X3—2X2—3X+1.

b) L'équation 4X3-2X2-3X+1=0 équivaut a (X—1): 0 ou
4X%+2X-1=0.

La premiére équation a pour solution X =1; la deuxiéme a deux solutions
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Partie B

puisque son discriminant est positif : A=2? —4><4><(—1):20. Ces solutions

—2-25 2+245
8

sont =-0,8 et 3 =0,3.

Comme 0<2?n<g on a 0<cos(2?n]<1. Donc les solutions 1 ou
2-2/5
8

os(z_nj: 24245 _V5-1

5 8 4

s . 2T
ne peuvent pas étre égales a cos(?j. On en conclut donc que:

@ a) Voir figure ci-apres.
b) Le triangle MOJ est rectangle en 0. On a donc : MJ% =M0?% +0J% =0,25+1=1,25.

Donc: MJ=+/1,25 = \E = %

© a) Pour construire le point K de |'axe
des abscisses, d'abscisse positive, et tel que

’
’
n
7
’

MK =MJ, on trace le cercle de centre M et de
rayon MJ (voir figure).

b) Construction diJ[point H, voir figure.

B

On a MK:MJ:TS, et comme O est entre

J5 1

M et K on a: OK:MK—OM:T—E.

Le point H étant milieu de [OK] on a donc:
_OK_ 51

2 4
) 51
c¢) Comme on a cos - :T

OH

, on en

déduit que le point H est le projeté orthogonal
sur I'axe des abscisses d'un point A du cercle trigonométrique tel que (7 O?) = Z?n
En tracant la perpendiculaire a |'axe des abscisses passant par H, on obtient deux
points sur le cercle trigonométrique : A et D.

En appelant E le point tel que &:7 ona: ((ﬁ a):% et ((T) &*):2?15

Ce qui nous donne trois points du pentagone régulier.
En rapportant au compas la longueur AE, on obtient le point B et le point C.

On obtient le pentagone régulier ABCDE.

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 7 - MA12

© Cned - Académie en ligne



|||I.orr'igé de la séquence 7/

Partie 2: Problemes

Chapitre 2: Corrigés des problemes

Probléeme A Alignés?

F On peut conjecturer que les points
E, C et F ne sont pas alignés, par
5 exemple en réalisant la figure avec
le logiciel GeoGebra et en faisant

5 8 C un zoom-agrandissement.

Exemples de démonstrations
n'utilisant pas de repére

8 8
@ Avec les angles
C a) On calcule I'angle ECF pour prouver
A 3 5 3 ¢ Quecen'estpas I"angle plat.

—_—~ ——

On a ECF=ECB+BCD+DCF. Comme le quadrilatere ABCD est un carré on sait
que BCD = 90°. Pour déterminer les deux autres angles, on utilise les tangentes.
Comme tan(@):%:%zt&i on a E/CTSzarctan(1,625) et, avec la

calculatrice, on obtient ECB = 58,3° qui est une valeur approchée par défaut.

De méme tan(ISC\F) = % = % =0,625 et I§C\F =arctan(0,625), d'ou EC\F =32,0°,

valeur approchée par défaut.

En faisant la somme des trois angles, on obtient E/C\Ff\58,3+90+32,0, ECF ~180,3°
qui est aussi une valeur approchée par défaut, donc ECF n’est pas égal a 180°,
les points E, C et F ne sont pas alignés.
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b) Dans le triangle AEF, la somme des angles vaut 180°. En supposant que les
points E, C et F sont alignés, on aurait donc BEC+ CFD +FAE = 180°.

Pour calculer les angles BEC et CFD on peut encore utiliser leurs tangentes, on
peut aussi utiliser les angles utilisés en a) et la somme des deux angles aigus d'un
triangle rectangle qui est égale a 90°.

On trouve les valeurs approchées par exces: BEC ~ 31,7° et CFD=~ 58,0°.
Or FAE= 90°, donc on obtient la valeur approchée par exces:
BEC + CFD+ FAE ~ 31,7+ 58,0+ 90, BEC+CFD+FAE~179,7°. Ceci n'est pas
possible pour la somme des angles d'un triangle, donc la supposition de départ
est fausse. On a donc démontré par I'absurde, que les points E, C et F ne sont
pas alignés.

¢) On peut construire une autre démonstration par I'absurde utilisant les angles
et aussi le parallélisme.

Si les points C, E et F sont alignés, les deux droites paralleles (AB) et (CD)

détermine avec la droite (EF) des angles correspondants égaux : BEC=DCF. Or
DF

tan(lﬁz) = % = i et tan(D/C\F) =—= E Comme 8x8#13x5, les produits
BE 13 > 8

en croix sont différents, donc les fractions sont différentes, donc les tangentes

sont différentes, les angles sont différents. La supposition de départ est donc

fausse. On a donc démontré par I'absurde, que les points E, C et F ne sont pas

alignés.

© Avec les longueurs

On rappelle I'équivalence : « les points E, C et F sont alignés dans cet ordre si et
seulement si EF=EC+CF ».

Ici, on va utiliser la propriété « les points E, C et F sont alignés dans cet
ordre seulement si EF=EC+CF » ou, mieux, sa contraposée : « si EF #EC+CF
alors les points C, E et F ne sont pas alignés dans cet ordre ».

Pour calculer les longueurs on utilise le théoréeme de Pythagore dans les triangles
rectangles AEF, BEC et DCF.

Ainsi EF =212 +13%, EC=13% +82 et CF=+/8% +52.

Avec la calculatrice, on obtient les valeurs approchées par défaut : EC = 15,2643
et CF=9,4339. D'ou EC+CF=24,6982 ce qui ne peut pas étre une valeur
approchée par défaut de EF car une valeur approchée par excés de EF est
EF = 24,69818. Donc les points E, C et F ne sont pas alignés dans cet ordre ; cet
ordre étant le seul envisageable, on peut donc conclure que les points E, C et F
ne sont pas alignés.
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© Avec les aires
La encore, une démonstration par I'absurde peut étre faite.

Si on suppose que les points E, C et F sont alignés, alors |'aire du triangle AEF est
égale a la somme des aires du triangle BEC, du carré ABCD et du triangle DCF. On
note |'aire par la lettre 5.

Onasﬁ(AEF)=%x21><13=136,5,&€(BEC):%x8x13:52,&Q(ABCD)=82 =64
etsﬁ(DCF):%x8><5:20.

Comme A(BEC)+ 4 (ABCD)+ A(DCF) =52+64+20=136, on n'obtient pas
I'aire 4 (AEF), la supposition de départ est donc fausse. Donc les points E, C et F
ne sont pas alignés.

O Thales.

Les droites paralléles peuvent suggérer de faire intervenir le théoreme de Thalés,
mais la conclusion du théoréme concerne des égalités de quotients de longueurs
et ne concerne pas |'alignement de trois points.

On peut alors penser a la réciproque de ce théoréme, mais elle permet de conclure
que des droites sont paralléles, ce qui est une donnée de cet exercice, donc cette
réciproque n'est pas utilisable ici. Quant aux contraposées du théoreme et de
la réciproque, elles font intervenir des droites non paralléles comme donnée ou
comme conclusion, ce qui n'est pas adapté ici.

C'est une démonstration par I'absurde qui va permettre de se placer dans une
situation ou on peut appliquer le théoréme de Thalés.

On suppose donc que les points E, C et F sont alignés. Comme les droites (AE) et

(DC) sont paralléles, d'apres le théoréme de Thalés on obtient I'égalité % _D

FA
r E:E et E:i et comme 13x8=104 et 5x21=105, les produits
AE 21 FA 13

en croix sont différents, donc les quotients ne sont pas égaux ce qui est absurde.
Donc la supposition de départ est fausse, les points E, C et F ne sont donc pas
alignés.

Exemples de démonstrations utilisant un repére

Dans les trois méthodes suivantes (équation de droite, vecteurs et colinéarité,
vecteurs et produit scalaire) on va travailler avec des coordonnées et donc on

définit d'abord un repere. On va utiliser I'origine A et les vecteurs 7=%£ et
- 1=

=—AD.
/=3

Le repere (A;i, /) est un repere orthonormé (ce qui est nécessaire pour
I'utilisation du produit scalaire dans la méthode @, mais qui ne I'est pas pour les
autres méthodes).
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5
8 C

D

8 8

j

Al 7 8 B 13 E

© Equation de droite

On cherche une équation de la droite (EF) et on regarde si le point C appartient
a cette droite.

Le point F a pour coordonnées (0 ; 13) donc I'équation réduite de la droite (EF)

est de la forme y=mx+13.

Le point E a pour coordonnées (21; 0) donc le coefficient directeur est tel que

m= YemVe 13 et la droite (EF) a pour équation réduite y = —Ex+13.
Xp—xg 21 21

Les coordonnées du point C sont (8 ; 8) et —;x8+13 =~ 8,05, donc les

coordonnées du point C ne vérifient pas |'équation de la droite (EF), le point C
n'appartient pas a la droite (EF).

O Vecteurs et colinéarité

L'alignement des trois points E, C et F équivaut a la colinéarité de deux vecteurs,
par exemple les vecteurs FC et E

On rappelle que deux vecteurs v (x y) et (x ;Y') sont colinéaires si et
seulement si xy'—x'y =0.

Comme FC(8 -5) et ﬁ(21; —13), ona xy'—x'y =8x(-13)-21x(-5) =1,
donc les vecteurs FC et FE ne sont pas colinéaires, les points E, C et F ne sont

pas alignés.

@ Vecteurs et produit scalaire
Onavu que le produit scalaire permet de calculer des cosinus, ainsi

COS(F_(E ﬁé) FC FE .
|l
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Probleme B

Partie 1

On a FC-FE=8x21+(=5)x (~13)=233, HF_cf H=\/82+(—5)2 — /89,
HEH:JNLH43V=JMO

233

" /89 x /610

I'angle n'est donc pas nul, les points E, C et F ne sont donc pas alignés.

D'ou cos(ﬁ, I?E) ~0,9999908 : ce cosinus n'est pas égal a 1,

Commentaire

On peut faire le méme exercice en remplagant 8, 13 et 21 par 13, 21 et 34 ou
encore par 55, 89 et 144. En faisant les figures correspondantes avec GeoGebra
par exemple, il est encore moins facile de conjecturer que les points ne sont pas
alignés.

On a pris trois termes consécutifs de la suite (F,) définie par fy=0, /=1 et

F.,=F +F

A .1 bour tout entier naturel n.

Cette suite a été introduite par Léonard de Pise, dit Fibonacci (1175-1240), pour
étudier la prolifération des lapins. Le comportement de cette suite, quand n
grandit, a permis de construire cet exercice. Nous y reviendrons dans la prochaine
séquence.

Hyperbole

© ot O La fonction inverse est dérivable sur ]O : +oo[ et f'(a)= - pour tout
aZ
ade ]0 ; +oo[.

\(Cl)

La tangente au pointA a la courbe (C1) a donc

e -1 1 .
pour équation réduite y:—z(x—a)+—, soit
a

- °
y 3

a2

Cette tangente coupe donc I'axe des abscisses

/ -1 2
=1/x enN (xy;0) tel que 0=—xy+—, donc N
~ v/ (x50 tel que 0=+
5 —> N (Za ; 0).
i
~ Cette tangente coupe I'axe des ordonnées en

-1 2 2
P (O;yp) tel que yP:a_2X0+5:E' donc

P(O;g).
a
2

Le triangle ONP est rectangle en 0. Comme aest positif, ona ON=2a et OP=—.
a

L'aire du triangle ONP est donc égale a 1ON x OP = 1 x2a ><g =2, cette aire est
constante. 2 2 a
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© a) Pour étudier l'intersection d’'une droite (Dp) avec la courbe (C1), on
étudie I'équation (E) —2x+p=— dont les éventuelles solutions sont les
X

coordonnées des points d'intersection s'ils existent.

Cette équation (E) équivaut a I'équation du second degré (E') : 2%+ px—1=0.

Le discriminant de (E') est A= p2 —Ax(=2)x(=1)= p2 -8.

La droite (D ) coupe donc la courbe (C1) lorsque I'équation (E’) a une ou deux

p
solutions, c'est-a-dire quand le discriminant est positif. Or AZO(:)pZ >8,

donc, comme p est positif, on obtient la condition p > 02

b) Soit donc un nombre p tel que p> 2V2. Les /

points d'intersection Q et R de la droite (Dp) \

avec la courbe (C1) ont pour abscisses les

—p+\/p2—8 \

solutions de I'équation (E') : x; =

—4
2 I
et x, =%. Le milieu » du segment \
[QR] est sur la droite (Dp) et il a pour abscisse € \ \\
-2 —5
X1+X2_ -4 _ _2p _B )i Q
2 2 —4Ax2 4 >

0 - \\S

qui est lui aussi sur la droite (Dp). La droite (Dp) d'équation y=-2x+p

Cherchons |'abscisse du milieu du segment [ST]

coupe les axes aux points S et T de coordonnées (g ; 0) et (0; p). Le milieu du
p
—+0

segment [ST] a donc pour abscisse ZT = % On a retrouvé |'abscisse du point

Ip qui est donc aussi le milieu du segment [ST], les deux segments [QR] et [ST]

ont donc le méme milieu.

p P, _P

¢) Le point Ip a pour abscisse n et pour ordonnée _ZXZJF'D:E puisque le

milieu Ip est sur la droite (Dp).

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 7 - MA12

© Cned - Académie en ligne



Doncl, (B ; Bj et on observe que ces coordonnées vérifient I'équation y =2x.

Les points |, sont donc alignés sur la droite d'équation y=2x et cette droite

passe par |'origine.

Partie 2 @ et @ Le point H, projeté orthogonal du point M (x ; g(x)) sur la droite (D)
d'équation y =1 a pour coordonnée (x ;1).
N
\\ ] ; Les points H et M ont la méme
N — a4 abscisse. L'ordonnée de M est
\ F 3 ’,’ / : ) )
\\ // E toujours supérieur a celle de H car
D) ~—" / H . 7 .
e + 4 : g(x) quivaut Vx~+2 esttoujours
J ;// : supérieur a J2 donc & 1. Donc
(O :
] '
T / H HM:yM—yH:g(x)—1:\/x2+2—1.
(D) P
(On peut aussi calculer MH a partir de

HM = (= x)2 + (g~ =|g(x)—1 = gx)—1)

2
Donc HMZ:(\/x2+2—1) = x4 2-2x2+2 41,
soit HM2=x2—2\/x2+2+3.

Les coordonnées de F sont (0 ; 2) donc
2
FV? =(x—0)2+(\/x2+2—2j :x2+(x2+2—4 X242 +4)
=2(x2 — 2V +2+3).
.. D) FM . .
Ainsi FM“ =2HM<, et donc Y 2 : ce rapport est constant. Voir partie 4

© Les points H', H et M, étant alignés dans cet ordre, on obtient HM—HM =H'H.
Or H'H=2, donc HM-HM=2.

D'apreés la question précédente, on sait que FM=~/2HM et on admet que, de
méme, FM=2HM. w

Donc F'M—FMzﬁ(H'M—HM) et F'M—FM:Zﬁ : cette différence est bien
constante. Voir partie 4
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Partie 3

Construction géométrique

. £ & s | . e Déplacer. Déplacer ou sélectionner un ou des
k ! | I asi
:] A [ HNE Dk
£ Objets libres X T
@ F=(0,2)
@ F=(0-2) T

@r=184
I Objets dépendants
@ B=(1.82,23)
v M=(182,23)
oW 182, 2.3)
Do ely-2) =339
@ ot oy 2P = 2479

L'égalité précédente s'écrit aussi FFM=FM+ 2.
Notons rla longueur FM. On a alors FM=r et FFM= r+242.

Comme ['égalité F'M —FM+2y/2 caractérise les points de la courbe (CZ), tout
point de (Cz) peut-étre interprété comme un point d'intersection d'un cercle de

centre F et de rayon ravec le cercle de centre F' et de rayon r+232.

La figure ci-dessus a été faite avec le logiciel GeoGebra.

On a crée successivement : le point F (0 ; 2), le point F' (0; —2), le curseur r,
le cercle de centre F et de rayon r, le cercle de centre F’ et de rayon r+2\/5, les
points d'intersection de ces deux cercles qui ont été nommés M et M". En cliquant
droit sur ces deux points on a choisi d'activer la trace.

En déplacant le curseur avec la souris, on obtient des points appartenant a la
courbe (Cz)-

@ Soit g la fonction définie sur R par g(x)= VX +2,
Pour étudier la dérivabilité de g en a on étudie la limite du taux d'accroissement

gla+h)—g(a)
h

Comme le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers 0 quand A

quand A tend vers 0.

tend vers 0, on ne peut pas conclure directement. On transforme donc le quotient
en utilisant la quantité conjuguée du dénominateur comme on I'a fait dans le

cours sur la dérivation de la fonction racine, d'ou :
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gla+h)—g(a) \/(a+h)2+2—\/a2+2 _ ((a+h)2+2)—(a2+2)

h h h(\/(a+h)2+2+\/a2+2)

h(2a+h) 2a+h

) h(\/(a+h)2+2 +\/a2+2j ) \/(a+h)2+2 +\/a2+2.

Quand A tend vers 0, le numérateur tend vers 2a et le dénominateur tend vers

1 +2, on peut simplifier par2 etona:

lim gla+h)-gla) -9 . La fonction g est donc dérivable sur R et, pour

h=0 h 242

tout réel a, g'(a)=
a’+2

© Au point A (1; g(1)), la tangente (T) a la courbe (Cz) a pour équation :

y=g'Mx="1+g().
Comme g(1)= J3 et g'(l)= % (T) a pour équation y = %(x—1)+\/§.

Cette tangente (T) coupe la droite (D) au point B d'ordonnée 1 et dont
I'abscisse vérifie I'équation 1=%(x—1)+\@, d'ou I'abscisse de B vaut
x=(1-3)\3+1=13-2

Donc B a pour coordonnées (\/5—2 ; 1).

On en déduit les coordonnées des vecteurs : FK (1 : \/5— 2) et ﬁé (\/g— 2; —1).

D’ol le produit scalaire
N\ F _
N // FA-FB=(v3-2)+(-(v3-2) =0,
A — .
On en déduit que les vecteurs FA et FB sont
(D) B/ A .
/ 7y orthogonausx, le triangle FAB est rectangle en F.
y=1 -
j Pour construire la tangente (T), c'est-a-dire la droite
5 — (AB), il suffit donc de tracer la droite (FA) et d'utiliser
/ une équerre pour tracer la perpendiculaire en F a

la droite (FA). Le point B est l'intersection de cette

perpendiculaire avec la droite (D), on peut alors tracer la tangente qui est la

droite (AB).
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0a) AF (—1;2—\6) et AF' (—1; —2—x/§) d'ol
AF A =1+(2-43)(-2-+/3)=1-4+3=0,
Les vecteurs AF et AF' sont orthogonaux, le triangle FAF' est rectangle en A.

b)ﬁ(x@—3;1—x/§) et ;(—\/5;4) donc A—B>=(\/§—1);Z ces deux

vecteurs sont bien colinéaires et de méme sens car \/§—1> 0.

Comme E (—1;2—\6), ona ﬁ;:ﬁ (—1)(2—\6):2(\/5—1).

Pour calculer le carré du cosinus, on a besoin du carré des normes des vecteurs.

512 2 —12 2
[ =(-V3) 12 =4 et HAFH = (12 +(2-3) =4(2-43),
/é
\\ F 2
o2 AF. v
\ A M Comme (cos(AF,v)) = ﬁAF Vq ,ona:
HAF X|| v
(D) B
y=1 / 1 2
7 ( ., L\\\2 4(\/5—1)
e cos(AF,v)) =— 7 _
! 4x4(2-+3)
ol = o
' 4(4-2@) 1
y=-1 _4><4(2—J§)_2
©) Le produit scalaire des deux vecteurs est positif
(car \/§>1) , donc le cosinus est positif, on
F,
— o
obtient cos(AF,v):—.
2

En admettant, comme le suggére la figure, que la mesure principale de I'angle

—= . . . T
(AF,v) est positive, on obtient que cette mesure principale vaut n

Comme le vecteur v est colinéaire et de méme sens que le vecteur AB, la

tangente (T) est la bissectrice de I'angle FAF'

Partie 4  Ce probleme a permis de rencontrer certaines des propriétés géométriques des
hyperboles. Elles ont été étudiées ici en utilisant les coordonnées et les notions
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vues en Premiere S. Pour simplifier les calculs, on a choisi le point particulier A
(1 ; \/5) dans les parties @ et © .

Les hyperboles et leurs propriétés sont connues depuis I'antiquité grecque. Les
démonstrations, entierement géométriques, prouvent les résultats plus généraux

suivants ou on désigne par (H) I'hyperbole entiere, avec ses deux branches.

Partie 1 : les deux propriétés sont vraies pour tous les points de |'hyperbole (H)

Partie 2 :
/ L'hyperbole (H) est égale a |I'ensemble
FM
des points M tels que —=+/2 C'est
\ F 4 " i ! HM
\\ // aussi I'ensemble des points M tels que
M '
FM \/’
— =42 .
D) / H HM
y=1 N 4V
v L'hyperbole (H) est égale a I'ensemble
j
des points M tels que ‘F'M—FM‘:Zx/E.
ol -
! Les points de la branche de I'hyperbole
y=-1 H qui n'a pas été étudiée dans ce probléeme
©) vérifient FM—F'M =22 et s'obtiennent
//F- X comme point d'intersection d'un cercle

\ de centre F' et de rayon ravec le cercle
AN

Annexe

de centre F et de rayon r+242.

Partie 3 : les deux propriétés sont vraies pour tous les points M de I'hyperbole
(H) :I'angle MFB est un angle droit et la tangente en M est la bissectrice de I'angle
FMF' (c'est la fonctionnalité « perpendiculaire » qui a remplacé ici I'équerre de la

construction de la question @).

Changement de repére

Sur cette figure, on a mis en évidence comment un point M peut-étre considéré
dans deux repéres différents.

E—

Dans le plan muni du repére orthonormé (0; i,j), ona OM=xi+yj etles

coordonnées du point M dans ce repére sont donc (x ; y).

On considére un autre repére orthonormé (O; I,J), les vecteurs étant définis par
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—

— — — 1 —

|=—i——j et J=—=i+— (ces vecteurs sont bien orthogonaux et de
V2 2 V2 2

normes égales a 1). Dans ce nouveau repére, ona OM= X/+YJ et les nouvelles

coordonnées du point M sont donc (X ;Y).

| On égalise les deux expressions du vecteur
\(cl) OM @ xi+yj=XI+Y].

On utilise les expressions des vecteurs / et J :

i X(I fj %%’)

.
.
.
\\
= < D'ou :
.
.

/2 S =y | @ Xi+yj=

> [ = Y =
—+—|i+| —=+—|/.
(ﬁ \EJ (ﬁ ﬁ]
0 i S N Yo .
T i On identifie les coefficients des vecteurs j et
x g f
—X Yy’

VAR

Ce systeme exprime le changement de coordonnées, il permet de passer des

anciennes coordonnées (x ; y) aux nouvelles (X ;Y).

=t

> - -

D'ou les équivalences :

M(x;y)e(C1)<:>y:l,avec x>0ety>0
X
—X Y 1 X

Y
\/_ \/_ X 7avec\/_ \/_>0et\/E $>0
A

(:)YZ—XZ:Z, avec Y>XetY>0

eY=vVXx2s2
SMX;Y)elGy).

Les deux courbes (C;) et (C,) sont donc identiques, seuls different les repéres
dans lesquels on les étudie.
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Probléeme C  Un modéle de diffusion

2
@ Soit la fonction 7définie sur [0; +eo[ par f(t):zt—.
t°+1

a) Pour tout tde l'intervalle [0 ; +oo[‘ on a les équivalences

2

0<f(t)<1e=0< <1

t2+1
=0<t2 <241,

@

+V

Comme le dernier encadrement est vrai, par équivalences le premier encadrement
est vrai aussi.

Donc le nombre f(t) peut étre utilisé pour modéliser une proportion, une
fréquence.

b) La fonction fest une fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble
de définition eton a :
2 2
2t(t° +1)—t° x 2t , 2t
= ( 2) : , donc f'(t)= VL
(t=+1) (t=+1)

f'(t)

Sur 'intervalle [O ; +oo[, le numérateur est positif, ne s'annule qu‘une fois, et le
dénominateur et strictement positif, donc la fonction fest strictement croissante
sur [0; +eof .

© a) Pour trouver au bout de combien de temps la proportion d'étudiants
connectés a internet en Syldavie est supérieure a 90%, on résout I'inéquation

f(t)>0,9. On a les équivalences :
2
f(t) > 0,9@;—20,9
t°+1
e t2>0,9(t% +1)
et?>9,

Comme ¢ est positif sur [0; +oco[, la derniére inéquation équivaut & t>3.
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On conclut donc que, suivant ce modele, 90% des étudiants de Syldavie sont
connectés a internet au bout de 3 ans.

b) De méme avec 99% on résout f(t)>0,99 ; on trouve que cette inéquation
équivauta t> 3v11. On conclut que 99% des étudiants sont connectés a internet
au bout d'environ 9,95 années.

Avec 99,9%, on trouve que |'inéquation f(t)>0,999 équivaut a t>3+111. On
conclut que 99,9% des étudiants sont connectés a internet au bout d'environ
31,6 années.

On a montré au @ a) que f(t)<1 donc, dans ce modéle, il est impossible
d'atteindre la proportion 100%.

Pour ces deux derniers pourcentages,
on peut penser que le modele étudié ici

y=1 R ne sera probablement plus valable, les
V=09 N technologies ayant certainement évolué
’ 1 y=f® et transformé encore nos moyens de

communication.

¢) Chercher les valeurs de t telles que

A

la proportion dépasse 90% équivaut

a résoudre l'inéquation f(t)>0,9 et
aussi a chercher les points de la courbe représentative de f dont I'ordonnée
est supérieure a 0,9, c'est-a-dire les points qui sont « au-dessus » de la droite
d'équation y=0,9. Comme on a montré au @ que f(t) est toujours inférieur
a 1, on cherche donc a partir de quelle valeur de 7la courbe (C;) rentre dans la
bande définie par les deux droites d'équation y=0,9 et y=1.

Et plus le pourcentage demandé sera proche de 100%, plus la bande sera étroite
et plus il sera nécessaire de prendre des grandes valeurs de .
Enfin, la courbe (C;) ne coupe jamais la droite d'équation y=1.

© La fonction dérivée s'appelle la vitesse de diffusion et sera notée v.

a) On adonc v(t)=f'(t):% sur [0; +<><>[. La fonction vest une fonction
(t+1)

rationnelle dérivable sur [0 ; +oo[.

Le dénominateur est de la forme u? dont on rappelle que la dérivée est 2u'u, donc:
St = 2t2+0)% -2t x2x2t(t? +1) _ 2t* +2t2 +1) -8t 8¢
(t2 +1) (t2 + 1)

2(—3t4 22 +1)

(z‘2 +1)4
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Le signe de v'(t) est le méme que le signe de —3t* ~2t2 +1. Pour étudier le
signe de ce polyndme, on le factorise.

Pour cela, on pose T = t2. On obtientle polyndme du second degré 372 - 2T +1
dont le discriminant est A=16 et les racines sont T'=—1 et T"=1. La

factorisation —372 —2T+1:—3(T+1)(T—%) donne la factorisation :

3t4 22 41 :—3(t2 +1)(t2 —%):(tz +1)(1—3t2)

:(t2+1)(1+tx/§)(1—t\/§).

Ainsi le signe de v'(t) estle méme que le signe de 1- t\3.

Si on a pensé a factoriser dés le début du calcul de v'(2), on a obtenu

A2+ 12 =2 x2x (2 +1) 2% +02(t2 +1-4t2) =3t +1)

v'(t)= = =
2 +1)* 2 +1)* (2 +1)°
2+ t3)1-t3) qui est du signe de 1—t+/3.
(t2+1)3
1
t 0 — oo
7 +
v'(t) + 0 -
{3)
v(t) / N \
0
Y\
j
. &
. > \\
0 N3 T t

b) La vitesse de diffusion est donc maximale pour t:%. Le point A de la
3
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courbe (C;) ayant cette abscisse est placé sur le graphique suivant.

La tangente en ce point a pour coefficient directeur le nombre dérivé

f(%) = v(%] ~0,65. Pour tracer la tangente (T) le point A et le coefficient

directeur suffisent (attention aux unités !).

O Pour connaitre la position de (Cg) par rapport a sa tangente (T ), on cherche
le signe de la différence d(t) définie par d(t)= g(t)—(g'(a)(t—a)+g(a)).

Ona d'(t)=g'(t)—g'(a) car aest une constante.

a) De mémed"(t)=g"(t).

On suppose que, sur |, la dérivée seconde g" s'annule en a en changeant
de signe, il en est donc de méme pour d"(t). la fonction d' admet donc un

extremum en a qui vaut d'(a)=g'(a)—g'(a)=0. D'ou le tableau de variation
de la fonction d' surl:

t a
d"(t) + 0 -
0

at) T T,

Ce tableau prouve que la fonction d' est a valeurs négatives sur I.

¢) Comme la fonction d' est a valeurs négatives sur |, la fonction d est
décroissante surletona:
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d) Ce tableau de variation permet de trouver le signe de d(t) :

t a

d(t) —_

Signe de d(t) + 0 -
Le point A est
(Cg) estau communa (C,) (C,) estau
dessus de (T,) eta(T,) dessous de (T )

On a démontré ainsi que, dans ce cas, si la dérivée seconde de la fonction s'annule
en a en changeant de signe, alors la courbe représentative de la fonction traverse
la tangente au point A d'abscisse a.

On peut montrer qu'il en est de méme dans I'autre cas, c'est-a-dire si la dérivée
seconde g" s'annule en aen changeant de signe en a, en étant négative lorsque

t<a et positive lorsque t > a.

On a donc prouvé la propriété générale : si la dérivée seconde de la fonction
s'annule en aen changeant de signe, alors la courbe représentative de la fonction
traverse la tangente au point A d'abscisse a.

On dit alors que le point A est un point d'inflexion de la courbe (vous avez peut-
étre déja rencontré cette notion en sciences physiques ou chimiques).

b) C'est ce qui se passe pour la courbe (Cy)

>

M et la tangente (T) au point d'abscisse

1
Nt

¢) Sans calcul, en tatonnant, il semble

©

que la courbe (C,) posséde un point
d'inflexion dont I'abscisse est proche de 1.

Y

1N3

- t Le calcul prouve, en effet, que v"(t)

s'annule en 1 en changeant de signe puisque

gy 2 22+ DT,

(tz +1)4

@)

1N3
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Probléeme D

Loi géométrique tronquée

@ On peut utiliser I'algorithme suivant (A/gobox).

O N OY UL B WN —

B DS B DS D W W WWWWWWWWNDNDNDNDNDNDDNDNDNONN /=2 222 a2 a2 a2 a2 =20
A W N O UOVWONOOUTEE WN OOV NOOUTE, WN OOV NOYYUL B WDN — O

VARIABLES
a EST_DU_TYPE NOMBRE
Gain EST_DU_TYPE NOMBRE
Piece EST_DU_TYPE NOMBRE
t EST_DU_TYPE NOMBRE
| EST_DU_TYPE NOMBRE
Somme EST_DU_TYPE NOMBRE
Gain_moyen EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
Somme PREND_LA_VALEUR 0
Gagné PREND_LA_VALEUR 0
Perdu PREND_LA_VALEUR 0
LIRE a
POUR I ALLANT_DE 1 A 1000
DEBUT_POUR
Gain PREND_LA_VALEUR 0
t PREND_LA_VALEUR random()
SI (t<(1/3)) ALORS
DEBUT_SI
Piece PREND_LA_VALEUR 1
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
Piece PREND_LA_VALEUR 0
TANT_QUE (Piece==0) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
Gain PREND_LA_VALEUR Gain-1
t PREND_LA_VALEUR random()
SI (t<(1/3)) ALORS
DEBUT_SI
Piece PREND_LA_VALEUR 1
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
Piece PREND_LA_VALEUR 0
FIN_SINON
FIN_TANT_QUE
FIN_SINON
Gain PREND_LA_VALEUR Gain+a
Somme PREND_LA_VALEUR Somme+Gain
FIN_POUR
Gain_moyen PREND_LA_VALEUR Somme/1000
AFFICHER Gain_moyen
FIN_ALGORITHME
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Lancers

<\\\\\\\\\

1

2/3

Voici quelques résultats obtenus en faisant fonctionner cet algorithme.

a 0 1 2 3 4
-2,004 | 0,941 0,07 | 1,184 | 1,993
Gains | -1,978 | -1,023 | 0,101 | 1,037 | 2,08
moyens | —1,987 | -1,006 | -0,035 | 1,072 | 2,003
-1,927 | -1,069 0,06 | 1,006 | 2,091

Le jeu semble donc équilibré pour a = 2 mais pas pour a=0, 1, 3 ou 4.

© a) Loi de probabilité de X.

Construisons I'arbre suivant (entre parenthéses les gains).

2 3

2/3

4
2/3

5
2/3

6
2/3

2/3

7

2/3

8
2/3

9

2/3

10

F (-10)

(a-1) (a-2) (@-3) (a-4) (@5 (@6 (@-7) (@8 (a- 9)
On en déduit les valeurs du gain possible :
X(Q) ={a:a1:a2:a3:...:a9:-10.
La loi de probabilité de X est la suivante.
X; a a-1 a-2 a-3 a-4 a->5
1 2 1 2 2 3 4 5
Py | 3 [Bxs=2|(2F 1 a2 1 sl 1 6 | (2P 1 2
3 3 27|\3 811\3 3 243 | \3 3 729
a-o6 a-7 a-8 a-9 -10
27 1 64 [(2Y 1 128 |(2° 1 26 |(2) 1_ 512 |(2)"_ 104
3 3 2187 |3 3 6561 |\3 3 19683\ 3 3 59049 | {3 177147
b) Alors : E (X) ~ —1,9653 + 0,9827 a.
© a) On généralise les calculs précédents et on obtient la loi de probabilité de X.
X; a a-1 a-2 a—(n-1) -n
1 2 1 2 2 n-1 n
— Sw_=21(2 1 4 2 1 2
P(X=x) X255 12| x=== 21 %= z
’ 3|3 39 (3) 3727 (3) 3 3
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b)Ona:

1 21 7 n—1 1 5 n
E(X)=a><§+(a—1)x(§x§]+...+(a—(n—1))x[£§] XanLﬂ
n—1 k n
ooy
k=0 3 3 3

Le logiciel de calcul formel Xcas nous donne :
Saisie : sum((a-k)*((2/3)7k)*(1/3),k,0,n-1)

ol o {2 e
o ] ] o a4
A A A s3]
A oA rmen

100
O a)lci:n=100eta=10, onadonc:EX) = (10—2){1—(%) ]z8 euros.

b) Le jeu est équilibré si et seulement si E (X) = 0

5 100
si et seulement si (a—2) 1—(5] =0

) 100
si et seulement si a=2 (1—(3) #0).

UUIN
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|||I.orrigé de la séquence 8

Partie 1:

Suites (2)

Partie 2: Echantillonage

m Activité 1

Exercice 1

Corrigé des activités du chapitre 2

n
S, =1+2+3+...+n=2k.
© S =1+2+3+4+5=15; 5, =5, +6=21.

® 5 =1+ 2 + 3 +.+n-2+n-1
5n:n+n—1+n—2+...+ 3 + 2

25n= n+1+ n+1+ n+1 +..+ n+1 + n+1 + n+1

La somme des termes par colonne est égale a n+1 ; on en déduit que
s _ n(n+1)
=

car n‘oublions pas que S, estla somme de n nombres.

© La somme des 100 premiers entiers 1+2+...+100 est égale a

100><101:5050.

5100 =

(n=1)xn

1+2+3+.+(n-1)=5,_4=

2n(2n+1)

=n(2n+1).
5 ( )

1+2+3+...+2n=52n =

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

© Pourtout nde N, wu, =uy+nr=a+nr=1+3n. En particulier : u,, =61.

2 Up + U

On a: Y Uy =Uy+Uy+..+Uyy=21x
k=0

((un) suite arithmétique).
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Donc:

20
3w =up+up +u20_21x?_21x31_651
k=0

n_n-2
@ Pour tout nde N, u, =y, +nr=a+nr=—1+E=—. En particulier :

2
1- 1 25-2
Uy=——=—= et uje =——=11,5.
1 2 2 25 )
Ona:
= Uy + s ~0,5+11,5
N Uy = Uyt Uy et Uy =25 x 22 = 25—~ = =25%5,5=137,5.
k=1 2
© Pour tout n de N, un:a+nr:%_g:2_3n_ En particulier :
2-3x7 19 2-3x21 61
6 6 6 6
Ona:
_18_¢8 _80
ZUk @1-7+1)x—66 —155 6 — 15580 _ 15,20 _4pp
2 2 12 3
200
O On suppose que a=2 et Uy = Uy + Uy + ...+ Uygn =— 4623. Calculer r.
ppose q k=Y 200
k=0

Pour tout n de N, u, =2+nr. En particulier : Upgo =2+200r.

200
On a: 2 U, =201 XM =201%x(2+100r)=402+20100r. Alors
k=0
200
comme Y u, =-4623, ona:
k=0

402+20100r= — 4623.Ainsi: r= —4623-402 _ —5025 =-0,25.
20100 20100

Exercice2 @ Notons nle plus petit des 25 entiers. Le plus grand de ces entiers est alors n+24.
Ona:

4+ (141) 4+ (14 28) = 25X N+ (14 2+ ..+ 28) = 250 4+ 23X 2

=25n+300.

Cette somme vaut 1000 si et seulement si 25n+300= 1000 ce qui est équivalent a :

1000 300 700
25 25
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Exercice 3

Ainsi 28, 29, ... 41 et 42 sont 25 entiers consécutifs dont la somme vaut 1000 (et
'est la seule possibilité).

© S est la somme de termes consécutifs de la suite arithmétique (un) de 1¢"
terme u; =17 et de raison 4.

Ainsi, pour tout nde N, u, =17+4(n-1)=4n+13.

201-13_188 _,.

201 est le terme de rang nou 4 n+13 =201, c'est-a-dire n= 1

Alors :

174201 _ 470 109=5123.

17+21+25+...+201:u1+...+u47 =47 x

© Les multiples de 7 sont de la forme 7kou k€Z. Ona:

150037k$2000<:>15700SkS20700/;>215Sk£285

puisque @:214,28... , &700:285,71... et que k est un entier. Ainsi les

multiplesde 7 comprisentre 1500et2000sont 7x 215, 7x216, 7x217 ... 7x 285.
Leur somme est 7xS ou:
5:215+216+...+285=(285—215+1)xk2285:71><250:17 750.

La réponse attendue est donc : 7x 17750 =124 250.

O Ona:
8
k=0
9 9
SPRSL ML WE ALY V1)
g1 3-1
® Ona:

11
k=1
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Exercice 4

Exercice 5

® Ona:

11
k=6

@ S estlasomme des premiers termes de la suite géométrique (un) de 1€ terme
Uy =1 et de raison g = 3. Ainsi pour tout nde N, u, =uyxq"=1x3"=3".

La calculatrice nous donne les 1€ termes de la suite et on s'apercoit que :

7_
729 = 3% Ainsi:S=1+3+9+...+729= 1+3+32+...+36=%=1093.

© S est la somme des premiers termes de la suite géométrique (un) de 1¢"
terme vy =2 etde raison g =>5. Ainsi pour tout nde N, u, =u, xq" =2x5".

La calculatrice nous donne les 1€ termes de la suite et on s'apercoit que :

31250 = 2x5°. Ainsi :

S=2+10+50+250+..+31250 =
57 _1

= 39062.

—242%542%5% +...+2x58 :2><[1+5+52+...+56]=2><

@ Une augmentation de t% correspond a un coefficient multiplicateur de

t
1+ —.
100

Au bout d'un jour, I'effectif de la population est £ = Px(1+ﬁ).

2
Au bout de deux jours, il est de Px(1+ﬁ] .

7
Au bout de 7 jours, il est de Px(1+&j .

7
. L . t
La population double en une semaine si et seulement si (HWJ =2.
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Plotl Flotz Plotz
sYiBC1+¥-188047
“Ne=
“Nz=
“y=
\35:
Y=
Vo=

2 o)
T 105
i0d 10.37
ig.2 10.28
i 163
i0E c 101
Y1=2,81157368738 Yi=2

Si cette population double en une semaine alors 10,4 <t <10,41.

Exercice 6 @ Letriangle OA A, estun triangle rectangle isoceleen A ;.

2

n+1 :T est une suite

OA, . la suite (u

OA
—n+l cos(45°) = ﬁ donc OA n)
OA 2

n

géométrique de raison R
© Soit Lla longueur de la ligne brisée ApA,..Ag.
L=AgA+AA) +..+A;Ag =0A;+0A, +..+ 0Ag = Uy + U,...+ Ug

\/E [\/EJ2+...+(£]8 :Q 1+£+...+£\5J7

[=—+ —
2 2 2 2 2 2

V2

ﬁx1[2] I

- - 1__

2 1_@ 2-\2 16
2

[ _N22+V2) 15 _15(J2+41)

B 2 16 16

L:15(\5+1)

16

© Laire A cherchée est égale a la somme des aires des triangles

O0AGA1 OAGA, ... OA;Ag.

Désignons par a, |'aire du triangle OA A, ;
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1 1 1 2
an = E(OAnH XApiihn)= Z(OAn+1) ZE(UnH)
2 2 2
an+1 0,5(u n+2) =[un+1) =[£] :1_
a4 0,5u n+1) Uns1 2 2

La suite an

)
c'est-a-dire (

I
RO R e R
3

N[ —

1 1_L
2\ 256

Chapitre 3: Notion de limite de suite

m Activité 1 Corrigés des activités du chapitre 3

e . T .. . 1
est géométrique de raison 7 Laire de OAyA, est égale a —

n 100 1000 10° 100
Jn 10 31,62... 1000 10°
n? 10 000 10° 10'2 10%0
n 10° 10 10'8 103

© Cned - Académie en ligne

On peut penser que les suites (\/;) (nz) et (n3) tendent vers + lorsque n
tend vers oo .

\/;2103sin2106
Jn 210" n>102°
Jn 21030 n>1080

n22103sin232 n32103sin210

n?>10"%i n>10° n3>10"9i n>2155

n?>103%;i n>10" n3 >103%i n>10'°.

|| I I I I l l m Corrigé Séquence 8 - MA12
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m Activité 2

(1)
n 100 1000 106 1010
1 0,01 0,001 10°6 10-10
n
1 0,1 0,0316 1073 10
Jn
n2
1 1070 1079 10718 10730
n3

@ Les quatres suites proposées semblent avoir 0 pour limite lorsque ntend vers .

© n étant un nombre réel positif, et la fonction inverse étant croissante sur

Joi-re<[ , 0< 1 <1073 5i n>10% =1 000.
n

0<1 <1018 i n>10"8
n

0<1 <1030 § n>103%,

n

De méme,

0< ﬁ <1073 si Vn =103 c'est-a-diresi n>10°,

0< ﬁ <1078 si Vn =10"® cest-3-dire si n>10%.

0< ﬁ <1070 §i Vn 2103 cest-a-dire si n>10%.

Osizs10_3 si n? >103 c'est-a-dire si n> /103 ; C'est en particulier vrai
n

pour n=>32.
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m Activité 3

Démonstration

<107 si n®> >10" c'est-a-diresi n>10°.

o
IN

<107 sin® >10% c'est-a-diresi n>10".

o
IN

S |= 3= 3= 3|=3 |-

<107sin®* >10° c'est-a-dire si n>10.

o
IN

<10"sin® >10" c'est-a-dire si n>10°.

o
IN

<10™sin® >10% c'est-a-dire si n>10".

o
IA

Cela nous améne a dire que les suites (u ), (v,), (w ), et (t) définies pour

1 1
u = =— et t, =— tendent vers 0 quand n tend vers +oo
n n

n

1
lvnzﬁl Wn

autrement dit que leur limite est égale a 0 quand n tend vers +oo.

S|—=

Q Sig=1,lasuite (u

n) est la suite constante égale a 1.

© Les calculs des premiers termes de ces suites nous permettent les observations
suivantes.

Lorsque g= 10 (ou g=2), la suite (un) semble prendre des valeurs aussi grande
que |'on veut et quel que soit le réel A que I'on choisit, celui-ci pouvant étre aussi
grand que I'on veut, il semble que tous les termes de la suite sont supérieurs a A
a partir d'un certain rang.

1 : .
Lorsque ¢ = 0,01 (ou g = 3 ), la suite (un) semble prendre des valeurs aussi
proche de 0 que I'on veut et quel que soit le réel positif rque I'on choisit, celui-ci
pouvant étre aussi proche que I'on veut de 0, il semble que tous les termes de la
suite sont dans l'intervalle [0 ; A a partir d'un certain rang.
© Tous les termes de la suite (un) a partir du rang n, appartiennent a
l'intervalle
a) J10;+eo]

La proposition est vraie pour la suite (un) lorsque : g=100u g=2.

Ona: 10°2=100>10 donc la suite (10") étant croissante (10>1), on a pour

tout n>2,10" >100>10. Ainsi tous les termes de la suite (10”) sont dans

lintervalle [10;+eo[ & partir du rang 2.
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Ona: 2*=16>10 donc la suite (2”) étant croissante (2>1), on a pour tout

n>4,2">16>10. Ainsitous les termes de la suite (2”) sont dans l'intervalle
110; +<o[ & partir du rang 4.
La proposition est fausse pour g= 0,01 et pour g =% .
En effet, ces deux suites étant décroissantes, on a :

N (1)
pour tout nde N, 0,01" £0,010 =1et (Ej S(EJ =1 donc pour chacune de
ces suites, aucun des termes n’est dans l'intervalle ]10 : +oo[ .

b) ]10000;+e<]

La proposition est vraie pour la suite (un) lorsque : g=10 ou g = 2.

Démonstration  Ona: 10° =100000>10000 donc la suite (10”) étant croissante (10>1), on a
pour tout n>5, 10”7 >100000 >10000. Ainsi tous les termes de la suite (10”)

sont dans l'intervalle ]1 0000;+oo[ a partir du rang 5.

Ci-dessous, un extrait de tableau de valeurs des premiers termes de la suite (2” )

n 2’7
13 8192
14 16384

Ona: 2'%=16384>10000 donc la suite (2”) étant croissante (2>1), on a
pour tout n>14, 2" >16384>10000. Ainsi tous les termes de la suite (2”)

sont dans l'intervalle ]1 0000; +oo[ a partir du rang 14.

La proposition est fausse pour ¢ = 0,01 et pour g = % :

En effet, pour chacune de ces suites, aucun des termes n'est dans l'intervalle
]10;+oo[ donc aucun des termes n'est dans l'intervalle ]1 0000;+oo[ (« si un
réel a appartient a 10000 ;+o[ alors il appartient & [10;+co[ », c'est ce que

signifie l'inclusion « ]1 0000;+oo[c ]10;+oo[ »).
Corrigé séquence 8 - MA12 @ l l II I I H
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Démonstration

Démonstration

0 [0;0,1]
La proposition est fausse pour g= 10 et pour g = 2.

En effet, ces deux suites étant croissantes, on a :

pour tout nde N,

10" >10% =1 et 2" >2% =1 donc pour chacune de ces suites, aucun des termes
n'est dans l'intervalle [0;0,1[.

La proposition est vraie pour la suite (un) lorsque : g= 0,01 ou g = %

Ona: 0<O,011 < 0,1 donc la suite (0,01") étant décroissante (0<0,01<1),

on a pour tout n>1, 0 <0,01" <0,1. Ainsi tous les termes de la suite (0,01”)
sont dans I'intervalle [ 0;0,1 a partir du rang 1.

n

4 4

On a: G] =0,06250 donc0<(%] <0,1 donc la suite G] étant
1 1Y

décroissante (O<§<1 ), on a pour tout n>4, 0 S(Ej <0,1. Ainsi tous les

n
. 1 " . .
termes de la suite (Ej sont dans l'intervalle [0;0,1[ a partir du rang 4.

d) [0;0,0002
La proposition est fausse pour g = 10 et pour g = 2.

En effet, pour chacune de ces suites, aucun des termes n'est dans l'intervalle

[0;0,1[ donc aucun des termes n‘est dans l'intervalle [0;0,0002[.

La proposition est vraie pour la suite (un) lorsque : g=0,01 et g= %
On a: 0,01 =0,0001donc 0<0,01% <0,0002 donc la suite (0,01”) étant
décroissante (0<0,01< 1), on a pour tout n>2, 0<0,01" <0,0001< 0,0002.
Ainsi tous les termes de la suite (0,01”) sont dans l'intervalle [0;0,0002[ a
partir du rang 2.

Ci-dessous, un extrait de tableau de valeurs des premiers termes de la suite

ol
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12 0,000244141

13 0,00012207

n

1 13 1 13 1
Ona: (E) ~0,00012 donc 0 < [5] <0,0002 donc la suite (E] étant
n
décroissante, on a pour tout n>13, 0< (—] <0,0002. Ainsi tous les termes

n
de la suite (%J sont dans I'intervalle [ 0;0,0002] & partir du rang 13.

O On suppose g = % Ecrire un programme déterminant la plus petite valeur N

(sortie) telle que u,, <107" (P entier naturel, entrée).

Ti Casio Algobox
¥ WVARIABLES

PEDEEHH = HI:TS ======ACTS mmmmm= E LJEH:IT_'FLLJ_REE: rl-lJI.-L-.-jr:lg:Fé:
= I nF‘utF P Eiﬁﬁ -I ET_;:T_E:L_'ITPE I'IFJ'JBF-‘E
] ¥ DERUT ALGORITHME
:EHH While UsC18°C-P))e URER @ aLe
: 1] i 1g, [iee n e
:I'l""|1 le UEI@A _P U@, S5+«  TANT GUE | W{10,-P)) FAI
tH+1=H WhileEnde E _TANT_QU
- Ha i B
 EmdiBie FFoF [+ EE0 TP (oS WD oAb ol
" End " D 1 EP H T FIrM “—.F\_II:GH('J:FTI!I.'JHME

m Activité 4

Partie 1 © Pour N=41,D =99 et
a) T =2, on obtient {0 ; 4}
b)T =8, onobtient{0;4;1;4;1;4;1;4}
¢)T=10,0onobtient{0;4;1;4;1;4;1;4;1;4}
® Pour N =355, D=11 et
a) T =2, on obtient {32 ; 2}
b)T=8,onobtient{32;2;7;2;7;2;7;2}
¢)T=10,onobtient{32;2;7;2;7;2;7;2;7;2}
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Partie 2

© Lalgorithme nous fournit une valeur approchée a 1077 prés de g

O Ona:

Uy, =0, 4141..41 =0,41+0,00 4141..41
———— ——

n-+1fois "41" n fois "41"
=0,41+0,01x0,4141..41=0,41+0,01u,,.
————
n fois "41"
. e . 41
© Soit (vn) la suite définie pour tout nde N* par: v, =u, T
a) Pour tout nde N¥,
41 41 41 4
Voo :un+1—E:(0,41+0,01un)—®=0,01un+m—®
— 0,01, + XP=AVA0 o 0, AL _g o1 —0,01x 1
10099 10099 99

= 0,01>{un —%}: 0,01vn .

Ainsi (vn) est la suite géométrique de raison 0,01 et de 1" terme :
41 41 41 4 41

V=t ——=04l-—=— -
99 99 100 99 9900
b) On déduit de ce qui précede que pour tout nde N*,
v, =y x0,0m " = 20,01 = -4 0,01%0,0" = L g 017
9900 99 99
Ainsi, pour tout nde N*, v, =v, +ﬂ: ﬂ—ﬂ><0,01” - ﬂx[1—0,01”}
9 99 99 99

¢) Quand n devient grand 0,01” se rapproche de 0 et finit par s’en approcher
d'aussi prés que I'on veut. Ainsi 1-0,01" finit par sapprocher d'aussi prés que

I'on veut de 1-0=1 et u, finit par s'approcher d'aussi prés que I'on veut de

41 41
—X1==.
99 99

. 1 . .
On peut donc penser que: lim v ,=— ce qui est assez naturel puisque
N—>-oo 99

|'écriture décimale illimité de A est 0,414141...
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W Activité 5 Jardinage

@ Le 1®"samedi, le jardinier verse les 120 L de gazon coupé dans son composteur
(initialement vide) donc : 1} =120. Le samedi suivant, ces 120 L ont perdu les trois
quarts de leur volume, il ne reste donc plus qu‘un quart de ces 120 L auxquels
s'ajoutent la tonte de la semaine. Ainsi :

v, :1><120+120:150.
4

Le samedi suivant, ces 150 L ont perdu les trois quarts de leur volume, il ne reste
donc plus qu'un quart de ces 150 L auxquels s'ajoutent la tonte de la semaine.
Ainsi : V3=%><150+120:157,5.

@ Le n-ieme samedi, le composteur contient (en L) V,. Le samedi suivant,
ces matieres ont perdu les trois quarts de leur volume. Il reste donc dans le
composteur %xvn auxquels viennent s'ajouter la tonte de la semaine (120).

Onadonc: Vo=

1
ZVn +120.

On a: V2—V1:150—120=30 et V3—V2:157,5—150=7,5. Alors comme
30£7,5 lasuite (Vn) n'est pas arithmétique.

. ﬁ—@:i

V15752 5 25
V120 4

21 .
—. Alors comme Z:—;t— la suite

On a ==
, 150 20 20 20

(Vn) n'est pas géométrique.

Partie | Utilisation du tableur

On peut utiliser le tableur de la facon suivante.

A B
1 n Vn
2 «=1» «=120»
3 « =A2+1 » « =0.25*B2+120 »

Et on étend A3 et B3 aux colonnes A et B.
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On obtient les résultats suivants.

n Vn

1 120

2 150

3 157,5

4 159,375

5 159,84375

6 159,960938

7 159,990234

8 159,997559

9 159,99939
10 159,999847
11 159,999962
12 159,99999
13 159,999998
14 159,999999
15 160
16 160

a) La suite (Vn) semble strictement croissante.

b) Il ne semble pas que le bac de stockage finisse pas étre rempli (le volume dans
le composteur semble se stabiliser autour de 160 L).

)

A partir de la 2™ tonte, la quantité de matiére dans le composteur sera
supérieure ou égale a 150 L.

A partir de la 3™ tonte, la quantité de matiére dans le composteur sera
supérieure ou égale a 151 L.

A partir de la 6™ tonte, la quantité de matiére dans le composteur sera
supérieure ou égale a 159,9 L.

A partir de la 7™ tonte, la quantité de matiére dans le composteur sera
supérieure ou égale a 159,99 L.

Il ne semble pas que la quantité de matiéres présentes dans le composteur
finisse par dépasser 160,01 L.
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Partie Il

a) Pour tout n>1,
th1=160=V, =160—[%Vn +120j=160—120—%vn

(160—v,,)=%t,,.

1

1
=40--V_ =
41 4

Ainsilasuite (t,) estgéométrique de raison " etde 1% terme t, =160—V; = 40.

. . s . 1
b) La suite (t,) étant géométrique de raison 7 pour tout nde N,

1 n-1 1 n-1
t,=t, x| — =40x| — . Ainsi, pour tout n de N,
n 4 4
1 n-1
Vn:160—tn:160—40><[z] .

) Pour tout n>1,

1 (n+1)-1 1 n—1
Vn+1_Vn: 160—40><(Zj - 160—40><(Zj

n—1 n n-1 A
=40x 1 (1 =40x 1 X 1—l
4 4 4 4_

n—1
:4O><E>< 1 > 0.
4 |4

Ainsi la suite (Vn) est strictement croissante.

n—1
Pour tout n>1, El) >0 donc V, <160 <300 ainsi la suite est majorée par

160 et le bac ne sera jamais rempli.

n—1
On a: lim (lj =0 (suite géométrique de raison 0<l<1). Ainsi, il
N—>+oo 4

semble naturel que :

n-1
lim 160—40><(%) =160-40x0=160.

N—>+oo

Autrement dit, le volume de matiere stockée s'approche de 160 L d'aussi prées
que I'on veut a condition que le nombre n de tontes soit suffisamment grand.
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m Activité 6

m Activité 7

@ Puisqu’a I'étape (n+1), on verse la moitié de ce qu'on a versé a |'étape

1 . o
~u,. Lasuite (un) est donc une suite géométrique

précédente, ona: u, 4= 5

de raison 1
2

@ Al'étape1,onverse5Ld'eaudans levase, doncona u;=5. Comme (un) est

n—1 n—1

o . 1
donc une suite géométrique de raison > ona:u,= (Ej U= SX(EJ .
© Aprés I'étape n, le vase contient : (u1 +Uy +U3 +...+un) Ld'eau.Orona:

n—1 n—1
u1+u2+u3+...+un=5+5><1+...+5>< 1 =5 1+1+...+ 1
2 2 2 2

o)

- 2"

Ny . 1 ,
Donc apres |'étape n, le vase contient : 10(1——,7} L d'eau.
2

1 o . . , .
O Comme 1——n<1, le vase ne sera jamais plein puisque |'on aura toujours
2

10(1—ij<10.
2/7

© Pourquelevase contienneaumoins9,999L, il suffiraque : 1 0(1 - in] >9,999.
2
Ceci équivauta: 1- i >0,9999, soit i <0,0001.
2" 2"

On peut alors chercher a la calculatrice la premiére valeur de n satisfaisant cette

condition, ou utiliser le fait que la fonction inverse est décroissante sur RT*.

L'inéquation équivaut a: 2" > soit 2" >10000. On obtient alors :

1
n=>14. 0,0001

Oui, le vase pourra contenir 9,999 L, apres la 14éme étape.

Une somme

© Dans la somme définissant Up, k variede 0 a n prenantainsi n+1 valeurs.
Par conséquent cette somme contient n + 1 termes.
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@ On sait que plus un nombre est grand, plus son inverse est petit. Ainsi le plus

. 1 1
petit des termes de cette somme est et le plus grand est —.
n+~n n

© u, estinférieur ala somme qu'on obtiendrait en remplacant tous les termes

1 1 n+1 L . '
par —, donc u, <—— et u, est supérieur a la somme qu‘on
n n

n+k 1

1
obtiendrait en remplagant touts les termes par ——, donc
n++k n+n

n+1

u,2 On aurait pu exprimer cette idée autrement :

n+~n

n+n n+1"n
1

1 1
< <—;
n+n  n+2 0

1

1 1
< <=
n+~n n+fn N

en additionnant membre a membre ces n+1 inégalités, on obtient

n+1 n+1
<u, <—.
n

n+n

. n+1 1
Transformons ces deux expressions : —— =1+— et
n

n
1 1
1+— a
n+1 n(+”J _ 1—irn )
n+n 1) .1
nl+—| +—+
)

) , . . . ) 1 . 1
il est désormais facile de calculer leur limite: lim | 1+—|=1car |lim —=0
1 N—>+oo n n—+ool
et lim N _1 car lim —==0.
n—stoo, 1 n—+eor/n

Jn
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. n+1
Comme |lim ——=1,
n—+eo N+ \/;

I'intervalle [0,999 ; 1,001] a partir d'un certain rang .

n+J;

. n+1
tous les termes de la suite sont dans

. n+1 . n+1 '
Comme lim ——=1, tous les termes de la suite | —— | sont dans |'intervalle
N—+e N n

[0,999; 1,001] a partir d'un certain rang n.

Si ny est le plus grand des deux entiers n; et n,, alors tous les termes de la

suite (un) sont dans I'intervalle [0,999 ; 1,001] a partir du rang Ny

0,999 1 1,001
| Y T T O T 7T T T T O }
T T I| T T T T T T T T T T T TTTTm
N—— I N—— I
. n+1 X n+1
terme de la swte( > terme de la swte( )
n+yn n

En effet, si n> ng alors

> n+1
n
n++n

>0,999 (car n=ny=n,);

+1
u, SnTS1,OO1 (car nxn, an).

On peut conjecturer que les termes de la suite (un) sont aussi proches que |'on

veut de 1 pourvu que 7 soit assez grand autrement dit que :  lim v, =1.

N—>-oo
m Activité 8 Une suite récurrente
x—1
Soit 7 la fonction définie sur |-3, +oo| par f(x)=——.
] [p ) X+3
@ Pour tout xe]—3,+oo[,f'(x): 4 >0 donc la fonction f est
()(+3)2

croissante.

@® La droite D d'équation y = x semble- étre la tangente a la courbe C au point
d'abscisse —1. Montrons le.

La tangente a C au point d'abscisse —1 a pour équation
y=(x+N)xFf'(=1)+f(-1)

y=x+1N)x1=x-1

y

X.
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La tangente a la courbe C au point d'abscisse —1 est bien la droite D.

Voir le graphique ci-aprés

]
5

/

4

y=x

o /|41

uo|5

Y

© La construction de ce réseau peut aussi se faire avec la calculatrice de la
facon suivante :
Ti
Plotd mr.z Plot: o WIMDOW
aMin Sélectionner le format nMin= ?é’i‘ﬂ%ﬁtwq
u(n}E(u(n -1)=1) ] wilax=6 min=-
sCun=17+32 Web: - PlotStart=1 gnin=c
. uganindBLs) 2nd FORMATL= Web | §nfrecr - jecl=l,
uinMini= IR i Ymax=
ini= Yscl=1
ACUVET o ycmg)- 30 tutn-1303)
uEluln=-13-13 Win-13+3) U= =LA un =10+ ) ]Jl l_']‘l’leurb ’l’
1/ fois la
TRACE — " touche -
?:sol Y= Ifnfill. ¥=.£ J:I n=l‘
A=-B384615 Y=-.53A461%
Casio
%{féﬁ{'&“‘e&‘ﬂ%ﬂ“%’{//ﬁ Eﬁif"?éﬂ-i) Camt3A_ Isble Setiins _nil .
eneis (=1 End 1g -
i =
FEGM |TWM E-CONZ| LIHK G; ; 3 :I-“
..Ji’r.»l_d | EEEEEmED 2T e T

an+1fﬁan—134(an+3)

U —T

L] el IJJm-:fo:.d

#=-0.EBY2105263 ¥=-0.6BUZ105263

max
ale

dot

len 2

IWIWW

1
B8, @35535555
1
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OSoitvn: ! )
1+un

Exprimons tout d'abord v, 4 en fonction de u,,.

1 1 u,+3
T T w1 w42
n+1 1+-1 n
u,+3
u +3 1 u+1 1 . L e
V=V =—1—~ =—1_—=—;la suite (v,) est aritimétique
u,+2 1+u, 2u,+2 2

: 1 : 1 , .
de raison r:E de premier terme v, = =% Il s'en suit que pour tout

1+u0
neN,v,= 140!
6 2 6
1 1 6 6 1
Dev, = , ontire 1+u_ =—, d'ou u, = == — -1
© De vy =y - ontre Mt = dou Uy =g n =g
+—
3n
soit un:z—1: L -1
n 1
T+
3n
) 1 . 1 e
De [im —= lim —=0, ondéduit lim u, =-1.
N—+co £l n—+00 3N Nn—>+o0

m Activité 9 Vers I'infini

n
La suite (un) est définie pour tout nde N par: v, = %+%+...+l: 2% .
n
k=1

@ On peut utiliser I'algorithme suivant.

Ti Casio Algobox
FROGEAM: SOMIHY 1 "E1‘!??_L§_"I_mp NOMBRE
L] M EST_DU_TYPE MO
: IIJ':'}FS'uta H ;:ﬁ:::SUMIHU e —— g DI:;EI‘-TI—;E:::E:IE! F‘IEHIE::E::SEJEE
: ] LIRE T
sForcl.1.H> For 131 To Ne Fbo vmeume
H *+1=]+54 POUR | ALLA ] A
ot Hexio | Eettnc
s[4 [ToF [ETH B9 TP Fes ED CHERS
. DizFr % -J—JNii:ll_co_szl?uSHME

© Pour tout nde N*,

DR LB L U P UL O T PO B B
T e S (12 " e 1) (12 T ) n1T

Ainsi la suite (un) est strictement croissante.
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© Pour tout nde N,

2n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Uy —U_ = E —— E —=| =t —F ot — || —F—F ot —
o Sk Sk (1 2 n 2’”’) (1 2 j

B 1

n+1 n+2 ~ 2n

. 1
Cette somme est la somme de n termes dont le plus petit est 7" Cette somme
n

est donc supérieure ou égale a nxi:l: 1 On adoncbien: u,, —u, > .
2n 2n 2 2
O En appliquant, I'inégalité précédentean=1;2; 22 o 2° , on obtient :
u,—u >1'u —-u >1'u —-u >1'u -u >1' v U 0 —U =
On en déduit :
U 10 2u9+12 8+1+12 7+1+1+12...2u0+1+1+...+1=1+E.
2 2 2 22 22 2 2 22 2 2 2 2 2
[ —
10 termes

@ On montre comme précédemment que :
100
U 00 =1+ —=51.
5100 7
© On montre comme précédemment que :

22000

Ainsi la suite (un) étant croissante, pour tout n= DUy 2 U 2000 > 1000.

Tous les termes de la suite (un) sont donc supérieurs a 1000 a partir d'un certain

22000

rang ( ou peut étre un rang inférieur).

@ Il semble que quel que soit le nombre réel A choisi, tous les termes de la suite

(un) sont supérieurs a A a partir d'un certain rang. On peut donc penser que :

lim u. = 400
N—+oo
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Chapitre 6: Exercices d’approfondissement

Exercice |

Remboursement d'emprunt

a) On suppose dans cette partie que M= 200.

O (., estégala C, augmenté de 0,5% puis diminué de M donc

C,.1=1,005C, —200.

C, représente le capital emprunté autrement dit Cy =10 000.
® D,=C,—40000; D, =C,—40 000=-30 000

D,.1=C,.1—40 000=1,005C, —200—40 000
=1,005C, —40 200 =1,005(C,, — 40 000) = 1,005 D,

La suite (D,,) est donc une suite géométrique de raison 1,005.

© (D,)) est donc une suite géométrique de raison 1,005 donc

D, =Dy %1,005" =—30 000 1,005".

D, =C,—40 000 donc C,, =D, +40 000 =40 000—30 000x 1,005,

Floti Flotz Flots A 1Y |
s 1 B4UHUE - SUBE oy 7208
1,805 £5 €343
=N 5§ 333.79
Wam £? 13546
= £8 63.85
“NMy= 53 '
We= L. :
“WE= Y1=-465. 58457646

Cgo =—465,5 les mensualités de 200 € sont donc trop élévées.

b) Détermination de la valeur de M qui permet le remboursement du capital en
exactement 60 mensualités.

© On établit comme précédemment : C,,, ,=1,005C, —M
® D,=C,—-200 M; Dy=C,—200 M=10000-200 M

D

1= Cruq —200 M=1,005C, —201 M =1,005(C, —200 M)=1,005D, .

La suite (D)) est donc une suite géométrique de raison 1,005.
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© (D,) est une suite géométrique de raison 1,005 donc

D, = Dy %1,005” =(10 000—200 M)x1,005"

C,=D,+200 M=200 M+(10000-200 M) x1,005".

C, =200 M+(10 000200 M) x1,005".

O Le remboursement est effectué au bout de 60 mensualités si Ceo =0.

Ceo=0 si et seulement si :

200 M +(10 000—200 M)x1,005%0 = 0.

10 000 % 1,005% =200 M(1,005%° —1)

m

© Tableau d'amortissement

_50x1,005%°
1,005%0 —1

Capital

=193,328...

Mois Intérét | Mensualité
restant

0 10 000,00 | 0,00 0

1 9856,67 50, 193,328
2 9712,63 | 49,28 193,328
3 9567,86 | 48,56 193,328
4 9422,37 | 47,84 193,328
5 9276,16 | 47,11 193,328
6 9129,21 46,38 193,328
7 8981,53 | 45,65 193,328
8 8833,11 44,91 193,328
9 8683,95 | 44,17 193,328
10 8534,04 | 43,42 193,328
1 8383,38 | 42,67 193,328
12 8231,97 | 41,92 193,328
13 8079,80 | 41,16 193,328
14 7926,87 | 40,40 193,328
15 7773,18 | 39,63 193,328
16 7618,72 | 38,87 193,328
17 7463,48 | 38,09 193,328
18 7307,47 | 37,32 193,328
19 7150,68 | 36,54 193,328
20 6993,11 35,75 193,328

Mois Capital Intérét Mensualité
restant
31 5206,91 26,87 193,328
32 | 5039,62 26,03 193,328
33 | 4871,49 25,20 193,328
34 | 4702,51 24,36 193,328
35 | 4532,70 23,51 193,328
36 | 4362,03 22,66 193,328
37 | 4190,52 21,81 193,328
38 | 4018,14 20,95 193,328
39 | 3844,90 20,09 193,328
40 | 3670,80 19,22 193,328
41 3495,83 18,35 193,328
42 | 3319,98 17,48 193,328
43 | 3143,25 16,60 193,328
44 | 2965,64 15,72 193,328
45 2787,14 14,83 193,328
46 | 2607,75 13,94 193,328
47 2427,46 13,04 193,328
48 2246,27 12,14 193,328
49 2064,17 11,23 193,328
50 | 1881,16 10,32 193,328
51 1697,24 9,41 193,328
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21 6834,74 | 34,97 | 193,328 52 | 1512,40 8,49 193,328
22 | 667559 | 34,17 | 193,328 53 | 1326,63 7,56 193,328
23 | 651564 | 33,38 | 193,328 54 | 1139,94 6,63 193,328
24 | 6354,89 | 32,58 | 193,328 55 | 952,32 5,70 193,328
25 | 6193,34 | 31,77 | 193,328 56 | 763,74 4,76 193,328
26 | 6030,97 | 30,97 | 193,328 57 | 574,23 3,82 193,328
27 | 5867,80 | 30,15 | 193,328 58 | 383,78 2,87 193,328
28 | 5703,81 | 29,34 | 193,328 59 | 192,37 1,92 193,328
29 | 5539,00 | 2852 | 193,328 60 0,00 0,96 193,328
30 | 537337 | 27.7 193,328
Exercice Il

2Y' 2Y'
un=(§j +3n—4 et vn=(§j -3n+4.

n
2 . . . 2
(1) sn=un+vn:2x(§j ;(sn) est la suite géométrique de raison 3 de

premier terme 2.

d,=u,-v,=6n-8;(d,) est la suite arithmétique de raison 6 de premier

terme -8. 7 n+1
1—(3j 5 n+1
Sn:50+51+52+...+sn:2><—2:6>< 1—(;) .
‘|_f
3
d,+d _ _
D, =dy+d,+dy+..d, =(n+1)x 0 ”z(n+1)xw=(n+1)(3n—8)

® De S,=U,+v, etd =u, —v,, ontire: s, +d, =2u, soit
_1 d
un—5(5n+ n).

) 1
Sh —dn =2v, soit v, = E(sn +dn).

1
U,=uy+uy+..+u, :EI:SO+dO+5‘I+d1+"'+5n+dn:|

1
:E[(So+51+---+5n)+(d0+d1+---+dn)]

Un:%(Sn+Dn):3x[1—[ H+%x(n+1)(3n—8).

3n+1
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1 2
V=550 =Da) =3 1—(

n+1 1
3) —Ex(n+1)(3n—8).

Exercice Il

©® Ona: r=rx08=100x0,8=80,

rp,=rx0,8=80x0,8=64, ; =r,x0,8=64x0,8=51,2.

@® a) Pour tout nde N, r,_,=0,8r, donc la suite (rn) est géométrique
de raison 0,8 et de 1¢" terme r, =100.
,

b) La suite (n) étant géométrique de raison 0,8, pour tout n de N,
r, =1, %0,8" =100x0,8".

¢) La hauteur du 108™e rebond est : no =100x0,8'% =10,74.

O A l'aide de la calculatrice, on obtient le tableau de valeurs dont un
extrait est donné ci-dessous.

N I
30 0,123794
31 0,0990352
La balle effectue donc 30 rebonds.

O La longueur totale parcourue par la balle est alors :

Ty + 26 421 +..+ 213, =100+2><100><(0,8+0,82+...+o,83°)

:100+200><0,8><(1+0,8+...+0,829)

30
=100+160><1_0’8
1-0,8

=100+800><(1—0,830)z 899,01 m.
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Exercice IV @ Parhypothése: r,=2. Onadonc: D;= nr12 =4m.

La diagonale du 1®" carré a pour longueur le diamétre du 1" cercle donc 4 cm.

De plus, sia est la longueur d'un c6té du carré, sa diagonale apour mesure a\/z

On a donc: 1¢ cercle

cﬁ:4 soit
1

_ 4 _4\/522\/2

C1—$ 7

Alors :
2 |
= =(22] =4x2=8. | ,
! 1¢" carré
2¢ cercle !
Le diameétre du 2¢ cercle a
c
méme longueur que le c6té du 1" carré donc : 2r, = ¢; soit r, = ?1 = ¥ =\2.

On a alors : D, = nrzz =2T.

La diagonale du 2¢ carré a méme longueur que le diamétre du 2¢ cercle donc :

2
CZ\/E:ZrZ soit:czz ) 2\/5

N

© Le diamétre du r-iéme cercle a méme longueur que la diagonale du n-ieme
carré. Ainsi : AN L

N
N
N

7
e

2rn:cn\/§. De plus, le diamétre du
. por . r
(n+1) -iéme cercle et le c6té du n-ieme , n+1
n
carré ont méme longueur. On a donc:
26,:1=Cy-
Ainsi
2 . .
2 2 . .
c \/E c X2 c.
Dn:nr,$=n & =n| 1 —|=nL
2 4 2 et

2
2 ¢ 1
Dn+1=“fn+1="[7”) T

(D,,) estdonc la suite géométrique de raison % et de 1¢" teme D, = 4.
1Y an
On a donc pour tout n de N*:D =Dy x| = = .
n 2 2’7—1
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ExerciceV

n n
1
O On a: DnZSEX[%j . La suite HEJ ] est strictement décroissante

(O<E<1),il en est donc de méme de la suite (D,) (multiplication par

81 >0).

n—1
O De lim il] =0 (suite géométrique de raison 0< 1 <1), il est naturel
n—+ 2

N—>+oo n—+

n—1
de déduire: lim D,= lim 4nx(%) =4nx0=0.

O 5;=1+2+3+..+n est la somme desnpremiers termes de la suite

arithmétique (u,) de premier terme u; =1 et de raison a=1. On a donc:

c_ n(up+u,)  n(1+n)

1= 5 = (c'est un résultat qui a déja été montré dans le cours).

O Ona:S)=2+4+6+..+2n=21+2+3+..+n)=25,

S3=3+6+9+..+3n=3(1+2+3+..+n) =35,

2

S,=n+2n+3n+..+n =n(1+2+3+...+n):n51.

©® Onadonc
S, =51+8+ 53445, =5 +25+35 +...+nS, =5,(1+2+3+..+n)
2

2

O a) Résolvons 'équation du second degré x“+x—20=0. Son discriminant

est:
A=1 —4x1x(-20)=81=92

Cette équation du second degré admet donc deux solutions :

~1-9 ~1+9

x1:T:—5 et x,= 4.
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Exercice VI

b)Ona: $+5,+53+..+5,=100 @512=100 d'apres le 3.

& §,=10 car S; est un nombre positif

n(1+n)

=10 d'aprésle 1.

< n(1+n)=20

& n2+n—20:0

On en déduit (b aprés a) : $q+S, +..+5, =100 = n=4.

© D'un carré au suivant, le coté

est divisé par 2 donc la suite (c,,)
est géométrique de raison 0,5. Le
coté étant divisé par 2, l'aire est

divisée par 4. La suite (a,) des

aires de ces carrés est géométrique
. A
de raison 0,25. B
, ne , B' A’
Cy représente le coté du carré
D
initial et a, son aire : C cC D O

© Pour n=1, appelons, ABCD le carré de coté ¢, et AB'C'D’ le carré de coté

Chyte

Pour construction, le point C' étant le milieu du segment [OC] ne peut donc pas

se trouver a |'extérieur du carré initial.

© La somme des aires des n premiers carrés est égale a

n-1
1
Sp=atay+..+a,=a+a ><Z+...+a1 X(Z) =ay X
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n
1—[—) <1 donc, quel que soit n>1, I'aire S, est inférieure au tiers de l'aire

du carré initial.

. . 1 )
Exercice VII @ Par construction, d =—, donc lim d,=0.
n N—>+oo

@Le périmetre d'un cercle de diamétre D est donné par p=nD.

On peut donc dire que L, :nxnxzizg. Les termes de la suite (L)
n

. T
sont constants ; lim L, =—.
N—>+o0 2 2

© Laire d'un disque de diamétre D est donnée par a=n XDT.

PR , 1 .
Appliqué ici, ce résulta donne A, =nxnx—; lim A =0.
8n° X—>+eo
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orrigé de la séquence 8

Partie 2: Echantillonnage

Chapitre 2: Echantillonnage

Corrigé des activités du chapitre 2
m Activité 1 Intervalle de fluctuation et conditions d'utilisation

Pile ou Face

@p=05etn=200

Avec un tableur a) et b)

GRS v A £ = [=ALEA.ENTRE.BORNES(0:1)+GO5
GQ : GS GT GU GV GW | Gx |

i p+ 1= o,sr;l _

2 poi/in= 0,429 | 50 échantillons de taille 200 avec p = 0,5

3 85 86 0430 |

4 107 107 0535 |
5 I — YT

6 102 103 0515 | o

7 102 102 0,510 | .. )

8 107 107 0535 | g, "

9 100 100 0,500 | AT g gy mE

- 0,500 E B %

10 94 95 0475 | g gn g = & -

11 109 109 0,545 | 4y WA ™ . TheE

12 100 100 0,500 °

13 99 99 0495 | ;400

14 100 101 0,505

15 106 106 0,530 | 350 . . |
16 | 101 102 0,510 | 0 10 20 a0 40 50 B0
17 100 100 0,500

¢) On constate, sur cette feuille de calcul, que 49 échantillons sur 50, soit 98%,
sont dans I'intervalle de fluctuation au seuil de 95%. (On rappelle que les deux
points les plus a gauche, légérement différents des autres, sont les bornes de
I'intervalle de fluctuation.)

Avec une calculatrice

a) La colonne L, contient les nombres de 1 a 50 attribuant ainsi un numéro a
chacun des 50 échantillons de taille 200 qui ont été simulés.
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La colonne L, donne la fréquence du nombre de fois o on a obtenu Pile dans
chacun de ces cinquante échantillons.

b) L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% est I'intervalle

Fil:LisLe
0,5 1. 0,5+ L soit environ l'intervalle
= I N el | ] Y
o nn q:nmnunn fil:ll ‘:ﬂ nd:u: \/200 \/200
o o o - ] . e .
o nﬂ' an "nn o, " [0,429; 0,571]. On trace donc les droites d'équation
a a y=0,429 ety = 0,571.
L Y=Y4BE ........... ¢) On constate qu'ici 48 échantillons sur 50, soit 96%, sont
dans l'intervalle de fluctuation.
® Cas ou n< 25
a) Il suffit de faire seulement 20 simulations pour chacun des 50 échantillons
(dans le programme pour la calculatrice on remplace 200 par 20 dans les deux
instructions contenant le nombre 200 dans le programme précédent).
b) L'intervalle [p 1 P+ 1 } est l'intervalle {0 5 . 0,5+ L } soit
\/; ] \/; ] \/ﬁ 1 VY \/%
environ l'intervalle [0,276 ;0,724].
T13 f« £ = [=ALEA.ENTRE.BORNES(0:1)+513
S U v w X | Y | z
1 p+1/An= 0,724
z p-/ln= 0,276 50 échantillons de taille 20 avec p= 0,5
3 7 8 0,400 i
4 5 5 0,250 |"F* - -
5 9 9 0,450 | o700 @ o
6 8 8 0,400 ) o
7 10 10 0,500 | 5 s = mem "
8 1 12 0,600 0,800 L - B - EE B
9 10 1 0,550 a mE = A=
' o400 - m-1m | |
10 11 12 0,600 ' EEEE EE E EE
11 7 7 0,350 | 0.:00 g a
12 12 13 0,650 | (o0 | ™ .
(13 | 17 o3 |
14 14 15 0,750 | 0.100
15 7 7 0,350 | o0
16 9 10 0,500 0 10 20 0 an 50 80
17l 9 10 0,500

Le nombre n ne vérifie pas la condition n>25 et, dans ce cas, on a dit que

I'intervalle {

1 , . Lo
'p+T} n‘est pas un intervalle de fluctuation a 95%.
n

1
vt

Notre simulation illustre cela puisque cet intervalle contient ici seulement 46 des

50 échantillons, soit 92%.
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© Casoup<0,20up>08
a) etb)

Pour p=0,1 il suffit de remplacer 0,5 par 0,1 dans la feuille
de calcul ou, dans le programme de la calculatrice donné
dans le @, l'instruction If rand<0.5 par I'instruction

I:I
“hh:d:“nﬂp o “'u u L'intervalle

If rand<0.1.
:F

est alors :

]

1 1
01-—: 0,1+ — soit environ l'intervalle
{ \/200 \/200}
[0,029;0,171].

Tracons les droites d'équation y=0,029 et y=0,171.

On constate alors que 100% des échantillons de notre simulation sont dans cet
intervalle.

Pour p =0,9 il suffit de remplacer dans le programme initial, donné dans le @,
I'instruction If rand<0.5 par l'instruction If rand<0.9.

Lintervalle {p—i'p+i} est alors: [0 9- ! 0,9+ ! } soit
Jn ' n LT V00T 200
environ l'intervalle [0,829 ; 0,971].
Tracons les droites d'équation
¢ 9 g9% o g I nq’nn -:FF
y=0,829 et y=0,971. = 00 B B d.:Fﬂ aa B
a o

On constate alors sur notre simulation o
que 100% des échantillons de |[
notre simulation sont dans cet
intervalle

Dans ces deux cas, la probabilité pne
vérifie pas la condition 0,2<p<0,8 et on constate que 100% des échantillons

sont dans I'intervalle [p } notre simulation illustre le fait que

1
BRANG
cet intervalle n'est pas un intervalle de fluctuation a 95%. On rappelle qu'un
intervalle de fluctuation est une sorte d'instrument de mesure pour reconnaitre les
échantillons qui ne sont pas « normaux » : ceux qui ne sont pas dans I'intervalle
de fluctuation. Un intervalle qui contient 100% des échantillons n'est pas utile,

comme une passoire qui laisserait tout passer.
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m Activité 2

@ Un électeur donné a deux choix possibles.

» Il fait confiance a Monsieur Z avec une probabilité p = 0,52.

» Il ne fait pas confiance a Monsieur Z avec une probabilité g=1-p =0,48.

Le choix au hasard de 80 électeurs correspond a la répétition de facon
indépendante de 80 fois I'épreuve de Bernoulli précédente.

La variable X correspondant au nombre d'électeurs faisant confiance a Monsieur
Z suit donc la loi binomiale de paramétres n= 80 et p =0,52.
© et © On utilise un tableur comme on I'a fait dans la séquence 6.

On rentre dans la colonne A, les valeurs entieres de k pour kvariant de 0 a 80, a
partir de la cellule A2.

En colonne B, on rentre les valeurs de P(X=k) grace a la formule LOI.
BINOMIALE(A2 ;:80:0,52; 0).

En colonne C, les valeurs de P(X <k) peuvent s'obtenir directement grace a la
formule LOI.BINOMIALE(A2 :80:0,52; 1).

v| & £ = [=LOI.BINOMIALE(A33:80:0,52:1)
A | B

B o [ £ | °F G H
24 0 0
25 0 0
26 0 0
27 0,000 0,001
28 0,001 0,002 —
29 0.002 0,003 Loi lvinomiale B(80 ; 0,52)
30 0,003 0,008 0,1
31 01005 0,09
32 0,009 0,021 -
33 0.014 0,033] oo
34 0,021 0,056 l:lja
35 0,030 0,086 '
36 0,041 0,127 005
37 0,053 0,179 Pek) 0,04
38 0,064 0,244 0,03 -
39 0,075 0319 0.02
40 0,083 0,402 0.01 I| |I
a1 0088 0490 ol LEELL ] T
42 0,089 0,579 22242628 303234 35 30 40 4244 46 48 505254 56 53 60
43 0,085 0,664 212325272931 3235373941 4345474851 53555759
44 0,077 0,741 valeurs de X
45 0,067 0,808
46 0,055 0,864
47 0,043 0,907
48 0,032 0,939
49 0,023 0,962
50 0,015 0.977]
51 0,010 0,987
52 0,006 0,993
53 0.003 0.996
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@ a) Dans la troisieme colonne, on lit que le plus petit entier a tel que
P(X <a)>0,025 est a=33 et la plus petit entier b tel que P(X <b)>0,975
est b=50.

b) Lintervalle E;Q est donc l'intervalle 3.0 =[0,4125; 0,625].
n n 80 ' 80

L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% considéré en seconde est |'intervalle

{0,52 10,524+ — } soit a peu prés [0,409 ; 0,632].

Vo T Vo

On trouve donc des intervalles presque identiques.

© Parmi les 80 personnes interrogées, 32 se sont déclarées en faveur de

monsieur Z, ce qui correspond a la fréquence f =0,4. Comme 0,4 n'appartient
pas a l'intervalle de fluctuation au seuil de 95%, {% : %}:[0,4125 :0,625],

I'hypothese p = 0,52 est rejetée au seuil de 5%. On émet donc un doute sur le

pourcentage de 52% énoncé par Monsieur Z.

Corrigés des exercices d’apprentissage du
chapitre 2

Exercice 1  Pour une calculatrice Tl :

E‘HDEEFIH: FLUCEIMO
: Bk HhiTe tzpr bzt | [iGi5e we=v.k-1
UIeERR. R R [
1-Fa™iM=K235
Pour une calculatrice Casio :
«N=»?— NJ WhileEnd 4
«P=»?7—> P «A=»:K-1 d
0—-5d While S < 0,975
0 —>Kd S+NGK xP AKX (1=P)A(N=K) — S.]
While §<0,025. K+1—Kd
S+NNCrK S+ NCK x PAK x(1-P)A(N—-K) — S WhileEnd
K+1—Kd «B=»:K-1d
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Exercice 2

Se poser la question de savoir si la situation est normale a Woburn, revient a se
demander si I'échantillon de n=5969 garcons peut-é&tre considéré comme issu

d'une population pour laquelle la proportion de cas de leucémie est p =0,00052
comme dans tout le pays.

On ne peut pas utiliser I'intervalle de fluctuation au seuil de 95% vu en seconde
1 1

p-—=ip+—=
[ Jn'"

On va utiliser l'intervalle de fluctuation au seuil de 95% d’une loi binomiale.

, car la condition 0,2<p<0,8 n'est pas vérifiée.

Pour cela, on considere |'épreuve de Bernoulli consistant a choisir un garcon dans
la population des Etats —Unis.

Deux cas se présentent :
» il est atteint de la leucémie avec une probabilité p=0,00052 ;

» il n'est pas atteint de leucémie avec une probabilité g=1-p.

On recommence de fagon aléatoire I'expérience 5969 fois. La variable aléatoire
X qui donnent le nombre de gargons atteints de leucémie suit la loi binomiale de
parametres n=5969 et p=0,00052.

v fx £ = |=LOI.BINOMIALE(A8:;5969:0,00052:1)
e e e
0,0448
0,1841
0,4003
0,6240
0,7976
0,9053
0,9610
0,9953
0,9986
10 0,9996
11 0,9999
12 1,0000

0o~ o wN=O

L'utilisation d'un tableur ou d'une calculatrice (voir le programme de |'exercice
1) permet de déterminer

» a qui est le plus petit entier tel que P(X <a)>0,025 et
» b qui est le plus petit entier tel que P(X <b)>0,975 .
On trouve a=0 et b=7.

Comme I'effectif observé dans I'échantillon est 9 qui n'appartient pas a l'intervalle
[0 ; 7], on est conduit a décider que le nombre de cas de leucémie observé est
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Commentaire

Exercice 3

anormal pour une proportion de référence p=0,00052 valable dans tout le pays
avec un risque d'erreur de 5% (on a raisonné ici avec les effectifs et I'intervalle
[a; b] ce qui a évité de tout diviser par 5969 pour obtenir les fréquences.)

Alors que les autorités locales et les experts gouvernementaux ont conclu,
dans un premier temps, qu'il n'y avait rien d'étrange dans le nombre de cas de
leucémie observé, a la suite d'actions et d'études entreprises par les familles
avec leurs propres experts, Le Département de Santé Publique du Massachussets
a officiellement confirmé en avril 1980 que le taux de leucémie constaté était
anormalement élevé. La recherche des causes a conduit a soupconner I'eau de la
ville polluée par le trichloréthyléne. Cette petite histoire illustre bien les enjeux
de la démarche statistique

@ Un tableur donne les résultats suivants pour la binomiale de paramétre 1074
et0,5:

k P(X<k)
504 0,02364
505 0,02725
506 0,03132
507 0,03588
567 0,96868
568 0,97275
569 0,97636
570 0,97957

On lit que le plus petit entier tel que P(X <a)> 0,025 est a=505 et que le plus
petit entier tel que P(X <b)>0,975 est b=569.

L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la loi binomiale de paramétre 4040
et 0,5 est donc l'intervalle

& ; ﬂ soit environ [0,4702 ; 0,5298].

1074 1074

Lintervalle [p—l'p+i} est l'intervalle [0 5- L ;0,54 L
Jn'" n SN T 7N T 7!

soit environ [0,4695 ; 0,5305].

Ces deux intervalles sont presque les mémes, |'intervalle de fluctuation au seuil de

95% de la loi binomiale de parameétre 1074 et 0,5 étant contenu dans I'intervalle

i)
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© Quand on obtient 572 fois Pile, la fréquence observée est f = 5—72 =0,5326.

1074
Cette fréquence observée est en dehors des deux intervalles de fluctuation a

95%, cette piece est jugée déséquilibrée.

Cet exercice s’inspire d’un texte de Buffon. Dans son Essai d arithmétique morale
(1777), Buffon rapporte qu’une piéce ayant été lancée 4040 fois, Pile a était
obtenu 2048 fois. Mais le tableur OpenOffice (ou une calculatrice) ne pouvant

prendre en compte 4040 répétitions lorsque p=0,5, le nombre de répétitions
a été modifié.

Chapitre 4: Exercices d’approfondissement

Exercicel @ On adapte la définition 2 de telle facon que la probabilité que la fréquence
théorique " appartienne a l'intervalle de fluctuation soit supérieure a 99%, et
que la probabilité des deux intervalles extrémes soit strictement inférieure a 0,5%.

La définition de l'intervalle de fluctuation au seuil de 99% est donc :

I'intervalle de fluctuation au seuil de 99% d’une fréquence correspondant a la
réalisation, sur un échantillon aléatoire de taille n, d'une variable aléatoire X de

L . . N a bl ...
loi binomiale de parametres n et p, est l'intervalle [— ; —} défini par :
n n
» aest le plus petit entier tel que P(X <a)>0,005 ;

» best le plus petit entier tel que P(X <b)>0,995.

| P (X/n<a/n) < 0,005 | | P (X/n»b/n) <0,005 | fréquence du
’ [ ] 1 nombre de succés
0 a/n bin 1 dans un échantillon

[a/n ; b/n] : intervalle de fluctation de la fréquence au seuil de 99%

P(a/n<X/n<b/n)>0,99%

Et on adapte la régle de décision a cet intervalle.

On trouve a=494 et b=579. En divisant par 1074 on trouve que |'intervalle de
495 579

fluctuation au seuil de 99% est | — ; ——
1074 "~ 1074

} soit environ [0,4609 ; 0,5391].
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© On adapte de méme la définition de I'intervalle de fluctuation et la régle de
décision avec 90%.

Lintervalle de fluctuation au seuil de 90% d'une fréquence correspondant a la
réalisation, sur un échantillon aléatoire de taille n, d'une variable aléatoire X de

loi binomiale de parameétres net p, est I'intervalle | — ; — | défini par :
n n

» aest le plus petit entier tel que P(X <a)>0,05 ;

» best le plus petit entier tel que P(X <b)=0,95.

On trouve a=510 et b=564. l'intervalle de fluctuation au seuil de 90% est
environ [0,4748 ; 0,5251].

© On observe que les trois intervalles de fluctuation sont inclus les uns dans les
autres :

l,, =[0,4748; 0,5251], I, =[0,4702 ; 0,5298], /,, =[0,4609 ; 0,5391]
et /90 c/95 Clgg.
f=0,5326
0,4>99 0,5 l 0,5391
L L r o 1 | |
T —t T
Igg Igs  Igg

Lintervalle qui a la plus grande amplitude et qui contient les deux autres est
I'intervalle de fluctuation au seuil 99% : en effet, si on veut prendre le minimum
de risque de se tromper, ici 1%, on refusera peu de piéces.

Par contre, si on prend plus de risque, 10%, on sera amené a déclarer déséquilibrées
beaucoup plus de piéces et on trouve un intervalle de fluctuation inclus dans les
deux autres.

La décision dépend du seuil de risque que I'on choisit ce qui dépend bien sar de
la situation.

Dans I'exemple ou on a obtenu Pile 572 fois, la fréquence observée

f—ﬂz0,5326 appartient a l'intervalle de fluctuation au seuil de 99% :

1074
cette piece est alors considérée comme normale a ce seuil.

On a vu dans I'exercice 3 qu‘au seuil de 95%, elle est jugée déséquilibrée, et il en
sera de méme au seuil de 90% puisque I'intervalle de fluctuation au seuil 90%
est inclus dans celui a 95%.

Exercice Il  On adapte la définition 2 du cours de telle facon que I'intervalle qui est la zone
de rejet soit d'un seul coté (le choix du coté dépend de la situation), et que sa
probabilité soit strictement inférieure a 0,05 en étant la plus grande possible.
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Ici I'intervalle de fluctuation unilatéral au seuil de 95% est l'intervalle {0 ; —}
n
ol best le plus petit entier tel que P(X < b)>0,95.

fréquence du nombre de succés
P (X/n>b/n) <
| (*/n>b/n) < 0,05 | dans un échantillon

b/n 1

—_a

O M

[0; b/n]: intervalle de fluctuation unilatéral de la fréquence au seuil de 95%

P(O<X/n<b/n) >0,95%

On trouve b=6, l'intervalle de fluctuation unilatéral est donc [0 ;6] pour les

effectifs et [0 ; %} pour les fréquences, soit environ [0 ; 0,001005].

On observe que la situation a Woburn, ou |'effectif est 9 et la fréquence _59969'

est encore considérée comme anormale lorsqu‘on utilise un test unilatéral. Les
schémas permettent de comprendre que la zone de rejet du c6té de 1 (pour les
fréquences) dans le cas du test bilatéral (cette zone a une probabilité inférieure a
0,025) est incluse dans la zone de rejet pour le test unilatéral (la probabilité est
alors trés proche de 0,05).

Commentaire sur ces deux exercices

Ces deux exercices ont montré le role des choix qui sont faits : choix du seuil de
risque accepté, choix d'un test bilatéral ou unilatéral.

Ces choix ne dépendent pas seulement des mathématiciens.
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||||Eevoir' autocorrectif D

m » Ce devoir n'est pas a envoyer a la correction.

m » \Veuillez réaliser ce devoir apres avoir etudié les sequences /et 8.

Enonceé

Exercice 1

On considere un triangle ABC rectangle isocéle A. On appelle K le projeté orthogonal de A sur la

médiane du triangle issue du sommet C. On veut montrer |'égalité des angles KAB, KBC et KCA.

@ Montrer que : KAB=KCA. Par la suite, on note o cet angle.

©® Onnote AB=AC=a.
a) Calculer cos(oc) et sin(oc).

b) En déduire les longueurs KA et KC.

© a) En utilisant la relation d'Al Kashi, calculer KB.
b) En déduire cos(KBC).

¢) Conclure.

Exercice 2

Soient u et v deux suites définies sur N par :
Uy=Vy=3,Up 1=2Uu,+V,+2 etv, =u,+2v,—2.

O Calculer uy, vy, Uy, v5.

© A I'aide d'un tableur ou de la calculatrice, calculer Uy et vqq.

© On considére les suites (a,) et (b,) définies sur N par:a, =u, +v, et b =u,—v,.

a) Montrer que (a,,) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le 1¢" terme.
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b) Montrer que (b,,) est une suite arithmétique dont on donnera la raison et le
1€ terme.

c) Exprimer a,, et b, en fonction de n.

d) En déduire une expression de u,, et v, en fonction de n.

10
O Calculer Y uy =uy+uy+Uy +...+ Uy
k=0
Exercice 3
L 1T 1 1
Soit (un) définie pour tout nde N* par: v, = Z—:1+—+—+...+—.

<
&

k

>~

1
@ Déterminer le sens de variation de la suite (un )

@ Montrer que, pour tout kde N*,ona:
que, p

1
sz(\/kﬂ—x/;) .
© En déduire que pour tout nde N* : v, >2Jn+1-1.

O Déterminerunrang g (resp. ny) apartirduquel : u, >100 (resp. u,, >109).

Conjecturer  lim u, .
Nn—+oo

Exercice 4

Dans la ville de Woburn, sur la période 1969-1979, il est né 5779 filles et 3 ont
été atteintes de leucémie. La proportion des filles atteintes de leucémie dans

I'ensemble des Etats-Unis est environ égale & p = 0,00038.

Reprendre pour les cas de leucémie chez les filles I'étude qui a été faite pour
les cas de leucémie chez les garcons a Woburn dans I'exercice d'apprentissage
numéro 2.

Exercice 5

Dans la réserve indienne d’Aamjiwnaag, située au Canada, entre 1999 et 2003,
il est né 46 garcons et 86 filles. Peut-on considérer cette proportion comme le
résultat de la fluctuation d'échantillonnage ou faut-il chercher une explication
autre que le hasard ?
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"ll.orrigé autocorrectif D

Exercice 1 C

@ Appelons | le milieu de [AB] (voir figure
ci-contre).

Dans le triangle AKI, rectangle en K, on a:

l@+K/A\J=90°. Donc: @:90°—K/A\J.

Or : KAI=KAB. Donc : KIA = 90°— KAB, _|’/33/
Dans le triangle ACI, rectangle en A, ona: A | ' B

ACI+CIA = 90°. Donc : ACl=90°—CIA.

Or: CIA=KIA. Donc: /Tq=90°—|@\=90°—(90°—K/A\B)=K/A§.

Comme: ,XEI:@ on a donc bien : I@:K/ATB:Q.

® a) Comme le triangle ACl est rectangle en A et que K\CI:K/CK on a:
cos(oc):cos(KEl):E.

5a2 a\/g
2

2
Orona: AC=a et CIZ:CA2+AI2:32+(§J == soit Cl=2

Donc: cos(oc): A—IC:LS: %
a

n 2. . (—=\ Al .
De la méme fagon,ona: sm(oc) = sm(ACI): a Donc: sm(oc):

QL
N SN‘Q)
Ul

b) Dans le triangle AKC, rectangle en K, on a: cos(oc)zcos(@):%:i.

Donc: KC=— AC——
f J5
De méme: 5|n(oc)=sm(ACK)—A@=— Donc: KA = 1 AC=

NN

e

Devoir autocorrectif D - MA12-13 m l l II I I ”

© Cned - Académie en ligne



© a) Dans le triangle ABK, le coté KB est opposé a I'angle KAB=o0.. La relation
d'Al Kashi nous donne :

2
KB2 =KA2+AB2—2><KA><AB><cos(KAB)= A 2 9n @ vant
J5 J5 J5

22
5

A

Etdonc: KB=—=a.

J5
b) Dans le triangle BCK, on connait les longueurs des trois cotés. La

relation d'Al Kashi nous permet donc de calculer cos(K/IéE). On a:

KC? =KB2 +BC2 —2xKBXBC x cos(@\c). Ce qui nous donne :

472 29 .2 2

Ea :ga +23“—-2x—axa 2><cos(KBC

J5
Donc: iazxcos(KBC) 2 2, soit cos(K/B\C)=i.

J5

¢) Comme cos(l&) = cos(oc), on en déduit que : KBC = o = KCA = KAB.

A) 2, 4fz
5

—a xcos(KBC)

Exercice 2

O Ona:

Uy =2uy+vy+2=2x3+3+2=11;
v1:u0+2v0—2:3+2><3—2:7;
Uy =2up+Vvy+2=2x11+7+2=31 et
Vy=Uy+2vy—2=11+2%x7=123.

@ Utilisation du tableur :

Onrentre : n dansAl, u,dans B1, u, dans C1, 0 dans A2, 3 dans B2, 3 dans C2,
=A2+1 dans A3,=2*B2+C2+2 dans B3 et A2+2*B2-2 dans C3. On étend alors
A3, B3, C3, jusqu'aux cellules A12, B12 et C12. On obtient :
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n u, v,

0 3 3

1 11 7

2 31 23

3 87 75
4 251 235
5 739 719
6 2199 2175
7 6575 6547
8 19699 19 667
9 59 067 59 031
10 177 167 177127

Alors : u10:177167 et V10:177127.

© a) Pour entier naturel n:

Hl=u, +1+v, +1=Qu, +v, +2)+u, +2v, —-2)=3u, +3v, =3a,. Ainsi (a,)

est une suite géométrique de raison 3 et de 1¢" terme : a; = Uy + Vv =6.

b) Pour tout entier naturel n:

- 1~ Vst :(2un+Vn+2)—(un+2vn—2):un—vn+4:bn+4.

Ainsi (b, ) estune suite arithmétique de raison4 etde 1¥"terme : by = uy —v, =0.
c) D'aprés a), pour tout entier naturel n:
n n
a,=3"xa;=3"x6.
D'apreés b), pour tout entier naturel n:

bn =4n+b0 =4n.

dDe:a =u +v etb =u —v_, ontire:

a,+b a,—b
u, =—"—"etv, =——" Ainsi pour tout entier naturel n:
2 2
n
n:@:y’x%zn:y’”un et
n
n=@=3”x3—2n=3”+1—2n.
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O Ona:

10
Zuk:u0+u1+u2+...+u10=%><[(a0+a1+...+a10)+(b0+b1+...+b10)]
k=0
I _3M by +b
:1>< a0><1 3 +| 11x 210
2 1-3 2
[ 1 _ 12
e 3t [ 210 | 235234220 60 09
2 2 2 2
Exercice 3
4 1 1 1
Soit (un) définie pour tout nde N* par: v, = Z—:1+—+—+...+—.

© Pourtout nde N* :

1 1 1 1 1 1 1
up -t =|+—=+—4=+.+—+—|-| +——=+—=+.+—=
T ( 2B T \/n+1j( 2 3 nj

:1>0.

\Vn+1

Ainsi la suite (u

n) est strictement croissante.

@ Pour tout kde N* :

(iR iT k)
o]

G R
- (\/k+1+\/z) _<\/k+'|+\/Z)_\/k+1+\/Z.

(expression conjuguée)

Pour tout kde N* : k< k+1 donc \/E <~k +1 (la fonction racine carrée étant
strictement croissante sur [ 0;+<[ ). Ainsi: 2Vk <Jk+1++k et la fonction

inverse étant strictement décroissante sur ]O;+oo[ :

. On en déduit bien que :

1 1
>
zJZ \/k+1+\/E

I R 0
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© D'aprés ce qui précéde, pour tout nde N* :

up, =1+%+%+...+%>1+2(\/§—1)+2(x/§—\/E)+...+2(\/E—\/;)

d'ou un>1—2+2\/n+1.

Soit u, >2Jn+1-1.

O Cherchons xréel tel que : 24/x+1-1>100. Ona:

WXx+1-12100 20 x+1>2101 =V x +1 2%

2
101 . ., . .
& x+12 [—J (la fonction carré étant strictement croissante
sur [0;+oo[)
101

2
S X2 (T] -1 < x >2549,25.
Posons 1y =2550. Lla suite (un) étant croissante, pour tout n=n,
u, Zuno >2,/ng+1-12100.
Cherchons xréel tel que : 24 x+1-1 >10% Ona:

6
WXt 1-1210% @ 2Jx 112105 41 Jx 11210+

2

2
10° +1 . . .
S Xx+H12 (la fonction carré étant strictement

croissante sur [O;+oo[)
2
6
X2[10 +1] _q
2

& x 2250000499999,25 .

Posons n1=1012. La suite (un) étant croissante, pour tout n=n,

6
unzun1 >21/n1+1—1210 .

Il semble qu'aussi grand que I'on veut que soit A, tous les termes de la suite

sont supérieurs a A a partir d'un certain rang. On peut donc conjecturer que :

lim U, = oo,
N—>+oo
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Exercice 4

Pour étudier les cas de leucémie chez les filles, la valeur de p étant trés petite on
ne peut pas utiliser I'intervalle de fluctuation rencontré en Seconde, on va donc
utiliser l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % d'une loi binomiale.

On considere |'épreuve de Bernoulli consistant a choisir une fille dans la
population des Etats —Unis.

Deux cas se présentent :
» elle est atteinte de la leucémie avec une probabilité p=0,00038 ;

» elle n’est pas atteinte de leucémie avec une probabilité g =1-p.
On répéte 5779 fois cette épreuve de Bernoulli.
La variable aléatoire X qui donnent le nombre de filles atteintes de leucémie suit

la loi binomiale de paramétres n=5779 et p=0,00038.

j fx £ = |=LOI.BINOMIALE(A6:5779:0,00038:1)

A I ¢ [ o [ E
01112
0,3555
0,6238
0,8202
0,9280
0,9753|
0,9926
0,9980

P

~ )b W N = O

L'utilisation d'un tableur ou d'une calculatrice (voir le programme de |'exercice
1) permet de déterminer

» a qui est le plus petit entier tel que P(X<a)>0,025 et
» b qui est le plus petit entier tel que P(X<b)>0,975 .

On trouve a=0 et bh=5.

Comme I'effectif observé dans I'échantillon est 3, qui appartient a l'intervalle
[a; b]=1[0; 5], on conclut que le nombre de cas de leucémie chez les filles n'est

pas anormal au seuil de 95 %.

(On a raisonné ici avec les effectifs et I'intervalle [a ; b]=[0; 5], ce qui a évité de
tout diviser par 5779 pour obtenir les fréquences.)
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Exercice 5

Pour savoir si la proportion des naissances des filles et des garcons a Aamjiwnaag,
entre 1999 et 2003, peut &tre considérée comme le résultat de la fluctuation
d'échantillonnage ou non, vous pouvez, ici, utiliser I'intervalle de fluctuation au
seuil de 95 % qui a été admis en Seconde ou celui fourni par la loi binomiale de

parametres n=132 et p=0,5.

Lintervalle [p—i'p+l}—[05—L'05+L} est environ
NN B N F VRN T 7

I'intervalle [0,412 ; 0,588].

La fréquence des naissances de garcon a Aamjiwnaag vaut environ % ~0,348

ce qui est en dehors de cet intervalle de fluctuation au seuil de 95 %.

Avec la loi binomiale de paramétres n=132 et p=0,5 on trouve a=55

b

et b=77 ce qui donne lintervalle F;—}:[SS .17

132132

soit environ
n n

[0,416;0,584] qui est treés voisin de l'intervalle précédent (en étant inclus

dedans) et la fréquence 0,348 est aussi en dehors de [0,416 ; 0,584].

Les deux méthodes amenent a la méme conclusion, la fréquence des naissances
de garcons a Aamjiwnaag est anormale au seuil de 95 %, on dit aussi que
la différence entre la fréquence 0,348 et la fréquence attendue 0,5 est
statistiquement significative.

Commentaire

On aboutit a la méme conclusion si, au lieu de p=0,5 on utilise p=0,512 qui
est le sex-ratio au Canada.

Une enquéte sanitaire a été faite et a conduit a suspecter I'influence sur le sex-
ratio des polluants chimiques issus d'usines chimiques voisines.
[
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