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Avertissement

Utilisation
du livre

—

Nous traitons dans cet ouvrage toutes les ;:_varties du programme
des sections C, D, E de la classe de Premiére paru au B. O, dy
23 avril 1970 et qui n'ont pas été traitées dans le tome |,

Nous avons exposé les notions trigonomeétriques a partir des
rotations vectorielles. Nous avons adopté ce point. de vue
car une telle étude est indispensable pour permettre aux éléves
des sections scientifiques de la classe de Premiére d'aborder
utilement I'étude des programmes des sections C, D, E des
classes Terminales.

A la fin du livre, nous avons groupé un certain nombre de tables
numériques; elles permettent aux éléves de traiter, avec la pré-
cision souhaitable 3 ce niveau, et sans avoir a consulter d'autres
documents, tous les problémes qui peuvent leur étre posés.

A la fin de chaque chapitre, de nombreux exercices, classés par
centres d'intérét, sont proposés aux éléves. Nous avons aussi
donné, & la fin de ce volume un choix de problémes qui recou-
vrent les différentes notions du programme de la classe de
Premiére.

Nous avons voulu que ce livre soit pour nos collegues et pour
leurs éléves un instrument de travail sympathique et efficace;
¢'est avec reconnaissance que nous recevrons les observations
et les suggestions qui nous permettront de |'améliorer.
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Section C. Les notions développées dans la 9¢ partie (chap. 35
et 36) ne figurent pas au programme de la section C. '
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figure pas au programme de la section E.

Section D. Ne figurent pas au programme de la section D les
paragraphes 23 & 59 du chapitre 23, les paragraphes 18 & 30 du
chapitre 25, les paragraphes 23 a 49 du chapitre 33, les chapitres
34 35, 36. Les notions générales de géométrie affine ne figurent
pas explicitement au programme de la section D. Toutefois cer-
tains résultats sont utiles pour I'étude du programme. Selon le
niveau de la classe, le professeur peut ne pas traiter ces cha-
pitres et utiliser alors les résultats acquis en Seconde.
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Programme (B.O. du '23.4.1970).

Section C

Il. Fonctions numériques d’une variable réelle.

Interprétation cinématique de la dérivée : mouvement rectiligne du point; définition de la vitesse
&1 de 'accélération.

3¢ Applications.

b) étude de mouvements rectilignes : mouvement roctilign;a ﬁniform&, ur;ﬂt;rrr;émlnt varié,
vibratoire simple,

. Equations et inéquations.

2¢ Usage de tables numériques, de la régle & calcul et de machin-n-a .csi.cu.lw-
IV. Géométrie vectorielle et géométrie affine

6° Espace affine de dimension 2 ou 3. Trans!afin;nml

Droites et plans affines, intersections, parallélisme.

Repére cartésien; changement d'origine; représentatio Sl )
Equation cartésienne du plan. iy iques de droites et de plan




PROGRAMME (B.O. du 23.4.1970)

V. Produit scalaire et fonctions circulaires.

1° Produit scalaire (espace vectoriel sur IR de dimension 2 ou 3).

Norme d'un vecteur : inégalité de Cauchy-Schwarz; inégalité triangulaire.

Orthogonalité de deux droites vectarielles, d'une droite et d'un plan vectoriels.

Bases orthonormées ; existence. Expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs définis
par leurs coordonnées dans une telle base.

2° Applications linéaires du plan vectoriel dans lui-méme conservant le produit scalaire. Leurs
matrices dans une base orthonormée sont du type :

(1) (Z F':) ou (2) (: _:) avec a2+ b2 =1.

Les matrices du type (1) forment un groupe commutatif; a et | & | ne dépendent que de |'appli-
cation et non du choix de la base; groupe des rotations vectorielles., Etant donné deux vecteurs

unitaires x. et ; il existe une rotation vectorielle unique ¢ telle que ;' = q:(;)

39 Bases orthonormées donnant la méme valeur au coefficient b de la matrice d'une rotation
vectorielle . Orientation du plan vectoriel euclidien. Le plan vectoriel euclidien étant orienté,
Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle ; notations Cos ¢ et Sin ¢. Cosinus et Sinus de la compo-
sée de deux rotations vectorielles. '

4° Angle de deux demi-droites vectorielles D, D’ (unique rotation vectorielle amenant D sur D)
dans le plan vectoriel euclidien. Angle de deux vecteurs, Calcul du Cosinus et du Sinus de I'angle
de deux vecteurs donnés par leurs coordonnées (base orthonormée, plan vectoriel euclidien
orienté). Rotations vectorielles et angles remarquables. Formules d'addition, le groupe des angles
étant noté additivement.

Bo Cercle trigonométrique U. Définition. Bijection du groupe des rotations vectorielles sur U;

structure de groupe de U (notation additive).
Application canonique f'de IR sur le groupe des rotations vectorielles : on admettra |'existence

d'une application surjective 6 de [R sur le groupe des rotations vectorielles telle que,

pour tous x et y réels, 81x 4+ y) = 0(x) + 6(y)
et que la fonction définie par sin x = Sin [B(x)] soit dérivable et de dérivée égale 3 1 pour x =0

(L'enroulement d’un fil sur U pourra suggérer intuitivement le premier de ces faits.) Nombre .
Fonctions circulaires de la variable réelle x :

cos x [= Cos [0(x)]], sin x, tg x.
Ensembles de définition, périodicité, sens de variation, représentations graphigues. On explicitera
les relations entre |es fonctions circulaires définies ici et les rapports trigonométriques introduits

en classe de Troisiéme.

Relation entre cos x et sin x, entre cos x et tg x.
Relations entre les images, par les fonctions circulaires, du nombre x et des nombres :

e ———— —— = = ———— awrm

I IR - + x i + x
r * 2 r r 2 L]

6° Equations cosx=a, sinx=»5h, tgx=c.

7° Formules d’addition ; formules de multiplication par 2; applications. Transformation du produit

scalaire a cos x + b sin x; application 3 |'équation acosx + bsinx + ¢ = 0.

8° Valeurs approchées de sin x, cos x et tg x pour les « petites » valeurs de | x |. Dérivées des fonc-
tions circulaires. Dérivées des fonctions x n—» cos (ax + b) et x n—» sin (ax + b).

V1. Géométrie métrique (dans le plan et dans l'espace).

1o Distance de deux points.
Projection orthogonale d'un point sur un plan, d’un point sur une droite.

Plans perpendiculaires.
29 Cercle dans le plan, rapporté a un repére orthonormé.
3o Spﬁére; sections planes; équation, |'espace étant rapporté & un repére orthonormé.



PROGRAMME (B.O. du 23.4.1970)

Section D

Il. Fonctions numériques d'une variable réelle.
20 |nterprétation cinématique de la dérivée ; mouvement rectiligne du point; définition de la vitesse .
et de |'accélération. _ ‘

3o Applications. . . . étude, . . . de mouvements rectilignes. Représentation graphique .

lll. Equations et inéquations.

2° Usage de tables numériques, de [a régle & calcul et de machines a calculer.

V. Produit scalaire et fonctions circulaires.

1° Produit scalaire dans le plan vectoriel. Révision de ses propriétés : norme d’un vecteur : inégalité
de Cauchy-Schwarz; inégalité triangulaire.

Orthogonalité de deux droites vectorielles.

Bases orthonormées. Expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs définis par leurs
coordonnées dans une telle base.

2° Applications linéaires du plan vectoriel dans lui-méme conservant le produit scalaire. Leurs

: a — b a b
matrices dans une base orthonormée sont du type (1) (b a) ou (2) (b o a) avec

a? 4+ b? = 1. Les matrices du type (1) forment un groupe commutatif. On admettra que a et | b |
ne dépendent que de I'application et non du choix de la base : groupe des rotations vectorielles.

- - * - " - - -

Etant donné deux vecteurs unitaires x et y, il existe une rotation vectorielle unique o telle que
> >

v = o(x).

3° Bases orthonormées donnant la méme valeur au coefficient & de la matrice d’'une rotation
vectorielle p. Orientation du plan vectoriel euclidien. Le plan vectaoriel euclidien étant orienté,
Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle; notations Cos ¢ et Sin ¢. Cosinus et Sinus de la
composée de deux rotations vectorielles,

4° Angle de deux demi-droites vectorielles D, D' (unique rotation vectarielle amenant D sur ")
dans le plan vectoriel euclidien. Angle de deux vecteurs. Calcul du Cosinus et du Sinus de I’angle
de deux vecteurs donnés par leurs coordonnées (base orthonormée, plan vectoriel euclidien orienté).

Rotations vectorielles et angles remarquables. Formules d’addition, le groupe des angles étant
noté additivement.

6 Cercle trigonométrique U. Définition. Bijection du groupe des rotations vectorielles sur U:
structure de groupe de U (notation additive).

Application canonique 0 de IR sur le groupe des rotations vectorielles :
d’une application surjective 6 de IR sur le groupe des rotations vectorielles telle que, pour tous x
et yréels, B(x + y) = 0(x) + 0(y) et que la fonction définie par sin x = Sin [6(x)] soit dérivable
et de dérivée égale & 1 pour x = 0. (L'enroulement d'un fil sur U pourra suggérer intuitivement
le premier de ces faits.) Nombre .

Fonctions circulaires de la variable réelle x :

cos x [= Cos [6(x)1], sin x, tg x.

Ensembles de définition, périodicité, sens de iati i i
les on, 5 variation, représentations .
On explicitera les relations entre lesg fonction B

( | s circulaires définies ici et les ra i iques
introduits en classe de Troisiéme. i e
Helat!un entre cos x et sin x, entre cos x et tg x.

Relations entre les images par les fonctions circulaires, du nombre x ot des nombres

on admettra |'existence

b 3
‘-.X' T — X "z'_x: T 4 x, §+X




PROGRAMME (B.0. du 23.4.1870)

6° Equations cosx =a, sinx=b, tgx=c.
70 Fprmules d'additiufl: formules de multiplication par 2 ; applications. Transformation du produit
scalaire a cos x + b sin x; application 4 I'équation a cos x + b sinx 4+ ¢ = 0.

8° Valeurs approchées de sin x, cos x et tg x pour les « petites » valeurs de | x |. Dérivées des fonc-
tions circulaires. Dérivées des fonctions x A—> cos (ax + b) et x A—» sin (ax + b).

VI. Géométrie ﬁnétrique dans le plan.

Distance de deux points, équation d'une droite en repére orthonormé.

Section E

Il. Fonctions numériques d'une variable réelle.

-

- . . - . . - . . - . . . . . - F

b) étude de mouvements rectilignes : mouvement rectiligne uniforme, uniformément varié,
vibratoire simple.

Ill. Equations et inéquations.

2° Pratique du calcul numérique.
Révision du programme de calcul numérique de Seconde T uniquement & |'occasion d'exercices.
La résolution des problémes donnera lieu toute I'année a un entrainement progressif a la pratique

du calcul numérique. .
Usage de tables numériques, de |a régle 4 calcul et de machines a.calculer. Notions succinctes sur

l'usage d'abaques trés simples.

IV. Géométrie vectorielle et géométrie affine.

5o Espace affine de dimension 2 ou 3. Translations. Droites et plans affines, intersections, paral-
|élisme. Repére cartésien; changement d'origine; représentations paramétriques de droites et
de palns. Equation cartésienne du plan. :

V. Produit scalaire et fonctions circulaires.

1o Produit scalaire (espace vectoriel sur IR de dimension 2 ou 3). Norme d’un vecteur : inégalité
de Cauchy-Schwarz; inégalité triangulaire. Orthogonalité de deux droites vectorielles, d'une droite
et d’'un plan vectoriels. Bases orthonormées; existence. Expression analytique du produit scalaire

de deux vecteurs définis par leurs cordonnées dans une telle base.
29 Applications linéaires du plan vectoriel dans lui-mé&me conservant le produit

—-b a
matrices dans une base orthonormée sont du type : (1) (z a) ou (2) (b _ a) avec
pe commutatif; a et | b | ne dépendent

scalaire. Leurs

a2 + b2 = 1. Les matrices du type (1) forment un grou _ .
que de I'application et non du choix de la base : groupe des rotations vectorielles. Etant donné

> -
deux vecteurs unitaires x et y il existe une rotation vectorielle unique ¢ telle que y = q:(xji

30 Bases orthonormées donnant la méme valeur au coefficient b de la matrice d’une rotation
vectorielle @. Orientation du plan vectoriel euclidien. Le plan vectariel euclidien étant orienté,

Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle ; notations Cos ¢ et Sin ¢, Cosinus et Sinus de la compo-
sée de deux rotations vectorielles.



PROGRAMME (B.O. du 23.4.7870)

4° Angle de deux demi-droites vectorielles D, D' (unigue rotation vec_torielle arner_lant D sur D)
dans le plan vectoriel euclidien, Angle de deux vecteurs. Calcul du Cosinus et du Slr_m_s de I’
de deux vecteurs donnés par leurs coordonnées (base orthonormée, plan vectoriel euclidien ori

Rotations vectorielles et angles remarquables. Formules d'addition, le groupe des angles
noté additivement.

angle
enté),
étant

5o Cercle trigonométrique U, Définition, Bijection du groupe des rotations vect
structure de groupe de U (notation additive). Application canonique 0 sur IR su
rotations vectorielles; on admettra I'existence d'une application surjective I de
des rotations vectorielles telle que, pour tous x et y réels, 0(x + y) =
tion définie par sin x = Sin [0(x)] soit dérivable et de dérivée égale a 1 pour x = 0, (L'enrou-

lement d'un fil sur U pourra suggérer intuitivement le premier de ces faits). Nombre .
Fonctions circulaires de |a variable réelle x :

orielles sur U
r le groupe des
R sur le groupe
0(x) + 0(y)etque la fonc-

cos x [= Cos [0(x) 1], sin x, tg x.
Ensembles de définition, périodicité, sens de variation,

les relations entre les fonctions circulaires définies ici et
classe de Troisieme, Relation entre ¢

Relations entre les images, par les f

représentations graphiques. On explicitera

les rapports trigonométriques introduits en
0s X et sin x, entre cos X et tg x,

onctions circulaires, du nombre x et des nombres ;
™

2+x.

b
—X, "—X, =—X, w4+ x
2
6° Equationscos x = a, sin x = b, tax=c.
7° Formules d‘addition ; formule
scalaire a cos x + b sin x: applic

VI,

s de multiplication par 2; applications. Transformation du produit
ation a |'équation a cos x +bsinx+c=0.

Géométrie métrique (dans le plan et I"espace).
1° Distance de deux paints.

Projection orthogonale d’un point sur un plan, d'un point sur une droite, plans perpendiculaires.
2° Cercle dans le plan, rapporté & un repére orthonormé.

3° Eléments de geéométrie descriptive en vue d'illustrer les problaémes dy paragraphe VI (1) : repré-

sentation du point, de la droite, du plan (révision), changement de plan de projection, intersection
de plans et de droites ; rabattement d'un plan sur un plan horizontal.




CINQUIEME PARTIE

espaces affines
et espaces vectoriels euclidiens

Les paragraphes 23 & 59 du chapitre 23 et 18 & 30
du chapitre 25 ne sont pas au programme de la
section D.



22.
Espaces affines

Espace affine associé & un espace vectoriel.

Introduction.

Rappelons les différentes étapes qui nous ont permis, en classe de Seconde, de

construire un plan vectoriel P 3 partir d'un plan géométrique P.
1. On appelle bipoint de P tout couple (A, B) de points de P, c’est-a-dire tout
élément de P x P.

2. On définit dans P P une relation d'équivalence, notée ~, et appelée relation
d'équipollence. '

3. On appelle vecteur toute classe d'équivalence de la relation d’équipollence
dans P x P. Un vecteur V est donc un elément de I'ensemble quotient (P> P)/~.
Si un vecteur V admet pour représentant un bipoint (A, B), ce vecteur V est aussi
noté AB.

4. On dimontre que, si O est un point du plan P, pour tout vecteur V du plan
vectoriel P associé a P, il existe un point M unique de P pourlequelona : OM = V.
5. On définit une applicati PxP P. I'additi

s ", une application de Nidans P, I'addition des vecteurs :
PxP— P (VW) s VoW Y

Cette addition des vecteurs posséde la propriété suivante °

VA B.C)ePxPxP, AB+BE=ag

6. On définit une a
les réels :

R¥XP —» P (2 G)-"u—’- AV

?i' Or_1 démontre que I'ensemble P muni de I'addition des vecteurs et de la multi-
plication des vecteurs par les réels est un espace vectoriel sur R, de dimension 2.

b

pplication de IR x P dans P, la multiplication des vecteurs par



22, ESPACES AFFINES

2 Considérons alors la surjection canonique ¢ de P x P sur P définie par :
Cette application ¢ posséde les deux propriétés suivantes :
(a) Pour tout point O de P et pour tout vecteur V de F, il existe un point M unique
de P pour lequelona : (0, M) = V.
(b) Pour tout triplet (A, B, C) de points du plan P, on a :
¢(A. B) + ¢(B, C) = ¢(A, C).

A partir d'un plan géométrique P, nous avons donc construit un plan vectoriel P
dont la structure est liée a celle de P par I'application g.

3 Dans ce chapitre, nous allons montrer qu'il est possible de construire & partir d'un
espace vectoriel E un ensemble A muni d’'une structure analogue a celle de P et
appelé espace affine associé 3 I'espace vectoriel .E.

Espace affine.

4 DEFINITION : Soient A un ensemble non vide et E un espace vectoriel
sur [R. On dit que A est un espace affine associé a I'espace vectoriel E
si et seulement s'il existe une application g de Ax A dans E qui posséde
les deux propriétés suivantes :

(@) YyOeA, YxeE JIMeA (0 M)=x;
(B) (O, M, N)e A3, (0, M)+ o(M, N) = ¢(O, N).

Exemples : 1. Il résulte de l'introduction précédente qu'un plan géométrique P
est un espace affine associé au plan vectoriel P.

2. Considérons un espace vectoriel E et I'application ¢ de E X E dans E définie par :
9 : EXE — E (x, y) n— y—x.

L'application ¢ posséde les propriétés :

(a) Pour tout vecteur x de E et pour tout vecteur y de E, il existe un vecteur z unique
de E tel que : ¢(x, z) = y;ce vecteur unique zest: z=Xx+ y.

(b) Pour tout triplet (x, v, z) de vecteurs de E, on a I'égalité :
o(x, y)+ o(v,2)= (v — x) + (z—y). ou encore :
@(x, ¥)+ @(y, z) =z — x, Clest-a-dire :

o(x y)+ 9. 2) = ¢(x 2). _
Il en résulte que I'espace vectoriel E est un espace affine associé a E.

5§ Remarque : Soit A un espace affine associé a un espace vectoriel E. Considérons
un élément O de A et I'application ¢, de A dans E définie par :
9o : A— E M ~n— go(M) = ¢(0, M).
La premiére propriété de I'application ¢ de A A dans E est alors logiquement
équivalente a la propriété : Pour tout élément O de A et pour tout vecteur x de E,
il existe un élément unique M de A pour lequel on a : ¢o(M) = x.
Pour tout élément O de A, I'application ¢, est donc une bijection de A sur E.




22. ESPACES AFFINES

Point et bipoint d'un espace affine.

’ ace affine, et
DEFINITION : On appelle point tout élém;l_'lt d‘un espace affine, gt
. ine.
bipoint tout couple de points de cet espace a

r M .

Nous avons donc : (M, N) = MN. N
Ecrivons avec cette notation les propriétés (a)
duites au n° 4 ; -

(@) yOeA YxeE JIMeA OM = x;
(6) §(O, M, N) € A3, OM + MN = ON.

et (b) de l'application ¢ intro-

Remarques : 1. De la premiére propriété, nous déduisons lI'implication :
¥(O.M, N) A3, (OM =0ON) — (M = N). '

2. De la seconde propriété, nous déduisons I'égalité :

¥(O, M, N)eA3, MN = ON — OM,

THEOREME : Pour tout bipoint (M, N) d'un espace affine, le vecteur MN
est nul si et seulement si l'ona : M = N.

De la propriété (b) d'un espace affine A, nous déduisons, pour tout point M,
I'égalité : MM + MM = MM.

Il en résulte : MM = 0.

Réciproquement, soient deux points M et N pour lesquels ona : MN = O¢.
Nous avons : MN = MM ; il résulte de la remarque du n° 7 I'égalité : M = N.
Nous en concluons: (M, N) e A2, (W\i = OE) <= (M = N).

Translations affines,

Notion de translation affine,

Exemple : L'application identique da
vecteur nul : idy = tog-

8

ns A est |3 translation affine associée au



22. ESPACES AFFINES

Egalité de deux translations affines.

10 THEOREME : Dans un espace affine A associé a un espace vectoriel E,
deux translations affines ¢, et ¢, sont égales si et seulement ci les vec-

teurs x et y sont égaux.

Pour tout point M de I'espace affine A, nous avons les équivalences logiques :
(M) = M) = (MM =x); (M) = M") <— (MM" = y).

Les translations f, et £, sont égales si et seulement si, pour tout point M de A,ona:
M’ = M", c'est-a-dire si et seulementsilona : x=Y.

11 TH-EDHEME : Soit G I'ensemble des translations affines d'un espace
affine A associé 3 un espace vectoriel E. L'application { de E dans T

définie par : x n— (, est une bijection.

En effet, I'application ¢ est surjective d'aprés la définition de I'ensemble T et elle
est injective d'aprés le théoréme n@ 10.

Composée de deux translations affines.

THEOREME : L’'ensemble T des translations affines d'un espace affine A

12
est stable pour la loi o dans I'ensemble 7 (A, A) des applications dans A.

L'ensemble T des translations affines de I'espace affine A est une partie de F (A, A).

Montrons que cette partie est stable pour la loi o dans I'ensemble F (A, A).
Soient , et t,, deux translations affines dans A de vecteurs respectifs x et x'. Pour

tout point M de A, posons : t. (M) = M’ et £, (M’) = M"; nous avons donc :
(x'utx)(M) = M"
Des égalités

déduisons I'égalité : MM" = x + x".
Pour tout point M de A, nous avons donc : (taot) (M) = b (M).

Il en résulte I'égalité : fuof, = Lepx
La composée de la translation affine Z, par la translation affine t,, est donc la

translation Z,, , de vecteur X + Xx".

MM =x MM'=x'" et MM+ MM" = MM;, nous

THEOREME : L'application ¢ de E dans G définie par: x n— 1, est
e I'ensemble E muni de I'addition des vecteurs sur
translations affines.

13
un isomorphisme d
I'ensemble T muni de la loi de composition des

En effet, quels que soient les éléments x et x' .de E, nous avons :

"IJ(X) = 1 ‘I‘(xf) =Ly LI)(X+ xf} = ly4x

De I'étude précédente, nous déduisons I'égalité : Y(xYod(x)= y(x+ x').
Cette égalité exprime que { est un homomorphisme de (E, +) dans (T, o).

De plus, I'application ¢ est une bijection; I'homomorphisme de (E. +) dans (G, o)

est donc un isomorphisme.



14

15

16

17

22. ESPACES AFFINES

Propriété d'une translation affine.

THEOREME : Une translation affine d'un espace affine A est une pey.
mutation de A.

S——

i s I'égalité : t_,of = ¢
T e veebour il O at I ranslation fo est 3pplication Fien
ggﬂ? foaullz ﬁanslation affine t, dans A, il exisF; donc une translation affine, t_, pour
ll?(;:e:ées;rea{r;‘* :&’O,:x ;'fﬁm; tl) :;:er}: e—st’u:.e bijection de A sur A, c'est-3-dire
t’r:ei:;:t}:r:a?:; chu:ip::: :g::iz ge I'ensemble JB(A, A) des permutations de A,

Groupe des translations affines.

THEOREME : L'ensemble T des translations affines d’un espace affine A
est un sous-groupe du groupe $(A, A) des permutations de A.

En effet, nous avons les propriétés :
1. T est non vide. Nous avons en effet to. € T.
2. Nous avons vu (n° 12, p. 9) que T est stable pour la loj o,

3. Le symétrique pour la loi o de tout élément t, de T appartient a G ; c'est la trans-
lation 7_,.

L'ensemble G des translations affines dans A est donc un groupe pour la loi induite o.

THEOREME : Le groupe (T, o) est un groupe commutatif.

Nous avons en effet les eégalités : t,0f, = Lew € Lot =
L'addition dans E est une loj commutative : x 4 x' = y’ + X.
Nous en déduisons I"égalité

Dol = tx'+x Oou encore : ot = t,ol,

' +x

Sous-espaces affines.

Notion de Sous-espace affine.

THEOREME - Soient A yn

€Space affine a

O un pointde AetF yn SOus-espace vactori:lfio
B={M|MecA o OM e F} es

vectoriel F,

Cié & un espace vectoriel E,
e E. L'ensemble B défini par :

t un espace affine associé a I'espace

de I'espace affine A vérifie les

€ F; nous avonsdonc : Q¢ B

10
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A est un espace affine associé a E; il existe donc une application ¢ de AX A dansl E
qui posséde les propriétés (a) et (b) du n° 4, pi. Dte__plus, pour tout bipoint
(M, N) de l'espace affine A, on a : ¢(M, N) = ON — OM. T

Si les points M et N appartiennent & B, nous avons : OM eF et ONeF; il en
résulte que la différence ON — OM, c'est-a-dire : o(M, N), appartient aF.
Considérons alors I'application @, de B x B dans F définie par :

yM e B, fNeB, o, (M, N) = o(M, N).

Démontrons que l'application ¢, posséde les deux propriétés (a;) et (b4) :

(a;) yLeB, YxeF,  JIMeB, e (L. M) = x;

Pour tout point L de B et pour tout vecteur x de F, il existe un point unique M de A
pour lequel on a : LM = x, c'est-a-dire : OM — OL = x.

Nous en déduisons - OM = x + OL. Les vecteurs x et oL appartiennent au sous-

espace vectoriel F; le vecteur OM appartient aussi 3 ce sous-espace vectoriel.
Le point M appartient donc a I'ensemble B.

(b)) Y(L M, N) B2, (L M)+ o(M, N)= ¢ (L N).

Pour tout triplet (L, M, N) de points de I'ensemble B, nous avons :

o1 (L, M) =a(L, M); (M, N)=¢(M,N); o (L N) = ¢(L N).

De I'égalité : (L, M) + @(M, N) = (L, N), nous déduisons I'égalité :
o1 (L, M) + @1 (M, N) = 9, (L, N).

L'exemple précédent nous conduit & donner la définition :

DEFINITION : Soit A un espace affine associé a un espace vectoriel E
sur [R. On dit qu'une partie B de A est un sous-espace affine de A si et
seulement s'il existe un point O de B et un sous-espace vectoriel F de E

pour lesquels on a I'égalité : B={M|MeA et OMe 33

On dit que F est la direction du sous-espace affine B.
Il résulte du théoréme précédent que, si B est un sous-espace affine de A de
direction F, alors B est un espace affine associé a F.

Considérons un point O' de B. De la définition de B, il résulte que le vecteur 00’
appartient a F. Pour tout point M de A, nous avons les égalités :

OM =00+ O'M et O'M = 00 + OM.

Nous en déduisons que le vecteur oM appartient a F si et seulement si le vecteur

o'M appartient a F. Nous avons donc I'égalité : B = {M] MeA et O'Me F}.
La définition du sous-espace affine B ne dépend donc pas du point O choisi dans B.

Sous-espaces affines paralléles.

DE_FINITION . Soient B et B, deux sous-espaces affines d’'un espace
affme A. On dit que le sous-espace B est paralléle au sous-espace B,
si et seulement si la direction de B est égale a la direction de B,.

On note alors : B/B,.

n
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elation de parallélisme est une relation d'équival

—
E : Lar ’ &nca
21 THEOREME : s sous-espaces affines d'un espace affine A,

dans I'ensemble de

i lation réflexi vt
On vérifie, en effet, que la relation de parallélisme est une relation réflexive, SYmé-
n veritie, d

' transitive. _ . ,
tgr?uauzt classe d'équivalence pour la relation de parallélisme est |'ensemble des
a J :
sou&i espaces affines associés a un sous-espace vectoriel donné de E.

Propriétés des sous-espaces affines paralléles.

22 THEOREME : Si B et B, sont deux sous-espaces affines parallgles,
ils sont égaux ou disjoints.

En effet, si deux sous-espaces affines paralléles B et B, de direction F, ne sont pas
disjoints, leur intersection n'est pas vide. Soit O un point de cette intersection ; il
résulte du n° 18, p. 11, les égalités :

B={M|MecA et OMeF} et B,={M|MecA et OM eF},
Nous avons donc ['égalité : B = B,.

THEOREME : Soit A un espace affine associé a un espace vectoriel E.
Pour tout point O de A et pour tout sSous-espace vectoriel F de E, il existe

un sous-espace affine unique B de direction F tel que le point O appar-
tienne a B.

En effet, un tel Sous-espace affine B existe: il suffi
affine défini par : B = {M|M e A et OM e F},
Il résulte du théoréme précédent que B est unique.

t de prendre le SOus-espace

Image d'un sous-espace affine par une translation affine.

24 THEOREME - L'image d'un sous.-es

A Pace affine B lation
affine est un Sous-espace affine parallale a B. ma ey

affine B, de direct
nslation affine

Considérons un SOous-espace

i | »
L'image B’ de B par une tra on F, et un point O de B.

i " I N'est pas vide; en effet, le point O’
défini par : 00" = x appartient 3 B’ ' ;
Ix est une bijection sur A pour tout poi
: Point M’ de A il exist i i
e do ue M
de A pour lequel on a D MM = x B s

Eous avons alors : OM = Q0" 4 O'M' + M'M = o'M’
.n point M’ de A appartient 3 B’ sj et Seulement gj M app-arl_" i '
Sl et seulement si OM appartient 3 F. TR
Nous avons donc :
g’en résulte I'égalits - B' = {M’\ M'eA et O\ EEFF).

estdonc un Sous-espace affine de A;jl est de direction F . il est donc paralléle a B.
12

IM'€A, (M'eB) < (g
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25 THEOREME : Soient B et B’ deux sous-espaces affines paralléles. Pour

R RN~

27

tout point O de B et pour tout point O’ de B’, B est I'image de B par la
translation affine de vecteur O0’'.

Considérons en effet deux sous-espaces affines paralléles B et B', un point O de B
et un point O’ de B’.

Posons : x = 00’ et considérons la translation affine t.. L'image de O parf, est O'.
L'image de B par t, est un sous-espace affine B, paralléle 3 Betl'on a: 0’ e B,.
Il résulte du n° 23, p. 12, que les sous-espaces affines B, et B’ sont égaux; nous
avons donc : t,(B) = B'.

Remarque : Nous montrerons au n° 50, p. 31, qu'il existe des sous-espaces affines
qui sont disjoints et qui ne sont pas paralléles. On ne peut donc pas dire que
deux sous-espaces affines disjoints soient nécessairement paralléles.

Intersection de deux sous-espaces affines.

THEOREME : Soient B et B, deux sous-espaces affines d'un espace
affine A. Si les sous-espaces B et B, ne sont pas disjoints, leur inter-
section est un sous-espace affine de A.

Considérons deux sous-espaces affines B et B, non disjoints. Désignons respec-
tivement par F et par F, les directions de ces sous-espaces affines, et par O un

point de l'intersection BN B,.

Nous avons les équivalences logiques :

(MeB) <> (OMeF) et (MeB,) <> (OMeF,).
Nous en déduisons : (M € BnB,;) <—> (OM € FnF,).

L'intersection des sous-espaces vectoriels F et F, est un sous-espace vectoriel
de E: lintersection B n B, est donc un sous-espace affine de direction FNF;.

Espaces affines de dimension finie.

Espace affine de dimension finie.

DEFINITION : On dit qu‘un espace affine A associé a un espace vectoriel
E sur IR est de dimension finie si et seulement si E est un espace vectoriel

de dimension finie.

Si la dimension de E est n, on dit aussi que la dimension de A est 2.

13
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Repére cartésien d'un espace affine de dimension finie,

—

DEFINITION : Soient : 5 =(e, €5 ... 6, une base d'un espace
vectoriel E de dimension n et O un point d'un espace affine A associé 3 E,
On appelle repére cartésien de A le (7 + 1)-uplet (O, ey, €2, ..., €,).

Nous noterons aussi (0, B) le repére cartésien (O, €5, €3, ..., €,).
Le point O est appelé origine du repére cartésien.

Coordonnées d'un point dans un repére cartésien.

Soient A un espace affine associé a un espace vectoriel E de dimension n, O un
pointde Aet b = (e,, ey, ..., €,) une base de E.

DEFINITION : On appelle coordonnées d'un point M de A dans le repére
cartésien (O, B) les coordonnées du vecteur OM dans la base 5.

Si l'on a : m = 418, + Ua8a 5 ol

.. T ©,€,, On dit que «; est la i#me coordonnée
du point M dans le repére (0, $).

Exemple : Soient un espace vectoriel E de dimension 2 et A un espace affine
associé a E. Désignons respectivement par B une base (e;, e,) de E et par O un
point de A. Le point M a pour coordonnées (2, — 1) dans le repére cartésien
(O, B) si et seulement si 'ona: OM = 2e, — e,.

Il résulte de la définition que deux points d'un espace affine sont égaux si et seule-

ment si leurs coordonnées dans un repére cartésien (0, B) sont égales.

Considérons, dans un espace affine A de dimension n, un repére cartésien

(O, &4, 5 ..., 8,) et deux points M et N de coordonnées respectives dans ce
repere : (a4, ay, ..., «,) et (B, B2, ..., Bn).
Nous avons donc :

OM = %18y + o282 + ...+ a8, et : ON = Bies + Boes + ... + B.en-
De I'égalité : MN = ON — OM, nous déduisons -

MN = (Br — ar)ey + (B — aa)e, + ... + (B — «,)e,.
Les coordonnées du vecteur m da

(ﬂl =y BZ — U, ..., Bn T fxn)-

ns la base (e, €z, ..., €,) sontdonc :

THEOREME : Soit,

dans un espace affine A de
cartésien (0, e, e,, .

-+ ;). Pour tout/ appartena

donnée du vecteur MN sur ¢; est égale
donnée de N et de la jiem

14

dimension n, un repére
nta{1,2 .., n} lacoor-

d la différence de la /m= coor-
° coordonnée de M dans (O €1, €2, ..., €,).

=



22. ESPACES AFFINES
Changement d'origine d'un repére cartésien.

34 gonsidérotzsga?s‘btfnsegpacejﬁine A associé & un espace vectoriel E de dimension n
eux points O e olent (e, &5 ) une base d
' 83, ..., eE et (x;, x5, .... %
les coordonneées du point O’ dans e repére car?ésuen (O, B); nous avE)r:s :2 .
DO‘ = X8y + X285 + , +XE
Soit un point M de Ie5pace affine A
(0, B) sont (o, e %20 -y I

Nous avons : OM = ey + e, 4 .
Désignons par (o, o, ..., o)
cartésien (O', B).

- Y '
Nous avons : O'M = : ey F Otzf-'z + .o+ e,

De I'égalité 3 OM = 00’ + O'M, il résulte les égalités :
u1=x1+ﬁ.1.. ﬂ!z-—Xz'i"Dlz. ey —Xn+f.'(n.

THEOREME : Soient O et O’ deux points d'un espace affine A associé a
un espace vectoriel E de dimension n et & une base de E. Pour tout point
M de A, la /#me coordonnée de M dans (O, B) est égale a la somme de la

jitme ;]:;ordonnee de O’ dans (O, B) et de la /*m ¢coordonnée de M dans
(D’

dont les coordonnées dans le repére cartésien

-+ wqe,
les coordonnées de ce point M dans le repére

EXERCICES 1 Soient A un espace affine associé 2 un espace vectoriel E et (M, N) un

bipoint.
\ 1° Montrer qu'il existe un pDI\I‘It Ié:l.mlque de A pour lequel on a r-“}r " + } ‘/\
M+iN=0. =t 0% =

I=Zh+ AN
| est appelé milieu du blpmn! [M N). P 2

s

privgr i s ¥

2° Montrer que l'ona : JOeA, Ol = -2-(0M1_-1;DN). N B
I

: s o B D\".;ml—ﬁ"*‘ihm‘“]‘ﬁ

- 2 Soit A un espace affine associé 3 un espace vectoriel E. On définit dans
I'ensemble des bipoints de A une relation, notée ~, par :
o (N~ (P, @) <= (MN = PQ).
L /" N 1° Montrer que ~ est une ralatlc-n déquwalencm on Iappelle relation
d’équipollence. [ |-"1~£I";*4\I Can PR:= T waw-liwa 'r.t Lonas) .AV«\)"_.R. Jwvl.(-?.«{

«1 2° Montrer |'gquwalence logique : -—?'U'\ N\M, “\\tﬁ = P \
= P{ oy

(M N)~ (P, @) <—> ((M.P)~ (N, Q). & (F4Fp = PNANG 6 VP = N
/' — 3o Montrer que deux bipoints sont éqmpnllents si et seulement s'ils ont & (1 P) v 'Hu'}
méme |;mlreu [r",h'] ~ (P, o) e v“,i F'&‘ & ME = N & |
__‘,3 ,UJ‘I o rh,{@),i(;, LHyN\“"'f u.\'}‘:-—-"’ Chu-lu-.}tb'? '-"\a t\nmw\-\vﬂw
3 Soit ¢ une application d'un espace affine A dans lui-méme. On pose :
t(M)y = M' et t(N) =N’
Montrer gue t est une translation affine si et seulement sj :

¥(M, N)eAxA, MN = M'N". —>
=)) ymQ ﬁf-;‘.-;hﬂ@ T’Ik] “‘*H'
1 \
\ Q) ¢ 13*1"\-’3":‘:...1"(}\’\-‘1‘4‘\ \"’"Nf-\"\"hjll_:_f—jgd “‘:'& 5’{; l~ =
RS0 v”"_ Pﬂﬂrn'(f%“‘fl ) PPIP= P Ry

At {pp‘ Pl (P, 5 A0) Aom

7 TS
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EXERCICES & Soie

de A. On appelle symétrie i
ssocie le point M’ de A définipar : OM' = — oM

i 3 chaque point Mde A, @ : L
Symitries ERARILE En déduire que sy est une bijection.

centrales. |\ 1 Vérifier I'égalité : So0So = ida:
_ \2° Soient M et N deux points d.a A. Onr;;is}
VX grifier 'égalité :_ M'N
Soient | le milieu du bipoint (M, N) et

est le milieu du bipoint (M’, N'). :

\/'3° Soient O, et O, deux points de A et M un point de A.

| | On désigne par M,
trale de centre O, et par la symétrie centrale de centre Oa.

Montrer que, pour tout point M de .f\, ona : .M1Mzi = 20,0

Vimage de | par so. Montrer gus

aed RN Y

v v - -y - - - y o W " b X
'I"l,ﬁ:, =0y t0,0, 40 M, = 0,6, =Qwn, + Oyt1,° ﬁqr@, -tqih 'Q-E ‘:“

5 Soit A un espace affine associé a un espace vectoriel E. On ufilisera dans

cice n° 4,
On désigne par T I'ensemble des translations affines de A, par 8 I'ensemble
S des symétries centrales de A. ‘ ';:" [Fg;f?_-_rp" =) pp' '-;:?I_’j_hi
v 1o Soient M et N deux points de A, démontrer I'égalité : syosy = T
\ N 2° Démontrer que I'ensemble TUS muni de la loi de composition des
applications est un groupe. Ce groupe est-il commutatif ?m# 4, 054 =
%, 3° Soient M et N deux points de A et 2 un vecteur de E. Résoudre dans |e
groupe (G US, o) les équations :

Aixot, = sm JISMOX = § Ay X of, y &) X= %‘1

J " /oM N- N =q /
';',JSMOXDSM = Sy, 4 t,oxol, = spg.

Barycentre. # Dans les exercices suivants (n° 6 & n° 8), on considére un espace

affine A aﬁsucié a un espace vectoriel E et on appelle point M de A affecté
du coefficient 3, tout couple (M, A) de I'ensemble produit : A % IR, -

6 Soient (My,%) et (My,2;) deux couples de A xIR. On considére

I’a;pplicaﬁun fde Adans E définie par: P ,—» F(P) = A FETJ‘T: o lzmﬂ
~/1¢ Montrer que, pour tout couple (P, Q) de points de A,ona. =

FP) = £(Q) + O + 2) PA. s F o) M2 Py - 22 SN (p) = 3G

20 E i : -
ki Enﬁ%ﬁatr'efl'}"afpﬁ',? + Az estun rée| non nul, f est une bijection de A
XA T R0 <D s buge o meag 4 O
. (3° On suppose désormais = ./ 10 Gt OFTaiis Ufg) = & 1. &
\ 57 A+ A =D @ i
: affects du coefficient , et du poing # 0. On appelie batycentre du point My
de A défini par - f[G‘) . ul;_pmm M; affecté du coefficient A, le point G

En déduire - “PM & —
' . A, MG = 1 —— e
A gt e/ 4 Soit g u 7y MMy + ML),
: fﬁ{w F Un réel non nul, M
: 45 - Montrer que G est e barycentre du point M,

2 affecté du coefficient gh..

rycentre du point M, affecté du coeffi-
fficient 27

“J 6° Soitiun réeln

: on nul, Quel
cient A et du poi estle ba

" M2 affecté du coe

16

.

A un espace affine associé & un espace vectoriel E, O un point
centrale de centre O I'application, notée s, qui,

o MY e 2o (Y et Nt (),
\ ' Al = n o "_. y  —
RN, L ot FVO FNTME 8 Ml = o~ o

ol e
TR 25 AU
- . -

B-IngeIN = wlgl l-'l»iTJ_l ( ton I = 1‘5';_' Le

1_1 | {'P l%Nn

et M, les images respectives de M par la symétrie cen- "’“l'n_’:(( f

0.

=
K'fa'-]-,
a

cet exercice les propriétés des symétries centrales démontrées dans I'axer'-"} t

4055,

D‘-:L: E}'ﬁ;l

3y X hPoon | k) XL a0,

.
)- (&)

0% fihex

e
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7 Soient {Mp)q). (Mz,)‘z:‘; (M3-

A i ;
I'application f de A dan a) trois couples de A x [R. On considére

s E définie par : —
- e ~ g B 700 £
. :’ N> F(P) = MPMi1 + 0PN + aPMa. , +(P)= TC@)+ Gt P o) PA ()
. 1° Montrer que, si %, + 3, +
; g 3 BSt un réel non nul, f est une bijection de b
A surE Amnechion doconde do ) 5 murncliony e 1,30 R = 40 Ui l9)-5 ]

 2° On su i a\PTY Gl
| \! PROSe désormais : A; + %, + 2, 5 0. On appelle barycentre des oeh qtf“"‘

points M,, l_v‘l? et M5 affectés respectivement des coefficients MoAzethgle
point G défini par : f(G) = Og.

En déduire :
YMeA, MG =

1 e, s i
T iy S (MMM, + 2,MN, + AaMM3).

. 3° On suppose : Ay 4 s 3= 0,

| On désigne par G’ le barycentre des points M, et M, affectés respecti-
) vement des coefficients 2, et 2,.

Montrer l_:|ue G est le barycentre du point G’ affecté du coefficient Mo+ A
et du point M, affecté du coefficient As.

‘Appj;ﬂaﬁggﬂ'\. Soient M,, M3, Mj trois points d'un espace affine de dimen-

sion 2 tels que le systdme (M-. Mz, M, Ma) soit libre.

Cnnstruiref!a, barycentre des points M, M, M, affectés du méme coeffi-
cient 1. A ‘ond (o Comtie g{gl&d‘mw el 't}u'afmg,ﬂ(_ My, hgh_‘_{)
Quel résultat classique de géométrie élémentaire retrnuveﬂrun‘}

8 Soient (My, A1), (Mg, &3), ..., (Mg, A,), n couples de A x IR. On cons -
dére I'application f de A dans E définie par :

P A—> F(P) = 2PM; + 2PMz2 + ... + 3,PM,..

i=n { L —
On adonc : ()= > 2PM,. 5 N (P, meﬁxf*)ﬂ:[ﬂf Fle) H\g**)’é‘

i=1
J i=n
/ \ r.' 1o Montrer gue, si z 2, est un réel non nul, f est une bijection de A sur E.
/N
/

I=n

f \ i!2" On suppose : Zl,- # 0. On appelle barycentre des n points M,
\ i=1
"falfectés du coefficient %;, le point G défini par : f(G) = Og.
i=n

f=n
" Endéduire : YMeA, (21,) MG = ZL;MM,.
f_=1 f=1

. J 3e Soit t, une translation affine. . y . L= T,'i:\
\ | On désigne respectivement par G’ et par hﬂ{ les l,r,n_ageil ggeemtreid% %= Gl

points G et M, par . Z=u'Gl 1 =S, (G0 G 3 P ),.‘."’ % (ne boo (W W)
J Montrer que G’ est le barycentre des 71 points M, affectés du coefficient A, aeian !

4° On suppose que les n points M, appartiennent & un sous-espace affine B.
~' Montrer que G appilrtie:: aB. b \ ;} b i JJ:A',{(
5Cn = £ (E 2108y € -

i S

4 A
AR

5. Dy
& od ren-\n] Areh G



22. ESPACES AFFINES

9 ‘Soient A un espace affine associé & un espace vectoriel E, Q o 0’ douy
EXEHEICES points de A, et f une application linéaire de E dans E. On considare I"applica.

tion u de A dans A qui, & chaque point M de A, associe le point M" défin; py, .
Appl'::ftii,:’: __PD‘M’ = f(ﬁ'ﬁ) On a donc |'équivalence logique :

(M = u(M)) <—> (o™ = 7(OM)).

On dit que v est une application affine de A dans A.

1° Quelle est I'image de O paru? ‘ . o

20 Quelle est I'application affine v dans le cas oU f est |"application idg ?
3° Montrer que v est une bijection sur A si et seulement si f est une bijection
sur A, ‘ . . .

4¢ Donner une condition nécessaire et suffisante pour que | application 4
posséde la propriété : JM €A, u(M) =M.

5° Soit B un sous-espace affine de A de direction B ; montrer que u(B) est
un sous-espace affine de A. Donner la direction de u(B).

6° SoientO" un point de Adistinct de O', etu' I'application affine définie par:
(M" = u’(M)) < (gﬂmﬂ = f(om_)),

Que peut-on dire des images u(B) et u'(B) d'un sous-espace affine B
de A?

Donner une condition pour que I'on ait : u(B) = v'(B).

10 Soit A un espace affine associé 3 un espace vectoriel E. On considére
la loi de composition externe dans A a opérateurs dans E, notée L, définie
| par I'équivalence logique :
YMeA,  yxeE (M Lx=N) <— (MN=x).
| 1° Veérifier la propriété - (N=M Lx) == (2,(M) = N),
2° Montrer que la |oi L posséde les propriétés -
a) ¥(x y) e E2, IMeA, ML@x+y)=(MLx) Ly
b) Y(M,N)e A2, JixeE M L x =N,

11 Soient A un ensemble no

n vide, E un espace vectoriel sur IR et une loi
[~ | de composition ex

. terne dans A, & opérateurs dans E, notée L, qui posséde }
| les propriéiés suivantes : r
| @) Yix y)eE2 iMea, MLx+y)=MLx) Ly .
VI DVMN €A JixeE M Lyop ' |
\ | 1° Définir, a partir de |a propriété (b) une application ¢ de A x A dans E. ¥
2° Montrer que A est un espace affine associé a F. 3
\ 3° Caractériser les translations affines de A.

-

T .-‘_ 1)
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Espaces affines
de dimension 1, 2 3

Espaces affines de dimension 1.

. Espace affine A,.

Un espace affine A, est de dimension 1 sj et seulement s'il
vectoriel E; de dimension 1.

On dit aussi que A; est une droite affine associée a la droite vectorielle E,.

Si nous notons D la droite vectorielle E,, nous notons D la droite affine A,.
Le plus souvent, nous dirons simplement droite, pour droite affine.

est associé a un espace

Repére cartésien d'une droite affine D.

2 Tout vecteur / non nul de D est une base de D.
Soit O un pointde D ; le couple (D, ;) est un repeére cartésien de la droite D.

Coordonnée d'un point dans un repére cartésien de D.

Soit (O, ?) un repére cartésien de D. Pour tout peint M de D, il existe un réel unigue x
pour lequel ona : OM = x 7.

Ce réel x est la coordonnée du point M dans le repére cartésien (0. ?).

On dit que x est I"abscisse de M dans le repére cartésion (0, ?).

. Sous-espaces affines de D.

Les seuls Sous-espaces vectoriels de D sont {0} et D.

Il'en résulte que les sous-espaces affines de D sont les singletons de D et la droite
affine D,
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

Espaces affines de dimension 2.

Espace affine A..

Un espace affine A, est de dimension 2 si et seulement s'il est associé a un espace
vectoriel E de dimension 2.

On dit aussi que A, est un plan affine associé au plan vectoriel E,.

Si nous notons P le plan vectoriel E;, nous notons P le plan affine A,.

Le plus souvent, nous dirons simplement plan, pour plan affine.

Repére cartésien d'un plan affine P.

Soit P un plan associé a un plan vectoriel P. Désignons par O un point de P et par

(T ;) une base de P. Le triplet (O, ?}) est un repére cartésien de P.
Rappelons les propriétés obtenues aux n°s 30 a 34, p. 14 et 15 :

d'un point M du plan P sont (x, y) si et
seulementsil'ona (fig.1): OM = xi + y}r.
x et y sont appelées respectivement abscisse
et ordonnée de M.

2. Soit O’ un point du plan P, de coor-
données (xo, ¥o) dans un repére cartésien

(O, ;}) Si les coordonnées d'un point M
du plan P sont (x, y) dans le repére

cartésien (O, .T;) et si les coordonnées du
méme point M sont (x’, y') dans le repére

cartésien (0', Tf) on a les égalités :
X=Xq+x" et y=ys+Vy'.
3. Si A et B sont deux points du plan P, de coordonnées respectives (Xa, ¥a)

et (xg, yg) dans un repére (D, ?f) les coordonnées (x, y) du vecteur AB dans
la base (;‘,j) sont : x=Xg— X5 € y=yg— Va

1. Les coordonnées dans le repére (07; /

Sous-espaces affines d'un plan affine P.

Les seuls sous-espaces vgctorie!s d'un plan vectoriel P sont {6} les droites vecto-
rielles et le plan vectoriel P.

Il en résulte que les sous-espaces affines d'un plan affine P sont les singletons de P,
les droites affines de P et le plan affine P.
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

proites affines paralléles dans P,

définition de deux sous-espa i

ll;:n:iculier pour deux droites af?‘i::ss Dafgtn ?;' rz;ragléles L S e
peux droites affines D et D’ sont paralléle_s si et seulement si elles ont
|a méme direction : (D/D’) <—> (B = D).

|| résulte des propriétés des sous-espaces affines paralléles (n°s 22 a 25, p. 12) :
1. Deux droites paralléles d'un plan P sont égales ou disjointes. " '
2 L'image d'une droite par une translation affine est une droite paralléle

3. Soient D et D' deux droites paralléles, d'un plan P. Pour tout poir;t O de D
et pour tout point O' de D', la droite D’ est I'image de D par la translation affine de

vecteur 00".
4. Pour tout point A de P et pour toute droite vectorielle D de P, il existe une

droite unique, de direction ﬁf qui passe par le point A,
5. Soit D une droite d'un plan P. Par tout point A de P, il passe une droite

unique D’ paralléle a D.
Nous retrouvons dans ce dernier résultat I'énoncé de I'axiome d’Euclide.

Déterminations d'une droite affine d'un plan affine P.

—

Considérons une droite D de direction D. s
Soit U un vecteur non nul de D (fig. 2); ™
nous avons |'équivalence logique : A

(XeB) <« (QkeR X=4U) (1) —_—
u

Soit A un point de D; nous avons I'équiva-
lence logique : @
(M e D) < (AM € D). (2)

Des équivalences logiques (1) et (2), nous
déduisons : (M eD) = (JkeR, AM = kU). (3)
La droite D est donc déterminée par la donnée du point A et du vecteur non
nul U de D.

Donnons alors la définition suivante :

DEFINITION : On appelle vecteur directeur d’une droite D de direc-

tion ﬁ. tout vecteur U non nul de D.

De I'équivalence logique (3), il résulte alors le théoréme :

n est déterminée par la donnée de

THEOREME : Une droite D d'un pla :
cteurs directeurs.

I'un de ses points et de I'un de ses Ve
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13. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME : Pour tout point A de P et pour tout vecteur non nul U
de P, il existe une droite unique de P qui passe par A et qui admet U pour
vecteur directeur.

Considérons un point A de P et un vecteur non nul U de P. i)
Si une droite D, de direction ﬁ, passe par le point A et admet U pour vecteur

directeur, alors U appartient & D. N -
Il en résulte que D est nécessairement le sous-espace vectoriel de P engendré par U,

Considérons donc le sous-espace vectoriel D engendré par u.
Il résulte du n° 12 qu'il existe une droite unique D qui passe par A et dont la

=5 - =
direction est D. Nous avons : U € D ; le vecteur U, non nul, est donc un vecteur
directeur de D,

THEOREME : Quels que soient les points distincts A et B de P, il existe
une droite unique D qui passe par les points A et B.

Considérons deux points distincts A et B de P. Il existe une droite D qui passe
par les points A et B si et seulement s'il existe une droite D qui passe par A et qui

admet pour vecteur directeur le vecteur non nul AB. Il résulte du théoréme dun° 12,
qu’une telle droite D existe et est unique.

Caractérisation de deux droites affines paralléles dans P.

THEOREME : Deux droites D et D' d’un plan P, de vecteurs directeurs

respectifs U et U’, sont paralléles si et seulement si le systéme (G, W) est
un systéme lié.

Par définition, nous avons I'équivalence
logique : (D/D') <= (B = D).

Si les droites vectorielles D et 57 sont ———l'—"’—'/

égales, le systéme (U, U") est un systéme
de deux vecteurs d'un espace vectoriel de

dimension 1; il est donc |ié (fig. 3). ——I———:—_'_”

Réciproquement, si e systtme de vecteurs 2’

non nuls (U, U') est lié, ces deux vecteurs @
engendrent le méme sous-espace de dimen- ‘

sion 1 ;_il en résulte I'égalité : D = D"
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 8

intersection dans P de deux droites affines.

Considérons deux droites D et D" de P, de directions respectives D et D'
proposons de déterminer 'ensemble DN D' ¥ e D'at D, Nous nous

. = =
premier cas : D = D"
Dans ce cas, les droites D et D' sont paral-

lales. Nous savons (n° 22, p. 12) que ces
deux droites sont égales ou disjointes ; nous

avons donc :
pnD'=D=D'" ou DND'= @.

Deuxidme cas : D = D'
Dans ce cas, les droites D et D' ne sont pas
paralléles; montrons que leur intersection

est non vide.
Désignons par A un point de D, par A’ un

pointde D', par U un vecteur directeur de D
et par U’ un vecteur directeur de D’ (fig. 4).
Il résulte du théoréme du n° 14 que (_'J -L_}")
est une base de P.

Pour tout point M de P, nous avons les équivalences logiques :
(MeD) < (JkeR, AM = 4U) ;
(MeD') — (3!( elR, A'M= k’ﬁ).

De ces deux équivalences logiques, et de I'égalité : AM = AA' + A'M, nous

déduisons :
(MeDNDY) <—> (J(k k') e R2, kU =AA"+ k'07).

Soient (x., xh) les coordonnées du vecteur AA’ dans la base (U, | 50 M
Qr AD

AR Tt by
AA’ = XOU + XQU’.
Nous avons alors :
Il en résulte qu'il existe un couple unique (k, k')

kU = AR + k'U"; clest le couple © (Xo, — Xo). _
Lintersection DD’ est donc le singleton {Mp}, ou M, est le point déter-

I — = . _ﬁ = xfrj‘;
miné par : AM, = XU, ou encore par A'Mg = — xoU".

THEOREME ET DEFINITION : Si deux droites d’un plan ne sont _pas
parallgles, leur intersection est un singleton. On dit que ces deux droites

Sont sécantes.

AR + kU7 = xoU + (k' + Xo) U".
pour lequel nous avons :

23



18

19

20

25. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 7. 2. 3

Représentations paramétriques d’une droite affine de P.

i b i ffine P.
Soit (0,7, /) un repére cartésien du plan a _
Considérons la droite affine D déterminée par un point A et un vecteur non nul|

U de P. Désignons respectivement par (xa Va) les n.*fordonnées de f:: dans [e
repére (0, ?,;) par (u, v) les coordonnées du vecteur U dans la base (.f', ;').

Nous avons établi I'équivalence logique :

(M eD) =— (]k elR, AM = k_lj) ou encore :

(M eD) <> (JkeR, OM = OA + kU). | f
Un point M de coordonnées (x, y) dans Vo + kv

le repére (07;) appartient donc a la
droite D si et seulement s’il existe un
réel k pour lequel on a :

X=Xps+ ku et y=y,+ kv

Considérons une droite D déterminée par
deux points distincts A et B de P, de
coordonnées respectives (xa, ya) et (g, ¥g) |
dans le repére (DTD (fig. B).

Le vecteur non nul AB est un vecteur direc-
teurde D ; nous avons I'équivalence logique :
(MeD) <= (JkeR, OM = OA + kAB), ou encore :

(MeD) < (JkeR, OM = (1 — k) OA + kOB).

Un point M de coordonnées (x, y) dans le repére (O?;) appartient donc
a la droite D si et seulement s’il existe un réel k pour lequel on a :
X=(1—k)xs+ kxg et y= (1 — k) ya + kyg.

Equation cartésienne d'une droite affine de P.

. T A o
Soient (0, / /) un repére cartésien de P et D une droite déterminée par un point A
et un vecteur non nul U,

Posons : OA = fo’+ y,J‘ et U =u?+ vf.
Un point M de P appartient 4 D sj et seulement sij |e systéeme (m G) est un sys-

rteme lié, E’(;jt-j-dire (n° 6, p. %30, tome 1) et si seulement sj |e déterminant du
systéme (AM, U). dans la base (:’, D est nul :

(MED){E}(X__X“ 4 =0).

Y—Vi ¥
= W~ UV—VXA‘I‘UYA.

Nous avons I'égalité :
X — Xp U
Y—=Va v
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1%. ESPACES AFFINES DX DIMENSION 1, 3, 3
posons | @ =V, b= —y; o= _

VX
Nous avons alors |'équivalence logique : At Uy,
[MGD) <> (X + by + ¢ =0),
Nous disons que : ax + by + ¢ = (, st une équati
’ uati i
repdre cartésien (0. ! !r)_ Quation de la droite D dans le

Le vecteur U est non nul; I'un au moins des réels a et b est donc non nul

THEOREME : L’équation d’

(0. i. /) est de la forme :

une droite de P dans un repdre cartésien
ax + by ¢c=0
pas tous deux nuls. i ol les réels 2 ot b ne sont

Etudions le probléme réciproque. Soient a, b, ¢ trois réels ; déterminons I'ensemble D,
des points M de P dont les coordonnées
I'égalité : ax + by + ¢ = 0.
Nous avons les implications :
(=0, b=0, ¢=0) = (D, =P);
(@=0, b=0, ¢#0) = (D, = &).

Dans la suite nous supposons donc que I'un des réels a et b, par exemple b, est
nonnul : b 0.

Si un point M, de coordonnées (x, y), appartient & D, nous avons :
a c
pxtyv+g=0.

(x, ) dans le repére (0, 7, /) vérifient

Posons : k= % Nous avons alors : x=kb et y= — ka — g—

Nous avons donc l'implication :

(MeD,) = (]ke[R, x=kb et y= —ka—g)-

Réciproquement, soit M un point de coordonnées (x, y). S'il existe un réel k pour
lequelona : x=kb et y=—ka— g il en résulte I'égalité :

ax+ by +c=0.

Le point M appartient donc & D,.

En résumé, nous avons démontré I'équivalence logique :
(Men1).¢=p.(]keiﬁ, x = kb et 1.'+§=—ka)- (M

c L -
Considérons le point A de coordonnées (0, — -b—); il appartient a D,.
Pour tout point M de P, nous avons I'égalité :

m=xf+(y+§)ﬁ (2)
Soit U le vecteur de P de coordonnées (b, — a) ; nous avons : U 0.
Pour tout réel k, nous avons : kU =kb/ —kaj. (3)

De I'équivalence logique (1) et des égalités (2) et (3), nous déduisons :
(MeD,) < (JkeR, AM = kU).
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

Désignons par D la droite déterminée par le point A et le vecteur non nul U, Nous
avons : (MeD;) < (MeD).
Nous avons donc I'égalité : D, = D.

THEOREME : Soient a et 5 deux réels non tous deux nuls et ¢ un rgel,
L’ensemble des points M dont les coordonnées (x, y) dans un repére

cartésien (0, /, /) vérifient I'égalité : ax + by + ¢ = 0 est une droite.

Remarque : Un vecteur directeur de la droite d'équation : ax + by + ¢ = 0
est le vecteur de coordonnées (— b, a).

Espaces affines de dimension 3.

Espace affine A..

Un espace affine A; est de dimension 3 si

et seulement s'il est associé 3 un espace
vectoriel E; de dimension 3. -

Repére cartésien d'un espace affine A..

Soit un espace affine A associé A un espace vectoriel E,.
de A, et par (.7 ;T k) une base de Es. Le qua-

druplet (D?;E) est un repére cartésien
de A;.

Rappelons les propriétés obtenues aux
n° 30234, p. 14 et 15 :

1. Les coordonnées dans |e repére (O, ?f E)
d'un point M de I'espace affine A, sont
(x, y. z) si et seulement si F'on a (fig. 6) :
OM = xi + V}: +zk.

2. Soit O’ un point de I'espace affine A, de
coordonnées (xo, Vo z,) dans un repére
cartésien (0,7 k). Si les coordonnées
d’un point M de Az sont (x, y, z) dans le
repére cartésien (0.7; E) et si les coor-
données du méme point M sont (x', y', z')
dans le repare cartésien (O’I?E) on a:
XEX+ X, y=yo+y; z=2+ 2.

26
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

3. SiAet B sont deux points de I'espace affine A,, de coordonnées respectives
(Xa Yar 2a) €t (Xs, ¥a, 2g) dans un repére (0, 7 / k), les coordonnées *. v, 2)

e

du vecteur AB dans la base (. /, k) sont :
x=Xg—Xa Y=VYB— Vo Z=2g— 2z,

Sous-espaces affines d'un espace affine A..

Les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E; sont {Og,}, les droites vec-
torielles, les plans vectoriels et |'espace vectoriel E,.

Il en résulte que les sous-espaces affines d'un espace affine A, sont les singletons
de A5, les droites affines de A, les plans affines de Aj; et I'espace affine Aj.

ﬁroites affines paralléles dans A..

Deux droites D et D' de A, sont paralléles si et seulement si elles ont la méme
direction : (DZD') <= (ﬁ = I_)+’)

Il résulte, des propriétés des sous-espaces affines paralléles, les propriétés :

1. Deux droites paralléles de A3 sont égales ou disjointes.

2. Pour tout point A de A et pour tout sous-espace vectoriel D de dimension 1

de E., il existe une droite unique, de direction ﬁ qui passe par le point A.
3. Soit D une droite de A,. Par tout point A de Ag, il passe une droite unique D’
paralléle & D.

Détermination d’une droite affine de A..

DEFINITION : On appelle vecteur directeur d’une droite D de A, tout
vecteur U non nul qui appartient a la direction D de D.

Soient A un point d'une droite D et U un vecteur directeur de D. Comme au
ne 9, p. 21, on démontre I'équivalence logique :

(MeD) <> (JkeR, AN = kU).

Des démonstrations analogues a celles gque nous avons données aux n°* 12 et 13,
p. 22, permettent d’établir les deux théorémes suivants .

THEOREMES : 1. Pour tout point A de A; et pour tout vecteur non nul H
de E,, il existe une droite unique de A; qui passe par A et qui admet U

pour vecteur directeur. - . i
2. Quels que soient les points distincts A et B de A;, il existe uns droite

unique qui passe par les points A et B.
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23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2, 3

Points alignés.

DEFINITION : On dit que trois points A, B, C de I'espace affine A; sont
alignés si et seulement s'il existe une droite D qui passe par les trois
points A, B, C.

Considérons une droite D de direction D.

Quels que soient les points A, B,CdeD,ona: ABeD et ACeD.

Le sous-espace vectoriel D est de dimension 1; il en résulte que le systéme
(AB, EE) est lié.

Réciproquement, considérons trois points A, B, C de A, pour lesquels le systéme

(Kﬁ, KE) est un systéme lié. Montrons que les points A, B, C sont alignés.

Si les points A, B, C sont égaux, toute droite qui passe par A passe aussi par B et
par C.

Supposons que deux, au moins, des points A, B, C ne sont pas égaux; par exemple
supposons : A s B,

Considérons alors I'unique droite D de A; qui passe par les points A et B.

La direction D de D est le sous-espace vectoriel de E; engendré par le vecteur non
nul AB,

Le systéme (AB, AC) est lié; il en résulte que le vecteur AC appartient 2 D. Le point
C appartient donc 3 D; les points A, B, C sont alignés.

THEOREME : Trois points A, B, C de I'espace affine A; sont alignés si
et seulement si le systéme (Eﬁ Kﬁ) est un systéeme lié.

Plans affines paralléles dans A,.

Soient un plan P de direction P et un plan P’ de direction P'. Les sous-espaces

affines P et P’ sont paralléles si et seulement si les directions P et P’ sont égales
(n° 20, p. 11).

Des propriétés des sous-espaces affines paralléles, il résulte les propriétés :

1. Deux plans paralléles sont égaux ou disjoints.

2. L'image d’un plan par une translation affine est un plan paralléle.

3. Soient P et P’ deux plans paralléles. Pour tout point O de P et pour tout point O’

de P’, le plan P’ est I'image de P par la translation affine de vecteur 00",
4. Soit P un sous-espace vectoriel de dimension 2 de E,. Par tout point A de Aj,
il passe un plan affine P unique de direction P,

5. Soit P un plan. Par tout point A de |'espace affine Ags, il passe un unique plan
P’ paralléle a P.

28



23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1.2, 3

Détermination d'un plan affine de A,.

33 Considérons un plan P de direction 3.
Soit (f, j) une base de P: nous avons I'équivalence logique :

(E.E P) — (](1. p) eR2, X =1+ ). (1)
Soit A un point du plan P: nous avons I'équivalence logique :

(M eP) <> (AM e P). (2)
Des équivalences logiques (1) et (2), nous déduisons :

(MeP) <= (J(\ p) eR2, AM =24 wr). (3)

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

34 THEOREME : Pour tout point A de A et pour tout couple (/. /) de vecteurs
linéairement indépendants de Es, il existe un plan unique P qui passe

par A et dont la direction P admet le couple (7, ) pour base.

Considérons un point A de A; et un couple (}' ;) de vecteurs linéairement indépen-
dants de E;.

Si un plan P, de direction ﬁ, passe par A et si (; }) est une base de P, alors P est
le sous-espace vectoriel de Es engendré par les vecteurs 7 et}".

Considérons donc le sous-espace vectoriel P de E; engendré par les vecteurs linéai-
rement indépendants / et /. Il résulte du n° 32, p. 28, qu'il passe par A un plan
P unique de direction P. La direction P de P est engendrée par les vecteurs indé-
pendants i et } le couple (? }) est donc une base de P.

35 THEOREME : Quels que soient les points A, B, C non alignés de A,, il
existe un plan unique P de A, qui passe par A, par B et par C.

Considérons, en effet, trois points A, B, C
non alignés de A, (fig. 7). Il résulte du théo- _ 183
réme n° 31, p. 28, que le systéme (Efl Eff) e * Fatagatael
est un systéme libre de E,. : SR R
Un plan P, de direction P, passe par les fr e iy
points A, B, C si et seulement si I'on a :
AeP, ABe P, ACe P, c'est-a-dire si et
seulement si P est le plan déterminé par le
Point A et le systéme libre (l_é E\E)

ll résulte du théoréme no 34, que ce plan P
existe et est unique.
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Intersection d'une droite affine et d'un plan affine de A,

Considérons une droite, de direction D, et un plan, de direction P.

L'intersection DN P est un sous-espace vectoriel de E5; il estinclus dans D.
espace vectoriel est donc de dimension 0 ou de dimension 1.

Deux cas, et deux seulement, sont donc possibles :

1.DnP={0}. 2 BnP=0.

Nous allons étudier successivement ces deux cas.

Ce SOus-

Droite et plan affines sécants.

ci

Supposons : DAP = {5}

Si U est un vecteur directeur de 5* nous
avons: UeD et U0; le vecteur U
n‘appartient donc pas 3 P. Alors, pour toute
base (? }7) de P, le systéme (?; U) est un
systeme libre de E5; c’est donc une base de Ea:
Désignons par A un point de D et par B un
point de P (fig. B).

Pour tout point M de As, nous avons les
équivalences logiques :

(MeD) < (JkeR, AM = xU):
(MeP) < (JOL W) eR2, BM =274

De ces deux équivalences logiques et de I'égalité : AM = AB +Eﬁ, nous
déduisons :

(MeDNP) <— (JO. w k) € R3, kU =AB + A7+ u)).

Désignons par (x,, yo, o) les coordonnées du vecteur AB dans la base (? }' l_j) :
ﬁ = XD}: + }’u; + znl_j.

Nous avons alors : AB 4 A/ + = (X0 + Ni+ (yo + 1)/ + Z,U.

Il en résulte qu'il existe un triplet unique (A w. k) pour lequel nous avons -

kU = AB + A/ + pj: cest le triplet (— xo, — y,, 2,).

L'intersection DN P est donc le singleton {Mc}, oli My, est le point déterminé par:
mc, = z,U, ou encore par : Eﬂﬁo = — Xol — ygf.

N

Réciproguement, montrons que, si I'intersection d‘une droite D et d'un plan P est
un singleton {Mo}, alors on al'égalité : DnP = {0},

En effet, si l'intersection DN P est le singleton {Mo}. elle est non vide; il résulte
du n® 27, p. 13 que D n P est un sous-espace affine de direction D P.

Le singleton {M,} est un sous-espace affine de direction {ﬁ} ; nous avons donc
I'égalité :ﬁn-l-‘: = {6}

30
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39 THEOREME ET DEFINITION : L'intersection d’une droite D de direction

D et d’un plan de direction P est un singleton si et seulement si I'on a
I’'égalité : DNP = {5}
On dit alors que D et P sont sécants.

Remarque : Si une droite D et un plan P sont sécants, il en résulte que DN P
est non vide et que D n'est pas incluse dans P.
Nous notons : (D et P sécants) = (DNP % @ et D¢P).

Droite affine paralléle & un plan affine.

Supposons : DnP = D.
Cette égalité a lieu si et seulement si D est incluse dans P, c’est-a-dire si et seulement

si, pour tout vecteur directeur U de D et pour toute base (f }') de P, le systéme

= = —

i J, U) est un systéme lié.
Si l'intersection DN P est non vide, nous savons (n® 27, p. 13) que c'est un sous-
espace affine de direction DNF, c'est-a-dire de direction D.

Cette intersection D N P est donc une droite D' de direction D : D AP = D%

De cette égalité, nous déduisons : D'cD et D'cP.

La seule droite incluse dans D est elle-méme; nous avons donc : D = D',

Il en résulte l'inclusion: DcP.

Nous avons donc démontré I'implication : (i_jt:_P' et DNP ## g) = (DcP).

Nous en déduisons l'implication : (ﬁcﬁ) = (DNP= @ ou DcP).

Réciproquement, démontrons l'implication : B
(DNP=g ou DcP) — (DcP).

Nous déduisons, de la remarque n° 40, que,

silona: DNP=@ ou DcP,ladroite :
D et le plan P ne sont pas sécants (fig. E}. 3
Il en résulte que DN P nest pas égal a {0} _

DnP =D, clest-a-dire : DcP.

Nous avons donc :

THEOREME ET DEFINITION : L'intersection d'une droite D de direction
D et d'un plan P de direction P est égale & I'ensemble vide ou égale & D si

et seulement si I'ona : DCP.
On dit alors que la droite D est parallédle au plan P.

Remarque : Si une droite D est paralléle & un plan P, ces deux sous-espaces
affines n‘ont pas la méme direction; en effet, D est un espace vectoriel de

dimension 1 et P est un espace vectoriel de dimension 2. i
D et P ne sont donc pas des sous-espaces affines paralléles au sens de la définition

du n® 20, p. 11.
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Droite affine incluse dans un plan affine.

45 |l résulte de I'étude précédente qu’une droite
D, de direction ﬁ, est incluse dans un plan
P, de direc:tionﬁ si et seulement si l'on a :

e D
DNP# & et DcP. A______‘_-L.——""’
Nous en déduisons en particulier que, si A

_ - P
est un point du plan P, et U un vecteur
non nul de E;, la droite D déterminée par A

et par U est incluse dans P si et seulement
si U appartient 3 P (fig. 10).

Droites coplanaires dans A..

46 DEFINITION : On dit que deux droites D et D' sont coplanaires si et

seulement s‘il existe un plan P qui contient D et D',

47 |l résulte de I'étude faite aux nes 15 a 17, p. 23, que si deux droites D et D’ sont
coplanaires, ces droites sont sécantes ou paralléles.

Réciproquement, montrons que si deux droites D et

D’ sont sécantes, ou s elles
sont paralléles, ces deux droites sont coplanaires.

48 Premiercas : D etD’sont sécantes.
Dans ce cas, leur intersection est un sin- |
gleton {A} (fig. 11). Désignons par U un |
vecteur directeur de D et par U’ un vecteur
directeur de D', Le systéme (U, Tf') est un

systéme libre. |l existe donc un plan P unique

déterminé par le point A et le systéme libre
(G, 0).

P
Soit P Ia direction de P, c'est-a-dire le plan ; g
vectoriel engendré par (U, U°). |‘ | e
Nous avons : AeP, Ue P, Ue P. - ' c»; ff'l
Il en résulte les inclusions - DcP et D'cP, s
Les droites D et D' e

sont donc coplanaires.

49 Deuxidme cas : D/D'.
Dans ce cas, les droites D
1. Supposons : D = D’

et D’ sont égales oy disjointes,

la direction D communé
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2. Supposons ;: DND' = .
Considérons un point A de D, un point A’ de

D’ et un vecteur U non nul de la direction
D commune a D et 3 D' (fig. 12). :
Le point A’ n"appartient pas 2 D; le systéme (U, H) est donc un systéme libre.
Désignons par P le plan déterminé par le point A et le systdéme libre (_LT, E‘)

Soit F la direction de P, c’est-a-dire le plan vectoriel engendré par U et AA".
Nousavons: AeP et UeP . nousendéduisons : DcP.

D'autre part, nous avons : AeP et AA’ E_ﬁ; il en résulte que le point A’
appartient a P,

Nous avons alors : A'eP et U e'F"; nous en déduisons D'cP.

Les droites D et D’ sont donc coplanaires.

THEOREME : Deux droites sont coplanaires si et seulement si elles
sont sécantes ou paralléles.

Remarque : Il existe dans A, des droites
qui ne sont pas coplanaires.
Considérons en effet un plan P, de direction

—

_15. une droite D, de direction D, incluse
dans P, et A un point de P qui n‘appartient

pas a D (fig. 13). Soit U” un vecteur non nul
de E; qui n‘appartient pas a P et soit D'
la droite déterminée par A et U

Nous avons : {A}cPnD‘; dautre part
nous avons: U’ e P ; il en résulte que la droite D’ et le plan P sont sécants et I'on a
D'nP = {A}.

D estincluse dans P; D’ND est donc inclus dans D'NP, c'est-a-dire dans {A}.
A n'appartient pas & D; nous avons donc : DnD' = &,

Les droites D et D’ ne sont pas sécantes.

Vg n‘appartient pas 2 P: nous avons donc : U’ # D.

Les droites D et D’ ne sont pas paralléles.

Les droites D et D' ne sont donc pas coplanaires.

Propriété de deux plans affines paralléles.

THEOREME : Un plan P est paralldle a un plan P’ si et seulement s’il
existe deux droites sécantes incluses dans P qui sont paralléles a P'.

33



deux plans paraHéIes; les

: £ P :
Soient P & B et P' sont donc égaux -,

plans vectoriels
P=P.
Désignons par D,
sécantes, incluses dan_s:
teurs respectifs U, et ':JF (fE. 14). .
sU,etU; appartiennent

et par D, deux drf:ites
P, de vecteurs direc-

Les vecteurs non nul g
AP ;ils appartiennent donca P’ | .
Il en résulte que les droi}gs vectorlt.elles Dy d -
ot B, sont incluses dans P’. Les droites D, et D sont donc paralléles au plan p’

sciproguement, soient P et P’ deux plans, de directions respectives P et P/, tgq
qRu’ti:lIF;xigte deux'droites D, et D, sécantes; incluses dans P et paralléles 3 p.

Désignons par ﬁ, un vecteur directeur de l} et l:oar ﬁz un vecteur directeur de D,.
Les droites D, et D, sont sécantes; (U”_. Uz) est donc un systimg libre,
Ces deux droites sont incluses dans P; (U, U,) est donc une base de P.

La droite D, est paralléle & P'; sa direction D, est donc incluse dans P’;ilen résulte :
U, eP.

D’une fagon analogue, nous avons : U2 eP.

ﬁj,, ﬁz) est donc aussi une base de P,

Les deux sous-espaces vectoriels P et I?‘, de di

(m, _ljz) pour base commune; ils sont égaux: P =
Les plans P et P' sont donc paralléles.

3

ension 2, de E; admettent

R

Intersection de deux plans affines de A..

52 Considérons deux plans P et P’ de Ag,
Nous nous proposons de déterminer

de directions respectives P et P’
I'ensemble Pn P’

53 Premiercas: P =P’

Dans ce cas, les plans P et P’
; sont parallgles.
ces plans sont égaux ou disjoints G L R g

; nous avon .
PNP'=P=P' ou PNP' = g, sdong :

54 Deuxidmecas: P = P’

Dans ce cas, les plans P et P S eur inte
: 3 ne sont : inter-
: , i Pas paralléles; montrans que leur inter

Considérons, en effet,

34

deux droites sécantes D, et D, incluses dans P.
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Les plans P et P’ ne sont pas paralléles; I'une au moins des droites D, et D, par
exemple D, n'est donc pas parallgle 3 P’ (fig. 15).

La droite D, et le plan P' sont donc sécants en un point A : D,nP’' = {A}.
Le point A appartient @ D, et a P'; il appartient donc 3 P et & P'. Il en résulte que

PN P’ est non vide.
Il résulte du théoréme n° 27, p. 13, que Pn P’ est un sous-espace affine de direction

PNP.

Etudions cette intersection P P".

PN P’ est un sous-espace vectoriel de E; et il est distinct de P et de P'. C'est donc
un sous-espace vectoriel de dimension 0 ou 1.

Nous allons montrer que PP’ est un sous-espace vectoriel de dimension 1.
Deésignons en effet par (; ,7) une base de 3, par (? ?) une base de f"", par?.' la combi-
naison lindaire : o = Xi + y/ — X7 — Y’}n-

Nous avons : (v = 0) <—— (x7+ y/ = x7 —yj' =0),
c'est-a-dire : (3 = 6) < (x;"+ yf= X7 4 Y'F)
X7+ v / appartient a P et X7 + y'f appartienta P".
Supposons : PAP = {0} Les deux vecteurs xi + yJ et x7' + y'j' sont alors

égaux si et seulement s'ils sont tous les deux nuls.
= e — ¥ . . - L
(7. 7) et (7, /') sont des systémes libres; nous avons donc les implications :

e

(xi+yj=0) —>(x=0 et y=0);

(x7 + yj=0) = (x =0 et y' =0).

Nous en déduisons I'implication :

(X?+ yj — x'f' — y?:ﬁ) = (x=y=x"=y =0).
Nous avons donc I'implication :

(PP = {6}) — ((}:; 7, J) est un systéme libre de Ea).
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DE DIMENSID‘N 7,2 3

gsPACES AFFINES

pleme réciproay
o réels v, Vi W

23. dans un espace affine Az, unrepgre (0 *

Soit, ! : T
e. 5 et déterminons I'ensemble P, geg Dn*i'vna:.s k)
M

Erudions lé pro x> >
le repére (0, I, /, k) vérifi '
) dans le rep ) vérifien 'égalig .

Considérons quat
g coor

le
de As dont —0
,..|.. = »
x+ Wk ol jons : .
Nous avons [e8 IMPICZLE,"_ ) — (Py = Aa).
{U-;O, V-sg, ﬁ._ot h £ 0) = (P4 ;_- ﬁ') o
=0 v=0 w=™ I'un des trois réels u, v, w, par g
g::lns la suite, NOUS supposons donc que par exemp, "
est non nul : w# 0 rF 2
sj un point M, de coordonnées (X, ¥. Z) appartient & Py, nous avons ;
jun p ;
h
o LS z+—=0.
EX + W.'r' + W
Posons : A= X et w= —:7 Nous avons alors :
' w
h
x=Aw, y=pw, z=—Au—pV—o)

Nous avons donc l'implication :
h
(MeP,) = (]()‘L,F.)E]Rzr X=AW, Yy=uw, Z=— lu_[iv_ﬁ)'
Réciproquement, soit M un point de coordonnées (x, ¥, z). S'il existe deux réels
h .
Aet wpour lesquels on a: x=2Aw, y=pw, z=—hu—pv—_ ilen

résulte I'égalité : ux+ vy + wz + h = 0.
Le point M appartient donc & P,.
En résumé, nous avons démontré |'équivalence logique :

(MEPJ*‘—‘——%-(](I,‘L]ER% X=2Aw, y=uw, z+%=—1u—;w) (1)

Considérans le point A de coordonnées (0, 0, — ﬂ) il appartient & P,. Pour tout
- W '
point M de A;, nous avons 'égalité -
m = x?-i— yt -+ ( ﬁ 2
I+ \z+ 2 )k (2

Considérons
ctives

1 et U, de E; de coordonnées respéc .
s deux vecteurs constituent un syster

— lle
e. le vecteur pU, a une coordonnée "

les deux vecteurs U
s U
(W, 0, — u) et 0, w, — V). Ce

(U,; Us) libre, En effet, Pour tout rée|

Istinct 1
Pour tout couple () ) du vecteur U.

™ =3 de réels
A e » Nous 4 Y

U:'+ BU2 = hwi 4 iy avons I'égalité : 3
De I'équivalence logique {1;_ (= — V) k. (
(M et des éqal; . :

&P = (30, BeRg = galltis (2) et (3), nous déduisons *
Désignons par p le + AM = AUy + uU,) ..(
o "équivalence | B déterming Par le point ;: .t I téme libre (0 _

et le systeme

0gi
€P) - (quug (4), noy

Nous avons dong I'égalité 3

38
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THEOREME : Soient , v, w, trois réels non tous nuls et / un réel. L’en-
semble des points M dont les coordonnées (x, y, z), dans un repére car-

= = -

tésien (O, 7, /, k), vérifient égalité : ux+ vy + wz + h = 0 est un plan.

EXERCICES 1 Soient P un plan affine et (0. :. }-) un repére cartésien de P.

On considere les trois points A, B, C de P de coordannées respectives (1, 1),
Plan affine. (2, —1), (=2, 4).

= = — —

1° Déterminer, dans la base (.f', j), les coordonnées des vecteurs BC, CA,

AB.
\\ | 2° Déterminer les coordonnées des points B et C dans le repére (A. ? ; 5
les coordonnées des points A et B dans le repére (C, ?, ;)

— — -

3° Démontrer que les vecteurs OA et OB forment une base de P. Déterminer
{ les coordonnées du paint C dans le repére (0, 0—5 D_E)

2 Soient P un plan affine et (O, }- ;) un repeére cartésien de P,
On considére les deux points A et B de P de coordonnées respectives

\ (3. — 1) et (1, 2) et le vecteur U de coordonnées (u, v).
\ 1° Déterminer les coordonnées das points A’ et B’ images respectives

-
des points A et B par la translation affine de vecteur U.
S e —
2° Vérifier que les vecteurs AB et A'B’ sont égaux.

3 Soient Pun plan affine, (0, .7 }') un repére cartésien de P, et A le point de

}' coordonnées (2, 5) dans le repére (O, E ?)
| 1° Déterminer le point O' du plan P tel que les coordgnnées du point A
s Akl i T p'5 B VAT
¢ o o A ‘ dans le repére (Q, 7, /) soient (1,1). \ v:% \;,ﬂ, -
h - p———— = Mo Al
w | F2 2¢ Soit B le point de P dont les caurdon%ées dang (D, I, ,J)sont (2,—1).

Yl

o
Déterminer les coordonnées B dans le repére (0'. i, f).

4 Soient P un plan affine, (0, .T ;) un repére cartésien de P, A et B deux
; Ppoints de coordonnées respectives (xa, ¥a) et (xg, yg) avec :
/ Xp = =— 3, ya = — 4, xg = 6, vy = 2. L
1° Déterminer les coordonnées d'un_vecteur directeur U de la droite D
qui passe par les points Aet B. £X w = AF’

30 Calculer les coordonnées du point d'intersection dg la droite D et de la
droite de vecteur directeur/ qui passe par 0. (0 4 | ARt Padomgd 5
4> Calculer les coordonnées du point d'intersection ‘S{e la droite D et de

—

- i: . (]
la droite de vecteur directeury qui passe par O.D {J; ,h ) a 11—

39

. . - a4 = ‘T-A:- 1-..{\-
2° Donner une représentation paramétrique de la droite D. P-L.;l\ e A {H Ab = AA

\.
_I'_,.,_k.*\l.)"'( -] I;
W=0O

E7]

L
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EXERCICES

40

_—

1% Détorminor los ordonndes does points de D’
rospoctivement & : 1,0, 4, 2,
20 Déterminer los abscisses dos points de D' dont oy

; 16 Dans un plan affine
' la droite D d'équation

INES DF DIMENSION 1, 13

o oxercice que lo précédont dann lon can sulvangy, (r

-'fr
:T:':—L ya =1 s =3 *'H"--L“m"'
8 yimid yp - =2 Xp =1, Vi =1,
7 xa=3 ya=1; Xp*= =1, yywp,
8 xp=—5 ya=-—3 xy = b, Vi = 2,

. ow
9 Solent P un plan affine, (0, 7, 7) un roptre cartéslon do P ot D yp,

: - dl‘ﬂh.
do vectour directour U; les coordonnéoes do U sont @ ¢ e 1, Vs
Solont A lo point do coordonnées @ xp == g I1r YA=6 o Dy dfnlt;

o _
paralldle & D qul passo par A1y = A "u,)
ont los abscisses gop Ggnley

ordonnéeg sont
dgales lraspuctivumunt b: 2,—-1,3, -2

f

” ol ' il hnII'-‘ AW ( l'l_|j'.‘f. LIV TR r i")}a’*t. yrl:f.hl 4

10 Soiont P un plan affine, (0, ;f) un repdre cortéslen de P,
On désigne par A ot B les points do coordonnées respectives (2, — 1) ot

(3, 1), par U et V los vocteurs de coordonnéos respectives (- 1,3) o
(2, = 1).

19 Vérifier que la droite D de vecteur directeur lj qui passe par A et |s

droite D' de vecteur directeur U qui passe par B sont des droites sécantes,
2° Déterminer les coordonnées de leur point d'intersection.

¢ Méme oxercice quoe lo précédent dans les cas ou les coordonnées des
vecteurs U et V sont respectivement (n® 11 &4 n® 14) :

1 U1y, V3o 12 U4, 6), V(2 2).

13 0(3,-2), V(@2 -4 14 U(4,1), V(8 5)

15 Soient P un plan affine, (o, 77) un repdre cartésien de P, et m un 'a,'l
iun nul. On considare les droites D et D’ de vecteurs directeurs respectifs
Uim, 2 m?) et V(mz, m2 4 m),
Déterminer les réels m pour lesqu ' ! Iiéles.
elg |es droites D et D' sont para
}""’F)MU{ sb(‘:{ﬂl‘:} I'C o

6
P rapporté & un repare cartésien, on °°"’:::”
2x =3y 46 =0 et la droite D' do V@

Passe par le point A de coordonnées (4, 2)-

8s D et D' sont sécantes. AL M(&J}IU )% ®
95 Coordonnées de leur point d'intersection.

directeur T.I"{-— 2, 4) qui

1° Vérifier que les droit
20 Déterminer |

17 D .
droite EDnir? Plan affine P rapports 3 un repére cartésien, on cons
Quation 4 x + 2}’ -3 Q. Salsnt.m un réel ot
e
UrU(2mz 4 1, 8 m).
Pour lesquels les droites D ot D’ sont paralléle®

dére 12
! yne
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18 Dans un plan affine P rapporté & un repdre cartésien, on considére un

:::,‘m: de coordonnées : xp =5, ya= — 2 et un vecteur U de coor-
nées u= —1, v=—2 Donner une équation cartésienne de la

droite D qui passe par A et de vecteur directeur U.

19 Da.ms un plan affine P, on considére deux droites D, et D, d'équations

respectives : U X+ viy + Wy =0 et wux + vy + wa=0.

Qu.alre condition nécessaire et suffisante les réels u,, vy, Wy, U2, V2, W2

doivent-ils vérifier pour que les droites D, et D, soient sécantes? |""-' V4 = O
L.

¢
i
L A

A A )|

20 [_Jételrniner les réels m pour que les droites D et D' d’équations respec-
tives : (m —2)x+2my —1 =0etBmx+ (m—2)y+ 5= 0 soient
paralléles.

21 Méme exercice que le précédent pour les droites d'équations :
2m—1)x+ (m+4)y—2m=0 et mx+ (m*+2my+1=0.

22 Déterminer les réels m pour lesquels les droites d’équations respec-

tives : Ty .
fm—1}x+(m—2)?‘+mz_3m+‘l=0‘ 17} " vy LV Ay

oA L NG
) v

m+Nx+(m+2)y+m+m—-1=0, N OB, b 2F DN N
Smx+ (m2—1)y+3m=0, 4 A F L1l 34

Grwithig Mien P p gl W 1

C BV AnAANA
23 Méme exercice que le précédent pour des droites d'équations respec-

sont sécantes en un méme point. A

tives :
(m—Nx+(m+1Ny—-1-m=0,
(m—1Jx+(m!+m-—2]y—(m-1)2=t}.

24 Théoréme de Thalés : Soient P un plan, D et D' deux droites de P

- — - g
de directions respectives D et D’ et A une droite vectorielle de P distincte de

D’. On appelle projection de direct
I'application de D dans D’, notée p,
de la droite D’ et de la droite

ion E de la droite D sur la droite D'
qui 3 chaque point M de D, associe le

point d’intersection de direction A qui passe

par M.

1° Montrer que, Si
une bijection de D sur D'. Que peut-
égales?

2o QOn suppose : D = A. Soient deux
leurs images respectives par p, 2 un ré
qu’un point M’ de D' vérifie I'égalité :
st I'image de M par I'application p.

=+ o - - - -
D et A sont deux droites vectorielles distinctes, p est

— —
on dire dans le cas ot D et A sont

points distincts A et BdeD, A'etB’
el et M le point de D défini par :
A'M’ =AA'B

¢ Dansles exercices guivants (n°252 28) on considére un espace affine A

de dimension 3.

/

25 Montrer que, si deux plans sont paralléles, toute droite qui coupe
|‘un coupe l'autre. l\
S, N \ |
. ‘ f b —‘ | . At 3 k! 1‘ g e |
] | :] ;_1‘._-_""‘ _h‘_' 'I) n* —T‘ { 1-.__'__ s ll)l s 1 JI. 41
N

- j [
\

1
L o



23. ESPACES AFFINES DE DIMENSION 1.

EXERCICES)

b

\ -l

Al
L |

\

l\ | "
'| & P,. Que peut-on dire des droites D et D, ? ) 11 By

\

|
i

-

CIN<

|

1"

si deux dr_oites sont paralléles, tc;m plan qui

26 Montrer que, N1l (D Y ‘{-I‘ S 3 Soup,
R O A R S B
o 2 Dl D= d o (V1ERMpS e BOE 4+

27 Montrer que, si une droite est parallédle & un plan, elle gg parellely
droites d'intersection.de ce plan avec tous les p;ans qui la Contienngn, "
= f-: Pl X _J" (M - A N 5
28 On considére deux plans paralléles Py et P;. Montrer que, g P ost yr
plan qui coupe P,, P coupe aussi P2. Que peut-on dire alors deg droiteg .

D, =PaP, e Da=PnPa? D, [/ |
' 29 On considére deux plans sécants P, et P; eton pose : D, = P, np
2

Montrer que, par un point A, il passe une droite D pm_'alféle aP, e Parallale
N D

30 Soient deux droites D, et D, telles qu’il existe deux droijtes parallges
D} et D3 qui les coupent simultanément. Que peut-on dire des droites p,

et D,? DA A e Waman

31 Soient D, et D, deux droitaf non G?Ja?aires. Construire une droite p

qui coupe D, et qui coupe D,. f

32 Soient D; et D; deux droites‘ on paralléles.

1 Montrer que les droites D qui sont paralléles & D, et qui coupent D, san
incluses dans un plan dont on donnera la direction.

2° Sait D3 une droite non paralléle & D,. Mantrer qu'il existe une droite
unique D qui coupe D,, qui coupe Dy et qui est paralldle 3 D..

33 Montrer que, si trois droites sont deux a deux sécantes, alors elles sont
sécantes ou coplanaires,

' 34 On considére trois points non alignés A, B et C.

1° Montrer qu'il existe un plan P tel que les droites D,, D, et D détermi-
nées respectivement par les points A et B, par les points B et C, par les

~ points C et A coupent P.

‘-

J Xa =0, Ya= — 3,

42

2° On pose : {A1,} =Din P {A;} =D,NP, Asz= DanP. Que peut-on

dire des points Ay, A3 et AL? Bl SO
A By

# Dans les exercices suivants (n2235 & 51) 6 considare un - espace dffine
A3 de dimension 3 associé & un espace vectoris| Ea, une base & = (7; ;J

>

de E3 et un repére cartésien R = (D, i/ k) de A,

36  Méme exercice
que le pr N "
Pour coordonnées ra"'pectiu:; é'Cédent dans le cas ou les points A et B ont

A= —1 gt X =3, yg=5, zg = 1.
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| 20 Donner une représe

/ une représentation paramétrique est

22. ESPACES AFFINES DF DIMENSION 1. 3. 3

37 Soient A, B, C trois points de coordonnées respoctives |

x5 = 0, Va = 2, Zp = 1; Xp = —1, o =1, zp=2;

xc=1, yc=3, z2c=0.

1° Vérifier que les points A, B et C sont alignés.

2° Donner les coordonnées d'un vecteur directeur de la droite D qu'ils
déterminent.

3° Déterminer les coordonnédes du point M de D d’abscisse ° xm = 2.

38 Soient D et D' deux droites déterminées respectivement par le point
A (3,1,1) et le point B (—1,~1,3), le point A’(0,1,1) et le point
B'" (=23 —1).

1o Vérifier que D et D' sont deux droites sécantes et déterminer les coordon-
nées de leur point d'intersection.

2° Donner une représentation paramétrique du plan P déterminé par ces
deux droites.

39 On considére un plan P dont une représentation paramétrique est :

Xx=1-2A+4+3p, y=—=142A—=p, z=r+p et une droite D

dont un vecteur directeur est le vecteur U (— 1,3, 3). Vérifier que D est

une droite paralldle au plan P. «« | D Chea o R - o
M (A ) sliing X

40 Soient trois points A, B,' c cie coordonnées respectives :
(1- 14 - 1’; (0; 0: d}- (4l 2f — ﬁ,‘
1o Vérifier que ces trois points déterminent un plan P. Donner une repré-

sentation paramétrique de P,
2° Donner une représentation paramétrigue du plan P' paralléle 3 P et qui

passe par le point M (1, 0, 2).

41 Soit P le plan défini par le i'mint A (0,1, 0) et les vecteurs -ﬂ{?_, 1, —1)
et V(—1,1,1).

1° Donner une représentation paramétrique de P.

2¢ On considére la droite D de vecteur directeur U;(S, — 2, — 1) qui passe

par le point B(2, 0, 0).
Vérifier que P et D sont sécants. Déterminer les coordonnées de leur point

d’intersection.

42 Soient D et D' deux droites dont les représentations paramétriques sont
respectivement : NE DAD' = ¢
x=2 y=1—2) z=2—) et
x=3—X. py=1456%, z=2 -4 . .
1° Donner une représentation paramétrique du plan P qui contient D et qui

est paralléle 3 D' : . ’
4 ntation paramétrique du plan P' qui contient D

et qui est paralléle a D.

n défini par un point A(2, — 1, 3) et une droite D dont

-
.

43 Soit P le pla

x=—1+37 y=24 z=3+4+A\

Donner une représentation paramétrique du plan P.

43



23 FSPACES AFFINES DE DIMENSION 1, 2. 3
un réel. On considare la droite D de représentation Param ey
(1™

Soitm .
EXEHCICES :‘_ 142\ y=1- 22, z=2+ 2 etla droite D' gg feprégg,

tation paramatriquu : o xwm 2 — m¥, y=-=14 2;1:;}_'. 2§y,
Déterminer m pour que D et D' soient coplanaires. Déterminer alorg | ooy

données de leur point d‘intersaction.

a5 Soit P le plan déterminé par le point A(—3,2,5).levectour U(1, _ ¢ .

ot lo vecteur V(— 2, 1, 0) etsoit P le plan déterminé par le point A'(1, 2, _ 4

teur U‘(D. — 1, 1) et le vecteur ﬁ’{‘}, 0, 4). o

\ la vec
\ 1o Vérifier que P et P’ sont des plans sécants.

20 Donner une représentation paramétrique de leur droite d'intersaction

46 Soit D la droite déterminée par le point A(1, 2, — 2) et par le poin
\ B(—1,1,1) etsoit P laplan d'équation : 2x+ 3y —2z=0.
\ Vérifier que P et D sont sécants et déterminer les coordonnées de leur pgin

d’intersection.

47 On considére les plans P, et P, d'équations respectives :

BWX+ vy +wz4+h =0 ot UsX + Vay + waz + hy = 0.
Quelle condition nécessaire et suffisante les réels uy, vy, wy, vz, vy, w,
doivent-ils vérifier pour que les plans P, et P soient paralléles ?

48 Soient P, le plan d'équation : 2x—3y+2z=0 et P; le plan
d'équation ;: —4x+6y—4z+1=0. :

1 Que peut-on dire des plans P, et P27\ 1] [y

2° Donner une équation cartésienne du plan P qui est paralléle a P, et qui
passe par le point A(2, — 5, 1).

49 Soient P, et P, deux plans d'équations respectives :
x—2y+3z—1=0 et x—2y+z+3=0.
12 Vérifier que ces plans sont sécants.
2° Déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur de leur droite d'inter-
section.
32 Donner une représentation paramétrique de la droite D qui est paralléle
' aP,etaP,etquipasse parle point A(2, — 3, 1). )
e 1 end A e Al I\G x‘-Qqu,'.-f UL'- g Lo a s LA IA
50 On considére trois plans P, P,, P, d'équations respectives :
x—3y+562—-2=0, 2x4+3y—2z—-4=0, x+z2+4+2=0
et :n désigne par D, I'intersection de P et P,, par D, I'intersection de P
et 7.

1° Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur de D, et les coor-
données d'un vecteur directeur de D..

2° Quelles sont les coordonnées du point d'intersection des droites

‘.- .'

DyetD,?
: 61 Soient P et P’ deux plans d'équations respectives :
| ;_UJ Zx—y-+32+1=0 et 2x 4+ y—z4 2 = 0.
;,’15\'_;-'\. O.n déeiugne par D la droite d'intersection de P et P’ et par P, le pien
| d'équation : {Zx—y+3z+1)+m(2x+y—z+2)=c"

. b e
= P % g‘;:::irn::lel;npo:r tout réel m, la droite D est incluse dans le plan P
: e équati . . :
A1, — 5, — 6). u_n du plan déterminé par la droite D et le point
) \ o 1 | y ) re
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24.
Espaces vectoriels euclidiens

Produit scalaire.

Rappel des propriétés du produit scalaire et de la norme.

Nous avons étudié, en classe de Seconde, le produit scalaire de deux vecteurs
U et V d’un plan vectoriel P, et la norme d’un vecteur de ce plan vectoriel.

Le produit scalaire, noté U.W, possede les propriétés suivantes :

1. Pour tout triplet (G. 07, ﬁ) de vecteurs du plan vectoriel P, on a :
(U+U)V=0UV+ UV

2. Pour tout couple ([j V) de vecteurs du plan vectoriel P, et pour toutréel kK, ona :
(K0).V = £(U.V).

3. Pour tout couple (U, ?) de vecteurs du plan vectoriel P,ona: UV=VU.
La norme, notée || U || posséde les propriétés suivantes :

4. Pour tout vecteur U du plan vectoriel F, on a l'inégalité : uu = 0, et Véqui-
valence logique : (”ﬁ " = 0) < (Li == 5) |

5. Pour tout couple (U, v) de vecteurs du plan vectoriel P, on a les inégalités :

GV| < [[TIMIVIL et: [U+V[<[T]+[V]
Ces deux inégalités sont appelées respectivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz

et l'inégalité triangulaire.

Considérons I'application f définie par :

f: BxP—» R, AU,V) =0V

Il résulte de ce qui précéde que I'application f posséde les propriétés suivantes :
LY(U, T, V) ePs, AU+ V) =AUV +ATV): [ ¢ - 1

2. y(U, V) e P%, ykeR, f(kU,V) = kr(T, V);

3. 4(0,V) e P2, (0, V)=r(V.0); “om ot

4. §(Uep), f(U,U)>0 et (f(ﬁ,ﬁ)=0) — (U=0); M=
540, V)P (#(T, V) < 70, ) 7V, V).

Nous nous proposons, dans les paragraphes suivants, de construire, pour un
“E‘acﬂ vectoriel sur IR, des applications f de EX E dans IR, appelées produit

Scdlaire sur E, qui possédent les mémes propriétés que I'application /.

45



4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Forme bilinéaire symétrique.

pace vectoriel sur [R. On dit qu‘une am
forme bilinéaire symétrique sur E si et sey)q.
sont vérifiées :

f(x. y) =1y, X)
HyeE} f(X""xra }’):f()(, y) + f(x', y)
fkx, y) = Kf(x, ¥).

DEFINITION : Soit E unes
tion fde E x E dans [R est une
ment si les propriétés suivantes
(1) YxeE IvekE
(2) YxeE Yx' €E,
(3) YkeR, fxekE fveE

——

Exemples : 1. Soient E; un espace vectoriel sur IR de dimension 2 et (e,, ¢,)
une base de E,. Désignons respectivement par (, o) et (1, P2) les coordonnges
dans la base (e;, e;) de deux vecteurs x ety de E,.

L'application f, de E;X E, dans IR définie par : I .

(x, y) ~—> folx, y) = a,fy + P est une forme bilinéaire symeétrique sur E,,
En effet, si x' est un vecteur de E, de coordonnées (o5, o5) dans la base (e, e,)
et si k est un réel, nous avons :

(1) foly, X) = Broty + Batta = 4Py + 222

c’est-a-dire : fo(y, x) = fo(x, y).

(2) fo(x + X', y) = (o7 + o)) By + (@2 + &2) B2 = (1B + 22f2) + (o4 By + a3B2),
c'est-a-dire : fo(x + x', y) = fo(x, y) + fo (X', ¥).

(3) folkx, y) = (koy) By + (ketz) B2 = k(o4 Py + %2f2)

c'est-a-dire : folkx, y) = kfp(x, y)-

2. Reprenons les notations de I'exemple précédent. Soit f; I"application définie par :
fi 1 Exx Ez — R, (J(', y) No—> f1 (X, y) = 0:151 —_ azﬁz'

On vérifie, comme & I'exemple 1, que £, est une forme bilinéaire symétrique sur E.
De méme l'application /5 définie par :

f : ExXx E:g — R, (x.y) ~—> HL(xy)= ;B + 2(tq P2 + x2B4) + ¢t23; est
une forme bilinéaire symétrique sur E,.

Propriétés d'une forme bilinéaire symetrique.

Considérons une forme bilinéaire symétrique 7 sur un espace vectoriel E sur R.
Pour tout vecteur y, de E, définissons une application ¢, de E dans IR par :

. o
P - E— R, x n—> g, (X)=Ff(x y5).

Des propriétés (2) et (3) de la définition d’ ilinéai - E
; r g
il résulte les propriétés : une forme bilinéaire symétrique su

YxeE  Yx'eE o ,(x+x) =9, (x) + ¢, (x);
VkeR  YxeE o, (ko) = ko, (). - Rl
Pour tout vecteur y, de E, 'application P
De méme, pour tout vecteur x, k
dans IR par :

Vi - E—> R, y e 4‘:.,(]‘") = F(x,, y).

46

; est donc une forme linéaire sur E.
e E, nous définissons une application Yy, de £
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4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS
De la propriété (1) de définition d'une

métrique, il résul i
pour tout vecteur y de E, nous avons : y AUl rosuhie:que

0(V) = F(xo, ¥) = £(y, x,)
. o Or r a0t

Nous en déduisons : Yy e E, by, (v) = Puy (V).
Les applications ¢, et Px, SONt donc &

. gales. Pour tout vecteyr Xo de E, I'appli-
cation ., est donc une forme lingaire sur E.

forme bilinéaire s

THEOREME :

les applications de E dans R res

Pectivement définies par :
y n—> f(xo, y) et x n—s f(x,

Yo) sontdes formes linéaires sur E.
Du théoreme précédent, nous déduis
(4) YxeE, VyeE, Yy eE,
(5) Yk e R, i xeE, VyeE,

Remarques : 1. La propriété (1

Les propriétés (2), (3), (4), (5) traduisent Ia bilinéarité de 7

2. Pourtout vecteur x de E, I'application Px st une forme linéaire ;: nous avons donc s
9:(0g) = 0, c’est-a-dire : f(x, 0g) = 0.

Utilisons la propriété (1) ; nous obtenons - YxeE  f(x 0) =70 x) = 0.

3. Utilisons les propriétés (2), (3). (4) et (5); nous obtenons :

VxeE Yx'eE, YyeE V}y'eE, VkeR, fk'eR, YhelR, fh'elR :

flkx + k'x', hy + h'y") = khf(x, V) + kh'F(x, y') + k'hF(X', y) + K'h'f(x', y').

ons les propriétés -
FXCy +v') = 6, y) + £(x, v).
F(x, ky) = kf(x, y).

) de la définition de f traduit la symétrie de f.

Produit scalaire sur un espace vectoriel.

DEFINITION : On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E
sur R toute forme bilinéaire symétrique f sur E qui vérifie la propriété :

(6) YxeE  (x30;) — (f(x. x) > 0).

Exemples : 1. Considérons la forme bilinéaire symétrique f, sur E,, définie 3

T ———

I'exemple 1 du ne 4, p. 46.

Pour tout vecteur x de E,, de coordonnées (a4, a;) dans la base (e, ;), nous

avons : fo(x, x) = (a4)2 + (x2)2. _
Sﬂmmeo(adz + (=3)? est un réel positif ou nul et elle est nulle si et seule-

Ment si «, et o, sont nuls, c’est-a-dire si et seulement si x est le vecteur nL(I:JUEZ.

Nous avons donc la propriété : §xeEz  (x # 0g,) = (fo(x, x) > 0).

fo est donc un produit scalaire sur E,. = . i

2. Considérons la forme bilinéaire symétrique £, sur E, définie 3 I'exemple 2 du

n°4,p. 46, .

Pour tout vecteur x de E,, de coordonnées (x:, @) dans la base (e, €2) nou

ONS 1 £ (x, x) = (1) — (22)2

COnsidérons, par exemple, le vecteur : x, = &; + €2.

OUs avons : f, (X1, %)=1—-1=0.

" West donc pas un produit scalaire sur Ex.

4]
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24. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

3. Considérons I'espace vectoriel IR et I'application :

f: R2T— R, (x,y) n—> XxV. T

Il résulte des propriétés de I'addition et de la multiplication dans IR que f ¢ Une
forme bilinéaire symétrique.

D’autre part, nous avons : f(x, Xx) = x2.

Nous en déduisons que, pour tout vecteur x non nul, le réel f(x, x) est strictemem
positif : §x e R", f(x, x) > 0.

f est donc un produit scalaire sur R.

Remargque : Il résulte de la définition d'un produit scalaire qu'une forme bilingaj,,
symétrique f sur E est un produit scalaire si et seulement si :

1. yxeE  f(x,x)2>0.

2. (f(x, x) = 0) <= (x = 0g).

Espace vectoriel euclidien.

DEFINITION : On appelle espace vectoriel euclidien un espace vectoriel
E muni d’un produit scalaire f sur E.

Cet espace vectoriel euclidien est noté (E, 7).

Exemple : Nous avons montré (n° 4, p. 46) que la forme bilinéaire symétrique /.

" sur I'espace vectoriel E; est un produit scalaire sur E;; (E3, f) est donc un espace

vectoriel euclidien.

Produit scalaire de deux vecteurs.

Considérons un espace vectoriel euclidien (E, 7).

Si x et y sont deux vecteurs de E, on appelle produit scalaire des vecteurs xety
leréel: F(x, y).

Si les vecteurs x et y sont égaux, le produit scalaire f (x, x) est appelé carré scalaire
du vecteur x.

Nouvelles notations.

Dans la suite de ce livre, nous allons étudier |
muni d'un produit scalaire f fixé.

Afin de simplifier les notations, nous convenons

1. L'espace vectoriel euclidien (E. f) est noté s'ir'npleme tE

2. Le produit scalaire f(x, y) de deux vecteurs de E estn é :

En particulier le carré scalaire de x, f (X, x), est noté : x x ollo.;nc;;y: x2

48

es propriétés d'un espace vectoriel £
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13 THEOREME : Pour tout couple (x, y) de vecteurs d’

14
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#8. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

gcrivons, avec ces notations, les propriétés du produit scalaire :

S

(1) YxeE  YyeE,

(2) YyxeE  Yx'eE, Yy eE,
() YkelR, YxeE yyeE
(4) YxeE,  YyeE Yy eE Xy +y)=xy+ xy"
(5) Yk eE, xeE, Vy€E, X.(ky) = k(x.y).

(6) fxeE, (x £ 0p) = (x.x > 0),

(7) VX:E E.. (x=0) <= (x = 0g).

Xy = y.X.
X+ x).y = xx' + yy'.
(kx).y = k(x.y).

Inégalite de Cauchy-Schwarz.

un espace vectoriel
euclidien, on a l'inégalité : (x.y)2 K (xx) (y.y).

L'égalité a lieu si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement
dépendants.

Considérons deux vecteurs x et y d’'un espace vectoriel euclidien E.
Distinguons les deux cas suivants :

Premier cas : x et y sont linéairement indépendants. 3

Dans ce cas, pour tout réel «, le vecteur ax + y n'est pas le vecteur nul Og.

Nous avons donc :

fzeR, (ax+ y).(ex + y) > 0,

c’est-a-dire :

fzeR, «? x.x + 2axy + y.y > 0.

Nous en déduisons que I'équation : o2x.x +-2ax.y + y.y = 0, ol linconnue
est o, n'admet pas de racine dans [R.

Les vecteurs x et y sont linéairement indépendants; nous avons donc : x.x > 0.
L'équation : a2 xx+ 2axy + y.y =0 est donc une équation du second
degré qui n'admet pas de racine dans IR. _

Son discriminant :  (x.y)2 — (x.x) (y.y) est donc négatif.

Nous en déduisons : (x.y)2 < (xx)(y.y).

Deuxiéme cas : x et y sont linéairement dépendants. . ;
maes vecteurs x et y est une combinaison linéaire de l'autre. Suppo-
sons, par exemple, qu'il existe un réel § pour lequel ona : y = fx.

Nous avons alors : x.y = x.(Bx) = B(xx).

Nous en déduisons : (x.y)2 = B2(x.x)2

D'autre part, nous avons les égalités :

B2(xx)2 = (x.x) [B2(xx)] = (xx) [(B). (Bx)] = (xX) (v.¥).

Nous en déduisons I'égalité : (x.y)2 = (x.X) (v.¥).
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En résumé, quels que soient les vecteurs x et y de E, on a l'inégalité :

(x.¥)? < (xx) (y.y).
Cette inégalité est appelée inégalité de (-;auchy-Schwarz. B
De plus, I'égalité a lieu si et seulement Si les vecteurs x €t y sont linéairement

dépendants.

Orthogonalite.

Vecteurs orthogonaux.

DEFINITION : Soient x et y deux vecteurs d’un espace vectoriel eucli-
dien E. On dit que x est orthogonal a y si et seulement si le produit scalaire
x.y est nul.

Si x est orthogonal a y, nous notons : x L y. _
Nous avons donc |'équivalence logique : (x L y) <—= (xy = 0).

Si x est orthogonal & y, nous avons : x.y = 0; de la propriété de symétrie du
produit scalaire, nous déduisons : y.x = 0. Le vecteur y est donc orthogonal a x
Nous dirons désormais que les vecteurs x et y sont orthogonaux.

Exemples : 1. Dans un espace vectoriel euclidien, le vecteur nul Og est orthogonal
a tout vecteur x de E. Nous avons en effet : §x eE, Og.x = 0.

2. Nous avons montré (n° 10, p. 48) que |'espace vectoriel E; muni du produit
scalaire f;, est un espace euclidien. Calculons le produit scalaire des vecteurs e, et e,
4.8 = f0(31,92) =1x0—-0x1=0.

Dans cet espace euclidien, les vecteurs e, et e, sont orthogonaux.

3. Si deux vecteurs x et y d'un espace vectoriel euclidien sont orthogonaux,

alors, quels que soient les réels « et B, les vecteurs «x et By sont orthogonaux.
En effet, silona : xy =0, on aalors : afi(x.y) = 0,
c'est-a-dire : (ax).(fy) = 0.

Systéme orthogonal.

DEFINITION : On dit qu'un systéme den v

euclidien est un systdme orthogonal si
de ce systdme sont

ecteurs d'un espace vectoriel

et seulement si les vecteurs
non nuls et deux & deux orthogonaux.

m—

Exemple : Dans I'espace vectoriel E
€, et e; constituent un systéme (e,.

60
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-

2
4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

—

20 THEOREME : Dans un espace vectoriel euclidie

21

gonal est un systdme libre. N, tout systdme ortho-

Supposons que, dans un espace vectoriel euclidien E
orthogonal (x;, X2, ..., Xn). '
par définition, nous avons :

(1) yie{l - xﬁ_# O, c'est-3-dire : X,.X; # 0.
(2] HIE {1, S n}; VJ' E {1, 2; Wi n}* (f' ;éj) == (xf'x_.-' — OJ

il existe un systeme

Soit (%1, ®2. -+~ %) UN N-uplet de IR", et soit x la combinaison linéaire :
y= aXy + aaX2 + .o+ a,X,. |
Pour tout entier / appartenant a {1, 2, .., n}, nous avons -

xx = & (%) + @2 (X2X) + ..+ @, (%), c'est-a-dire

xx; = % (XpX;)-

Nous en déduisons les implications :

(x=0) = (fie{l.2,...n}, xx =0).

(fieil. 2,...n} xx,=0) => (fie (1,2, 0o 1)ty O,
Nous en concluons :

(mxy + %Xz + -+ 20Xy = 0g) = (Jie{1,2,...n}, a,=0).
Le systéme (x,, Xa. ..., X,,) est donc un systéme libre.

En particulier, si I'espace vectoriel euclidien E est de dimension finie n, tout systéme
orthogonal de n vecteurs de E est un systéme libre de n vecteurs de E; c’est donc
une base de E (n°® 17, p. 224, tome |).

THEOREME ET DEFINITION : Si un espace vectoriel euclidien E de dimen-
sion 7 admet un systéme orthogonal (x,, X3, ... X,) de n vecteurs, ce sys-

téme est une base de E.
On dit que (x;, X5, ..., X,) est une base orthogonale de E.

Remarque : Le théoréme précédent ne prouve pas 'existence de bases ortho-
gonales dans un espace vectoriel euclidien de dimension n. Nous démontrerons
aux n°s 1, 7, 19 du chapitre 25, I'existence de bases orthogonales dans les

espaces vectoriels euclidiens de dimension 1, 2 ou 3.

Norme d'un vecteur.

—

DEFINITION : On appelle norme d’un vecteur
Cuclidien, le réel positif ou nul : A/ XX

x d'un espace vectoriel

La norme d'un vecteur x est notée : || x .
Nous avons donc I'égalité : || x || = V/xX.
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Propriétés de la norme.

Vecteur de norme nulle.

THEOREME : La norme d’'un vecteur est nulle si et seulement si ¢g

vecteur est le vecteur nul.

—

En effet, pour tout vecteur X de E, nous avons I'équivalence logique :

(x = 0g) = (x.x = 0). o
D'autre part, nous avons : (x.x = 0) =< (\/x.x = O).
c'est-a-dire @ (xx = 0) <= (Il x | = 0).

Nous en déduisons : (X = 0p) < (Il x|l =0)-

Norme du produit d'un vecteur par un réel.

k et pour tout vecteur x de E, la norme du

vecteur kx est égale au produit de la norme de x par la valeur absolue de .

Considérons, en effet, un réel k et un vecteur x de E. Nous avons :

(| kx || = v/ (k%) (kx) = V/k2(xx) = Vx| =1k x].

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour tout vecteur x et pour tout vecteur y de E, nous avons démontré I'inégalit®
(n°13,p.49) 1 (xy)? < (xX) (), c'est-a-dire = (xy)2 < [ x [l v I*
Nous en déduisons : | x.y | < |[ x|l ¥ I

Nous avons donc : | fxeE, YyeE —||XI|I|y||gx.y=;‘5|x||||y||

Théoréme de Pythagore.

Considérons deux vecteurs x et y de E. Nous avons |'égalité :
(x+ y).(x+y) = xx+ 2xy + vy, c'est-a-dire : -l
Ix+yi2=lxI2+ 1l yI?2 + 2xy. |

Nous en déduisons le théoréme

THEOREME : D -
orthogonaux si :tu:e:T:::: sxi.:: ; d'“"hespﬂca vectoril euclidien £ <"
yiIz=Mx2+vl

Inégalités triangulaires.

Pour deux vecteurs x et y de E ﬁuus
I x + Jfll_2 = xIP+2xy + |y

62

avons l'égalité :
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de Cauchy-Schwarz, nous déduisons :

I'inégalité
eIl € 2xy < 20 x [yl
iTeﬁ résulte t_aiors les inégalités :
jxl2 = 211 Iyl Iy I <IX+yIE<UXIR+ 20 x| [y |+ |1y |1
rast-2-dire :
cestd 2 <l x+ vIE< (Xl + Iy )2

x|l =1 : . ;
I(i"t!" résulte les inégalités suivantes, appelées inégalités triangulaires :

.'xEE, HYEE: |||XH—||P'|||€I|x+y|]<||x||_|_||y“

Vecteur unitaire.

B_E_FINITION : On dit qu'un vecteur d’'un espace vectoriel euclidien
E est unitaire si et seulement si sa norme est égale a 1.

p—

Exemple : Considérons un vecteur x non nul de E. Nous avons alors : || x || s 0.
_ X | x ||
orme du vecteur : = est : =4t 1.

Le vecteur y est donc unitaire.

Base orthonormeée.

DEFINITION : Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.
On dit qu’une base 3 de E est orthonomée si et seulement si 3 est une

base orthogonale dont les vecteurs sont unitaires.

Exemple : Dans |'espace vectoriel E; muni du praduit scalaire f (n° 4, p. 00) la
base (e, e,) est orthonormée.
Nous avons en effet :

" & " — ‘\/fo(eh 91) = 1, ” €2 ” = ‘\/fa(egf ez) = 1: 8.6 = flj(eir 82) = 0.
Bﬂmye_: Nous démontrerons, aux n° 2, 8 et 20 du chapitre 25, I'existence
sions 1, 2, ou 3.

de bases arthonormées dans un espace vectoriel euclidien de dimen

b3
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EXERCICES |

4

1 Soient E,
sur Ey.

On considére I'application £ :

E, xE, — R, (x.y) A—> F(xy)= g(x) ¢(y).

1o Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.

20 Montrer qu'il existe des formes linéaires 9 pour lesquelles I'apﬂlicati
associée est un produit scalaire sur E,. Caractériser ces applicationg q;. on f

un espace vectoriel de dimension 1 et ¢ ung forme jing
INéajra

2 Soient E un espace vectoriel sur [R et ¢ une forme linéaire syr E.
On considére I'application f :

ExE — R, (xy) > f(xy) = qlx) gly).

1° Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.

2° Montrer que, pour tout @, I"application f associée n’est pas up prodyii
scalaire sur E si E est un espace vectoriel de dimension différente de 1.

3 Soient E; un espace vectoriel de dimension 2, (e, e;) une base de E.
x ety deux vecteurs de E; de coordonnées respectives (u,, x,) et (B, fizr;
dans la base (e,, e;). On considére |'application f : '
EaxE; — R, (xy) "> 4By + 2(21B2 + 22f) + a8,
L'application 7 est-elle un prodyit scalaire sur E,?

# Méme exercice que le précédent pour les applications 7 définies par
(n°s 4237):

4 (xy) n— Aoy + (2,02 + 22Py) + 258,

5 (xy) n— 20 + 4(xB2 + 23B;) + 8ayfs.

6 (ny) A By + 2(@ Bz + 2afBy) + 258,

7 (xy) A= — 3By + (B2 + 22By) + 2B

8 Soient E; un espace vectoriel de dimension 2, (e,, e,) une base de E,
x et y deux vecteurs de E» de coordonnées respectives (a,, ;) et (B, B2)
dans la base (ey, e,) et trois réels A, B etC.

On considére Iapplication [ B

E2xE; — R, (5y) A—> Aa,B, + B (B2 + a28:) + Cagfa
Montrer que g est un produit scalaire sur E; si et seulementsi :
AC—B2>0 e A>D.

9 Soient E; un espace vectoriel de dimension 2, (e,, e,) une base de E
X et y deux vecteurs de E, de coordonnées respectives (oy, 22) et (B BV
dans la base (e, ez).

On définit une application fde E; X E; dans IR par :

(x. y) ’\f—-i' 25‘131 + a3,

12: ‘;ﬁrlf::e;:l:r:éf est'un produit scalaire sur Es:

e sidére I'espace vectoriel euclidien (E,, f). Montrer que e
: © coordonnées respectives (1, — 2) et (1, 1) dans la base (é1- F
ont orthogonaux, i

30 Déterm;j
miner les normes des vecteurs e, et e,. Donner les coordonnées

- d'un vecte ;
Ur xtel que (e, x) soit une base orthogonale de E».
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10 Soient U, V, W troi
e 't nu, v, ‘{t trois vecteurs d'un espace vectoriel euclidien.

ontrer que, si U est V — W et si v
s - ! Tﬁhﬂgonal 3V — W etsi V est orthogonal a W — U,
W est orthogonal 3 U — V.
20 Sait Z le vecteur défini : 2=(0W V- (GDW

teur défini par : Z = (GwW) vV — (TGV) W, ;

Démontrer que Z et U sont orthogonaux.

11 Soient Eun e i ilinéai
ok space vectoriel sur IR et f une forme bilinéaire symétrique
On désigne par N(f) I'ensemble de i

. s vecteurs x de-E ¥
Slith : YHEE Fmie qui possédent la pro
Démontrer que N (f) est un sous-espace vectoriel de E.

12 Soient E un espace vectoriel sur IR et f une forme bilinéaire symétrique
sur E qui vérifie la propriété :Yx € E, f(x, x) > 0.

1° Montrer que, pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, on a l'inégalité :
f(x y)2 < f(x. x) f(y. y).

20 Soit F I'ensemble des vecteurs x de E tels que : f(x, x) = 0. Montrer
que F est un sous-espace vectoriel de E.

13 Soient E un espace vectoriel sur [R et f une forme bilinéaire symétrique
sur E qui vérifie |a propriété : fxeE, (x# Og) = (f(x x) # 0).

1° Montrer que, pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, on a l'inégalité :
[f(x, ¥) 12 < f(x, x) f(y, y) et que I'égalité a lieu si et seulement si les vec-
teurs x et y sont linéairement dépendants.

20 Montrer que, pour tout couple (x, y) de E2, f(x, x) et f(y, y) sont des
réels de méme signe. En déduire que f est un produit scalaire sur E si et
seulement s’il existe un vecteur xo de E tel que : f(Xo Xo) > 0.

14 Montrer que, pour tout quadruplet (x4, %z, B4, B,) de réels, on a
Finégalit 1 (281 + 2aB2)? < (aF +23) (BF + B2

nt les réels =y, &g, 3, B1. P2, B3 ON 2

15 Montrer que, quels que soie
w2 + of) (BT + B2 + B3). <

Finégalité : (x1B; + 2Pz + @aPa)?® < (4§ +

16 On considére l'espace vectoriel P des fonctions polyndmes de IR dans
[R de degré inférieur ou égal a n (y compris la fonction nulle sur [R).
Soient f et g deux éléments quelconques de P définis respectivement par :
X r—> f(x) = 8o + 31X + ...+ a,x", etpar:

x rn—> g(x) = bo + byx + ... + bax".

On définit une application @ de P x P dans IR par:

{f, g) N—>» aubu + 31.&1 + oo a,_.b,,.

10 Montrer que @ est un produit scalaire sur P.

20 Définir la norme d'un élément f de P.

30 Montrer que, gquels que soient les réels @g, @1s ««+ dne b, b_1, svia Day

on a l'inégalité : 4 Lo hang, = DT VAL
(aobo + 3101 + -+ + a,by)? < (a3 +af+ .- +a2) (b2 + b7+ --- + b3).
40 On considére rensemble E, des fonctions cun.stantes sur IR
Déterminer I'ensemble El constitué par les fonctions de P qui sont ortho-

hacune des fonctions de Eg.

gonales & ¢
que E} est un sous-espace Ve

5o Montrer

ctoriel de P.
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EXERCICES

56

17 On considére I"espace vectoriel IR2 et I'ensemble N des
de [R2 dans R, qui possédent les propriétés :

a) yxeR2, (f(x) =0) <= (x=0)

b) yxelR2, YrelR, f(hx) =]|n|7(x).

c) Y xeR2, yyelR2 f(x+vy) < Ff(x)+7(y).

1° Montrer que, si g est un produit scalaire sur [R=, I'application :

f: RT — IR, x n—» ‘\/q:(x, x). est un élément de ).

2° Soit un couple x = (@, a;) de IR2. On définit une application , de R2
dans Ry par: x ~n—> |ay |+ |az].

Montrer que f, appartient 3 N.

3° Soit f, l'application de IR2 dans IR, définie par :

f20) =|ay| si|a | > |az2] et fa(x) =]as] si |21 | < | a,).
4° Montrer que, pour tout couple x de IR2, on a les inéqgalités -

f2(x) < f(x) € 2f5(x).

appliﬁations r
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Espaces vectoriels euclidiens
de dimension 1, 2, 3

Espaces vectoriels euclidiens de dimension 1.

Considérons un espace vectoriel euclidien de dimension 1, noté D.

Bases nrthogongles de D.

Nous savons que tout vecteur 7 non nul de D est une base de D. Le systéme constitué

T
par le vecteur / est un systéme orthogonal en effet, nous avons : /ii% 0.

Nous en déduisons que toute base de D est une base orthogonale.

Bases nrthnnnrmées de D.

Considérons un vecteur X non nul de D: nous avons : “_JE || 5 o.
Posons : /= " — “ - nous en déduisons : “ *n =1,
i e base orthonormée de D. On vérifie

Il en résulte que tout vecteur unitaire / est un
immédiatement que — 7 est aussi un vecteur unitaire

deux seuls vecteurs unitaires de D.

de D et que fet — i sont les

b/



28, ESPACES VECTORIELE EUCLIDIENS DF DIMENRION 1, 2, 0

Utilisation d'une base orthonormée.

. i L
Considérons une base orthonormée de D, o'est-d-dira un vectaur unitaire / de 0,

Coordonnée d'un vecteur.

Soit X un vecteur de coordonnde x dans la base orthonormée /.

Nous avons : X = x/.

Nous en déduisons : X./ = (x/).J = x ||/ = x

La coordonnée d'un vecteur X de D dans une base orthonormée / de [ est done
égale au produit scalaire X./

Pour toute base orthonormée / de D, nous avons : | vi e D, X = (’E-;); l

Expression analytique du produit scalaire.

- e
Soient X et X' deux vecteurs de coordonnées respectives x et x' dans la base ortho-
+ $ $ . 3
normée /. Nous avons : X = x/ et X' = x'/.
' B . . *
Nous en déduisons : XX' = (xt).(x'r) = XX' || /

Le produit scalaire de deux vecteurs de D est donc égal au produit de
leurs coordonnées respectives dans une base orthonormée.

En particulier, pour tout vecteur X, de coordonnée x dans la base orthonormée 1,
nous avons : || X || = v/

s

- XX

Espaces vectoriels euclidiens de dimension 2.

Considérons un espace vectoriel euclidien de dimension 2, noté P.

Calcul du produit scalaire de deux vecteurs de P.

Considérons une base (/, /) de P et deux vecteurs X et X' de P. Désignons par
(x, ¥) et (x', y') les coordonnées respectives de X et de X' dans la base (; ;)

Nous avons : X =xi+y/ et X =x7+ yj

Nous en déduisons :

= = * * . . -

XX = (xr + yiMxi + y]) = e LT 4 (v’ + x0) 5]+ ' 1] )

Il en résulte que pour calculer le produit scalaire des deux vecteurs X et
X', il suffit de connaitre les coordonnées de ces deux vecteurs dans la

-

base (/, /) et les produits scalaires : oLt

58

h



25. E

Construction d'une base orthogonale de P.

Considérons un vecteur X non nul de P. Nous savons
si X' est un vecteur qui n'appartient pas a la
systdme (X, X) est une base de P.

Pour tout réel k, le vecteur KX + X est différent du vecteur nul 0.

Cherchons s'il existe un réel k pour lequel [es vecteurs X et kX + X' sont ortho-
gcnﬂux.

Nous avons : i(ki - )_('F) =k ” X ”z e a
— - _*,_

s vecteurs_z( et kX + X' sont donc orthogonaux si et seulement si le réel

K% I+ XX est nul, c'est-a-dire si et seulement si I'on a I'égalité :

(n° 12, p. 232, tome 1) que
droite vectorielle engendrée par SE, le

. B
Y
3 XX o | o
P Y= — = X'
Posons : Y “xllzx +

Il résulte du calcul précédent que (K ?) est un systéme orthogonal; c’est donc
une base orthogonale de P (n° 22, p. 61).

THEOREME : Un espace vectoriel euclidien de dimension 2 admet au
moins une base orthogonale.

e

Bases orthonormées de P.

Nous savons qu'il existe dans P au moins une base orthogonale (X, Y).
Les vecteurs X et Y sont différents du vecteur O,

~<i

~ X =
P C = = e

Nous avons alors : ”;” =1, "}-” =1, i.j= 0;
Le systéme (7 /) est donc une base orthonormée de P.

THEOREME : Un espace vectoriel euclidien de dimension 2 admet au
Moins une base orthonormée.

Utilisation d’une base orthonormée de P.

Considérons une base orthonormée (7, /) de P. Nous avons donc :
Il =1, J71=1, 77-0

69
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25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2. 3

Coordonnées d’'un vecteur.

Soit X un vecteur de P de coordonnées (x, y) dans la base orthonormée (.7 ,7 )
Nous avons : X = x + yf; nous en déduisons :
Xi=(xi+y)i=x|7|P+yij)=x

Xj=(d+y)i=Ai)) +v|ilF=v_

Les coordonnées d'un vecteur X de P dans une base orthonormée sont
les produits scalaires respectifs de X par les vecteurs de cette base.

Pour toute base orthonormée (; ;) de P, nous avons donc :

iXeP, X=(X)i+(Xj)/

Expression analytique du produit scalaire.

Soient X et X' deux vecteurs de P de coordonnées respectives (x, y) et (x’, y')
dans la base orthonormée (; ;)

Nous avons : X = x/ + yf ot X' = x' + yf Nous en déduisons :

XX = (xf + i) (xi + y7) = xx 171+ v+ xy) D) 4wy |7 [P =xx + yy.
En pamculler si X est égal a X', nous avons :

XX = x2 4 y2, c'est-a-dire : ” X ” = /X2 + y2,

THEORE ME : Pour tout vecteur X et pour tout vecteur X' de ﬁ, de coor-
données respectives (x, y) et (x', y') dans une base orthonormée, on a :

XX =xx'+yy et ||[X|=+/*2+yz

Avec les mémes notations, nous déduisons du théoréme précédent les deux pro-
priétés :

1. X et X' sont orthogonaux si et seulement sil'ona : xx’ 4+ yy' = 0.

2. X est unitaire si et seulement silona : x2 4 y2 = 1.

Coordonnées d'un vecteur orthogonal a un vecteur donné.

Considérons un vecteur X de coordonnées (x, y) dans la base orthonormée (; ;)

Un vecteur X’ de coordonnées (x', y') est orthogonal au vecteur f si et seulement

si I'on a l'égalité : xx' + yy' = 0, c'est-a-dire si et seulement si le déterminant

, -y
y' X

Soit ¥ le vecteur de coordonnées (= v. x) dans la base (7 f)

x' — y|

yl

Le vecteur Y est non nul; les vecteurs X’ et Y sont donc liés si et seulement s'il

existe un réel k pour lequelona: X' = kY, cest-a-dire: x' = — ky, y' = kx.

60

est nul.

Le déterminant | est nul si et seulement si les vecteurs X' et Y sont liés.
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25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1. 2. 3

THEOREME : Soit X un vecteur de coordonnées (x, y) dans une base
orthonormée. Un vecteur X' de coordonnées (x, y') dans cette base est

-3
orthogonal au vecteur X si et seulement s’il existe un réel k tel que :
x = —Kky et y' = kx.

Vecteurs unitaires orthogonaux a un vecteur unitaire.

Considérons un vecteur unitaire X. Ses coordonnées (x, y) dans la base orthonor-
mée (.7 }) vérifient donc : x2 4+ y2 = 1.

Nous savons qu'un vecteur X’ est orthogonal a X si et seulement s'il existe un réel
k tel que : X' = —ky?+kxf.

Pour un tel vecteur, nous avons: ” % “2 = (— ky)2 + (kx)2 = k2(x2 + y?) = k=
Le vecteur X orthogonal a X est donc unitaire si et seulement si I'on a :

=1 ou k=—1.
Il existe donc dans P deux vecteurs Y et Y’ orthogonaux au vecteur
unitaire X : Y = — y?+ xf et Y = yf— xﬁ
Remarquons que ces deux vecteurs sont opposés : Y=—Y.

=

Droites vectorielles orthogonales dans P.

Considérons deux droites vectorielles D et D’ de P. Désignons respectivement
par U et par U’ des vecteurs non nuls de D et D".

Nous supposons que les vecteurs G et U; sont orthogonaux.

Nous avons donc : u.u’ = 0.

Alors, pour tout couple (o, «') de réels, nous avons : (aU).(a'fﬁ) = ax'U0" =0,
Tout vecteur X de D est donc orthogonal a tout vecteur X' de D',
Réciproquement, si tout vecteur X de D est orthogonal & tout vecteur X' de D', les

vecteurs U et U’ sont orthogonausx.

THEOREME ET DEFINITION : Soient Det D’ deux droites vectorielles de
P. Les deux propriétés suivantes sont logiquement équivalentes :

1. Un vecteur non nul de D est orthogonal & un vecteur non nul de Er';
2. Tout vecteur de D est orthogonal a tout vecteur de 5':.

Si I'une de ces propriétés est vérifiée, on dit que les droites vectorielles
D et D' sont orthogonales.

On dit aussi que D est orthogonale & D’ et que D’ est orthogonale a D.

61
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28. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2, 3

Considérons une droite vectorielle D de 3, Nous nous proposons de démontrer
qu’il existe une droite vectorielle unique D' orthogonale & D.

Soit X un vecteur non nul de D. Nous avons construit, au n° 7, p. 59, un vecteur
Y de P tel que (5(' ?) soit une base orthogonale. La droite vectorielle D' engendrée
par ?u"’ est orthogonale a D.

Considérons alors une autre droite vectorielle D” orthogonale 3 D. Soit U un vec-
teur non nul de D" Par définition, nous avons : U.X = 0.

(X, Y) est une base de P ; il existe donc deux réels 2 et u pour lesquels on a :

U =X T [LT\F.

Nous avons donc : UX = A H X ”z: nous en déduisons I'implication
(UX=0) — o =0).

Le vecteur U non nul de D" appartient donc 2 D'

Nous en déduisons I'égalité : D’ = D"

THEOREME : Dans un plan vectoriel euclidien T—i pour toute droite
vectorielle D, il existe une droite vectorielle unique D’ orthogonale a D.

Remarque : Au cours de la démonstration précédente, nous avons démontré

I'implication : (_Lfli = 0) — (Tj € 5‘;).
Nous avons donc I'équivalence logique : (ﬁ € 5'7) S (U.i = 0).

Espaces vectoriels euclidiens de dimension 3.

Considérons un espace vectoriel euclidien de dimension 3, noté E,.

Calcul du produit scalaire de deux vecteurs de Ei

18

Considérons une base (.7" f 'E) de E; et deux vecteurs X et f de coordonnées res-
pectives (x, y, z) et (x, y z') dans la base (f / k)

Nous avons : )(—~x:+ w+zk et )(’—-xr+ y;-}-z’k
Nous en déduisnns :

XX = (x: + w + zk) (xr - y; + z*k)
—-xx’u+ yy' H+zz kk-l- (xy' +xy)r]+ (yz' +yz);k+ (xz +xz):k
Il en résulte que pour calculer le produit scalaire des deux vecteurs )( et )(' il suffit

de connaitre Ies conrdonnées de ces deux vecteurs dans la base (r, /i k) et les produits
scalaires : 1.1, ] kk 7 i Ik Ik

62
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25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2, 3

Construction d'une base orthogonale de E..

Considérons un vecteur X non nul de Es. Nous savons qu'il existe un vecteur X'
non nul qui n‘appartient pas a la droite vectorielle engendrée par X. Les vecteurs
X et X’ sont donc linéairement indépendants et ils engendrent un plan vectoriel
P de E,.

Il résulte du théoréme n° 7, p. 59, qu'il existe dans P un vecteur Y tel que (f ""?)
soit une base orthogonale de P.

Nous savons (n° 22, p. 235, tome |) que si Y’ est un vecteur qui n'appartient pas
a P, le systeme (X, ¥, Y7) est une base de E..

Pour tout couple (k, h) de réels, le vecteur kX + AY + Y' est différent du vecteur
nul 0. Cherchons s'il existe un couple (k, h) de réels pour lesquels les vecteurs X
et Y sont orthogonaux au vecteur kX + hY 4 Y.

Nous avons : X(kx + Y + Y Y') = k” )(“2 + XY

et: Y(X 4+ 0¥ +Y) =n|| Y|P+ ¥V

Ces deux produits scalaires sont donc simultanément nuls si et seulement si l'on a :

XY YY'
k=—5== et h=— —
X K

= XY’ Y.Y'
Posons : Z=—|——=|X — = Y+Y'
[ll X IF] {H H’]

Il résulte du calcul précédent que le systéme (-f Y, i) est un systéme orthogonal
de E;; c’est donc une base orthogonale de E; (n°© 22, p. 51).

THEOREME : Un espace vectoriel euclidien de dimension 3 admet au
moins une base orthogonale.

Bases orthonormées de E..

Nous savons qu'il existe dans E; au moins une base orthogonale (i Y, i).
Les vecteurs X, Y, et Z sont différents du vecteur nul 0.

Posons : f=~§—- H : ' ? :
B IIYII ]
Nous avons alors : “:H =1, “l” =1, ”E” =1,

et : .?_}‘=0, }".;=0, ik =0.
Le systéme (7, /, k) est donc une base orthonormée de E,.

THEOREME : Un espace vectoriel euclidien de dimension 3 admet au
moins une base orthonormée.
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26. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSIO

Utilisation d‘'une base orthonormée de E..

Considérons une base (?, ; E) orthonormée de E;. Nous avons donc :
il =l =&l=1 e ij=ik=ik=0.

Coordonnées d'un vecteur.

Soit X un vecteur de Es, de coordonnées (x, y, 2) dans la base (: /. k).

Nous avons : X = xi+ yf + zk; nous en déduisozs -

Xi = (xf+ Vf+ zz).} = X || ;P“2 + yf.? + zk.i =x
Xj=(xi+yi+20) =xif +ylilF+2zkj =

Xk = (xi + vi + zk).k = xik + V;ﬂ: + z” k Hz = Z.

Les coordonnées d’un vecteur X de E; dans une base orthonormée sont
les produits scalaires respectifs de X par les vecteurs de cette base.

Pour toute base orthonormée (f', /. k) de E5, nous avons donc :

¥XeEs, X=(X0)i+ (X7)/+ (Xk)k

Expression analytique du produit scalaire.

Soient X et X' deux vecteurs de E; de coordonnées respectives (x, y, z) et (x', ¥', 2")
dans la base orthonormée (: } ‘f()

Nous avons : X = x?+ y?+ zk et X' = x7+ y'}:+ z'k.
Nous en déduisons :

XX = (xi + yj + zk)(x7 + y] + k),
XX =xx' [ 71*+ w71 + 2z | &P + o' + x'y) 7]
+ (yz' + y'2) jk + (x2' + x'2) L.k,

e
I

X xx' + yy' + zz'.
En particulier, si X' est égal a X, nous avons :
X

X =x2+ y2+ 22, c'est-a-dire : ” X H =X + y2 + 22,

TH EO'HI‘:ME g Po_ur tout vecteur X et pour tout vecteur X' de E;, de coor-
données respectives (x,y,z) et (x',y, z) dans une base orthonormée,
ona: XX =xx'+yy'+zz et |X|=4/3+ 2+ 22,

Avéec les mémes notations, nous déduisons du théoréme précédent les deux pro-
priétés :

1. X et X’ sont orthogonaux si et seulementsil'ona: xx' + yy' + zz' = 0.
2. X est unitaire si et seulement sil'ona : x2 4+ y:4+2z2=1.
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25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2. 3

Droite vectorielle et plan vectoriel orthogonaux.

Considérons une droite vectorielle D et un plan vectoriel P de E,.
Désignons par U un vecteur non nul de D et par(x Y) une base de P.

Supposans que le vecteur U soit orthogonal a chacun des vecteurs X et Y nous
avons: UX=0 et UY=0.
Alors, pour tout triplet (k, o, 3) de réels, nous avons :

kU(aX + BY) = kaUX + kpUY = 0,

Tout vecteur de D est donc orthogonal a tout vecteur de P.

Réciproquement, si tout vecteur de D est orthogonal 3 tout vecteur de 75, en parti-
culier, le vecteur U est orthogonal a chacun des vecteurs XetY.

THEOREME ET DEFINITION : Soient D une droite vectorielle et P un

plan vectoriel de E;. Les deux propriétés suivantes sont logiquement
équivalentes :

1. Un vecteur non nul de D est orthogonal a deux vecteurs d'une base
de P.
2. Touf vecteur de D est orthogonal a tout vecteur de P.

Si 'une de ces propriétés est vérifiée, on dit que la droite vectorielle.ﬁ
et le plan vectoriel P sont orthogonaux.

On dit aussi que P est orthogonal a D et que D est orthogonal & P.

Considérons une droite vectorielle D de E,. Nous nous proposons de montrer qu'il
existe un plan vectoriel unique P orthogonal a D.

Soit X un vecteur non nul de D. Nous avons construit au n® 19, p. 63, deux vecteurs
YetZ tels que (f ?, i) soit une base orthogonale de E5. Le plan vectoriel P engen-
dré par les deux vecteurs linéairement indépendants Y et Z est orthogonal & D.
Considérons alors un plan vectoriel P’ orthogonal 2 D.

Soient U et U’ deux vecteurs linéairement indépendants de P,

Nousavons : UX=0 et U.X=0.

= = & . 7 i ;
( ) est une base de E; il existe donc trois réels 2, i, v et trois réels A, p’, v'
pour Iesquels ona:

U=?3{+{.L_‘17+vi et Uﬁ=l'i+p';\;+v’i

Nous avons alors : et U'X =2 “ X "

Des égalités : UX =0 et U.X=0, nous déduisons : A:=0 et w=0;
puis: U = 514‘?+vi et U:—-—‘}L’?-'I"V'ﬂi-

La base (U, Tf‘) de P’ est donc aussi une base de P. Il en résulte I'égalité : P = P,
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23. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSIO

HEOREME : Dans l'espace vectoriel euclidien E;, pour toute droite
T
vectorielle D, il existe un plan vectoriel unique P orthogonal a D. -

Remarque : Au cours de la démonstration précédente, nous avons démontré
 icion. (13 UeP ns donc I'équivalence ;
I'implication : (UX = 0) —— (U e P). Nous avo

(UeP) — (UX = 0).

D'une maniére analogue, on démontre le théoreme suivant :

THEOREME : Dans l'espace vectoriel euclidien E;, pour tout plan vec-
toriel P, il existe une droite vectorielle unique D orthogonale a P.

Droites vectorielles orthogonales dans E..

Considérons deux droites vectorielles D et D' de E;. Désignons respectivement
parU et U” des vecteurs non nuls de D et D’. D’une maniére analogue a ce qui a
été fait au n° 15, p. 61, on démontre que Uet U sont orthogonaux si et seulement
si tout vecteur de D est orthogonal a tout vecteur de D"

THEOREME ET DEFINITION : Soient D et D’ deux droites vectorielles
de E;. Les deux propriétés suivantes sont logiquement équivalentes :

1. Un vecteur non nul de D est orthogonal a un vecteur non nul de D',
2. Tout vecteur de D est orthogonal a tout vecteur de D",

Si I'une des propriétés est vérifiée, on dit que les droites vectorielles D
et D’ sont orthogonales.

On dit aussi que D est orthogonale a D" et que D’ est orthogonale & D.

Considérons une droite vectorielle D de E, et désignons par Ple plan vectoriel de

E; orthogonal 3 D.
Soit D’ une droite vectorielle incluse dans P. Tout vecteur de D’ appartient a P;

=

il est donc orthogonal & tout vecteur de D. Il en résulte que les droites D et D'
sont orthogonales.

Réciproquement, considérons une droite D’ orthogonale 3 D et montrons qu'elle
est incluse dans P,

Considérons en effet, une base orthogonale ()( Y. Z) de E; constituée par un vec-
teur non nul X de D et deux vecteurs non nuls orthogonaux de P.
Soit U un vecteur non nul de D’. Nous avons : UX = 0.

66
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S. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1. 2, 3

(X, ¥, Z) est une base de Eg; il existe donc trois réels 4, u, v pour lesquels on a

e

u=)5(+ p.?+vi

L e > 112 S
Nous avons : UX = || X|* ; de r'sgalit¢ : UX = 0, nous déduisons : » = 0.

= . g
Le vecteur U appartient donc a P. Il en résulte que D' est incluse dans P

THEOREME : Soient D une droite vectorielle de E, et P le plan vectoriel

¢ie E, orthogonal & D. Une droite vectorielle D’ de E; est orthogonale a
B si et seulement si elle est incluse dans P.

EXERCICES & Dans les exercices suivants (n° 1 & 7), on considére un plan vectoriel
euclidien P rapporté @ une base orthonormee U, ;) et des vecteurs de P dont

2 = -
Plan vectoriel on donne les coordonnées dans la base U/, /).

euclidien.

v = . e
1 Calculer le produit scalaire des vecteurs U et V et dire s'ils sont ortho-
gonaux dans chacun des cas suivants :

U=—2i+3] V=i+5]
-+ + - > 1 = 4
\V3i+4/5] 7't
U=4/27+3/, V=3—427]
U=24/37+3V2] V=23427+2v3J
2 Calculer la norme du vecteur l:l dans chacun des cas suivants @
U=4F—3f; ~
‘ Uﬁ(«/ﬁ+\/fi)f+(\/1-\f3)f:
O +2v2) 7+ 00 -2v2J:
- ‘\/51‘ 1+
L

/3 Déterminer les coordonnées d’un vecteur unitaire V e@rthgggnal au vec-
' teur U dans chacun des cas suivants :
[ oo * - - [ =
U =23i—4/: U=—5i+2vV2/;
U=

/ ﬁ=3v’if+3v’§;: __(_v_"}_2+_1_)?_(\/§_vr1—.r)}:

6/



25. ESPACES VECTORIELS

EXERCICES

Espace
vectoriel
euclidien de
dimension 3.

68

EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2, 3

0 onsidére les vecteurs _L'j et V de coordonnées respectives
4 On ¢

V3, 1 _1 «_/_3).
=5 3) ® \"F 2

1° Vérifier que (lj ﬁ) est une base orth+onnrmée. . +)

20 Donner les coordonnées du vecteur X dans la base (U, V) dans chacun

des cas suivants @

-l-__;:ﬂ_* §=2}—"—3!r
x_\/s . - >
x=2(+2/): X omime B =Ty

5 On considére les vecteurs U et V de coordonnées respectives (4, 3) et
(3, — 4).
1o Vérifier que (ﬁ ﬁ) est une base orthogonale.

- -+ ==
20 Donner les coordonnées du vecteur X dans la base (U. V) dans chacun
des cas suivants

-

> >
- X=3

6 Soient U et V deux vecteurs de coordonnées respectives ;
(=2,1) et (2,3).
Déterminer les réels suivants :

IS +¥l [T-VI. |28 -3V, [[30-2V]|.

7 Soient U et V deux vecteurs de coordonnées respectives :
{11 1) et (—' 2, 1}-

On considére les vecteurs )E et _"F définis respectivement par :
X=—204V ot Y=U—2V.

1° Déterminer le produit scalaire des ;‘.-ecteurs X et Y.

2° Déterminer les réels : || X " et “ Y "

¢ Dans les exercices suivants (n°= 8 a 17) on considére un espace vecto-

riel euclidien E; de dimension 3 rapporté 3 une base orthonormée

x>
I [ k
et des vecteurs de E,

dont an donne [es coordonnées dans la base (E}- I)

8 Calculer le produit scalaire des vecteurs
dans chacun des cas suivants

= > - * > >
=2/ +3/+2k V=

- -
U et V et dire s'ils sont orthogonaux

- =
—J — bk

5
+2/ -3k

Cq

*
i/

L

9 Calculer la norme du vecteur U dans chacun des ca‘s suivants :

—n-_ > + > — -—
U=—4i+3/4++/2% U=4/27-4/37 412}



25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION 1, 2. 3

10 On considére les vecteurs ﬁ, V, W de coordonnées respectives :

(«_/_5,«1_5,0), (_1 1 w_/_i). 1_1v7)
TR 22 2 2 2T
10 Vérifier que (ﬁ ?, ‘.r-‘:’) est une base orthonormée.

: e o i V]
2° Déterminer dans la base (U, \1 W) les coordonnées du vecteur X dans
chacun des cas suivants :

> T S - + » »>
X=i+j+k; X=2i+3j— 2k

11 Soit 1] un vecteur, Déterminer, dans chacun des cas suivants, les coor-
données d'un vecteur unitaire )E tel que (ﬁ )E) soit un systéme lié.
U=27+3/—2k: U=2437—24/3]+5k

12 Soientﬁ et v deux vecteurs de coordonnées respectives :
(1, — 2,3) et (2, — 1, 1). Déterminer les réels suivants :

NG+l NT-¥l -0 +2¥| [[-T-2V].

—
13 Soient U et ﬁ deux vecteurs de coordonnées respectives (1, 1, 0)
i
et (2,1, — 1) et P le plan vectoriel dont une base est (U’ V).
- > & “ _
1° On désigne par v un vecteur unitaire tel que (u, U) sait un systéme lié.

c =
Déterminer les coordonnées de u.

H E i 3 e e
2° On désigne par v un vecteur unitaire de P orthogonal au vecteur u.
-
Déterminer les coordonnées de v.
E S e

_} "
32 On désigne par w un vecteur unitaire tel que (u, v, w) soit une base

s
orthonormée. Déterminer les coordonnées de w.

i
14 Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur U(— 1,1, 1) et
—
soit D' la droite vectorielle engendrée par le vecteur U'(3, — 1, 1). On
désigne par P et P’ les plans vectoriels orthogonaux respectivement a D
eta D',
L e ]
1o Les plans vectoriels P et P’ sont-ils égaux?
=) o —_—

20 Donner les coordonnées d'un vecteur unitaire de la droite D" définie

—_— - —
par : D" =PnP.

15 On considére le plan vectoriel P+ engendré par les vecteurs 61 (0,1, 1)
et V1 (1, 2, 2) et le plan vectoriel P2 engendré par les vecteurs U.(1, 0, 1)
ot Va(2, 1, 2).

. " = o —- &> -+
1o Déterminer la droite vectorielle D définie par : D = P, P2 Donner

=k
un vecteur unitaire de D.

) = - -

20 Déterminer la droite vectorielle D, incluse dans P, et orthogonale & D.

&
30 Déterminer la droite vectorielle Dz incluse dans Fz et orthogonale & D.
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25. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS DE DIMENSION

EXERCICES

10

16 On considére : . 1
la droite vectorielle Dy engendrée par le vecteur Ui (— 1, 1, 1)

—
et la droite vectorielle 52 engendrée par le vecteur uz(1, 2, — 1).
DietD [ orielles orthogonales,
10 Vérifier que Dy et Dz sont des droites vect Snh g ’
26 Déterminer les coordonnées d'un vecteur unitaire V2 orthogonal 3 U,

- -+
tel que D soit orthogonale au plan vectoriel engendré par Us et Va,

17 Soient P un plan vectoriel et D’ la droite vectorielle orthogonale 3 p.
On désigne par P’ un plan vectoriel tel que D’ soit incluse dans I?}

1 Montrer que la droite vectorielle D orthogonale & P’ est incluse dans P.
2° On suppose que le plan vectoriel P est engendré par tes‘;VEcteurs V] et
V de coordonnées respectives (0, 1, 1) et (1, O, 1)-et que D est la droite

3 X = N 4 ]
vectorielle engendrée par le vecteur W définipar: W = U + V. Déterminer

la droite vectoriclle D" intersection des plans vectoriels P et P’ et la droite
—
vectorielle D',

18 Soient E5 un espace euclidien de dimension 3 et A une partie non vide
de E3. On appelle orthogonal de A, I'ensemble noté AL des vecteurs X de E,
qui vérifient la propriété : YYeA, YX = 0.

12 Définir I'orthogonal de {6"55} et de Ej.

2° Montrer que I'orthogonal d’une partie A non vide de E; est un sous-
espace vectoriel de E,,

39 Définir I"'erthogonal d'une droite ve
de Ea.

49 Vérifier que, si F est un sous-
dim F + dim FL = dim E,.

52 On note (F4)L |'orthogonal de F! montrer que si F est
vectoriel de E4, on a I'égalité - (FLyt = F,

ctorielle de E; et d’un plan vectoriel

espace vectoriel de E;, on a I'égalité -

un sous-espace
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Rotations vectorielles
Angles

Applications orthogonales. -~ /!

Application orthogonaie.

DEFINITION : On dit qu’une application linéaire f d'un plan vectoriel
euclidien P dans lui-méme est une application orthogonale si et seulement
H_Xp-l = _ﬁ, Viz E i:;, f(i1 ). f(-x.-Q) = i-l .E‘E;.

On exprime cette propriété en disant qu’une application orthogonale dans P est
une application linéaire de P dans P qui conserve le produit scalaire.

Exemples : 1. 'L’application identigue du plan vectoriel euclidien est une appli-
cation orthogonale. Nous avons en effet : §X e P, idy (X) = X.
Il en résulte : vi1 € ﬁ ufg eP, :'d; (i.).fd; (5(}2) = ")('1 Xo.

= 5 rx =
2. Soient P un plan vectoriel euclidien, et (.f, ,r) une base orthonormée cie P
Désignons par X un vecteur de P, de coordonnées (x, y) dans la base (7, /).

]

Considérons I'application g : P—P X~ }”'_— Xf e
Nous déduisons du ne 4, p. 248, tome 1, que l'application g est linéaire.
Démontrons quelle est orthogonale :

Si SET et _)Ez sont deux vecteurs de F, nous avons :
g(X )= yi - x.j et g(Xz) = yaf — xaf.
La base (7, /) est orthonormée. Il en résulte les égalités :
X Xz = X1Xs + y1¥a2, €t g(x )5’(?(2) = yiya + (— %) (— X2).

Nous en déduisons ; g(X, ).g(Xz) = X1 Xz. I
application linéaire g est donc une application orthogonale:.

n

e ———————————
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. Une application linéaire f du plan vectoriel eum

2 THEOREME est une application orthogonale si et seulement ;

dans Iui-mém_f "
yxed, )] =Xl

—)|Soit f une application linéaire orthogonale de F' dans >; de finiti
= 'application orthogonale nous déduisons I'égalité : X eP, f(x)'f(x)"'*‘i)*(,

- - —- - 112
c'est-3-dire : X eP, || f()() ”2_*= H X ” : . )
Nousavons: ||7(X) ” >0 et “ XH > 0;ilenrésulte: X eP, ”f()() ” = “i”

—
P de la définition d'une

___\Réciproguement, soit f une application linéaire de P dans P pour laquelle on g :
N e®, 140 = I X]. ) X
Nous en déduisons, pour tout couple (Jih Xz) de vecte_t:rs de P, les égalités -
1A%, + %) || = 1%, + %o | ouencore = [| 7Ry + %) I = [| %, + %, |]2
L'application 7 est linéaire; nous avons donc : f(X, + X,) = #(X,) + (X,).
Nous en déduisons : || #(X, + X,) |[* = || #(X,) || + ” F(X) | + Zf(i).f(iz).

” f(i,) ”2 et ” f(iz) ||2 sont respectivement égaux a “ f, ”2 eta “ 5{'2 ":z
Nous avons donc : || f(i + iz) ”2 = ” i, ||2 + ” iz ||2 + 2!’(5‘31 ).f(iz);

Nous avons aussi : || R, + 5&2 ”2 = “ i, ”2 + H 5("2 ”2 + 2%‘1.?2.
De I'égalité des réels ” f(i) + f(iz) ”2 et “ f(1 + iz ”2 nous déduisons ['égalité :
f(?,).f(iz) = i,.iz. L'application linéaire f est donc orthogonale.

Groupe orthogonal O (P).

3 THEORE l'ilE : Toute application linéaire orthogonale d’'un plan vectoriel
euclidien P dans lui-méme est bijective.

Soit fune application linéaire orthogonale de P dans P. Nous savons (n° 11, p. 251,
tome 1) que pour démontrer que £ est une bijection, il suffit de montrer qu'elle est

injective, c'est-a-dire que le noyau N (f) est le singleton {6}
Nous avons les équivalences logiques Suivantes :

(XeN®) <= (#(X) = 8). (7(%) = 8) <= (Il 7(%) || = 0):
Slf(i)ﬂ=?)f=e-(lliﬂ=0): (Hill=0)~f===-£i=5)-
l'éog'.:litéef ie;jls:n{sa}l.'équivmenw logique : (X & N(f)) <—s (X = 0), puis

4 |l résulte du théoréme précédent
gonales de P est inclus dans

12

que I'ensemble des applications linéaires ortho-
le groupe linéaire de P - V) (_ﬁ)c GL(I’-‘).
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m—

it ensan?me' noté 0(F), des applications linéaires ortho-
gonales du plan vectoriel euclidien P dans
du groupe linéaire de P.

e

lui-méme, est un sous-groupe

M: En effet, I'application idy appartient 3 O(ﬁ).

g('ﬁ) est stable pour la loi s dans GL(ﬁ) : En effet, si fet g sont deux éléments
de 0 (P), pour tout vecteur X de P, nous avons

1) [ =IX1 et o) =|%].

Nous en déduisons = X e, || (gory(X) | = || g L(3)] | = | 7(3) | =
L'application g o f appartient donc a O (P).

| X].

Le symétrique pour la loi o de tout élément de O (P) appartient a O(F):

En effet, soit fun élément de O (P) et f~1 la bijection réciproque de f.
Pour tout vecteur X de F, nous avons : f[f“‘ (i)] =¥

Nous en déduisons I'égalité : || F[F=1(X)] || = || X|.
L'application f est orthogonale ; nous avons donc : H L (if)] H = “ 1 (i) ||
Des deux égalités précédentes, nous déduisons : ” 1 (5(’) H = H X H

L'application f~' appartient donc a © (_ﬁ)

DEFINITION : Le groupe O(ﬁ) est appelé groupe orthogonal du plan
vectoriel euclidien P.

Caractérisation d’une application orthogonale.

THEOREME : Soit (/, /) une base orthonormée du plan vectoriel euclidien
P. Une application linéaire / de P dans P est une application orthogonale

si et seulement si (f(?), f(}')) est une base orthonormée de P.

Soient (7, /) une base orthonormée de P et fune application linéaire de P dans P.
1. Sil'application  est orthogonale, nous déduisonsdesn°s1et2,p.71 et 72 que les

images 7(7) et £(j) vérifient les égalités :

). =57 17 =171 1A =171 ,

Nous avons donc : £(7).f() =0: [ #(7) l=1; £ =1

Les vecteurs £(7) et #(J) sont des vecteurs unitaires et ils sont orthogonaux.

(f(F)- f(;)) est donc une base orthonormée de P.

13
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» x * '
2. Si les images f(7) et f(,r') des vecteurs / et/ par f forment une base orthonormeg

de P, nous avons les trois égalités :

(). =0; e l=1: 7D N=1

Démontrons que |'application linéaire f est orthogonale. R
Pour tout vecteur X de P, de coordonnées (X, ) dins la base (7, /), nous avons les
sqalités : X =xi + v, et f(X)=xf(7) + y (7).

Le carré scalaire du vecteur f(;() est :

1A 12 = || xA(7) + vr(7) 1%, c'est-a-dire : o

1 #GO) |12 = x2 | 7Y I + 250 #).1G) + 2 I FD I

Des hypothéses faites sur f, nous déduisons : || ."()() ||2 = x2 + y2,

Nous avons donc |'égalité : || f(;() ||2 = H X ||2
L'application f est donc une application orthogonale.

Matrice d'une application orthogonale.

7 Soient (7, /) une base orthonormée de P et f une application linéaire orthogonale
de P. Désignons par (a, b) les coordonnées du vecteur f(}:) dans la base (7 f). |
Nous avons : f(}:) = al + b}‘f
Le vecteur f(?) est unitaire; il en résulte : a2 4+ b2 = 1. Nous savons qu’il existe
deux vecteurs unitaires orthogonaux au vecteur f(?) et deux seulement (n° 14,
p. 61) ; ce sont les vecteurs : _X: =— bi + a}: et —)(hz = bi — a:f
f(;) est un vecteur unitaire orthogonal a f(:) il est donc égal a _)21 ou a iz.

_ Si f(}) est égal a X;, c’est-a-dire si l'ona: f(j) = — bi + aj. la matrice de f dans la

base orthonormée (? f) est: M, = [Z o f;] avec: a2+ b2 =1.

> Si £(J) est égal & X,, c’est-a-dire si l'on a : () = bi — a}i la matrice de £ dans

la base orthonormée (.t,r) est: M, = [Z g] avec : a*+ b?2=1.

La matrice d’'une application linéaire orthogonale dans une base ortho-

normée est une matrice du type [g ! b]. avec : a2 4 bH2=1, ou du
a

type [g _ 2] avec a2 + b2 = 1,

8 Réciproquement, soient a et b deux réels qui vérifient : a2 + b2 = 1.

1 . [a —b a b
Désignons par M, la matrice [b 3] et par M, la matrice [b - a]'

Considérons une base orthonormée (7, /) du plan vectoriel euclidien P. M et Mz
sont les matrices respectives dans la base (/, /) de deux applications linéaires /1 et fa.

4
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Démontrons que chacune des applications £, et 7, est une application orthogonale.
Nous avons, en effet : f,(?) = ai - bf et f1(}:) = — bi <+ af;
fi)=ai +bf et £(j)= bi—a
Nous en déduisons les égalités :
* * *, » T
I =161 =M <) | = vaEF5E=1.
Les vecteurs f,(r'). fT(,r'), fg(?), fz(}) sont des vecteurs unitaires.
Nous avons de plus :
AE(G)=—ab+ba=0 et £HL()A() =ab— ba=o0.
Nous en déduisons que les vecteurs f,(?) et £,(;) d'une part, fz(?) et fz(f) d'autre
part sont des vecteurs orthogonaux.
Les couples (f,(?), f,(})) et (fp_(?), fz(;)) sont donc des bases orthonormees.
Nous en concluons que chacune des applications 7, et f, est une application
orthogonale.
Soient a et b deux réels qui vérifient I'égalité : a2 + b2 = 1. Les applica-

tions linéaires f, et f, dont les matrices respectives dans une base ortho-

normeée (;;) sont: M, = [z N 2] et M, = [‘; _2] sont des applica-

tions orthogonales.

Matrices orthogonales. - _ T

.

Matrice orthogonale.

DEFINITION : On appelle matrice orthogonale toute matrice du type

b
[f] - g]r avec : 32 +b2 = 1 ou d“ 'l:ype [z _ a]. avec:® a2 + % 1.

Exemples : 1. Si a est égal & 1 et si b est égal = 0, nous avons : a% + b2 = 1.

Les matrices [{13 ?] et [:) 10] sont des matrices orthogonales.

1 1 = 2 2 —
2. Si 4 — —— et si b est égald —= nous avons : a2+ b2=1.
Si a est égal 2 \/2 e \/5
=1 =1 o B I
V2 V2 V2 V2 .
Les matrices 1’12 1/1 et _1_ _L sont des matrices orthogonales.
V2 /2 V2 V2

75
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De I'étude des applications linéaires orthogonales nous déduisons le théoréme

—

THEOREME : Une application linéaire de P dans P est une application
orthogonale si et seulement si sa matrice dans une base orthonormée
est une matrice orthogonale.

Nous convenons de désigner par O |'ensemble des matrices orthogonales.

Déterminant d’'une matrice orthogonale.

Soit M une matrice orthogonale.

Si M est du type [‘z i 2] avec a2 + b2 = 1, nous avons :
DétM=a2+ b2 = 1.

Si M estdu type [Z - 2] avec a2 + b2 =1, nous avons :
DétM=—3a2—)b2=—1.

Nous déduisons de ces égalités les propriétés suivantes :
1. Le déterminant d'une matrice orthogonale est égal 3 1 ou a — 1.

; a —b A : :
2. Une matrice du type [b a] est une matrice orthogonale si et seulement si
son déterminant est égal a 1.

: a b , . .
3. Une matrice du type [b o a] est une matrice orthogonale si et seulement si
son déterminant est égal a — 1.

Produit de deux matrices orthogonales.

THEOREME : Le produit de deux matrices orthogonales est une matrice
orthogonale.

Soient en effet M, et M, deux matrices orthogonales; il existe deux applications

orthogonales f, et f; dont les matrices dans une base orthonormée % sont res-
pectivement M; et M.

Nous rappelons les résultats suivants :

1° La composée 7,0/, de deux applications orthogonales est une application ortho-
gonale (n° 4, p. 73).

2° La matrice M dans une base $ de I'application composée f,of, est le produit
M;M, de la matrice M, de #; dans 3 par la matrice M, de f, dans 3. Nous en
concluons que la matrice MM, est une matrice orthogonale.

L'ensemble @ des matrices orthogonales est une partie de I'ensemble M., des
matrices carrées d'ordre 2. |l résulte du théoréme précédent que O est une partie
stable de M., pour la multiplication des matrices.

16
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Etude d'un isomorphisme.

Considérons I'ensemble O(P) des applications linéaires orthogonales de P dans P
et I'ensemble O des matrices orthogonales,

Soit $ une base orthonormée de P.

Nous pouvons définir une application 4 de O (F) dans 0 par :

jre0(B),  fa—s h(f) =M, ).

Cette application / est une injection ; en effet, nous avons :

(h(f) = h(g)) <= (M(£, B) = M(g, B)) < (f=g).

D’'autre part, il résulte du théoréme n° 10, p. 76, que toute matrice orthogonale
est la matrice dans la base orthonormée B d’une application orthogonale ; h est
donc une surjection. Il en résulte que h est une bijection de 0(3) sur 0.

De plus, quelles que soient les applications 7, et £, de © (_ﬁ) nous avons :
M(Ffoofy, B) = M(Fy, B) M(fy, B), c'est-a-dire : h(faof,) = h(F) h(f,).

h estdonc un isomorphisme de I'ensemble © (P) muni de la loi o, sur I'ensemble O,
muni de la multiplication des matrices.

Groupe des matrices orthogonales.

Nous savons que O(-F") muni de la loi ¢ est un groupe. Nous allons montrer que
I'existence de l'isomorphisme /# permet d'établir que I'ensemble @ muni de la multi-
plication des matrices est un groupe.

Dans la suite de ce livre, nous serons amenés a utiliser plusieurs fois cette méthode
de démonstration. En conséquence, nous allons démontrer le théoréme suivant * :

THEOREME : Soient un groupe (A, x) et un ensemble B muni d'une loi
interne partout définie L. S'il existe un isomorphisme / de (A, ) sur
(B, 1), alors (B, L) est un groupe. Si, de plus, le groupe (A, +) est commu-
tatif, alors le groupe (B, L) est aussi commutatif.

Considérons deux ensembles (A, ) et (B, L) pour lesquels il existe un isomor-
phisme A de A sur B.

1. L'application A est une bijection de A sur B. Pour tout élément b de B, il existe
donc un unique élément ade Atel que : b = h(a);cestl’'élément : a = A~ (b).
2. L'application A est un homomorphisme de (A, ) dans (B, L). Pour deux
éléments quelconques a, et a, de A et pour leurs images f(a;) et h(a5) nous
avonsdonc ; h(a; *a;) = by L by

* Le lecteur est invité & se reporter au tome |. p. 58 et §9. Le théoréme annoncé aurait pu étre
démontré & ce moment-la. Cependant, afin de bien mettre en évidence l'importance de ce
théoréme, il nous a paru préférable d'attendre, pour le démontrer, de pouveir en donner immé-
diatement un exemple d'utilisation.

71
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La loi L dans B est associative : En effet, soient by, by, b trois éléments de B_
Posons :  h='(by) =ay; h™ (b)) =ay; h™'(bs) = aa.
Dans le groupe (A, *), nous avons: (&, xa;) *az = a, * (az xas).

Nous en déduisons : h[(a, xa;) *as] = h[ay x (az*a3)],
c'est-a-dire : h(a,; *a;) L h(a;) = h(a,) L h(ay*as),

ou encore : [h(ay) L h(az)] L h(as) = h(a,) L [A(az) L h(as)].
Nous avons donc |'égalité : (by L ba) L by = by L (by L b3).

La loi L dans B admet un élément neutre : En effet, dans le groupe (A, +), la
loi * admet un élément neutre e.

Soit b un élément de B. Posons: A~ (b) = a.

Nous avons les égalités : are=e*xa=a,

Nous en déduisons les égalités : h(axe) = h(exa) = h(a),

ouencore : h(a) L h(e) = h(e) L h(a) = h(a),

c'est-a-dire : blh(e)=h(e)Lb=hb.

h(e) est donc I'élément neutre pour la loi L dans B; c’est I'image par h de I'élément
neutre e pour la loi * dans A.

Tout élément & de B admet un symétrique pour la loi L : En effet, soit b

un élément de B. Posons : A~V (b) = a.
Dans le groupe (A, *), cet élément a admet pour la loi * un symétrique a’.
Nous avons les égalités axa'=a'xa=e,

Nous en déduisons : h(a) L h(a’) = h(a') L h(a) = h(e).

ouencore : b L hAh(a")=~h(a')L b= h(e).

L'élément b de B admet donc un symétrique pour la loi L ; c'est I'élément h(a'),
image par & du symétrique a’ de a dans A pour la loi *.

Nous en déduisons que (B, 1) est un groupe.

Commutativité : Soient b, et b, deux éléments de B ; posons :
a,=h=1(by) et a; = h"1(by).

Si le groupe (A, =) est commutatif, nous avons lI'égalité : a; *a; = a, * a;.
Nous en déduisons I'égalité : h(ay) L h(as) = h(az) L h(a,),

ouencore : by L by = b, L b,.

Le groupe (B, L) est alors un groupe commutatif.

16 THEOREME : L'ensemble O des matrices orthogonales, muni de la loi

17

de muitiplication des matrices est un groupe.

Nous avons en effet démontré au n° 13, p. 77, qu’il existe un isomorphisme h

dugroupe (O(ﬁ), o) sur I'ensemble O muni de la multiplication des matrices.
Il résulte du théoréme précédent que I'ensemble O muni de la multiplication des

matrices est un groupe. Ce groupe est appelé groupe des matrices orthogonales.
On e note (0, ).

Remarque : Le groupe (0, ) des matrices orthogonales n’est pas un groupé
-‘-_____—-——.
commutatif,

8



18

26. ROTATIONS VECTORIELLES. ANGLES

Considérons par exemple les deux matrices orthogonales :

_ 0 ; 0 1
M=o _7] & m=]; o
Nous avons les deux égalités :

- 0 1 , 0 —
um =y o et Mm=[7 7]

Nous constatons que MM’ et M’M ne sont pas des matrices égales.

Ensembles O, et O_.

On convient de noter O, I'ensemble des matrices orthogonales de déterminant
égal a 1.

On convient de noter O_ I'ensemble des matrices orthogonales de déterminant
égal a — 1. :

Groupe commutatif O .

19 THEOREME : L'ensemble O, des matrices orthogonales de déterminant

égal a 1 est un sous-groupe commutatif du groupe (9, ) des matrices
orthogonales.

L’'ensemble O, est non vide.

En effet la matrice : |; = [é ?] appartient & I'ensemble O,.

L’ensemble O est stable pour la multiplication dans 0.
En effet, soient M et M’ deux éléments de O, ; nous avons : DétM =1

DétM’' = 1.
Le produit M'M de deux éléments de O appartient a O de plus nous avons :

Dét (M'M) = Dét M Dét M’; nous en concluons : Dét (M'M) = 1.
La matrice M’'M appartient 2 0.
Le symétrique pour la multiplication de tout élément de O, appartienta Q..

et

a —b
En effet, soit M une matricede 0, : M = [b a]' avec: a2+ b2=1.

Soit la matrice M’ = [_ z g] Nous avons : Dét M' = a2 + b2 = 1.
La matrice M’ appartient donc a I'ensemble O ;.

Calculons les produits M’M et MM'; nous obtenons :

: . 32+b2 0 ] . T H . 1 = r— |
MM:MM:[ by ] cestadie © MM = MM =1,

La matrice M’ est donc la symétrique de la matrice M pour la multiplication des

matrices, et cette matrice M’ appartient a 0.
L'ensemble O, muni de la loi de multiplication est donc un sous-groupe du groupe

non commutatif (9O, ).

19
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Le groupe (0, ») est commutatif.

En effet, soient M et M’ deux matrices quelconques de O, ; posons :

M=[: _ﬂ i Ml:[;' _:] avec a2+ b2=1 et a2+ b?=1

Calculons le produit M'M ; nous avons :
, a —bl[a — b ra'la — b'b — (a'b+ b'a)]

W= [b' a’] [b al| = |b'a+a'b b'b — a'a |

Calculons le produit MM'; nous avons :

) a —b)[a —b'|_[aa —bb — (ab' + ba')]
MM" = [b a] [b‘ a'| = |ba' + ab’ bb' — aa' |
Nous avons donc I'égalité : MM’ = M'M. _
L'ensemble O+ muni de la loi de multiplication est donc un groupe commutatif.

Remarque : L'ensemble ©_ n'est pas stable pour la multiplication des matrices.
En effet, si M, et M, sont deux matrices de O_, nous avons :

DétM,=—1 et Dét My;=—1.

Il en résulte : D&t M,M, = 1. La matrice M, M, n‘appartient pas a I'ensemble o_.

b~ ]

Inverse d’une matrice orthogonale de O,.

THEOREME: Soit: M= [Z = ':] avec a2 + b2 = 1, une matrice orthogo-
nale de 0.. Le symétrique de M pour la loi de multiplication des matrices

est la matrice: M’' = [_z Z] — 'ﬁ M

Ce théoréme résulte de I'égalité que nous venons d'établir au cours de la démonstra-
. a — b a b a2 4+ b2 0

tion précédente : b a] [_ b a] = [ 0 38 o bz]'

La matrice M’ symétrique de la matrice M pour la loi de multiplication des matrices
est appelée matrice inverse de la matrice M ; on la note M~1.

) a — bl
Si: M=[b a

, avec a*+ b2=1, nous avons : M1 = [_i i;]

Rotations vectorielles.

Déterminant d'une application linéaire de P.
Soient f une application linéaire de P dans 3, et B une base de P.

Désignons par M(f, B) la matrice de I'application f da
' ns la base B, et par
Dét M(f, B) le déterminant de cette matrice. = F
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On démontre et nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : Pour toute base B et pour toute base %' de P, les déter-
minants Dét M (7, B) et Dét M(f, B’') sont égaux.

Nous donnons alors la définition suivante -

DEFINITION : On appelle déterminant d'une application linéaire 7 de
P dans F le déterminant, noté Dét /, d'une matrice de cette application

dans une base de P.

Exemple : Soit  I'application linéaire de P représentée dans une base B par la
: 2 —
matrice M(f, B) = [_ 1 g] Nous avons : Dét M(f B) = 2.

Nous en déduisons, pour toute base &' de P, I'égalité : Dét M(f, B') = 2.

Rotation vectorielle.

Soit f une application linéaire orthogonale de P dans P. Nous savons que f
est représentée dans une base orthonormée par une matrice orthogonale
et que le déterminant d'une matrice orthogonale est égal @ 1 ou &3 — 1. Le
déterminant de toute application linéaire orthogonale est donc égal @ 1ou a — 1.

DEFINITION : On appelle rotation vectorielle du plan vectoriel eucli-
dien P toute application linéaire orthogonale de P dont le déterminant est
égalai.

Exemples. 1. Soit f'd; I'application identique du plan vectoriel euclidien P.

La matrice de cette application dans une base B est [D 10]

r’dﬁ est une application orthogonale et son déterminant est égal a 1.
idx est donc une rotation vectorielle.

2. Soit I'application linéaire : s P B, X =X

La matrice de cette application dans une base $ est [_ 0o — ?]

§ est une application orthogonale et son déterminant est égal a 1.
§ est donc une rotation vectorielle.

Matrice d’une rotation vectorielle dans une base orthonormée.

26 THEOREME : La matrice d’une rotation vectorielle de P appartient a 0.

En effet, la matrice dans une base orthonormée, d'une rotation vectorielle est une
Matrice orthogonale de déterminant égal & 1. Une telle matrice appartient donc a

I'ensemble 0, .
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est la matrice d'une rotation vectg.

rielle dans une base orthonormée.

——

P. La i
En effet soient M une matrice de 0 et $ une base orthonormée de matrice

' B d’ lication orthogonale f. Nous avons
le M est la matrice dans J d'une app . e 7. IS av
ggh;ﬁzn? ?Jét M = 1. Il en résulte I'égalité : Dét f = 1. L'application linéaire f

est donc une rotation vectorielle.

Composée de deux rotations vectorielles.

THEOREME : La composée de deux rotations vectorielles de P est une
rotation vectorielle de P.

En effet, considérons deux rotations vectorielles 7, et £, de P, et une base ortho-
normée B de P. ,

Les matrices M (f,, B) et M (f,, B) appartiennent a 0.

La matrice de I'application f,of, est : M(foof;, B) = M(f;, B) M(f;, B).

La matrice M(f,of,, B) appartient donc a O* ; il en résulte que f,of, est une
rotation vectorielle de P.

L'ensemble, noté L‘)+(_l5). des rotations vectorielles de P est donc une partie stable
de O (_55) pour la loi o.

Groupe des rotations vectorielles.

THEOREME : L'ensemble O, (_F-") des rotations vectorielles de P muni de
la loi o est un groupe commutatif.

Pour démontrer ce théoréme,
5|..|r (G+ (—PP)J 0),

Soit & une base orthonormée de P.

Considérons I'application h, de O, dans 0+(-F'5) qui,
associe I'unique rotation vectorielle £, dont la
Nous avons donc I'équivalence logique :

(h: (M) = £) <= (M, = M(#,, B)).
Il résulte des théorémes nos 25 et 26, p. 81, que A, est une bijection
Montrons que A, est un homomorphisme de (04, ) dans (O+('ﬁ) o)

Considérons, en effet, deux matrices M
r ] ‘| Bt M dE O 3
PDSOI’IS 5 h1 (M1) = f1 et hz{Mz) = fz. ’ '

Nous avons donc My = M(f,, &) et M, = M(f, B)
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Nous en déduisons : MyM, = M(f,0f,, B),
c'est-a-dire : M, (M2M1) = hz szJ o h; {M1 )

L'application A, ainsi construite est donc unisomorphisme de (9, ) sur {i‘h (_ﬁ) 0).
Nous savons que (O, «) est un groupe commutatif.

Du théoréme n® 15, p. 77, nous déduisons que (O+ (P), n) est un groupe commu-
tatif.
30 Remarques : 1. Nous venons de montrer successivement que :

Q. (ﬁ) est une partie stable de O (3) pour la loi o.
D+(P) muni de la loi induite ¢ est un groupe commutatif. -=9+(T5), est donc un

sous-groupe commutatif du groupe (0 (3) 0).
2. Soit f une rotation vectorielle, et M la matrice telle que : A (M)=",
hy est un isomorphisme de O, sur ii],,(_ﬁ), La rotation vectorielle /=7 est donc
I'image par h, de l'inverse M~ de la matrice M : A, (M~1) = £71.

si: M(. =[5 'i], ona: M(F,®=[_} j]

Il en résulte que les images respectives par f~'! des vecteurs H et?de la base B

sont: f1 (;) — ai—bj et f (,7) = bi + af.

Matrice de passage.

31 Soient B et B' deux bases d'un plan vectoriel P: a=(j) &= (7. 7).
Posons : /' = o/ + ﬁ}": ,7; = T? -+ 8,7': Nous avons introduit (n° 31, p. 259, tome |)

: oY
la matrice 8 :
pour tout vecteur X dont les coordonnées dans % sont

Nous avons montré que,
(x, y) et dont les coordonnées dans B’ sont (x', y'), on a l'égalité :

Gl=1: 317
vl — LB & Ly )
" DEFINITION : La matrice H = [g g] est appelée matrice de passage

de la base $ a la base $'.

32 La matrice H est la matrice, dans la base $. de I'application linéaire f qui transforme
jeni et)en/.
et si les bases B et B’ sont des bases ortho-

Si P est un plan vectoriel euclidien, '
normées, alors £ est une application linéaire orthogonale et H est une matrice

orthogonale.

THEOREME : La matrice de passage d'une base orthonormée a une base

orthonormée est une matrice orthogonale.
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Matrices d'une rotation vectorielle dans deux bases
orthonormeées.

—

33 THEOREME : Soient 5 et %' deux bases orthonormées de F, et H la

matrice de passage de 3 a %'. Pour toute rotation vectorielle f de F, on a
les propriétés suivantes :

si H appartienta 0,, M(f, B') = M(f, B)

si H appartienta 0_, M(f, B') = M(f~1, B).

Soient : B = (:}) et B = (F;) deux bases orthonormées de P.
Posons : /' = oaJ + Bf et J = T?+3}r.

La matrice de passage de la base B a la base B’ estdonc : H = E g]

Les bases B et &' sont orthonormées ; nous avons donc :
w4+ f2=1, y2432=1, ay + B8 = 0.

d

— b a — b
B . = )= '
osons M (f, &) [b a] et M(f, &) [b* a']
avec : a2+ bh2=1 et a'24+p2=1.
Nous avons : f(?;) =a + b,

. 5 o . 3
Nous en déduisons : a' = r’.f(:’) et b'= ;'.f(r’).
Il en résulte successivement :

a' = (7 + 87).(«f(7) +p1(})),

a' = 2. f(7) + ofrf() + paj £(7) + 27.1()),
a' = (a2 + p?) a.

b = (y7+ 87)af(7) + 1(})),

b' = oyi (i) + a8 7(7) + pyif(7) + p87.7(}),
b'= (oy + B3) a + (ad — By) b.

Finalement, nous obtenons : &' =a et b' = bh.Dét H.

Nous savons que H est une matrice orthogonale : nous avons donc :
DétH=1 ou DétH = —1.

Si la matrice appartient 8 O, nous avons : Dét H = 1. Nous avons alors :
a'=a et b'=0D, Cclest-a-dire : M(f, B') = M(f, ).

Si la matrice appartient @ O_, nous avons : Dét H = — 1, Nous avons alors :
a'=a et b'=—b, ouencore: M(f, B') = [_Z 2 '

c'est-a-dire : M(f, B') = M(f1, B),
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Angle de deux vecteurs Unitaires.

Détermination d’une rotation vectorielle.

REME iSOient P un plan vectoriel euclidien, / et /
unitaires de P. 1l existe une rot

ona: F=:p(;-).

deux vecteurs

ation vectorielle unique ¢ pour laquelle

Considérons deux vecteurs unitaires ; et 7' de B Déci * e
N et/ de P. Désignons par j un vecteur unitaire
orthogonal a /, et par (a, b) les coordonnées de /'

( b dans la base orthonormée (}' D
nous avons : /' =a/+ bj, avec a? + p2 — 1 '

P

L'application linéaire ¢ dont la matrice dans la base (} /) est [z - b] est une
a

o(7)=ai + bj, c'est-a-dire: o(7) =7,
Il existe donc une rotation vectorielle @ pour laquelleona : [ = :p(?).

rotation vectorielle pour laquelle on a :

Démontrons I'unicité d'une telle rotation vectorielle. Conservons les notations

précédentes, et désignons par Y une rotation vectorielle telle que : i’ = 4:(?)

i » . * % c —
La matrice de la rotation vectorielle  dans la base orthonormée (r, ,r) est[ c]

d
. ‘e ry ek o ? * *
avec ¢? 4+ d2 =1, L'égalité : /' = d,a(;) implique alors : /' = ¢/ + dJ.
Y/ * * % > L
Les égalités : /'=a/+4+ b/ et /"*ci+dj impliquent : a=r¢ et b=d.
Les matrices respectives des rotations vectorielles ¢ et { dans la base orthonormée
(F :r') sont des matrices égales. Les rotations vectorielles ¢ et ¢ sont donc égales.

% *
Il existe donc une rotation vectorielle unique ¢ pour laquelle on a : 7' = o(7).

e ]

Angle de deux vecteurs unitaires.

Soit Il I'ensemble des vecteurs unitaires du plan vectoriel euclidien P. Nous venons_

de démontrer que, pour tout couple (7, /') de U2, il existe une rotation vectorielle
= ' N _ T

unigue ¢ telle que : cp(.r) = N _ (1. "-ﬁ)

Considérons donc I'application g, de L2 dans 0, (P) qui & chaque couple -_:, i

de U2 associe la rotation vectorielle ¢ telle que : 2¢ (.') = e . o
Considérons alors la relation R dans I'ensemble U2 définie par :

(1) 23 7)) <= (2:(7) = 0, (. 7). dar B
La relation R est réflexive, symétrique, "a'z_-sfti'_w' C'.e?t une relation d'équivalence
dans "'[_LZ /-_. : L': 7 it 1._@ j'__L_g? . k A‘-};-\GLI_{- | 2 ¥

s /L.";: A0 T L™ e e AN . .
Par définition, deux couples (7,7) et (7, /') de vecteurs unitaires sont équf'f'“e";s
pour R si et seulement si la rotation ¢ qui transforme 7 en /* transforme aussi/ en /'.

85




36

37

26 NUiATJONS VECTORIELLES. ANGLES

La classe d'équivalence d'un couple(?‘: i') est donc l'enser:'lble cies cnumas‘.. (,-' ’Tﬂ(;))
ol ¢ est la rotation vectorielle de P pour laquelle : o(7) = /* lorsque / décrit q

3 -
Nous convenons de noter (:‘, i*) cette classe d'équivalence.

DEFINITIONS : 1. On appelle angle du vecteur unitaire / et du vecteyr
unitaire /, la classe d’équivalence, notée (7, 7). du couple (7 52 modulg 3,
2. Onappelle ensemble des angles du plan vectoriel euclidien P I'ensempy,
quotient 1.2/R.

Nous noterons + I'ensemble des angles de P: A= U2/ R.

Construction d'une bijection de 4 sur O+(I3).

- T
Soit a un angle de P, c'est-a-dire un élément de %, et (.r, f') un représentant de 3,

T3 > >
Nous avons donc : a = (r, !') et (7 7")ea.
Soit ¢ I'unique rotation vectorielle pour laquelle on a : cp(;’) = j’.
*
Nous avons donc : ¢ = g\, r’).
: > . ; : e 2 =
Pour tout autre couple (;,;’) qui appartient a &, nous avons aussi : p = 91(;,; )
A chaque angle a de #, nous Pouvons donc associer une rotation vectorielle P

unique. Nous définissons ainsi une application g de 4 dans 0+('I5) par
a8 n~—> g(a) = ¢, ol ¢ est la rotation vectorielle déterminée par un représentant

& .
quelconque (.', :’) de I'angle a.
Nous avons donc I'équivalence logique :

(p = 9(a)) <— (H (i7)ea 7= cp(?)), ou encore :
(¢ =g(a)) —> (ufe W, (7 ¢(7)) e a).

Démontrons que I"application g est bijective.
1. L'application g est une surjection,

En effet, soient ® une rotation vectorielle et / un vecteur de P; désignons par a

I'angle (;?m) Nous avons par définition : g(a) = .

Toute rotation vectorielle ¢ de 0,(P) est donc I'image d'un angle a de .
2. L’'application g est une injection.

En effet, soient a et b deux angles pour lesquels on a : g(a) = g(b).
Posons : ¢ = g(a) = g(b).

Nous avons les deux équivalences logiques :

(p=g(a) —> (HFE"U» (7 (D) Ea):

(p = g(b)) ~— (H?e a, (7 e7)) eb).
Soit 7, un vecteur unitaire; le couple (}"G, rp(f.:,)) appartient donc a I'angle a et 2
I'angle 5.
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Les classes d'équivalence a et b ne sont pas disjointes: elles sont donc égales.

Nous venons de démontrer I'implication : (9(a) = g(b)) —> (a = b); I'appli-
cation g est donc injective,

Il en résulte que g est une bijection de  sur O, (PF).

Soit g~ la bijection réciproque de la bijection g; posons : gt'="f
L'image par f de la rotation vectorielle p est un angle 2 : a = f(¢). Nous désigne-

. : ~
rons désormais cet angle par la notation ®. Avec cette notation, nous avons I'équi-

vatence logique : ((7) =3) <— (7= o(})).

Groupe commutatif des angles.

5 o
Soient ¢, et ¢, deux éléments de + respectivement associés aux rotations vecto-

rielles ¢, et g, par la bijection . Nous avons donc : $-, = f(py) et $2 = f(¢2).
Définissons dans st une opération, notée + et appelée addition, en posant :

f(@1) + f(92) = f(p2o @), ou encore : @; + 92 = grop;.

Par définition, I'application f est un homomorphisme de (0+(3), o) dans (4, +).
Cette application f est bijective.

f est donc un isomorphisme de (O,,('ﬁ), n) sur (4, +).
Nous avons vu au n° 29, p. 82 que (O+("ﬁ), o) est un groupe commutatif; il résulte
du théoréme n° 15, p. 77 que (4, +) est un groupe commutatif.

Remarques : 1. L'élément neutre de I'addition dans # est I'image par f de |'appli-
cation idx; on appelle cet élément neutre I'angle nul, et on convient de le noter 0;

nous avons donc : 0 = (id5). Pour tout ang!i& ona: ¢g+0=0+¢=ao.
2. Pour tout vecteur unitaire 7 de 3, I"angle (? ?) est I'angle associé a Ia,iutation
vectorielle fdﬁ; il en résulte I'égalité : (ﬁ) = f(id;), c'est-a-dire : (?, .7) =10
3. Le symétrique de I'angle o pour la loi d'addition est I'image par f de ¢—'.
Le groupe (#, 4) est commutatif. On note : 52-* = — $

Soustraction de deux angles.

(4, +) est un groupe commutatif; nous pouvons donc définir dans I'ensemble #
une opération appelée soustraction et notée —. )

Par définition, nous posons : $, = & == 51 =t (-' ch)- L o3

La soustraction dans # est donc I'opération qui, au couple (-:p,, tpz) fait corres-
Pondre |'angle associé 2 la rotation vectorielle (@2) "o @,.
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Propriétés de I'addition dans #.

—

et (F f?) de vecteurs unitaires de B, on "

I'équivalence logique : ({ﬁ = (; ?)) s [ ).

—

| existe une unique rotation vectorielle ¢ pour laguelle

j=17.

(i7) = (i7)

3 =
Silona: (7 f) =t (f',f*).

ona: j= cp(?) et f = q:(?): nous en déduisons :

Réciproquement, |'égalité : f= /' implique I'égalité :

k) de vecteurs unitaires de P, on a

regaiits : (/) + (7. %) = (P ).

En effet, il existe deux rotations vectorielles ¢, et g2 pour lesquelles on a :
(i) =ren et GR) =fle.

Nous avons alors : j = cp.,(r') et k= <p2(f). :
Nous en déduisons : k= -:pg(qn(?)), ou encore : k= (p20¢) (l)

Cette égalité implique : (7, k) = f(pz0:).
De I'égalité : F(p;) + f(pz) = f(p209,), nous déduisons I"égalité :

(57) + G7) = (P ).

> -
Remarque : Pour tout couple (i, ;‘) de vecteurs unitaires de P, nous déduisons

du théoréme précéedent : (ﬁ) + (ﬁ) = (ﬁ) =0.
— ——
Il en résulte 'égalité : (7.7) = — (7.7).

THEOREME : Quels que soient les couples (Z ,;7) et (J, f) de vecteurs
unitaires de P, on a I'équivalence logique :

(G7) = G7) — (G =)

. s — -
Considérons en effet deux couples (7, /') et (7, /') de vecteurs unitaires de P pour

f g g
lesquels on a : (f, i’) = (;', f').
Dans le groupe (#, +), tout élément est régulier pour I'addition.
Nous avons donc I'équivalence logique :

(G7) =G7) — (67 + (73 = () + (7.7)).
Appliquons les résultats du théoréme précédent ; nous-avons s

i)+ (7.7) =ir:;): (77) + (7.7) = i)+ G7) = (ﬁ)
Il en résulte : ((}: F) = (}:F)) <~ ((f}) = (ﬂ))
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Angles particuliers,

Angle nul.

gle au ne 40, p. 8 ' ~
alors I'équivalence logique - p. 87 et nous I'avons noté 0. Nous avons
r 53 ~ £
tl(;,}) € U2, ((u = 0) < (i:j),

Angle plat.

DEFINITION : On appe!lﬂiangla Plat I'angle associé a la rotation vecto-

rielle s définiepar : s: P B % ... _3x

On convient de noter I'angle plat 3. '
Nous avons I'équivalence logique suivante :

WGNews, ((F7)=8) < (G=—n)

- — — —
Nous avons, pour tout vecteur X de P, I'égalité : (sos) (X) = — (-— X);
nous en déduisons : sos = jd», puis :
o~ P -~ " i . : -~
G4+ a=0, c'est-a-dire : © = — .

Angles droits.

DEFINITION : On appelle angle droit tout angle 3 dont un représentant
;f) est un couple de deux vecteurs unitaires orthogonaux.

Nous allons démontrer le théoréme :

THEOREME : Tout couple de vecteurs unitaires (F Fi qui appartient a un
angle droit est formé de deux vecteurs orthogonaux.

Considérons un couple (.7 f) de vecteurs unitaires orthogonaux, et I'angle droit &
- . Y i itai i

qui admet (;! j) pour représentant. Soit (! i i ) un couple de vecteurs unitaires qui

appartient aussi a 9. = T A

Nous avons : (7 /) €5 et (7, /') €3; nous en déduisons : |/, /) = (7.7) =%.

¥ —— —

L'égalité - (: ;) = (F ?) est logiquement équivalente a I'égalité : (fl f’) = (j, f")—

Il existe donc une rotation vectorielle unique ¢ pour laquelle on a :

2 > 7 3

i"=g(7) et 7 =o(f). . * %

Le couple (7, ') est Iimage par la rotation vectorielle ¢ du couple (7, /).

(7. /) est une base orthonormée ; (7, /') est donc une base orthonormée.
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—

THEOREME : 1l existe deux angles droits et deux seulement.

~ . - - i_-
tout angle @, il existeé un unique vecteur j pouyr

-
Spit un vecteur unitaire /. Pour

[equei ona: (/ /) eo. i |
Si @ est un angle droit, tous les représentants de @ sont des coup es de vecteyrs

unitaires orthogonaux. Nous savons que, pour le vecteur unitaire /. i 6xiste deux

vecteurs unitaires orthogonaux 3 7 et deux seulement (n® 14, p. 61) ;si / est 'un de
ces vecteurs, l'autre est le vecteur — j

Nous en déduisons qu'il existe au plus deux angles droits §, et 5, déterminés respec-

tivement par : 3, = (f,,r) et 82 = (.r, —;).

Les vecteurs J et — / ne sont pas égaux; il résulte du n® 42, p. 88 que les angles

- S

i])et (f, — f) ne sont pas des angles égaux.
A = 3 -

Les angles droits 3, et 8, sont donc distincts.

THEOREME : Les deux angles droits 5; et 5, vérifient les égalités
§2=§1+a et §1=§2+8-

Soient en effet (; H ) un représentant de I'angle droit §1 et (;' — }' ) un représentant de

I'angle droit §2.
Nous avons I'égalité : ((;;) + (ﬁ)) + (f-:_};) = (f,_f) + ( ,ﬁ) + (f?))

ou encore : )+(IH})-( )+(L-j)

Nous en déduisons : 0 + 32 = 81 -} @, c'est-a-dire : §2 =g

De cette derniére égalité, nous déduisons : 8, + & = (§1 +3)+ 5,
ou encore : 5; + &= §, + (a + Es), c'est-a-dire : §2 + &= §;

Angle de deux vecteurs non nuls.

. 2 o
Soient X et X' deux vecteurs non nuls du plan vectoriel euclidien P: 7 et 7 les

vecteurs unitaires respectivement définis par : 7 = -)3 et 1 _f_
By Xl

DEFINITION : On appelia angla des vecteurs non nuls X et X' I'angle
des vecteurs unitaires ; et .r N

z (LX) X)) = (57
otons cet angle | X, X ) nous avons alors : (i ")F) = (? i )

0
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Propriétés des angles de deux vecteyrs non nuls.

THEOREME : Pour tout triplet (X X' %'

((i X') = (X iﬁ)) <= (X" et X sont linéairement dépendants).

Considérons les vecteurs unitaires

X
Par définition, nous avons : (X, X') = (57) et (Xx) = (7
Nous en déduisons |'équivalence logique :

(7%) = (R X)) < (77) = (7).
Nous déduisons du n© 42, p. 88 |'équivalence logique :

v w3 r M
((f, J') = (1, :)) <= (:' = !)

T P - : =
Les vecteurs unitaires /" et/” sont égaux si et seulement si 'ona : X =

[] LY - - - o A -
c'est-a-dire si et seulement si les vecteurs X' et X" sont liés.

54 THEOREME : Pour tout triplet (i T(b’ iz) de vecteurs non nuls, on a
I'égalité : (-)E )_(7) - (f‘; ?) == (SE f:)

4
s
4

e

—
=
Il

. B
] =

%1
“; Nous avons les égalités : . )
o &X) =G &) =(F7) e (xX)=(i7).

——

De I'égalité n° 43, p. 88 : (ﬁ) -+ (i',ﬁ)= (ﬁ), nous déduisons alors
I'égalité : (ﬁ) ¥+ (ﬂ) = (? f"')

1>

*
Considérons les vecteurs unitaires : /7 =

>4
>
o

Angle de deux demi-droites vectorielles

Considérons deux demi-droites vectorielles A et A’ du plan vectoriel euclidien P
engendrées respectivement par les vecteurs non nuls X et X'.

g1
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elons les équwalences logiques : (U € A) < (]1 eR,, U= in),

e R4, U' = A X’).

> )( 5
itaires : /= "= et I'=
| X1

Nous rapp
. (U'e A) <— (3

4

=

4l

Soient les vecteurs un
e vecteur unitaire de A’

— -+
e vecteur unitaire de A et / est |

; est donc |

DEFINITIDN : 0
Aet A’ I'angle des vecteurs unitaires

n appelle angle des deux demi-droites vectorielles
de ces demi-droites.

Notons cet angle (3, 37); nous avons donc : (E, E) = (; F)

Propriétés des angles de demi-droites vectorielles.

ur non nul X d'une demi-droite vectorielle

THEOREME : Pour tout vecte
une demi-droite vectorielle ;_\_ ona:

A et pour tout vecteur non nul X' d°
(% %) = (X )

En effet, soient A et A’

Ies demi-droites vectorielles engendrées respectivement
ecteur X non nul de A et pour tout vec-

par les vecteurs unitaires 7 et /’. Pour tout v
— i
— — - - J
teur X’ non nul de A’, nous avons - [ = i_( et /= X
I Xl RS
—

Il en résulte : (ﬁ) = (ﬁ) = (i X).

THEOREME : Pour tout triplet (E A, }T) de demi-droites vectorielles, on

. E3)+ (EF) = (Z &),
" les demi-droites vectorielles engendrées respectivement

En effet, sment A A, A"
par les vecteurs non nuls X, X', X7,

De l'égalité : ()( X) -+ ()(’ ”)
(X 7) +(&.2) = (@),
THEOREME : Pour tout triplet (A 4, A*) de demi-droites vectorielles,
s (R e B),

(i 5(4} nous déduisons |'égalité :

—

on a I'équivalence logique : ((ﬁ) = (ﬁ))

2 ; *F -
En effet, désignons respectivement par /, /', /" les vecteurs unitaires de A AT, A,

Nous avons : (ﬁ) = (fﬁﬁ) (ﬁ) = f?; |
) <« (7 =17"), nous déduisons

De I'équivalence logique (( ) = (
I'équivalence logique : ((Z E) = (E, Eﬁ)) <« (A" = A%).
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EXERCICES

26. ROTATIONS VECTORIELLES. ANGLES

1 Soient & = (/]
= (-'- i) une base orthonormée d'un plan vectoriel P et X un

. " o:dannéas (x, y) dans la base (f}) On considére I'appli-
::au:rn fde P dans P définie par: X A—» f(i’) = rf+ xf

o [T o " = i
Ly Déénhel .drrectnmam que f est une application lindaire orthogonale. =

terminer les matrices M (7, B) et M(f- 3B)
3¢ Déterminer I'image par -1 du vecteur X, all 1
l , % f = Y i "/'—

vecteur de P de co

¢ Méme exercice que le précédent i aas .
h | -
vantes (n°* 2 3 6) : pour chacune des applications / sui

& - 2 . .
2 X .-x—..r(x) = %_(x—y)f+ %2{1+r)i-

- - " !,f "

- - 2x /5 + x4/5  2y\+
6 x.-\,—-f(x)=(——la-y);—("/-+%);.
7 Soit B = (,' ;) une base orthonormée d'un plan vectoriel euclidien P et

soient f. et /5 deux applications linéaires orthogonales de P dont les matrices
dans la base B sont respectivement :

V2 _ V2
2 £
Vi 3
2 2
Déterminer les matrices respectives dans la base B des applications ortho-
gonales f et ' telles que : fof=1f; et fofy="F.

s

M'i = et M; —_—

ol w il &
al & o W

—

+ . - -+
. -

& Méme exercice que e précédent pour les applications orthogonales
f. et f, dont les matrices dans 3 sont respectivement (n°s 8 et 9):
1

[ V2 V2 % 2
% 2| o mum|® P
8 My = =3 g =13 4
2 = T [T 1 2
Ve 2 —= - =
-3 3| . om=| V® VS|
IR Tl IR | B (P . 8
| §. 4 | TV5 T V6
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26. ROTATIONS VECTORIELLES. ANGLES

: J = --
orthogonales f qui vérifient la propriété : f(:) 5

. . édent pour les applications linéaires orthg.
me exercice que le préc S ‘
g’nnr:::s qui vérifient respectivement la propriété suivante (n°s 11 3 14y

=y - 3
| o 12 f(j).fﬁ_l/_
\‘I 11 f(f)f=—§
\

A

¥y ¥ 4
13 f(7).j= 14 "(f)"=‘g

Bl

A5 On désigne par M? la matrice produit d'une matrice M par M et par M2
/la matnce produit de M? par M. Résoudre dans O les équations :

\' MZ-O [o 5] & w=[o 5]

ok i | €

16 On d'\ésfg-ne par M’ l'inverse d’'une matrice M de O pour la loj de
multiplication dans 0.
1° Démontrer la propriété : S T 7 T

\ fMeo, yNeo,, MNMeo,, WVIpIT)ITND =T

' 2° On définit dans I'ensemble © une relation & par :

fMeo, yNe® (MAN) <= (M'Ne0,).
a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
b) Montrer que I'ensemble quotient © /R est un groupe. Est-il commutatif?

ve:t?nt::il?:: 17 Soient B = (7, _r) une base orthonormée d'un plan vectoriel euclidien P
et X un vecteur de P de coordonnées (x, y) dans la base (r j)
On considére I'application f de P dans P définie par @ -~ A\
Xf\,—-—h-f()()-—-—yf+x; ]¥ \ \
L'application £ est-telle une rotation vectorielle? | O i
Io‘_.:,‘l ﬂ “I’
fu_. MNeRy= 17
:21“;1@’“3 exercice que le précédent pour Jes applications f suivantes (n°* 18
. (%) 3("+2\/2F)f~§(2v5x—r)f

\ (N1 XA X)) < 3 H 5 >
.- (x)*5(2\/2F~x)i+1§(2»/2x+y);'.

20 XA (X)) 1 = > »
B (x) 2(”V3“V)f“%(x+x/§v)f-

21 E“"“f(-f)a_—hl(
2

~ L g .,
X‘\/3-Y)f+i(x+_\/3y)ﬁ

34



26. ROTATIONS VECTORIELLES. ANGLES

22 Montrer que si f est une rotation vectorielle de P — f est une rotation

vectarielle d C.oa/ A \ = = i
e de P, 2 ¥ \—l..l:]_._.1 /0. ":)

e
=%

1' I' - O ._|

23 Déterminer les rotations vactorletles fde P pour Iesquelles ona :

fof = idP. Donner, dans chaque cas, Ia matrlce de fdans une base ortho-
normée. 7y . 1
! i M

T e, LA - |' - "-‘ .
| A AT ) F l }
24 Déterminer les rotations vectorielles f de P pour Iesquelles on a:

fofof = id P. Donner, dans chaque cas, la matrice de fdans une base ortho-
normée. (o vir [losy O 7 4 -

\ __] ['..klﬁ J

25 Soit g une rotation vectorielle de P dant la matrice dans une base ortha-

i

a — I
normée B est : [b’ a,]. Déterminer les rotations vectorielles f telles

que: fof=g

26 Soit f une application linéaire orthogonale de 3 qui n'appartient pas &
' b :
a, (E) et soit M = [: - a] la matrice de f dans une base orthonormée J.

1° Soit A un réel. Déterminer les valeurs A, et A, de A pour lesquelles il existe

s

au moins un vecteur X non nul, qui vérifie I'égalité : #(X) =aX. ., < kn

u 2° On suppose : a = ga: b= g Mantrer qu'il existe deux vecteurs uni-
\ taires )71 et f; pour lesquels on a respectivement :
- =+ — -

() =0 % et #HX) =nXe
| Donner les coordonnées de X; et de X2 dans la base $. Que peut-on dire
L -
\ de X, et de Xa?

-+ g

30 Donner la matrice de f dans la base (Kh X:).

27 Soient B une base orthonormée d'un plan vectoriel euclidien P.

On considére une rotation vectorielle @ dont la matrice dans 3 est

1 1

Angles.

M= L vrz ‘\/2 et up vecteur unitaire .F de coordonnées (0, — 1)
=1 7 1 |

7 CVa

pectives du vecteur unitaire /' tel

s |

dans 9. Déterminer les coordonnées res
P

(.t i’ ) — 3 et du vecteur unitaire /" 19:! que ; (J' +) =%

L)

. que :

L 4 Méme exercice quele-précédent (ne= 30 et 31} dans les cas suivants :

Fu/3 4
\ 7 32 r.(E_E).
\ |8 M= " 5] "\ 5
-3 2]
= 3 4"
~5 B ;.( _I__{)
29 M= 4 g' . -_\/ 5
|~ B "EJ
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26. ROTATIONS VECTORIELLES. ANGLES

EXERCICES

96

rs unitaires de P dont les coordonnées dans

(0,1) et ('\/E \/E)

7=(7)

4 Méme exer
et 32):

3, 7 14/3
" 1\ .3 _4\. ( /3 ) , :(_ 1 )
31 f 3 (1;'—:;- — "2-): I & (gl — 5) 32 2 2 f 2 2

—
33 Soient i ftrcis vecteurs unitaires de P dont les coordonnées dans
une base orthonormée & sont respectivement :

3 1 \/5 \/5 .- _)
5 2y 55
Déterminer les cnmdonnées dans B du vecteur unitaire /' tel que :
g > >
(57) = (7).
>
34 Méme exercice'que le précédent pour les vecteurs ' i’, J de coordonnées

. 1 /3 Vﬂvﬁ
respectives : (1, 0), g Sl

%
30 Soient ?et j' deux vecteu

une base orthonormée 7 sont respectivement :

cice que le précédent dans chacun des cas suivants (nes 31

o -~ - i
35 Soient ¢ un angle, @ I'angle plat, et & un angle droit. Démontrer les
équivalences logiques :

~ e P (r\ )
M (3+%=0) «— (s=5).
P Fal P ] o~ Y
2) (7+5=3) < (p=7).
36 Ccrire les matrices dans une base orthonormée des rotations vectorielles
@ pour lesquelles on a : ’:E = §

. b " o ; - >
37 Soient / et /' deux vecteurs unitaires et soient j et /' deux vecteurs

unitaires respectivement orthogonaux & .?et a F
Démontrer les implications :

o () =7) — (G7) =)
o () =(TF9) = () - G7) =3).
38 Dans I'ensemble L2 des couples de vecteurs unitaires de P, on définit

une relation R par : ((T ?) R (}: f ) < (: i’ ";;
Montrer que @R est une relation d'équivalence.

Déterminer la classe d' équivalence d'un couple (:u, o)

39 Soient 4, et A,

20

)
d deux demi-droites vectorielles. Montrer qu'l exist
eux demi-droites vectorielles A et A/ qui vérifient la propriété :

(3 -(EZ) 3 y) = (3. %),

Quel
el est I'angle deg demi-droites vectorielles A et Z‘:’?
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21.

Orientation.
Cosinus et Sinus

Bases orthonormées de méme orientation.

Nous avons démnntré au n® 50, p. 80, qu'il existe, dans le plan vectoriel euclidien P

deux angles drolts 8, et 82, et deux seulement.
Soit B = (J,j) une base orthonormée de P.

Les vecteurs / et j sont des vecteurs unitaires orthogonaux. Il en résulte que la
i % ., o g , I
base 3 appartient a un, et 3 un seul, des angles droits 3, et 3,. Si (7 ;) est un repré-

sentant de 3,, (i, - ;') est un représentant de 3. Les ensembles ’§, et 8, constituent
donc une partition de I'ensemble des bases orthonormées de P.

DEFINITION : On dit que deux bases orthonormées : 3= (7 /) et

B = (.T’ P) de P ont la méme orientation si et seulement si elles appar-
tiennent au méme angle droit.

Proprietés des bases orthonormées de méme orientation.

THEOREME : Deux bases orthonormées : 5= (7,7) et B = (7.7)
ont la méme orientation si et seulement s’il existe une rotation vecto-

rielle unique ¢ pour laquelle on a : 7=o(7i) et /= 2 (7).

En effet soient B = (L ,r) ot B! = (; ;)deux bases orthonormées. Elles ont la

Méme orientation si et seulement si I'on a: ) = (
Nous avons [’équivalence Iﬂgique (H° 45, p. 331-

' on si et
Il en résulte que les bases orthonormées 5’5 et ' ont la |mémTIBo:§n;§tl
Seulement s'il existe une rotation vectorielle unique ¢ pour lague

i< oM et} = o (}).
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS
DHet D' ontlam e
THEOREME : Deux bases orthonormées J e ﬁmenng“t‘“o

3 i = " n
et seulement si lamatrice de passage de 3 a 7}’ appartienta | ensembp), 0“

.
En effet soient B = (: et B = (}r,, ;) deux b:flses Orthonormée?. T
La matrice de passage H de B & %' est la :natrlie danstla base B de l'appucatign
orthogonale ¢ pour laguelle on a : e <P(f) et) = CP(I)- ).
Nous avons: (B et B’ ont la méme orientation) <— (tp €0, (AP)) <= (He 0,
Il en résulte que les bases orthonormées B et B’ ont la méme Ofientation g et‘
seulement si H appartient a O.,.

Orientation du plan vectoriel euclidien.

Orienter le plan vectoriel euclidien P, c’'est choisir un des deux angleg
droits et appeler cet angle, angle droit positif. _
L’autre angle droit est appelé angle droit négatif,

—

Soit P un plan vectoriel euclidien orienté et B une base orthonormée de P,
Si B appartient 2 I'angle droit positif, on dit que B est une base orthonormée pos;.

tive de P. Si B appartient a I'angle droit négatif, on dit que B est une base ortho-

normée négative P,
Un angle est déterminé par un de ses représentants. En pratique, pour orienter un

plan vectoriel euclidien P, il suffit donc de choisir une base orthonormée de P.

Matrice d'une rotation vectorielle dans P oriente.

Soient B et B' deux bases orthonormées positives de P et @ une rotation vecto-
rielle de P. La matrice de passage de 3 a8 B’ appartient donc 3 a,.

Il en'résulte : M(p, B) = M(9, B'). Dans le plan vectoriel euclidien orienté P, la
matrice M (¢, B) ne dépend pas de la base orthonormée positive 5.
Pour toute base % orthonormée positive, nous posons donc : M(g) = M(g, B).

Cosinus et Sinus d’une rotation vectorielle.

DEFINITION : Soit : M(y) — [i = 2] avec : 22 + b2 — 1, la matrice

g'una rotation Vectorielle ¢ dans le plan vectoriel euclidien orienté
n appelle Cosinus de ¢ le réel a et Sinus de ¢ le réel b. i

Onnote : 5= Cosg et p= Sin o,

La matrice de ¢ dans tgute base orthonormeée positive est donc :
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

o régalité : a2 + b2 =1, nous déduisons :

yoe0, (B) (Cos )2+ (Sing)2 =1,

gxemples Considérons, dans le plan vectoriel euclidien orienté P la rotation
TR ' i fini L X X
vectorielle /ds et la rotation vectorielle s définie par : X A— — X

. Mgy = [1 0 -1 0
Nous avons : M(fd,,)—[o 1] et M(s)=[ 0 _1]_

Nous en déduisons : Cosidyg =1 et Sinids = 0;
ot : Coss=—1 et Sins=0.

Egalite de deux rotations vectorielles.

THEOREME : Soit P un plan vectoriel euclidien orienté. Deux rotations

vectorielles o, et ¢, de P sont égales si et seulement si :
Cos o, = Cos g, et Sin g, = Sin g,

En effet, nous avons, pour une base orthonormée positive :

Cos p; — Cos cp1]
(o = 7)< (M(g1) = M(g)), avec M(e) = [gmer ~ Cosen
Cos @z — Sin cp:]
Sin ¢2 Cos 2]
It en résulte I'équivalence logigue : - _
(9 = ;) <> (Cos g1 = Cos @, et Sin g, = Sin g2).

et M (@2] =

Propriétés du Cosinus et du Sinus d’une rotation vectorielle.

Cosinus et Sinus de la composée de deux rotations vectorielles.

Considérons deux rotations vectorielles @, et ¢z. Nous avons :
Cos g2 — Sin @3

Cos 9, — Sin oy =[ : ]
M) = [ gim o con | et M) =|Sing, Coses

La composée po0¢p, est une rotation vectorielle dont la matrice M (paoq4) est
égale au produit M (p2) M(p1). .
Cos (pz09:) — Sin (p20¢1)].
M(fP2°-fP1] = | sin (szﬂfﬁ} Cos (92091)
No ‘égalité : M M(¢1) = ] . =
SREEEG Iés:;zécos%(‘iz)sm oz Sin g — (Singz Cos ¢, + Cos g2 Sin 91)
[Sin 2 Cos g1 + Cos g2 Sin ¢1 Cos @, Cos ¢y — Sin ¢z Sin ¢, |

Il en résulte les égalités :

liqu e0, (F), §ooe0.(P) Cos (9201) = Cos @2 Cos ¢ — Sin 2 Sin ¢4

Sin (20 91) = Sin ¢2 Cos @5 + Cos @3 Sin ¢,
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS
Cosinus et Sinus de la rotation vectorielle réciproque -1,

Soit P un plan vectoriel euclidien orienté et @ uneé rota_tion vectorielle. Nous aygng
montré au n° 30, p. 83 que, si la matrice de la rotation vectorielle ¢ est égalg 3

[g i b]- la matrice de la rotation vectorielle réciproque ¢~ ' est égale 2 y ﬁ]
a aj]

Il en résulte les ggalités :

h‘q:eO;,(ﬁ), Cos ¢! = Cos ¢ et Sing~' = —Sing \

Cosinus et Sinus d'un angle.

DEFINITION : Dans le plan vectoriel orienté P, on appelle respectivement
Cosinus et Sinus d'un angle le Cosinus et le Sinus de la rotation vecto-
rielle associée a cet angle.

Soit $ I'angle associé a une rotation vectorielle ¢ ; nous avons :
Cos p = Cos g et Sin $ = Sin ¢.

Il résulte du théoréme n° 7, p. 99 I'équivalence logique :

($1 = ,(;2) <> (Cns ?11 = Cos fcﬁz et Sin $1 = Sin ?I:"z)

Applications Cosinus et Sinus.

On appelle respectivement - application Cosinus et application Sinus, les appli-
cations C et S définies par :

C: #—R,.9 ~n> Cos .
S: A— R, ?ﬁw Sin'-:;.

THEOREME : L'image de /% par chacune des applications C et S est
I'intervalle fermé [— 1, 1].

Pour tout élément?ﬁ de 4, nous avons : (Cos $)2 -+ (Sin $)2 =1;

Nous en déduisons : (Cos %)2 <1 et (Sin $)2 g

puis: —1<Cosa<1 ot —1<Sing<1.

| en résulte les inclusions : C(#)c[—1.1] et S(A)c[-1, 1]. (1)
Réciproquement, soit a un réel de l'intervalle [— 1, 1]. Il existe donc un réel b
pour lequel on a: a? + b2 = 1, par exemple : b = /1 — a2

Dans une base orthonormée positive (7, /) de P, la matrice [a N b] est la matrice
d’une rotation vectorielle . . *

Par définition, nous avons : Cos ¢ =

; : ¢ = Cos ¢ = a.
Nous en déduisons : [— 1, 1] c C(+). = (2)
D’'une maniére analogue on démontre : [— 1, 1] c S () (3)

Des inclusions (1), (2), (3), il résulte les égali
' I ' I :
gl ety es égalités :
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

propriétés du Cosinus et du Sinus d'un angle.

cosinus et Sinus de la somme de deux angles.

~ ~
Soient @, et ¢ deux angles respectivement associés & deux rotations vectorielles
@y el P2-
Nous avons I'égalité : g, + o, =
Nous avons donc les égalités :

Cos ($1 + sz) = Cos (mJ et Sin ($1 =+ ?32) = Sin mh
D'autre part, nous avons démontré les égalités -

Cos (920 ¢1) = Cos ¢z Cos @; — Sin o, Sin P

Sin (92091) = Sin ¢, Cos o, + Cos ¢, Sin P1-

Nous en déduisons les égalités :

—

P2°9,.

foret Yoaek Cos(e + 95) = Cos 3, Cos 3, — Sin 3, Sin 3,
Sin (q:1 + 192) Sin @, Cos 31 + Cos :ﬁz Sin %

Il

En particulier, si nous avons :
obtenons :

174 Cos25 = (Cos3) — (Sin3)
Sin 2¢ = 2Sin Cos ¢

¢ = @1 = @2, NOUS POSONS : @ + @ = 2o; nous

Cosinus et Sinus de I'opposé d’un angle.

= r A . > L] {4
Considérons un angle @ associé a une rotation vectorielle o.
L —

L'opposé de I'angle @ est : — @ = @1,

Nous avons donc les égalités :

Cos(—73) = Cos g7 et Sin(—5) = Sing-1.
Nous avons démontré (ne 9, p. 101) les égalités :

Cos 9= = Cos ¢ et Sing~' = — Sing.

Nous en déduisons :

Ugea‘h Cus(—'cﬁ):Cos?p et Sin(—$)=—51n$

Cosinus et Sinus de la différence de deux angles.
‘;onsidérons deux angles $1 et ?'52 associés respectivement a deux rotations vecto-
relles o, et Pa.

= r ~~ P P e
La dlf‘ference des angles ¢, et g, est : @1 — @2 = ¢ + (— th)-
Des résultats des deux paragraphes précédents, nous déduisons

Veiet, Yo, e4 Cos(p, — 2) = Cos @, Cos g, + Sin o Sin g,
Sin (31 - ’@3) = Sin ¢, Cos ¢ — Cos ¢, Sin ¢,
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

Coordonnées d'un vecteur unitaire dans une base
orthonormée positive.

Soient (/, /) une base orthonormée positive de B et & un vectour unitaire. Soit ,

la rotation vectorielle unique qui transforme 7 en u. Sa matrice dans la base ortho.-
Cos ¢ — Sin tp].

normée positive (7, /) est : [ Sin o Cos ¢

Nous en déduisons I'égalité :
u = Cos ¢/ + Sin q)}‘:.

, ~ . ¥
L'angle ¢ associé 2 ¢ est I'angle (r, u). Nous avons donc le théoréme -

—

THEOREME : Soit ( ,7) une base orthonormée positive de P. Les coor-
données d'un vecteur unitaire 0 dans cette base sont (Cos :;: Sin:;), ou

$ est l'angle (ﬁ)

Produit scalaire de deux vecteurs unitaires.

i i i * - = £ =
Considérons deux vecteurs unitaires 7 et ¢ de P. Posons : ?3= (.f', uj.
; % e T * .
Désignons par ;| unique vecteur unitaire pour lequel la base (r, ,“) est orthonormée
positive. Nous avons alors : o = Cos Ea;' -+ Sin $f
¢ B ~
Nous en déduisons : /.4 = Cos P.

THEOREME : Le produit scalaire de deux vecteurs unitaires du plan
vectoriel euclidien orienté est égal au Cosinus de leur angle.

Cosinus et Sinus d'angles particuliers.

Soient P un plan vectoriel euclidien orienté, et 5 = (; }') une base orthonormée
positive de ce plan. Convenons de noter §1 I'angle droit positif auquel appartient la
base %, et 3, I'angle droit négatif.

Soit ¢ un vecteur unitaire de _15; posons (ﬁ = ’rﬁ Nous avons I'égalité :
U= Cospi+ SingJ.

Envisageons les cas particuliers suivants

" -
Premiercas : v = /.

Nous avons donc : (;t} = 0. De I'égalité : 7 = Cos 0 + Sin 0/, nous
déduisons les égalités : Cos 0 = 1 : Sin0 = 0.
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

by *

i peuxidme cas : U= — 4
Nous avons donc : (! u) - De l'égalité : — j = Cos @/ -+ Sin ® /, nous
Jeduisons les égalités : Cos @ = — 1; Sing = 0,

Troisiéme cas : = /.
Nous avons donc : ) ﬂ31 De I'égalité : j = Cos §1? + Sin ’3\1}; nous

déduisons les égalités : Cos 3, = 0; Sin §1 - i

i -
,3 Quatriémecas : U= — /.
-__._____—————___
vous avons done : (7 a) = 2. De l'égalité : — j = Cos §,7 + Sin 5,7, nous

déduisons les égalités : Cos §2=0: Sin L

Propriétées des angles particuliers.

24 Nous avons établi aux n°s 47, p. 89 et 51, p. 90 les égalités :
8+5=0; H=5+3 §=5+a )
Nous nous proposons de calculer 8, + 35, &; + 8;, 8> + &2

)

25 THEOREME : Les angles droits 5, et 5, vérifient I'égalité : 5, + §, =0

Nous avons en effet :

Cos (§; + §,) = Cos 31 Cos §, — Sin 3, Sin az =1;

Sin (b1 + 32) = Sin 81 Cos 82 + Sin 32 Cos ‘61 = 0.

c’est-a-dire : Cos (31 -+ 32) — Cos 0 et Sin (81 + 82) = Sin 0.

Nous en déduisons : 3, + 8 = 0.

26 THEOREME : L'angle droit 5, vérifie I'égalité : 3, + 3, = @.

Nous avons en effet :

Cos (3, +%,) = [Cos 5,17 = [sin §,1* = — 1:

sin (3, + 8,) = 2 Sin 8, Cos 3, =0, - o
C'est-a-dire : Cos (3«, -+ B,) — Cos®; Sin (5, + 3,) = Sin @.

-5

Nous en déduisons : §1 +§1 = O.

—

' 77 THEOREME : L'angle droit 5, vérifie I'égalité : 32 + 32 = G-

Nous avons en effet :

Cos (8, + 3,) = [Cos ,]* — [sin Bl =1
- Sin(5, +3,) =25in%, Cosd, =0,

C'est-a-dire : Cos (32 + 82) = C08 @ e

Nous en déduisons : 3z + 02 = 5.

sin (8, +3,) = sin .
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Condition d’orthogonalité de deux vecteurs unitaires,

28 Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et 3 = (7, 7) une base orthonormg,
positive de ce plan vectoriel. i
Soient U et &’ deux vecteurs unitaires de _15, et c’ﬁi'angla (u, fﬁ)
Nous avons |'égalité : w.u’ = Cos gp\
Il en résulte I'équivalence logique : (E L LT') <> (C05$ = 0)-
De I'égalité : (Cos 'q;)z + (sin $)2 = 1, nous déduisons : (Sin $)2 =1,
Sin fﬁest doncégalaloua— 1.
Nous avons : (Cosp =10 et Sin p=1) <> ($= 1)
et : (Cos'q;z 0 et Sin$= ) [ ($=§2)

THEOREME : Deux vecteurs unitaires sont orthogonaux si et seulement
si I'angle de ces deux vecteurs est un angle droit.

Coordonnées d'un vecteur dans une hase orthonormée
positive.

29 THEOREME : Soit (; ,7) une base orthonormée positive de P. Les coor-
données d'un vecteur non nul X dans cette base sont :

(X[l cos 3 [|Xl'sin3), ot § est rangte (§X)

Soit X un vecteur non nul. Posons : o =

Le vecteur & est unitaire, et nous avons : $ =
Il en résulte : o = Cos?ﬁ? + Sin ?J.
nous en déduisons : X = (H X “ Cos ,(;) i+ (“ X |[ Sin@ﬁ

Produit scalaire de deux vecteurs.

30 THEOREME : Le produit scalaire de deux vecteurs

non nuls est égal
au produit de leurs normes par le Cosinus de I’

angle de ces vecteurs.

Soient P un plan vectoriel euclidien orienté, X et )_("' deux vecteurs non duls de -ﬁ-
iﬂh; ~
Posons : (X, X ) = q.

- —
Désignons respectivement par u et u les vecteurs unitaires | E " et ” >_(: ”
XJ

ca—

104



i

32

27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

[ —

s avons (n° 18, p. 102) : w.u' = Cos

;m
’3'51

Nou

1

>+

B

-|-

Nous en déduisons : X' H X “ “ X! " Cos tp_

| résulte alors du n° 28, p. 104 le théoréme suivant :

THEOHEME Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement
<i I'angle de ces vecteurs est un angle droit.

——

cosinus de I'angle de deux vecteurs.

—*

Considérons deux vecteurs non nuls X et X'. Posons
démontrée au n° 31, nous déduisons :

. XX
N P
Soit (? ,7) une base orthonormée positive de P. Désignons par (x, y) et (', y') les
coordonnées respectives de X et X' dans cette base. Nous avons les egalités :
"—)EH = \/Xz + ¥2; " X! “ = ‘\/m XX = xx’ + yy'.
xx' + yy' :
VX2 +y2 VX +y2

$= (i )T) De I'égalité

L
Nous en déduisons : Cos ¢ =

Sinus de I'angle de deux vecteurs.

— * =
Soient P un plan vectoriel euclidien orienté, et B = (r, ,r) une base orthonormée

positive de P. Considérons deux vecteurs non nuls X et X' de P, dont les coordon-
nées respectives dans la base 3 sont (x, y) et (x', y').

PQSO“S : ; = u' = —T,.“‘, (X X’ )
EUE ET o |
Les coordonnées de u dans la base (f', ,T) sont : (\/"2 =7 VB + y2)'

Désignons par vle vecteur unitaire orthogonal & u et dont les coordonnées dans la
base (? }) sont ( £ )
V2 + V2 V2 Y2
La matrice de passage de la base (.f ;) 4 la base (u, v) est:
X =¥
Vi + V2 /X2 + y2
X
1;\//_2 —I— yz Jv/xz + yz

Cette matrice appartient a O ; il en résulte que %, v) est une base orthonormée

directe: |’ angle (u, v) est égal a 31-
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De I'égalité : (ﬁ) - (ﬂ) — (ﬁ) noi déduisons :
Sin ;? = Sin 3, Cos (ET‘, 5) — Cos '§1 Sin (:_f, 3). ou encore
Sin $ = Cos (ﬁ ;

_+ - - L
u' est le vecteur unitaire de coordonnées (

27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

I

V' ;
.\/xq & y,z' ‘\/m): il FéSUIIB

du n° 32, p. 105, I'égalité :

— > — X'y + y'x
Cos \u', v) =

@) VX2 +y24/x2 4 y2
Nous en déduisons : Sing =

xy' — yx'
VX2 4+ y2\/x2 4 g2

P
34 Remarque : Nous avons donc I'égalité : Sin $= y_y

EINET]

EXERC]CES 1 Soient & = (7 7) et & = (7. /) deux bases orthonormées d'un plan

& e L —_—
vectariel euclidien E Les coordonnées des vecteurs I f, i et §' dans une

base orthonormée de P sont respectivement

V31 1 4/3\
(0. —1), (—=1,0), (T'i 3T 5
Les bases 3 et D' ont-elles la méme orientation ?

2 Méme exercice que le précédent dans le cas ol les coordonnées des
vecteurs ; ; F et }" sont respectivement

V2 V2) _‘\/E'*\/E)r (3 4 (43

2 2 2 2

4 b

+ > £ . - <
3 Soient B = (:, ,f) une base orthonormée d’'un plan vectoriel euclidien P

Er i > 3 >

et/’ un vecteur unitaire de P. Les coordonnées des vecteurs /, f et /' dans une
.

base orthonormée de P sont respectivement :

(5 (2

* (—1,0).

: : R
Déterminer les coordonnées du vecteur unitaire J' pour lequel la base ortho-
A ; .
normée (:’, ,t') a méme orientation que la base B.
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21. ORIENTATION. COSINUS BT SINUE

4 Méme uxnrcico que le précédont dans lo cas ol los coordonndon dos
vecteurs /, ; ot /' sont respectivemont

(—- lj- l). 1 \"é i )
2 3) \3 "5 e (E.HE).

5 Soitd = (r. ) une base orthonormdo positive d'un plan vectorlel oucli-

dien orientd B, On considdre un vecteur unitairo / de P dont les coordonnéos

1

dans {0 sont (—rz. e -3._)
Vb

1° Déterminer le Cosinus ot lo Sinus de la rotation vectoriello @ tolle que :

A "-‘P(J)

r >
2° Donner les coordonnées du vecteur ;' unitaire pour lequol U’J’) o8t une
base orthonormée positive.

6 Méme exercice que le précédent pour los vectours J" dont les coordonndos

sont successivement : (}{23' %)' (_.. 3 ) (\/3 1).

- — e .

B 5

7 Vérifier les égalités suivantes :
(Sin':p: + Ct}s';?)2 “+ (Sin$ - Cus$)2 = 2,

N a8 T ~
(cos q:) — (sin cp) = Cos 2 g.

LA ~\ 2 ~

(Sln ¢ + Cnscp) —Sin2¢p=1.
(cos3)® + (sing)® + 3(Cos 7 Sin)* =1.
8 Exprimer en fonction de Cos ‘?,? seul, les réels suivants :

Cos(8+73), Cos(B—73), Cos(5-a), Cos(3—4a), Cos(5+5a).
sin(5,+73). sin(B+73). sin(8—3), sin(3+35), sin(63,- 7).
9 Exprimer en fonction de Sin '; seul, les réels suivants :

"~ -~ ) 5 Pl . ] -~ - ) Fal
sin(3+8), sin(3—73), sin(3+8), sin(3-3a), sin(5 +4a).

Fa ) P P ) Ll ) Ei ] Ny
cos(B, +73), Cos(B+73), Cos(8, —3). cos(7+35,), cos(55; +7%)-
10 Exprimer en fonction de Cns? et Sin'; les réels Cos 3?; et Sin 3?;;.

11 Résoudre dans # les équations suivantes :

Coss=Sing Cosp=—Sing, |Cosg|=|sing]|

> >
12 Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et { = (r, J ) une base ortho-

normée positive de P. On considére deux vecteurs X et X' dont les coordon-
nées respectives dans la base B sont : (2, — 3) et (5,1).

' ¢ ( ')

1o Déterminer le Sinus et le Cosinus de I'angle \ X, X'}.
i ! ( ')
2° Soitgla rotation vectarielle associée 2 |"angle X, X'}

Ecrire la matrice de @ dans la base 3.

13 Meéme exercice que le précédent pour des vecteurs i et ')_{" de coordon-
nées respectives : (2, 1) et (3, — 2).
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27. ORIENTATION. COSINUS ET SINUS

EXERCICES

108

. * »
14 Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et B = (f. 1) une bage
orthonormée négative de P. On considére deux vecteurs X et X' dont leg
coordonnées respectives dans la base B sont : (4, 2) et (3, 1).

5 >
1° Déterminer le Sinus et le Cosinus de |‘angle (X, X*).

>
2° Soit ¢ la rotation vectorielle associée 2 "angle (X, X’). Ecrire la matrice
de p dans la base 3.

- —
15 Méme exercice que le précédent pour des vecteurs X et X' de coordon-
nées respectives : (3, 4) et (1,1).

16 Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et B une base orthonormée

positive de P. On considére deux couples de vecteurs (f, i':) et (?, 'V')

dont on donne les coordonnées dans $. Dire dans chacun des cas suivants
F = T =

si les angles (X, X') et (Y, Y’) sont égaux :

X(1,1), X011, ¥@23), ¥(-15).

X(1,—2), X'@3,—1), ¥(5,4, Y1, -9
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28.
Mesures d'un angle

Repére cartésien orienté.

Soit P un plan affine associé a un plan
vectoriel euclidien orienté P.
Considérons un repére cartésien (D, /, j) de

>
ce plan affine. On dit que le repére (O. I/
est orthonormé positif si et seulement

i /) est une base orthonormée positive
du plan vectoriel P.

Cercle trigonomeétrigue.

DEFINITION : Soit O un point du plan affine P. On appelle cercle trigono-
métrique de centre O I'ensemble, noté U, des points M de P tels que :

|oM || = 1.

Soit (0, 7, /) un repére orthonormé positif de P; on appelle origine du cercle tri-
gonométrique U, de centre O, le point A de U, pourlequel ona : OA = 7 (fig. 1).

Bijection de I'ensemble des angles de P sur le cercle
trigonometrique.

Considérons dans le plan affine euclidien P un repare orthonormé positif (0, 7, 7)
et le cercle trigonométrique U de centre O, d’origine A.

Soit (4, +) le groupe commutatif des angles du plan vectoriel P. Pour tout angle
© de s, il existe un point unique M du cercle trigonométrique U pour lequel on a :
(04, omM) = 2.

110
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28. MESURES D'UN ANGLE

Nous définissons ainsi I'application u: £ —s U, $ n— M.

Pour tout point M de U, il existe un angle unique $tel que : (EK, ﬁﬁﬁ) = ;E;

c’est I'angle associé a I'unique rotation vectorielle ¢ telle que : OM = ¢(0A).
Nous en déduisons : yMeU, 715, u(3) = M.
L'application v est donc une bijection de 4 sur U.

Application canonique de IR sur 4

Soit A une droite sur laquelle on a ch
unitaire o : " x || = ||T l] =1,

L'application de IR dans A, qui a tout
réel x associe le point mde A pourlequelona:
am = X o est une bijection de IR sur A. [
En effet, pour tout point mde A, il existe un

a —
réel unique x tel que : am = xa.

Représentons le groupe des angles (4, 4)
par le cercle trigonométrique U de centre O
et d'origine A, et le groupe des réels (R, +) : 1
par la droite affine A d’origine 2 et de vecteur

directeur unitaire o

A peut &tre matérialisée par un fil, et U par la
gorge d'une poulie.

Enroulons A sur U de fagon que le point a
de A coincide avec le point A de U.

Tout point m de-A vient coincider avec un
point unique M de U (fig. 2).

Il parait donc naturel d’admettre qu'a tout @
réel x on peut faire correspondre un angle

unique 5 On définit ainsi une application 0 de IR sur 4, qui, au réel x, abscisse du

point m de A, associe I'angle : @ = (-ﬁi bT.d)

oisi une origine a et un vecteur directeur

2y

P

Soit ' le premier point de A d'abscisse positive qui, aprds enroulement du fil,
vient coincider avec le point A. Désignons par 2 I'abscisse du point a'.
Marquons sur la droite A les points d'abscisses : .., — 4w, — 27, 27, 47, ..

Tous ces points, aprés enroulement du fil, coincident avec le point A, et réciproque-
ment, un point de A vient coincider avec le point A si son abscisse est le produit
de 27 par un entier relatif k. Au point A correspond I'angle nul O

Il parait donc naturel d’admettre que I'application 6 posséde la propriété :

(0(x) = 0) «——> (qkeZ x=k2n). |

De plus, aprés enroulement du fil, tout point de U coincide avec au moins un
Pointde A;il est donc naturel d’admettre que 0 est une surjection de IR sur #.
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28. MESURES D'UN ANGLE

Soient x et y deux réels; marquons sur la droite A, le point b d'abscisse x et le point ¢

d'abscisse y. o
Soi int de A défini par : od = x& = ab.
oit d le point de : o _
Aprés en?oulement du fil, les points b, ¢, d coincident respectivement avec les
points B, C, D du cercle trigonométrique U. (fig. 3)

— e ek
Il est naturel d’admettre que les angles (OA, OB) et (OC, OD) sont égaux.

»* ——p - —_— -
Nous avons : ab=x«; ac=ya; ad= (x+y)o
Nous avons donc :

6(x) = (OR. 0B); 6(y)= (OR 08); 6(x +y)= (02, 0D).
Nous avons aussi :

—_— j——— e
(6% o0B) = (oA 0¢) + (o¢, oB) = (04, 08) + (G&, 0¢)
c'est-a-dire : O(x 4+ y) = 0(x) + 0(y). A
Il parait donc naturel d’admettre que 0 est
un homomorphisme du groupe (IR, +)
sur le groupe (£, +).

En résumé, il parait naturel d’admettre que
l'on peut construire une application
unique* 0 de IR dans + qui posséde les
trois propriétés suivantes :

1. 0 est une surjection de R sur +t;

2, 0 est un homomorphisme de (IR, +)
sur (&, +) :

Y(x.y)elR2, B(x+y)=08(x)+ 6(y).

3. (0(x)=0) < (JkeZ, x=k.27).

Cette application 6 est appelée surjection
canonique de [R sur #£.

On démaontre et nous admettons que le réel =
vérifie : 3,14159 < n < 3,14160.

P o

®

Propriétés de la surjection canonique 6.

Nous avonsl'égalité: 0 = 0.2n:dela propriété 3, nous déduisons : 6(0) = 0

* En fait, on démontre qu'il existe i icati

fait, _ te plusieurs applications 6 de R da i vérifi i
Froprlété§_ Parmi toutes ces applications 8, on démontre qu'il en ex?:tf Sl ‘;‘m"l'5 trgasr
aquelle I'application de R dans R définie par : i o e L

et de nombre dérivé égal 3 1. Nous ad - X N> (SoB) (x) est dérivable au point 0.
application que nous utilisons ici. admettrons cette propriété au n® 26, p. 124. C'est donc cette
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28. MESURES D'UN ANGLEF

Soit x un réel et soit k un entier relatif. De la propriété 2, il résulte I'égalité :
O(x + &.27) = O(x) + 0(k.2x).
Nous avons I'égalité : 0(k2w) = 0, et O estl'élément neutre de I'addition dans 4.

Nous en déduisons : IixeR, YkeZ, 0(x+ k27) = 0O(x)

Soitxunréel. Nousavons: 6(x — x) = 6(0) =0 et 6(x — x) = 6(x) + 0(— x).

Il en resulte I'égalité : 6(x) + O0(— x) =ﬁ; O0(— x) est donc |'opposé de
6 (x) pour I'addition dans .

Nous en déduisons : [ fxelR, 6(— x) = — B(x)

Soient x et y deux réels. Nous avons les égalités :
Ox = =08(x+ (—y)) =0(x) +0(— y) = 0(x) — O(y).

Nous avons donc : fxelR, fyelR, 0(x—y)=0(x) — 0(y)

Soient x, et x; deux réels. Nous avons les équivalences logiques :
(B02) = 6(x1)) <= (0(x;) — 6(x;) = D);

(6(x2) — 0(x;) = 0) =< (6(x, — x,) = 0);

(002 —x)=0) <= QhkeZ x;—x =k27).

Nous avons donc :

’ fx;elR, Yx; elR, (0(x2) = 0(x;)) =—» (JkeZ, x, — x; = k.27) ]

Image d'un réel sur le cercle trigonométrique.

Considérons le cercle trigonomeétrique U de centre O et d'origine A. Nous avons
mis en évidence au n°® 3, p. 110 une bijection v de + sur le cercle trigonométrique U.

L'application uof est donc une application de IR sur U.

DEFINITION : On appelle image d’un réel x sur le cercle trigonométrique
de centre O et d’origine A I'image de x par I'application uo 0.

Un point M de U est donc I'image par u o 6 d'un réel x si et seulement si l'on a :

(&, OM) = 6(x).

THEORE ME : Pour tout élément k de Z, le réel x + k2= a la méme image
que x par vof. ‘

En effet, soient k un entier relatif et x un réel. Désignons par M et M' les images
respectives des réels x et x + k.2= par I'application uo .
De I'égalité : 0 (x + k.27) = 8(x), il résulte I'égalité : (OA, OM’) = (OR, OM) :
OM' = OM, puis : M’ = M.

nous en déduisons :
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25. MESURES D'UN ANGLE

Mesure d‘un angle.

Considérons la surjection canonique 0 de IR sur #. .
Pour tout angle @, il existe au moins un réel x pour lequel on a : 0(x) = o

DEFINITION : On appelle mesure en radians d'un angle ¢ tout réel x pour
lequelona : 0(x) = $

]

Par exemple, O est une mesure en radians de I'angle nul 0.
~
Pour tout entier relatif k, k.27 est une mesure en radians de I'angle 0.

THEOREME : Un point M du cercle trigonométrique de centre O et d’ori-
gine A est l'image d'un réel x si et seulement si x est une mesure en

radians de I'angle (OA, OM ).

En effet, un point M est I'image du réel x par |'application wo 0 si et seulement si :

(ﬁ. OM) = B(x), c'est-a-dire si et seulement si x est une mesure en radians de

I'angle (ﬁ)

THEOREME : Soient ?5 un angle et x, une mesure de “q; Un réel x; est une

mesure de Ei si et seulement s’il existe un entier relatif 4 pour lequelona :
Xs = X, + k2.

En effet, x; est une mesure de $: nous avons donc : 0(x;) = 35

X, est une mesure de ?p si et seulement si I'on a : 6(x;) = fq; c'est-a-dire, si et
seulementsil'ona : 0(x3) = 6(x,).

De la propriété dun® 12, p. 113, il résulte que x, est une mesure de E: si et seulement
s'il existe un entier relatif £k pour lequel on a : x; = x; + k2.

Propriétes des mesures des angles.

Mesure de la somme de deux angles.

Soient ?,31 et ’q\:z deux angles. Désignons par x, une mesure de @1 et par x, une
mesure de Ez; nous avons @ fB(xy) = 7:}, et 0(xz) = fq;;.

Nous en déduisons : 0(x, + x2) = 0(x;) + 0(x2) = 9y + o

Le réel x, + x; est donc une mesure de |'angle @1 + E‘g.

THEOREME : Si x, est une mesure d’un angle 3, et si X, est une mesure
d'un angle Ez, le réel x; 4 x; est une mesure de l'angle ;;1 + :1;2,

SO
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28. MESURES D'UN ANGLE
Mesure de deux angles opposés.

Solwht @-unangie: el —_? SON opposé. Désignons par x une mesure de I'angle 3;
nous avons @ f(x) = o.
De la propriété du n® 10, p. 113, nous déduisons : 8(— x) = — O(x) = — .

THEOREME i Si x est une mesure d’un angle . le réel — x est une mesure
de I'angle — o.

Mesures de I'angle plat.

Soit x une mesure de I'angle plat @; nous avons : 0(x) = B.
P

Nous avons I'égalité (n° 47, p. 89) : o + @=0.

Nous en déduisons : 6(2x) = 0.
Le réel 2x est donc une mesure de I'angle nul. Il existe donc un entier relatif &
pour lequelona : 2x = k.2, c'est-a-dire : x = k.

Nous avons : @ 3= 0; nous avons donc : B(km) # 0.

Il en résulte que k n’est pas un multiple de 2.

Il existe alors un entier relatif A pour lequelona : k=2x 4+ 1.

Nous avons donc : x = (2A+ 1)w, c'est-a-dire : x=n+ A2m.

Dutheoremen®17, p. 114, nous déduisons : = est une mesure de |'angle plat .
Toutes les mesures de I'angle a sontdoncde la forme: =+ k2w, avec ke Z.

Mesures d'un angle droit.
Soit §T I'angle droit positif et soit 3, I'angle droit négatif.
Désignons par 3 I'un de ces deux angles et par x une mesure de 3.

Nous avons : B(x)=§. 20 o
De I'égalité (n°s 26 et 27, p. 103) : & + & = @, nous déduisons : 0(2x) = @.

Le réel 2 x est donc une mesure de I'angle plat @. |l existe donc un entier relatif &

" T
pour lequel on a : 2x = & + k.2m, c'est-a-dire : x = 5 + k.

Distinguons deux cas :

'
1. k est pair. Posons : k = 2X; nous avons alors : X =7 + A2 T
Le réel g est, dans ce cas, une mesure de I'angle 3.
L
2. k est impair. Posons : kK = 2} — 1; nous avons alors : x=—35+ A2

-~
Le réel — g est, dans ce cas, une mesure de I'angle 8.

1. k est pair si et seulement si :
2. k est impair si et seulement si :
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28. MESURES D'UN ANGLE

Nous en déduisons :

It i P T Fon)
1. Une mesure de |'angle droit positif §, est 5 toutes les mesures de 8, sont de |5
forme : g + k2w avec . keZ.
ey by ~
2. Une mesure de l'angle droit négatif 3, est — 5. toutes les mesures de &, sont

de la forme ; — g + k2T, avec : keZ.

Mesure d'un angle en degrés.

DEFINITION : On dit qu'un réel y est une mesure en degrés d'un angle o

si et seulement sile réel : x = -i—-a% y est une mesure en radians de $

o P -~ T % ~
Soit y; une mesure en degrés de @;:leréel: x, = T80 estune mesure en radians de ¢.

I .4 - A 3 - I n
Un réel y; est une mesure en degrés de ¢ sietseulementsileréel: x; = 780 Y2 est

une mesure en radians de cp, c'est-a-dire si et seulement s'il existe un entier relatif k
pour lequelona : x, = x; + k2%, ouencore : y,= y; + k.360.

Exemples : 1. Une mesure en degrés de I'angle plat = est 180; toutes les autres
sont de la forme : 180 4+ k.360, avec : keZ.

2. Une mesure en degrés de |'angle droit positif g-, est : 90; toutes les autres
sont de la forme : 90 + k.360, avec : ke Z.

Mesure d'un angle en grades.

DEFINITION : On dit qu’un réel z est une mesure en grades d’un angle ?,3

si et seulement si le réel : x = ‘% z est une mesure en radians de :5

D’une maniére analogue a celle du n° 23, on montre que si z; est une mesure en

grades de ¢, un réel z; est une mesure en grades de ¢ si et seulement s'il existe un
entier relatif kK pour lequel on a : z, = z; + k.400.

Exemples : 1. Toutes les mesures en grades de I'angle plat & sont de la forme :
200 + £.400, avec . keZ.

2. Toutes les mesures en grades de I'angle droit positif 3, sont de la forme :
100 + k.400, avec : keZ.
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29.
Fonctions circulaires

Fonction sinus. Fonction cosinus.

Fonction sinus. Fonction cosinus.

Considérons un plan vectoriel euclidien orienté P et I'ensemble 4 des angles de ce
plan. Nous avons défini (n° 12, p. 100) les fonctions :

S : £#— R, am—bSina et :

C: # — IR, ip‘f\,-» Cos$.

Soit 0 la surjection canonique de R sur £ (n° 7, p. 112).

Les applications composées Scf et Co0 sont des applications de IR dans IR;

ce sont des fonctions numeériques de variable réelle.

DEFINITIONS :1. On appelle fonction sinus la fonction, notée s, compo-

seée de 0 par S.
2. On appelle fonction cosinus la fonction, notée ¢, composée de 0 par C.

Nous avons donc : s = So0 et ¢ = Col.

Ensembles des valeurs des fonctions sinus et cosinus.

THEOREME : L'ensemble des valeurs de chacune des fonctions sinus et
cosinus est I'intervalle [— 1, 1].

En effet, 0 est une surjection de IR sur #; nous avons donc : 6(R) = 4.

Nous avons montré (n° 12, p. 100) les égalités :
S(A4)=[—1,1] et C(f)=[—1,1]

Il en résulte les égalités : ' _
(Sab)(R)=[—1,1] et (Co0)(R)= [— 1, 1], c'est-a-dire :

s(R)y=[—1,1] et ¢(R)=[—11].
17



29. FONCTIONS CIRCULAIRES

sinus et cosinus d'un réel.

L'image d'un réel x par |'application s est appelée sinus du réel x. Il est d'usage de
noter cette image : sin Xx.

Nous avons donc : §xelR, sin x = s(x) = (Sob)(x) = Sin (0(x)).

L'image d’'un réel x par |'application ¢ est appelée cosinus du réel x. Il est
d’usage de noter cette image : cos X.

Nous avons donc : fxelR, cosx = c(x) = (CoB)(x) = Cos (0(x)).

Soit x un réel; posons : 0(x) = $

Nous avons démontré I'égalité : (Cos g)z + (Sin '55)2 = 1.

Nous en déduisons : (Cos (ﬁ(x)))2 + (Sin (B(x}))2 = 1, c’est-a-dire :
(cos x)2 + (sin x)2 = 1.

On convient d'écrire : (cos x)2 = cos2 x et (sin x)2 = sin? x.

Nous avons donc :

l xeR, cos?x+ sin2x=1

Coordonnées d'un point d'un cercle trigonomeétrique.

Soit P un plan affine associé a un plan vectoriel euclidien orienté P.

Soit (O, ;;) un repére orthonormé positif

de P.

Considérons le cercle trigonométrique U de B
centre O, d'origine A et un point M de ce

cercle (fig. 1).

—_— sin % M

Désignons par E; I'angle (ﬁ ﬁﬁ) le

vecteur OM est unitaire.
Nous avons donc (n° 17, p. 102) :

OM = Cos ¢/ + Sin o/, 9 =
Soit x une mesure en radians de $ :

0(x) = 0.

Nous avons alors : U

OM = Cos(ﬁ()i)f+ sin (8(x)) /, 0

c’est-a-dire : OM = cos x7 + sin X/

—

TH_EOHEME : Soient (o, h / ) un repére orthonormé positif de P et M un
point du cercle trigonométrique de centre O et d’origine A. Si x est une

. v e
mesure en radians de I'angle (OA, om), les coordonnées du point M dans

le repére (0, H ;) sont : (cos x, sin x),
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29. FONCTIONS CIRCULAIRES

Il résulte du théoréme précédent que I'image d'un réel x sur le cercle trigonomé-
rique U de centre O et d'origine A est le point M dont les coordonnées dans le

repére (0. 7 /) sont : (cos x, sin x).

Propriété des fonctions sinus et cosinus.

THEDHI‘:ME : Pour tout réel x, et pour tout entier relatif k, nous
avons : sin (x + k.2m) =sinx et cos(x + k.27) = cos x.

Soient x un réel et k un entier relatif. De la propriété du n° 9 dela fonction 8, il résulte :
0(x + k.2x) = O(x).

Nous en déduisons :

sin (0(x + k.2w)) = Sin (6(x)) et Cos (0(x + k.27)) = Cos (6(x)),
c'est-a-dire : sin (X -+ kZTt} =sinx et cos (x + k.2w) = cos X.

Nous avons donc :

I IxelR, {keZ, sin(x+ k2n)=sinx et cos (x + k2=) = cos x

Parité des fonctions sinus et cosinus.

Soit x un réel. Posons : E = 0(x). -

Nous avons l'égalité (n° 10, p. 113) : 0(— x) = — 0(x),
c'est-a-dire : 0(— x) = — .

D'autre part, nous avons démontré (n° 15, p. 101) les égalités :
Sin 5 = — Sin (— 'cp\) et Cosa = Cos (— 3)

Nous en déduisons les égalités :

Sin (8(— x)) = — Sin (6(x)) et Cos (8(— x)) = Cos (6(x)).
c'est-a-dire : sin (— x) = — sinx et cos (— x) = cos x.

Nous avons donc : | fxeR, sin(—x)= —sinx et cos (— x) = cos x

THEOREME : La fonction sinus est une fonction impaire; la fonction
cosinus est une fonction paire.

sinus .et cosinus de la somme de deux reéels.

Soient x et y deux réels. Nous avons : sin (x + y) = Sin (0(x + ).

Des égalités : O(x + y) = 0(x) + 0(y)

et = Sin (6(x) + 6(y)) = Sin (0(x)) Cos (8(y)) + Cos (6(x)) Sin (8(v)).
nous déduisons I'égalité : sin (x 4+ y) = sin x cos y + cos x sin y.

Nous avons donc : | §xeR, {yeR, sin(x+y)=sinxcosy + cosxsiny ‘
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Sojent x et y deux réels. Nous avong ; )cos (x + y) = Cos (0(x + )
Des égalités : 0(x + y) = 0(x) + (). 1 _ sin (000) Sin (00))
oz Ca{30) B(y)) = G0 (B(X)) - {y)?:os y -—-(sin x sin y.

nous déduisons |'égalité : cos (x + y) = €08 X

Nous avons donc : . .
fxeR, freR cos (x + y) = cos X cos y — sin x siny

Applications.

Appliquons les égalités précédentes dans le cas ol les réels x et y sont égaux; nous

obtenons :

IxelR,

HE
sin 2x = 2sinxcos x et cos 2x = cosZx — sin 'L’

cos?x + sin2x = 1; nous en déduisons :
cos2x — sin?x =2 cosZx — 1.

Nous avons l'égalite :
cos2x — sin2x=1—2 sin?x et:

Nous avons donc :
HXE[R, cos2x=1 _ 2sin?x = 2 cos?x — 1

Remarques : 1. Des égalités précédentes, nous déduisons les égalités :

sin?x = % (1 —cos2x) et cos®>x = % (1 + cos 2x).

. L - x
2. Appliquons les résultats précédents au réel : u = 5 nous obtenons :

. oL u u
25|n2§=1——cosu et 2c052§=1+cosu.

sinus et cosinus de la difféerence de deux réels.

Soient x et y deux réels. Nous avons successivement :
sin (x — y) = sin (x + (— y)) = sin x cos (— y) + cos x sin (— y).

= sin x — in y.
Nous avons donc : G A

IxeR, YyelR, sin(x— y)=sinx cosy — cos x siny

Soient x et y deux réels. Nous avons successivement :-
cos (x — y) = cos (x + (— 5’)) = €0s X cos (— y) — sin x sin (— y)

Nous avons donc : = cos x cos y + sin x sin ¥.

yxelR, {yelR, cos(x—y)=cosx cosy + sin x sin y
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29. FONCTIONS CIRCULAIRES

cosinus et sinus des réels : 0, ’_2‘., % __‘;,

Soit P un plan affine associé & un plan
vectoriel euclidien orienté P. Considérons
une base orthonormée positive (7.7) de P,
et le cercle trigonométrique U de centre O
et d'origine A (fig. 2).

Soient B, A’, B’ les points de U respecti-
vement définis par :

Sty ORim—1 OB =—f

0B =1/:

e 4 P
Nous avons : (OA, OA) = 0. Nous savons d'autre part que le réel O est une

mesure en radians de I'angle 0. Nous en déduisons : OA = cos 0 7 + sin 0}':
Il en résulte les égalités : cos0=1 et sin0=20

— ~ TC %
Nous avons : (DA, OEI) = 8,. Nous savons d'autre part que le réel 7 est une

mesure en radians de I'angle droit positif &;.

Nous en déduisons : OB = cos 12“5 + sin gf

™ . T
Il en résulte les égalités : cos 5 = 0 et sin 5= 1

O TRt T o~
Nous avons. : (OA, OA') = %. Nous savons d’autre part que le réel = est une

mesure en radians de I'angle plat 5.

— ” i ¥
Nous en déduisons : OA’ = cos =/ + Sin T /.
cost=—1 et sinw=0

Il en résulte les égalités :

s ] -~ ‘ ™
Nous avons : (OA, 03*) = 3,. Nous savons d'autre part que le réel — 3 est une

mesure en radians de I'angle droit négatif 3.

E—— Ty = . Ty *
Nous en déduisons : OB’ = cos ("‘ 'ﬁ) £k Am (_ E) /-

: 11
Il 'en résulte les égalités : | cos (-- Ti:) =0 et sin (" 5) = =
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Remarques : 1. Soit k un entier relatif. Calculons sin (k7).
Si & est pair, nous avons : k = 2; nous en déduisons :

sin (k) = sin (\.27) = sin (0 + A 27) = sin 0 = 0,

Si k est impair, nous avons : k = 24 -+ 1; nous en déduisons :
sin (kw) = sin (A2 + =) = sin © = 0.

Nous avons donc :

VkeZ, sin(kn)=0

2. Soit k un entier relatif. Calculons cos (k).

Si k est pair, nous avons : & = 22; nous en déduisons :

Cos (km) = cos (L2m) = cos (0 + A.27) = cos 0 = 1.

Si k est impair, nous avons : k = 2 + 1: nous en déduisons :
cos (km) = cos (A.2%n + 7) = cos * = — 1.

Nous avons donc :

| YkeZ, cos (km) = (— 1)

3. Les calculs précédents peuvent &tre faits 2 partir de calculs analogues sur
Cos ¢ et Sin g,

cosinus et sinus des réels : _ , » _ . + x, g - ; + x.
Nous avons établi au n° 8, p. 119, les égalités :

YxelR, cos(— x)=cosx et sin (— x) = — sin x

Soient M I'image du réel x et M’ I'image du réel — x sur le cercle trigonométrique U
(fig. 3).

—— * ; % A * . x
Nous avons : OM =cos x/ + sinx; et OM’ = cos x 7 — sin x /.

Il en résulte que les points M et M’ sont symetriques par rapport a la
droite déterminée par les points O et ‘A,

B B

&l % M M sin x M

cos X A cos x |A

M-‘

Soit x un réel, Nous avons les égalités :
cos (m — x) = cos © €os x + sin = sin X,
sin (m — Xx).= sin © ¢0s x — cos 7 sin x.
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Des égalités : cosm= —1 g 8in © = 0, nous déduisons :

WEIR, Cos (r — Xx) = — cos x et sin (= — x)
Soient M l'image de x sur U et ' I'image de = —

Nous avons : OM = cos X}‘_l_ & xf it O
Il en résulte que les points M et M-
déterminée par les points O et B.

= sin x

X sur U (fig. 4).

= — cos X I+ sin xf.
sont symétriques par rapport a la droite

Soit x un réel. Nous avons les égalités -
cos (= + X) = cosm cosx — sinmn sinx, et :
sin (7= + X) = sin 7w cos X + cos = sin x.

Nous en déduisons :

fxelR, cos(m+ X) = — cos x et sin (r + x) = — sin x

Soient M l'image de x sur U et M’ lI'image
de = 4+ x sur U (fig. 5),

Nous avons : OM = cos x / + sin X/ et
OM’ = — cos X/ — sin x /.

Il en résulte que les points M et M.
sont symétriques par rapport au

point O, centre du cercle trigonomé-
trique U.

Soit x un réel. Nous avons les égalités :

T F1Y T,
COS(E_ )=COS—CDSX+SH'I§SII'IX.

2
et
sin (T—E — x) = sin = COS X — COS = sin x.
2 2 2 R

™

"ccsg =0 et sin 5 = 1, nous déduisons :

Des égalités :

IxelR, cos

(T—zt—-x) = sinx et sin (g—X)=CDSX

Soit x un réel. Nous avons les égalités :
cos (E + x) = cosT—r cos X — sinEsin X,
2 2 2
sin (T—: + x) = sin = cos X + oS 2 sin X.
2 2 2

Nous en déduisons :

+x) — —sinx et sin (§+x) =cost

T
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Dérivahilite des fonctions sinus et cosinus.

Dérivabilité de la fonction sinus au point 0.

On démontre et nous admettons le théoreme suivant :

26 THEOREME : La fonction sinus est dérivable au point 0 et le nombre

27

28

dérivé de cette fonction au point O est égal a 1.

Remarques : 1. La fonction sinus est dérivable au point 0; elle est donc continue

en ce point (n° 3, p. 117, tome |). Il en résulte :Aiﬂsin h=sin0=0.
sin A — sin 0

2. Le nombre dérivé de la fonction sinus au point O est la limite de 7

. sinh
quand x tend vers 0. Il en résulte : fllln-"ﬁ e 1.

3. Des deux remarques précédentes, il résulte que, pour tout réel a non nul,ona;

limsinah =0 et limSin@M _ 4

Dérivabilité de la fonction cosinus au point 0.

THEOREME : La fonction cosinus est dérivable au point 0 et le nombre
dérivé de cette fonction au point 0 est égal a 0.

cosh —cos0
h

En effet, considérons la fonctiong :- YhelR®*, h n—

cos h—1

h
De la remarque 2 du n® 12, p. 120, il résulte :

Nous avons : g(h) =

: 2sin? i - sin h
Q(h) ==l == h £ C'est-'é-dire . Q(h) = = B 2 sin g
2
. h
~ sing 5
Nous avons : Alﬂ —__E = etﬁ!:rg; sin 5= 0; nous en déduisons : ,!i";', g(h) = 0.
2 e
La fonction cosinus est donc dérivable au point - -
est égal 3 0. P 0 et le nombre dérivé au point 0
Remarque : Nous venons d . e COS A -—‘1 :
e démontrer : fI:I-TO-_-h_—_ = 0. Il gn résulte que,
pour tout réel non nul, ona : |im %08 (87) — 1 _
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29. FONCTIONS CIRCULAIRES
ponction dérivée de la fonction sinus.

:-r-I.-I-EE‘REMg : La fonction sinus est dérivable s

¢ 1a fonction cosinus. ur IR et sa fonction dérivée
es

— .
En effet, considérons un réel x; et la fonction r d

. éfinie par :
sin (Xo + h) — sin x, 5

jhe R*, h n— -
Nous avons : r(h) = b s CD: Xo Sin h — sin Xo .
; cos h — 1 ;
ouencore :  r(h) = sin xq 7 + cos x, su;’h:
clest-a-dire :  r(h) = sin x5 q(h) + cos x, 31?? h
ités : li = . Sin h . .
Des égalites ';!T;I:Q(h) =0 et nlm___h = 1, nous déduisons : ﬁmr(h) = c0s Xo.

La fonction sinus est donc dérivable en tout point x, de IR et le nombre dérivé au
point Xp est ! C€OS Xg.

|l en résulte que la fonction sinus est dérivable sur [R et que sa fonction dérivée est"
la fonction : x ~— cos X, c’'est-a-dire la fonction cosinus.

Fonction dérivée de la fonction cosinus.

THEOREME : La fonction cosinus est dérivable sur R et sa fonction
dérivée est la fonction : x ~— — sin x.

En effet, considérons un réel x, et la fonction v définie par :
cos (X, h) — cos x
VheR®, h n S5 (ot A) o,

h
COS Xp c0s h — sin Xg sin h — cos Xxg.
Nous avons : u(h) = © - ;
. cos h—1 : sin A.
ou encore : u(h) = cos xo —p—— — SIN Xo —p—

e .- sin-h
Cest-a-dire :  w(h) = cos Xoq(f) — sin Xo —p—" .

Des égalités : lim g(h) =0 et lim 57 =1, nous déduisons :

, h>0 ns0 h

',I'ln; U(h} S Sin XD.

La fonction cosinus est donc dérivable en tout point xo de IR et le nombre dérivé
aU point x est : — sin Xo.

Il en résulte que la fonction cosinus est dérivable sur IR et que sa fonction dérivée
est la fonction : x A— — sin x.
Fonction dérivée de la fonction : x ~— sin (ax + b).

Soient a et b deux réels et la fonction £ définie par :
i R —s IR, x ~—> sin (ax + b).
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Premier cas : a=0.

Nous avons : YxeR, f(x)= sinb.

La fonction f est une fonction constante sur [R. Nous savons (n° 27, p. 124, tome |)
que sa fonction dérivée est la fonction nulle sur [R.

Deuxiéme cas : a # 0.

Considérons un réel x, et la fonction v définie par :
HhER', h,Hf(xﬂ'l'hfz—"f(xﬂ)-

Nous avons successivement :

v(h) = sin [a(xo + h) + b] — sin (ax, + b)

h '
v(h) = sin (axo + b) cos (ah) + cos (axg + b) sin (ah) — sin (axo + @ .
= P 2
- sin (ah
v(h) = sin (ax + .4;11%"‘,%}—1 + cos (ax, + b) ”f, ).
— sin ah
v(h) = asin (axg + b) T (i? 2 + a cos (axg + b) s
Des égalités : lim E’-ﬂ@)—_l =0 et Iim3M oy 1, nous déduisons :
A+0 ah h>0 &

|'|rr; v(h) = a cos (axo + b).
hs

Il en résulte que la fonction F est dérivable en tout point x, de IR et le nombre
dérivé au point x, est : a cos (axo + b). :

Nous en déduisons :

THEOREME : La fonction f: IR

— R, X A— sin (ax + b) est déri-
vable sur R et sa fonction dérivéef est : x r— 3 cos (ax + b).

Fonction dérivée de Ia fonction: x A gos (ax + b).

Soient a et b deux réels et la fo

nction g définie par : |
9: R — R,

X N> cos (ax + b).

Premier cas : 3 = 0.

Nous avons : fxelR, g(x)= cos b.
La fonction g est une fonction constant

. esurR; saf i E nc la
fonction nulle sur R. Tl S sst.do
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peuxiéme cas : a 3 0.
""'---_—___-

considérons un réel x, et la fonction w

définie par :
g0+ M) — gy T
h

HhEIR', h n—

Nous avons successivement :

wih) = cos [a(xo + h) + 2] — ¢0s (axy + b);

0s b — ]
wih) = cos (axo + b) cos (ah) — sin (a.;o + b) sin (ah) — cos (ax, + b) |
w(h) = cos (axo + b) - (a:) =i % sin (axg + b) ii%af’_};
w(h) = a cos (axo + b) “> {2?,] = (axo + b) Si"afm.
ay . cos (ah) — 1 . sin (ah
I:.)es égalites : ALT? 2 =0 et !'linos—m—;;—l = 1, nous déduisons :
!!m'é w(h) = — a sin (axg + b).

La fonction g e_s.t donc dérivable en tout point x, de IR et le nombre dérivé au point
Xpest : — asin (axg + b).

Il en résulte le théoréme :

THEOREME : La fonction g : R —» R, x n— cos (ax + b), est
dérivable sur R et sa fonction dérivée g’ est : x ~— — asin (ax + b).

Fonction tangente.

DEFINITION : On appelle fonction tangente la fonction, notée ¢, définie
sin x
cos X’

par: fxeD, x n—

L'image d’un réel x qui appartient & D, par la fonction t est appelée tangente du
réel x. || est d’'usage de noter cette image : tgXx. Nous avons donc :

sin x

cos x’

HXED]‘ tgx =

Ensemble de définition de la fonction tangente.

nction tangente est la partie de IR définie par :

; initi fo .
§ Cnble di deflon Dy 00 S C'est donc le complémentaire dans R de

fxeR, (xeD, <> (cosx#0)

I'ensemble E des solutions de I'équation @ €OS X = 0.
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Nous avons : COS X = Cas(ﬂ{x)). Il en résulte que coix est nul si et seulemeny s
B(x) est un angle droit : (cos x = 0) <= (600 = 8 ou 0(x)=7,),
Nous en déduisons (n° 21, p. 115) :

T+ kn
(cos x = 0) =<—> (]kez, x=7z+ )
Il en résulte les égalités :

s
E= ?x|xelR, ke Z, x=—+kﬂ‘,
TC

puis 5 Dr= IXFXEIR: vkez‘ x;é§+kﬂ;.
Remarque : Nous avons établi I'égalité : VkeZ cos(x+km)=(—1)cog "

Nous en déduisons I'équivalence logique :
VkeZ, (xeD) <= (x+ kneD,).

Ensemble des valeurs de la fonction tangente.

THEOREME : L'ensemble des valeurs de la fonction tangente est R.

g o sin? x
En effet, si x appartient 2 D, nous avons : (tgx = y) =—> (cosz = yz).

sin? x 1 —cos?x

5— = nous déduisons :
cos< x coS2 X

De I'égalité :

¢

1
t — 2 —
(tgx = y) — (cos K= y2J'

appartient a l'intervalle 10, + 1].

. 1
Soit y un réel; le réel ———
V1+

yZ
Cet intervalle est inclus dans I'ensemble des valeurs de la fonction cosinus: il
existe donc un réel x, pour lequel ona : cos Xy = ——1—
V1+y?
. 2

Il en résulte : sin2x, =1 — L S L

T+y2 142
Le réel sin x; est donc égal 3 ou 3 =¥

VI Vity?

Dans le cas ol sin x, est égal 3

. les égalités : cos x, =—==1—“—’"'2’
VI1+Y

d V1 + y?
et si = — e impli ‘égali
in X, Ve Impliquent I'égalité : tgx, =y.

Dans le cas od sin x, est égal 3

—y ; 1
= les é : "~ =
| Vit galités : cos (— x,) ;—/T—-_T_-"-*‘;;
et sin (— x;) =

Y oo
V1 75z MPliquent I'égalitg

Il existe donc, dans cha
: ; que cas, un rée|
L'ensemble des valeyrs d el Xpourlequelona : tgx =
= e la foncti - 19 V.
est une surjection de D, sur R On tangente est donc IR; la fonction tangen®®
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propriété de la fonction tangente.

—
THEOREME : Pour tout réel x de D, et our t i :
. avons : tg(x + km) = tg x, il out entier relatif £, nous

—

En effet, nous avons :

yreDe YROE, xbhmaDy ot 4 xd n) = B0 F fn)
i s " cos(x + kn)’
‘ost-d-dire :  tg (X + kn) = =N X COS K™ + coOs X sin k=
| ¢'est-a-dir | g ( _ T_'-‘) 508 X GO8 k% — ST X S ke
Pour tout entier relatif k, sin k= est nul et cos k= est différent de 0 (n° 20, p. 122).

; sin x cos k= sin x
nrésulte : tg (x + k=) = = _
e ( ) cos x cos kx  cosx 9%

Parité de la fonction tangente.

41 Soit x un reel qui appartient & D,. Nous avons donc : cos x s 0.
De I'égalité : cos x = cos (— x), nous déduisons : cos(— x) % 0, c'est-a-

dire : — x € D,.
A o Sin(=x)  sinx
Nous avons alors : tg (— x) = e et R tg x.
Nous en déduisons :
¥xeD; tg(—x) = —1g (x)

THEOREME : La fonction tangente est une fonction impaire.

cosinus et tangente d'un reel.

42 Soit x un réel qui appartient a D,. Nous avons : cos x % 0.
De I'égalité : cos2 x + sin2 x = 1, nous déduisons :
sin? x .
1 = ; c'est-a- 1 tg x)2 =
+ iha? X = cosZ 5 Cest-a-dire + (g x)
On convient d'écrire :  (tg x)2 = tg2 x.
Nous avons donc :

1
MD‘ Vi tara = cos? X

tangente de la somme de deux réels.

a Soient x et y deux éléments de D, pour lesquels la somme x + y appartient aussi &
O.: nous avons donc : cosx # 0; cosy# 0; cos (x+y)# 0.

cos? X
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Nous avons alors : '
sin (x + y) _ sin x cos y + cOs x sin y

B+ =& = Cos x cos y — sin x sin y
(x+y) : .
sin x cos ¥ + cos x sin y sin X re sin y
COS X COS ¥ _ GosXx ~Cosy
"~ €OS X cOS y — sin x sin Y __sinx siny
COS X COS ¥ COS X COS ¥
Nous en déduisons que, si x, y et x + y appartiennentaD,ona :
tgx+1gy
g (x+y) =5 —gxtgy

tangente de la difféerence de deux réels.

Soient x et y deux éléments de D, pour lesquels la différence x — y appartient ausg
a D,. Nous avons :

B _ tgx+tg(—y) __ tgx—tgy
9x—y)=1g(x+ (=)= 1—wgxtg(—y) 1+tgxtg(—y)

Nous en déduisons que, si x, y et x — y appartiennenta D,on a :

tgx — tgy f'
14+ tgxtgy ¢

tg(x —vy)=

cosinus, sinus et tangente de 2 x.

Soit xunréel; nousavons : cos2x = 2cos2x — 1.

: . 1 '
-Si x appartient a D - T S SR .
pparti ¢ NOUS avons : cos? x 15 tg2 % i
Nous en déduisons : €os 2x = —=>— — 1= 1—1tg%x !
1+ tg2 x 1T 4+ tg2 x
Nous avons donc :
1 —tg2 x
A D =
fxeD, cos2x T tg2% ;

Soitxunréel;nousavons : sin2x =2 sin x cos x
Six appartienta D,, nous avons : cos x s 0,

Nousen déduisons : sin 2x — 251N X cos2 x — 219 X ;
COs X 14+ 1tg2x
Nous avons donc :
: . _ 2tgx
fxeD; sin2x= TF g
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47 Soit X un élément de D, pour leque
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52

29. FONCTIONS CIRCULAIRES |

12xa i : .
tat du n®43, p. 129; nous obtenons - PRartient aussi & D.. Appliquons le résyl-

tg2x=tQ(X+X)=—tg—x—i'—19_’i. 219 x :

_ T —tgxtgx = T—tgzy
Nous en deéduisons que, si x et 2 x 3

Ppartiennent 3 D,ona:
21tg x
tg 2x = 1_—ng(

tangente des reels :

ST D
x5 3+ X
Nous avons établi au n° 41, p. 129, I'égalité -

[ ¥xeD: tg(— %) =—1tgx

Soit x un élément de D,. Pour tout entier relatif k, nous avons :
En particulier, si k est égal 3 1, nous avons -

YxeD, tg(mw+ x) =1tg x

t9(x + kx) =tg x. - |
tg(x + =) = tg x. {

Soit x un élément de D,; nous avons : — xe D, et m—xeD, ;
Nous avons alors : tg(x — x) = tg (=+ (—x)) =tg(—x) = —tg x. '
| fxeD, tg(mr —x)= —tgx

Soit x un élément de D, qui vérifie : YkeZ, x#km.

sin ("‘ + g) cos X

T
Le réel % + x appartient 3 D,etnousavons: tg (§ “F X) = T\ — sinx l
cos (X + 5 f
Nous en déduisons que si, pour tout élémentk de Z, x est différent dek,ona: t
s 1
“G+ﬂ—-a;

Soit x un élément de D, qui vérifie : JkeZ, x#km.
Le réel g — X appartient a D, et nous avons .

- ~osinx
cos (E - X)

i ,ona:
Nous en déduisons que si, pour tout slémentk de Z, xest différentde k=, on

T 1

. (T
7 Sin (ﬁ A x) cos X
@&-ﬂ= ~sinx
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Fonction dérivée de la fonction tangente.

53 THEOREME : La fonction tangente : YX€D: X A tg x age gem——

54

- | él"ivablu
sur D, et sa fonction dérivée est définie par : YxeD, x ____l__‘
Cos2 x'
La fonction tangente, ¢, est le quotient de la fonction sinus, s, par la fonc:ti—ﬁ—n-c;;;-n-"
ug
s L
B =g
Il en résulte (n° 42, p. 129, tome |) que la fonction tangente est dérivable surp
: , S.-c _ Scr ret
quelona: t i B

La fonction dérivée de la fonction tangente est donc définie par ;
cos X cos X — sin x (— sin x)
YxeD, x n— P B

1
cos2 x

c'est-a-dire par : YxeD, x n—

1
Remarque : Pour tout élément x de D, nous avons - = 2
__.q_._ r cos2 x 1 + tg X.

Nous en déduisons: YxeD, t'(x) =14 tg2 x

Etude des fonctions circulaires.

Fonction périodigue.

DEFINITION : On dit qu’une fonction /. dont I'ensemble de définition

est .D‘.-, est péri'odiqfle si et seulement s’il existe un réel T strictement
positif tel que I'on ait les deux propriétés :

(1) HXEIR, (XE D,r)
(2) YxeD, fx+T) = f(x)(x-l_ TeD,).

On dit

que T est une période de la fonction £,

la définition précédente

: D; = IR, la propriété (1) de
période de f sj et seule

Dans ce cas, fest périodi T est uné
' periodique et
IXeR, flx+7T)= F(x)

Exemples : 1. L'enge
—— N mble de définis
nous avons démontrg légalics ‘ﬂéflnltlon de

ment sj -

la fonetion cosinus est [R; de plus

tré I'égalité : IxeR,
La fonction sinus est dg _) = sin x, ’

B L e

—— e ¢




9. FONCTIONS CIRCULAIRES

_ansemble de détinition de la fonction tan
R (xeD) == (X +n)e D, De
[ iy + n) =g x,

L4 fonction tangente est donc une fonction périodique dont une période est: T = =
& - LI

gente vérfie la propriété
plus, nous avons démontré |'égaliné -

Proprietés d'une fonction périodigue.

Premiére propriété.

© Considérons une fonction périodique f de période T. Nous avons donc :

jreR, (xeD)) <> (x+TeD,) et : YyxeD, f(x+ T)=7(x).

Soit x un élément de D,. Nous avons alors x4+ TeD,

De I dgalité X4+ 2T = (x + T) + T. nous déduisons : x + 2T e D,.

Dune manidre analogue., on montre que : (x —T)eD,et f(x—T) = f(x),
pusque: x —2TeD, et f(x—2T) = f(x).

D'une maniére générale. on démontre et nous admettons le théordme

THEOREME : Si 7/ est une fonction périodique de période T, ona :
jikeZ (x€D,) e (x +ATeD,) ot f(x + iT) = f(x).

Remarque : Il résulte du théordme précédent que, si / est une fonction pério-
dique de période T, pour tout entier naturel n non nul, nT est aussi une période de .

Deuxiéme propriété.

THEOREME : Soient 7 une fonction périodique de période T et x un réel.
Pour tout élément x de D, il existe un entier relatif unique & pour lequel on

@ x—kTe[x,x+T[ et f(x — kT) = f(x).

Soient x un réel et k un entier relatif. Nous avons les équivalences logiques :
(x — kT e[x, a2 + T[) = (z < x — kT < a+T):
(IQX—RT{Q-{-T}..¢=¢-(kT{.l'—'=<{k+1)T).. '

Nous avons : T > 0; nous en déduisons I'équivalence logique :

X — .
{X"—kTE[ﬂ.u-{*TUqE}(k{ T <k+1)
ne 9, p. 90, tome |) ; nous avons alors :

Soit E la fonction partie entiére (

(X~ kT € [0, « + T[) <> (E(x; a) ="‘)'

X — o
Considérons alors un élément x de D, et posons - = E( i )

NUI.IS en déduisons : ke Z et x— kT e [ﬁ. "-;+ T[-
Il vésulte du théoréme du ne 57 @ f(x — kT) = f(x).
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Représentation graphique d'une fonction périodique.

' iodi de période T, dans un
Soit  la courbe représentative d'une fonction périodique fde

ropdre cartdsion (0, ' f). . ! *' —_
Nous avons @ (== {MJl ONII ; xrl .I-T]W'm f}:ﬁz’nﬂﬁg pi;r . i'e)r:semble il
Soit o un réel. Posons ©J = |#, 1+ 11§

‘absci anti fig. 6). o
de ¢ dont Vabscisse appartient & J ( : - R
Pour tout antier relatif k, désignons par i, I'image de o par la tra

vecteur @ kT/. ' |
' r
Nous nous proposons de démontrer successivement quTs, pqur tout eni::zruslzﬂzi:;
4 est inclus dans C, puis que, pour tout point M de €, il existe au mo
relatif k, pour lequel ona @ M€ ;.

1. YkeZ, v,cC.

En effet, considérons un point M de v,. Désignons par (x, y) ses coordonnées dans
le repére (0, j ,:) : OM = x/ + yf.

v+ est I'image de v, par la translation affine de vecteur AT/,

Il existe donc un point M, de ‘o, de coordonnées (x,, yo), pour lequel on a :

M(;Ni = kT;.

Nous en déduisons les égalités : x = xo + kT et y = Yo.

M, appartient a +vq; o est une partie de C: nous avons donc :

Xy € Dy et f(xg) = yo; nous en déduisons : xo + kT e D, et F(x, + kT) = f(Xo)
c'est-a-dire : xeD, et f(x)=y.

Il en résulte que tout point M de {x appartient a C,
Nous avonsdonc : YkeZ, +, c C.
2. {MeC, JkeZ, M e ~,.

En effet, considérons un point M de G, de coordonnées (x, ¥).
Nous avons : xeD, et y = f(x).

Du théoréme du n° 59, p. 133, nous déduisons qu‘il existe un entier relatif & pour
lequelona | x — kTe[x, a+ T[ et f(x — kT) = £(x).

Posons : xo = x — kT et y, =y, et désignons par M, le point de coordonnées
(%o, Yo).
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29 FONCTIONS CIRCULAIRES
Nous avons  Xo € D, ey, w f(x,), cest-d-dire © M, e(
De plus NOUS BVONS X, ¢ I-l..l + T]. nous avons dn::n'wzQ M, € vo. De I'égalité
MM = (x Yo) 1 + (¥ = yo) 4, c'est-d-dire © MM kT g
: : . oM = kT, il résulte: Mev,.
La courbe représantative (' de la fonction périodique / de Mfiod: 1{’ est

done dot-rminul dés que I'on connait 'ensemble i v
| abscisse appartient & l'intervalle [x » 4 T). s

Remarque : Si une fonction f est périodique. de période T. on peut donc se borner
3 studier cette fonction dans un intervalle [x, x + T]. o0 = est un réel. L'étude de /
dans chacunldos intervalles [x + AT, o 4 (k + 1) T] s'en déduit en utilisant les
propridtés mises en évidence dans les paragraphes précédents. En pratique. on
aura toujours intérdt & utiliser la plus petite pénode possible

ftude de la fonction sinus.

t_marval_l- d'étude : L ensemble de définition de la fonction sinus est IR. La fonc-
ion sinus st une fonchon pénodique de pénode 2= 1l suffit donc de faire |'étude
de cette fonction dans un intervalle (2 2 4+ 2=)

La fonction sinus est impawe . Nous prenons donc 3 = - = et nous nous bor-
nons A étudier cette fonchon dans lNintervalle : J = [0, =].

Sens de variations : La fonction sinus est dérivable sur R
Nous étudions le sens de varations de la fonction sinus en étudiant dans (0, =]
le signe de la fonction dérivée . x e COS X

I,
—

Nous déduissons du n® 37.p 128 (cos x = 0) <> (]kez. X =2'+k1=)-
Il en résulte que. si x appartient 3 [0. =), cos x est nul si et seulementsi : x = ?2-

Nous avons donc @ fxe€ [0. 5[ cos x # 0.

Nous savons aussi que la fonction cosinus st continue etque l'ona: cos0 = 1.
A partir de ces trois propriétés, on démontre el nous admettons le théoréme :

THEOREME : Pour tout réel x de I'intervalle [o. g[ G s coan>D

—

Nous avons I'égalité : §xeR. cos (x — x) = — COS X,

Nous en déduisons que, pour tout réel x de I'intewalle]-’i'- r:]- ona: cosx <0

En conclusion, la fonction sinus est strictement croissante sur I'intervalle [0. ﬁ[

™
&t elle est strictement décroissante sur I'intervalle ]T 1:]-

© .
[ ' . cal strict.
La fonction sinus présente donc pour: X =3 un maximum loca
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. TG
Remarques : 1. Nous avons : fkeZ, sin (g+k.211:) =3|nﬁ=1 et :

fx e R, sinx < 1. Pour tout entier relatif k, la fonction sinus présente donc, pour
o = -Tz—c + k.27, un maximum global.

. 1"
2. Nous avons : YkeZ, sin (— g + k.211:) = sin (— ﬁ) = —1 et :
xelR, sinx > — 1. Pour tout entier relatif k, la fonction sinus présente donc,

pour x = — TE: + k.27, un minimum global.

Tableau de variations :

X 0 g ™

cosx |1 + é; — =
I

sin x 0/1\0

Courbe représentative; symétries.
La courbe représentative C de la fonction sinus est tracée dans un repere ortho-

normeé (0 ?;)
On commence par tracer la partie v de C dont les points ont une abscisse qui
appartlent a l'intervalle [0, =] (fig. 7)

A e &) "_f"'zl'_.- T
- - ..‘- - - "".
e eREeae
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(a partie v de C, dont les points ony

(- =+ k2% =+ k2=] s'obtient pa
pour tout entier relatif £, la tangen

te a C en chacun des points d'abscisse
; 4+ k= est paraliéle a la droite déterminge par

' le point O et le vecteur /
En chacun des points d'abscisse k.2~ |3 tangente 3 ¢

. ; . a une pente égale 3 1,
o H; chacun des points d'abscisse = 4 k2w, la tangente a une per?te égale
- 1.

Remarque : On démontre que, pour tout entier relatif &, le point de coordon-
nées (k= 0) est un centre de symét

rie pour C et que la droite d'équation :
ﬁ -
x=3 + k= est une droite de symétrie pour

ttude de la fonction cosinus.

Intervalle d’étude : L'ensemble de définition de la fonction cosinus est IR. La
fonction cosinus est une fonction périodique de période 27, Il suffit donc de faire
létude de cette fonction dans un intervalle [, = + 2=). La fonction cosinus est

paire ; nous prenons donc : = = — =, et nous nous bornons 3 étudier cette fonction
dans l'intervalle : J = [0, =].

Ser:s de variations : La fonction cosinus est dérivable sur IR. Nous étudions le
sens de variations de la fonction cosinus en étudiant, dans [0, =], le signe de la
fonction dérivée : x r.—» — sin x.

De I'étude de la fonction sinus, nous déduisons : Yx€]0, =[, —sinx < 0.

La fonction cosinus est donc strictement décroissante sur l'intervalle |0, =[.

Remarques : 1. Nous avons : fkeR, cos(k2m) =1 et:

Yxe€R, cos x < 1. Pour tout entier relatif k, la fonction cosinus présente donc,
Pour x = k.2x, un maximum global. 1
2 Nous avons : jkeZ, cos(z+ k2z)=—1 et: {xeR, cos x > —1.

Pour tout entier relatif k, 1a fonction cosinus présente donc, pour x = = + k.2m, un
minimum global.

R Tableau de variations :

T

x 0 L
—Nge 2

=sinx | 0 - =1 - 0
_-_‘—-—-—.

1
cos x \0
iy ]

S
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73 Courbe représentative; symétries : La courbe représentative C' de la fonction
cosinus est tracée dans un repére orthonormé (0, 7.7) (fig. 9).

Yi
41
/
" —
PR R o Fiy O T 1 ?_f 1 1
~ 2 2
J”
3 27

Pour la tracer, nous pouvons utiliser une méthode analogue a celle utilisée pour la
courbe représentative C de la fonction sinus. Nous pouvons aussi remarquer que G’

: , T . ;
est I'image de C par la translation © de vecteur — 5 j. En effet, soient M un point

de coordonnées (x, y) et M’ un point de coordonnées (x', v).
Nous avons : (M’ = (M) <— (x’ = X -_TE"- et y = y)_

1. 2(C)ecC

En effet, montrons que I'image M' d'un point M de C par la translation affine <
appartient a G’

Si M appartient 4 C, nous avons : Yy = sin x.

i L 4 = “ Fd -
De I'égalité : sin x = cos( - f)' nous déduisons : y' = cos x'.

L'image M’ de M par ~ appartient donc 3 C'.

2. C'c z(C).

En effet, tout point M’ de C est I'image par * d'un point M. Montrons que M appar-
tient a C.

Si M’ appartient 3 €', nous avons : y' = cos x'.

' . s ™ -
De I'égalité : cos (x - E) = SIn X, nous déduisons - Y = sin x.
Le point M appartient donc C (fig. 10).

Le tracé de la courbe €’ se deéduit donc du tracé de la courbe C par Ia translation =
En particulier, nous avons Jes Propriétés sujvantes -

Pour tout entier relatif , | tangente a C’ en chacun des points d'abscisse k- est
parallele a la droite déterminge par le point O et |e vecteur /
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i ' . L
En chacun des points d'abscigsg _ ™ + k.27, a tan

génte a une pente égale a 1, et
. 4 . T
en chacun des points d'abscisse 2 T k27, la tangen

teaC aune Pente égale 3 — 1.
Remarques : 1. On démontre

que, pour tout entjer
b
nées (E + k., 0) est un centre de Symétrie pour ¢

x = k est une droite de symétrie pour €',
2. Ondit que les cgurbes C et ¢

relatif £, le point de coordon-

€t que la droite d'équation :

sont des sinusoides,

Etude de la fonction tangente.
Intervalle d’étude

: L'ensemble de définition de |a fonction tangente est

)
D,=ax|xEIR, VkeZ, x;ég-l—kn: :
La fonction tangente est une f
faire I'étude de cette fonction d

I'ensemble :

onction périodique de période . Il suffit donc de
ans un intervalle [o, o + x].

De plus, nous avons intérét 3 choisir « de la forme -

g + k=, avec ke Z.
De cette fagon, la fonction ta

ngente est définie pour tout réel x de lintervalle
o, & + =[.
TC
La fonction tangente est impaire; nous prenons donc : o= — 5 et nous nous
4 T
bornons & étudier cette fonction dans lintervalle : J = [O. 5[.

o\ =
Etudede la fonction quand x tend vers (i) : Montrons que tg xtend vers + oo

quand x tend vers (g) i

sin x
Nous avons : tgx =

cos x’

Quand x tend vers 7_2:' sin x tend vers 1 et cos x tend vers 0.
. vers + oo.
Il en résulte (n° 52, p. 113, tome 1) que : | tg x| tend e
ilexi i ets :
Pourtout réel A strictement positif, il existe donc un réel 3 compris entre 5 telq

(““"‘—%kﬁ) = (g x| > A).
' 0.
Nous avons : VXE];—B, g[ sinx >0 et cosx>

T (4 0.
Nous en déduisons : Yxe ]i — B 2[’ x>

is entre 0 et tel que :
. isentre 5 .
Pour tout réel A strictement positif, il existe dong unréel s compr :

(0 ) 12: iy B) S tend vers (E)_.
Nous en déduisons que tg x tend vers + o quand x 2
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77 Sens de variations : La fonction tangente est dérivable sur D,.

) . . . T
Etudions le sens de variations de la fonction tangente en étudiant, dans [0. 5_[, le

1

signe de la fonction dérivée : x n— 5.
cos? x

T 1
Nous avons: Yxe [0, 5[, o2 x O

CH T
La fonction tangente est strictement croissante dans lintervalle [0. i[‘

78 Tableau de variations :

3
i 0 3
1

cos? x 1 ¥

tg x 0/+oo

79 Courbe représentative; symétries

La courbe représentative C de la fonction
tangente est tracée dans un repére ortho-
normé (0, rf i

On commence par tracer la partie v de C
dont les points ont une abscisse qui =

appartient & l'intervalle [0, E[ (fig. 11).

~al A

La partie y' de C, dont les points ont
une abscisse qui appartient a l'intervalle

™
—~i5 0]:est obtenue par symétrie par
rapport au point O,

La partie.'rk de C, dont les points ont
une abscisse qui appartient 2 I'intervalle

™ i
|- 3 +4= >+ kn[ s'obtient par la ]

translation de vecteur kx/ (fig. 12).

la tangente au ‘ )
Pour pente 1, 4

Poyr tout entier relatif &,
Point de C d'abscisse k= a
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®@

Remarques : 1. On démontre que, pour tout entier relatif , le point de coordon-
nées (km, 0) est un centre de symétrie pour C.
2. On démontre que, pour tout entier relatif &, la droite d'équation :

X = %: + k= est une asymptote a C.

.M W W

cosinus, sinus et tangente des réels .‘3‘. 5 3

v
- ’ 'Ir i i 2 :
Considérons le réel 1 Ce réel appartient a I'intervalle ]0, 2[, nous avons donc

™ S )
cosz >0 et smz>0-
Pour tout réel x, nous avons : cos 2x = 2 €0s* X — 1.

i
T . - i e =
Niiiis on diidiisens: : ©os “_:_?f — 2 cos? 7= 1, c’'est-a-dire : 2 cos i 1 0.

x 1 S, e
Il en résulte : cos2 — = 5+ puis : €COSz = 73
4 2
- - T Fls = CGSE o }/_'5
D'autre part, nous avons : singz =SsiN\3 ™~ 3]~ 4 2

Nous avons alors : tg g =1

[; nous avons donc :

™
Considérons le réel T—; Ce réel appartient a l'intervalle ]0' 2
cos%t} 0 et sing‘}' 0.
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i |
Pour tout réel x, nous avons successivemen
cos 3x = cos (2x + X)
cos 3x = cos 2X COS X
cos 3x = (2cos? X —
cos 3x = cos x (4 cos? X — 3).

— sin 2xsin X .
1) cos X — (2 sin X cos Xx) sin X

1 T . LA )
cos§= cos g (4 cosZE - 3), c'est-a-dire :

Nous en déduisons :

400522—3=0.

i - r_ V3
Il en résulte : cos? a= g puis : €COS§ = "3
* a2l 25_1_§=1.
Nous avons alors : sIn“g = 1 —cos*3 = 3 =4
S 1 . i3 3
Il en résulte : sin g = puis : 19 5= %
83 Considérons le réel g
Nous avons : g =7 - g; nous en déduisons :

2
T _ (E_E)_-E_1 .
5053—0052 B-sms_i’e"

84 Résumons dans un tableau les résultats obtenus :

Il

Q

2
ol d

- (G-
sm3—sm 5 6

Nous avons alors :

b1 T T .
X 0 = : 2 g
coSs X 1 }/_5 ﬂ 1 ,
2 2 2
sin x 0 1 iﬁ l/_§ ;
2 ) )
1/3 1
s . 3 1 /3

Fonctions circulaires et rapports trigonométriques.

85 Soient (07;) un repére orthonormé positif et U le cercle trigonom
centre O et d'origine A (fig. 13).
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23. FONCTIONS CIRCULAIRES

Soit x un réel qui appartient a l'intervalle

™ i
[0, E[ et M son Image sur U, Nouys avons

donc : OM = cos x?+ sin xf, et
Cos x > 0, sinx > 0, tgax > 0.
Désignons par 03 |3 demi-droite d’origine O
qui passe par A et Par Om la demi-droite
d'origine O qui passe par M.

Soit P le point de O3 défini par -

- COS X /.

Nous avons : OM = Op + PM: nous en
déduisons : PM — sin x/.

P est donc I3 projection orthogonale de M
sur Oa,

Il en résulte alors : OP =cosx, PM = sin x, %ﬁ';— = tg x.

Considérons un point M’ de Om, distinct de Q.
Nous avons : OM' = OM’' OM = OM' cos x?-i- OM’ sin x}!:
Soit P’ le point de Oa défini par : 0P — OM'’ cos x7.

Nous avons : OM’ = OP" + P'M’; nous en déduisons : P'M’ = sin xf.
P est la projection orthogonale de M’ sur O3,

Il o shiniteaios - _OP PM _P'M
en resulte alors : COSX—W, SIHX—E—M—;, tgx——GT,—,-.

. - . . # F 4 ™
Les images par les fonctions circulaires d'un réel x de | intervalle [0, i[ sont donc

les rapports trigonométriques de I'angle aigu, de sommet O et de

cotés Qa et
Om, introduits en classe de Troisieme.

EXERCI CES # Vérifier que, quels que soient les réels x, Y. Z, on a les égalités suivantes
sinus (ne=1a11) :

Shg oy 1 (1 +sinx+cosx)2= 2(1 + sinx)(1 + cos x).

2 (sin2x 4+ cos 2x)2 = 1 + sin 4 x.

3 sin®x+ cos®x + 3sin2xcos2x—1=0.

4 2(sin®x+ cos®x) — 3(sin*x + cos?x) +1=0.

5 sin% x cos? y — sin? y cos? x = (sin x + sin y) (sin x — sin ¥).
6 sin(x + y) sin(x — y) = sin? x — sin2 y = cos? y — cos2 x.

7 (1 —cos xcosy)? — sin? xsin? y =(cos x — cos y)2
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H — 2 — ein2
g8 cos(x+¥) CGS(X—V}=c052X—-5ln2y-—cos y — sin? x,

- cos (v + 2) cos(y — 2)
9 cos(x+ V) cos(x —¥) t+ ccfs(l _ x) = cos 2x 4+ cos2y + cos 2z

+ cos(z + x)
10 sin xsin(y — x) + sin y sin(z — x) + sinzsin(x — y) =0.

11 cos xsin(y — x} + cos ysin(z = x) 4 cos zsin(x —y) = 0.

12 1° Vérifier que, quels que soient les réels x et y, on a les égalités suj- .
vantas :
¥ cos =y

2

x+
CDSK+C05}’=ZGOS 2

&= ¥,
l..S:FI'I 2)"'

.X
cos x — cosy = — 2sin

+V s XY,

cos —5—
2

. X
sin x 4+ sin y = 2 sin

: o XY x+y
sin x — sin y = 2 sin 5 cos 7

20 En déduire, pour tout réel x, les égalités :

X bx
cos x + cos 2x + cos 3x 4 cos 4x=4cusicusxcos~i-.

X 2
sinx +sin2x+sin3x+sindx=4 cosicosxsm 5

13 1° Exprimercos 3 x en fonction de cos x et sin 3 x en fonction de sin x.
2° Exprimer cos? x en fonction de cas 3 x et cos x. Exprimer sin? x en fohc-

tion de sin 3 x et sin x.

14 On considére la fonction f : §xeR, x n—> sin?x etla fonction
g: YxelR, x n—» cos?x. Montrer que f et g sont dérivables sur RR.

Déterminer leurs fonctions dérivées. ‘

15 On désigne par ¢” et s” les fonctions dérivées secondes respectives
de la fonction cosinus ¢ et de la fonction sinus s,
1@ Vérifier que chacune des fonctions ¢" 4+ ¢ et s" + s est la fonction

nulle sur [R.
2° Montrer que, pour tout couple (a, b) de réels, la fonction f = ac + bs
admet une fonction dérivée seconde et que f* + £ est la fonction nulle sur R,

# Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes (n°s 162 21) :

16 x n—> 3cos2x—2sin3x. 17 x A—» —sindx — 2cos 24X

18 x A—> —5c0822x + xsin 5xsin 2x.

19 x An—» cos23xsin2x + sin23xcos 2 x.

sin3x

o N X
. 2sm§+3c053
2—cos2x *

1+ sin?x

21 x A




Tangente.

29. FONCTIONS CIRCULAIRES

¢ Déterminer les limites de chacun des rapports suivants quand 5 tend
vers 0 (n°s22327):

- ™ |
sin (3 + h) — COS (3 + h).

1 —cosh
Tenh A 5
3sinh + h sin? 3 A
28 —— e
h(h +1) = 1 —cosédh
26 sin 2!?.— sin 3!'.'_ 27 sin 2h d
sin A /1 —cos 3k

28 On considére les fonctions £ et g définies respectivement sur [R* par :
: 1
X N—» f(x}zsm; et x Nn—» g(x}:cos;-

Les fonctions 7 et g admettent-elles une limite quand x tend vers 0, quand
x tend vers 0., quand x tend vers 0_ 7

29 On définit une fonction f sur IR par : .
f(0) =0 muxﬁo,ﬁn=xm}

1° Montrer que f est continue au point 0.
2¢ La fonction f est-elle dérivable au paint 07

30 Méme exercice que le précédent dans le cas ou la fonction 7 est définie

sur [R par : f(0) =0 et §Jxz=0, !(x}:xzsin%-

, : : 1
31 On considére la fonctionf : JxelR®, x n—> x2 cos o,

1° Déterminer la fonction g définie sur IR, qui prolonge la fonction f et qui
est continue au point 0,
20 La fonction g est-elle dérivable au point 07

4 Soit D, I'ensemble de définition de la fonction tangente. Vérifier que,

quels que soient les réels x, y, zde D, on a les égalités (n°s32 2 38) :

32 tg?x—sinPx=tg?xsin?x. 33 tgx+4 !l = _1_
tax sin xcos x

1 1

tg? - -
M w9 X+tgzxmsm2xcoszx

35 1 4 sin2x = sin x cos x(1 4 tg x)(1 +tEI1_X)

sin (x + y)- sin (x — y)

_— . 37 — = —.

COS X COS ) wx=uy COS X COS ¥
r

38ww—ﬂ+m&—ﬂ+mu—ﬂ=mw—ﬂmu—nmu—ﬂ.
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des fonctions
circulaires.
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NS CI'RCULAMES

tions dérivées de chacune des fonctions suivanyg,
onc

péterminer les ! .
40 x ~n—> sin 2x1tg x + cos? x,

ul39a44):
g; x An—> 19 + cos* X
; a2 x ~n— tg(1 —3x).
s x A 19EX
sin 3x — sin 2x
43 x N> t‘4x-—tﬂ4x' & 19 x ‘

s limites de chacun des rapports suivants quand / tend vers 0
e

péterminer |
(nos 45 a 48) :
h
93 tgh
ot 46 —F°
' 1 —cosh
B Gn2hn
h? 48 sinh +tgh
____—.—l—'_- .
" tglh-—ZSinzh' \/9h? + 2h°
' " T kL] ™
49 On considére | égalité © 5 =37 Y
x 7w b=xm
Calculer le sinus, le cosinus et la tangente des réels : 5 35 J3°

& Vérifier que, quels que soient le réel x, on a les égalités suivantes (n°* 503

52) :
50 cosx+sinx=\/§sin(§+x)=v/§cos(g—x)-

51 casx—sinx=‘\/§sin (E—-x)=‘\/§cos(g+x).

52 45inxsin[§-—x) sin(g+x)=sin 3

& Vérifier que, si x appartient 3 un ensemble que |'on précisera dans chaque
cas, on a les égalités (n°s 53 et 54) :

™

cos X
5 ——— - bi3
1 +sinx_t9(ﬁ “X)-

56 x N—» CO 2%
s X + cos x+‘3_)+cos(x+iaf),

57 X!\r—;-c()sz 227:
x 4 cos (Thx)+cosz(%f+x).



29. FONCTIONS CIRCULAIRES

58 X A~ sin? x + sin? (g—x)-i-sln? (-2—-;—,7:)-

89 Soit x un réel de I'intervalle ]12‘, n[ dont le sinus est égal & %

Déterminer cosx et tgx.

3x

2

60 Soit x un réel de I'intervalle ]:rc, B

4
[ dont |a tangente est égale & =

Déterminer cosx et sinx

61 Soit x un réel de I'intervalle ]—g D[ dont la tangente est égale a :

V3 -2

Déterminer tg 2 x. En déduire x.

62 Soit x un réel de l'intervalle ]0, ?—21[ dont le sinus est égal & :

4
Déterminer cos 2 x. En déduire x.

sin( —g)

63 Déterminer la limite du rapport : —— =0
ppor 1—2cosh

guand h tend vers E

64 Soit a un réel. Etudier suivant les valeurs de a, le comportement du

sin x — sin a
rapport : ——  quand x tend vers a.
COsX — COsa

65 On considére la fonction f définie sur [G, g] par : f(0) =1 et
sin x

uxe]ﬁ, g] Flx) = ==

1° Montrer que f est continue et dérivable sur I'intervalle [0, ;] et déter-

miner sa fonction dérivée.

2° Montrer que, pour tout réel x del'intervalle [0. ;], on a les inégalités :

2n_”=g sin x < x.

66 On considére la fonction f définie sur I'intervalle E = 10, =[ par:

rl: 1
r(§)=c et Yxek— |3l fx) =

Montrer que f est une fonction continue sur E.
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RCULAIRES
g7 On considére la fonction fdéfinie par : yx €Dy x .
——
. Bin x
f est appelée fanction cotangente, et on note cotg x I'image d’yp rné;
X de

tangente.

D, par la fonction ¢O L
mble de définition de la fonction cotangente

10 Déterminer |'ense

Sur quels intervalles de R, a-t-on I'égalité : cotg x = t_l_?
‘ T

es valeurs de la fonction cotangente

20 Déterminer |‘ensemble d
réel x de Dy, et pour tout entier relatif &, o
» n a :

3¢ Montrer que, pour tout

cotg(x + k) = cotg X.

40 Montrer que f est uné fonction impaire.

go Déterminer la fonction dérivée de la fonction cotangente et constr
struirg

sa courbe représentative.

S ——




30.
Equations trigonométriques

Etude d'un systéme de deux équations.

Soit v un réel. Nous nous proposons de résoudre dans IR le systéme de deux
équations a une inconnue Xx-:

COS X = COS U
(1) E sin x = sinu
Remarquons que le réel v est une solution du systéme (1). L'ensemble E des solu-
tions de ce systéme n’est donc pas vide.
Nous avons |'équivalence logique :
eb C‘os (6(x)) = Cras (ﬁ(u)))

Sin (8(x)) = Sin (6(s))

Nous en déduisons I'équivalence logique :
(x e E) = (8(x) = 0(v)), clest-a-dire :
(x € E) =——~ (B(x —u) = 6)
Il en résulte qu'un réel x est solution du sys
existe un entier relatif k tel que : x =u + k.2m :
(xeE) <— (JkeZ, x=u-+ k.2m).

téme (1) si et seulement s’il

Equation : cos x = a.

Soit 2 un réel. Nous nous proposons de résoudre dans [R 'équation : cos x = a.
Désignons par E I'ensemble des solutions dans IR de cette équation.
Rappelons que l'ensemble des valeurs de la fonction cosinus est l'intervalle

[— 1,1].

143



30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Premier cas : |a|> 1.

a n'appartient pas a I'ensemble des valeurs de la fonction cosinus.
L'équation : cos x = a n'a pas de solutiondans R : E= &.

Deuxiéme cas : |a| < 1.

a appartient a lI'ensemble des valeurs de la fonction cosinus. |l existe donc ay
moins un réel x, pour lequelona : cos x5 = a.

Nous avons I'équivalence logique : (x € E) <= (cos x = cos xp).

Si un réel x appartient 3 E, nous avons : €0S X = COS Xo.

Nous en déduisons successivement :

c0s? x = cos? Xp;
1 —sin2x =1 — sin? x,;

sin? x = sin? x,.
Nous avons donc : (x € E) = (sin2 x = sin2 x,),
c’est-a-dire : (x € E) = (sin x =sinx, ou sin x = — sin xp).
Siun réel x appartient 3 E, il est donc solution de I'un au moins des deux systémes (1)
et (2) suivants :
“)I'f:_fas:f:c_t::ns,u'0 2) c-osx=cos.xo

sin x = sin xg sin x = — sin x,.

Soient E, I'ensemble des solutions du systéme (1) et E, I'ensemble des solutions du
systéme (2); nous avons : Ec E,UE,.

Réciproquement, si un réel x appartient 3 E, U E,, il vérifie I'égalité : cos x = cos Xo;
nous avons donc : E,UE,cE

Il en résulte I'égalité : E = E, UE,.

Déterminons E, et E,.

Du n® 1, p. 149, nous déduisons : (x € E,) <—> QkeZ, x= x,+ k.27).
D’autre part, nous avons :

(x € E;) == (cos x = cos(— xp) et sin x = sin(— x;)

Nous en déduisons : (x€E;) <= (JkeZ, x= — Xo + k.2m).

Nous avons donc :

(x€eE) <= (JkeZ, x=xo+ k2r ou x= — Xo + k.27).

En résumé :

si : |a|> 1, I'équation : cos x = a n’a pas de solution:

si : |a| < 1,il existe au moins un réel x, qui vérifie cos Xo = a, et un réel x
est solution de I'équation : cosx = s si et seulement s'il existe un
entier relatif k pourlequelona : x=x,+ k27 ou x= — Xo + k.27

Si | a | est inférieur ou égal 3 1, pour résoudre I'équation : cos x = a, il suffit donc de
déterminer une solution particulidre x, de cette équation. Dans la pratique, on
prend pour x, l'unique solution qui appartient 3 l'intervalle [0, =].

Remarques : 1. Nous avons, en particulier, établi I"équivalence logique :
(cos x = cos xp) <—=> (JkeZ, x=xo+ k2x ou x= — Xo + k.27).
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30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

2. Si |a| est inférieur & 1, les images, sur
un cercle trigonométrique, des solutions de
I'équation : C€OS X = a sont deux points
Mo et Mg symétriques par rapport a la droite V1 —az Mo
déterminée par les points O et A (fig. 1).
Leurs coordonnées respectives dans le
repére (O. ?; ) sont :

(a,4/1—2a2) et (a, — /1 — a2).

Exemples : 1. Considérons |'équation :
cos x = — 2. Nous avons : |—2|>1;
cette équation n'a pas de solution dans IR,

2. Considérons I'équation : cos x = — 15
Nous avons montréau n° 83, p. 142 I'égalité :
™

cos ﬁ = i
Nous en déduisons :
cns(-n—E) = — coS = = —1—.

3 3 2

2 :

Leréel : x5 = T est donc une solution de
: : 1
I'équation : cos x = — 7

Il en résulte qu'un réel x est solution de
celte équation si et seulement s'il existe un
entier relatif k pour lequel on a :

2
=—3'T-t+k.2r: ou x=-gf+k.2n.

Sur la figure 2, nous avons représenté les points My et Mé, images des solutions

; : 1 ; i
de I'équation : cos x = — 5, Sur un cercle trigonométrique U.

Equation : sin x = 5.

Soit-b un réel. Nous nous proposons de résoudre dans R |'éguation : sin x = b.
qés'gﬂons par E I'ensemble des solutions dans IR de cette équation.
L'ensemble des valeurs de la fonction sinus est l'intervalle [— 1, 1].

Distinguons deux cas -

Premier cas : |p (> 1.
b n'appartient pas a I'ensemble des valeurs de la fonction sinus. L'équation :
SIN X = b, n"a pas de solution dans IR : E = 2.
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30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Deuxidme cas : |b|< 1.
b appartient a I'ensemble des valeurs de la fonction sinus. Il existe donc au moins yn
réel xo pour lequel on a : sin Xo = b,
Nous avons I'équivalence logique : (x € E) <— (sin x = sin xo).
Si un réel x appartient a E, nous avons : sin x = sin Xo.
Nous en déduisons successivement :
sin? x = sin2 x,
1 —cos?2x=1 — €052 X5
C0s? X = c0s? x,,.
Nous avons donc :  (x € E) = (cos2x = cos? Xo)
c’est-a-dire : (x €E) = (cosx = cosx, OU C€OSX= — COS Xp).
Si un réel x appartient 3 E, il est donc solution de I'un, au moins, des deux systémes
(1) et (2) suivants :
1y | €08 X = cos xg COS X = — COS Xg
(1) sin X = sin xq (2) sin x = sin Xg.

Soient E, I'ensemble des solutions du systéme (1) et E, 'ensemble des solutions du
systéme (2); nous avons : Ec E, U E..

Réciproquement, si un réel x appartient a E; UE, il vérifie I'égalité : sin x = sin Xo:
nous avons donc : E,UE,cE.

Il en résulte I'égalité : E = E, UE,.
Déterminons E, et E,.

Du n° 1, p. 149, nous déduisons : (x e E,) <— QkeZ, x=xu+ k2%).
D’autre part, nous avons :

(x€E;) <—> (cosx=cos(mr — x5) et sin x = sin (7 — Xo0)).

Nous en déduisons : (xeE,) <—— (JkeZ, x=n— Xo + k.27).

Nous avons donc :

(x€eE) == (JkeZ, x= x5+ k2 ou X=T—Xo+ k.27).

En résumé :
si . |b]|> 1, I'équation : sinx = b, n'a pas de solution;
si @ |b]| <1, il existe au moins un réel Xo qui vérifie :

réel x est solution de I'équation : sin x = p s et seulement s'il existe un
entier relatif k pour lequelona: x— Xo+ k27 ou x= x— Xo + k27

Si | b | est inférieur ou égal a1, pour résoudre I'équation : sin x = b, il suffit donc de
déterminer une solution x, de cette équation. Dans la pratique, on prend pour Xo

sin x, = b, et un

I'unique solution qui appartient 2 I'intervalle [— g i ’E]_

Remarques : 1. Nous avons, en particulier, établi
(sin x = sin Xp) <<= (JkeZ, x= Xo+ k27 ou
2. Si | b | est inférieur a 1, les images sur un cercie trig

de I'équation : sin x = b, sont deux points No et N s
droite déterminée par les points O et B (fig. 3).
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Exemples : 1. Considérons I'équation -

30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
Leurs coordonneées respectives dans le repére

(0, 7. ;) sont :

(VI —=0%b) et (= 4/T—52p), No B

sin x=25. Cette équation n'a pas de
solution dans [R.

2. Considérons I'équation : sin x = V2

2
Nous avons montré au no 81, p. 141,

Iégalité : sin = V2

“Z
™ .

Le réel : xo = z est donc une solution

b =z ; : ) 12 8
particuliere de l'équation : sin x = X=. ;

2 No N

Il en résulte qu‘un réel x est une solution de \/?
cette équation si et seulement s'il existe un 5
entier relatif & pour lequel on a :

b1 3x

==+ k2w ou x=T+k.2m V2 JA

Sur la figure 4, nous avons représenté les
points N, et Ny images des solutions de

" . V2
I'équation : sin x = —5 sur un cercle

trigonométrique U.

Equation : tg x = c.

Soit ¢ un réel. Nous nous proposons de résoudre dans IR I'équation : tg x = c.
L'ensemble E des solutions dans IR est une partie de I'ensemble de définition D,
de la fonction tangente. L'ensemble des valeurs de la fonction tangente est IR ;
pour tout réel c, il existe donc un réel x; de D, pour lequel on a : tgx, = c.
Nous avons |'équivalence logique : (x € E) <= (tg x = tg xp).
Pour tout élément x de D, nous avons :
sin x sin Xg ; .

o s = ' -a-dire :
(tg x = tg x;) < (cos X  cos xn) Great
(tg x = tg x,) <= (sin x cos Xo — sin X, cos x = 0), ou encore :
(19 x = tg xg) <= (sin (x — Xo) = 0).
Nous en déduisons : (x€E) <—= (Siﬂ (X — Xo) = 0).
Nous avons : (sin (x — Xo) = 0) <= (ke Z, x— xo = km).
len résulte : (x€eE) =—=> (Jke€Z, X = Xo + km).
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30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

En résumé :

pour tout réel c, il existe au moins un réel X, qui vérifie : 19 xo = ¢ et un
réel x est une solution de I’équation : tg x = ¢, si et seulement s’il existe un
entier relatif k pour lequel on a : x = x, + k.

Dans la pratique, on prend pour x, I'unique solution qui appartient 3 l'intervalle
s ™
[-3+ 3l

Remarques : 1. Nous avons, en particulier, établi I'équivalence logique :
(tg x = tg xp) <= (JkeZ., x= x4 + kn).

2. Lesimages, surun cercle trigonométrique, des solutions de I'équation : tg x = ¢,
sont deux points P, et P, symétriques par
rapport au point O (fig. 5).

Soit x, une solution dont I'image est Py;
nous avons alors :

ﬁ'; = cosxo?-}- sinx.;,? et tgxg=rc.
Soit D la droite affine, de vecteur direc-
teur ,T qui passe par A et soit Q le point
de D défini par : AQ = cf

Nous avons : 0Q = i + cf
Nous avons alors I'égalité -
Cos XQ bﬁ — DPU.

D’autre part, nous avons - OP} = -_54F"0.

Les trois vecteurs _@0, E)_ISE,. 0Q sont deux

a deux dépendants: |es points O, P, o Q
sont donc alignés.

Exemple : Considérons I'équation : i
gx=—1.

Nous avons montré au n °81,p.141

J'égalité -
T
tg A= 1.

4
. . .
Leréel: xo= — 4 ©st donc une solution D
de I'équationtg x: = — 1. @
Il en résulte qu'un réel x egt solution de cette

= =1

Nous en déduisons : tg (-_. “)

un entier relatif k pour lequel on, 5 :

Sur la figure 6, nous avons représenté |es images p et
tiﬂn . tg' x=—1 sur un cercle tri 8

P‘I des 50 H -é ua-
9onométrique U, 2 lutions de I'éq
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Equation : a cos x + bsinx +¢c=o.

18 Soient trois réels a, b, ¢. Nous

19

20

; Nous proposons ' R
acosx+ bsinx+ ¢ =0, P de résoudre dans IR I'équation :

D.éﬁgmns par E I'ensemble des solutions dans IR de cette équation

Silesréels a et b sont nuls, nous avons : s ¢ — 0: E=IR; sic#0 - ]

Dans toute la suite (n°s 19 3 23) noys s i : E=g.
upposons donc qu

pas tous les deux nuls, que les réels a et b ne sont

Transformation de : 3 COS x + b sin x.

Considt—’irbnns une base orthonormée positive (% 7) d'un plan vectoriel euclidien
orienté P.
Soient le vecteur : A

X = cos x?+ sin x;':
Nous avons I'égalité : AX =

= al + by, et, pour tout réel x, le vecteur :

a cos x + b sin x.
D'autre part, nous avons : AX = | A I||| % “ Cos (ﬂ)

-

La norme du vecteur X est : “ X H = 1/cos? x + sinZ x = 1;
vecteur A est : I| A || = 1/a% + b2,
-+ = —_— —ﬁ

Nous en déduisons : AX = /a2 + b2 Cos (A, X).
Le vecteur X est unitaire ; de I'égalité : X = cos xJ + sin x}t il résulte que x est une
mesure en radians de l'angle (; _)E) -
Soit o une mesure en radians de I'angle (?, K).
Nous avons : (A, X) = (.r. X) — (f. Al.

Eg
Une mesure en radians de I'angle (A, )() est donc : x — a.

Nous en déduisons I'égalité : AX = 4/ a% + b? cos (x — a). (2)
Des égalités (1) et (2), il résulte alors :

(1)

la norme du

{xeR, acosx+ bsinx=+/a2+ b2cos (x — a) \

Remarque : Montrons comment nous pouvons déterminer o« a partir de a et b.

]
*r-' . -
® est une mesure en radians de l'angle (:,A), nous avons donc :

> iA a :
Cos oz = Cos (ﬂ) = || }: |i'| ” = ‘»/az T bz" et .
1.6 —al b

sin @ = Sin (ﬁ) =

a
Va2 + b2 !

[0, =] pour lequel on a : cos X = g

Nous avons : < 1. Il existe donc au moins un réel x, de l'intervalle
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. 2 — e = —_—
Nous avons alors : sin2xg=1—c0s?2Xxo =1 — 23 + b2 /a2 + b2
b . — b
c'est-3-dire : sin xp = m ou sin Xo = \/a_ﬂz T b2

b

Sil'on a : sinxg = —=-
7/ a2 + b2

o= Xo+ k2r avec : keZ.

on prend : & = Xg,  OU

2/ a2 + b2
= — Xg+ k.2x avec : keZ.

Silona : sinx, = . onprend : @ = — Xp, OU

Résolution de I'équation : acosx + bsinx + ¢ = 0.

Soit & un réel qui vérifie les égalités :
a : . b
5 —_——— t S =
COSs o va——--r-z + b2 e n o« ‘\/az + bz
Pour tout réel x, nous avons I'équivalence logique :
(acosx + bsinx+ ¢=0) <= (4/a% + bZ cos (x — ) + ¢ = 0).
Nous avons : 4/a2 + b2 £ Q.
Si E désigne I'ensemble des solutions dans IR, nous en déduisons :
-C
xekE < (COS (X — o) = ——————|.
) (coe tr— 01 = i
De I'étude faite au n° 5, p. 150, il résulte les équivalences logiques :
£=2) = (A5 1), 2|
c'faest-é~dire (E=g) === (2> a2+ b2) et (E# &) =—> (c2< a2+ b2).
Si: c2< a2+ b2, il existe alors au moins un réel u, pour lequel on a :
—c
COS Up = —————7o—..
X Vaz + b2
Un réel x est solution de I'équation : 3 COSX+ bsinx+4+ c=0 sietseule-
ment s’il existe un entier relatif k pour lequel on a :
X=a+ Ug+k.2'ﬂ? ou ,'(-_—u_..uu_l_k_zﬁ.
Remarques : 1. La 5
—— Xj_ o Téghod% F"éceqeme permet de résoudre I'équation :
. +¢=0, dés que I'un des réels a et b n‘est pas nul
Cependant, sil'ona : 2= et b0, il PRS Bl :
-1l est plus commode de résoudre direc-
tement I'équation : sinx = — .
De méme, silona: ax( ¢ = :
' _ t b=0, ilest Plus commode de résoudre direc-
tement I'équation : cosx — _ C.

a
2. Siaet b sont différents de 0 et §j ¢ eg nul, nous avons 3 résoudre I'équation :

sinx=_2

acosx+ bsinx=0, c'est-a-dire -
B €Os x.
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30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
Un réel x pour lequel on a :

cos x = 0, n'est pas une solution de I'équation :

sin x = — 5 cos x; en effet, nous avons alors : sin x = 1 ou sinx= —1.
Il en résulte que I'équation : & cos x + b sin x = 0 est équivalente & I'équation
a

tgx=-—-5*

3. En .pratiqua, il résulte des deux remarques précédentes que, pour résoudre
I'équation @ acosx + bsinx + ¢ = 0, on utilise la méthode du ne 21 unique-
ment si les trois réels a, b, ¢ sont différents de O.

23 Exemples : 1. Considérons I'équation : 2 cos x — 3sinx+7=0.
Pour cette équation, nous avons : a =2, ph = — 1, ¢c=17.
Nous avons donc : a2 4 b2 =5 et ¢2 = 49,

L'équation : 2cosx — 3sinx+ 7 =0 n'a donc pas de solution dans [R.
2. Considérons I'équation : /3 cos x — sin x — 1/2 = 0.

(1)
Pour cette équation, nous avons : a = \/5. b=—1, ¢=—14/2.
Nous avons donc : a2+ b2 =4 et ¢2=2:il en résulte : a2 + b2 > 2.
Déterminons un réel « qui vérifie les égalités :
b

= —=——— et Ssin a = ————— c'est-2-dire :

CoSs o \/32 — sin Va1 b
. 1
COSG’.=“——2—' et 51na——§-
n®  4/3 . & A
Nous avons (n° 82, p. 141) : cos §= "7 et sin =7
3 . T 1
Nous en déduisons : cos (— g) = % et sin (— E) =-3
Nous prenons donc : a = — g
L'équation (1) est donc équivalente 2 I'équation :
% CcOS X — % sin x — f\g = 0, c'est-a-dire:
™ : ™ . _ ﬁ .
cos (-— E) cos X + sin (— ?5') sin x = 5 Ou encore :
w\ _ V2 2

Cos (x + E) = ) )

Nous avons : cosg = \—ég; I'équation (2) est donc équivalente a I'équation :

L T
Cos (X + ﬁ) = cos a

Il en résulte qu'un réel x est solution de I'équation : 4/3cosx —sinx — 4/2 =0
si et seulement s'il existe un entier relatif k pour lequel on a :

T k1]
X=—-g+§+k.2n ou x=—g—z+k2m
» bn
c'est-a-dire : x_—.1_“2+k.2n ou x=—33+ k2w
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EXERCICES
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¢ Résoudre les équations guivantes :

b
i A
1 cos (2;:- 5] = cos & Z

3 cos(3x+4 m)=COSKX

7 ™ !
5 cos(x+g)=cus(g—4x) 6

7 cns(%-—- )=cos(25—ﬂ+3x)- 8
# Résoudre les éguations suivantes :
9 co 2.lr+E = — 1 10
¢ 5( 8= 2
11 2cos3x+1=0 12
13 cos (3x + “) = 14
3] - T 7

/7 15 tg (X+g)=?_s|n (I+§). 16

4 Résoudre les équations suivantes :

= sin —. 18

3 3

17 sin (zH_E) 2w
19 sin (3X—E)=sin(-g—x). 20

21 sin (2x + -375) = sin

2
—3--—.\'). 22

) T ,
23 sin (Ex-ﬁ):sm(x-;-g). 24

$ Résoudre les équations Suivantes -

25 sin(x._f) 1

Y 2

27 sin(3x+ .___l@
N 2 28

.
cos(x+3)4 3
b
—_— ] = 3_
COS(X 4) COS A X
2 E) = cos [x + Z).
CQS( x_.4 = +G

) = co5 3 x.

WA

cos (Zx =+

s 1
cOs (3x+g) = +§.

- 1/3
005(2.1:—3) s

4costx—3=0.

1

cos? x

2192 x =

. ™ . 27
sin (2x — E) = sin (x - T}
i T .

sin ('-X + :-3-) = sin 2 x.

sin (¥+16:] = sin (¥+ 2x)-

SinX 4+ sindx = 0.

sin (E_x)z

i T =
2 sin (x+ .4_) =1/2.
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30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

29 sinS5x+4+1 =0, 0 2sinx—1=0.

. fm 1
3 sm(a—x)=§. 32 4sin2x—1=0.

# Résoudre les équations suivantes :

33 4 = L
t§(2r+3)—tg(x+;{)- 34 :g(ax-§)=tg(§—2x).
35 tg(3 E)= . m 4
9( A'-!-a tg(x 3 36 tg 3x+§_tg =k
37 tg(Zx-f)=tg x+f. 38 1g|3 T =tg (= + 2
3 3 S R Al i &
tg 5x tg x
39 = 1. X
tg x @ tg3x -
a1 ':g( —g)zw./i 42 /3tgx=3.
43 tg(2x—§)=—‘\/§. 44 tg’(x—--:{)=3-

& Résoudre les équations suivantes :

T TC m = . T
— —| =sin = 4 — == 5y
45 cos (Sx 4) sin Z 6 cos (2x 3) sin &

47 sin (Zx + :j—r) = cos g 48 sin (Zx — g} = CO5 X.

T

. m_ 2= : . . ¥ A

49 sm(ax-—s—)_cos £ 50 sm(Zx 4) cos{6+x)
: T (x

51 sm(x—ﬁ—)=cos(x—§)-

53 sm(x+§)=cns(x+§.
¥ ﬂ 7 n w
55 CDS(EX-’-;—E):SIH(SX—E}- 56 SIn(4x_§)=cDS(Z_ ).

T Ir
67 thxtg(Eme)=1. 58 tg5xlg(2x—T)=1,

m
59 tg(3x——§)tg(:r—§)=‘l. 60 tg?(x-—i)za

1

62 — — =
1g2xtg22x

61 tg2dxtgix=1.
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4 Résoudre les équations suivantes :

63 sin2x 4 cos3x=0.
4T
e inl— 4+ x] =v3.
64 cos(ﬁ—x)-}-sm(g + ) '\/-
i + sin E-]-Zx).—_ﬂ.
65 cos 3 -

66 tg(x+141)193¥=—1-

7
N sin2(2x+g)—sin2x=o. J 68 tgzx=1;g(§_.x)_

69 cos24x —sin23x=0, 70 45in2(x+g)—1 = 0.

& Résoudre les équations suivantes :

7 4cos?x—2(1 +4/3)cosx +4/3=0.

3 72 V/2 cos? x — cos x — 4/2 = 0.

b |
98]

4sin2x 4+ 2(1 +4/3) sinx +4/3 =0.

"y 74 25in2x+\/—33inx—3=0.

7

V3tg2x+(1 +/3)tgx +1 = 0.

76 tgix+(-\/§—1)tgx—'v’§=0.

77 Soitm un réel. On considére I"équation : cos2x 4 3cosx + m=0.

1° Discuter le nombre des soluti . ; ; :
" tions de | nnent 2
l'intervalle [0, 2 ], équation qui appartie

2° Résoudre I'équation pour m =

£l ~d

78 §uit m un réel. On considére I'équation :
1° Discuter le nombre des so ‘

tervalle (_ =om
6 3

: 2sin2x — 2sinx—m=0.
lutions de I"équation qui appartiennent 2 I'in-

2° Résoudre I'équation Pourm =1 — '\/_'_’.f

79  Soit m un réel, On .
. con ' "
4m cos? x — 2 cos x — idgre I"équation

Discuter le nombre deg .
. solu . : '
I'intervalle [0, 2 =1, tions de I"équation qui appartiennent 3
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80 Soient deux réels m et R. Résoudre le systéme de deux équations &
deux inconnues x ety :

| x=Rcosa + xcosa — ysin o,

| y=Rsina 4 xsina 4 ycosa.

81 1° Soient v et v deux réels qui vérifient : u2 + vZ = 1. Montrer qu'il
existe un réel a pour lequelona : v=cosa et v =sina.

x4 y2=1, .
2° Résoudre le systéme ; 6 4
.4 S VB +2
4 L ¥
i AL ORI,

82 Résoudre le systéme de deux équations @ deux inconnues :
COS X = COS ¥,
x+2y=m

83 Résoudre le systéme de deux équations a deux inconnues :
sin x = siny,

Y

5

s
2

84 1° Résoudre les équations :

sinx+cosx=1 et sinx+ cosx = '\/Zsin 2x.
20 Spit m un réel. Discuter et résoudre les équations :
sinx+cosx=m et 1+4sinx=mcosx

& Résoudre les équations :

85 15cosx + Bsinx—17=0. 86 5cosx + 12sinx — 13 = 0.
87 20 cos x + 21 sin x = 29, 88 cosx +1/3sinx =2,
89 cas}r—’\/§sinx+\/§=ﬂ. 90 4/3sinx—cosx+1=0.

91 c053x+‘\z/§sin3x=2.

92 2cos2x= (1 -+ '\/5) (cos x — sin x).

, 93 Déterminer le réel m pour que I'ensemble E des solutions du systéme

sin x + V3cosx=1 soit non vide. Déterminer alors E.
sinx + cos x =m

& Soit m un réel. Discuter et résoudre les équations :
94 mcosx+v’1_—~?sinx-—-2m2 - 1.

95 msinx + (m+ 2) cosx —2(m+1) =0.

96 (1 + m) cos x + (1 — m)sinx=m+/2.

97 (1 +m)sinx+ (1 —m) cosx=2m,
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EXERC'CES ¢ Discuter et résoudre, dans l'intervalle [0, 2 =], les inéquations suivantes:
98 2cosx+1>0. 99 1/2cosx —1<0.
100 1 —2sinx < 0. 101 25in}r—-1/:—3:>[1_
102 4 cos? x — 2(\/:‘2 - 1)cusx-— ‘\/5 > 0.
103 4sinzx—2(1 +4/3)sinx+ V3 <0
108 — 4cos2x +2(VZ+1)sinx+4+v2<0.
{ 105 45in2x+2(1 Jﬂ/:_i)cosx-— 4 +'\/§ > 0.
106 tgZx—3<0.

107 /312 x—(1 +4/3)tgx+1>0.
108 t V3 4/3 9 4
gx—-tg—x-{—1— 3>0.W109 3tg*x—4tg2x+1<0.

2 ta2 x — 2
110 —— g x 1
4cos2x—1 <k ™ ggz,r_"{ “-'5'
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31.
Calculs numérigues

Valeurs approchées.

Encadrement d'un réel.

Soit a un réel. Si nous connaissons un réel A et un réel positif « tels que a appar-
tienne a l'intervalle JA — «, A + «[, nous avons les inégalités :

A—a<a< A+ o

Nous disons que le réel a est encadré par les deux réels A — « et A + a.

Nous disons aussi que le réel A est une valeur approchée du réel a 3 « prés.
Si I'on a les inégalités : A < a < A + « on dit que le réel A est une valeur
approchée du réel a & « prés par défaut.

Sil'on a les inégalités : A — « < a < A, on dit que le réel A est une valeur appro-
chée du réel a 3 o prés par excés. i

Dans presque tous les problémes pratiques, on se raméne au cas ol le réel a est
Positif; le réel A est alors positif et en général supérieur a a.

Erreur absolue sur un réel; incertitude absolue.

DEFINITIONS :1. L’erreur absolue commise sur un réel 2 estla différence

entre la valeur exacte a et la valeur approchée A. )
2. Tout réel positif « supérieura|a — A | est appelé incertitude absolue.

Pour tout réel positif «, nous avons les équiv;ﬁences; logiques :
(ae]A — o« A —> A—a<a<A+«
] ‘ +a[)..;ﬂr(—a<a—A<m)4=>-(m>ia—A|)-
Tout encadrement d‘un réel a par un intervaﬂe_]A — «, A + «[ permet donc de
déterminer une valeur approchée A et une incertitude absolue a.
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37. CALCULS NUMERIQUES

Erreur relative sur un réel non nul; incertitude relative.

DEFINITIONS : 1. L’erreur relative commise sur un réel non nul a est
3= A 4e I'erreur absolue a — A par la valeur exacte a,

le quotient

a— A i & .
2. Tout réel positif «' supérieur a ’ = | est appelé incertitude relative,

Soit « une incertitude absolue; nous avons : A —a<a< A —i—_ .
Dans la plupart des cas, le réel a et la différence A — o sont positifs; nous avons

. a— A o
alors I'inégalité : a > A — o. Nous en déduisons : ‘ -~ | < 5

. 7 o
Une incertitude relative est alors 7—

Ordre de grandeur d'un résultat.

Lorsque le résultat d'un calcul ou d'une mesure est donné avec une incertitude assez
grande, on dit que la valeur approchée donnée est un ordre de grandeur du résultat.
Il est alors d’'usage de ne pas indiquer d'incertitude.

Par exemple, le nombre d’habitants de la France au 1¢ janvier 1970 était de I'ordre

de 50 millions.
Lorsque deux nombres sont assez voisins, on dit qu'ils sont du méme ordre de

grandeur.
Par exemple, les distances de |'apogée et du périgée de la Lune & la Terre sont

du méme ordre de grandeur.
Ces deux longueurs, exprimées en kilométres, sont de 'ordre de 380 000.

Chiffres significatifs.

Considérons un nombre décimal positif et son écriture décimale,

Dans cette écriture, supprimons la virgule s'il y en a une, puis les zéros par lesquels:

éventuellement, cette €criture commence ou se termine. Les chiffres qui restent

sont appelés des chiffres significatifs du nombre décimal positif A,

Emémglzs :91. Les chiffres significatifs du nombre décimal 0,0060239 sont :

6;0;,2;3;9. i

2. Pour chacun des nombres décimaux 602 39 ' ignifica-
; 39 et ifica

tifs sont aussi 6; 0; 2; 3; 9. 60239 000, les chiffres sign

Remarques : 1. Deux nombres décimaux A et A’ positifs admettent les méme®
chiffres s:gmﬁcatlfs sl et seulement s'il existe yn entier relatif en g
nombres soit ég_al au produit de I'autre par 100 elatif n tel que I'U

2. Pour déterminer un nombre décimal positif, if syfit itre les chiffres
sigrfifrcatrfs le_t un ordre de grandeur de ce non;bre P e connaltrg e e
décimal positif A dont les chiffres significatifs sont : 2 ?;‘?Kae.mple,‘ soit urld T orde
de 25 0na : A=2738; i Aestde lordre de 0,03, o o A - 5 0278,
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31. CALCULS NUMERIQUES
Valeurs approchées des fonctions circulaires

Soit € un réel positif et f une fonction circulaire.

PropoSONS-NOUS de déterminer, pour chaque fonction £, une fonction polynéme g
ot un réel positif « tel que, pour tout réel xo tel que | xo | soit inférieur® a o, le réel
g(%o) soit une valeur approchée de f(xg) avec une incertitude égale a .

En pratique, une telle détermination ne présente d'intérét que pour de “ petites ”
valeurs de o; on entend par “ petites” valeurs du réel « des valeurs inférieures a 1,
en général de I'ordre de 0,1 ou 0,01.

Théorémes préliminaires.

T

THEOREME : Pour tout réel x de l'intervalle]O, 2[, ona: sinx < x < tgx.

En effet, soient f, et £, les fonctions définies sur l'intervalle [0, g- [ par :
er[ﬁ,%[r f(x) = x —sin x, et par :

¥ xe [0, g[ f(x) =t1gx— X
f, et f, sont des fonctions dérivables sur ]0, g[ les fonctions dérivées sont définies
par : fi(x)=1—cosx et fr(x)=(1+ tg2 x) — 1.
T
Nous avons donc, pour tout réel x de I'intervalle ]0. -2'[ :

f(X)>0 et fi0x)> 0. _ ,
Nous en déduisons que les fonctions f, et f, sont strictement croissantes sur

l'intervalle ]0, %,[

Nous avons donc : § x e ]O, ;[ f,(x) > f(0) et xe ]0,7-2?[* f2(x) > £2(0).
Les réels £, (0) et £, (0) sont nuls; nous concluons :

¥ x E]O.T—zrl, fi(x)>0 et §x E]O.%[. f2(x) > 0,

Cest-a-dire : fxe ]0, ;_:[ xSsinx et Jxe& ]0;%[r tg x > X.

Nous avons donc : | x € ]0;[ sin x < x < 1@ X.

—

L = ¥ ®
Les fonctions circulaires sont soit paires, soit impaires. En pratigue, on se raméne toujours au

€as ol x4 est positif.
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3. CALCULS NUMERIQUES

xz
THEOREME : Pour tout réel x de I'intervalle]o, g[ ona: cosx> 1 — 5

4 s
En effet, soit la fonction 75 définie sur I'intervalle ] 0, i{ par :

! X2
er]o,%[. f3(x) = cos x — 1 + 7
f5 est une fonction dérivable sur ]O, g[ la fonction dérivée est définie par :
Fi(x) = — sinx + x.

Nous déduisons du théoréme précédent : Y xe ]0, -275[, fi(x) > 0.

" . . T
f3 est donc strictement croissante sur I'intervalle ]0, 5[-

Nous avons donc : 'g'xE]U. g[ f1(x) > £5(0).
Le réel £3(0) est nul; nous concluons P Yxe ]0, ;[ f3(x) > 0, c’est-3-dire :

.,: 2 2
b‘xe]t},i[, cosx — 1 +%>0, ou encore : cosx>1—%{!—-

Valeur approchée de sin x.

THEOREME : Pour tout réel x de I’intar\ralle]o, g[ ona: 0<x—sinx< %3

En effet, considérons la fonction g : i xe [D, g[ X N— X — sin X — .’g

La fonction g est dérivable sur I'intervalle]

L)

g'(x) =1 —cosx — %- C'est-a-dire : g'(x) = — f3(x).

e
0, 3|7 nous avons :

Du théoréme précédent, il résulte P Yxe ]D, g[ g'(x) < 0.

La fonction g est donc strictement décroissante

déduisons : Y xe ]O, g[ g(x) < g(0),

Le réel g(0) est nul; nous avons donc D x e]o, R[ X = L5

e ﬂ
sur l'intervalle ]O, -i[; nous en

2| 3 < sin x.
s ; . ™ 3
Des n°s8 et 10, il résulte : HKE]O’E[' J"*%{sinx(:_
Soit Xy un réel de l'intervalle ]0, g[
H * g 0 .
Des inégalités : x, — B < 8in Xy < x,, nous déduisons - 3

0<XQ"SiHXQ<ﬁ'
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w

Le réel xo est une valeur approchée de sin x, & %ﬂ prés par excés.

—

Soit € un réel positif; en pratique, on cherche & déterminer un réel « positif, aussi
grand que possible, tel que : (0 < x < ) = (x — sin x < ).

Nous donnons, sans démonstration, les résultats de cette détermination pour
e=0,001; £e=001; = 0,1. (Voir Tableau n° V, page 285.)

Nous donnons aussi la mesure en degrés, B, de I'angle ‘{5 dont ‘une mesure en
radians est le réel a.

Valeurs approchées de cos x.

Premiére valeur approchée de cos x.
x?.

Nous rappelons le résultat établi aun® 9, p. 166 : Y xe€ ]0, g[ cosx>1— 7

Soit x, un réel de l'intervalle ]0, %[
x5 .
Des inégalités : cosxo <1 et cosxp>1— —29 nous déduisons :

x5

1-3

< cos xo < 1.

Xﬂ
Le réel 1 est une valeur approchée de cos Xxo a -§°— prés par excés.

Soit € un réel positif; en pratique, on cherche & déterminer un réel o positif, aussi

grand que possible, tel que : (0 < x< a) => (1 —cosx < s)._ .
Nous donnons, sans démonstration, les résultats de cette détermination pour
e=0,001: e=001; ==01. (Voir Tableau n° V, page 285.)

P -
Nous donnons aussi la mesure en-degrés, f, de I'angle p dont une mesure en radians

est le réel a.

Deuxidme valeur approchée de cos X.

7: =
THEOREME : Pour tout réel x de I'intervalle ]0, f[' ona:
B o X

X2\ x4
: 5 x ns cosx—(1=5) =57
En effet, considérons la fonction-h: Y X € [0, 2[- X% QoS X ( 2] 24

T
; " = nous avons :
La fonction / est dérivable sur I'intervalle ]0, 2[. et

h'(x)= —sinx + x — %E c'est-a-dire (n° 10, p. 166) : h'(x)= g(x).
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: T
Nous avons montré que, pour tout réel x de l'intervalle ]0. i[' ona: g(x)<O0.

Nous en déduisons : Y x &']0. %[ h'(x) < 0.

4 25 19
La fonction A est donc strictement décroissante sur l'intervalle ]0, i[; nous en

déduisons : Y x E]D. g[ h(x) < h(0).
Le réel h(0) est nul; nous avons donc :

- x3 x4
HXE]O, i[' COS X — (1 = -2—) <%

16 Soit xo un réel de lintervalle ]o. E[

Du résultat précédent et du n® 9, p. 166, nous déduisons :

0<cnsxo—(1 -—?)(%-

4
Le réel 1 — x_é;. est une valeur approchée de cosx, a xﬂ? prés par défaut.

17 Soit € un réel positif; en pratique, on cherche & déterminer un réel « positif, aussi

. X2
grand que possible, tel que : (0< x < &) = (cos X — (1 — f) < a)-
Nous donnons, sans démonstration, les résultats de cette détermination pour

e= 0,001, £=001, £=0,1. (Voir Tableau n° V, page 285.)

v 7 . L "
Nous donnons aussi la mesure en degrés, B, de I'angle ¢ dont une mesure en radians
est le réel o

Valeur approchée de tg x.

18 Nous avons établi (n° 8, p. 1658) : §«x E]O, E[ X < ig x.

Soit xg un réel de l'intervalle ]0* 1"2_[

Le réel x, estune valeur approchée de tg xo par défaut.

—

19 Soit € un réel positif; en pratique, on cherche 3 dé
grand que possible, tel que : (0 < x < ®)
Nous donnons, sans démonstration,
e=0001; £=001;

terminer un réel « positif, aussi
= (tg x — x < ¢).

les résultats de cette déterminati
! mination pour
e = 0,1. (Voir Tableau ne V, page 285)

Nous donnons aussi la mesure en degrés, B, de I'angle ¢ dont une mesure en
radians est le réel o.
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Tables numériques.

Table d'une fonction,
Définitions.

Soit f une fonction numérique définie et continue sur un intervalle E de IR.
Soient k réels xy, x5, ..., x, de l'intervalle E. qui vérifient les inégalités
X4 <X2 € vias < Xi.

Pour chaque entier / de I'ensemble {1.2. ..., k}, désignons par yi le réel f(x;) ou une
valeur approchée de ce réel.

Une table de la fonction f pour I'intervalle E
(X;, ¥i)-

est I'ensemble des couples
Le réel y; est appelé valeur tabulée de f(x;).

En pratique, les réels x,, x,,

.-« X, sont choisis de la facon suivante :
T Wy

. Xx sont des nombres décimaux.
2. La différence de deux nombres consécutifs est un nombre décimal p appelé
pas de la table.

Exemple : Pour la table de la fonction cosinus (p. 282), nous avons
Xy=0;, p=0,01; x.,=1.

On appelle différence tabulaire entre x; et x;,., le réel y,., — y;, différence des
valeurs tabulées.

Nous montrerons qu‘une table de la fonction f permet de déterminer, pour tout réel
x de l'intervalle [x,, x.], une valeur approchée de f(x).

Tables a n décimales.

Soit n un entier naturel. On dit qu‘une table de la fonction f est une table a n déci-

males si, pour chaque x;, la valeur tabulée y; de f(x;) est un nombre décimal a n
décimales qui vérifie :

1 1 i
Vi— 51077 < f(x)) <y + 5 107"

¥; est donc une valeur approchée de f(x;) a 05.107" pros.

Interpolation linéaire.

Probléme direct.

But : Soient f une fonction définie sur un intervalle [a, b] et x un réel de l'inter-

valle ]a, b[. On suppose que l'on connait les réels f(a) et f(b) et l'on recherche une
valeur approchée y du réel f(x).
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Méthode : Montrons qu'il existe une fonction affine unique ¢ pour laquelle on a :
t(a) = f(a) et t(b) = £(b).

En effet, soit ¢ une fonction affine : x ~A—» Ax + L.

Nous avons les équivalences logiques :

(ta) =F(a) et t(b) =£(b)) <> (Ra+p=F(a) et Ab+p= £(b));

f(b) — £(a)
i b — a
(ha+p=Ff(a) et Ab+p=F(b)) <—> et .
f(b) — f(a)
st e T

La fonction affine t définie par : x A f(a) + f_(%:_:_g(f_) (x — a) est donc

I'unique fonction affine qui vérifie : t(a) = f(a) et t(b) = F(b).

Lorsque I'on prend le réel y = t(x) pour valeur approchée du réel £(x), on dit que
'on fait une interpolation linéaire.

La figure 1 donne une interprétation gra-

phique de cette interpolation linéaire. 4
L'erreur : y — f(x) due a la méthode d'in- £(b) B
terpolation linéaire est représentée par MN. fx)
t(x) M
Utilisation pratique : Soit fune fonction
dont on connait une table. Reprenons les f(a)
notations du n° 20, p. 169. Pour chaque x;, A
la table donne la valeur tabulée y, de f(x,).
Soit x un réel de l'intervalle [x,, x].
Il existe un entier naturel 7 pour lequel on a : 5 p . e
X € [x;, Xp44].

Si x est égal a x,, le réel y; est une valeur : @
approchée de f(x).

Si x appartient a |'intervalle ouvert ]x;, x;.,[, nous utilisons la méthode précédente
pour déterminer une valeur approchée y de f(x): nous avons donc :

f(Xi41) — F(x)
o 1) e =
En pratique, on ne connait pas f(x,,,) et f(x;), mais simplement les valeurs tabu-
lées y,., et y,.
Nous prenons donc pour valeur approchée de f(x), le réel :

Ll Yier — Vi
y =y + Xie1 — X

X — X;).
+1—-'ﬁr{ )

Soient D la différence tabulaire entre X; et X;44 et p le pas de la table, nous avons :

D
=]".'+F{x_xf}

Remarque : Lorsque I'on remplace f(x,) et f(x,,,) par les valeurs tabulées Vi
et y;41, ON commet une erreur supplémentaire due a la tabje.
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En pratique, les tables sont congtr

. : uites de ;
négligeable devant I'erreur due 3 [a tapje fagon que I'erreur due 3 |12 méthode soit

Exemple : Utilisons la table de |3 fonction :

valeur approchée de 1/101 3.
Nous avons : x; = 101:

X A— A/ x pour déterminer une

¥i = 10,0499,
X,-+| = 102: Yigr = 10,0995.
llenrésulte : p=1 et D= 0,0496.

Une valeur approchée de 4/101,3 est donc -

0,0496
y; = 10,0499 + i (101,3 — 101) = 10,06478.
La table utilisée est a quatre décimales. || parait donc naturel de donner une valeur
approchée de 4/101,3 & quatre décimales.

La cinquiéme décimale de y, est supérieure 3 S; nous prenons pour valeur appro-
chée de 4/101,3 le nombre décimal 10,0648,

D’une maniére générale, pour une table 3 quatre décimales, si la cinquiéme décimale
du résultat est I'un des chiffres 0, 1, 2, 3, 4, on garde les quatre premiéres décimales
obtenues; si la cinquiéme décimale est supérieure ou égale 3 5, on augmente la

quatrieme décimale de 1 et I'on conserve les quatre premiéres décimales ainsi
obtenues.

Probléme réciproque.

But : Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b]. Nous supposons que, sur
cet intervalle,-la fonction 7 est continue et strictement monotone, par exemple,
strictement croissante.

Soit y un réel de l'intervalle [f(a), f(b)]. o . )

On démontre et nous admettons que la continuité et la monotonie de f sur I'inter-
valle [a, b] impliquent, pour ce réel y, I'existence d’'un réel unique x pour lequel on
a: y=rfF(x).

On recherche une valeur approchée de ce réel x.

2 ¥
Méthode : Désignons par ¢ I'unigue fonc- £(b) B
tion affine qui vérifie les égalités :
t(a) = f(a) et t(b)=f(b). s
Soit u le réel dont I'image par f est y; nous i ¥
avons : ta) ,
f(b) — f(a y |

y=t(u) = f(a) + ( b —a (v—a). AT a
Nous en déduisons :

=~ b—2a _r,_ @a)).
u=a+ oy =7 ¥ ~ @) wur BT TR R
Lorsque I'on prend le réellu pour va ?ait @
approchée du réel x, on dit que lon

une interpolation linéaire. _ P
La figure 2 donne une interprétation grapll-;;?on
Uerreur : x — u due a la méthode d’interpo

de cette interpolation linéaire.
linéaire ‘est représentée par MQ.

17
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Utilisation pratique : Soit f une fonction strictement croissante dont on connait
une table. Reprenons les notations du n° 20, p. 169.

Soient y, et y, les valeurs tabulées de f(x,) et de f(x,), et soit y un réel de l'intervalle
[va. Vil

Il existe un entier naturel / pour lequel ona : y €[y, Vi1l

Si y est égal a y;, une valeur approchée de x est x;.

Si y appartient & l'intervalle ouvert 1y;, ;. [, nous utilisons la méthode précédente
pour déterminer une valeur approchée v de x; nous avons donc :

Xiv1 — Xi
Yie1 — Vi = v

Soient D la différence tabulaire entre x; et x,, 4, et p le pas de la table; nous avons :

u=x;+

U=m+%w-h)

Remarque : L'interpolation linéaire conduit théoriquement a I'égalité :

Xi+1 — X;
'+ Foge) = fo (' Fxd) ,
Lorsqu‘on remplace f(x;) et f(x;.,) par les valeurs tabulées y; et y;, 1, on commet
une erreur supplémentaire due a la table.

Exemple : Utilisons la table de la fonction : x ~— \/E pour déterminer une

valeur approchée v du réel x qui vérifie : 1/x = 8,3438.
Nous avons : y; = 8,3066; x;, = 69,

Vig1 = 8,3666; Xip1 = 70.
Il en résulte : p=1 et D= 0,0600.

Une valeur approchée v est donc : w = 69 + OLOG (8,3438 — 8,066) ;
u = 69,64.

Usage des tables de fonctions circulaires.

On trouve, page 282, des tables a quatre décimales des fonctions circulaires.
Soit / un entier naturel de l'intervalle [0, 100] ; pour tout réel x; égal a 1—6-6 ces tables
donnent des valeurs tabulées de sin x;, cos x;, tg x;. Le pas de ces tables est donc 0,01.
Il résulte des propriétés des fonctions circulaires ,que nous pouvons déterminer
une valeur approchée de sin x et de cos x pour tout réel x, et une valeur approchée
de tg x pour tout réel x qui appartient & I'ensemble de définition de la fonction tan-
gente. Nous nous bornons a donner deux exemples.

Premier exemple : Détermination d'une valeur approchée de sin 2,135.
Une valeur décimale approchée du nombre = 4 10~2 prés est : 3,142, et une valeur

décimale approchée du nombre g al0-3présest : 1,571.

De I'égalité : sin x = sin (= — x), nous déduisons :
sin 2,135 = sin (3,142 — 2,135) = sin 1,007.
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- . ] 2 1
De I'égalité : sin x = cos (5 — ) nous déduisons :

sin 1,00‘7 = CO0Ss (1,5?1 = 1,007) = CO0S 0'584

Nous avons donc : sin 2,135 = cos 0.564.

Faisons une interpolation linéaire; nous lisons dans Ia table :

cos 0,56 = 0,8473; cos 0,57 = 0,8419.

Nousavons : p = 0,01 et D= — 0,0054.

Il en résulte :

cos 0564 = 0,8473 — 0,004 x ~002¢ — 0,8473 _ 0,0022 — 0,8451.

Nous avons donc : sin 2,135 = 0,8451.
Deuxiéme exemple : Détermination d'un réel x tel que : cos x = 0,3098.

Les valeurs approchées de cos x données dans la table sont comprises entre 0,5403
et 1; celles de sin x sont comprises entre 0 et 0,8415,

Del'égalité : cos x = sin (§ ~ x) nous déduisons que, pour déterminer un réel x

telque : cos x = 0,3098, il suffit de déterminer un réel y tel que : sin y = 0,3098,
puis de calculer : x = g — y.

Faisons une interpolation linéaire : nous lisons dans la table :

sin 0,31 = 0,3051 et sin 0,32 = 0,3146.

Nous avons : p = 0,01 et D = 0,0095; siny — sin 0,31 = 0,0047.
Nous en déduisons :

0,0047 _ ~
y =031 4+ 0,01 x m = 0,31 + 0,005 = 0,315.

Une valeur approchée du réel x tel que : cos x = 0,3098 est donc :
x=1571 — 0,315 = 1,256.

Usage des tables Sin & et Cos &.

On est parfois conduit a déterminer le Sinus ou le Cosinus d'un angle ¢ dont on
connait une mesure en degrés ou en grades; parfois aussi, on est conduit a déter-

miner une mesure en degrés ou en grades d'un angle q; dont on connait le Sinus
ou le Cosinus. Pour effectuer de tels calculs, on utilise les tables données p. 283 et

p. 284. L'usage de ces tables a été exposé dans les classes antérieures.
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Usage de la regle a calculs.

En classe E-Je Seconde, nous avons décrit une régle a calculs et indiqué une méthode
de détermination de produits et de quotients de réels. Nous rappelons les principaux
passages de cet exposé.

Echelles d'une régle a calculs.

Description des échelles.

Tous les modéles de régles a calculs (fig. 3) comportent au moins les échelles
suivantes *

1. Sur le biseau de la régle, une échelle graduée en centimétres, qui ne sert
jamais dans les calculs;

2. Sur larégle :
) une échelle des nombres, notée X, située en face du bord inférieur de la réglette,

et graduéede 1 a 10;
B) une échelle des carrés, notée X2, située en face du bord supérieur de la réglette,

et graduéede 1 a100;
v) une échelle des cubes, notée X3, située au-dessus de I'échelle X2 de la régle, et

graduée de 1 2 100.

3. Sur la réglette :
«) au bord inférieur, une échelle des nombres, notée X, graduée de 1 a 10, et sus-

ceptible de coincider avec |'échelle X de la regle ;
B) au bord supérieur, une échelle des carrés, notée X?, graduée de 1 a 100, et

susceptible de coincider avec |'échelle X2 de la régle;

- : ] :
y) au milieu, une échelle des inverses, notée - graduée selon les modéles de 0.1

31 oude 1 2 10, mais dont les graduations croissent de droite a gauche.

* 1o Les notations que nous indiquons pour désigner les différentes échelles sont les nmauons
internationales standardisées. Sur les regles vendues en France jusqu'en 1968, les notatmnsx

X2 de la régle étaient désignées respectivement par B, B2, B3; |es notations X, X2, }T( de |a régletie

étaient désignées respectivement par b, b2, a
20 Sur le bord gauche de la regle, les échelles X, X2, X3 sont désignées respectivement P
A, K

Sur le bord gauche de la réglette, les échelles X, X2 ;( sont désignées respectivement par C. B, cl.

ar D,
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Utilisation des échelles X. . ) _
Sur ces échelles, nous ne pouvons lire que les nombres décimaux qui appartiennent

3 l'intervalle [1, 10]. Si nous devons utiliser un nombre décimal compris entre Oet1,
ou un nombre décimal supérieur a 10, nous devons d’abord écrire ce nombre sous
ia forme : 2.107, ol n est un entier relatif et ol a appartient a l'intervalle [1,10].

Utilisation des échelles X2.

Sur ces échelles, nous ne pouvons lire que les nombres déc
tiennent a l'intervalle [1, 100]. Si nous devons utiliser un nombr
entre O et 1, ou un nombre décimal supérieur a 100, nous devo
ce nombre sous la forme : 2.1027, ol1 2 p est un entier relatif multiple de 2, et oU
a appartient a l'intervalle {1, 100].

Utilisation de I'échelle X3.

Sur cette échelle, nous ne pouvons lire que les nombres décimaux qui appar-
tiennent & I'intervalle [1, 1000]. Si nous devons utiliser un nombre décimal comptis
entre O et 1, ou un nombre décimal supérieur a 1000, nous devons d'abord écrire
ce nombre sous la forme : 2.1039, ol 3 g est un entier relatif multiple de 3, et ou a

appartient a l'intervalle [1, 1000].

imaux qui appar-
e décimal compris
ns d'abord écrire

Utilisation de I'échelle %

Si I'é6chelle est graduée de 1 & 10, nous utilisons cette échelle comme les échelles X.
Si I'échelle est graduée de 0,1 & 1, et si nous devons utiliser un nombre décimal
comipris entre 0 et 0,1, ou un nombre décimal supérieur a 1, nous devons d’abord
écrire ce nombre sous la forme : a.107, ot n est un entier relatif, et ol a appartient

3 I'intervalle [0,1; 1].

Calcul d'un produit.

Pour calculer le produit de deux nombres, on utilise I'échelle X de la régle et I'échelle
X de la réglette. Nous rappelons la méthode sur I'exemple suivant.

Exemple : Calcul du produit : a = 12 x 160.
1. Nous éctivons : a = (1,2 x 10) x (1,6 x 10?), c'est-a-dire :

a=12x16x 103

] . |1' ? 12 1 14 1,? . f 7 8 19 2P
.'.'“I‘,'I||. -u.iih'i'l:-pi- e e e T T
| BaES@nAEnE S RaaD0 0 aRENE B PRTAIIRE B IRIERIITIIONN NUONN B ARRAIRRI U VLI A AUERSINREARNRRRDRIE

Ve ﬁ 3 14 5 18 |L 18 1,9[4”% 6—+ i } @

h e 1

2. Nous placons la graduation 1 de I'échelle X de la réglette en face de la graduation
1,2 de I'échelle X de la régle (fig. 4).

Nous placons le trait central du curseur sur la division 1,6 de I'échelle X de la réglette.
Nous lisons les chiffres significatifs du produit 1,2 X 1,6 sur I'échelle X de la régle,
sous le méme trait du curseur : 1;9; 2. _

3. Nous déterminons mentalement un ordre de grandeur du produit :
a=12x1,6x 103

Nous trouvons : 1 x 2 x 10 = 2 000,
4. Nous concluons : le produit 12 x 160 est égal a 1 920.

175



45

46

47

39. CALCULS HUMEMD‘HES
it de plusieurs nombres, Nous répétons pj,,.

. e produ * ol
Remarque : Pour calculer le p s rappelons qu il est inutile de déterminer |gs

sieurs fois le procédé précédent; nou

produits partiels.

Calcul d'un quotient.

Premiére méthode.
e deux nombres, on utilise I'échelle X de la régle ¢t

E;r:aﬁ:ﬁufé IErESIZEz?tNgus rappelons la méthode sur I'exemple suivant :
Exemple : Calcul du quotient : b = %??_0

1. Nous écrivons : b = 3273 : ::gz c'est-a-dire :

b= %—; x 10.

2. Nous plagons le trait central du curseur sur la graduation 3,7 de l'échelle X
de la régle (fig. 5).

1 C ¥ 13 id L= 18 | |.r 16 ) ".B E ?. | ,
WABEEARY HAES titrot RS SRSRtE: WA LA Shas AR LIACALLL CLL LI [LAIOIL WA BB AR R RSN SR ANBNAAREREY MANRRLSEILI
lj;éqlupu_.m._Lh BRI :;-un-ml-.|E]Hu]n||!1rlhl-ln!:ln;l[ll!-llnl TV R

1 s e v w29 I n e ®

Nous placons la graduation 2,7 de I'échelle X de la réglette sous le méme trait du
curseur.

Nous lisons les chiffres significatifs du quotient g—; sur I'échelle X de la régle en

face de la graduation 1 de I'échelle X de la réglette : 1:;3;7;0.
3. Nous déterminons mentalement un ordre de grandeur du quotient %E;-: nous
trouvons 10.

4. Nous concluons : une valeur approchée du quotient %%Q est 13,70.

Deuxiéme méthode.

P .
our calculer le quotient de deux nombres, on utilise I'échelle X de la régle !

1
I lle — : ey
echelle  de la réglette. Nous indiquons la méthode sur 'exemple suivant, €7

supposant que |'échelle ;—( est graduée de 0,1 3 1

Exemple : Calcul du quotient - = 3_?9
e 27
i 3,7
1. Nous écr : =
i ivons : b 0.37
. Nous plagons le trait central dy
la régle (fig. 6). curseur sur la graduation 3,7 de I'échelle X <
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Nous placons la graduation 1 de I'échelle }( de la réglette sous le méme trait du

curseur. Nous lisons les chiffres significatifs du quotient 5:% sur I"échelle X de la

régle, en face de Ia graduation 0,27 de I'échelle )—1{ de laréglette: 1;3:7:0.

3. Nous déterminons un ordre de grandeur du quotient % ; hous trouvons : 10.

370

4. Nous concluons : une valeur approchée du quotient 57 est 13,70.

Détermination du carré ou de la racine carrée d'un nombre.

Pour déterminer le carré ou la racine carrée d'un nombre, on se sert des échelles X
et X2 de la régle. Pour toute position du curseur, le nombre lu sur I"échelle X2 est
le carré du nombre correspondant sur |'échelle X.

Premier exemple : Calcul du carré du nombre : ¢ = 0,533,

1. Nous écrivons : ¢ = 533 x 10—1,

2. Nous placons le trait central du curseur sur la graduation 5,33 de I'échelle X de
la régle (fig. 7). Nous lisons les chiffres significatifs du carré de 5,33 sur I'échelle
X2 de la régle, sous le méme trait du curseur : 2: 8; 4.

3. Nous déterminons mentalement un ordre de grandeur du carré de 0,533; nous
trouvons : 0,25.

4. Nous concluons : une valeur approchée du carré de 0,533 est 0,284,

20 i 30 . 40 g .10 .. 20
it ettt i) i ettt

©

Deuxiéme exemple : Calcul de la racine carrée du nombre 0,1462.

1. Nous écrivons ;: d = 14,62 x 10-2, _ *

2. Nous plagons le trait central du curseur sur la graduation 14,62 de I'échelle
X2 de la regle (fig. 8). Nous lisons les chiffres significatifs de la racine carrée de
0,1462 sur I'échelle X de la régle, sous le méme trait du curseur : .3; 8: 2.

3. Nous déterminons mentalement un ordre de grandeur de la racine carrée de
0,1462; nous trouvons 0,4. )

4. Nous concluons : une valeur approchée de la racine carrée de 0,1462 est 0,382.
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49 Pour déterminer le cube ou la racine cubique d'u

31. CALCULS NUMERIQUES

Détermination du cube ou de la racine cubigue d'un nombre.

ombre, on utilise les échelles

toute position du curseur, le nombre lu sur I'échelle Xz
; X.

est le cube du nombre correspondant lu sur I'échelle

Exemples : Nous indiquons simplement quune valsut apprachice:du cube de
55 est 205 000, et qu’une valeur approchée de la racine cubique de 20 500 est 27 4.

X et X2 de la régle. Pour

EXERCICES ¢ Calculer par interpolation linéaire des valeurs approchées des réels
suivants (n°*124) :

1 (18,16)=, (198,3)2, (1,786)2.
2 (173,6)3, (121,6)3, (18,13)-.
3 VB32 /1,416, 1/0,763.
4 +/8522, 4/33253, \/21214.

# Calculer par interpolation linéaire des valeurs approchées des réels
suivants (n°* 5 3 10) :

5 sin (0,364), sin (0,483), sin (0,897).
6 sin (1,278), sin (1,642), sin (4,812).
7 cos (0,413), cos (0,628), cos (0,927).
8 cos (1,119), cos (1,618), cos (5,002).
9 g (0,227), tg (0,319), tg (0,722).
10 tg (1,528), tg (3,285), tg (4,835).

¢ Déterminer une valeur approchée d'un réel x tel que : sinx =V, po
les réels y suivants (n°s 11 3 16) :

11 y=02292 12 y = 0,6427. 13 y = 0,8258.

14 y = 0,8502. 15 y= 0,8939. 16 y= 0,9842.

¢ Détermin.er une valeur approchée d'un réel x tel que : cosx =V B
les réeals y suivants (ne=172322) :

17 y=o08770. 18 y = 0,9200. 19 y = 0,5869.

20 y = 0,2225, 21 y = 0,4673. 22 y = 0,2635.
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21. CALCULS NUMERIQUES

& Déterminer une valeur approchée d’un réel x tel que : tg x = y pour
les réels y suivants (n°® 23 a 28) :

23 y = 0,2903. 24 y = 0,56527. 25 y = 14378
26 y=1,829. 27 y = 4.251. 28 y= 10,29.

& Déterminer, a |'aide d'une régle a calculs, une valeur approchée de cha-
cun des réels suivants (n°s 29 a 43)

29 241 x 2,67. 0,762 x 18,2; 617 x 381; 9,06 x 372.

a0 351 90,5 0,411 13140
445’ 31,9° 0,0194° 78,7
of L= 1 10 | 01
§,49’ 0,218 319’ 0,0406
32 (643)2; (2,89)2; (62,1)2; (0,348)2
33 (7.46)3; (15,8)3; (568)2; (0,805)3,
34 +/313: 2/ 13,9; A/ 837; 4/0,386.
35 2174/919; 3224/231; 7,234/627; 0,404 4/0,312.
i 1/68,6 4/0,116 524 \/425
349 ' ~ATB 1/7,03 0,01
g 118132, 01875 95,5
579 0,0266
304 x 4/7.4 187 x 158
38 ——59 ' T 665
1515
55 7,02

1723 x 6,72' 234 x 17.05

£/216 . 375
18,8 x 236" 4/61,2 x 276

0

41 4,76 x 3,87 x 1,62; 631 x 186 x 0,279.

42 /566 x 338 x 678; V145 x 127 x V223,

(— 508) (0,35) (— 0.803) (— 4,72)(831)
(865) (— 15.7) i (32,7) (— 9,4) (2,86)

¢ Donnerune valeur approchée d'un réel x solution de I'éguation :
acosx + bsinx+c= 0 dans chacun des cas suivants :

44 a =52, p—=23 c=45. 45 a=126, b=42 c¢=52

46 2= 1181, b=09c=749. 47 2=0125b=113 ¢c=005.
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SEPTIEME PARTIE

cinématique



3.
Mouvement rectiligne d'un point

Notions générales.

Mouvement rectiligne.

DEFINITIONS : On appelle mouvement rectiligne d'un point p, sur
une droite affine \, toute application P d’unintervalle E de R dans A :

P: YteE t ~— P(1).

La variable ¢ est appelée le temps. Une valeur numérique ¢, du temps
est appelée instant {;, ou encore date ¢,

Le point P () est appelé position du point palinstantt.

Si la fonction P est constante sur E, on dit que le mouvement est I'équilibre.
Silona : t; <t on appelle durée * entre les instants ¢} et £, le réel : -t
Si E est l'intervalle [, £5], on dit que la durée du mouvement &tudié est: t; — ]

Trajectoire.

DEFINITION : On appelle trajectoire du point p I'image de l'intervalle E
par I'application P.

C'est donc une partie de la droite A. La trajectoire du point p est 'ensemble des
positions de ce point lorsque t décrit E.

* L'unité légale de durée est la seconde. On utilise aussi pour unités de durde la minute qui
est égale 4 60 secondes, et I'heure qui est égale & 60 minutes.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

Lois horaires,

Soient A un i »> ]
P d'un puinfpd;zl:imp(o* u) un repere cartésien de A. Considérons le mouvement
. Pour réel t de I'intervalle E, |a position P(t) du point p &

l'instant ¢ est définie :

Par son abscisse x(t) dans le repere (0, ) : OP -

‘ : t) = x(t) u.

:a donrfe du mouvement de p sur A, c'est-a-dire de I"application P :( ‘ L
el n— P(t), et du repere (0 3 i )

cation x de E dans IR - X E L [é ' :‘) DEFTT:)donc de définir une appli- 3
:EH h!lTlOI\I : On appelle loi horaire, dans le repére (0, ), du mouvement P
U Point p sur A, la fonction numérique de variable réelle définie par :

x: E— R, t A— x(1).

tout

On appelle diagramme du mouvement,

f : ou diagramme des espaces, une repré-
sentation graphique de la fonction .

Réciproquement, considérons une application x; de E dans IR :
.XI: E—~——)-|R; !J’\;——hx1(f),

Pour tout réel ¢ de l'intervalle E, désignons par P, (t) le point de A défini par :
OPy (%) = x, () w. )

La donnée de I'application x, et du repére (0, u) de A permet donc de définir une
application P, par : Py : E—> A, t A— P, (),

c’est-a-dire un mouvement rectiligne P, du point p sur A. La loi horaire dans le
repére (0, E) de ce mouvement P, est, par construction, I'application Xi.

Nous disons que le mouvement P, du point p sur la droite A est défini, dans le repére
(0, 4). par 1a loi horaire x;.

Proprieté des lois horaires.

Considérons un mouvement P d’un point p sur une droite A. Soient (0. u,) et
(0,, U,) deux repéres cartésiens de A. Désignons par x, la loi horaire dans le
repére (01, 31) et par x la loi horaire dans le repéere (02, yg).

Pour tout réel t de l'intervalle E, nous avons :

01P(t) - X1 (I‘} 31 et OzF(f} - Xg(i) h"z.

Posons : 0,0, = pu;, et uz; = At;.

Le vecteur 32 est non nul; le réel A est donc non nul.

Pour tout réel ¢ de E, nous avons : N R )

01P(I) = 0102 - ng{t), c‘eSI'é-difB DX (r) Uy = py + )\Xz(t) iy

Nous en déduisons : Y€ E,' X, (t) = lxztgt)_ + p:: ‘

Désignons par f la fonction affine sur R définie par :

f: R— R, x An—> AX+ IL
Nous avons alors : JteE fx2()] = mx%(t)t ;.5.-.}9- la
Il en résulte : JteE X (1) = f[x2(f)], cest- DXy
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

H r__---_"""'h-
THEOREME : Si x, et x, sont les lois horaires du rnm:\remant d'un Point
respectivement dans un repére (0, U1) et dans un repare

sur une droite J\, ’
surlR: X ~n—> AXx + y, avec ), x

(02. 5;). il existe une fonction affine 7
pour laquelleona : x; = foXa.

—

Remarque : Le réel 2 est non nul, la fonction affine 7 est donc une bijection g
. e L . i ‘A a H : = .
R sur IR. De l'égalité: x; = foXxp, NOUS déduisons l'égalité: x, =7 Tox,

x(t) U
c'est-a-dire: YteE xa2(f) = _‘_l_ =

Réciproquement, considérons le mouvement P d'un point p dont la loi horajre

dans un repere (D,, u,) est X;. -
Montrons que, si f est une fonction affinesurR: X A—> AX + [, avec : A#(

alors I'application composée : X = f~'ox, est une loi horaire du mouvement
P de p.

Nous avons : YtekE 6:3(1'} = X, () U,

et : YteE x () = (foxa)(t) = AXa(t) + @

Nous en déduisons: YtekE, ﬁ(t) = Ax3(1) 31 + pE,.

Posons : 3;._ — % u,, et désignons par O, le point de A défini par : 51-62 = p.51.
Nous avons alors :

V2eE O.P(f) = xo(f) Uiz + 0,0z clest-a-dire: | teE, OP(t) = xa(t) tz
L'application x, est donc la loi horaire du mouvement P de p sur A, dans le repere
(02, ).

THEOREME : Si x, est une loi horaire du mouvement P d'un point p sur
une droite A, pour toute application affine f surR: x ~— Ax + |, avec
A # 0, I'application 7~ ' o x, est une loi horaire de ce mouvement.

—

Remarque : Des deux théorémes précédents, il résulte que, si x, est une loi horaire
d'un mouvement P de p sur A, toute loi horaire de P est de la forme : x; = 12X
ou f est une application affine sur R: x A— Ax + p, avec: A # 0.

Exemple : Considérons une droite A et un repére (0., u,) de A. Soit P le mouve’
ment d'un point p sur A dont la loi horaire x, dans le repére (O, 31) est:
HfEE, t.?’\.-—!-x‘.f(t)=_2r+3. i
Désignonipar O le point défini par: 0,0, = 54, et par u, le vecteur:
Uy = — 2”1. ’
Nous avons: A= —2 et u=25; nous av 5.

- B X ’ 0 . —_ - 2X ‘i_
Nous en déduisons: YteE x,(f) = — 2%, (SS_I_dgnc : f(x)
c'est-a-dire : JfeE x(t) = — %(Jﬁ (f) — 5)= ¢4 1

La loi horaire du mouvement P dans le repere (0
2

x: R— R, t A~—> 41, Uz)EStdﬂnCI
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE DUN POINT
Vitesse. Fonction vitesse.
Soit P le mouvement d’un point p sur
P: E— A, t A— P(2).
Considérons un repére (0, 3) de A et la loi

une droite A :

horaire x du mouvement P dans ce repere.

Vitesse-a l'instant t.

Soit  un réel de I'intervalle E; supposons la fonction x dérivable au point ¢.

DEIiINlTION : On appelle vitesse * du point p a l'instant ¢, dans le repére
(D, u), le numhre dérivé de la fonction x au point z.

Fonction vitesse.

Supposons la fonction x définie et dérivable sur un intervalle ouvert 1t,, o[ inclus
dans E. La vitesse est alors définie pour tout instant ¢ de l'intervalle 1¢;, [

DEFINITION : On appelle fonction vitesse du point p, dans le repére
(0, u), la fonction dérivée x' de la loi horaire x dans ce repére.

— e -»>
Notons v la fonction vitesse dans le repére (O, u); nous avons :

th]t‘lr tz[, V(t} = X!'(t). )
On appelle diagramme des vitesses une représentation graphique de la fonction
vitesse v.

Vecteur vitesse.

Soit P le mouvement d’un point p sur une droite A.

Considérons deux reperes (01, 31) et (02, 32) de A, et désignons par x, et par x;
les lois horaires du mouvement P respectivement dans (0, 31) et dans (05, Ez).
Posons : 0_1_62 = p.'t;1 et 32 = 131; nous avons: A# 0.

Pour tout réel t de l'intervalle E, nous avons (n® 5, p. 183) :

{
X (f) = Axa(t) +u et xa(tf) = X—HQ -

Il en résulte que la fonction X, est dérivable sur un intervalle 1t,, t; [, inclus
dans E, si et seulement si la fonction x; est dérivable sur 1t tf. ;

Dans toute la suite de ce chapitre, nous suppospfrons qu'une loi hma;rel :
mouvement de p est dérivable sur I'intervalle 12, &2 [; ||_en résulte que toutes les loi

horaires du mouvement de p sont dérivables sur cet intervalle.

éel qui exprime une vitesse est le quotient d'un réel qui exprime

durée. -
'y by unité de longueur et de |'unité de durée.

nde, en abrégé m/s.

* Du point de vue physique. le re
une longueur par un réel qui exprim de I
L'unité de vitesse dépend uniquement 0€ ot
L'unité Iégale de vitesse est le métre par s€
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

I
Nous avons : Ytelty, t2[, X, (1) = hxa(t). R
du point p dans le repére (01, u1);

du point p dans le repere (04, U2).
[, nous avons alors :

x, est la fonction vitesse v,

x5 est la fonction vitesse V2
Pour tout réel t de l'intervalle ]ty £z

vy (1) :11 = ()\ vz(t)) "t:h. = v,(t) v2. » =
Posons : V(f) = v, (t) U;; nous avons aussi: V(t) = va(t) ua.
Le vecteur V(t) est donc indépendant du repére utilisé pour définir ce vecteur,

DEFINITION : Soient P le mouvement d’un point p sur une droite A;_t'
v la fonction vitesse du point p dans un repére (O, 3) de A. On appelle
vecteur vitesse du point p a l'instant , le vecteur "_J(t) défini par :

V() = v(t) .

Remarque : Nous avons démontré l'égalité: Ytelty, [, vy (t) = Avy(t) ol
A est le réel non nul défini par: ;2 = :\};1.

Il en résulte que la vitesse du point p a l'instant dans un repére (O, Z') ne dépend
pas de l'origine O de ce repére; elle dépend uniquement du vecteur u de ce repere.

Accélération. Fonction accélération,

Soit P le mouvement d'un point p sur une droite A.

W r - + . - %
Considérons un repere (0, u) de A et la loi horaire x du mouvement P dans ce repere.
Nous supposons que x est dérivable sur un intervalle ouvert 1¢;, ; [, et nous dési-
gnons par v la fonction vitesse.

Accélération a l'instant t.
Supposons que la fonction vitesse soit dérivable au point t de I'intervalle ]ty fzL:

DEFINITION : On appelle accélération® du point p a I'instant ¢, dans le
repére (0: U)- le nombre dérivé de la fonction vitesse v au point 1.

Fonction accélération.

Supposons la fonction vitesse v dérivable sur I'intervalle 1t,, t-[. Nous supposons

donc que la fonction x” dérivée seconde de la foncti cio our Tt B2
(n° 44, p. 180, tome ). onction x est définie sur 1t

——————————

+ Du point de vue physique. le réel qui exprime y . o réel QU
exprime une viigasqe p?jréun r{rjéE:jl qui exprime une durgs accélération est le quotient d'U
L'unité d‘acceleration pen one uniquement de I % o durée.
L'unité légale d"accélération est le métre par secondaugtjtécgrfélo:r?t;i%;é c'jarr:f:;”té .

186



19

20

21

32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

ta[.
DEFINITION : On appelle fonction accélération du point p, dans le repére
(0. ©), 1a fonction dérivée v’ de la fonction vitesse dans ce repére

Notons y la fonction accélération dans e repére (O, &); nous avons :
Vielt, &I () = v'(8), ou encore -

g o8 YO = x'().
n appe lagramme des accélérations une représentation graphique de la
fonction .

Vecteur accélération.

Soit P le mouvement d'un point p sur une droite A,

Considérons deux repéres (01, 31) et (02, u,) de A, et désignons par v, et par v,

les fonctions vitesses du point p respectivement dans (01, '51) et dans (02, Ez).
Posons : w; = Au,: nous avons : #= 0.
Pour tout réel ¢ de l'intervalle 1¢,, t,[, nous avons (n° 14, p. 1886) :

Vi (f) = Ava(t) et uzmz‘ﬁ_{ﬂ.

Il en résulte que la fonction v, est dérivable sur l'intervalle 1%, &, [ si et seulement si
la fonction v, est dérivable sur 1t;, &;[. Dans toute la suite de ce chapitre, nous
supposons qu‘'une fonction vitesse de p est dérivable sur 1ty &2 [; il en résulte que
toutes les fonctions vitesses de p sont dérivables sur cet intervalle.

Nous avons: Ytelt, t,[, vi(t) = ava(l).
vy est la fonction accélération v, du point p dans le repére (01, u1);

vz est la fonction accélération v, du point p dans le repére (0., ).
Pour tout réel t de l'intervalle ]t,, t.[, nous avons alors :

- - -+

Y1 (t) uy = (}“f'z(f)) uy = ya(t) us. .

Posons : f(t) = v,(t) uy; nous avons aussi: F(r) = v (1) u,.

Le vecteur F(t} est donc indépendant du repére utilisé pour définir ce vecteur.

DEFINITION : Soient P le mouvement d'un point p sur une droite A et y
la fonction accélération du point p dans un repére (0'. ) Ee A. On appelle
vecteur accélération du point p & l'instant ¢ le vecteur I'(f) défini par :

T(t) = y(t) .

Remarque: Nous avons démontré I'égalité : Yt ety [, v1(t) = Aya(t), ou
A est le réel non nul défini par: Uz = Aus. +)
Il en résulte que I'accélération du point p & l'instant z, dans un repére (0, u), ne

dépend pas de I'origine O de ce repére; elle dépend uniquement du vecteur u de
Ce repére.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

Nature d'un mouvement rectiligne.

Considérons le mouvement P d'un point p sur &. Soient (05, U1) et (0., U2) deux

repéres de A. y

Reprenons les notations des paragraphes précédents. Nous avons montré |'égalité :
U, = )\31

yrelt, [ v (1) = AV, (t), ol
Nous en déduisons: Y1e€lt. 2 [
Il en résulte que les deux fonctions :
v2: t ~n— (v (t))* et Vi t > (v2 (t))?

I'intervalle 1%y, 2
épendant du repére choisi s

) est le réel non nul défini par :

(v4 ) = 2 (v2 (f))z-

ont le méme sens de variations sur [. Le sens de variations du carré
ur A.

de la fonction vitesse est donc ind

DEFINITION : Soient P le mouvement d'un point p sur une droite A et

v la fonction vitesse du point p dans un repére (o, 3) de A.
1. Si la fonction v? est strictement croissante sur un intervalle, on dit

que le mouvement de p est accéléré sur cet intervalle.
2. Si la fonction v2 est strictement décroissante sur un intervalle on dit

que le mouvement de p est retardé sur cet intervalle.

La fonction v est dérivable sur 1t t2[, 12 fonction v2 est donc dérivable sur cet

intervalle, et nous avons .
[v2]' = 2wV, c'est-a-dire: [v2]' = 2v.y.

Du n° 45, p. 130, tome 1, il résulte :
Le mouvement de p esl accéléré sur un intervalle si et seulement si la fonction v.y

est positive ou nulle et ne s'annule qu’en un nombre fini de points sur cet intervalle.
Le mouvement de p est retardé sur un intervalle si et seulement si la fonction v.Y
est négative ou nulle et ne s’annule qu’'en un nombre fini de points sur cet intervalle.

Etude de mouvements rectilignes.

Mouvement rectiligne uniforme.

Définition.

Soient A une droite et (01, ;) un repére de A.

Considérons le mouvement d’un point p sur A défini par la loi horaire X

repére (01, 31) :
Xy2 E=—# R,
La loi horaire du mouvement de p dans le repére (01, ) est donc une fonc

dans 1@

t ~n— x;(t) = at + b, ol a et b sont des réels.
tion

affine.

188



32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

soient (03, u) un repdre de A et x, la loi horaire du mouvement de p dans ce
repére.

s » L e 1 (Y . F
Nous avons : Xz = f "o x,, o0l ! est une fonction affine sur R (n° 8, p. 184).
Nous en déduisons que x, est une fonction affine.
Si une loi horaire du mouvement de p est une fonction affine, toutes les lois horaires
de ce mouvement sont des fonctions affines,

DE.HNITIOF : On dit que le mouvement rectiligne d'un point p est
uniforme si et seulement si une loi horaire de ce mouvement est une
fonction affine.

Caractérisation d'un mouvement rectiligne uniforme.

25 THEOREME : Un mouvement rectiligne est uniforme sur un intervalle
ouvert E si et seulement sil'ona :

ft. €E YteE V() = V(L)

Soient P le mouvement d'un point p sur une droite A et (0, u) un repére de A.
Supposons que la loi horaire x dans le repére (O, 3) soit une fonction affine :
x: E—> IR, t > at+ b, avec: a€elR et belR.

Pour tout réel ¢ de I'intervalle E, nous avons : v(t) = a.

Nous en déduisons: YteE, ?(t) — au.

lenrésulte: Yt  €E Yt eE V()= V(ts).
Réciproquement, supposons que I'on ait :

Yt eE YtaeE V()= V().

Nous en déduisons: Yt €E Vtz2€ E, v(t;) = v(ta).
La fonction vitesse est donc une fonction constante sur E.
Posons : Vv (f;) = a, nous avons alors :

yteE v(t) =a

Soit x la loi horaire dans le repére (O. u); nous avons :
VteE x'(¢f) =a

Considérons la fonction f définie par : f:
Nous avons: fteE f(t)=a

Nous avons donc: YteE (X' — f)(t) = 0. _
La fonction (x — f)' est donc la fonction nulle sur E. Du n° 45, p. 130, tome |, il

résulte que la fonction x — f est une fonction constante sur E.

Il existe donc un réel b pour lequel on a : Yze E (x—=f)@)=0b
c'est-3-dire: x = at+ b. Le mouvement rectiligne de p est donc uniforme sur E.

libre, nous avons : [ teE x(t) = b. Nous

E— R, t n— aL

26 Remarque : Si le point p est en équi

en déduisons : §teE V()= 0. . R
Réciproquement, sil'ona: Y€ E, V() = 0, ladémonstration précédente montre
quelona: Y{tekE x(t) = b. Le point p est alors en équilibre.

189



27

29

30

22. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

Etude d'un mouvement rectiligne uniforme sur R.

Considérons le mouvement uniforme d'un point p sur une droite A, défini par sg

loi horaire x dans un repeére (0, u) de A :
x: R— R, t n— at+ b

Si a est nul, le mouvement de p est |'équilibre ; nous supposons désormais a non nul.

Trajectoire : Soit T la trajectoire du point p.
Un point M, de A appartient 4 T si et seulement s'il existe un réel to pourlequelona :
Mo = P(t;). Posons wa = X u.
Nous avons I'équivalence logique : (Mg € T) <— (JtoeR, xo = aty + b).
L'équation du premier degré & une inconnue t: at+ b — Xo = 0 admet, pour
Xo — b

=

tout réel xo, une solution unique dans R: ¢ =
La trajectoire T est donc la droite A.

Description du mouvement :

1. Si a est positif, dans l'intervalle ] — oo, + oo[, le point p se déplace dans le sens
du vecteur u.

2. Si a est négatif, dans I'intervalle ]— oo, + oo, le point p se déplace dans le sens
contraire du vecteur u.

Mouvement rectiligne uniformément varié.
Définition.

Soient A une droite et (01, 31) un repére de A,

Considérons le mouvement d'un point p sur A défini par la loi horaire x, dans le
repére (01, A E

X;: E— R, t n— x(t) = at?2 + bt 4+ c, ol 3, b, ¢ sont des réels.

La loi horaire du mouvement de p dans le repére (01, 31) est donc une fonction
polynéme de degré inférieur ou égal a 2.

Soit (02. 32) un repére de A et x5 la loi horaire du mouvement de p dans ce repére.
Avec les notations du n° 5, p. 183, nous avons :

ytek, xz(r)="‘Tm—§'-

. b c—
Nous en déduisons : {teE, x,(f) = ; 2 + ITH' _?TE

Toutes les autres lois horaires du mouvement de p sont donc des fonctions poly-
ndmes de degré inférieur ou égal a 2.

DEFINITION : On dit que le mouvement rectiligne d'un point p est
uniformément varié si et seulement si une loi horaire de ce mouvement
est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 2.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

g1 Remarque : Si la loi horaire x est définie par : YteE t n— at?2+ bt +c
etsilona. a= 0, le mouvement est un mouvement rectiligne uniforme.

Caractérisation d'un mouvement rectiligne uniformément
varié.

32 THEOREME : Un mouvement rectiligne est uniformément varié sur un
intervalle ouvert E si et seulement si I'on a :

ft;€E JtaeE T(t) = T(ty).

Soient P le mouvement d’un point p sur une droite A et (D, E) un repére de A,
Si le mouvement est uniformément varié sur I'intervalle E, la loi horaire x dans le

repére (0, 3) est :

x: E— IR, t rn— a2+ bt + c, ol a, b, ¢ sont des réels.
Nous en déduisons: YteE, v(t) = 2at + b,

puis : Y12sE +(f) = 2a.
Nous avonsdonc: |tzeE, f(t) = 2au.
Il en résulte : Yt.€E Yt ek, f{r,) = f{rz}.

Réciproquement, supposons que |’on ait :

Vi, eE Yit.eE f{t,) = ﬁ{tz}.

Nous en déduisons :

Vt1eE YLeE y(ty) = y(t).

La fonction accélération est donc une fonction constante sur E.
Posons : y(f;) = 22, nous avons alors :

YteE ~+(f) =2a, c'est-a-dire : v'(f) = 2a.

Soit g la fonction définie par: g: E—> R, t ~n— 2at.
Nous avons: {teE g'(f) = 2a.

Nous en déduisons :

fzeE (v—g)'(1) = 0.

La fonction (v — g)’ est la fonction nulle sur E; la fonction v — g est donc une
fonction constante sur E.

Il existe donc un réel b pour lequel nous avons :

VteE (v— g)() = b, c'est-a-dire: v(t) = 2at + b.

llen résulte: {teE, x'(f) =2at+ b.

Considérons la fonction A définie par :

h: E— R, t n— at2 4 bt

Nousavons: fteE, h'(t) =2at+ b.

Nous en déduisons :

VteE (x—h)'() =0.

La fonction (x — h)’ est la fonction nulle sur E; la fonction x — A est donc une
fonction constante sur E.

Il existe donc un réel ¢ pour lequel nous avons :

VteE (x— h)(t) =c c'est-a-dire: x(t) = at2 + bt + c.
Le mouvement rectiligne de p est donc uniformément varié sur E.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

Etude d’'un mouvement rectiligne uniformément varié sur jg.

Considérons le mouvement uniformément varié d'un point p sur une droite A définj

par sa loi horaire x dans un repére (O, Er) de A:

Xx: R— IR, t n— at24 bt+ c.

Si a est nul, le mouvement de p est rectiligne uniforme; nous supposons désor-
mais @ non nul.

Trajectoire : Soit T la trajectoire du point p.
Un point Mg de A appartient a G si et seulement s'il existe un réel ¢, pour lequel on a :
Mo = P(1p).
Posons : 651’0 = xol'}.
Nous avons I'équivalence logique :
(Mg e B) = (Jtp e R, Xo = at3 + bty + c).
Le point M, appartient donc a T si et seulement si I'équation & une inconnue ¢ :
at? + bt + ¢ — x, = 0, admet au moins une solution dans IR. Le discriminant de
cette équation est: b2 — dac + 4axg.
Nous en déduisons :
(Mp € B) <—== (dax, > 4ac — b2).
bz) 7

Soit A le point de A défini par : 0A = (c =

b2
1. Si a est positif, nous avons: (Mje G) == (xg =Cc— E)'
La trajectoire T est I'ensemble des points de A dont |'abscisse est supérieure a
bz
C— 7z

b2
2. Si a est négatif, nous avons: (Mge T) <= (xg <c-— 1—3)-

La trajectoire T est I'ensemble des points de A dont I'abscisse est inférieure a
b2

c__-

4a

Fonction vitesse: La fonction x est dérivable sur IR ; sa fonction dérivée x' est
définie par: t n— 2at -+ b.
Nous avons donc: ftelR, v(f) = 2atf+ b.

b
La vitesse du point p a l'instant : #; = — 55 est nulle: v(fy) = 0.
La position P(Z,) du point p & cet instant est définie par: OP (o) = x(to) u.
b 2 ﬁ b2
Nous avons : x (&) = a? (— 2‘5) + b (-— ﬂ) +e=c—z

Nous en déduisons : P(f) = A.

Fonction accélération : La fonction v est dérivable sur IR ; la fonction dérivée v’
est définiepar: ¢ An— 2a.

Nous avons donc: ftelR, y(t) =2a
La fonction accélération v est donc une fonction constante sur R.
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92. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

37 Nature du mouvement : Pou

38

vit) Y(O) = (2at + b) 24 — 4;;:}:} rzéﬁll;r nous avons :
Nous en déduisons : (V(t) T(l') = 0) _ (t =lg= — "E) g
2a)’

(V)Y@ <0) == (1 < 1)
(VO ¥(0) > 0) <= (¢ > 1),
Le mouvement de p est donc retardé dans

1'!nterva[le ]— o0, ty[: il est accéléré dans
lintervalle ]z, + oof.

Description du Mmouvement; diagram-
mes. 1. Sia est positif, nous avons :

(v(t) > 0) <> (t> 1) et

(v(t) < 0) =— (t < ty).

Dans l'intervalle ]— oo, 5[, la vitesse du
point p est négative; le point p se déplace
en sens contraire du vecteur E: de plus, le
mouvement est retardé.

i b
A linstant : 5 = — T la position du

point p est le point A.
Dans l'intervalle ]z, 4+ o[, la vitesse du Aceaidistions \
point p est positive; le point p se déplace l __-*; \
dans le sens du vecteur u; de plus, le mou- @ \
vement est accéléré.

Les diagrammes respectifs des abscisses,

des vitesses et des accélérations sont

donnés sur la figure 1.

2. Si a est négatif, nous avons :

(v(t) > 0) —= (t<ty) et

(v(t) < 0) <> (t > [y).

Dans lintervalle 1— oo, o[, la vitesse du
point p est positive; le point p se déplace
dans le sens du vecteur u; de plus, le mou-
vement est retardé.

A l'instant — ib; la position de p est A

Dans lintervalle ]#o, + o[, la vitesse du

point p est négative; le point p sé déplace
-

en sens contraire du vecteur u; de plus, le

mouvement est accéléré. '
Les diagrammes respectifs des abscisses,
des vitesses et des accélérations sont

donnés sur la figure 2.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D°UN POINT

Mouvement rectiligne vibratoire simple.

Définition.
Considérons quatre réels a, b, ¢, w. Nous supposons a et b non tous les deux nuls,
et w non nul; nous avonsdonc: a2+ b2#0 et w3 0.

Soient A une droite affine et (01, 51) un repére de A.

Considérons le mouvement d'un point p sur A défini par la loi horaire x; dans e
repere (01, 51) :

Xy: E— IR, t > acoswt+ bsinwt 4+ ¢.

Soient (0,, U,) un repére de A et x, la loi horaire du mouvement du point p
dans ce repére.

Avec les notationsdun®5, p. 183, nousavons : JteE, x,(f)= x1;t) — %

Nous en déduisons: {teE, x,(t) = ;cos ot + § sin ot + E_E_E."‘

a b
3 et 5 ne sont pas tous les deux nuls.

Toutes les lois horaires du mouvement du point p ont donc la méme forme que
la loi horaire x;.

DEFINITION : On dit que le mouvement rectiligne d’'un point p est
vibratoire simple sur E si et seulement si une loi horaire x de ce mou-
vement est : x : E— R, t ~— x(tf) =acos wt+ bsinwt+c, ou
a, b, c,osontdesréelstelsque : 324 20 et w#0.

Etude d'un mouvement rectiligne vibratoire simple.

Considérons un mouvement rectiligne vibratoire simple d'un point p, sur une droite A,

défini par sa loi horaire dans un repére (0, 3) de A:
x: R— IR, t > acoswt+ bsinwt+c, avec: a2+ b2#0 et wx#0.

Soit C le point de A défini par : 0C = cu.

Dans le repére (C, 3), la loi horaire x; du mouvement de p est :

X: R— R, t > acosut+ bsinot.

Nous avons montré, au n® 19, p. 155, qu’il existe un réel o pour lequel on a:
VteR, acoswt+ bsinwt=1/a%+ b2cos(ot — «).

Posons: A = \/a2 4 b2;: nous avons alors :

VielR, x;(t) = Acos(wt— ).

Remarque : Posons o' = —w et o' = — a. Pour tout réel £, nous avons :
cos(wf — a) = cos(w't — a').

Pour étudier le mouvement du point p, nous pouvons donc supposer que w est
positif.

Nous allons étudier le mouvement du point p défini par la loi horaire x, dans le repére
(C. 5) FtelR, x;(t) = Acos(ot—a), avec: AeR}, welR] xelR.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

= 2
té : Po ' —
périodici é sons: T & Pour tout réel ¢, nous avons :

2
x(t+T)= ACGS(M(t-t- E") — a) = Acos(wt— o+ 27) = Acos(wt — a)
c'est-a-dire : Xy (¢ +T) = x, (2).
La fonction x; est donc une fonction périodique de période T.
llenrésulte: {telR, YhkeZ, x (t+ KTY = x,(8).
Les positions du point p aux instants t et ¢ + k T sont donc égales :
ytelR, YhkeZ P(t+kT)=P().
On dg que le mouvement du point p est un mouvement périodique de période :
™

[41]

Trajectoire : Soit T la trajectoire du point p. Un point My de A appartient 3 G
si et seulement s'il existe un réel t, pour lequelona: My = P(t).

Posons: CMg = Xg-[;.

Nous avons I'équivalence logique :

(MgeB) <= (JtoeR, Xxo = Acos(wty — a)).

Le point Mg appartient donc a G si et seulement si I'équation & une inconnue [ :
A cos(wt — &) — X, = 0 admet au moins une solution dans IR.

Cette équation admet des solutions dans IR si et seulement si :
c'est-a-dire: — A< xg < A

Soient M, et M, les points de A définis par: CM; = Au; CM; = — Au.

Il en résulte que la trajectoire T est le segment [M;, M;].

Le point C, milieu de [M,, M], est appelé le centre du mouvement. Le réel A
est appelé amplitude du mouvement.

<1

Xo
A

Remarque : Si nous reprenons les notations du n® 40, p. 194, nous avons :

0C =cu et A=+/a2+ b2

La trajectoire est le segment [M;, M_] dont les extrémités sont définies par :

OM, = (c + /2 T B2) i; OMp=(c— /a7 +6?) &

Fonction vitesse : La fonction x; est dérivable sur IR (n° 35, p. 127) ; safonction
dérivée x' est définie par: t A—> — Awsin(ot — ).

La fonction vitesse v, dans le repere (C, u) n_est donc :
Vi: IR— R, t A— v (l) = — Awsin(wt — «).

Fonction accélération : La fonction v; est dérivable sur R et sa fonction dérivée
v est définie par: t ~—> — Aw? cos(wt —_:x).

La fonction accélération vy, dans le repére (C, u) est donc :

Yi: R— R, tr— () =— Aw? cos(ot — o).

Nous avonsdonc: YfelR, ¥4 (1) == w2 x4 (1). N - |

Des égalités : f(t} = v (f) 7 et CP(t) = x;(f) u, nous déduisons :

Ef eR, T'(t) = — w2 CP(1).
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3 MO UVEMENT REC”HGNE D°UN POINT

mes : La fonction x,

diagram
mouvement gr: est une fﬂncun

47 Description | du v

= - 1Y

périodique de période : T = 777 Nous étudions donc le mouvement de P unique.

ment pendant uné durée égale a T, par exemple, pendant l'intervalle g temps

Ps

2T

1]

w ()

Nous avons gquivalence logigue :

(IE [U = 2_'5]) <~ ({mt-— a) € [0, Zn]).

) W (]
Nous en déduisons |e sens de variations de chacune des fonctions x, vy, y
¥ N 1

27
I'intervalle [E— -+ -—-] puis le signe du produit v, (£) v1(2) sur cet intervye,

dans

W
Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous :

IR
[

()

E
EIR

A
X (1) i 0

v, (1) 0
e N e

14 (1) S
1 —Amz--“’"’o -—\0""——-—-..,, Aw

wO e [0 4 (l] - {l) . cl) L
| | | |

Les diagramm
es respectifs de
donnés sur la figure 3. S abscisses, des vitesses et des accélérations sont

Alinstant: ¢t = =
t ia Position du point p est le point M
Dans I'intervall ] ' b
" e. = ki +
déplace de M, V'E(l'us & L 2{ 13 vitesse dy point p est négative; le point 7 5@
ro
Alinstant: = % + D T (r) Y1 (£) est positif ; le mouvement est acclére
Dans l'intervalle ] $ __ e =foint &

2 W la
. déplace de C vers M2 L Drotcliju t [ vitesse du point p est positive ; 1€ point 7 ¥
¥ |
A l'instant : ™ V1{8) 1 (t) est négatif ; le mouvement est " tard

= — + Ia
posi
tion dy Point p est |e point M.
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32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT

Accélérations

b
E-\\ n;+'2_7t
@ \ ()] [41]
) .
- Sy,
— A w1
= ®
Dans l'intervalle ]E + 5 + 3—-:[ la vit d int t itive ; | int p se
P m- o B ' Inesse au point p est positive; le point p
déplace de M, vers C. Le produit v, (¢) v, () est positif ; le mouvement est accéléré.
Alinstant: t= E + ﬂ-: la position du point p est le point C.
Dans I'int lle |= + e = -+ g--TE[ la vitesse du point p est positive ; le point p
ns lintervalle |~ + 5— = = p p p :

se déplace de C vers M,. Le produit v, (f) v, (f) est négatif; le mouvement est
retardé.
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EXERCICES

198

# Dans les exercices suivants (n°* 1 4 4), on considére une droite D, un

repere (O, ;) de D et un mouvement d’'un point p sur D, Etudier les mou-
vements du point p sur D définis par les lois horaires suivantes :

1 tr—> 1421 2 t n—» 31— 2.

3 tA— 2(1-—1). 4 t n— 142 |1).

& Dans les exercices suivants (n°* 5 a 10), on considére une droite D
un repére (O, &) de D et un mouvement rectiligne uniforme d‘un point p

=
sur D. Déterminer la loi horaire dans le repére (D. u) et décrire le mouvement
dans chacun des cas suivants :

5 Al'instant O, le point p est en O et sa vitesse est 3.
6 Alinstant 0, le point p est en O et sa vitesse est — 4.
7 Al'instant 0, la position de p est |e point d"abscisse 2 et sa vitesse est 3.

8 Al'instant O, la position de p est le point d'abscisse — 3 et a l'instant 2,
la position de p est le point d’abscisse 2.

9 Alinstant — 1, |la position de p est e point d'abscisse —1 et 3 l'instant 3,
la position de p est le point d’abscisse 5.

10 Al'instant 3, la position de p est le point d'abscisse — 5 et a I'instant 5,
le point p esten O.

11 On considére deux points p et p’ en mouvement rectiligne uniforme sur
une droite D rapportée & un repére (D, ;)

A l'instant 0, la position de p est le point d'abscisse 1 et sa vitesse est 4,
la position de p’ est le point d’abscisse 19 et sa vitesse est — 2.

1° Déterminer les lois horaires dans le repére (D, ;) des mouvements de
chacun des points,

2° Déterminer l'instant ¢, pour lesquels les positions de p et p' coincident.

Calculer I'abscisse de cette position, et les vitesses de chacun des points
a cet instant.

12 Meéme exercice que le n° 11, lorsque les pouvements de p et p' sont
définis de la fagon suivante :

Al'instant — 1, la position de p est le point d"abscisse — 5 et sa vitesse ast 3,
la position de p' est le point d'abscisse 3 et sa vitesse est 2.

13 Soient D, et D, deux droites sécantes en un point O et de vecteurs
directeurs respectifs : .; et :‘;.

Un point p; est en mouvement rectiligne uniforme sur D, : & I'instant O,
p est en O et sa vitesse dans |e repére (0. ?,) est 2,

Un point p; est en mouvement rectiligne uniforme sur D, : a llinstant O,
P2 esten O et sa vitesse dans |e repére (D, 1;) est 4,

1° Ecrire la loi horaire x, du mouvement du point py dans le repére (0, ?:}
et la loi horaire x, du mouvement du point p, dans le repére (D, }"1).
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:nhi);ndni::u:n rlh:r Py(t) et Py(1) lus Positions respectives des points p, et p,
- A Chiaque instant ¢, on associe Is point M (1) milieu d

[Py (e), Po(1) ] Montrer qu'on . ligne M d-un

. définit ainsi le mouvement rectiligne M d’
poInt m sur une droite D que I'on déterminera, i "
3° Quelles

sont les positions respectives M(0) et M(1) du point m aux

insla‘nts 0 et 17 Soit R le repére (M{O}. M(0) M{Ti). Quslle est la loi
horaire du mouvemaent du point m dans R ? Décrire le mouvement de m.

1.4 Médme exercice que le précédent dans le cas od les mouvements rec-
tilignes uniformes des points p, et P2 possddent les propridtés ;

A l'instant 0, les abscisses respectives des points py ot p, sont 4 et 5, la
vitesse de p, dans (D. :,) ost — 2 ot la vitesse de p, dans (0, ;3) est 3.

# Dans les exercices suivants (n°* 15 & 24), on considére une droite D,

-
un repére (0. u) de A et un mouvement d’un point p sur A, Etudier les mou-
vements du point p sur D définis par les lois horaires suivantes :

16 ¢ nv— 317 =41 + 2 16 ¢ ~nv—» B2 44t 4 1.
17 ¢ ~—= (t—=1)(t + 3). 18 t ~v—» (6—=0(t 4+ 2).
19  ~v—» (31— 2). 20 ¢ ro—» [(4 —1).

21 yre([—1.2] t n—» |t(t—=1)].
22 yre[—2 2] t n—» |32 —t—2]
23 ytre [0.2] t A—> — 12+ |4t =3

24 yte [05]) t n— |(t=1@=1]

& Dans les exercices suivants (n°® 25 a 28), on considére une droite D,
un repére (0 E) de D et un mouvement rectiligne uniformément varié d'un

>
point p sur D. Déterminer la loi horaire du mouvement dans le repére (0, 4)
et décrire ce mouvement dans chacun des cas suivants :

25 Alinstant — 1,12 position de p est le point d’abscisse — 1 et sa vitesse
est — 1;2alinstant 1, la vitesse de p est 11.

26 A l'instant 3, la position de p est le point d'abscisse — 2 et sa vitesse
est — 4: & I'instant 0 a vitesse depest.

27 A linstant 0, la position de p est le point d‘absc.issa — 2 et sa vitesse
est 2: A linstant 4 la position de p est le point d'abscisse 10.

1 .
intd‘abscisse — = tesse est 1
28 Alinstant g. la position de p est le pointd‘abscisse — 7, 88 YT

et son accélération est 6.
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EXERCICES
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29 On considére le mouvement uniformément varié d‘un point p sur une

droite A rapportée 4 un repére (0, ﬁ) qui vérifie les propriétés suivantes :

a) Al'instant 0, la position de p est le point d’abscisse 80 et sa vitesse est
— 40;

b) L'abscisse de la position de p est maximum 2 l'instant 5.

# . a '.
Déterminer la loi horaire du mouvement dans le repére (0, u) et étudier
ce mouvement.

30 On considére le mouvement d’un point p, sur une droite A rapportée

a un repére (0, 5) déterminé par la loi horaire x, :
Veell, + oot A—> 12 — 4t 49,

1° Etudier le mouvement du point p,.

2° On considére le mouvement rectiligne uniforme d’un point p, sur la

- - - et
droite A dont la loi horaire dans le repére (O, u) est x, :
YeeR,, t n—> VtolV estunréel. Comment faut-il choisir V pour qu’il
existe un instant ¢ tel que les positions des deux points p, et p» a cet instant

soient confondues ?
9 : - ;
39 Vest égal 2 i A quels instants les positions des points Py et p, sont-elles

confondues ? Déterminer leurs abscisses.

31 Soient deux droites parallgles A, et A, de vecteur directeur 5, (D,. E)
un repére de A, et (02,3) un repére de A.,

1. On considére le mouvement d’un point p, sur A, défini par sa loi
horaire x; dans (01,3). On considére le mouvement P, d'un point p, sur D,

e = o =
défini par sa loi horaire dans (02, u). A chaque instant ¢, on associe le point
M (¢) milieu du segment [Py (t), P2(2)].

Montrer que I'on définit ainsi le mouvement rectiligne M d‘un point m sur

la droite A déterminée par le point O milieu de [0,, 0,] et le vecteur i
Quelle est |a loi horaire du mouvement du point /7 dans le repére (03) ?

2. Etudier le mouvement du point m dans chacun des cas suivants :
a) x; it n—> (t41)2 et X3 !t rv— —(t—1)2 + 2.
by i it nv—> 2124+ 2t —1 et x; :t "—> — 12 4 3,

32 Soient D, et D; deux droites sécantes en un point O et de vecteurs direc-
teurs respectifs ; ;; et }"2.

Un point p, est en mouvement uniformément varié sur D, : & I'instant 0,
sa vitesse dans le repére (D, .«:) est 0 et sa position est le pointd'abscisse 1;
a l'instant 1 I'abscisse de la position de p4 est 0.

Un point p, est en mouvement uniformément varié sur A, : & l'instant 0, sa

vitesse dans le repére (O,?z) est nulle et sa position estle point d'abscisse 1;
a I'instant 1 I'abscisse de la position de p, est 2,

10 Ecrire la loi horaire de p; dans le repére (D, ::) Ecrire la loi horaire de p2
dans le repére (0, ,:)




32. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT
2° A chaque instant ¢, on associe le

. iy ki point M (r) défini par :
OM (£) = OP, (¢) + 0P, ().

Montrer qu'on définit ainsi le mouvement rectiligne d'un point m sur
droite A. Vérifier que le vecteur = i
Onpose : (A} = ANA;. Quelle est I'a
3° Déterminer la loi horaire x du mou
le mouvement du point m.

40 M_ontrer que, pour tout ¢, on a : Pi(t) = M(t). Montrer qu'il existe
deux instants ¢, et > pour lesquels on a :

Pa(ty) = M(t;) et P2(t2) = M(t,).
Déterminer ¢, et t,.

une
-

— /3 est un vecteur directeur de A.
bscisse du point A sur la droite A7
vement de m sur la droite A. Etudier

® Dans les exercices suivants (n°* 33 a 38) on considére le mouvement

d’un point p sur une droite A rapportée a un repére (0, 3), défini par sa loi
horaire x.

1° Montrer que le mouvement est un mouvement vibratoire simple.
2° Déterminer le centre, I'amplitude et la période du mouvement,
3° Etudier ce mouvement.

33 t nv—> sint+4+cost+ 1.

34 t n— 1/5. (sin 2t + cos 2¢t) — 3.

35 t nv— —J—_{sin31+c053r)—5.

\/2

1 ] 1/5 . fm _
3% t n— 5009(2!—§)+—2~sm (5—21‘) 1.

37 t A—> 2cos?t—4sin?r+ 3.
2 " in2 =T + 2.
38 t ~n—> 2co0s? | — 7] — S a

39 Soient a, b, w, ¢ des réels tels que : a2 + bz-;é 0 et w3 0 On
considare le mouvement d‘un point p sur une droite D rapportée a un

repére (D, 3) défini par sa loi horaire x dans (0, u) :

in2wt 4+ c.
r—> acos? et + bsin® o : § 5
It'u'l ntrer que le mouvement de p est un mouvement vibratoire simple.
o} .
Déterminer le centre, I'amplitude et la période de ce mouvement.

40 Soit A une droite rapportée a un repére (0, u). On considére le mouve-

ment d'un point p sur D défini par s
{ A—> cOS2t+Acost, ol Aestun réeil.
ment de p soit un mouvement vibratoire sim

+) .
a loi horaire x dans (0, u) :
Déterminer A pour que le mouve-

ple.
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33.
Espaces affines euclidiens

Generalites.

Distance euclidienne.

Considérons un espace affine A associé 3 un espace vectoriel euclidien E. A tout

—F
couple (M, N) de A x A, associons la norme du vecteur MN.
Pour tout vecteur x de E, nous avons : || x|| > 0.

Nous définissons donc une application, notée d, de A A dans R, :
(M, N) ~— d(M, N) = || MN ||

DEFINITION : Soit A un espace affine associé  un espace vectoriel eucli-

dien E. L'application d de A < A dans R, définie par : (M, N) ~n— ”T"-"l_l(l "
est appelée distance sur A.

Le réel d(M, N) est appelé distance des points M et N.

Proprietes de la distance.

Pour tout couple (M, N) de points de A, nous avons

d(M, N) = [[MN || = || - MN || = || NN || = a(n, my.
Nous avons donc :

fMeA YNeA d(M, N)=d(N, M)

Pour tout couple (M, N) de points de A, nous avons les équivalences logiques
(d(M, N) = 0) < (|| MN || = 0):

(19N | = 0) <~ (N = 3);

(MN=0) <= m=n).

Nous en déduisons :

[¥MeA yNeA (dm, N)=0) < (M= N)
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33. ESPACES AFFINES EUCLIDIENS
4 Pourtout triplet (M, N, P) de points de A, nous avons
g, P) = || WP [ = || IR + 5 || |
De l'inégalité : H MN + NP 1[ < ” MN || - ” NP |] nous déduisons :

“ME;\, YNeA, JPeA, d(M,P)<d(M, N)+ d(N, P)

Espace affine euclidien.

5 DEF_II\_IITIDN : Soient A un espace affine associé i un espace vectoriel
euclidien E et d la distance sur A. L'espace affine A muni de la distance
d est appelé espace affine euclidien.

Espaces affines euclidiens de dimension 2.

6 Considérons un espace affine euclidien, noté P, associé & un espace vectoriel

euclidien, noté _ﬁ, de dimension 2.
On dit que P est un plan affine euclidien.

Repére orthogonal; repére orthonormé.

7 Soit (0, 7. 7) un repére du plan affine P.
On dit que (O, 7. J) est un repére orthogonal si et seulement s
est orthogonale.
On dit que (0, 7. 7) est un repére orthonormé si et seulement si
orthonormeée.

i la base (; ;) de P

la base (? f) de P est

Expression analytique de la distance.

normé (0, 7. 7) de P et deux points M, et M, de P.

8 Consi gre ortho
e CEraGR: s Tep y2) les coordonnées respectives de M, et de M2

Désignons par (x;, y1) et par (Xz

dans le repére (0, H D SRR, x H
Nous avons : d(M;, Mz) = ” MM, ", et 1 MMz = (x2 — x3)/ + (y2 — Y1)/

Du théordme du n° 11, p. 60, nous déduisons :

F(M1, M,) = v/ (xz — x1)% + (Y2 — y1)?
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Droites affines perpendiculalres.

deux droites affines de P, de dim.
D et D' sont perpendiculaires si et seule

DetD’ onales.
tes vectorielles D et D’ sont orthogon

Df i t D’

9 DEFIHITIOI’L: Sggant [;-:que
respectives DetD'. Onadl
ment si les droi

D est perpendiculaire 3 D' et que D’

me est perpendiculaire 3 D.
On dit aussi qué

ésulte de la définition de deux droites vectorielles orthogonales (n° 15, p, ¢
e ; ; .
? ‘:” droites D et D' sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur directey,
que les dro

de D est orthogonal @ un vecteur directeur U’ de D",

Intersection de deux droites affines perpendiculaires.

11 THEOREME : Deux droites affines perpendiculaires sont sécantes.

En effet, soient D et D' deux droites perpen-
diculaires (fig. 1). Désignons par U un vec-
teur directeur de D et par U’ un vecteur -
directeur de D' U
Nous avons : '

U0, U0 UU =0

Le systéme (_'j, U’) est un systéme ortho-
gonal ; les vecteurs U et U’ ne sont pas liés.

Il en résulte que les droites D et D' ne sont @
pas paralleles ; elles sont donc sécantes,

Df

o
ciy

Droites affines perpendiculaires 3 une méme droite.

D, 5
sont parallales.
Soient trois droiteg D,

directions respectiv
Si les droites D, et

.Di et D, dont |eg

Bs sont D,, 32 et B - _1
2 Sont perpendicylai H

| ires

a D, les droites vectorielleg 31

orthogonales 3 D, Les droites veg

et [?2 sont donc égales:
droites D, et D, sont

206

1 —

et D, sont
torielles ),

il en résulte que les @
paraligles (fig, 2).




33. ESPACES AFFINES EUCLIDIENS

Projection orthogonale d'un point sur une droite affine.

13 Considérons, dans le plan P, un point A et

14

une droite D de direction D (fig. 3).
Démontrons qu'il existe une droite unique
de P qui est perpendiculaire 3 D et qui

passe par A.
En effet, il existe une droite vectorielle D’
unique D' de P orthogonale a D. it i

Soit D' la droite qui passe par le point A et
dont la direction est D'. Cette droite D' est
une droite qui passe par A et qui est perpen- n
diculaire a D.

De plus, une telle droite est unique. En effet,
si D" est une droite qui passe par A et qui
est perpendiculaire a P, il résulte du n° 12, @
p. 206, que D’ et D" sont paralldles. Ces

droites paralléles passent toutes deux par A ;
elles sont donc égales.

THEOREME ET DEFINITION : Soient, dans le plan P, une droite D et un

point A. Par A, il passe une droite unique D' perpendiculaire a D.

On appelle projection orthogonale du point A sur D le point d'inter-
section H des droites D et D'.

Exemples.

Considérons un repere orthonormé (OT}) D’
Désignons par D la droite définie par le point
O et le vecteur /, et par D' la droite définie
par le point O et le vecteur /. '
Considérons un point M de coordonnées
(X, y); nous avons : OM = x/ + y/.
Soient H et K les points déterminés par : |
OH=x/ et OK= y? (fig. 4). - . 2

) g DO % R
Le point H appartient a la droite D ; d'autre x ;
part, nous avons : A : e
HM = HO + OM = y/.
Les vecteurs OH et HM sont orthogonaux; H est donc la projection orthogonale
de M sur D. y Ny |
De méme, on vérifie que K est la projection orthogonale de M sur D'.
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Distance d'un point & une droite affine.

D‘EFINITION : Soient A un Point et D une droite de P. On appe_]l_;
distance du Point A 3 la droite D la distance du point A au point H, pro-
jection orthogonale de A sur D,

Considérons une droite D et un point A, A

Désignons par H |a projection orthogonale

de A sur D (fig. 5).

Par définition, |a distance a de A3 D est :

a = d(A, H).

Pour tout point M de D, nous avons

AH.HM = 0,

Duthéorémede Pythagore (n°27, P.52), nous L

déduisons : || AM || = AR |? + || And II?,

c'est-3-dire - P 2 ®)
[d(A, M)]2 = a2 4 [d(H, M)]2. '

Nous en déduisons - VMeD, [d(aA, M)]2 > a2,

Nous avons : d(A,M) >0Qeta = 0; il en résulte - YM e D, d(A, M) > a.
THEOREME : Pour tout Point M d’'une droite D, et pour tout point A
du plan P, Ia distance d(A, M) est supérieure ou égale a la distance du
Point A 3 la droite D.

Condition pour que deux droites affines soient
perpendiculaires.

Considérons un plan P et
Soient D et D' deux droite
ux+vy+w=0 et u

un repére orthonormé de ce plan.
s du plan, d'équations respectives :
X+ vy+ w = 0.

Le vecteur X de coordonnées (— v, u) est un vecteur dir

— —
ecteur de D, et le vecteur X'
de coordonnées (— v/, y

‘) est un vecteur directeur de D,

Nous avons : XX' = (= v) (= v') + wu, c'est-a-dire ; XX = yu’ + wv'.
Il résultedune 10, p. 208, que les droites D et D’ sont perpendiculaires si et seulement
si: wu' + w =0,

THEOREME : Dans un repére orthonor
respectives : ux 4+ vy 4 w =

laires si et seulement sil

mé, deux droites D et D’ d’équations

O et u'x+ vy+ w =0 sont perpendicu-
ona: wu' 4 vw =0

En particulier, soient D et D’ deux droites d'é
y=ax+b et y'=ax+ b';
ces deux droites sont perpendiculaires si

208
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et seulement si I'on a aa' = — 1.
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Equat?nn de la droite qui passe par un point A
et qui est perpendiculaire i une droite D.

Soit (0. :;) un repére orthonormé de P,

Considérons une droite affine D et un point A. Désignons par U un vecteur direc-

g.zu_: d[;e: EII de c:'oordqnnées (v, v), et par (xo, yo) les coordonnées du point A.
oi a droite qui est perpendiculaire 3 D et qui passe par A.

Nous avons : (M e D) —— (AM.U = 0).

Nous eln'déduisons qu’un point M de coordonnées (x, y) appartient & D’ si et seule-
mentsil'ona : wu(x— x,) + vy — yo) = 0.

Une équation de D’ dans le repére (0, ;;) est done :
u(x — Xo) + vy — yo) = 0

Calcul de la distance d’'un point a une droite affine. -

' * ' [
Considérons un repére orthonormé (0, 7, /) de P. 1!
Soient D la droite d'équation : ux + vy + w =0, et A le point de coordonnées
(Xo: Yo)-

Soit D’ la droite qui est perpendiculaire 4 D et qui passe par le point A.
Le point H d'intersection de D et de D' est la projection orthogonale de A sur la
droite affine D : DnD’' = {H}.
Le vecteur : U = u?-}- vf est orthogonal au vecteur : X =— v?+ uf.
X est un vecteur directeur de D ; U est donc un vecteur directeur de D’. H appartient
3 D’: il existe donc un réel A pour lequel on a : AH = AU, c'est-a-dire :
AH = lu.?-}- ll.f;": N R
Nous avons alors OH = OA + AH = (xo + Au) 7 + gyu + )/
H appartient & D ; ses coordonnées vérifient done I'équation : ux + vy + w = 0.
‘Nous en déduisons :

P " 3 w= * UXqg — Vyg — W
u(xg + Au) + viyo + 2v) + w= 0, c'est-a-dire : A= 7 g .
Soit a la distance de A & la droite D ; nous avons : a = || AH ”
llenrésulte : a=|2r][|U [ cest-a-dire :

}a_fuxo+l’!f‘o+w|

Vu? + v?
= § !
s I E [ est un vecteur directeur unitaire de la droite D".
U i .
L'6galité : ATi = U implique 'égalité : AH = [ U || cest-a-dire
—=  UXp+ Wot W=
AH = “/u?_ + vz
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Equation normale d‘une droite affine.

Considérons un repére orthonormé positif (0, }:;) de P.
Soient D une droite et D' la droite perpendiculaire 3 D qui passe par 0.

Désignons par u un vecteur unitaire de D’ et par H la projection orthogonale de Q
sur D. Les vecteurs et OH sont colinéaires; il existe donc un réel p pour
lequel ona : OH = pu (fig. 6). '
D’autre part, nous avons I'équivalence
logique : (M e D) <—> (Wa = 0).
Nous avons :

HM.u = (OM — OH).i = OM.u — p.

Si « est une mesure en radians de l'angle

D D’

N

F>
(.r', u), et si (x, y) sont les coordonnées de

= COS a?+ sin mf et OM =x}:+ yf.
Nous en déduisons :

W.E=xcusa+ysina—p.
Il en résulte : (MeD) <—> (xcos o+ ysina —p = 0).

Une équation de D dans le repére (O. j ;) est donc :

xcosa+ ysina—p=0

Cette équation est appelée équation normale de la droite D.

Remarque : Nous avons : ” OH ” = |p|. La valeur absolue du réel p est
donc égale a la distance du point O a la droite D.

Espaces affines euclidiens de dimension 3.

Considérons un espace affine euclidien, noté A, associé a un espace vectoriel
euclidien de dimension 3, noté E,.

Repére orthogonal; repére orthonorme.

Soit (O, 7 }' k) un repére cartésien de Aj. 1.4
On dit que (O, ;}: E) est un repére orthogonal si et seulement si la base (!', ) l’f)
est orthogonale.

On dit que (O, i f: f{) est un repére orthonormé si et seulement si la baseé
(T /. E) est orthonormée.
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Expression analytique de la distance.

Considérons un repére orthonormé
de A;. Désignons par (xy, vy, z,)

tives de M, et de M. dans le repére
d(M1, Mz) — H M1M2 |r et
Du théoréme ne 23 p.

d(M,

(0, & [ k) de Aj; et deux points M, et M,
et par (xg y3, z,) les coordonnées respec-
(0, i [, l?). Nous avons :

M1_Mz = (X3 — "1);‘{' (ya — Y1):':+ (z; — 21)3-
64, nous déduisons -

M2) = v/ (%2 — x1)2 + (Yza — y1)2 + (2, — 2,)2

Droite affine et plan affine perpendiculaires.

DEFINITION : Soient D une droite de direction D et P un plan de direc-

tion P. On dit que D et P sont perpendiculaires si ot seulement si la droite
vectorielle D et le plan vectoriel P sont orthogonaux.

On dit aussi que D est perpendiculaire 2 P et que P est perpendiculaire 3 D.

Intersection d‘une droite et d’'un plan perpendiculaires.

27 THEOREME : Une droite D et un plan P perpendiculaires sont sécants.

— —
D et P sont deux sous-espaces vecto-
riels; nous avons donc l'inclusion :

{B}cBnP. i D
Réciproquement, pour tout vecteur X de
En_ﬁ, ona: XeD et X eP. Tout
vecteur de D est orthogonal & tout vecteur

.
de "ﬁ; nous avons donc : XX =0,

c'est-a-dire : X = 0. P
Il en résulte : DnP = {0}. ' : B 5
Du n° 39, p. 31, nous déduisons que la : . @

droite D et le plan P sont sécants (fig. 7).

Plans affines perpendiculaires a une droite affine.

THEOREME : Deux plans perpendiculaires 4 une droite sont

paralléles.

et une droite D dont les directions respectives

211
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sont P,, 32 et D. Si les plans P, et P, sont perpendiculaires & D, les plang

- . - —
vectoriels P, et P, sont orthogonaux & D. Les plans vectoriels P, et P2 sont
donc égaux; il en résulte que les plans P, et P, sont paralléles.

Droites affines perpendiculaires a un plan affine.

D'une maniére analogue, on démontre le théoréme :

THEOREME : Deux droites perpendiculaires & un plan sont paralléla;

Projection orthogonale d'un point sur un plan affine.

Considérons, dans I'espace affine euclidien A,, un point A et un plan P de direction P-
Démontrons qu'il existe une droite unique de Az qui est perpendiculaire 3 P et qui
passe par A (fig. 8).

En effet, il existe une droite vectorielle unique D de E; orthogonale & P. Soit D Ia

droite affine qui passe par le point A et dont la direction est D. Cette droite D est
une droite qui passe par A et qui est perpendiculaire a P,

De plus une telle droite est unique. En effet, si D' est une droite qui passe par A
et qui est perpendiculaire & P, il résulte du n° 29, p. 212, que D et D' sont paralléles.
Ces droites paralléles passent toutes deux par A: elles sont donc egales.

THEOREME ET DEFINITION : Soient, dans I'espace affine euclidien A,

un plan P et un point A. Par A, il passe une droite unique D perpendicu-
laire a P.

On appelle projection orthogonale du point A sur P le point d’inter-
section H de D et de P.
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Projection orthogonale d‘un point sur une droite affine.

Considérons. dans l'espace affine euclidien A,, un point A et une droite D. D'une
maniére analogue, on démontre qu'il existe un plan unique P qui passe pat A el
qui est perpendiculaire a D (fig. 9).

DEFINITION : On appelle projection orthogonale du point A sur la
droite D le point d'intersection K de P et de D.

Exemples.

Considérons un repére orthonormé (O, 7. /. ) et un point M de coordonnées
(x,y.2) : OM = xi/ + F;+:£.

1. Désignons par P le plan déterminé par le point O et les vecteurs fet k, par P’
le plan déterminé par le point O et les vecteurs / et X, par P" le plan déterminé par
le point O et les vecteurs / et ,f (fig. 10). Considérons alors les points K, K', K”

respectivement définis par : OK = y/ + zk, OK = x/ + zk OK' = x/ + y/
On démontre que K. K', K" sont les projec-
tions orthogonales de M respectivement D* P
sur P, sur P’ et sur P".

L
2. Désignons par D la droite déterminée _H: . K
par le point O et le vecteur /, par D' la P!
droite déterminée par le point O et le vec- K 7

teur f. par D" la droite déterminée par le

point O et le vecteur k. Considérons les
points H, H', H" respectivement définis !
par : o)
OH=xi, OH =yj OH' = zk.

On démontre que H, H’, H" sont les projec-
tions orthogonales de M respectivement sur B/4
D, sur D’ et sur D",

o

-y

Distance d'un point & un plan affine ou a une droite affine.

DEFINITION : Soient H et K les projections orthogonales respectives
d’un point A sur un plan P et sur une droite D.

On appelle distance du point A au plan P la distance d(A, H) des points
AetH; on appelle distance du point A a la droite D la distance d(A, K)
I_'ff points A et K.

Par une démonstration analogue a celle du n°® 16, p. 208, on démontre :
IMeP, d(A, M)>d(A H); §NeD, d(A N)3> d(A K).
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Equation du plan qui passe par un point B
et qui est perpendiculaire a une droite D.

Considérons I'espace affine euclidien Ay et un repere orthonormé (O, 1, j k) de
col espace. .

Soient D une droite affine de A4, de vecteur directeur X de coordonnées (u, v, w)
ol B le point de coordonnées (o, Yo, Z0). NOUS nous proposons d’établir une
dgquation du plan affine P qui est perpendiculaire 8 D et qui passe par B.

Nous avons : (MeP) < > (BM ¢ F;) — -
Du théoréme ne 27, p. 66, nous déduisons : (BM eP) <—> (BM.X = 0).

D'autre part, nous avons : BM.X = u(x — xo) + v(y — vo) + w(z — zp).

Nous en déduisons I'équivalence logique :

(MeP) < > (U{X — Xo) + v(y — yo) + w(z — 20) = 0).

Nous venons d'établir que, si D est une droite de A; dont un vecteur direc-

-

teur X a pour coordonnées (u, v, w), et si B est un point de coordonnées
(X0, Yo Zp), une équation du plan P qui est perpendiculaire a D et qui passe
par B est :

| u(x = x0) + viy — yo) + w(z = 20) = 0 |

Représentation paramétrique de la droite qui passe par
un point B et qui est perpendiculaire a un plan P.

Considérons l'espace affine euclidien A; et un repére orthonormé de cet espace.
Soient P un plan d'équation : ux + vy + wz 4+ h =0 et B un point de coor-
données (Xo, Yo, Z0). Nous nous proposons d'établir une représentation para-
métrique de la droite affine D qui est perpendiculaire & P et qui passe par le
point B.

Soit M, un point de P de coordonnées (x;, y;, ;). Pour tout point M de P, nous
avons ! u(x —x))+ vy —y,)+ w(z—2z,)= 0.

Désignons par X le vecteur de coordonnées (u, v, w).

Nous avons donc :

¥MeP, X.M;M = 0.
Le vecteur :’f est orthogonal & tout vecteur de P.

La droite affine D est donc la droite qui admet X pour vecteur directeur et qui passe
par B.

Du n© 56, p. 36, nous déduisons qu'une représentation paramétrique de D est :
X=Xo+ ku;, y=yo+ kv, z=25+ kw.

Remarque : Le vecteur de coordonnées (v, v, w) est donc un vecteur directeur
de toute droite perpendiculaire au plan d'équation : ux + vy + wz + h = 0.
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Calcul de la distance d'un point & un plan.

Considérons un repére orthonormé (O, 7, /, k) de I'espace affine euclidien As.

Soient P le plan d’équation : wux + vy + wz+ h=0 et B le point de coor-
données (xo, Vo, 2o).

Ea droiie D qui passe par B et qui est perpendiculaire au plan P admet le vecteur :
U = ui+ v/ + wk, pour vecteur directeur.
Soit H la projection orthogonale de B sur P.
H appartient a D ; il existe donc un réel ) pour lequel on a :
BH = AU, c'est-a-dire : BH = Au’ + Av) + Awk.
Nous avonsalors: OH = OB + BH = (xo + Au)i + (yo + AV)] + (20 + Aw)E.
H appartient & P; ses coordonnées vérifient donc I'équation :
ux +wy +wz+ h=0.
Nous en déduisons : wu(xg + Au) + v(yo + Av) + w(zo + Aw) + h = 0,
—UXQ“—VYD—WZO‘—‘h

U3 -+ Vw2 + w2 ’
Soit a la distance de B au plan P; nous avons : a = || BH ||,
c’est-a-dire : a=|x| ” U ”
[ux0+vyc,+ wzo + h |

‘\/Uz + 1_;2 + Wz

c'est-a-dire : A\ =

Nous en déduisons :

Droites affines orthogonales.

DEFINITION : On dit que deux droites affines D et D', de directions

—-

respectives D et D’, sont orthogonales si et seulement si les droites

vectorielles D et D’ sont orthogonales.

Il résulte de la définition de deux droites vectorielles orthogonales, que D et D’
sont orthogonales si et seulement si un vecteur directeur de D est orthogonal a un

vecteur directeur de D'.

Remarque : Si D et D' sont orthogonales et coplanaires, ces deux droites affines

sont perpendiculaires (n® 9, p. 206).

endiculaire @ un plan P si et seule-

- , ite D est perp
THEOREME : Une dro droites sécantes incluses dans P.

ment si elle est orthogonale a deux

Considérons, en effet, une droite affine D de vecteur directeur )( et deux droites

sécantes D, et D, d'un plan affine P, de vecteurs directeurs respectifs X, et xz
1

Le systéme (X1, )(2) est une base de P.
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25, p. 65, 1l résulte que la
an

Du théoreme n°

droite vectorielle D est orthogonale au pl n

vectoriel ﬁ si et seulement si le vecteur X

est orthogonal a X, et a Xz (fig. 11).
La droite D est donc perpendiculaire @ P si
et seulement si elle est orthogonale aux

droites sécantes D, et D, de P.

Plans affines perpendiculaires de A..

b

Boki
o
(3]

DEFINITION : Soient deux plans affines P e

t P’ de A,, de directions res-

pectives PetP’.OnditquePetP’ sont perpendiculaires si et seulement si
la droite vectorielle D orthogonale a P et la droite vectorielle D’ orthogo-

nale a P’ sont orthogonales.

On dit aussi que P est perpendiculaire & P’ et que P’ est perpendiculaire a P.

Soient D une droite perpendiculaire a P et
D' une droite perpendiculaire a P'; il résulte
de la définition que les plans P et P’ sont
perpendiculaires si et seulement si D et D’
sont orthogonales (fig. 12).

Considérons deux plans P et P’ de direc-
tions respectives PetP

Désignons par D et D' les droites vecto-
rielles respectivement orthogonales & P et
3 P’ Les plans vectoriels P et P’ sont donc

respectivement orthogonaux a D et 3 D',

Dun©®30,p.67.ilrésulte I'équivalence logique:
(Det D’ sont orthogonales) < (Etcﬁ)t
Nous en déduisons que les plans P et P’
sont perpendiculaires si et seulement si la

- . — —-
droite vectorielle D’ est incluse dans P,
c'est-a-dire si et seulement si une droite

D’ de direction D’ est paralléle au plan
affine P.

THEOREME

—_

: Deux plans affines sont perpendiculaires si et seulement

s'il existe une droite affine paralléle a I'un et perpendiculaire a I'autre-
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Iqtersectiun de deux plans affines perpendiculaires.

45 THEOREME : Deux plans affines perpendiculaires sont sécants.

46

a7

—_—

En effet, soient P ei P’ deux plans affines de directions respectives P et P’ et les
droites vectorielles D et D' respectivement orthogonales a P et 3 P,

Si Ies*plans affines P et P’ sont perpendiculaires, la droite vectorielle D’ est incluse
dans P; nous savons qu’elle n'est pas incluse dans P..

Leg plans vectoriels P et P’ ne sont pas égaux; nous en déduisons que les plans
affines P et P’ ne sont pas paralléles  ils sont donc sécants.

Condition pour que deux plans affines
soient perpendiculaires.

Soit I'espace affine A, et un repére ortho-
normé de A5 (fig. 13).

Considérons le plan affine P d’équation :
ux +vw + wz+ h=20,

et le plan affine P’ d’équation :

ux+ vy+wz4+ h'=0.

Sojent D et D' deux droites affines perpen-
diculaires respectivement a P et a P’

[l résulte du n® 36, p. 214, qu'un vecteur

4 . N
directeur X de D a pour coordonnées :
(u, v, w) et qu'un vecteur directeur X' de D’
a pour coordonnées : (u', v, w').

L —_—
Les plans P et P’ sont perpendiculaires si et seulement si X et X' sont orthogonaux.
— ”
Nous avons : X.X' = wu' + v’ + ww.
Nous en déduisons le théoréme :

THEOREME : Dans un repére orthonormé, deux plans affines d’équations
respectives : ux+vy+wz+h=0 et ux+vy+wz+h'=0 sont
perpendiculaires si et seulement sil'on a : ' + w' + ww' = 0.

Plans affines perpendiculaires a un plan affine de A,.

THEOREME : Soient P un plan, P, et P, deux plans sécants, d'inter-
section L. La droite L est perpendiculaire au plan P si et seulement si

les plans P, et P, sont perpendiculaires a P.
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|
1
ﬁ“"'““"‘i*-‘-—_::l----—“?z

En effet, soit P.un plan. Désignons_par P, et par P, deux plans secants, par L |3
droite P, N P,. La direction

(fig. 14).
Soit D la droite vectorielle orthogonale 2 P,
Le plan affine P, est

de la droite L est la droite vectorielle L égale a P, ne,

perpendiculaire a P si et seulement si D est incluse dans P, ;
le plan affine P, est perpendiculaire 3 P si
Les plans affines P,

vectorielle

et seulement si D est incluse dans ﬁz.
et P, sont donc perpendiculaires 2 P sj et seulement si la droite
—- = — —= i < . . . -
D est incluse dans P1nP,, c'est-a-dire dans la droite vectorielle L.
L'inclusion : DcL implique I'égalité : D = L.

Nous en concluons que P, et P, sont perpendiculaires a P si et seulement si L est
perpendiculaire 3 P,

Projection orthogonale d'une droite affine sur un plan affine.

Soient P un plan affine et L une droite de direction L. Désignons par D la droite
vectorielle orthogonale 3 P.

Premier cas : Les droites | et D sont égales,

La droite L est perpendiculaire auy plan P. Dési-
gnons par {H} I'intersection de | etde P. La pro- 5

jection orthogonale sur P de tout point de L est le
point H.

La projection orthogonale de L
singleton {H} (fig. 15).

sur P est donc |e

Deuxiéme cas

Les droites L et D ne sont
Pas égales. La droite L n'est Pas perpendiculaire

au plan P. Les droites vectorielles D et L déter- ' @
minent un plan vectoriel P’
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Considérons un point A de L et le plan P’, de direction I_"’, et qui passe par A.

Nous avons : DcP’; le plan P’ est donc perpendiculaire a P.

De plus, nous avons l'implication : (A eP' et Ec'l?‘) = (LcP').

Il existe donc un plan P’ qui est perpendiculaire a P et qui contient la droite L non
perpendiculaire a P.

Un tel plan est unique. En effet, supposons qu'il existe un plan P”, distinct de
P’ qui contienne L et qui soit perpendiculaire a P.

L'intersection P'NP", c'est-a-dire la droite L, devrait étre perpendiculaire au plan P.

La droite vectorielle L serait alors égale a D, ce qui est contraire a I'hypothése.

51 THEOREME ET DEFINITION : Soit L une droite non perpendiculaire a

52

un plan P. 1l existe un plan unique P’ qui est perpendiculaire a P et qui

contient L.
On appelle projection orthogonale de la droite L sur le plan P la droite L',
intersection des plans P et P'.

Considérons un plan affine P et une droite
affine L non perpendiculaire au plan P.
Soient deux points distincts A et B de L.
Désignons respectivement par L', par A’ et
par B’ les projections orthogonales sur P
de la droite L, du point A et du point B.
Soit P’ le plan qui contient L et L' et qui est
perpendiculaire a P. Les droites qui passent

respectivement par A et par B et sont /
perpendiculaires & P sont contenues dans le .

plan P'.
Les points A’ et B’ appartiennent au plan P et au plan P’; donc ils appartiennent a

Iintersection P P’, c’est-a-dire a la droite L' (fig. 16).
La droite affine L', projection orthogonale sur P de la droite affine L non perpendi-
culaire 3 P est donc déterminée par les projections orthogonales A' et B’ de deux

points distincts A et B de L.
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EXERCICES /1 Soient deux points distincts A et B de P. Montrer qu'un point M gg p
\ | appartient au segment [A, B] si et seulement si 'on a :

| d(M, A) + d(M, B) = d(A, B).

Plan aolffina
s 12 Soient deux points distincts A et B de P et soit D la droite qu'ils détey.
minent. On considére un point M de P et la projection orthogonale H de M
sur D,
1@ Montrer I'équivalence logique :
(d(M, A) = d(M, B)) <—= (d(H, A)=d(H. B)). i
2° En déduire ['ensemble D' des points M de P pour lesquels on a : |
d(M, A) = d(M, B). P
D’ est appelée médiatrice du segment [A, B].
3¢ Soit (0, ? ,7) un repére orthonormé de P. Les coordonnées des points
A et B dans ce repére sont respectivement (2, — 3) et (4,1). Donner une
équation de D',
4@ Soit C un point qui n'appartient pas 3 D. Montrer qu'il existe un point
unigue M du plan P tel que : d(M, A) = d(M, B) = d(M, CL, )
"\ et Gadns 1. Cenclle ';.4' ycovatrul a ¥ .
3 Soient A et B deux points distincts et O le milieu du segment [A, B,
1= Montrer que, pour tout point M de P, on a Iégalité :
— |2 el | —_—
| M& ||* — || MB ||* = 2.A8.5m.
2° On désigne par H la projection orthogonale d'un point M de P sur la
N A ayonid | droite déterminée par les points A et B. Démontrer I'égalité :(" £ ulsy /Ly
S\ IERIF - WE | = 288 5R. =9 £ ot
AL g RS - | En déduire I'ensemble des points M de P pour lesquels on a :
, e | . — 12 — 112 ;
fal a2 g i ' ” MA " — ” MB |I = K, ol k est un réel donné.
4 Soient A, B et-C trois points non alignés de P. On désigne par Dy, Dy, D3
les droites déterminées respectivement par les points B et C, par les points
C et A et par les points A et B.
1° On considére I'application f :
—_— —_— — —_—
P— R, M A— MA.BC + MB.CA + MC.AB.
A Montrer que, pour tout couple (M, N) de pointsde P,ona : (M) = f(N).
";’._{-‘*)-f‘\ <~ En déduire : M e P, f(M)= 0.« %L?_.-:r"h G & Fan e
- :'1 . 2° On désigne par D la droite orthogonale & D, et qui passe par A, par D
J ~Q-;-"-—‘=..Jt$""'_"1 la droite orthogonale 3 D; et qui passe par B, par D‘a la droite orthogonale
‘g nion a D3 et qui passe par C.
—_— Montrer que D' et D} sont sécantes, On pose : {H} = D)nD,.

De I'égalité : f(H) = 0, déduire que H appartient 3 D;.
3° Démontrer les égalités :

|28 - | & | < | FE | - | A& e
IBAIF — &2 |1 = | A& I - | e |

5 Soient D,, D,, D trois droites de P sécantes deux 3 deux.

On pose : {A}=D,nD,, {B}=DsnD;, {C} = D;ND,. On désigne
par A, la projection orthogonale de A sur D,.

1° Démontrer les équivalences logiques :

(D2 L Dy) <= (|| A8 ||* = BRER,) e
(D2 L Dy) <= (|| A4, | = - 35 C)-
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2° On suppos
PPOse que D; et D, sont perpendiculaires. Démontrer les égalités :

IRl IR <& /A 0 2 1, 1
; E R Rk

6 Soi i7
\ tion '-mt:EO' A ) un repére orthonormé de P. On considére la droite D d'équa-
\ | 1e D. X_+ Yy + 2 = O et le point A de coordonnées (1, 1).
| : Oétermmer la distance du point A 2 la droite D
® On désigne par A’ le symétri i
que de A H
1‘ coordonnées du point A’, par rapport & D. Déterminer les

7 soit (0,7 )
ol + 4, /) un repére orthonormé de P. On considére le point A de
coordonnées (1, 1), le vecteur U de coordonnées (3, 4) et la droite D de

- - -
vecteur dlre':cteur U qui passe par A, Soit M le point de coordonnées (2, — 3).
1° Déterminer la distance du point M 2 la droite D.
2° Calculer les coordonnées du point M’ symétrique de M par rapport a D.

8 On considére les droites D, et D, d'équations respectives : 3x —y =10
) et x — 3y = 0. Déterminer I'ensemble E des points M de P pour lesquels
la distance de M & D, est égale a |a distance de M & D,. Montrer que E est 2

ahyY S AR

. - _ ; il g _ y :
{ la réunion de deux droites. ( ReR ,E;,TL»_,,‘(_;_;'J 1-;\.-.,,,-‘.@ uZuh N X 20\

| ;9 Méme exercice que le précédent dans le cas ol les droites D, et D, ont
V' pour équations respectives : 2x—y—1=0 et 3x+y—4=0.

10 Soient (0, Z}b) un repére orthonormé de P, A et B deux poi}nls de
. coordonnées respectives (1, 2) et (6, — 1). Diawab WAz, Behe Sa-bic
\ 1o Soit ¢ un réel positif. Pour quelles valeurs de d existe-t-il une droite D /(A [

qui posséde les propriétés : D passe par B et la distance de A & D est égale

3 d. Montrer qu'il existe alors deux telles droites D, et Da.

20 Ecrire les équations de D, et de D; dans le cas ol d est égal & ‘\/E

11 Soient A, B et C trois paints non alignés d'un plan affine P associé a un

plan vectoriel euclidien orienté,
~ = —% , )
1o On désigne par A l'angle (AB, AC). Démontrer |'égalité :

N\ — —_— —_— — i -~
\ 505 — AB: + AC: — 2|| ABJ|IL A€ || cos A.
2° On pose : " Iﬁ ” = 3, AC " = b. On désigne par O le milieu du
p o8 &0 TN P it e M
a) Calculer d(A, 0).— C ) L‘ AL Mmap , B L LW g
:,."_:)
b) Calculer le Cosinus de I'angle (AB, AO/.
—
une droite D de vecteur directeur U
2 — 1, 3). Déterminer une équation du pl

(1,1,1) etun point A

| idére
12 On consid an P orthogo-

Espace affine |
euclidien de \ | de coordonnées (

dimension 3. \| 3 3 D et qui passe par A. w ~or

]

& Méme exercice que le précédent dans chacun des cas suivants (n°* 13

a1i6) :
| A:(1,02). 14 U: (41,2, A:

(3,23, A:(242).

(3, 1. 1).

V]
\| 55 T: G20 AiQ40 WL
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{

% 'Dans les exercices nos 25 et 2

/ 25 On considére les plans P

§ AFFINES EUCLIDIENS

. : -2x+}-’—-32—1‘=03||e
, P d'équation : :
17 On ,;;onmdé:;ﬂ :-.aéur;m(l: 1. 1). Donner une représentation paramétriqug
r an [ ¢
point A de coor

. ar A‘ W :"-:I ! -5 .4 'Ll., f
de la droite D orthogonale 4 P et qui passe p ( A )

que le précédent pour un plan P d'équation

18 Méme exorcice point A de coordonnées (2, — 5, 1),

5x+2y—4z+2=0 gt pour un

On considére le plan p d'équation @ 2x + ¥ +2 =0 et le point A
19 aq!

71 P W f lrJ : A D‘)
g rojecti orthogonale du point A
10 Déterminer los coord_Ennées de la projection g

o+ HE
ftl'-}'f"'. e N MO ol
sur le ptan P. : .
20 Déterminer la distance du point A au pIa.n P. o
30 Déterminer les coordonndes du symétrique du point A par rapport au

plan P.

& Méme exercice que le précédent dans chacun des cas suivants (n°* 20
et 21) :

20 P: x—y+2—4=0, A (2,—1,4).

29 P: 3x—2y+2z—-3=0, A: (—200).

22 P: x+y—2z4+1=0 A (1,1, 1)

23 P: 2x—y+2—2=0 A: (1,—=1,0).

24 On considére deux plans perpendiculaires P, et P, et un point A qui

'n‘appartient ni @ P, ni & P,. On désigne par D la droite P, NP, par A,
A, et A’ les projections orthogonales respectives du point A sur P,, sur P»

et sur D,
1° Montrer que les points A, A,, A, et A’ sont coplanaires.

- 2° Comparerlesréels : d(A, A;) et d(A, A'), d(A, A;) et d(A A).

En déduire que le carré de |a distance de A 3 D est égale a la somme }iﬂ ?a”é
dela distjance‘de AaPetdu r}arré de la distance de A & P,. (& ‘,51 AL
A W Piane A PYTHAGDRE .

B, on utilisera le résultat démontré @
I'exercice ne 24, :

1 et P, d'équations respectives :
2x+1:-_-—2z+3=0 et Xx—4y —z=0.

1e VéTIfler que P, et P, sont orthogonaux,
2° Soit A le point de coord

: onnees (1, 1, 1). Détermi distance du
point A 3 la droite D — P ( ). Déterminer la

Ps.
26 On considére les plans P, et P, d'équations
X+y+z=0 et 2x-y+22—-2h-0

1° Vérifier qu In d

€ ces plans sont sa . P..
2° Soient m un réel et sécants. On désigne par D la droite Py NP2

| it
(M +2m) 4y (1 — m)m ® Plan d"équation :

respectives ;
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27 On considére |e plan P d'équation 2x—y+3z—7=0e¢t la
droite D déterminég

19 Vérifi ' «1.1) et le vecteur U(1,—2,1}_
o : rifier qula D n'est pas Perpendiculaire 3 p. Déterminer une représenta-
o cCramélrique du plan Q qui contient D of qui et perpendiculaire & P,

2¢ En déduire une représentation Paramétrique de la projection orthogo-
nale de D sur P,

28 On considére un plan p dont la direction P
vecteurs U(1, — 2,1) o V{1, — 2,3),
directeur X (1, 3, — 2).

19 Vérifier que D n’est Pas perpendiculaire 3 P,

2° On désigne par D' la projection orthogonale de D sur P. Donner les
coordonnées d'un vecteur Unitaire directeur de D'

est engendrée par les
et une droite D de vecteur

29 On considére un plan P, et une droite D non perpendiculaire & P.
1° Montrer que, si D est paralléle a P, sa projection orthogonale A sur P
est une droite paralldle 3 D,

2° Soit D' une droite paralléle & D. Montrer que les projections orthogonales
de D et de D' sur le plan P sont paraligles.

3° Soit D” une droite non perpendiculaire 3 P qui coupe D en un point A,
On désigne respectivement par A" et par a les projections orthogonales de
D" etde A sur le plan P. Caractériser I'intersection des draites A et A",

30 On considére deux plans perpendiculaires P
T la droite P, 0 P,.

1° Soit A, une droite de P, et A; une droite de P,. Dans quel cas existe-t-i|
une droite unique D telle que ses projections orthogonales sur P; et P,
soient respectivement A, et A,?

2° On suppose que A, et A, ne sont pas perpendiculaires & T.

Soit A} une droite de P, paralléle a A, et A, une droite de P, parallgle 3 A,.
On désigne par D’ la droite dont les projections orthogonales sur P, et P2
sont respectivement A} et A,. Que peut-on dire des droites D et D'?

1 et Py et on désigne par

31 Soient P un plan, D une droite de P, et A un point n‘appartenant pas
a P. On désigne respactivarﬁant par H et par H', les projections orthogonales
de A sur P et de A sur D. Montrer que H' est la projection orthogonale de
H sur D.

32 Soient D et D’ deux droites non coplanaires de vecteurs directeurs respec-
tifs U et U’ et A un point de D. On considére le plan P déterminé par le point A

et les vecteurs U et U’ et on désigne par A’ |a projection orthogonale de D’

sur P. . .

1¢ Montrer que le plan P ne dépend pas du choix du point A sur D. Que

peut-on dire des droites D' et A'? .

2° Les droites D et A’ sont sécantes en un point H. On désigne par L Ia

droite perpendiculaire en H au plan P. Montrer que L est perpendiculaire
D' :

;"DOE: iose : {H'} = LnD’" Montrer que, pour tout point M’ de D,

la distance de M’ au plan P est égale a d(H, H').
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40 Montrer que, pour tout point M de D et pour toyt point M’ ”
EXERCICES I'inégalité . d[M, M:) } d(H, H')‘ de D + 0N 5

Le réel positif d(H, H') est appelé plus courte distance des droi
5o Application : D est la droite dont une représentation param

i 2
un repére (0, i, k) orthonormé est: x =

tes D [TH]

8trique dap,

i i 2=
et D' est la droite déterminée par le point O et le vecteur . Déterm; ;
plus courte distance des droites D et D, Miner |4
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34.
Cercles et spheéres

Cercle dans un plan affine euclidien.

Dans toute cette partie (n°s 1 a 20), on considére un plan affine euclidien P

associe a un plan vectoriel euclidien P.

Cercle.

DEFINITION : Soient O un point de P et R un réel positif ou nul. On appelle
cercle de centre O et de rayon R I'ensemble des points du plan affine P
dont la distance a O est égale a R.

Nous notons ce cercle C(O, R) ou plus simplement C.
Par définition, nous avons donc les équivalences logiques :

(Mee(0, R)) «— (d(0, M) =R), et: (MeC(0,R)) < (]|OM || = R).

Remarque : Si R est nul, nous avons I'égalité : C(O, R) = {O}.
Dans ce cas, on dit que C est un cercle-point.
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M. CERCLES ET SPHERES

Centre de symétrie; diametre.

Soit M un point du cercle C(O, R).

Nousavons : | OM || =R _ N
Considérons le point N de P défini par :

ON = — OM (fig. 1). oy

Nous avons :

lon || = —om| =[om] =R &

Le point N appartient donc @ C(O, R).

Il en résulte que le centre O du cercle C(O, R) | @

est un centre de symétrie pour ce cercle.

DEFINITION : On dit que deux points M et N d'un cercle C(O, R) sont

—_—

diamétralement opposés si et seulement sil'ona : OM = — ON.

On dit aussi que le segment [M, N] est un diameétre du cercle C(O, R).
Nous avons alors : MN = MO + ON = 2MO.
Nous en déduisons ; || MN || = 2| MO || = 2R.

Considérons deux points A et B du plan P et cherchons s’il existe un cercle C dont
un diamétre soit le segment [A, B].

: i . < WiFaet
Si ce cercle existe, son rayon R est nécessairement egal a 3 ” AB ” et son centre

est le milieu O du segment [A, B].

Réciproquement, le cercle C(O, R) admet le segment [A, B] pour diametre.

Il existe donc un cercle C unique dont un diamétre est [A, B]; on dit que C est le
cercle de diamétre [A, B].

Propriété caractéristique des points d'un cercle.

THEOREME : Soient A et B deux points du plan affine euclidien P, et C le
cercle de diamﬂe_[ﬁ. B]. On a l'équivalence logique :
(M e C) —— (MA.MB = 0).

En effet, désignons par O le centre du cercle C de diamétre [A, B]; le point O est

le milieu du segment [A, B]; nous avons donc : OB = — 675: (fig. 2).
Pour tout point M du plan affine euclidien P, nous avons |'égalité :

MAME = (MO + OA)(MO + OB),

c’est-a-dire : MA.MB = (M’E}' + bﬁ’)(ﬁﬁ — E}Tﬂi)

ou encore : MA.MB = || MG ||* — || 0& |~

Un point M du plan P appartient au cercle C si et seulement sil'on a: MO?2 = W
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34. CERCLES ET SPHERES
Nous concluons

Me ) <= (MO - [[0A [P = o), i

c'est-a-dire : -
(M e () <=—=> (MAMB‘ = U).

De I'équivalence logique précédente, nous
déduisons :

(Me(C) <= (m Li MEE)

©
Intersection d'un cercle et d'une droite affine du plan P.

Considérons, dans le plan affine euclidien P, une droite affine D et le cercle C de
centre O et de rayon R. Désignons par H la projection orthogonale de O sur D, et
par a la distance d (0O, H) du point O a la droite D.
Nous avons |'équivalence logique :
(MeCnD) <> (MeD et ||[OM|* = R2).
Pour tout point M de D, nous avons :
=7 112 =3 |I2 s 2
oM [|* = [| o [|* + [| HM [

Nous en déduisons : (MeCnD) <—> (MeD et || HM ”2 = R2 — a2),
Comparons les réels R et a; trois cas sont possibles :

Premier cas : a2 > R.

Nous avons alors : R2 — a2 < 0; I'ensemble des points M de D pour lesquels
| HME [|* est égal & R2 — a2 est I'ensemble vide (fig. 3). -

Si la distance du centre O du cercle C a la droite D est supérieure au rayon
R, l'intersection CnD est I'ensemble vide.
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34. CERCLES ET SPHERES

Deuxidme cas : a = R. .

Nous avons alors : R2? — a2 = 0. Nous avons |'équivalence logique :

(1AM [ = 0) <= (M = H).

Nous en déduisons : (M e CND) <—— (M = H) (fig. 4).

Si la distance du centre O du cercle C a la doite D est égale au rayon R,
lintersection CND est le singleton {H}.

On dit alors que la droite D est tangente au cercle C au point H.

Remarque : Il résulte de la définition qu’en tout point M du cercle G, il existe une

tangente au cercle; c'est la droite qui passe par M et qui est perpendiculaire 3 |a
droite déterminée par les points O et M.

12 Troisieme cas : 2 < R.

13

14

Nous avons alors : R2 — a2 > 0. Il existe alors deux points M; et M, de D

pour lesquels on a : || HM, |[* = || AM, |* = Rz — a2 (fig. 5).
Si la distance du centre O du cercle C 4 la droite D est inférieure au rayon R,
I'intersection CND est une paire {M,, M,}.

On dit alors que la droite D et le cercle C sont sécants.

Equation cartésienne d'un cercle.

Soit (0, ?f) un repére orthonormé du plan affine euclidien P.

Considérons le cercle C de centre A et de rayon R. (fig. 6).

Désignons par (a, b) les coordonnées de A dans le repére (O?} )

Pour tout point M du plan P, de coordonnées (x, y), nous avons :

| AM || = (x — a)2 + (v — b)2.

Nous en déduisons I'équivalence logique :

Me€) == ((x—a)2+ (y— b)2 = R2),

Nousavons : (x—a)2+ (y—b)2—R2=x24 y2— 2ax— 2by + a2 + b2 — R2
Posons : ¢ = a2 4+ p2 — R2,

Nous en déduisons qu’une équation du cercle C dans le repére orthonormé

(o, 7, ;) est : x2 4+ y2 — 2ax — 2by + ¢ = 0, oll 3, b, ¢ sont des réels.
Remarquons que l'on a l'inégalité : a2 4+ b2 — ¢ > 0.

Réciproquement, soient trois réels a, b, ¢ ; cherchons I'ensemble E des points M de P

dont les coordonnées (x, y) dans un repére orthonormé (0, ? f) vérifient I'égalité :
X2 4 y2 — 2ax — 2by + ¢ = 0.

Pour tout couple (x, y) de réels, nous avons :

X2+ y2—2ax —2by + ¢ = (x — a)2 + (y — b)2
Soit A le point de coordonnées (a, b) ; pour tout p
nous avons : ” AM ||2 = (x—a)2 + (y — b)2.
Nous avons donc |'équivalence logique :

(MeE) <= (|AM || = 22 4 52 — o),
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l RES
Distinguons deux cas

Premier cas : a2+ p2 _ o

____————-____ =

Pour tout point M de P, nous avons - | AN I*> 0
= U,

point M pour lequel on ait I'égalitg - ” AM | =32 2 existe donc aucun
Nous en déduisons : E = g, =% L pF

Deuxiéme cas : a2+ b2 _ o> 0
Désignons par R le réel positif ou nul défini

par . G M
H:‘\/32+b2—0. R
Nous avons alors I'équivalence logique b A

(MeE) <= (| AM || = R).
L'ensemble E est donc le cercle de centre A
de coordonnées (a, b) et de rayon R.

i
—

2

Exemples.

Soit (0. ;;) un repere orthonormé du plan
affine euclidien P.

1. Recherchons une équation du cercle C
de centre O et de rayon R.

Nous avons :

(Me€) < (||OM | = R).

Il en résulte qu‘une équation du cercle C est
x2 4+ y2 — R2 = 0.

2, Soient A et B deux points de coor-
données respectives (xa ya) et (Xa Vs)
Recherchons une équation du cercle C de
diamétre [A, B].

Nous avons :

(MeC) <—> (mm—ﬁ = 0).

Il en résulte qu’une équation du cercle Cest:
(Xa — x) (xg — x) + (va— ¥){ys — y) = 0.

ication a I'équati inx+c=0.
Application & I'équation : acosx + bsl +

uls.
Soient a, b, ¢ trois réels; supposons que’a et b ne sontvgzsdgonussr:;s:deux n
Nous av;)n;s appris au n° 21, p. 256, a résoudre I'équatl
gomsaid baind+8 e méthode de construction des imag

Nous nous proposons ici de donner un e St
solutions de I'équation (1) sur un Cerc

(1)

es des
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de P.

‘Soit M un point de Cde coordonnées (x, y).

M. CERCLES ET SPHERES

Soit (0,7, /) un repére orthonormé positif et U le cercle trigonométrique de
centre O et de rayon 1, d'origine A (fig. 7).

Si xo est une solution de I'équation (1), son image Mg sur le cercle U est définie par
f)hﬁo = COS x,;,ib + sin xof.

Posons : Xg = cos x, et Y, = sin xo.

Les coordonnées (Xo, Yg) du point Mg vérifient donc :

X6+Y5=1 et aXpo+ bYy+ c=0. (2)
X2 4+ Y2 = 1 est une équation du cercle U: et, I'un des réels a et b étant non nul,
aX + bY + ¢ = 0 est I'équation d'une droite D.

Des égalités (2), nous déduisons : Mo e UND.

Réciproquement, si M, est un point de l'intersection Un D, ses coordonnées
(X4, Y,) vérifient :

Xi+Y?2=1 et aX, + bY, +c=0.

——
Soit x, une mesure en radians de I'angle (? 6[{:1',); nous avons :
OM, = cos X,/ + sin xJ, c'est-a-dire : X; =cosx; et Y, = sinx,.
Nous en déduisons : acosx, + bsinx, + ¢ = 0,
M, est donc I'image sur U d'un réel x, solution de I'équation (1).
En résumé, I'ensemble des images des solutions de I'équation :
acos x + bsinx + ¢ =0, sur le cercle trigonométrique U est I'intersection du
cercle U et de la droite D d’équation : aX + bY + ¢ = 0.

Remarque : |l résulte de la démonstration précédente que |'équation (1) admet

des solutions si et seulement si l'intersection Un D est non vide, c'est-a-dire si et

seulement si la distance de O 3 D est inférieure ou égale 2 1.

Soit H la projection orthogonale de O sur D; nous avons (n° 20, p. 209)
||

WO-H =

L'équation (1) admet donc des solutions si et seulement si: a2 + 52 > ¢2,

Nous retrouvons ainsi la condition du n° 21, p. 1586,

Représentation parameétrique d'un cercle.
Soit (0, 7 /) un repére orthonormé positif

Considéerons un cercle C de centre A et de
rayon non nul R (fig. 8).
Désignons par (a, b) les coordonnées de

A dans le repére (07;)

Nous avons : || AM || = R.

-  AM
Posons : u = R

Le vecteur u est unitaire.
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20

21

3. CERCLES EY SPHERES

signoNSs par o Une mesur i , (f"“:
13}1 4 : . : e en radians de I'angle \/, u); nous avons donc
Yy = cosal-+ Sinaj/. :

Nous en déduisons : AM = R COS o .7+ R sinrxf

Si un point M de coordonnées (x, y) appartie
: : ' nt au cercl
R, il existe donc un réel « pour lequel on a - e C, de centre A et de rayon

x—a=Rcosa et y— bh=Rsina

Réciproquement, soit M un point de coordonnées oy
‘ : X, our lequ
tel que l'on ait : (x, y)p quel il existe un réel «

x—a=Rcosa et y—b=Rsina

Nous en déduisons : Er?n’; R cos u f+ R sinac}’.
Nous avons alors : “ AM H2 = R2cos?a + R2sin2« = R2.
Le point M appartient donc 3 C.

En résumé, nous avons donc démontré I'équivalence logique :

(MeC(A R)) <= (JuelR, x—a=Rcosa et y— b =R sin a)

Sphére dans un espace affine euclidien
de dimension 3.

Dans toute cette partie (n°s 21 & 35), on considére un espace affine euclidien As
associé 3 un espace vectoriel euclidien E; de dimension 3.

Sphére.

DEFINITION - Soient O un point de A; et R un réel positif ou nul. On
appelle sphére de centre O et de rayon R I'ensemble des points de Aj

dont la distance a O est égale a R.

Nous notons cette sphére S (O, H): ou plus simglam:n_t S.
Par définition, nous avons les équivalences logiques :

(M e $(0, R)) <> (d(0. M) =R), et:
(M e (0, R)) <> (|| OM || = R).

22 Remarque : Si R est nul, nous avons Iégalité : §(0,R) = {O}

Dans ce cas on dit que S est une sphére-pomt.
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3. CERCLES ET SPHERES

Centre de symétrie; diamétre.

soit M un point de la sphére (0 R}, hiotis avans : [ond || = &.

Considérons le point N défini p_ea_t: ON = oM.
Nous avons - || ON |= — OM || = || oM H = R.

i i $(0, R).
oint N appartient donc & , R)- |
:-Ie; résulte que le centré O de la sphere $(0, R) est un centre de symétrie pour cetyg

sphere.

DEFINITION : On dit que deux points M et N d'unefﬂhére $(0, R) sont
opposés si et seulement sil'ona : OM = — ON.

On dit aussi que le segment [M, N] estun diamétre de la sphéie $(0, R).

MN = 2 MO: nous en déduisons : || MN || = 2R

diamétralement

Nous avons alors :

Considérons deux points A et B de I'espace Aj et cherchons s'il existe une sphére S

dont un diamétre soit le segment [A, B].

11—
Si cette sphére existe, son rayon R est égal a 5 || AB “ et son centre est le milieu O

du segment [A, B].
Réciproquement, la sphére 8 (O, R) admet le segment [A, B] pour diamétre.

Il existe donc une sphére 8 unique dont un diamétre est [A, B]; on dit que S est Ia
sphére de diamétre [A, B].

Propriété caractéristique des points d'une sphere.

THEOREME : Soient A et B deux points de A; et S la sphére de diamétre
[A, B]. On a I'équivalence logique : (M e §) < (mM—B' =0).

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du ne 6, p. 226.

De I'équivalence précédente, nous déduisons : (M e §) <> (MA L MB).

Intersection d'une sphére et d'un plan

Considérons "
un plan P et la sphére § de centre O et de rayon R. Désignons par M la

projection orthcgonale du poi -
point O au plan P. point O sur le plan P, et par a la distance d(0, H) o

N " . .
ous avonstéquivalence logique: (M e S Py <—s (M e P et ||OM I =
e ~ R?)

Pour tout point M du plan p
. | — "
ovons cone - |G F = G 3 g o 1 09T

Nous en déduisons : (M
( ESnP) s (M eP et umnz-_: R2J6‘2)'
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34. CERCLES ET SPHERES
comparons les reels a et R; trois cas sont p6ssibles :

Premiercas :a > R.
Nous avons alors

R? — a2 < 0; I'ensemble des points M de P pour lesquels
| M |[* est égal a R2 — &2 est I'ensemble vide (fig. 9).

Sila distance du centre O de la sphére S au plan P est supérieure au rayon R,
I'intersection SN P est I'ensemble vide.

Deuxiéme cas : a = R.

Nous avons alors : R2 — a2 = 0 (fig. 10).

Nous avons I'équivalence logique : (|| HM || = 0) <—= (M = H).

Nous en déduisons : (M e SONP) —— (M = H).

Si la distance du centre O de la sphére S au plan P est égale au rayon R,
I'intersection SN P est le singleton {H}.

On dit alors que le plan P est tangent a la sphére § au point H,

Remarque : |l résulte de cette définition, qu’en tout point M de S, il existe un plan P
tangent a §; c’est le plan qui passe par le point M et qui est perpendiculaire 2 la
droite déterminée par les points O et M.

Troisidme cas : a < R. - L

Nous avons alors : R2? — a2 > 0. Désignons par p le réel positif défini par :
p=14/R2 — 22,

Nous avons I'équivalence logique :

(WEBnP}-:—-:}-(MEF' et HHM”=P)- , i
L'intersection § P est donc le cercle, du plan P, de centre M et de rayon p (fig. 11).
Si la distance du centre O de la sphére S au plan P est inférieure au rayon R,

Vintersection 8 P est le cercle du plan P, de centre H et de rayon 1/RZ —a2.
Onditalors que la sphére S et le plan P sont sécants.

Equation cartésienne d'une sphere.
Soit (0, 7, 7 k) un repére orthonormé de As.
Onsidérons la sphére S de centre A et de rayon R.

Désignons par (a, b, ¢) les coordonnées de A dans le repére (O, 7, /, k).
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34. CERCLES ET SPHERES

Pour tout point M de A, de coordonnées (X, ¥, Z), nous avons !

| AN |F = (x — 2)2 + (y'— b2 + (2 = ©)*

Nous en déduisons |'équivalence logigue : . )
(M € 8) <= ((x—a)2+(y—b)2+ (z—c)>=R )
Nous avons

x—a)2+(y— b2+ (z—26)?— R
; % ;5 ).—_-x2+y2+zz—2ak’—2b}’—'293+5‘2+b2+cia—ﬂz.

Posons : h = a? + b2 + ¢* — R% : . \
Nous en déduisons qu’'une équation cartésienne de la sphére 8 dans le repére ortho-

norme (0, ;; :"c) gst :

" X2 4 y2 4 z2 — 2ax — 2by — 202+ h =0, ou a, b, c h sont des réels.

Réciproguement, soient quatre réels a, b, ¢, h; cherchons l'ensemble E des points
M de A, dont les coordonnées (x, y, z) dans un repére orthonormé (0,7, /. %)
vérifient I'égalité : x2 + y? + 22 — 2ax — 2by — 2¢z+ h = 0.
Pour tout triplet (x, y, z) de réels, nous avons !
x2+y2+z2—?_ax—2by—2cz+h

—(x—a)2+(y—=b)2+(z—c)*+ h—(a%+ b+ )
Soit A le point de coordonnées (a, b, ¢) ; pour tout point M de coordonnees (x. v, 2).
nous avons : || AM ||2 =(x—a)2+ (y— b)2+ (z—c)%
Nous avons donc I'équivalence logique :
(M € E) < (|| AM ||* = a2 + b2 + ¢ — h).
Distinguons deux cas :
Premiercas : a2+ b2+ c2— h <0.
Pour tout point M de A;, nous avons : Hm “2 > 0. Il n'existe donc aucun
point M pour lequel on a I'égalité : ” AM ”2 = a2+ b2 4 ¢c2 — h
Nous en déduisons : E= &.

Deuxiémecas : a2+ b2+4+c2—hHh 2= 0.

Désignons par R le réel positif ou nul défini par :

R=4/a%+ b2 + ¢2 — h.

Nous avons alors |'équivalence logique :

(M e E) <= (|| AN || = R). -
L'ensemble E est donc la sphére de centre A de coordonnées (a, b, ¢) et de rayon .

Exemples.

: s
Soit (0, 7./, k) un repére orthonormé de A,.
1. Recherchons une équation de la sphére S de centre O et de rayon R.

Nous avons : (M e8) <= (|| OM || = R)
Il en résulte qu’une équation de la sph :
i g phére § est :
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2. Soient A et B deux points de ¢

(Xg. Ve Z8).

Recherchons une équation de Ia spheére

34. CERCLES ET SPHERES

S de diamatre [A, B].

Nous avons : (M e §) <— (MAME = o).

Il en résulte qu'une équation de |a spheére S est :
(Xa = X) (Xa — x) + (ya — y)(

EXERCICES

Cercle.

15

Y8 = ¥) +(2a — 2) (25 — 2) = 0.

Dans les exercices (nos 1 3 8), on consid

5 &re un plan affine euclidien rapporté
4 un repére orthonormé ®R.

4 Ecrire une équation du cercle de centre A (a, b) et de rayon R dans
chacun des cas suivants -

1 a=3, b =190, R =2, 2 a=-=3, b=0, R=4
3 a=0, b=1, R=3. 4 3 =0, h=2, R=1
B a=1, bh=2 R=4 6 a=—1, b=3, R =2
7 a=-2 b=—-3, R=3, 8 a=1 b=-3, R=5.

¢ Déterminer le centre et le rayon des cercles qui ont pour équations :

9 x4+ y2—4x—-2y+4+4=0. 10 x24+y24+2x+6y+6=0.

M X2+ y24+6x—4y+9=0 12 x2+y2—-3x+3y+ ~-=0.

By =

13 2x2+2y?+6x+2y+3=0.

14 3x24+3y2+2x—4y+1=0

Soient deux points A et B de coordonnées respectives (2, — 1) et
(3..1)- :

Ecrire une équation du cercle C de diamétre [A, B].

¢ Méme exercice que le précédent pour les points A et B suivants :

16 A:(0,—3), B:(1,—2). 17 A:(12), B :(—5.3).

18 A : (2, 4), B:(—23). 19 A:(—5 -1}, B:(-34).
20 1° Maontrer que par trois points non alignés il passe un cercle et un seul.
20 Ecrire une équation du cercle qui passe par |‘origine du repére R et
par les points A et B de coordonnées respectives (5, 1) et (1, 3). Quels

sont les coordannées du centre et le rayon de ce cercle?
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34 CERCLES ET SPHERES

EXERCICES

& Méme exercice que le précédent pour les points A et B suivants :

21 A:(—1,2), B:(35) 22 A:(=1,—=1) B:i(=24).

23 A:(—21), B: (4 —1) 24 A: (3. —2), B : (2, 95).

' 25 Soient A, B et C trois points de coordonnées respectives (4, 1), (— 2,3)

[ et(— 3, — 3). _ .
Y 1o Ecrire une équation du cercle qui passe par ces trois points.
20 Quels sont les coordonnées du centre et le rayon de ce cercle?

4 Méame exercice que le précédent pour les points A, B, C suivants :

26 A :(8,0), B:(~1.2) c : (6, — 5).

\ | 22 A:(3.2), B :(1,—3), C: (-1

28 A :(0,1), B:(—2 —6), C: (5 —3).
\' 29 A:(—-12), B:(5 —1) C : (6, 4).

' 30 Soient A et B deux points de P, et O le milieu du segment [A, B].
1° Montrer que pour tout point M de P, on a I'égalité :

Cier e ezl o e (2o NRB I T esnsme Ao a e~
IWA IR+l 8 |F =2lIms [ + "= 20
ot
20 Soit k un réel. Déterminer |'ensemble E des points M de P pour lesquels
ona: "muz-i—“ﬁW:k?.
35 Quel est I'ensemble E dans le cas suivant :
Ac(1,—2), B (21, k=37

31 On considére le cercle C et la droite D d'équations respectives :
N\ C:x24y2+2x—=2y—7=0, . Dix+y—3=0.
“ | 1o Vérifier que D et C sont sécants. < “.5'5 DY, B =5 =S

= ']

. 20 Déterminer les coordonnées des points d'intersection de C et D.

& Meéme exercice que le précédent pour les cercles C et les droites D
sujvants :

32 C:x24yi 4+ x—3y—10=0, D:3x+4y—17=0.

| 33 €:ix24y2=2x—7y+7=0, D:x+2y—3=0.

| 34 C:x24y2—-2x—24 =0, D£x+2y—ﬁ=ﬂ.
35 C:ix?+y2+2x—12y4+17=0, D:x—3y+9=0.
“. On considere le cercle C et la droite D d'équations respectives :

\ Cix2+y?2—4x+4y—2=0, D:x—3y+2=0.

.12 Vérifier que D et C sont tangents. 4 (—ll |b\, =\
2° Déterminer les coordonnées du point d'intersection de C et D
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34. CERCLES €7 spye
L ] m RES
Méme exerci E.

. Ce que
Suivants q

le pré
Précédeny Pour |eg cercles C et |pg droites D

® Méme Exercice que e précédent

e fivex g 42) Pour les cercles C et les droites D

40 G:x2+y2—2x+4y—21=0, D:I+y—5=0.
1 G:x2+y2+?x+y=0, D:id4x+3y+3=0.
42 E:x2+y2—sx+4y—37=ﬂ, D:x-3y+11=0.

43 On considére le cercle C d'équation : x2 +¥: +4x+2y—15=0
et le point A (0, 5). Ad C
L‘. | ™ 1° Montrer qu’il existe deux droites D et D’ qui passent par A et qui sont
tangentes au cercle C.
\ 2° Calculer les coordonnées du point commun 3 D et 4 C et les coor-
données du point commun 3 D’ et 3 C.

44 Méme exercice que le précédent pour le point A (3, 0) et le cercle €
\ ,r'r d'équation : x2+ y2 +14x—4y+1=0.
\

45 Soit le cercle C d'équation : x2 4+ y2 —6x — 4y + 11 = 0. Ecrire L.
les équations des tangentes a C de vecteur dr’rect?}ur U, —1). { ]

"I " *j'_.. - .-"f__. oA ) oy ] ) . ¢ ,r'-'i 1 i ,J_ 3 i 5 ) t .
46 Soit le cercle C d’équatio X2+ y2—4x—2y+3=0. Ecrire

—
* les équations des tangentes a C de vecteur directeur U (1, 1).

' 47 On considére un cercle C d'équation : x2 + y? — Za:x —2by+c=0 &
" { et un point A (xg, ¥o) de ce cercle. Montrer qu'une équation de la tangente
| € au point A est : XXo + ¥¥o — a(x + x) — by + lf'p) + ¢ “_,0-.
) o .+'-‘% -y -CH.L'-."LI y 3 L 5"

AL S o

ALl | A 10 & o
48 Soitmun réel. On considére la droite D, d'équation :
= 0.
2_9)x+12my —4(4m? + 9) )
:: r:trer qu)e pour tout réel m, D, est tangente 3 un cercle dont on détermi
o ’

s}~ £ nera le centre et le rayon.
=T - .tB D | - |
49 On considére un cercle Cde centre A (a, b) etderayon R €LURediBio 2 | /|
i1 l‘,‘ = - — ‘
: w =0, = ; \
‘équation : ux + vy + _ -
:ﬂi?'r:rer que D est tangente au cercle C si et seulement s iy 4 ;

o
R2(u2 + v?) — (va + vb + w)? = 0.

|

-
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34. CERCLES ET SPHERES

50 On considére un cercle € de centre O (a, b) etderayon R etun point M,

EXERC'CES Onpose : d= d(0, M). Soit D une droite qui passe par M et qui coupe ¢
o oux points A et B. On désigne par A’ le point de C diamétralement

opposé au paint A.

10 Démontrer I'égalité :
—

20 En déduire : MAMB = dz — R2

VAV = MA’.MB.

. 51 On considére le cercle C et la droite D d’équations respectives :
\ C:x24+y24+8y—10=0 D:x+y—2=0.
> 1o Soit m un réel. Montrer que, pour tout réel m, I'ensemble des points M
> / et ___‘]_“J Jrﬁ.f{; ;,-.-\h.g. 1 =

< Wy A& id"™ 1 .
tels que (A2 4 ) e S

- n ! ~ Ly
X . {x2+y2+8y—-'1{)}+m(x+y—2]=0 est un cercls_.-_cm.
YNYT | Quel est I'ensemble des centres  ,, des cercles Cn? Lm=*(5) 2 T 'g-]
- )20 Montrer que, pour tout réel m, le cercle C,, passe par deux points AetB
dont les coordonnées sont indépendantes de m.

Sphére. Dans les exercices suivants (n° 52 a 67) on considére un espace affine
euclidien de dimension 3 rapporté 3 un repére orthonormé Ji.

4 Ecrire une équation de la sphére de centre A (a, b, c) et de rayon R
dans chacun des cas suivants :

52 a=2, b=1, c=2 R=11,
53 a=—1, b =3, c=4, R=2
\| 54 a=3. =-2 ¢=-5 R=3
\-\-. 55 @ =05, b=-2¢=-—3 R=2

& Déterminer le centre et le rayon des spheres qui ont pour équations :
\ 56 x2+y2+22—2x+4y—22—-3=0.

57 x24+y2+224+4x—6y+2z4+2=0.

58 4x2 4+ 4y2 +4224+12x—4z-3 =0,

59 3x2+3y243z22—-2x—4y+1=0,

]' . .
| |60 Soient c!el{x points A et B de coordonnées respectives (3,1,0) €t
./ (1, —2,0). Ecrire une équation de la sphére de diamétre [A, B].

; sg‘}lél:ne exercice que le précédent pour les points A et B suivants (n°* 61
/ :

81 A:(—=1,1,-1), B:(32 —1).
\‘ iiaz A:(5 —3,1), B : (0,2 —4).
\ | y

\ ' /83 On considére la sphére S d"équation :

LT

2
[+ +22 - 2x—6y—4z49=0

et la droite D déterminé
: e par le point A U
« Déterminer I'intersection de D :t de § B i ‘
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34. CERCLES EY SPHERES

64 Méme exercice que le précédent dans le cas suivant :
S: x4+ y?+22—-3x+6y—-2z—-3=0, A: (9,0, —-1),
U: (=7.1.2).

65 On considére la sphere S d'équation :

X244 y? 422 _2x—6y—6z4+10=0

et le plan P d’équation : 2x 4+ y4+2z—2=0.
1° Montrer que S et P sont sécants.

2° Déterminer le centre et le rayon du cercle C = SnP.

66 Méme exercice que le précédent dans le cas suivant :
S x4+ y24+ 22 4x+2y—42z+3=0
P: x+y+2z—2=0.

67 On considére la sphére S d'équation :
xX24+y24+22 - 2x4+4y—62—3=0

et le plan P d'équation : 2x 4+ 3y —2z—7 =0.

Montrer que S et P sont tangants en un point A dont on donnera les coor-
données. Al PY- @

68 1° Quel est I'ensemble des centres de sphéres de rayon R qui passent
par un point A? (A £\

2° Quel est I'ensemble des centras des spheéres qui passent par deux points
AetB? Ploa 2 ciatarn

3° Quel est I'ensemble des cen:res des sphéres de rayon R qui passent par

deux points Aet B? '__'?‘_q__'.- . g O __} " ‘_ A AE e Loy
A f-""““' e fr Lo ol I
69 Soient P un plan et C un cercl& de ce plan de centre O et de rayon R. -P'

Soit D la droite perpendlculalre aP au point O et A un pmnt de D. Montrer

la propriété suivante : ¥ Liden ey o oo MITRE ey

YyMeC, {NeC, d(A, M) = d(A, N). -

2° Quel est 'ensemble des centres des sphéres qui contiennent le cercle €7
3o Spit P’ un plan paralléle & P, et soit €' un cercle de P' de centre Q'
et de rayon R'. A quelle condition exlste t-il une sphére qui contient €

, ‘3 Vo 3 - P10

ste’? A Lraadagn gue €D (Can PIIAY)

4° Soit P" un plan qui coupe P suivant une dreite D. Soit €" un cercle de P
de centre 0" et de rayon R”. A quelle condition existe-t-il une sphére
contenant C et "7
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35.
Geomeétrie descriptive

Epure d'un point.

Soit (O;EE) un repére cartésien ortho-
normé d'un espace affine euclidien A,.
Désignons par H le plan déterminé par le

point O et les vecteurs 7 et ;T et par F le plan

déterminé par le point O et les vecteurs ; et k
(fig. 1).

Les plans H et F sont respectivement appelés
plan horizontal de projection et plan
frontal de projection.

Les plans H et F sont perpendiculaires: leur
intersection T, déterminée par le point O et le

vecteur ; est appelée ligne de terre.

Soit M un point de A;. Désignons respecti-
vement par u, m, m’ les projections ortho-
gonales de M sur la droite T, sur le plan H et
sur le plan F (fig. 1).
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Si(x. v, 2) sont les coordonnges de p dans
le repére (0. L/ k), nous avons -

Ou=y. pm=x um' = zk.
Réciproquement, soit m
un point de F.
Supposons que ces deux
méme coordonnée sur}‘f
Posons alors :
Om=xi+y et Om — Vi + 2k,

m et m' sont les projections orthogonales
sur H et sur F du point M définj par ;

OM = x;‘+ y}'+ zk.

un pDint de H etm'

points aient |

Afin de faciliter Ia représentation des figures,
on convient de représenter sur le méme
dessin le plan H et le plan F (fig. 2).

De cette facon, les points m et m’ sont repré-
sentés sur une méme Perpendiculaire en y 3
la droite T.

Le couple (m, m’) est appelé épure du point
M. La droite perpendiculaire en w ala ligne
de terre est appelée ligne de rappel du
point M.

Il résulte de I'étude faite au numéro précé-
dent qu'un couple (m, m’) est I'épure d’un
point M si et seulement s’ils sont situés sur
une méme ligne de rappel.

On dit que m est la projection horizontale

de M et que m’ est la projection frontale
de M.

Remarque: En pratique, nous dirons'scu-
Vent : point (m, m’), au lieu de : point M
dont I'épure est (m, m').

Eloignement et cote d’un point,

Soit M un point de coordonnées (X, ¥, 2)

dans le repere (0,7 ] k). . .
X est appelé I’éloignement du point M ;
Zest appelé la cote du point M.

hlir la figure 3, nous avons :

M = xj ot um' = zk.

35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

F
Tm'
k"
TO ? m
i
L m
H

Ccole positive

x4

e e e o T — —
- —

éloignement positif
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38. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

- +m
=gl

c} Ta'

i +h! -«C

|

1 g n' A

T | e m' 'p

|

I . 3 ...d'-'

1
B* lhc'

I

'Ld 5 w1 @

5 On dit qu'un point M est au-dessus de H si sa cote est positive; on dit qu’il est
au-dessous de H si sa cote est négative.
On dit qu'un point M est en avant de F si son éloignement est positif; on dit
gu’il est en arriere de F si son éloignement est négatif.

Exemples : Sur la figure 4, nous avons représente les neuf points suivants :
un point (a, 8') qui est en avant de F et au-dessus de H;

un point (b, b') qui est en arriére de F et au-dessus de H;

un point (¢, ¢') qui est en arriére de F et au-dessous de H;

un point (d, d’) qui est en avant de F et au-dessous de H;

un point (e, e') qui appartient a F et qui est au-dessus de H;

un point (g, g') qui appartient a F et qui est au-dessous de H;

un point (m, m’) qui est en avant de F et qui appartient a H;

un point (n, n') qui est en arriére de F et qui appartient a H;

un point (p, p') qui appartient a la ligne de terre T.

Epure d'une droite.

6 Soit D une droite. Désignons par d la projection orthogonale de D sur H et par d'
la projection orthogonale de D sur F.

Le couple (d, d') est appelé épure de la droite D.

d est la projection horizontale de D ; d’ est la projection frontale de D.
Distinguons trois cas :

7 Premier cas : D est perpendiculaire a H (fig. b).
La projection orthogonale de D sur H est le singleton {A} défini par: {A} = DnH.

Soit (a, a') I'épure de A. |l en résulte que, sur I'épure, d est le singleton {a} et que
d’ est la droite perpendiculaire en a’ a la ligne de terre (fig. 6).

8 Deuxiéme cas : D est perpendiculaire a F (fig. 7).

La projection orthogonale de D sur F est le singleton {B} défini par : (B} = Dﬂ_F-
Soit (b, b') I'épure de B. Il en résulte que, sur I'épure, d est la droite perpendiculairé
en b a la ligne de terre et que d’ est le singleton {6’} (fig. 8).
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9 Troisiéme cas : D n’'est perpendiculaire ni @ H, ni a F (fig. 9).
Dans ce cas, il existe un plan perpendiculaire unique P passant par D et ortho-
gonal @ H et un plan perpendiculaire unique Q, passant par D et orthogonal & F.
Les plans P et Q sont appelés plans projetants de la droité D.
Les projections orthogonales de D sur H et sur F sont les droites d et d’ déter-
minées respectivement par: d=PnH et d = QnkF
Si D est la droite déterminée par deux points A et B dont les épures sont (a, a’) et
(b, b'), d est la droite déterminée par les points a et b, et d’ est la droite déterminée
par les points @' et b’ (fig. 10).

b d
a' '
___-f'-
T
3\
b.--_-n-
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35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Epures de droites particuliéres.

Droite verticale. Droite de bout.

DEFINITIONS : 1. On dit qu'une droite est verticale si et seulement si
elle est perpendiculaire au plan horizontal H.

2. On dit qu'une droite est de bout si et seulement si elle est perpendicu-
laire au plan frontal F.

L'épure d'une droite verticale a été donnée au n° 7, p. 244 ; I'épure d'une droite de
bout a été donnée au n° 8, p. 244.

Droite de profil.

DEFINITION : On dit qu'une droite D est de profil si et seulement si elle
est orthogonale a la ligne de terre.

Les droites verticales et les droites de bout sont donc des droites de profil.

Si D est une droite de profil qui n‘est ni verticale, ni de bout, les plans projetants P
et Q sont égaux (fig. 11).

Il en résulte que, sur I'épure, la projection horizontale d de D et la projection fron-
tale d’ de D sont égales et perpendiculaires a la ligne de terre (fig. 12).

Remarques : 1. Soit D une droite de profil qui n'est ni verticale, ni de bout et
soit (d, d’) son épure. Toute droite D'du plan P qui n’est ni verticale ni de bout
admet aussi (d, d') comme épure. Il en résulte que la donnée de (d, d') ne
suffit pas a déterminer la droite de profil D. Une telle droite n'est déterminée que
par la donnée de deux de ses points (a, a') et (b, b').

2. Tout couple (d. d') de droites non perpendiculaires a la ligne de terre est |'épure
d'une droite D. On dit alors que D est la droite (d, d').

d‘.‘
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35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

a D
bl/ B 3 b‘ dJ’
F
al A
7 T

‘I’ a H Hﬁ"‘h\
®

Droite horizontale. Droite frontale.

DEFINITIONS : 1. On dit qu'une droite est horizontale si et seulement
si elle est paralléle au plan horizontal H.

2. On dit qu'une droite est frontale si et seulement si elle est paralléle
au plan frontal F.

Les droites de bout sont des droites horizontales.
Soit D une droite horizontale; tous les points de D ont la méme cote (fig. 13).

Si la droite D n’est pas de bout, sa projection frontale @' est une droite parallele
a la ligne de terre.

Nous en déduisons I'épure de D (fig. 14).

Les droites verticales sont des droites frontales.

Soit D une droite frontale; tous les points de D ont le méme éloignement (fig. 15).
Si la droite D n'est pas verticale, sa projection horizontale d de D est une droite
paralléle a la ligne de terre.

Nous en déduisons I'épure de D (fig. 16).

| U
a/ .
—
T
a b d
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35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Remarques 1. Soient A et B deux points d'une droite horizontale, (a, a') et
(b, b') les épures de ces points. La distance des points A et B est égale a la distance
des points a et b (fig. 14).

2. Soient A et B deux points d’une droite frontale, (a,a’) et (b, b') les épures de ces

points. La distance des points A et B est égale 2 la distance des points a’ et b’
(fig. 16).

o

Epure d'un point d'une droite. /
o

Soient D une droite non de profil et (d, d')

son épure. /

Un point M d'épure (m, m’) appartient 4 D

si et seulement sil'on a : T

med et med.

Si M est un point de D dont on connait, \

est possible de déterminer sa projection
frontale m'. En effet, m’ est le point d'inter-
section de d' et de la ligne de rappel qui
passe par m (fig. 17). De méme, si I'on
connait m’, on détermine m d'une maniére

analogue.

d; Dz;
Remarque : Nous étudierons au ne 47, ; d’/

’ 1

p. 259, le cas ou D est une droite de profil.

par exemple, la projection horizontale m, il "’\
i i iecti d

; . d | Ja
Droites paralléles. M

Soient D, et D, deux droites non de

profil et soient (d;, d) et (d,, d3) leurs
épures respectives. ;
Si D, et D, sont paralléles (fig. 18), les g2

plans projetant respectivement D; et D, d, T ——
sur le plan horizontal H sont parallgles; il o
en résulte que d, et d, sont paralléles.

De méme, les droites d; et d; sont paralléles.

RecmrquEment si d, est paralléle a d, et

si d; est paralléle 2 d,, les droites D, et

D- sont paralléles. E'//
Pour deux droites D, et D, non de profil,

nous avons donc :
(Dy / D3) <= (dy /d> et dy/dy). '

La figure 19 représente les épures de deux droites, non de profil, paralléles.
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35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Droites sécantes,

Soient D, et D, deux droites no .
nd i ’ !
ipures respectives, e profil et soient (d,, d}) et (02, d3) leurs

Si D, et D; sont sécantes en un
a edind; et a' ed,nd..
Trois cas, et trois seulement, sont donc possibles

point A dont I'épure est (a, a'), nous avons :

d
2 di d3
3' ﬁ1 o
a
dfl d' \
i T
/ <

1. dind> = {a}, dynd; = {a'} etles points 4 et a’ sont sur une méme ligne de
rappel (fig. 20).

2. dy=d, et dind; = {a'} (fig. 21).
3. dind, ={a} et dy =d; (fig. 22).

Réciproquement, si l'une des trois condi- ;‘3______

tions précédentes est vérifiée, (d,, d}) et \

(d2, d5) sont les épures de deux droites dy <
sécantes dont aucune n’est de profil. i

Remarque : Sur la figure 23, les couples % 4

(d,, d}) et (ds, d3) sont les épures de deux .’b\

droites qui ne sont pas sécantes. d

f

Représentation d'un plan. ®

Les facons usuelles de déterminer un plan fsanf :

1. la donnée de trois points A, B, C non alrgne_s:'
2. la donnée d‘une droite D et d'un point A qui n'ap
3. la donnée de deux droites sécantes Dy et Da;

4. la donnée de deux droites strictement pa’a”.éi?s By #%:Da
En géométrie descriptive, un plan est donc défini :

A : i ints non alignés;
1. soit par la donnée des épures de trois poin : s : % L
2. soit Fi’:lar la donnée des épures d'une droite et d'un point qui n’appartient pas a

cette droite;

3. soit par la donnée des épures
4. soit par la donnée des épures
Les figures 20, 21 et 22 représente
et (d,, d>) sécantes.

partient pas a D;

de deux droites sécantes; ‘
de deux droites strictement paralléles.

nt le plan déterminé par deux droites (d;, di)
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Traces d'un plan.

Si un plan = n’'est pas paralléle au plan horizontal de projection H, l'intersection

nNH est une droite appelée trace horizontale de .

Si un plan 7= n'est pas paralléle au plan frontal de projection F, l'intersection = F
est une droite appelée trace frontale de .

Si un plan = ne contient pas la ligne de terre T, et s'il n'est paralléle ni 2 H, ni 3 F,
il admet une trace horizontale et une trace frontale qui sont deux droites distinctes,
Supposons que = coupe la ligne de terre en un point (e, ') (fig. 24).

®

Sur la figure 25, nous avons représenté un plan = qui n'est perpendiculaire a

aucun des deux plans H et F.
La trace hotizontale de = est la droite (P, P’); la trace frontale de = est la droite

(Q, Q).
Sur I'épure, les droites P’ et Q sont confondues avec la ligne de terre.

P

Plans particuliers.

Plan vertical. Plan de bout.

DEFINITIONS : 1. On dit qu'un plan est vertical si et seulement s’il est

perpendiculaire au plan horizontal H.
2. On dit qu'un plan est de bout si et seulement s’il est perpendiculaire

au plan frontal F.

Tout plan vertical admet une trace horizontale. Un plan vertical est déterminé

par la donnée de sa trace horizontale.
Si un plan vertical n’est pas paralléle au plan frontal F (fig. 26), il admet une trace

frontale qui est une droite perpendiculaire a la ligne de terre.
La figure 27 représente un plan vertical = qui n'est pas paralléle au plan frontal F
et qui n'est pas perpendiculaire a la ligne de terre. L'épure de la trace horizontale

de = est (V, V') ; I'épure de la trace frontale de = est ({«}, Q').
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24 Tout plan de bout admet une trac
donnée de sa trace frontale.

Si un plan de

trace horizont

e frontale. Un plan de bout est déterminé par la

bout n’est pas paralléle ay Plan horizontal H (fig. 28), il admet une
ale qui est une droite perpendiculaire & la ligne de terre,

p '

La figure 29 représente un plan de bout T qui n‘est pas paralléle au plan horizontal
et qui n'est pas perpendiculaire a |a ligne de terre. L'épure de la trace horizontale

de = est (P, {«'}); I'épure de la trace frontale de = est (B, B’).

1. Soit M un point dont I'épure est (m, m'). Soit Ho la projection

25 Remarques : it (ho. ho) I'épure de ce point. Nous

orthogonale de M sur un plan ve;:ticazlsas et so
: ¥, I : ( 3 I 4 - -
ﬁV::5 :sui(ehg'u:c’lu?I'cé;(:ﬂteho(gi;. g?}, la distance de M & = est égale a la distance
ré ;
demaV. :
2. De méme, si = est un plan de bout,
de m’ a B’ (fig. 29).

la distance de M & = est égale & la distance
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Plan de profil.

DEFINITION : On dit quun plan est un plan de profil si et seulement s'il
est perpendiculaire 3 la ligne de terre.

Sur I'épure, la trace horizontale et la trace frontale d'un plan de profil

sont rep;é_.-
sentées par une méme droite perpendiculaire a la ligne de terre.
Plan horizontal. Plan frontal.
DEFINITIONS : 1. On dit qu‘un plan est horizontal si et seulement s'ij
est paralléle au plan horizontal H.
2. On dit qu’un plan est frontal si et seulement s’il est paralléle au plan
frontal F.

Tout plan horizontal est un plan de bout.

Un plan horizontal n'a pas de trace horizontale. La trace frontale d'un plan hori-
zontal est paralléle 2 la ligne de terre.

Tout plan frontal est un plan vertical.

Un plan frontal n'a pas de trace frontale. La trace horizontale d'un plan frontal
est paralléle a la ligne de terre.

Epure d'une droite d'un plan.

Nous allons exposer sur un exemple une méthode qui permet, en général, de

déterminer I'une des projections d'une droite d’un plan lorsque I'on connait |'autre
projection de -cette droite.

Exemple : Considérons le plan P défini
par les deux droites sécantes D et A
d’épures respectives (d, d) et (3 8&')
(fig. 30).

Soit G la droite du plan P dont la projec-
tion horizontale est g. Déterminons la pro-
jection frontale ¢’ de G.

Les projections horizontales g et d des
droites G et D sont sécantes. Les droites G
et D sont donc sécantes en un point A.
De méme les droites G et A sont sécantes
en un point B.

Soit (a, a") I'épure de A. a est le point
d'intersection de get o : {a} = gnd.

a' est donc le point d‘intersection de la ligne
de rappel qui passe par a et de la droite o,
De méme, soit (b, b') I'épure de B. bestle
point d'intersection deget 3: {b}=gn3.
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b’ est donc le point d'intersection de la droite 3’ et de la ligne de rappel qui

passe par b.
Il en résulte que la projection frontale g’ de la droite G du plan P est la droite déter-

minée par les points a’ et b,

Epure d'un point d‘un plan.

Soient = un plan non de profil et M un point de ce plan dont on connait par exemple
la projection horizontale m.

Pour déterminer la projection frontale m’ de M, on détermine I'épure (d, d') d'une
droite D non de profil du plan = qui passe par M. Le point m’ est alors le point
d'intersection de d’ et de la ligne de rappel qui passe par m.

Nous donnons cette construction sur un exemple lorsque le plan = est détermine
ar

par ses traces.

Exemple : Considérons le plan 7 déter-
miné par ses traces (P, P’) et (Q, Q') etle
point M de = dont la projection horizontale
est m (fig. 31).

Soit ¢ une droite qui passe par met D la
droite du plan = dont la projection horizon-
tale est d. Le point M appartient a D. Le ]
point m' appartient donc a la projection
frontale d' de D.

Déterminons d"; utilisons la méthode donnée

au n° 29.

Soient a le point d'intersection de P et d,

b le point d'intersection de Q et d.

La ligne de rappel qui passe par @ coupe

P’ en a': la ligne de rappel qui passe par

b coupe Q' en b’. La droite d’ est déter-
minée par les points a’ et b'. m’ est le
point d'intersection de d’ et de la ligne de
rappel qui passe par m.

Epure d’une droite
perpendiculaire @ un plan. -

Considérons le plan = déterminé par ses
traces (P, P’) et (Q, Q') et le point M
d'épure (m, m') (fig. 32).

Proposons-nous de déterminer I'épure (3, 3')
de la perpendiculaire A menée par le point
M au plan =.
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La droite A est orthogonale 2 toutes les droites du plan M; en particuli?r elle ¢
orthogonale aux traces de ce plan. Il en résulte que la projection horizonta|

de A est perpendiculaire a la.projection horlzc?ntalt? P.de la tfacel honzantale
que la projection frontale &' de A est perpendlc_ulalre a}la projection f_mnlale 0
de la trace frontale. m appartient a 8, m' appartient & 3.' Pqur construire I'épy,.
(3, 8') de la droite A qui passe par M et qui est perpendiculaire au plan 7, j| suffiy

de mener par m la droite 8 perpendiculaire a P et par m' la droite 3’ perpendicuylair.
a Q'

Plans perpendiculaires.

Considérons le plan = déterminé par ses
traces (P, P') et (Q, Q') et la droite (d, d")
non perpendiculaire a ce plan (fig. 33).
Proposons-nous de déterminer le plan =
qui passe par D et qui est perpendiculaire & .
Soit A un point de la droite D et soit A la -
droite qui passe par A et qui est perpendi-
culaire a3 =w. Les droites sécantes D et A
déterminent le plan ='.

Pour construire I'épure de A, on utilise la
méthode donnée au numéro précédent,

Intersection de deux plans.

Soient P, et P, deux plans sécants et D I'intersection de ces plans.
Proposons-nous de déterminer I'épure de la droite D lorsque cette droite n'est pas

de profil.

5, 3,
Premier cas : P, est un plan vertical ou
de bout. Si P, est vertical, la projection hori- 8 ,
zontale de D est la trace horizontale de P-. 7 *btd'
Si P, est de bout, la projection frontale de

D est la trace frontale de P.

Dans les deux cas, nous connaissons donc
I'une des projections de la droite D. R
Pour construire I'épure (d, d’) de D, nous

utilisons la méthode donnée au ne° 29,
Exemple : Soient P, le plan déterminé par a
deux droites sécantes (3, 8;) et (3, 33)

et P, le plan vertical dont la trace horizon-

tale est (V, V') (fig. 34). 5
Déterminons la droite (d, d’') intersection = 84

de P, et P..
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La projection horizontale d est V. Elle coupe 5, et 3, respectivement en a et en b.
Les projections frontales sont a' et 4'. La droite ¢’ est la droite déterminée par
les points @' et b'.

Remarques : 1. La méthode précédente permet, en général, de déterminer les
intersections d’un plan = avec un plan horizontal ou avec un plan frontal.
Ces droites sont respectivement appelées horizontales et frontales de .
2. Cette méthode permet aussi.de déterminer les traces d‘un plan.

Deuxiéme cas : P, et P, ne sont ni verticaux ni de bout.

Pour déterminer D on utilise la méthode suivante :

On considére un plan auxiliaire P qui coupe respectivement P, et P, suivant une
droite D, et suivant une droite D,. Trois cas peuvent se présenter :

1. D, et D, sont sécantes. Leur point d'intersection A est un point de D.

2. D, et D, sont paralléles. D est une droite paralléle 8 D, et & D,.

3. D, et D, sont égales. D est égale a D, et a D..

Dans les deux premiers cas, pour déterminer D, on utilise un deuxiéme plan auxi-

liaire.
Nous savons déterminer l'intersection d'un plan et d'un plan perpendiculaire &
I'un des plans de projection. Nous choisirons donc pour plans auxiliaires des plans

verticaux ou des plans de bout.

Exemple : Déterminons l'intersection de
deux plans définis par leurs traces (fig. 35).
Choisissons comme premier plan auxiliaire
le plan horizontal de projection. Ce plan
coupe les deux plans suivant leurs traces
horizontales. Le point d’intersection (a, a')
de ces traces appartient a la droite D.
Choisissons comme deuxiéme plan auxiliaire
le plan frontal de projection. e
Ce plan coupe les deux plans suivant leurs
traces frontales. Le point d’intersection (b, £')

de ces traces appartient & la droite D.

La projection horizontale d de la droite D

est donc la droite déterminée par les points

a et b et la projection frontale d' de cette
droite est la droite déterminée par les points

a' eth' '

Intersection d’une droite et d’un plan.

n‘est pas paralléle a P. Pour déterminer le
dare un plan auxiliaire 7 qui contient
A est le point d'intersection de D et

Soient P un plan et D une droite qui I

Roint d'intersection A de P et de D, on consl

:' Le plan = coupe P suivant une droite D,.
eD,.
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Exemple : Déterminons I'intersection de
la droite (d, d') et du plan défini par les
droites sécantes (3,,5) et (32, 32) (fig. 36).
Choisissons pour plan auxiliaire, le plan pro-
jetant de la droite D sur le plan horizontal.
Nous en déduisons la droite (dy, d;), inter-
section de ce plan et du plan donné.
d, est égale a d. La droite d; coupe d' au
point a'. Le point d'intersection du plan et T
de la droite est donc le point (a, a'). 2

Changement de plan

de projection. & h

Nous avons remarqué que la réalisation d'une épure présente des singularités
lorsque les données occupent certaines positions particuliéres par rapport aux plans
de projection.

Par exemple, la méthode donnée au n° 15, p. 248 pour déterminer la projection
frontale d'un point M d'une droite 4, lorsque I'on connait la projection horizontale
de M, ne peut pas étre utilisée si la droite A est de profil.

Nous avons aussi remarqué qu’'une disposition particuliére des données peut
permettre de résoudre certains problémes. Par exemple, la distance d'un point
3 un plan est déterminée simplement lorsque le plan est soit vertical soit de bout.
Lors de la réalisation d’'une épure, il peut donc étre utile de changer de plans de
projection.

Faire un changement de plan frontal, c’est prendre pour nouveau plan
frontal de projection un plan vertical et conserver le plan horizontal de
projection.

Faire un changement de plan horizontal, ¢’est prendre pour nouveau plan
horizontal de projection un plan de bout et conserver le plan frontal
de projection.

Changement de plan pour un point.

Changement de plan frontal.

Soient F, un plan frontal et T, la trace horizontale de ce plan: T, = HnF;.
Déterminons I'épure d’un point M dans le systéme de plans de projection (H, F1):
3 partir de I'épure de M dans le systéme de plans de projection (H, F). Désignons
par m, m' et my les projections orthogonales respectives du point M sur les plans
H, F et F;. De méme, désignons par w et u, les projections orthogonales respecti-

ves de M sur les droites T et T,. Nous avons (fig. 37) : mM = pm’ = pym;. SUI
I'épure, la nouvelle ligne de terre est la droite T,. La projection horizontale de
est inchangée : c’est m. La nouvelle projection frontale m! appartient a la nouvell®
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m'y

4
1
Ti &

# [ —

&

| Ty “01

- De plus la cote est conservée. Choij-
1 Pour représenter |es points de cotes
Ue€ par la place des lettres e; et ¢y. Nous

m;y

tives de M sur les droites T et T,. Nous avons ;
Sur I'épure, la nouvelle ligne de terre est |3
droite T,. La projection frontale de M est
inchangée : c’est m’. La nouvelle projection
horizontale m, appartient a la nouvelle ligne

de rappelde m’, perpendiculaire 3 T,. De plus T
I"éloignement est conservé. Choisissons I'un
des demi-plans de frontiére T, pour repré-
senter les points d'éloignements positifs. Sur

la figure 39 ce choix est indiqué par la place
des lettres e, et c,. Nous en déduisons le
point m..

Changement de plan pour une droite.

Si on fait un changement de plan, pour trouver la nouvelle épure d'une droite‘, il
suffit de déterminer les nouvelles épures de deux points dIStII"I{:,tS t_:le cette-_ droite.
Il en résulte que, dans un changement de plan frontal, la projection honz.ont'ale
d'une droite est rz:onservée, dans un changement de plan horizontal, la projection
frontale d’'une droite est conservée.
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droite (d, d') et effectuons le changement de plan
e soit la droite Ty (fig. 40). Soient
droite. Les nouvelles épures de ces
la droite est donc (d, d1), ol d;

Exemple : Considérons la
frontal de fagon que la nouvelle ligne de terr
deux points distincts (&, a') et (b, b’) de la
points sont (a, a;) et (b, b!). La nouvelle épure de
est la droite déterminée par les points a;, et bi.

y”

o

e e s o o

Ll
=
. \m‘-

oy

\

il e . e, M T -
o+
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Changement de plan poyr y, plan

Pour faire un changement de

. plan i
de plan pour trois points non POUr un plap, j|

aligrigs. dy il suffit de faire |e changement
Ou pour deux droites distinctes de

Exemple : Considérons le plan dafin;

| i i NI par deux droites (d. ' 3, 8’

au pm_nt (0, 0') et eﬁ\_ectuons un changement de plan fro( t, | L i
velle ligne de terre soit la droite Ty (fig. 41) iy =

Soient (a, ') un point de (d, d') et (p, b') un point de (3, 5

s des trois points (a, a"), (b

@), (b, b') et (o, 0').
Dar?s ce nouveau systéfne de plans de projection, e plan est alors E—.héﬁniJ par les
droites (d, d), et (3, §;) sécantes au point (o, o;).

Applications des changements de plan.

Epure d'un point d'une droite de profil.

Considérons la droite de profil D définie par deux de ses points (a, ') et (b, b')
et le point M de cette droite, dont la projection horizontale est m (fig. 42).
Nous nous proposons de déterminer la pro-
jection frontale m’ du point M.

Prenons comme nouveau plan frontal, le b
plan projetant horizontalement D. La nou-
velle ligne de terre T, est donc confondue m'

avec les projections horizontale et fron.tale

de D. Les nouvelles épures des po:r:ts
!

(a, a') et (b, b') sont (a, a;) et (b, by).

La nouvelle épure de la droite D est donc 4° a'

(d, d}). La nouvelle épure du point M est i \

(m, m}). Dans un changement de plan E

frontal, la cote d'un point est conseruée: i E

Nous en déduisons la projection frontale m i ¢

du point M. , : ‘
; 7 |
b L0

"-".- '-—ﬂ'

T4
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Distance de deux points. L p
Considérons deux points A et B, tels que

la droite D qu'ils déterminent ne soit ni ver- a’

ticale ni de bout. Soient (a, a') et (b, b') 4 ¢

; :
les épures de ces points. ;
Nous nous proposons de déterminer la dis- T |
]
1
Y

tance des points A et B.

bl"
e 1
Nous avons remarqué au n° 14, p. 248 que d—177,
l'on trouve directement sur |'épure la dis-
tance de deux points dans le cas ol la droite s cod

D qu'ils déterminent est une droite hori- !
zontale ou une droite frontale. ¥ I
Faisons, par exemple, un changement de = f'
plan frontal, de facon que, dans le nouveau !
systtme de plans de projection, la droite D soit frontale. Choisissons, comme
nouveau plan frontal, le plan projetant horizontalement la droite D. Les nouvelles

épures des points A et B sont (a, a;) et (b, b;). La distance des points A et B est
donc égale a la distance des points a; et by (fig. 43).

o

H; a Q'

Distance d’un point & un plan. a

Considérons le point M dont I'épure est /
(m, m') et le plan = défini par ses traces :

(fig. 44). Nous nous proposons de déter- , - T
miner la distance du point M au plan .
Nous avons remarqué au n° 25, p. 251,
gue l'on trouve directement sur |'épure la
distance d'un point & un plan dans le cas
ou le plan est un plan vertical ou un plan
de bout.

Faisons, par exemple, un changement de
plan frontal de facon que, dans le nouveau
systeme de plans de projection, le plan =
soit un plan de bout.

Choisissons, comme nouveau plan frontal, un plan vertical F, dont la trace
horizontale T, est perpendiculaire 3 la trace horizontale P du plan =. P est
une droite du plan perpendiculaire au plan F,. Le plan est donc perpendiculaire
au plan F;. Dans le systtme de plans de projection (H, F,), le plan m est donc un
plan de profil. Déterminons la nouvelle trace frontale R| de =. Le point d’inter-
section (B, £1) de la trace horizontale P et de la nouvelle ligne de terre T, est un
point de R;. De plus, soient (a, a') un point de la trace frontale Q' et (a, a) la nou-
velle épure de ce point. Dans le nouveau systéme de plans de projection, le plan =
est de bout. Il en résulte que le point a; appartient a Ri. R; estdonc la droite déter-
minée par les points 3; et a;. Si (m, m;) est la nouvelle épure du point M et si A1

est la projection orthogonale de m; sur Ry, la distance du point M au plan T est donc
égale 2 la distance du point m; au point A,
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Rabattement d'un plan sur un plan horizontal.

Notion de rabattement.

ConSldéTDn§ un ';_:Ian horizontal = et un plan P qui n'est pas horizontal. Désignons
par D la droite d'intersection du plan = et du plan P. La droite D est donc une droite
horizontale.

Intuitivement, rabattre le plan P sur le plan horizontal =, c’est faire tourner ce plan
autour de la droite D de facon 2 I'amener en coincidence avec le plan 7. La droite
horizontale D est appelée charniére du rabattement (fig. 45).

L'étude théorique du rabattement ne pourra étre abordée qu'en classe Terminale.
Rabattement d'un point du plan.

Soient A un point du plan P, H la projection orthogonale de A sur D, K la projection
orthogonale de A sur =, et Q le plan qui est perpendiculaire 3 = et qui passe
par A. Posons : D = =wn Q. Donc les points H, K et A sont des points de Q et les
points H et K sont des points de D. Considérons, dans Q. le cercle de centre H qui

ER a h a3

passe par le point A. D coupe ce cercle en deux points A, et A, et nous avons :
" HA, H = ”T'mz H - H HA ”

Il parait naturel d’admettre qu'aprés rabattement du plan P sur le plan = dans le
sens indiqué sur la figure, le paint A vient coincider avec le point A;. Si I'on avait
rabattu le plan P dans l'autre sens le point A serait venu coincider avec le point A,.
Intuitivement, il y a donc deux rabattements possibles du plan P sur le plan .
Chacun des points A, ou A, est appelé rabattement du point A. Remarquons que
si I'on choisit comme rabattement du point A, le point A, par exemple, alors tout
autre point de P a un rabattement bien détermingé.
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Remarque : Le rabattement de tout point 3

Proposons-nous de construire sur I'épure les

projections horizontales a, et a; des points e 3
A, et Ay, -

Nous connaissons Iépure (3, 3') de la )

droite A et I'épure (a, @') du point A.
Nous en déduisons la projection horizon-
tale d de la droite D : d est la droite qui
est perpendiculaire 3 8 et qui passe par a.
D est une droite du plan =, I'épure de D est
donc : (d, 3'). Les points a, et a; appar-
tiennent 3 d et le point A, projection hori-
zontale de H, est le point d’intersection de &
et de d (fig. 46).

De plus K est un point de D dont la projec-
tion horizontale est a. Rappelons a en K’ sur
d’; (a, k') est I'épure du point K.

D est une droite horizontale. Il en résulte les
égalités :

d(H A)=d(h a)=dH A) =d (h a) =d(H A) et d (H K)=d(h a).
Les points K et A appartiennent a une verticale: nous avons donc :

d (K, A)=d (K, 2').

De I'égalité : | HA | = ||HK | + [| A [> il résulte

1z IF = [ ha [ = A2 [* + || 2 |

Afin de faciliter la construction des points a, et a,, marquons sur la droite perpen-
diculaire en a a la droite d un point & tel que ”a_E ” = ”E'_;(: "

Nous avons alors : || ha; [|* = ||ha ||* = || 75 ||
Ngus en déduisons la construction des points a, et a, : a, et a, sont les points
d'intersection de la droite d et du cercle de centre A gui passe par b.

Rabattement d’'une droite du plan.

Soit G une droite du plan P.
;l!. Si G est paralléle 3 D, le rabattement Gy de G est paralléle 3 D
- SI G est une droite qui coupe D au point O, | ‘
: ' . le raba st une
droite qui coupe D au point O. IO G S Y
Dans les deux cas, pour déterminer le rabatt ; i [ ‘
; ement d'une dr il suffit
de connaitre le rabattement d’un point de cette droite R g b
Le rai??nement. de tout autre point de la droite est alors déterminé.
Sur I'épure, si G et D sont paralléles, les projections horizontales g et 3 sont
paralléles. La projection horizontale g, de G, est alors parallgle a 3
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Si G coupe A au point O, les projections horizontales g et 3 de ces droites se cou-
pent au point o, projection horizontale du point 0. La projection horizontale g;
de G, est alors une droite qui passe par o.

Soit A un point du plan et choisissons A, comme rabattement du point A. Utili-
sons les remarques précédentes pour déterminer le rabattement M, d’un point M
de P dont 'épure est (m, m'). Désignons par G la droite déterminée par A et M.

s
w

r ) 3‘ OI
g m a

-
o k' T

b

z

g
i
g i

a

9 b

£

Premier cas : G est paralléle a D (fig. 47). g, est donc la droite qui est paralléle
a D et qui passe par a;. Le point m; appartient & g,. De plus m, appartient 2 la
droite qui est perpendiculaire & 3 et qui passe par m. Le point m, est donc le point
d'intersection de ces deux droites.

Deuxiéme cas : G coupe D au point O (fig. 48). g, est donc la droite déterminée
par les points &, et 0. Le paint m, est le point d'intersection de g, et de la droite

qui est perpendiculaire a 3 et qui passe par m.
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EXERCICES

264

Plans.

¢ Soit M un point défini par son épure (n°* 1 a 4).

1 Déterminer I'épure du point M, symétriqué du point M par rapport ay
plan horizontal.

2 Déterminer |'épure du point M, symétrique du point M par rapport ay
plan frontal.

3 Déterminer I'épure du point N symétrique du point M par rapport a la
ligne de terre.

4 Déterminer I'épure d'un point M équidistant du plan horizontal et du
plan frontal.

5 Soit D une droite non de profil déterminée par son épure (d, d’). Déter-
miner I'épure d'un point M de D dont la cote est égale a |"éloignement,

6 Soit D une droite non de profil déterminée par son épure (d, d').
Déterminer les épures respectives du point d'intersection de D et du plan
horizontal et du point d'intersection de D et du plan frontal.

7 Soient D une droite non de profil déterminée par son épure (d, d') et A un
point d’épure (a, a'). Déterminer, si elle existe, 1"épure de la droite horizon-
tale qui passe par A et qui coupe D. Déterminer si elle existe, |'épure de la
droite frontale qui passe par A et qui coupe D.

8 Soient (d,, d:) et (ds, ﬂ';) deux droites D; et D, non de profil
et non coplanaires. Dire dans quel cas il existe une droite verticale A qui
coupe D, et D,. Donner alors I'épure de A et les épures des points d'inter-
section respectifs de A et D,, de A et D.,.

9 Soient D, et D, deux droites non de profil qui ne sont pas horizontales.
Donner I'épure d’une droite horizontale de cote donnée qui coupe D4 et D..

10 ISoient D1 une droite verticale, D, une droite non de profil qui n'est pas
verticale et A un point qui n’appartient ni 3 Dy ni a D,. Dans quel cas existe-
t-il une droite D qui passe par A et qui coupe D, et D,? Déterminer alors
I'épure Te cette droite,

11 Un plan P est déterminé par la ligne de terre T et un point (a, ') qui
n'appartient pas a T,

1e Soil M un point du plan dont la projection frontale est m'. Déterminer
sa projection horizontale ‘m.

2° Déterminer |'épure de |a droite horizontale de P qui passe par M.

12 On c—:_msidém un plan P déterminé par une droite horizontale (dv d;)
et une rfirmte frontale (d,, d) sécantes au point (a, a').
Déterminer les traces dy plan P.

13 On considére un plan P déterminé par une droite (d, ¢’) paralléle 2 12

ligne dei terre et un point (a, a') qui N'appartient pas & cette droite.
Déterminer les traces du plan P.



5. GEOMETRIE DESCRIPTIVE
A !
14 Soient (3, a’) et (b, b’) deux points d'une droite de profil D et

un paint de la ligne de terre n'a (¢, ¢')
S Ppartena E .
défini par D et le point (c, ¢'). Nt pas a D. On considére le plan

1e Déterminer I'épure de la droit i
e ho ;
point (a, a'). rizontale du plan P qui passe par le

2° Déterminer les traces du plan P.

15 ‘On cnns}dére un plan F déterminé par deux droites sécantes non de
profil (dy, d,) et (d d,). Déterminer les traces Ide P.

4 Déterminer l'intersection de deux
. plans Py et P, dans
suivants (nos 16 & 20) - 1 2 chacun des cas

16 P, est déterminé par deux droites sécantes, P, est déterminé par deux
droites sécantes.

17 P, est déterminé par ses traces, P, est déterminé par deux droites
sécantes.

18 P, et P, ont leurs deux traces respectivement paralléles.
19 P, est paralléle a la ligne de terre ; P; estun plan de profil.

20 P, et P, sont deux plans paralléles a la ligne de terre définis par leurs
traces.

4 Déterminer 'intersection d‘un plan P et d’'une droite D dans chacun des
cas suivants (n°s 21 a 23).

21 P est déterminé par ses traces; D est une droite non de profil.

22 P est déterminé par la ligne de terre T et un point (&, a') qui n'appartient
pas a T; D estune droite non de profil.

23 P est défini par deux draites (dy, d}) et (da ) scantes 8u Ot
(0, 0') ; D est une droite (d, d') telle que d passe par 0 et d' soit parallélead,.

24 Soijent P,, Py et P3 trois plans non paralléles deux a deux, définis par
leurs traces. Déterminer le point d'intersection de ces trois plans.

25 Déterminer I'épure d'une droite qui coupe deux droites non copla-

naires (d, dy) et (dz d,) et qui passe par un point (a, a").
26 Déterminer |'épure d'une droite E:-arallléle a 1.1m=,-r droite (d, d') et qui
coupe deux droites non coplanaires (dy. dy) et (dz: d2)-

fini par ses traces, une droite (d. d*}_nnn Jparal-
léle 3 P, et un point (a. a') qui n‘appartient pas a (d, d'). Déterminer |'épure

: i , a') et qui
d'une droite paralléle au plan P, qui passe pm; un p:i”:;a::pasjparaﬂilﬂ
coupe une droite (d, d') qui ne contient pas (a;2°) a8

aP.

27 Ondonne un plan P dé
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35. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

EXERCICES

Changement
de plan.

Rabattements.

266

28 On considére un point (¢, ¢') et une droite de profil D définie par deux
de ses points (a, a’) et (b, b'). Soit P le plan perpendiculaire 3 D qui, passe
par (g, ¢'). Utiliser un changement de plan frontal, pour déterminer la
trace horizontale du plan P. Déterminer la distance du point C 2 la droite B

29 Utiliser un changement de plan horizontal pour déterminer |a distance
de deux points (a, a') et (b, b').

30 Uiiliser un changement de plan horizontal pour déterminer Ia distance
d'un point & un plan défini par ses traces.

31 Soit P un plan défini par ses traces. On fait un changement de plan
horizontal. Déterminer les nouvelles traces de ce plan.

32 Utiliser un changement de plan pour que, dans le nouveau systéme
de plans de projection une droite (d, d’) soit de profil.

33 Utiliser un changement de plan pour déterminer l'intersection de
deux droites de profil incluses dans un plan de profil et déterminée respec-
tivement par deux de leurs points.

34 1° Montrer que, par un changement de plan horizontal, on peut
rendre horizontal un plan de bout.

2° Mantrer que, par un changement de plan frontal, on peut rendre frontal
un plan vertical.

35 Soient P un plan parallgle 3 Ia ligne de terre défini par ses traces et
(a, a’) un point qui n'appartient pas a P,

1° Montrer que, par un changement de plan, on peut rendre de bout le
plan P.

20 En déduire la distance du point A au plan P,

36 Meéme exercice que le précédent dans le cas ol P est un plan défini par
deux droites concourantes,

37 Soient A le point d'épure (a. &) et D la droite d’épure (d,d'). An‘appar-
tient pas @ D et on désigne par P e plan défini par A et D.

12 Déterminer la droite horizontale D, du plan P qui passe par A.

2° Rabattre le plan P sur un plan horizontal autour de D,.

Construire le rabattement de la droite D. En déduire la distance du point A
a la droite D.




36.
Calculs numériques (st

Ce chapitre ne concerne que la section E. Il constitue un rappel de définitions et
de résultats admis et utilisés pour les calculs numériques en classe de Seconde T.

Seéries Renard.

Fonction Rang.

La fonction Rang est une application de I'ensemble [R% dans I'ensemble IR.

Pour tout réel positif x, 'image de x par la fonction Rang est notée : Rg x.

Cette fonction posséde les propriétés suivantes :

1. Elle est strictement croissante sur [R*.

2. Pour tout réel z, il existe un réel positif unique x qui vérifie I'égalité : Rg x = 2.
3. Pour tout couple (x, y) de réels positifs, on a les égalités :

X
Rgxy=Rgx+ Rgy et Hg;= Rg x — Rg y.
4. Pour tout réel positif'x, on a les égalités ;

Hg%=~ﬁgx et Rg\/—=%ﬂgx.

5. Pour tout réel positif x et pour tout entier relatif 7, on a I'égalité :
Rg x” = n Rg x.

6. Soit g le réel positif unique qui vérifie I'égalité : g'° = 10.
Pour tout entier relatif n, on a I'égalité : Rg ¢" = n.

En particulier, on a les égalités: Rg1 =0 et Rg 10 = 10.

Rang d'une puissance de 10.

Pour tout entier relatif n, nous avons I'égalité : Rg 107 = n Rg 10.
Le rang de 10 est égal 4 10; nous en déduisons |'égalité :

Rg 107 = 10 n.

En particulier: Rg 0,1 = — 10; Rg 100 = 20: Rg 1 000 = 30.
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#6. CALCULS NUMERIQUES (suits)

Série Renard R,, et nombres normaux.

Considérons la suite formée des onze nombres suivants :

=@ q; % o% % % g% a7 9% @ g8 = 10

Ces nombres admettent pour rangs respectifs les onze entiers suivants -
0; 1; 2: 3: 4; 5; 6: 7: 8 9: 10.

Dans de nombreux calculs approchés de Technologie, il est utile de connaitre des
valeurs approchées des puissances précédentes de qg.

On utilise alors systématiquement les valeurs suivantes -

1, 1,25; 1,6; 2; 25; 32; 4; 5; 64: 8: 10,

Cette suite de nombres est appelée série Renard R10: les nombres qui la composent
sont appelés nombres normaux.

Le tableau suivant contient les nombres normaux et leurs rangs respectifs :

Nombres 1 1256 16 2 25 32 4 5 64 8 10

Rangs 0O 1 2 3 4 5 67 8 9 10

Remarques: 1, Dans le tableau précédent, nous constatons que, pour tout
entier 7 compris entre 3 et 10, le nombre normal de rang n est égal au double du
nombre normal de rang n — 3.

Pour retenir la série Renard R, il suffit donc d’apprendre les trois premiers nombres
normaux: 1; 1,25;: 1,6.

2. La propriété précédente tient a 'égalité : g» = Q"3 x g3

En effet, le nombre 2 est une valeur approchée de g3, le produit 2 g"—3 est donc
une valeur approchée de g~.

Série Renard R,,.

Les nombres dont le rang est un entier de I'intervalle [0,10] sont donnés approxi-
mativement par la série Renard R,,.

Dans la pratique, pour augmenter la précision des calculs, on a aussi besoin de
connaitre les nombres dont le rang appartient & I'intervalle [0,10] et est égal au
quart d'un entier.

On utilise alors systéematiquement une suite de valeurs approchées, appelée série
Renard R, et dont on trouvera un tableau a la fin de ce livre (Voir Tableau V1),

Calcul du rang d'un nombre.

Premier exemple : Calculer le rang du nombre 640,

Nous avons l'égalité : 640 = 6,4.102.
Nous en déduisons: Rg 640 = Rg 6,4 + Rg 102,
Nous avons : Rg 102 =2 x 10 = 20.

Nous lisons dans la table: Rg 6,4 = 8.
Nous en déduisons: Rg 640 = 28.
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36. CALCULS NUMERIQUES (suite)
euxiéme exemple : Calculer le rang dy

55&5 avons l'égalité :  0,0071 = 7'1?10_3!.10mbre DR
Nous en déduisons :  Rg 0,0071 = R
Le nombre 7,1 ne figure pas dans la co
plus proche de 7,1 qui figure dans cett
Nous lisons : Rg 7,2 = 8,5,
Nous adoptons alors pour valeur ap
Rg 7,1 = 8,5.

Nous en deduisons : Rg 0,0071 = 85 — 30, clest-a-dire : Rg 0,0071 = — 21.5.

9714 Rg10-3 = Rg 7,1 — 30.
lonne “Nombres” de la table; le nombre le
e colonne est 7,2.

prochée du rang du nombre 7,1 le nombre 8,5 :

Valeur approchée d'un nombre dont on connait le rang.

Premier exemple: Calculer le nombre x dont le rang est égal a 34,5.

Nous avons I'égalité : 34,5 = 30 + 4,5. (1)
Désignons par x' le nombre dont le rang est égal 2 4,5.
Nous avons les égalités: Rg x = 34,5; 30 = Rg10%; 4,5 = Rg x". (2)

Des égalités (1) et (2), nous déduisons I'égalité : Rg x = Rg 103 4+ Rg x/,
c'est-a-dire: Rg x = Rg 103.x".

Deux nombres dont les rangs sont égaux sont nécessairement égaux; nous avons
donc l'égalité : x = 103.x".

Dans la table, nous lisons une valeur approchée du nombre x’ dont le rang est 4,5 :
x' = 2,8. Nous en déduisons: x = 2 800.

Deuxiéme exemple : Calculer le nombre y dont le rang est égal 3 — 14.

Nous avons l'égalité : — 14 = — 20 4 6.

Désignons par y’' le nombre dont le rang est égal a 6.

Nous avons alors I'égalité : Rgy = Rg 1072 + Rg y/,

c’'est-a-dire : Rg y = Rg 10~ 2.y".

Comme précédemment, nous en déduisons 'égalité : y = 1072y’

Dans la table, nous lisons une valeur approchée du nombre y' dont le rang est 6 :
y' = 4. Nous en déduisons : = 0,04.

Applications pratiques de la série Renard.

. 0,585 x 214
Premier exemple: Calculer le quotient: x = 2959
Nous avons I'égalité : Rg x = Rg 0,585 + Rg 214 — Rg 4,259. (1)

Dans Ia table, nous lisons: Rg 5,85=7,75; Rg 214 =3,25; Rg 4,259 = 6,25.
Nous en déduisons : Rg 0,685 = — 10 + 7,756 = — 2,25,

Rg. 214= 20+ 3.26= 23,25.
L'égalité (1) implique alors les égalités :
Rgx = — 2.25 + 23,25 — 6,25 = 14,75 = 10 + 4,75.
Dans la table, nous lisons : 4,75 = Rg 3.

Nous en déduisons : Rg x = Rg 10 + Rg 3, c'est-a-dire: x = 30.
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96, CALCULS NUMERIQUES (suite)
n calcul plus approché, effectué a la régle, donne : x = 29,4,

Remarque: U
y = (0,938)3 x 4/4,52.

Deuxidme exemple: Calculer le produit :

1
Nous avons |'égalité : Rg y = 3 Rg 0,938 + 3 Rg 4,52. (2)
‘ : = ! = 6,5.
Dans la table, nous lisons: Rg 9,38 = 9,75; Rg 4,62 L
Nous en déduisons: 3 Rg0,938 =3 (— 10 + 9,75) = 3 (— 0,25) = — 0,75;

1 65
5 Rg 452 = = = 3,25.

L'égalité (2) implique: Rgy = — 075+ 3725 =25
Dans la table, nous lisons : 25 = Rg 1,8,
Nous en déduisons : y = 1,8.

Logarithmes décimaux.

Fonction logarithme décimal.

La fonction logarithme décimal est une application de I'ensemble IR} dans I'ensem-

ble [R.
Pour tout réel positif x, l'image par la fonction logarithme décimal est notée : log x.

Cette fonction posséde les propriétés suivantes :

1. Elle est strictement croissante sur [R1.

2. Pour tout réel z, il existe un réel positif unique x qui vérifie I'égalité : log x = z.
3. Pour tout couple (x, y) de réels positifs, on a les égalités :

X
logxy =logx+ logy et Iog;=lagx-logy.
4. Pour tout réel positif x, on a les égalités :

1 -
log > = — log x et Iog\/x=%logx.

5. Pour tout réel positif x et pour tout entier relatif n, on a I'égalité :
log x* = n log x.

6. Pour tout entier relatif 7, on a I'égalité : log 10" = n.

En particulier, on a les égalités: log1 =0 et log10=1.

Table de logarithmes a quatre décimales.
Nous donnons a la fin de ce livre, p. 286, une table qui fait connaitre, avec quatre

décimales, des valeurs approchées des mantisses des logarithmes décimaux des
entiers naturels compris entre 1 et 1000,
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36. CALCULS NUMERIQUES (suite)

Caractéristique et mantisse d'un logarithme.

Soit x un réel positif, et log x le logarithme décimal de ce réel.

On appelle caractéristique de log x la partie entiére de ce logarithme;
on appelle mantisse de log x la différence de ce logarithme et de sa partie
entiére.

Soit n1 la caractéristique de log x; nous avons donc ;

ne_z et n<<logx<n+1.

Soit d la mantisse de log x; nous avons : d = log x — n.

Nous en déduisons : 0 <d<1.

Les tables de logarithmes donnent des valeurs approchées des mantisses; elles ne
donnent pas les caractéristiques.

Nous rappelons la détermination de la caractéristique de log x.

Caractéristique de log x.

Soit x un nombre décimal positif.

1. Si x est supérieur ou égal a 1, la caractéristique de log x est égale au nombre des
chiffres qui précédent la virgule, diminué de 1.

2. Si x est compris entre 0 et 1, la caractéristique de log x est négative; sa valeur
absolue est égale au nombre des zéros qui précédent le premier chiffre non nul,
y compris le zéro qui précéde la virgule.

Exemples: 1. La caractéristique de log 326,6 est 2.

2. La caractéristique de log 1,83 est 0.

3. La caractéristique de log 0,0085 est — 3; nous |'écrivons 3.

Mantisse de log x.

Pour tout réel positif x et pour tout entier relatif n, les nombres log x

et log(x.107) ont méme mantisse.
Il en résulte que, si x est un nombre décimal, la mantisse de log x ne dépend que des

chiffres significatifs de x.
Exemple: Les mantisses de log 2,83, de log 283 et de log 0,0283 sont égales;

nous lisons leur valeur commune dans la table : 4518.

Ecriture de log x.

Pour écrire log x, nous écrivons :

1. Avant la virgule, la valeur absolue de la caractéristique, surmontée du signe — si
cette caractéristique est négative.

2. Aprés la virgule, la mantisse de log X.

Exemples: 1. Le logarithme de 2,83 est égal 2 0,4518.

2. Le logarithme de 0,0283 est égal 2 2,4518.
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36. CALCULS NUMERIQUES (suita)

Cologarithme d'un nombre.

Soit x un réel positif; on appelle cologarithme de x I'opposé du logarithme de x,
Le cologarithme de x est donc le logarithme de l'inverse de x. Nous notons :

colog x = — log x = log ;I_‘

Ecriture du cologarithme d'un nombre.

Soit x un réel positif.

1. Si la mantisse de log x est nulle, la mantisse de colog x est nulle: les caracté-
ristiques respectives de log x et de colog x sont opposées.

2. Si la mantisse de log x n'est pas nulle, la somme des mantisses respectives de

log x et de colog x est égale a 1; la somme des caractéristiques respectives de
log x et de colog x est égale a — 1.

Exemples : 1. Si log x est égal a 3,0000, colog x est égal 3 3,0000.
2. Si log x est égal a 2,3421, colog x est égal 3 1,6579.

Détermination du logarithme d'un nombre positif.

Premier cas : le nombre donné x est un nombre décimal positif qui comporte
au plus trois chiffres significatifs.

On détermine la caractéristique du logarithme de x en appliquant la régle n° 17,
p. 271; on lit directement la mantisse dans la table.

Exemples : 1. log 17,3 = 1,2380.
2. log 0,0484 = 2,6848.

Deuxiéme cas : on connait une valeur décimale approchée de x avec au moins
quatre chiffres significatifs.

On conserve quatre chiffres significatifs, en ajoutant 1 au dernier chiffre conservé
si le cinguiéme chiffre significatif est supérieur ou égal a 5. On détermine la carac-
téristique du logarithme de x en appliquant la regle du n° 17; on calcule la man-
tisse de log x en faisant une interpolation linéaire.

Exemple : Calcul de log 208,324.

Nous conservons quatre chiffres significatifs, et nous calculons log 208,3 par
interpolation linéaire. Nous avons : log 208 = 2,3181, log 209 = 2,3201.

La différence tabulaire est 0,0020; nous en concluons :

log 208,3 = log 208 + % %X 0,0020 = log 208 + 0,0006.
Nous avons donc : log 208,3 = 2,3187.
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36. CALCULS NUMERIQUES (suite)

Détermination d'un nombre dont on connait le logarithme.

24 Pr i " ’
emier cas : la mantisse du logarithme est dans |a table.

25

On détermine a ‘e b St

o nomzrrr:lzz aloérs trots.cmffres significatifs par simple lecture dans la table; puis

i S zéros qui précédent ou qui suivent ces chiffres significatifs, et la
© 1a virgule 2 I'aide de la caractéristique.

Exar_nr:wles : 1. Si I'on donne: log x = 2,7782, on a: x = 600,0.
2. Si I'on donne: log x = 7,8482, on a: x — 0,7050.

g:udlgfmg cas : la mantisse du logarithme n'est pas dans la table.
ermine alors une valeur approchée du nonlbre X par interpolation linéaire.

Exemple : Si I'on donne : log x = 1,9055, on a:

log 80,4 = 1,9053,

log 80,5 = 1,9058.

Nous en déduisons : log 80,44 = 1,9055.

Une valeur approchée du nombre x dont le logarithme est 1,9055 est égale & 80,44,

Notions sur les abaques.

26 Un abaque est un graphique qui permet d’'obtenir sans calcul certains résultats

numeériques.

Abaque a courbe unique.

27 Soit f une fonction définie sur un intervalle E. Considérons le tracé de la courbe

représentative C de la fonction dans un repére cartésien (0, 7, 7); nous pouvons

résoudre graphiquement les deux problémes suivants :
1. Déterminer une valeur approchée du réel f(x) pour un réel x de l'intervalle E,
2. Déterminer, pour un réel y de I'ensemble 7(E), une valeur approchée de chacun

des réels x qui vérifient : f(x) = y.
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Exemple : La figure 1 donne la courbe représentative de la fonction f:

f: Yxe[0,12], x n—> 4/x.

Nous lisons sur la figure qu‘une valeur approchée de 4/3 est 1,73 et qu‘une valeur
approchée du réel positif x qui vérifie : 4/x = 2,75 est: 7,5.

0 1 2 3 4

Abaque cartésien.

Nous allons donner un exemple d'abaques qui fait intervenir une famille de courbes
représentatives.
Exemple : Soient trois réels positifs,-x, y, z.
LT -
Considérons un repere cartésien (0, I ;'), et pour certains réels z,, z,, . . ., tracons

: : z
les courbes représentatives des fonctions: 7,: Yxe€]0, 5], x n— =

Soit C,, la courbe représentative de la fonc- y
tion 7,,. Un point M de coordonnées (x, y)
appartient a la courbe C,, si et seulement
si les réels positifs x, y, z, vérifient I'égalité :
Xy = Zp. 2-
Surla figure 2, nous avons tracé les courbes
C, pour les entiers non nuls inférieurs a 8.
Nous lisons sur cette figure que le produit
1,4 x 1,3 est compris entre 3 et 4. |l serait T~
possible d'obtenir une précision plus grande :
en tragant un réseau de courbes plus serré;
mais les abaques sont surtout utilisés pour
déterminer de facon rapide des résultats 0
assez grossiérement approchés. @
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36. CALCULS NUMERIQUES (suite)

Echelle fonctionnelle.

gpient A une droite et (o, ) un repére de A,
ol f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle E,
N appelle échelle fonctionnelle de |a fonction 7 sur A I'ensemble § :
E='{(M' X)IMeA xeE OM =3}
n elérn:lent d'une échelle fonctionnelle de £ sur A est donc un couple formé
d‘un point M de A et d'un réel x appelé cote du point M.

L’.c;fur représe.-nter une échelle fonctionnelle sur une droite A, on marque sur A
ifférents points et | on indique seulement la cote de ces points.

Exemples : 1. Sur
X N~ x2 Nous av
inférieur 3 7.

la figure 3, nous avons représenté une échelle de la fonction :
ons marqué sur A les points dont la cote est un entier naturel

0 1 1.5 2 25 3 3.5

—

5=+

®

2. Sur la figure 4, nous avons représenté une échelle fonctionnelle de la fonction :
X n— log x. Nous avons marqué sur A les points dont la cote est un nombre
décimal de la forme 3.10~1 ot a est un entier naturel compris entre 10 et 30.

L 1 L [l L 1 i L L L 1
L] T L} LI | T

=_
1 1.1 1.2 13 14 1.5 1.6 1,7 1.8 1.9 2 2,5 3

®

3. Sur la figure 5, nous avons représenté une échelle fonctionnelle d'une fonction
affine: x n— ax+ b,avecaelR}.
Unetelle échelle est appelée échelle métrique.

——
.

®

Utilisation d’échelles fonctionnelles.

Pour tracer I'abaque du n° 28, nous avons utilisé des échelles métriques. L'emploj
d'échelles fonctionnelles non métriques permet parfois de simplifier le tracé des
courbes de |'abaque.

Reprenons |'exemple du n° 28.

Pour cet exemple, nous avons |'équivalence logique :

VxeR: YyeRl fzeRlL (xy=2) <= (logx+ logy = log z).
Posons: X=1logx; Y=Ilogy, Z=10og2; nousavons: X+ Y =2
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36. CALCULS NUMERIQUES (suite)

Soit (Q, u, :') un repére cartésien. Désignons par A la droite déterminée par (1 et

le vecteur u, par A’ la droite déterminée par (2 et le vecteur v (fig. 6).
Munissons A et A’ des échelles fonctionnelles attachées a la fonction logarithme.
Pour un réel positif Z donné, X + Y = Z est |'équation d'une droite D, qui coupe A

en A et A’ en A’. Les points A et A’ sont les points respectifs de A et de A’ dont la
coteestleréel ztelque: logz= 12
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EXERCICES

i, CALCULE NUMBIIDUED (wuita)

®  Ddterminar, § ['al
chacun des rdoly nurv::n:h? 18- wérlo Honard Wag, une valeur approchée de
1 h 94

x 8700 x 03, (B,2)" % 62 % (18)7,
2 ::gox “ﬁg; 24 % (0,h)4

oy (1,9)" x 0,34

3 WM ?_J__V1E. V1,2 % (9,1 )

(o BLO
4 Caleulor los logarithmos dos réols positifs sulvants -
4 T613; 267,3; 06428, B 16230, 33.18; 0,006112,
6 b031,4: 2,0036; 0,04850, 7 0,40342; 346,18 3242800,
8 1267,68; 45,9349; 8,76217. 9 1,73028; 0,314686; 962649,
¢ Calculer les réels positifs dont les logarithmes respectifs sont
10 2,6732; 0,8702; 3,1846. 11 4,2889; 1,7002; 0,9837.
12 4,9622; 1,4707; 0,3009. 13 0,4770; 3,6008; 2,8953.
14 5.,0871: T.E?TB: 2,8456. 16 5,9028; 0,7100; 2,1362.
& Calculer les cologarithmes des réels positifs dont les logarithmes res-

pectifs sont :

16

¢
18

¢

20

¢

22

24

26

28

29

2,1342; 0,7152; 2,1420. 17 3,5238; 1,2631; 3,3021.

Calculer les cologarithmes des réels positifs suivants :

3204: 0,021823; 734,67. 19 87,42; 0,68215; 1627,58.

Calculer les réels positifs dont les cologarithmes respectifs sont :

2.6017; 0,5464; 3,1324, 21 2,2050: 1,1296: 3,9101.

Calculer une valeur appioche: de chacun des réels suivants :

45,43

2,7453 x 2,43 x 278, 23 1572653 x 726,26
(17,256)5 x (315,73)7. 25 (0,5272)2 x 4/55,892.
(55,812)2 12,568 x (5,2324)3
& 3,116)¢8
4/ (0,38721) (0,053652) (3.116)

(3,725)* + (2,6873)5 — (11,678)2

34587 x 4/0,52324 + 8,2834 x 4/0,34652.
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3. CALCULS NUMERIQUES (suite)

EXERCICES

278

Echelles.

Abaques.

30 On considére la fonction £ : fyxe[0,1], x n— x'\/;,

1° Montrer que f est strictement croissante sur [0, 1].

2° Donner une table & deux décimales de la fonction f dont le pas D est
égal a 0,1.

3 Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repére Cartésign,
4° Déterminer une valeur approchée du réel y, image du réel x dans chacun
des cas suivants : x = 0,13, x = 0,28, x = 48,

5° Déterminer une valeur approchée du réel x tel que : f(x) =y dans
chacun des cas suivants : y=10,1, y=0,2, y=0,3, Yy =09,
6° Marquer sur une droite D les points de I'échelle de la fonction 7 dont
les cotes sont respectivement : 0, 0,1 02, ... 0,9, 1.

31 Méme exercice que le précédent dans le cas ol la fonction f est |3
fonction : Yxe[0,1], x A— x’-'\/;.

32 Soient deux fils électriques dont les résistances électriques, exprimées
en ohms, sont R, et R,. On démontre que, si ces fils sont montés en paral-

. . ; ; 1

I&le, la résistance R de I'ensemble, exprimée en ohms, est: 1ﬁ = o= + F:_
1 2

1° Montrer que, par un choix convenable d'échelle fonctionnelle, on obtient

un abaque cartésien dont les courbes sont des draoites.

2° Construire cet abaque pour les valeurs entidres de R comprises entre
1 et10.

33 Soit un fil électrique dont la résistance exprimée en ohms est R ; lors-
que ce fil est parcouru par un courant continu dont I'intensité exprimee en
ampéres est /, la puissance dégagée P, exprimée en watts, est: P = R/2
1° Montrer que, pour P donné, on obtient, par un choix convenable
d’échelles fonctionnelles, des abaques cartésiens dont les courbes sont des
droites.

2° Construire cet abaque pour les valeurs de P comprises entre 1 kW et
100 kW, et égales a 102 kW, avec » € IN.



Table n@ |
Table n° 1l

Table n° 1N

Table n° IV

Tableau n° V
Table n° VI

Table nceVIil

Tableau n°® VII

DIXIEME PARTIE

tables numeériques

Carrés, cubes, inverses et racines carrées des nombres entiers de 1 3 200.

Table des fonctions circulaires.
Cette table donne sin x, cos x, tg x pour les nombres décimaux x de la forme
a.10~2, ol a est un entier naturel inférieur 3 100,

- - - -~
Table des fonctions Sinus et Cosinus d’'un angle  dont on connait une

mesure en degrés y.
Cette table donne, pour chaque entier y compris entre O et 90, les valeurs

Sing Cos g -

A e
de Sin g, o
Cosg Sing
P
Table des fonctions Sinus et Cosinus d'un angle ¢ dont on connait une

mesure en grades z. _
Cette table donne, pour chague entier z compris entre 0 et 100, les valeurs

Sin ;? Cos E;

= Cos $
Cosg Sing

de Sin ;:

Série Renard Rao
Cette table donne,
n

le rang est r-_‘.‘

pour tout entier naturel » inférieur 3 40, le réel x dont

mes décimaux a quatre décimales.
tout entier naturel n inférieur & 1 000, une valeur

de log n avec quatre décimales,

Logarith
Cette table donne, pour
approchée de.la mantisse

ochées. _
gy mbre de résultats établis en classe de

bleau rappelle un certain no
“a"::cctr?lde et en classe de Premiére, pour les valeurs approchées usuelles de

quelques réels.
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Table nv |
1 ey
n n? n? e 3 1
= Vo | n n nd = A5

1 1 1|1 1 61 | 2601 | 132651 | 0,0196 | 7141
2 4 8| 05000 [ 1414 || 62| 2704 | 140608 | 00192 | 7211
3 9 27 | 03333 | 1,732 || 63 | 2809 | 148877 | 0,0189 | 7280
4 16 64 | 0,2500 | 2,000 || 64 | 2916 | 157464 | 0,0185 | 7348
5 25 125 | 0,2000 | 2,236 | 65 | 3025 | 166375 | 0,0182 | 74a1g
8 36 216 | 0,1667 | 2449 | 56 | 3136 | 175616 | 00179 | 74

7 49 343 | 01429 | 2646 || 67| 3249 | 185193 | 00175 ?:523
g 64 612 | 0,1250 | 2,828 || 68 | 3364 | 195112 | 0,0172 | 7616

81 729 [ 0,111 | 3000 || 89 | 3481 | 205379 | 0,0169 | 7881

10| 100 1000 | 0,1000 | 3162 | 60| 3600 | 216000 | 0,0167 | 7746
1 121 1331 | 00909 | 3317 | 61| 3721 | 226981 | 00164
12| 144 1728 | 00833 | 3464 || 62| 3844 | 238328 | 00161 ;jg;g
13| 169 2197 | 0,0769 | 3606 | 63| 3969 | 260047 | 0,0159 | 7937
14| 196 2744 | 00714 [ 3742 | 64 | 4096 | 262144 | 0,0156 | 8000
15 | 225 3375 | 00667 | 3873 | 65| 4225 | 274625 | 00154 | 8082
16 | 256 4096 | 00825 | 4000 | 66| 4356 | 287496 | 00152 | 81
17 | 289 4913 | 00588 | 4123 | 67| 4489 | 300763 | 00149 | 81 ﬁé
18 | 324 5832 | 00556 | 4243 | 68 | 4624 | 314432 | 00147 | 8248
19 | 361 6859 | 00526 | 4359 || 69 | 4761 | 328509 | 0,0145 | 8307
20 | 400 8000 | 0,0500 | 4472 || 70| 4900 | 343000 | 00143 [ 8367
21 441 9261 | 00476 | 4583 || 71| 5041 | 357911 | 00141 | 8426
22| 484 | 10648 | 00455 | 4690 || 72 | 5184 | 373248 | 00139 | 8485
23| 529 | 12167 | 00435 | 4796 || 73| 5329 | 389017 | 00137 | 8544
24 | 576 | 13824 | 00417 | 4899 || 74| 5476 | 405224 | 00135 | 8602
25 | 625 | 15625 | 00400 | 5000 | 75| 5625 | 421875 | 00133 | 8660
26 | 676 | 17576 | 00385 | 5099 || 76 | 5776 | 438976 | 00132 | 8718
27 729 19 683 0,0370 5,186 77 5 929 456 533 | 0,0130 8,775
28 784 21 952 0,0357 5,292 78 6 084 474 552 | 0,0128 8,832
29 | 841 | 24389 | 00345 | 5385 || 79| 6241 | 493039 | 00127 | 83888
30| 900 | 27000 | 00333 | 5477 || 80| 6400 | 512000 | 00125 | 8944
31 961 | 29791 | 00323 | 5568 || 81 | 6561 | 531441 | 00123 | 9,000
32 1024 32 768 0,0313 5,657 B2 6724 551 368 | 0,0122 9,065
33 | 1089 | 35937 | 00303 | 5745 | 83| 6889 | 571787 | 0.0120 | 9,110
34 1 156 39 304 0,0294 5,831 84 7 066 592 704 | 0,0119 9,165
35 | 1225 | 42875 | 00286 | 5916 || 85| 7225 | 614125 | 0,0118 | 9,220
36 1 296 46 656 0,0278 6,000 86 7 396 636 066 | 0,0116 9,274
37 | 1369 | 50653 | 00270 | 6083 || 87| 7569 | 658503 | 00115 | 9,327
38 | 1444 | 54872 | 00263 | 6164 || 88 | 7744 | 681472 | 0,0114 | 9,381
39 | 1521 | 59319 | 00256 | 6245 || 89 | 7921 | 704969 | 00112 | 9,434
40 | 1600 | 64000 | 00250 | 6325 | 90| 8100 | 729000 | 0,0111 | 9,487
41 | 1681 | 68921 | 00244 | 6403 || 91| 8281 | 753571 | 00110 | 9539
a2 | 1764 | 74088 | 00238 | 6481 || 92 | 8464 | 778688 | 0,0109 | 9,592
43 | 1849 | 79507 | 00233 | 6557 || 93| 8649 | 804357 | 0,0108 [ 9,644
a4 | 1936 | 85184 | 00227 | 6633 || 94 | 8836 | 830584 | 0,0106 | 9,695
45 | 2025 | 91125 | 00222 | 6708 || 95 | 9025 | 857375 | 0,0105 | 9,747
46 | 2116 97 336 | 0,0217 | 6,782 96 | 9216 884 736 | 0,0104 | 9,798
a7 | 2209 | 103823 | 00213 | 6856 || 97 | 9409 | 912673 | 0,0103 | 9,849
48 2 304 110 592 0,0208 6,928 98 9 604 941 192 | 0,0102 9,899
49 | 2401 | 117649 | 00204 | 7000 | 99| 9801 | 970299 | 0,0101 [ 9,950
50 | 2500 | 125 000 | 0,0200 | 7,071 I 100 | 10 000 | 1 000 000 | 0,0100 | 10,000




Table ne i
! (suite) TABLES NUMERIQUES
__‘_"'———-—__
n n2 a 1
3 n V'n n n? n3 ;:' \Vn
101 | 1
132 13331 182?%&13 00099 | 10,0499 [ 151 | 22 gy 3442 951 | 0,0066 | 12,2882
103 | 10 609 | 1 oop 298 0,0098 | 10,0995 | 152 | 23 104 3 511 808 | 0,0066 | 12,3288
108 | 10815 | 1 S92 2 0.0097 | 10,1489 || 153 | 23 409 3 581 577 | 0,0065 | 12,3693
105 | 11 028 64 10,0096 | 10,1980 || 154 | 23 716 | 3 652 264 | 0,0065 | 12,4097
1157 625 | 0,0095 | 102470 155 | 24 025 | 3 723 875 | 0,0065 | 124499
106 | 11 236 | 1191 016 0,0094 | 10,2956 (| 156 | 24 336 | 3 7
‘ ) 96 416 | 0,0064 | 12,4900
:g; Hggi 1225043 | 0,0093 | 103441 | 157 24 649 | 3 869 893 | 0,0064 | 12,5300
1o8 |11 58 1258712 | 0,0093 | 10,3923 || 158 24 964 | 3 944 312 | 0,0063 | 12,5698
o 1295029 | 0,0092 | 10,4403 169 | 25 281 | 4 019 679 | 0,0063 | 12,6095
1 12100 | 1 331 000 | 0,0081 10,4881 || 160 | 25 600 | 4 096 000 | 0.0063 12,6491
111 112321 | 1367 631 | 0,0090 10,5357 | 161 | 25 921 | 4 173 281 | 0,0062 | 12 6886
112 | 12544 | 1 404 928 | 00089 10,5830 || 162 | 26 244 | 4 251 528 | 0,0062 | 127279
113112769 | 1442 897 | 0’0089 10,6301 11 163 | 26 569 | 4 330 747 | 0,0061 | 127671
114 | 12 996 | 1 481 544 | 0'0088 10,6771 || 164 | 26 896 | 4 410 944 | 0,0061 | 128062
115 | 13 225 | 1 520 875 | 0,0087 10,7238 || 165 | 27 225 | 4 492 125 | 0,0061 | 12,8452
116 | 13 456 | 1 560 896 | 0,0086 | 10,7703 166 | 27 656 | 4 574 296 | 0,0060 | 12,8841
1171 13689 | 1 601613 | 0,0085 | 10,8167 | 167 | 27 889 | 4 657 463 | 0,0060 | 12,9228
118 1 13924 | 1 643 032 | 0,0085 | 10:8628 || 168 | 28 224 4 741 632 | 0,0060 | 12,9615
119114161 | 1 685 159 | 0,0084 | 10.9087 || 169 | 28 561 4 826 809 | 0,0059 | 13,0000
120 | 14400 | 1728 000 | 0,0083 | 10,9545 || 170 | 28 900 4913 000 | 0,0059 | 13,0384
121 114 641 | 1771 561 | 0,0083 | 11,0000 || 171 | 25 241 | 5 000 211 0,0058 | 13,0767
122 | 14 884 | 1 815848 | 0,0082 | 11,0454 || 172 | 29 584 | 5 088 448 | 0.0058 13,1149
123 |1 15129 | 1 860 867 | 0,0081 | 11,0905 || 173 | 29 929 | § 177 717 0,0058 | 13,1529
124 | 15376 | 1 906624 | 0,0081 | 11,1355 || 174 | 30 276 | 5 268 024 | 00057 13,1909
125 | 15625 | 1 953 125 | 0,0080 | 11,1803

!175 30 625 | 56 359 375 | 0,0057 | 13,2288

876 | 2 000 376 | 0,0079 | 11,2250 || 176 | 30 976 | 5 451 776 0,0057 | 13,2665
:gg -113 129 | 2 048 383 | 0,0079 | 11,2694 || 177 | 31 329 | 5 545 233 0,0057 | 13,3041
128 | 16 384 | 2 097 152 | 0,0078 | 11,3137 || 178 | 31 684 | 5 639 752 0,0056 | 13,3417
129 | 16641 | 2146 689 | 0,0078 | 11,3578 || 179 | 32 041 | 5 735 339 | 0,0056 13,3791
130 | 16 900 | 2197 000 | 0,0077 | 11,4018 || 180 | 32 400 | 5 832 000 | 0,0056 13,4164

91 | 0,0076 | 11,4455 || 181 | 32 761 | 5 929 741 | 0,0055 | 13,4536
132 | 17 494 | 2 289 988 0,0076 | 11,4891 || 182 | 33 124 | 6 028 568 | 0,0055 | 13,4907
133 | 17689 | 2352 637 | 0,0075 | 11,5326 || 183 | 33 489 | 6 128 487 | 0,0055 | 13.5277
134 | 17 956 | 2 406 104 | 0,0075 | 11,5758 || 184 | 33 856 | 6 229 504 | 0,0054 | 135647
135 | 18225 | 2 460 375 | 0,0074 | 11,6190 || 185 | 34 225 | 6 331 625 | 0.0054 | 13,6015

4| 11,6619 (| 186 | 34 596 | 6 434 856 | 0,0054 | 13,6382
130 | 15385 | 2575 3% | 00073 | 117047 | 187 | 34 969 | & 535 203 0,0053 | 13,6748
138 | 19044 | 2628 072 | 00072 | 11,7473 | 188 | 35 344 | € 644 672 | 00053 | 13,7113
139 | 19321 | 2685 619 | 0,0072 | 11,7898 || 189 | 35 721 | 6 751 269 | 0,0053 | 13,74
140 | 19 600 | 2 744 000 | 0,0071 | 11,8322 || 190 | 36 100 | 6 859 000 | 0,0053 | 13,7840

743 || 191 | 36 481 | 6 967 871 | 0,0052 | 13,8203
15| e 2322 %gé g'gggé H:gmi 192 | 36 864 | 7 077 888 | 0,0052 | 13,8564
iae | 23 20812 24 207 | 0,0070 | 11,9583 || 193 | 37 249 | 7 189 057 | 0,0052 | 13,8924
143 | 2093¢ | 2 985 o84 | 0.0069 | 12,0000 | 194 | 37 636 | 7 301 384 | 0,0082 | 139264
148 | 20 ggg 3343 6265 | 0,0069 | 12,0416 || 195 | 38 025 | 7 414 875 | 0,0051 | 13,9642
14 -

30| 196 | 38 416 | 7 529 536 | 0,0051 | 14,0000
146 | 21316 | 3112136 | 0.0002 | 159944 | 197 | 38 809 | 7 645 373 | 0,005 | 149900
147 | 21 609 | 3 2 a5 792 | 0.,0068 | 12,1655 | 198 | 38 204 | 7762 392 | 0,0081 | 14'0712
148 | 21 904 | 3207 945 | 0:0067 | 12:2066 | 199 | 39 601 | 7 880 598 | 0,0050 | 141067
123 S gggg 000 | 00067 | 12,2474 | 200 | 40 000 | 8 000 000 | 0,0050 | 14,1421
1 '
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Table n® N

282

X COSs X sin x tg x X cOS X sin x tg x
0.00 1 0 0 0,50 0,877 6 04794 | .0,546 3
0,01 1 0,0100 0,010 0 0.51 0,872 7 0,488 2 0,559 4
0,02 0,999 8 0,020 0 0,020 0 0,52 0,867 8 0,496 9 0,572 6
0,03 0,999 6 0,030 0 0,030 0 0,53 0,862 8 0,505 5 0,585 9
0.04 0,999 2 0,040 0 0,040 0 0,54 0,857 7 0,514 1 0,699 4
0,05 0,998 8 0,050 0 0,050 0 0,55 0,852 5 0,622 7 0,613 1
0.06 0,998 2 0,060 0 0,060 1 0,56 0,847 3 0,631 2 0,626 9
0,07 0,997 6 0,069 9 0,070 1 0,57 0,841 9 0,539 6 0,641 0
0,08 0,996 8 0,079 9 0,080 2 0,58 0,836 5 0,548 0 0,655 2
0,09 0,996 0 0,089 9 0,090 2 0,59 0,830 9 0,556 4 0,669 6
0,10 0,995 0 0,099 8 0,100 3 0.60 0,825 3 0,664 6 0,684 1
0.11 0,994 0 0,109 8 0,110 4 [ 0.61 0,8196 0,572 9 0,698 9
0,12 0,992 8 0,119 7 0,120 6 0,62 0,813 9 0,581 0 0,713 9
0,13 0,991 6 0,129 6 0,1307 0,63 0,808 0 0,589 1 0,729 1
0,14 0,990 2 0,1395 0,140 9 0.64 0,802 1 0,697 2 0,744 5
0,15 0,988 8 0,149 4 0,151 1 0,65 0,796 1 0,605 2 0,760 2
0,16 0,987 2 0,159 3 0,161 4 0.66 0,790 0 0,613 1 0,776 1
0.17 0,985 6 0,169 2 01717 0,67 0,783 8 0,621 0 0,792 3
0,18 0,983 8 01790 0,182 0 0,66 0,777 6 0,628 8 0,808 7
0,19 0,982 0 0,188 9 0,192 3 0,69 0,771 2 0,636 5 0,825 3
0,20 0,980 1 0,198 7 0,202 7 0,70 0,764 8 0,644 2 0,842 3
0.21 0,978 0 0,208 5 0,213 1 0,71 0,758 4 0,651 8 0,859 5
0,22 0,975 9 0,218 2 0,223 86 0,72 0,751 8 0,659 4 0,877 1
0,23 0,973 7 0,228 0 0,234 1 0,73 0,745 2 0,666 9 0,894 9
0,24 0,971 3 0,237 7 0,244 7 0,74 0,7385 0,674 3 0,913 1
0,25 0,968 9 0,247 4 0,255 3 0,75 0,731 7 0,681 6 0,931 6
0.26 0,966 4 0,257 1 0,266 0 0.76 0,724 8 0,688 9 0,950 5
0,27 0,963 8 0,266 7 0,276 8 0,77 0,717 9 0,696 1 0,969 7
0,28 0,961 1 0,276 4 0,287 6 0,78 0,710 9 0,703 3 0,989 3
0,29 0,958 2 0,286 0 0,298 4 0,79 0,703 8 0,710 4 1,009 2
0.30 0,955 3 0,295 5 0,309 3 0,80 0,696 7 0,717 4 1,029 6
0.31 0,952 3 0,305 1 03203 || 0.81 0,689 5 0,724 3 1,050 5
0,32 0,949 2 0,314 6 0,331 4 0.82 0,682 2 0,731 1 1,071 7
0,33 0,946 0 0,324 0 0,342 5 0.83 0,674 9 0,737 9 1,093 4
0,34 0,942 8 0,3335 0,353 7 0,84 0,667 5 0,744 6 1,115 6
0,35 0,939 4 0,342 9 0,365 0 0.85 0,660 0 0,751 3 1,138 3
0,36 09359 0,352 3 0,376 4 4| 0.86 0,652 4 0,757 8 1,161 6
0,37 09323 0,361 6 0,387 9 0,87 0,644 8 0,764 3 1,185 3
0,38 0,928 7 0,370 9 0,399 4 0.88 0,637 2 0,770 7 1,209 7
0,39 0,924 9 0,380 2 0,411 1 0.89 0,629 4 0,777 1 1,234 6
0.40 0,921 1 0,389 4 0,422 8 0,90 0,621 6 0,783 3 1 260,2
0.41 0,917 1 0,398 6 0,434 6 0,91 0,613 7 0,789 5 1,286 4

0,42 0,913 1 0,407 8 0,446 6 0,92 0,605 8 0,795 6 1,313 3
0,43 0,908 0 0,416 9 0,458 6 0.93 0,597 8 0,801 6 1,340 9

0.44 0,904 8 0,425 9 0,470 8 0,94 0,589 8 0,807 6 1,369 2

0,45 0,900 4 0,435 0 0,483 1 0,95 0,581 7 08134 1,398 4

0.46 0,896 1 0,443 9 0,495 4 0,96 06735 0,8192 14284

0,47 0,891 6 0,452 9 0,508 0 0,97 0,565 3 0,824 9 1,459 2

0,48 0,887 0 0,461 8 0,520 6 0,98 0,557 0 0,830 5 1,491 0

0,49 0,882 3 0,470 6 0,533 4 0,99 0,548 7 0,836 0 1,623 7

0,50 0,877 6 0,479 4 0,546 3 1,00 0,540 3 08415 1,557 4
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Table ne 1l

TABLES NUMERIQUES

Mesure A
en degrés Sin 2 Sin ¢ Cos?;:
de I'angle 3 e A ~ Cosp
? Cos ¢ Sin p
0
: 0.0000 0.0000 1,0000 90
0,0175 0,0175
2 0,0349 0,0349 2804 0,994 83
3 0,0523 0,0524 19.08 © 0.9986 87
; 0,0698 0,0699 14,30 0.9976 86
0,0872 0,0875 11,43 0,9962 85
6 0,1045 0
7 0,1219 D::il gg; 3’1511 g'gggg g;
8 0,1392 0.1405 7.115 0.9903 82
; 9 0,1564 0.1584 6.314 0.9877 81
0 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 80
11 0,1908 0,1944 4
12 0,2079 0.2126 ii;og 8'32;16 ;g
13 0,2250 0.2309 4,331 0.9744 77
14 0,2419 0,2493 4,011 0.9703 76
15 0,2588 0,2679 3,732 0.9659 75
16 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 74
17 0,2924 0,3057 3,271 0.9563 73
18 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 72
19 0,3256 0.3443 2.904 0.9455 2]
20 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 70
21 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 69
22 0,3746 0,4040 2.475 0,9272 68
23 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 67
24 0,4067 0.4452 2.247 0,9135 66
25 0,4226 0,4663 2,145 0,9063 65
26 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 64
27 0,4540 0,5095 1,963 0.8910 63
28 0,4695 0,5317 1,881 0,8829 62
29 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 61
30 0,5000 0.5774 1,732 0,8660 60
31 0,5150 0,6009 1,664 0,8572 59
32 0.5299 0.6249 1.600 0,8480 58
33 0.5446 0,6494 1,540 0,8387 57
34 0.5592 0.6745 1,483 0,8290 56
35 0.5736 0,7002 1,428 0,8192 55
36 0,5878 0,7265 1,376 0,8090 54
37 0.6018 0.7536 1,327 0.7986 53
38 0.6157 0.7813 1.280 0.7880 52
39 0,6293 0.8098 1,235 0.7771 51
40 0.6428 0.8391 1,192 0,7660 50
42 0.6691 0,9004 1,111 0,7431 48
43 0.6820 0.9325 1,072 0,7314 47
44 0.6947 0.9657 1,036 0,7193 46
45 0.7071 1.0000 1,000 0,7071 45
~ . T Mesure
Goss Cos o Sin 2 Sing en degrés
Sin ¢ Cos g de I'angle g
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Table n° IV

Mesure i o =
en grades Sin 3 Sin i c_os i Cos g
de I'angle o Cos ¢ Sin
0 0,0000 0,0000 1,0000 100
1 0,0157 0,0157 63,66 0,9999 99
2 0,0314 0,0314 31,82 0,9995 98
3 0,0471 0,0472 21,20 0,9989 97
3 0,0628 0,0629 15,89 0,9980 96
5 0,0785 0,0787 12,71 0,9969 25
6 0,0941 0,0945 10,58 0,9956 94
7 0,1097 0,1104 ' 9,058 0,9940 93
8 0,1253 0,1263 7,916 0,9921 92
9 0,1409 0,1423 7,026 0,9900 91
10 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 90
1 0,1719 0,1745 5,730 0,9851 89
12 0,1874 0,1908 5,242 0,9823 88
13 0,2028 0,2071 4,829 0,9792 87
14 0,2181 0,2235 4,474 0,9759 86
15 0,2334 0,2401 4,165 0,9724 85
16 0,2487 0,2568 3,895 0,9686 84
17 0,2639 0,2736 3,655 0,9646 83
18 0,2790 0,2905 3,442 0,9603 82
19 0,2940 0,3076 3,251 0,9558 81
20 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 80
21 0,3239 0,3424 2,921 0,9461 79
22 0,3387 0,3600 2,778 0,9409 78
23 0,3535 0,3779 2,646 0,9354 77
23 0,3681 0,3959 2,526 0,9298 76
25 0,3827 0,4142 2,414 0,9239 75
26 0,3971 0,4327 2,311 0,9178 74
27 0,4115 0,4515 2,215 0,9114 73
28 0,4258 0,4706 2,125 0,9048 72
29 0,4399 0,4899 2,041 0,8980 71
30 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 70
31 0,4679 0,5295 1,889 0,8838 69
32 0,4818 0,5498 1,819 0,8763 68
33 0,4955 0,5704 1,753 0,8686 67
34 0,5090 0,5914 1,691 0,8607 66
35 05225 0,6128 1,632 0,8526 65
36 0,5358 0,6346 1,576 0,8443 64
37 0,5490 0,6569 1,622 0,8358 63
38 0,5621 0,6796 1,471 0,8271 62
39 0,5750 0,7028 1,423 0,8181 61
40 0,5878 0,7265 1,376 0,8090 60
41 0,6004 0,7508 1,332 0,7997 59
42 0,6129 0,7757 1,289 0,7902 58
43 0,6252 0,8012 1,248 0,7804 57
44 0,6374 0,8273 1,209 0,7705 56
45 0,6494 0,8541 1,171 0,7604 55
46 0,6613 0,8816 1,134 0,7501 54
47 0,6730 0.9099 1,099 0,7396 53
48 0,6845 0,9391 1,065 0,7290 52
49 0,6959 0,9691 1,032 0,7181 51
50 0,7071 1,0000 1,000 0,7071 50
= Py P & Mesure
Cos ¢ C::;_s?: AL - Sin ¢ en grades
Sin ¢ Cosg de I'angle ¢
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W Ae Aa A snE Ten b ponitite fen plus grands posaibles ponr lesguale Tineeiitde sat 0,001,

a0t e @ \
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S, A Ay Ay x00E lea e o deprdse den anglen gy e g g H0nt des mesiies e tatllans

HORL Ay N S N

Valeat exacte du 1wl RN A G0N X a6 & 1o
Vatesn approvhde du idel \ | -"; X
u'i‘ {'h LT r“ L Il‘ L “-I
Q00 | 0 10 | 0,04 an| oan | 226 | 014 1}
Incertitude
& 001 0,48 ie 014 n 070 | 40 0,50 117
toldiee = ; :
o .83 48 044 | 20 1,26 | 1N 0,61 K
Table n~ VI
Rangs Nombres Rangs Nombroes
0 ! b 3.2
0.28 1,06 5,26 3.4
0.5 112 6.6 3.4
0*"5 1|13‘ 5075 :,QB
1,26 ({] i
e \ 32 6,26 4,25
1.25 i
1.8 1.4 6,5 1,6
176 15 6,76 4,76
2 1,6 7 b
4y +
25 18 7,76 6
2,75 1.9 A
8 6,4
3 2 y
3.26 2.12 iy o
35 2,25 8.75 7.6
3,75 2,36 ' '
9 8
4 256
4.25 §34 g.EE g,E
45 . !
o ¥ 3 9,76 9,6
5 3.2 10 10
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Table n° VI

28 | 0170 | 0212|0253 | 0294 | 0334 | 0374
0498 | 0453 | 0482 042 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 [ 0719 | 0785
0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1108
1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
1461 | 1492 | 1523 | 1553|1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732
1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875|1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2275
5304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2785
2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2 967 | 2989

oW -0

3010 | 3032|3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3 201
3222 | 3243 | 3263|3284 | 3304|3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598
3617 | 3636|3655 | 3674 | 3692|3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
3802|3820 | 3838 | 3856|3874 | 3892|3909 | 3927 | 3945 | 3962
3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298
4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4 440 | 4 456
4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4534 | 4 609
4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757

4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4 900
4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
5051 | 5065|5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 56159 | 5172
5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 56250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302.
5315|5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 5551
5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 56635 | 5647 | 5658 | 5670
5682|5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786
5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899
5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6 010

6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325

N
gmﬂmmhun-ag @ﬂdmiﬂh@“-‘g oo nsN=0O W

6335|6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 | 6618
6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6 794 | 6803
6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 62866 | 6875 | 6884 | 6893
6902 | 6911 | 6920 | 6923 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6 972 | 6 981

[ - ’
O eNwOMARN=D

286



Table n* VIl (suite) ’
TABLES NUMERIQUES

76 | 7084 | 7905 | 1918 | 7
60 7153 ;?g% ;1215 711017118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
43 ; 233 7202 |1 7210|7218 | 7226 | 7235
24 | 7332 [ 7340 | 7 348 617284 |7292| 7300|7308 | 7316
7408 | 7212 | 7419 | 3 7356 7364 | 7372|7380 | 7388 | 7296
7482 | 7490 | 7497 | 5227 | 7435|7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7 474
7559 | 7566 | 7574 ; ggg ; g;g ; ggg 7528 | 7536 | 7543 | 7551
7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7 eoa S ave | 201 | TRS| T pas

7672 | 7679 | 76
7709 | 7716 | 7723 [ 7731 | 7738 | 7745 | 7 752 77%3 ;?g; ;;gl

7782 (7789|7796 |7803|7810|78181 7 826 | 7
7 853 ; 860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7 889 7896 | 7 ggg ; g?% ; g;‘g
931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7 987
7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8 055
8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8 122
8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8 189
8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 | 8 254
8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 [ 8306 | 8312 | 8319
8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8 4456

?24 7033|7042 | 7050 | 7059 7087 | 6
7251 | 7269 | 7267 :

o
PLUN—-SO VONOOR_RWN=0O

~J
hwh=0 LRSI HRWN=O Lo~~~ hWN=0O
=~
w
B
B

8457 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506 | 7
8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8 555 | B 561 | 8 567
8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8 616 | 8 621 | 8 627
8633 | B639 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8 675 | B 681 | 8 686
8692 | 8698 | 8704 [ 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | B739 | 8745
8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 (8779|8785 | 8791 | 8797 | 8 802
8808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8 848 | 8 854 | 8 859
8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887|8893 | 8899 | 8904 | 8910 | 8915
8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8 960 | 8 965 | 8 971
8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 8009 | 9015 | 3 020 | 9025

s co
o~ bhWN=OC OOO~OOMbBWNh=0O ODSGDO

(=] Lo~
[#2]
w
ka2
-

036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9 079
ggg?& gosa goss 9101 | 9106 | 9112 [ 9117 [ 9122 | 9128 | 9133
9138 | 9143 | 9143 | 9154 | 9159 | 9165 [ 9170 | 9175 | 9180 | 9186
9191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212|9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9 238
9243 | 9248 | 9253 | 9268 | 9263 (9269 | 9274 | 9279 | 9 23; 9 289
9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 | § 335 g ggg
9350 | 9355 | 9360 | 9365 [ 9370 | 9375 | 9380 | 53 9390
9395 | 5400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 9 430 | 9 433 9 440
9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 94741 9 479 | 94
3509 | 9513 | 9518 | 9523 [ 9628 | 9533 | 9538

9494 | 9499 | 9504

1| 96586

557 | 9562 |9 566 | 9671 | 9576 9 58
9 590 g gg; g ggg Sgi 605 | 9609 | 9614 9619 | 9624 g ggg g ggg
0638 | 9643 | 9 647 | 9 652 | 9 657 | 9 661 9 666 g 53% S o
689 | 9 694 9699 | 9703 9708 | 9713 vlaie e
- 2215 g 736 | 9741 | 9 745 | 9750 | 9 754 | 9 759 g ;gg B | BT
- 782 | 9786 | 9 791 | 9795 | 9 800 | 9 805 as | 2EL3 | 5 el
S| 832 | 9836 9841 | 9 845 | 9850 | 9 S 1S oo
G023 | 9887 | 2 7 | 9881 9890 | 9894 | 9 899 | 9 gos
g 888 | A0Ts | 5 B?1 9926 | 9930 9934 | 9939 | 9943 9 348 2902

9 9586 g 99251? g ggs 9969 | 9974 9978 | 9983 | 9 gg7 | 9 991

o
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Tableau n° VIl

Incertitude absolue

Valeur exacte Valeur approchée 1 1
0<x<35 —5<x<0
(1 4+ x)2 1 + 2x, par défaut erreur égale a x2
1 — '
T 3% (1 4+ x)™ 1 — x, par défaut x2 2 x2
1
ATFxz= (1 4+ x)=2 | 1 — 2x, par défaut 3 x2 8 x2
V1+x=( +x)2 1 + 5 par exces T T
—— = (14072 | 1-% par defaut 2 i
A1+ x 57 PAraeau '8 4
i 3
sin x X, par exces 3"_2_
2
Ccos X 1, par excés ’12
tg x X, par défaut
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PROBLEMES

1¢ Soit m un réel strictement positif.
a) Déterminer m pour les équations : x2 + mx — 2 = 0 et mx — 1 = 0 admettent
dans IR une racine commune.
b) Dans la suite du probléme, on suppose que m est un réel strictement positif dif-
férent de 1. On considére la fonction f,, définie sur un ensemble D, par :
x2 4+ mx — 2

mx —1
Déterminer I'ensemble D,_. Etudier le sens de variations de f,,. Préciser pour quelles
valeurs de m la fonction £, correspondante présente un maximum. Construire dans
un repére cartésien la courbe représentative de la fonction £, dans chacun des cas

HXED{m. X Nor—>»

suivants : m=2 et m=1-

2° On désigne par C,, la courbe représentative de la fonction f, dans un plan P
rapporté a un repére cartésien.

a) Montrer que, pour tout réel m de I'ensemble R} — {1}, la courbe G, passe par
trois points de P dont les coordonnées sont indépendantes de /.

b) Soient k un réel et D, une droite de P d'équation :y = kx. Déterminer I'ensemble
des réels m qui possédent la propriété : § ke R, C,nDy#@.

30 Soit M, un point de P distinct de O, de coordonnées (x;, y;).

a) Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite A déterminée par les

- . X N 4 . gt .
points O et M, est : x =37 N ot y=7 +laulestunreeldﬂférentde 1.

b) Onsuppose :m < 1. Déterminer I'ensemble des réels m pour lesquels il existe un
point unique d’intersection de la courbe G, et de la droite A qui appartienne au

segment [O, M, ].

40 On suppose : m < 1. 0n désigne par M (x’, y') et M" (x", y") les points d’inter-
section de €, et de A. Soit a un réel. On désigne par A, I'ensemble des points M,
pour lesquelsona @ x'(x; — x") + x"(xy — x') + ax'x" = 0.

Déterminer I'ensemble A .

Soient D une droite, (O, 1) un repére de D, a un réel positif, S et S’ les points de D
d’abscisses respectives a et — a.
I On considére le mouvement d’un point p; sur D qui posséde les propriétés sui-

vantes :
a) Le mouvementdu pointp, estun mouvement vibratoire simple.

b) Pour tout instant t, on a |'égalité T, (t) = — SP, (1), ois T, (2) est le vecteur
accélération du point p,  l'instant Z et P4 (2) la position du point p, a l'instant £.

¢) A linstant t = 0, la position de p; est le point A d'abscisse a(1 + 1/2) et sa
vitesse est égale a 0.

1o Déterminer la loi horaire du mouvement du point p, dans le repére (0, u).
Etudier ce mouvement.
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PROBLEMES
pour lequel on a: P,(ty) = 0. Quelle est
?

20 Déterminer le plus petit réel positif f;,
la vitesse du point p, dans le repére (0. u) alinstant t,

Il. On considére le mouvement d'un point p, sur D qui posséde les propriétés

suivantes ! . .
a) Le mouvement du point p; est un mouvement vibratoire simple.
b) Pour tout instant t, on a I'égalité : Fz{t) = — S'P,(i).

¢) A linstant t,, on a les égalités : P2 (t;) = P (t,) et Va(t;) = Vi (t;), ot V, (t,)
et Vz (t,) désignent les vecteurs vitesses respectifs des points p; et p2 alinstant t,.
10 Déterminer la loi horaire du mouvement du point p, dans le repere (O. 3).
Etudier ce mouvement.

20 Déterminer le plus petit réel positif £, supérieur a t, pourlequelona: Py(f;) = 0.

Quelle est la vitesse du point p, dans le repére (O, }j) alinstant £5 7

IIl. On considére le mouvement d'un point p3 sur D.qui posséde les propriétés
suivantes :

a) Le mouvement du point p; est un mouvement vibratoire simple.

b) Pour tout instant ¢, on a |'égalité : T‘g (1) = — SF3(I)

c) Alinstantt,, on ales égalités : Ps(t:) = Pa(t:) et Vg(fz) = Vz(rz}.

1° Déterminer la loi horaire du mouvement du point p; dans le repéere (D, 3).
Etudier ce mouvement.
20 Déterminer le plus petit réel positif £ supérieur a £, pourlequelona: Ps(t3) = A.

Quelle est la vitesse du point p; dans le repére (O, _ﬁ) al'instant 3?7

IV. On considére le mouvement d'un point p sur D, qui est défini sur I'intervalle
[0, 5] et qui posséde les propriétés :

a) Yte [0 4], P(t) = Py (1),

b) Y telt, ta]. P(t) = Pa(2),

c) Yte(tats],  P(t)= Ps(t).

1 Montrer que, pour tout instant t de I'intervalle [0, ¢;], on peut définir la vitesse
du point p. Préciser les instants pour lesquels cette vitesse présente un maximum ou
un minimum. Décrire le mouvement du point p.

20 Peut-on définir I'accélération du point p aux instants ¢, et £, ?

Montrer que la fonction vitesse est dérivable a gauche et & droite aux instants ¢, et Iz
et calculer les nombres dérivés a gauche et a droite en ces points.

Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (0 7.7). On consi-
dére I'application f, de P dans P qui a chague point M de coordonnées (x, y) associe

le point M’ de coordonnées (x’,y’) défini par : x' = ""2_2 ¥+ roose 8
y'=1x— ‘\_/23 y ol « est un réel de l'intervalle [0, 7—2:[
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Pﬁaufﬂrs

1.“ Montrer que 7, est une bijecti
Lﬂéf::f::lit::r(:ﬁ; points M ;u'iﬂﬂgfi;:g:td:e I;:,(u.;::i JF’= lZlc:;serminnerr suivant les valeurs de «,
a5 Eeslt & L rzzf:} d’une droite D par |'application f..
M de P qui posséd E c.m G- pREpaee de déterminer I'ensem
KA oarer qu'ﬁaxi tem la propriété : OM’ = kKOM.
Ew déciuie qu'“see.deux valeurs_dek pour lesquellesona : E # {0}.

xiste deux droites D, et D, qui possedent respectivement la pro-

slgé;é . £f(Dy) =D, et £(Dz) = D..
rifier que D, et D, ont pour vecteurs directeurs respectifs :

. \/'p: 1 ) o
(7 ( +cosgr i) et us: (}—ég‘—'cfi)s%r 32_)

2
19 +=
Montrer que le repére (0, U, Uz)

30 Dans cette question, on Suppose . * = 3

ble E des points

nal. Soient (X, Y) les coordonnées d'un point M dans le repere (0, o, Uz).

point dans le repére (O, ;})
se o= 0Oeton désigne par fo

est orthogo
Déterminer les coordonnées de ce
4c Dans cette question, on suppo

respondante.
a) Montrer que l'ona: fhofo= idp.

b) SoitQle milieu du segment [M, M’] o
|'ensemble des points Q.

¢) On pose M' = fo(M) et N’
linéairement dépendants.

d) Soient A un point, A’ son
questions (b) et (c) la construc

plan affine eucli
d’équation X —
e Rsurla droite de vect

I'application cor-

U M’ est I'image de M par fo. Déterminer

= fy(N). Montrer que les vecteurs MM’ et NN’ sont

suppose : A" # A. Déduire des

image par fo et on
r f, d’un point M de P.

tion de I'image M’ pa
n repére orthonormé (0,7 7)
de A d'abscisse & et Q la pro-
ar 0. On

dien rapporté a u
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eur dirscteurf qui passé P
— i L — -!-
RA = “2/ 7 et RB = 4,

On considere un
Soient A la droite

jection orthogonale d

désigne A

ou a est un ré
1o Soit D la dr
par les points

La droite perpen
en M. Calculer les coordon
nction fa définie sur

et B les points définis respectivement par :

el strictement positif.
oite déterminee par les points B et Q et soit D' 13 droite déterminée
ndiculaire en Q 3 la droite D coupe D' au point N.

etR. L3 droite perpe _
ite déterminée par les points A et N coupe D’

diculaire en A 2 la drol
or [6galité © ¥ = 2x3 4 a°
nées (% V) de M et veritier ggalité : V= T B

3 3
R* pat X N ‘2'—’-{-2—%—'?-. Etudier le

20 On considére 12 fo
sens de variations de F o o = P
Tracer lorsque @ ost 6gal 2 113 courbe représentative Cr €8 a fonction f, @an
repere (O, 7 7). préciser les asymptotes a cette courbe. | e

désigne par € la courbe représentative de la fonction f; dans le repére (0,%7)-
ﬁﬂn trzlrg:u‘iri exisate un point M, de C, pour lequel la tangente en Cé point @ pour

on :
ur /. péterminer I'ensemble des points M.

vecteur directé



PROBLEMES
30 On suppose :a = 1. Soit M (Xo, Yo) UN point de (31.; la tangent:.e enMac, B
la droite de vecteur directeur / qui passe par 0, au .F’U'"t H, la droite A au point K ¢,
recoupe G, au point M’, Montrer que, pour tout point M de C,, L:m a: MK =y
On pose MH = % MK. Montrer que A estun réel qui ne dépend ni de x, ni de y,,

On considére un espace affine euclidien As rapporté & un repére orthonormg

(0, ff, E). Soit D I'ensemble des réels ¢ tels que : 0 e;l ¢ KT
Soit R un réel strictement positif. On considére | application 7 de D dans A; qui, 3 4,

associe le point M dont les coordonnées sont :

x = R cos? g, y=ﬂ‘\/§5infpcﬂs¢a, z = R sin? q.

10 a) Soit U le vecteur de coordonnées (1, 0, 1). Montrer que, pour tout rée| o,
ona : OM.U = R. En déduire que |'image f(D) de D par fest incluse dans un plan P.
b) Montrer que (D) estincluse dans la sphére S de centre O et de rayon R.

¢) En déduire que f(D) est incluse dans un cercle I'. On désigne par w le centre de [,
par R, le rayon de I'. Déterminer les coordonnées de w. Exprimer le rayon R, en
fonction de R. Montrer que £ est injective.

20 On considére un point M dont les coordonnées (x, y, z) vérifient les égalités :
x4+ z=R, x2 4+ y2 + z2 = R2,

a) Démontrer les inégalités : 0K x <R et 0<z<R.

b) Montrer qu'il existe un réel ¢ de D pour lequel on a : x= R cos2¢ et
z = R sin? o.

¢) Exprimer y en fonction o.

d) En déduire que f est une surjection de D sur T",

3o On désigne par H le plan déterminé par le paint O et les vecteurs et ,E par
I'ensemble des points m projections orthogonales des points M de I' sur H. Donner

une équation de y dans le repére (O, .7;)

40 Soit M le point de I' image par f d'un réel ¢ de D. Donner une représentation
paramétrique de latangente A a I" au point M.

Etudier I'intersection de A et du plan H. Dans le cas ot AnH est non vide, calculer

les coordonnées (Xg, ¥g) dans le repére (O, ;}) de leur point d’intersection G.
Remarquer que I'on a ['égalité : yg = R, tg .
On suppose que P est oriente, donner une interprétation du réel o,

On considére un plan P et un repére (O, 7, /) de P. Soient 2 un réel et w un réel non
nul, On désigne par f,,, I'application de P dans P qui & chaque point M de coordon-
nées (x, y) associent le point M’ de coordonnées (x', y’) définiespar : x' = x €t
y'= M+ py.

1¢ a) Montrer que #,, est une bijection. Comment doit-on chaisir A et g pour Gue
l'on ait : f).,pof;,,p_ = idp.

b) Quel est I'ensemble des points M qui posseédent la propriété : £, (M) = M7
c) Montrer que |'image par fir, d’'une droite est une droite,
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) Montrer que, si w est différent de 1, I'ensemble des points M de P pour lesquels

il existe un réel k tel que : OM’ = kOM est la réunion de deux droites distinctes.
Quel est cet ensemble si ' est égala1?

2° On considére I'ensemble E des applications £, .

a) Définir I'application £, , 0 i, .. Montrer que (E, o) est un groupe.
b) Vérifier que ce groupe n'est pas commutatif. Soit f;,, une application. Montrer
qu'il existe au moins une application f,,, ., pour laquelle on a : fopohow = Fau
3¢ Dans les questions 3 et 4, on étudie la transformation : f="f

Donner une équation de I'image C' par f du cercle C de centre O et de rayon 1.

Of;h pie

4° On suppose désormais que P est orienté et que (O, ?}') est un repere orthonormé

positif. Soit « un réel de l'intervalle [0, g] On désigne par T le vecteur unitaire tel

qu'une mesure de l'angle (? f) soit égale a « et par (o1, J) le repére orthonormé

positif associé a 1.
Soient (X, Y) les coordonnées d'un point M(x, y) dans le repére (O, l, j)» Ecrire
une équation de C’ dans ce repére. Déterminer « pour que cette équation ne contienne

pas de terme en XY.
5o On désigne par A, et A, les points d'intersection de ¢’ et de la droite déterminée

par le point O et le vecteur i, par I' le cercle de diamétre [Aq, Az]. Soient respective-
ment M et N les points de C' et de I' d'abscisse X, Y et Y, les ordonnées respectives

de ces points. Comparer Y et Y,. En déduire une construction de la courbe C'.

1o Soient D une droite, (0, 3) un repére de D, a un réel positif et C le point de D
d'abscisse a.

On considére le mouvement vibratoire simple, de centre C, d'un point p sur D, pour
lequel & l'instant t = 0, la position de p est un point Py d'abscisse xo positive et

*x rd » .
la vitesse de p dans (0, u) est un réel x,. La période du mouvement est 2m,
Donner la loi horaire dans le repere (0. u) du mouvement de p.

2¢ Dans un plan affine euclidien rapporté & un repére orthonormé positif (ac, ;})
on considére la droite D, d'équation : X cos [ + Y sint 4+ a = 0, ol f est un réel.

a) Montrer que, pour tout réel t, la droite D, est tangente a un cercle C.

b) Soit Mg un point de coordonnées (Xo, Yo). A quel demi-plan le point M doit-il
appartenir pour que I'on ait I'inégalité : Xpcost+ Yosint+ a > 0.

En déduire I'ensemble des points Mo du plan qui possédent la propriété :

fteR, Xocost+ Yosint+a> 0.

¢) Soit M un paint du cercle de centre O et de rayon a. Montrer qu'il existe un réel ¢,
tel que la droite Dy, correspondante passe par M. On désigne par (X, Y) les coordon-
nées de M. Démontrer |'égalité : X sinto — Y cos ty = 0.

30 On désigne par x(t) |'abscisse de la position du point p a l'instant ¢. Utiliser les
résultats du 2°, pour démontrer I'équivalence logigue :

YteR, x(t)>0) <= (0<% <22 et [x|< VX0 (228 — X5)).
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%
Soient P un plan associé a un plan vectoriel eucli.dien orienté, et (IDJ' !, !.) un repére
orthonormé positif de P. On considére I'application f de P dans F qui, a chaque

point M de coordonnées (x, y) associe le point M’ de com::i/ognées 1(x', ¥') définies
Bars x'=—$x._gy+4+3¥ et V'=§X-‘—§—V+§+'\/§.

1° Montrer qu'il existe un point Q unique tel que : (Q) = L. ‘-

2° Soient (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repere (0, 7, /). On désigne
par (X, Y) les coordonnées de M dans le repére (Q, / ; ) Déterminer les coordon-
nées (X', Y') dans le repére (Q, 7, /) du point M’ image de M par £. Vérifier que f est
bijective. Déterminer les coordonnées dans le repére (Q, .7,;) de I'image par f~' d'un

point M (X, Y) de P.
R ) ) d(L, M)
3° Soit M un point distinct de Q et soit M’ I'image de M par £. Calculer (@, M)

etl'angle (ﬁﬁ QM'). En déduire une caractérisation de |'application 7.

4° On considére le cercle C dont une équation dans le repére (0, f; }) est :
X2+ y2—2x—4y=0.
Déterminer I'ensemble £(C).

Soient P un plan affine euclidien et (0, 7, /) un repére orthonormé positif de P.

I. Soient R un réel positif, C le cercle de centre O et de rayon R, deux points distincts
M, et My de C qui ne sont pas diamétralement opposés. On désigne par 2, une

mesure de I'angle (:’, OMT) et par 2o, une mesure de I'angle (f OME).
Soit H la projection orthogonale de O sur la droite D, déterminée par les points M,

et M.. On pose U= EE .
I'oH |

. 73 S
1° Déterminer une mesure de |'angle (:‘, oc) et une mesure de I'angle (ONh. U)-

2¢ Déterminer la norme du vecteur OH.

3° En déduire qu‘une équation de la droite D, est :
x cos(a; + «2) + ysin(e; 4+ «,) — R cos (ey — ay) = 0,

Il. Soient @ un réel et r un réel positif. On considére le cercle C' de centre O' et de
rayon r, ot O’ est le point de coordonnées (a, 0). Soit M un point de C’ et soit 0 uné
mesure de I'angle (T DM).

1o Ecrire une équation de la tangente au cercle ¢ ay point M.

2° Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que, quel que soit I
point M de C’, la tangente en M a C’ coupe le cercle C en deux points distincts est -
r<R et |a|]<R-—r
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. Onsuppose; r < R et |a|<R—'f

1° Soit i

o dlis::\‘ :; p:;nt de C. Montrer que, pour tout point M, de C, il existe un point M,
e CE f% ) tel gue la _drmte D déterminée par les points M, et M, soit tan-

gai i ff crire alors I'équation de la droite D. En déduire gu’une condition néces-

rJ sl isante pour que la droite D déterminée par deux points distincts M, et M2

de C soit tangente au cercle C' est :

(a — R) cos x; cos a; — (@ + R) sin 2, sinay, + r=0.

2° 5_0“_ M un point de €. Vérifier qu'il existe deux points distincts M, et M, qui sont

aussi d.lstmcts de M et deux seulement, tels que les droites D, et D2 déterminées

respectivement par les points M et M, et par les points M et M soient tangentes a C".

] e
On pose : 2y = (r‘, OM,) et 2a, = (? bﬂiz). Montrer que o4 €t o2 vérifient
une égalité de laforme : A cos x, COS %2 + B sin z, sin 2z + C=0.
Déterminer en fonction de a, R et les réels A, B, C.
30 Déduire des questions Ill-1° et I11-2°¢ que, pour tout point M, la droite déterminée
par les points M, et M, est tangente a un cercle C”. Préciser le centre et le rayon de C".
Dans quel cas a-t-on I'égalité : C"=C"?
On considére un espace affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (O, ;} k).
Soit D la droite déterminée par les points A(1, 1, 0) et B(2, 2. 4).
Soit A la droite déterminée par les points 1(4,0,0)etJ (0, 4, 0).
1o Montrer que D et A sont orthogonales.

20 A chaque point M de D, on associe le plan o(M) défini par le point M et la

droite A. On pose AM = ABM.

a) Détermineren fonction de X les coordonnées de M et une équation du plan ¢ (M).
b) Montrer qu’il existe un point Hde D tel que le plan o (H) soit perpendiculaire aD.
Donner une équation de z(H).

30 On choisit comme plan horizonta
oint O et les vecteurs iety,

| et comme plan frontal de projection les plans
définis respectivement par le p par le point O et les vecteurs
J etk

a) Tracer les épures de
b) Déterminer le plan 2
¢) Déterminer |"épure du point H.

40 Soit 8(2) la distance de O au plan @(M).
3. En donner une courbe représentative.

a) Etudierle sens de variations de la fonction
b) Déterminer A pour que le plan ¢(M) correspondant soit tangent a la sphére

d‘équation : 9(x2 + y? + z2) — 64=0.

la droite D et de la droite A.
(H) par ses traces.
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