AVANT-PROPOS

Fondée sur la pratique du programme de mathématiques actuellement en vigueur en Terminale C en Cote
d’Ivoire, la collection SPM propose un ouvrage clair et concis.

Elle est I'ceuvre des conseils d’enseignement mathématique ( C.E) et de I'association des professeurs de
mathématiques de la Vallée du Bandama (APMVB).

Dans I'élaboration de ce manuel, notre souci a été de respecter strictement le programme défini par les
instructions officielles et précisé dans le document Enseignement mathématique .

Les chapitres de ce manuel ont la méme structure :

+ des prérequis

Les exercices proposeés visent a consolider les acquis des classes antérieures.

¢ le cours

Il est bref mais complet. Nous avons respecté strictement les limites du programme, évité tout débordement qui
impacte négativement les progressions.

+ des exercices d’applications

Ces exercices corrigés visent a I'acquisition des définitions et propriétés. Nous avons beaucoup mis I'accent sur
la rédaction afin d’aider nos éléves a rédiger avec clarté et précision.

e des exercices et des problémes

Nombreux et variés, ces exercices et problemes permettent aux éléves de s’entrainer efficacement et aborder
ainsi les devoirs dans les meilleures dispositions.

A lafin de cet ouvrage, on trouvera des sujets des BAC 2008, 2009, 2010, 2011, 2012 et les corrigés du bac 2011 et
du bac 2012.

Nous espérons, par ce manuel, améliorer I’enseignement des Mathématiques en Cote d’Ivoire et lutter
efficacement contre I'échec scolaire.
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ﬂ 1. LIMITES ET CONTINUITE T

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont des fonctions numériques de la variable réelle x.

LIMITES (rappels)

Exercice 1 Complétez le tableau ci-dessous :

lim f(x) lim g(x) lim[f(x)g()] | lim[—3f(x)] lim[£(x) + g(x)] i 1 . ()
x- xo x- xo x- xo X x, X=X m-—- lim ——=
0 X— Xg g(x) X=X g(x)
2 -5
_3 0 Si Si
g<0 g>0
0 Si Si
g<0 g<0
0 0
4 —00
+0oo +0o0
+00 —00
0 +o0
+00 —00
Si Si
+o0 0 g>0 g>0
Si Si
g<0 g<0
—00 —00
Les formes indéterminées rencontrées en PREMIERE sont : +00-c0 ; 0Xc0 | % : E .
Exercice 2 Limite en un nombre réel
Calculer la limite de f en x,,.
a)f(x)——x +x2+3x—1,x,=2:b) f(x) == - x_l,xoz—l;
Exercice 3 leltes des fonctions polyndmes et rationnelles en I’infini.
Calculer les limites de f en -oo et en +co.
a) f(x) = —x* + 22 +3x—1; b) f(x) = i ©) f(X) =5+>-—
x%-2x—-1 . _ 2x343x%-1 i
d f(x) = e) f(x) = m,,f)f()—T,
0) f(x) = (x —7)(—+ 3); h) flx) = 2x* —x2+3x—1; ) fx) =222
x3
j)f(x):2x2_ Pl P k) f(x) =2x— D) f(x)=4x>—3x2+3x+5
Exercice 4 Factorisation du terme prépondérant
Calculer la limite de f en + oo.
Q) f() = x=Vx + 1 b) f() = E5F 0 f(0) = 20X x4 x4 3.
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Exercice 5 Utilisation de I’expression conjuguée
Calculer la limite en a de la fonction f de IR vers IR.

Q) f0) = 25, a=9 bflr) = 2L =4,

Exercice 6 Asymptotes

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = _xf;x

.On note (C) sa courbe
+ x+2

représentative dans un repére orthonorme.
Déterminer les asymptotes paralléles aux axes de coordonnées a (C).

Exercice 7 Continuité en un nombre réel.
a) Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie sur IR par :

f(0) = letvx €IRf(x) = = ,a = 0.
b) Etudier la continuité en 1 de la fonction g définie sur ]-o0 ;2] par :

glx) = Xl gix £ 1 et g = -1
x—1 2
Exercice 8
2_
f est la fonction définie sur IR-{3} par: f(x) = Zxx_37x

Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x — 1 est asymptote a (Cf).

Exercice 9

Dans le plan muni d’un repére (O,1,J), on 8 DU U OO0 OO0 OO0 OOO OO0 WO T OO0 OO OO O O LNt

considere la courbe ci-contre “T N

représentant une fonction f définie sur N

1-2;2[U]2;+00[. Les droites (D1 ), (D2) et (Da) | | o 2T ol

d’équations respectives x = —2 ,x = 2 et Pt A T e e e B

y =3 sont des asymptotes & (C,). 74 o e

Déterminer: e e e e o o e e o

Jim £G0 ¢ fim fG) limf@timrey |
> < >

Exercice 10

f est la fonction définie sur IR — {2} par: f(x) = x —1+ x%

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;I;J).

1. a. Calculer les limites de f a gauche et a droite en 2. Interpréter graphiquement les résultats
b. Calculer les limites de f en —oo et en +w

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. A) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — lest asymptote a (C).

b) Etudier la position de (C) et (D).

4. Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de ( C) avec I’axe des ordonnées
5. Démontrer que le point Q(2 ;1) est centre de symétrie de (C).

6. Tracer ( C).
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Exercice 11
2 —
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = % .On note (C) sa courbe

représentative dans un repére orthonorme (O ;I;J).

1. Justifier que I’ensemble de définition de f est Dy = ]—oo; —1[U ]-1;0[ U ]JO; +oo[.
2. Vérifier que pour tout x € Dy, f(x) = 2 — % + ﬁ

3. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Interpréter graphiquement
les résultats obtenus.

4. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

5. Déterminer les points d’intersection de (C) avec I’axe des abscisses.
6. Démontrer que la droite (A)d’équation x = —% est axe de symétrie de (C).
7. Tracer (C).

I. LIMITE DDUNE FONCTION COMPOSEE

T héoreme

Soit g o f la composée de la fonction de la fonction f suivie de la fonction g.
a désigne soit un nombre réel , soit +oo, soit — oo.
On suppose que g o f est définie sur un intervalle | et que a est un élément ou une borne de I.

Si limf(x)=Db et lir})lg(x) = ¢ alors lim(gof)(x)=+¢

(b et ¢ sont des nombres réels ou +ooou — 0. ).

Exercice résolu 1

2
x241°

1) Calculer la limite en + oo de la fonction h définie sur IR par : h(x) = [4+

sin2x

2) Calculer la limite en 0 de la fonction f définie sur IR* par : f(x) =

X

3) Calculer la limite en —co de la fonction f* définie sur ]—oo; —1] U [2; +oo[ par :

fx)=vVx?2—-x—-2+x-2.

Solution
1)Pour tout X€IR, h(x) = g o f(x) avec f(x) =4 + x22+1 et g(x) =+x
- 2\ _ . 2 Y\ i (2) = . _
Nous avons: xlll’}o (4 + x2+1) =4 car xl_fmo (x2+1 ) = xl_fmo (xz ) Oet )1(1121\/7 2
donc limh(x) =2 .
X—+©
2) Onpose: X = 2xou = )2—( quand x — 0, alorsX — 0

. Sin2x . sinX
.Nous avons: lim = lim?2
x—0 X X-0 X

=2x1=2
donc limf(x) =2 .
x—0

3) Pour calculer la limite de f en —oo, transformons f(x) a I’aide de I’expression conjuguée.
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[VxZ—x—2+(x-2)][VxZ-x-2-(x-2)] _ (x?-x-2)—(x-2)?

Vx €] —oo;—1],f(x)

VxZ—x—2 —(x-2) T VxZox-2 —(x-2)
6
L _ 3x—6 _ x(3— ;)
Vx E] w; 1]!f(x) - - ’/XZ—X—Z —(X—Z) - xz(l_ i _ %) _(x_z)
x(3— =) x(3— =)
Vx €] —oo;—1],f(x) = X = = carx < 0.
[x| x 1—&—% (x=2) -x l—i % —(x-2)
x(3- %) 3- ¢
Vx €] —oo;—1],f(x) = x = x
x(_ 1_;_%_”;) S PR
Nous avons: lim (3 — é) =3 car lim (é ) =0;
X——00 X X——o0 \X
. 1 2 (1 (2 .
Nous avons: lim (1 - - - —2) =1car lim <— ): lim <— ): Oet lim/X =1
X——00 X X X—=>—w \X X—=>—w \X X-1
] 1 2 2
donc lim <1 - - - —2) =1l,deplus: lim (—1+ —) =-1;
X——00 X X X——00 X
On conclut: limf(x) = —; :
X——00

Exercice 1.1

La fonction f est continue sur ]-o0;0[ et
sur ]O; +oof et a pour

tableau de variation le X | =% — _S 0 . +00
tableau ci — contre : f7(x) - I
R 5 +0o0
En utilisant ce tableau,
fCx) / \ \
1

X—>—0 xo4o \xZ+x

donner les limites suivantes : Iimf(—z + i) o lim f(x?) ; limf (_71) ; Iimf(zx_l)
X—>—00 -
>

]
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I.LIMITE D’ UNE FONCTION MONOTONE
SUR UN INTERVALLE OUVERT

Théoreme 1

aeth des nombres réels ou infinis. A R R
Si f croissante et majorée sur ]a, b[ e S S S
alors f admet une limite finie € en b.
Si f est majorée par M alors £ < M. :

Théoreme 2

Si f est décroissante et minoree sur O e e e

Sifest minorée parma|0r8€2m. ]1__“‘]]] ....... ““]]
Toa 1 3

Théoréeme 3
mSi f est croissante et minorée sur Ja, b[alors f admet une limite finie £ en a.
mSi f est décroissante et majorée sur ]a, b[alors f admet une limite finie £ en a.

Exercice résolu 2

Soit f la fonction définie sur IR telle que f(0) =0etV x € IR, f’(x) = !

1+x2’

a) Démontrer que : V x € [1 ;+o[,0na: f(1) < f(x) < -§+ 1+£().
b) En déduire que f admet une limite finie £ en +o et donner un encadrement de ¢.

Solution

a) Vx € IR, f(x) > 0donc f est strictement croissante sur [1 ;+o[, donc:

six = lalors f(x) = f(1). (1)

Soit u la function définie sur [1 ;+oo[ par : u(x) = f(x) + i -1-f@Q).

vx €[1 4o, w(x) = f(x)— = zjz) Vx €[1 ;+o0[, w(x) <0, donc u est
strictement décroissante sur [1 ;+oo].

Alorspourx = 1,ona:u(x) < u(l)oru(l) = 0,donc:pourx = 1,ona:u(x) < 0.

Ainsi, Vx €1 ;+o[, f(x) < -§+ 1+£(1). (2
D’aprés (1) et (2) : Vx €[L;+o[,ona: f(1) < f(x) < — % + 1 + f(1).
b) vx €[1; +[, -=<O0donc — =+ 1 + f(1) < 1+ f(1).
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La fonction f est est croissante sur [1 ;+oo[ et majorée par 1 + f(1) donc f admet une limite
finiel. Alors: f(1) < ¢ <1+ f(1).

111. BRANCHES PARABOLIQUES DE
DIRECTION (Ol) ET (0OJ)

Activité 1
Soit f la fonction définie sur [0 ;+oof par: f(x) = V4x? +x .
a)Démontrer que: lim f( ) =2 et I|m [f(x) 2x] =

X—+00

b) En déduire que (Cf) admet en + co une asymptote obllque dont on précisera I’éguation.

Activité 2

Soit g et h les fonctions définies sur [0 ;+oo[ par : g(x) = 2x? —% et h(x) =21

N , dont les

courbes représentatives sont données :

g(x)

Calculer limg(x) et lim &2 puis lim h(x) et lim 22
xX—+00 x>+ X X—+00

X—+0c0 X

Interprétation graphique :

On dit que (Cg) admet en +oo une branche parabolique de direction (OJ).
On dit que (C;,) admet en 400 une branche parabolique de direction (Ol).
On retiendra que :

msi lim f(x) = +oo(ou — ) et lim {2 =

X—>+00 xX—>+0 X

parabolique de direction (Ol).

= 0, on dit que (Cf) admet en +co une branche

= +oo(0U — ), on dit que (Cf) admet en 400 une

X—>+00 X

msi lim f(x) = +eo(ou—oo) et lim 1x)
X—>+400

branche parabolique de direction (OJ).

NB : La définition se reconduit si I’on remplace - 4+o0 par x - —oo .

Exercice résolu 3
Soit f la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =——+/x + 1 et (C) sa courbe représentative
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dans un repére orthonormé (O,1,J).
Démontrer que (C) admet en +oo une branche parabolique de direction (Ol).

Solution
e . 2 (2
f est définie sur [-1;1[U]1;+wo[. Nous avons: lim (—) = lim (—) =0

x—+00 \x—1 xX—>+o00 \X

llm(x+1)—+ooet lim VX = +oo donc limVx+1 =+ .

xX—+00 X—-+oo X—+ 00

Donc: lim f(x) = —
X—+00

f(x) 2 Vx+l _ 2 x+1 2 1+

VX E]l +OO[ T ox2_gx x  x2-x  xVxtl  xl-x Vx+1
Nous avons: lim ( 22 ) lim (iz ) =0.
X—>400 \X“—X X—>+00 \X
. 1 (1 .
Nous avons: lim <1+ — )—1car lim <—):O et limvx+1 =+
X—+00 X x>+ \X X—+ 00
1
n lim )
donc : HWW =0
On conclut : lim 1e) — 0.
X—>+00 X

f&x)

Ona: liln f(x) =—c0 et lim = 0, donc (C) admet en +oo une branche parabolique de

X— 400
direction (Ol).

IVV. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

1. Définition

On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle | si elle est continue en tout nombre réel
‘ de I. |

2. Prolongement par continuité
Définition

Soit f une fonction d’ensemble de définition Dg et a un nombre réel n’appartenant pas a Ds.
Si f admet une limite finie € en a alors la fonction g définie sur D¢ U {a} par :

g(a) = L et V x € Df, g(x) = f(x) est continue en a et est appelée le prolongement par
continuité de fen a.

Exemple
Soit f la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =
Ona: D¢ = IR-{0} et Ilrgf(x) =1.

La fonction g définie sur IR par: g(0) =1 et V x € IR-{0}, g(x) = f(x) est le prolongement par
continuité de fen 0.

sinx

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 11



Exercice résolu 4
1) Soit f la fonction de IR vers IR definie par : f(x) = \/%9_2

Démontrez que f admet en 9 un prolongement par continuité et définissez le prolongement
continu g.

2) Soit f la fonction définie sur IR\ {—1;0;1} par: f(x) =

f est — elle prolongeable par continuité en 0 ?

x%+x

x2=|x|

Solution

1.D;={x€IR/x—5 > 0et Vvx—5-2%0}

x—5>0etVx—5-2#0ex >5et Vx—-5#2 & x>5etx—5#40x =5
et x # 9.

Donc : Dy =[5 ;9[U]9 ;+oo[ .

_ (x—9)(Vx-5+2) _ (x-9)(Wx-5+2) _ —
Vx € Dy, f(x)_(\/ﬁ—z)(\/ﬁu)_ - = Vx—-5+ 2

Nous avons: )lci_glf(x) = chl_tg,(\/x——5 + 2) =4

Ainsi, 9 & D, et f admet une limite finie en 9 donc f est prolongeable par continuité en 9.
Soit ¢ le prolongement par continuité de f en 9. ¢ est définie sur Dy U {9} =[5 ; +oo[ par :
p(9) =4 et Vx €Ds, p(x) = f(x).

Remarque: ¢ est définie sur [5 ; +oo[ par: p(x) = Vx -5+ 2.

x?+x x+1

2.Pour tout x € ]—o ;1[U]-1; 0[;f(x):x2+x_x+1_

On adonc chi_(r&f(x) =1
>
x?+x _ x+1

Pour toutx € ]0;1[U]1; +oo[; f(x) = — =
x¢e—x x-—1

On a donc li = i 2
nadonc x%f(x)—xzr&x_l

>
lim fx) # lim f(x),ainsi f n’admet pas de limite en 0, donc f n'est pas prolongeable
< >
par continuité en 0.

3. Opérations
Propriété 1

m Les fonctions polynémes, rationnelles, sinus, cosinus et tangente sont continues sur tout
intervalle inclus dans leur ensemble de définition.

m Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors :

e f+g,fgetl|f |sontcontinuessurl.

e Si g ne s’annule pas sur | alors f, est continue sur 1.

e Si f est positive sur | alors \/f est continue sur I,
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Propriéte 2

Si f est continue sur un intervalle | et g continue sur £ (1), alors gof est continue sur I.

4. Image d’un intervalle
Propriéte 1

| Si | est un intervalle et si f est continue sur I alors f(1) est un intervalle. I

Propriéte 2
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. a et b des nombres
réels .

£ est continue et f est continue et strictement

Intervalle 1] ¢ ictement croissante sur | décroissante sur |
[a; b] f([a; b]) = [f(a); f(D)] f([a; b]) = [f(D); f(a)]
[a; b[ f(la;bD) = [f (a); lim £ (0l f([a;bD) =1lim f(x); f (a)]

Jeibl | fQabD =1lim f():lim FGOL | £Qa;bD =1lim £Go; lim FGOI

xX—a
>

@i+l | p(fa; +eoD) = [f(@); lim fGOL | flai+eoD) =] lim f(x):f(@)]

Exemple
La fonction f est continue sur ]-oo0;0[ et sur ]0; +oo[ et a pour tableau de variation:

X —00 -1 0 +00
f(x) + o - -
5 +o0
-2 1 1

f est continue et strictement croissante sur ]-oo ;-1] donc : f(]-« ;-1]) =]-2; 5].
f est continue et strictement décroissante sur ]0 ;+oo[ donc : f(]O ;+oo[) =]1 ;+oo[.
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f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;0[ donc : f([-1 ;0[) =11 ;5].

f(J-0;00) =f(J-<;-1]) U f([-1:;0[) =]-2; 5] U]1;5] =1-2; 5].

V. FONCTION CONTINUE ET STRICTEMENT
MONOTONE SUR UN INTERVALLE

1. Bijection

Théoremel

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :

m f est une bijection de I sur £(1).

m la bijection réciproque =1 de f est continue et strictement monotone ( de méme sens de
variation que f ) sur f(1).

Exercice résolu 5

Soit f: [0; +oo[ — IR

x2

1+ x2

X

1. Démontrer que f est une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K que I’on précisera.
2. Déterminer la bijection réciproque f~1. Quel est le sens de variation de f~1?

Solution
— - o — tim (2N — _
1. D¢ = [0; +oo[ . Nous avons: xginoof(x) = xginoo (xz ) = xLlinool =1.
;- . . , _ 2x(14x%)-2x(x?) _  2x
f est dérivable sur [0; +oo[ et pour toutx € [0; +oo[, f'(x) = ) = Ty

pour tout x € ]0; +oo[ , f'(x) > Ocar2x > Oet (1+x2)% > 0. f est donc continue et
strictement croissante sur [0, +oo[ par suite f réalise une bijection de [0; +oo[ sur
f([0; +oo[) = [0 1[.

2. Pourtouty € [0;1], déterminons x € [0; +oo[ telque: f(x) = y.
x%
1+x2 y

& x €[0; +oof ,x%2 =y +x2y
& x € [0; +oo] ,x2(1—y) =y

& x € [0; +oof ,x2 =L
1-y

x € [0; +oo[, f(x) = y & x €][0; +oof,

X = |/
1-y
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f~* est donc définie sur [0 ;1[ par : (f~1)(x) = /ﬁ :

f~1 ale méme sens de variation que f donc 1 est continue et strictement croissante sur [0 ;1].

2. Equation

Théoremel

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle | alors pour tout m € f (1), I’équation
f(x) = m admet une solution unique dans I.

Exercice résolu 6
On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction f définie et continue sur [-1 ;+oo[ :

X -1 +00
f'(x) -
5
f(x) \
-00
1. Justifier que I’équation f(x) = —210 admet une unique solution dans [-1 ;+oo] .

2. L’équation f(x) = 13 admet-elle une solution dans [-1 ;+oo[ ?

Solution

1. D’apres le tableau de variation, f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;+oo[ ,
f([-1;+x[) =]— ;5] et -10 €]-= ;5] donc I’équation f(x) = —10 a une solution
unique dans [-1 ;+oof .

2. 13 ¢]-» ;5] donc I’équation f(x) = 13 n’a pas de solution dans [-1 ;+oo] .

Corollaire

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b] et si f(a) % f(b) < 0 alors
I’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a ; b[.

Exercice résolu 7
Démontrer que I’équation x €10 ;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution o.. Donner
une valeur approchée de o a 1071 prés.

Solution

Existence et unicité de «

Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) = 2x3 + 3x — 1. f est dérivable sur IR.
Pour tout x € IR, f'(x) = 6x%+ 3. Par suite, Pour toutx €IR, f’(x) > 0. f est donc
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continue et strictement croissante sur IR en particulier sur [0;1], de plus on a f(0) x
f(=1) < 0 puisque f(0) = —1etf(1) = 4; Ainsi, I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution o dans ]0 ;1[.

Valeur approchée de a 2 1071 preés :

Pour obtenir une valeur approchée de a a 1071 pres, on effectue un balayage de [0 ;1] avec un
pas égal a 0,1 jusqu’a trouver les deux premiers nombres dont les images sont de signes
contraires

x |0 01 |02 0,3 0,4
f(x)]|-1 -0,7 |-0,38 |-0,05 |0,3
Ona: f(0,3) x f(0,4) < 0donc 0,3 <a < 0,4. Une valeur approchée de o a 1071 prés est
0,3.

VI. FONCTION RACINE N-IEME, PUISSANCE
D’EXPOSANT RATIONNEL

1. Fonction racine n-ieme

Définition

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
f:]0; +oo[ — [0; +oof

la fonction racine n — iéme est la bijection réciproque de la fonction n
X X

1
La racine n — iéme d’un réel positif ou nul x est notée Y/x ou xn

{x €RT {y € IR*
y =4x x=ym
1
vx € IRT, (Vx)™ = x ou (xn)"* = x et Vx" = x.
Remarque: La touche de la calculatrice permet d’obtenir une valeur approchée de Vx

Exemple x € IR*, x3 =5 < x =35; V16 =2; 31205 =120.
2. Puissance d’exposant rationnel d’un réel positif

Définition

Soit p un entier relatif non nul et g unentierq > 2.

P 1
pour tout réel a strictement positif, on pose : a1 = (a9)? = (Va)? = Va?
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Propriétés

Pour tous nombres rationnels r et " non nuls et pour tous nombres réels strictement positifs
aetbona:

/ / 1 _ a’ r_ 1
.a'f'xa'f' :aT+T ._:ar ._:a'f' r = ;
ar a’ ar-r
r
W@)" =a™ Ma xb" =(ab)"” W <= (e
bt~ \b

Exercice 6.1
a) Soit a un nombre réel strictement positif. Mettre sous la forme a® le nombre

3
suivant : /\/\/E; \/‘;ﬂ -3a x ia.

10
b) Justifier que : + = 22 :
/z56

c) Justifier que pour tous nombres réels a et b strictement positifs : i/\/aSb x \/3\/ab5 = ab.

Exercice résolu 8
Soit la fonction g:[1;3] - [0 ;4]
x+— —x*>+2x+3
1. Démontrer que g est une bijection
2. déterminer la bijection réciproque g~1.

Solution
1) g est dérivable sur [1;3].Vx € [1;3],9'(x) =- 2x + 2.

X —00 1 +o00

—2x+2 + 0 —

Vx €]1;3],g'(x) < O

La fonction g est continue et strictement décroissante sur [1;3] et
9([1;3]) =[g@®) ;9(1)] = [0;4] donc g est une bijection.

2) vy € [0; 4] ,l'equation g(x) = y admet une solution unique dans [1 ;3]
car g est une bijecti
Soity € [0;4], pourtoutx € [1;3], f(x)=y & —x?+2x +3 =y
Sx-1)2=4-y
& x—1=[4—y car x—1>0 pourx €[1;3]
S x=1+ \/4——}1

D’ou la bijection g~ est définie sur [0 ;4] par g~ 1(x) =1+ V4 — x.

Exercice résolu 9
Partie A . g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 - 3x? — 1.
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1. Calculer les limites de g en -co et en +co.

2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. Démontrer que I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique « et que

l6<a <1]7.

4. Démontrer que : Vx € ]—oo; a[; g(x) <0 et Vx € Ja;+[;g(x) >0

1-x

1+ x3°

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;I ;J). L’unité graphique est 2

cm.

1. Calculer les limites de f en -1 et en +oco puis interpréter graphiquement les résultats.
g(x)

(1+x3)2

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

c¢) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
d) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3. Tracer (T) et (C).

Partie B. f est la fonction définie sur ]—1;+oo [ par : f(x) =

2.a) Démontrerque:vVx €] —1; +oo [, f'(x) =

Solution

Partie A Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 — 3x2? — 1.

1. Lim g(x)= lim(2x3—-3x?—-1) = lim2x3 = —oo.
X——00 X——00 X—>—00
Limg(x) = lim(2x3—-3x?-1) = lim2x3 = +oo.
x—+00 x—+0o X—+0o

2. g est dérivable sur IR. Vx € IR, g'(x) = 6x? — 6x.
gx)=0sx = 0oux = 1.

Vx €] —o0; 0[U]L;+0[,g'(x) >0

Vx €]0;1[,g'(x) <O

On en déduit que :
g est strictement croissante sur ] -oo ; 0] et sur [1;+o [,
g est strictement décroissante sur [0;1]

Tableau des variations de g.

X -00 0 1 +00
g'(x) + 0 -0 +
1 +o0
g(x)
-00 -2
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3. - Lafonction g est continue et strictement croissante sur ] -oo ; 0] , continue et strictement
décroissante sur [0;1], et g’ s’annule en 0, par suite g(0) est le maximum de g sur ] -oo ; 1].
Dou:VvVx €]-o;1],g(x) < g(0) < 0.

Ainsi, Vx € ] -0 ;1], g(x) < O.

- La fonction g est continue et strictement croissante sur [1 ;+o[ ; g([1;+]) = [-2;+[,

Or 0 € [-2;+x[, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1;+o[.

On conclut : I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.

Ona; 1,6 etl,7 appartiennent a [1;+o[ ; g(1,6) = -0,49 et g(1,7) =

0,16 ; g(1,6)x g(1,7)<0doncl6<a<1,7.

4. -1l a été démontré a la question 3) que Vx € ] -« ;1], g(x) < O.

- La fonction g est continue et strictement croissante sur [1; « [ etsur ] a ;+oo[, d’ou :
g9([1; a[) = [-3;0[etg(] a;+oo[) =]0; +oo[ donc :

Vx € [1; a,g(x) < Oet Vx €] a;+x[,g(x) > 0.

On conclut :

Vx €] -0af, g(x) <O

Vx €]a;to[,g(x) >0

Partie B
1. Limiteen —1:
. _1-x _ 1 .
Ona: f(x)=—=7=0—x)
pourx > —1,0ona x3 > —1,soit x3+1>0 ,par suite lim = +o0
x--11 4+ x3
et comme liml(l —x) =2 alors xlimlf(x) = 400
X—— ->—
>
La droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
* Limite en +oc0
. . _ . 1-x __ L TX .1 —
Ona: xilmof(x) = lm —5= lm_z=lim—==0
La droite (A) d’équation y = 0 est asymptote a (Cf) en +oo.
2. ) f estdérivable sur] —1; +w [,
1. ) _ —(1+ x3)—3x2(1—x) _ —1-x3-3x% +3x3 _ 2x3-3x%-1 _ g(x)
Vx € ] 1! +0o0 [l f (x) - (1+x3)2 - (1+x3)2 - (1+x3)2 - (1+x3)2

b) vx € ] —1; +oo [,(1 + x3)2? > 0 donc le signe de f'(x) est celui de g(x) déterminé a la fin
de la partie A, par suite :

vxe]l-1;al,f'(x)<0 ; Vx€la; +oo[,f'(x) >0 et f'(a) = 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ] -1;a] et strictement croissante sur
[a ;+ool.
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Tableau des variations de g,

a +o0
- 0 +
+o0 0

\ f@) /

c) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse O est :
y = f(0)(x—-0) + f(0)
f'(0) = -1, f0) = 1L

Ainsi une équation de la tangente (T) est:y = —x + 1.
2_ —_
d) Pourtout > — 1, f(x) — (—x +1) == x _ x(x-1)

14x3 1+ x3

vx €] —1; 4o [, 1 + x3 > 0donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de x(x — 1).
f(x)—(—x +1)=0ex = 0oux = 1.

vx €] —1;0[U]l;+o[,f(x)—(—x +1) <O

X
(x)
f(x)

M

Vx €]0;1], f(x)—(—x +1) <O

On en déduit que :

(C) estau dessusde (T) sur]-1; O[ U]1;+o [,
(C) est au-dessous de (T) sur JO ;1[

(C) et (T) se coupent aux points d’abscisses 0 et 1.

3. représentation graphique de (T) et (C).

vt
21

-

|
=
Q
=
N4
(S8
INIR
<N

14
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EXERCICES

[Ed] Dans chacun des cas suivants
déterminer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

1. f(X) Vax? +x+1’

2. f(x) =Vvx?2+x—-2 +x-1
3. f(x)=vx2+1-

4, f(x) =Vx2+1-/x+2
5f(X) 2x+1 |

6. f(x)= xcos(

) -

2+1
x2+1

1@ =

[E2| On considére la fonction f de IR vers IR
définie par :

f(x) = Vx?+x+1 —x.
1. Calculer la limite de f en + oo puis
interpréter graphiquement le résultat.

2. Démontrer que la droite (D) d’équation

y = —2x — % est asymptote a (Cr) en - .

3. Etudier la position de (Cy) par rapport a
(D).

. On considere les fonctions f et g de IR
vers IR définies par :

flx) = 2;\/1_ et g(x) =vVxZ+1-3x%.
1. Démontrer que (Cr) admet en + oo une

branche parabolique de direction I’axe des
abscisses.

2. Calculer les limites de g(x) et de

lorsque x tend vers —oo et mterpreter
graphiquement les résultats.

g(x)

[E4 Etudier la nature de la branche para-
bolique a ( Cr) en+oo de la fonction f
dans chacun des cas suivants :

1. f(x) x+2
2.f(x) = 2 - Vx+ 1

3.f(x) = 2x — 3Vx
4.f(x) = Vx3+8

[E5 Etudier la limite de f en a dans chacun
des cas suivants

1.f(x) = % a = 0.

2.f(x) = =%, a=0.

3.f(x) = io_sg Ca = g
2

4. f(x) = :Ei a=0

5 f(x) 1—cosx

[EB] f est la fonction de IR vers IR. Dans
chacun des cas suivants Montrer que f
admet en a un prolongement par continuité
et définir ce prolongement .

1.f(x) = \/_Z,a:9.
2f()_5”‘" a =0

3. f(x) = cae{-2;-1}.

[E7 Soit P la fonction définie sur IR, dérivable

lx+1]-1"

sur IR dont le tableau de variation est le suivant :

x -0 -2 2 +00

P'(x) S0 +

P(x) |5 \-8/3 \

1. Déterminer le nombre de solutions de
I’équation x € IR, P(x) = 0. Justifier.
2. La courbe (C) de P présente-t-elle des
asymptotes horizontales et verticales ?

[E8 1. Démontrer que I’équation x € IR,
x* —x? + 1 = 3 admet une solution
unique « dans ]1;2[ . Donner une valeur
approchée de a a 107 prés.

2. Démontrer que I’équation cosx = x
admet une unique solution a dans ]0 ;1J.
Donner une valeur approchée de o a 102
pres.
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B9 Soit f la fonction définie sur IR

par f(x) = -x;+ x?+3 et (C;)sa
représentation graphique dans un repere
orthonormé:

1.a) Calculer les limites de f en -co et en
+o00,

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

2.a)Démontrer que I’équation x € IR,
f(x) = 0admet une solution unique « et
que3 <a <4

b) Donner une valeur approchée de a a 10
pres.

3. Tracer (Cy).

1. Démontrer que f est une bijection et
déterminer la bijection réciproques f 1.
2. Tracer la représentation graphique de f,
puis en déduire celle de f~1

EX Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par

gx) = x3 + 2x —2.

1.a)Démontrer que I’équation x € IR,
g(x) = 0 admet une solution unique « et
quel<ea <1

b) Déterminer une valeur approchée de « a
107 pres.

2. Démontrer que :

Vx€e]-o;al,g(x) <O
Vx€]a;+o[, g(x) >0.

Partie B

Soit f la fonction définie sur

] -00; 0 [U] O;+o0 [ par :

f(x) = x — % + %

On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormeé (O ;I;J). Unité : 2 cm.
1. Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

2.a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x est asymptote a (C).

b) Etudier la position de (C) par rapport &
(D).

3.a) Démontrer que :

vV x €IR*, f'(x) = %

b) Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

c¢) Donner une équation de la tangente (T) a
(C) au point d’abscisse 1.

4. Tracer (T), (D) et (C).

[EZZ On considére la fonction f définie
sur R\{-1;1} par f(x) = x0r2xt

, de courbe

x2-1

représentative (Cr) dans un repere (O,Erreur !,Erreur!)

1) Soit g la fonction définie sur IR par :

gx) = x3-3x-4

a)Etudier le sens de variation de la fonction g

et calculer ses limites en + oo et - 0.

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet

sur IR une unique solution notée a.

c)Donner un encadrement de o d’amplitude 0,1.

d) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs

de x.

2) a)Deéterminer les limites de f en + oo et en

- o0

b) Déterminer les limites de f a gauche et &

droiteen-leten 1.

Interpréter graphiquement les résultats obtenus

c)Montrer que pour tout x €R\{-1 ;1},
ooy Xg(x)

f'(x) = G212

d) En déduire les variations de f et dresser le

tableau de variation.

3) a)Montrer qu’il existe des réels a, b ,c et d

tels que pour tout x €lR\{-1;1},

cx+d

x? -1

b) En déduire que (C; ) admet une asymptote

oblique (D) d’équation y = x + 2.

¢) Etudier la position relative de (Cy ) par

rapport a (D).

d) Montrer que les abscisses des points B et

B’ou (Cr) admettant une tangente paralléle a

(D) sont -2++/3 et -2-/3

5) Donner une équation de la tangente (T) a

(Cr) au point d’abscisse 2.

f(x)=ax+b+

6) Déterminer les points d’intersection de (Cy ) avec

I’axe (O ;i).
7) Tracer (Cy ) et la tangente (T).
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2. DERIVABILITE

I. DERIVABILITE A GAUCHE-DERIVABILITE
A DROITE

1. Théoréme et définition

mUne fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a gauche en

. . N (G (C0)) . .
un nombre réel x, de K si et seulement si JLTO? existe et est finie .
— A0

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en x, et se note fz(x,).

La demi-droite passant par le point M(xo, f(X,)) et de coefficient directeur fg(x,) est
appelée demi-tangente a gauche au point M(x, f(X,)) .

m Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a droite en

f(x) — f(x
im M existe et est finie .
—;Xo X — Xg

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x,, et se note f;(x,) .

un nombre réel x, de K si et seulement si |

La demi-droite passant par le point M(x,, f(X,)) et de coefficient directeur f(X,) est
appelée demi-tangente a droite au point M(X,, f(X,))

2. Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un nombre réel de K tel que f
soit dérivable a gauche et a droite en Xo.
f est dérivable en X, si et seulement si f3(xo) = fg(Xo) .

Exercice résolu 1
Soit la fonction f définie sur IR — {0.2} par f(x) = 1;:,):'

représentative donnée ci-dessous dans le repére orthonormé (O ; I, J).
a)Etudier la dérivabilité de f en 1 puis interpréter graphiquement les résultats.
b) Tracer les demi-tangentes a (C) au point d’abscisse 1.

et (C) sa courbe

Solution :

a) Exprimons f(x) sans valeur absolue :

Si 1— x = 0,c'est-a-dire x < 1,alors |1 —x|=1-—x

etsi 1—x < 0,c'est-a-dire x>1 alors [1 — x| = —1 + x. Ainsi,



1-14+x _ 1

Vx € ]—;0[U]0; 1], f(x) =

x2-2x  x-2
vx € [1;2[ U ]2; +oo[, f(x) = 1:1_x =1
X“—=2x X
f@) = -1
Dérivabilité de f a gauche en 1
1
x)—f(1 — +1 1
limw — lim¢ = lim =1
x—-1 x—1 -1 x-—=1 x->lx —2
< < <

f est donc deérivable a gauche en 1 et f;(1) =-1.

Dérivabilité de f a droite en 1

-1
Cf-fQ)_ . 11
lim—————=lim—=—=——=Ilim—=1
x—>1 x—1 x->1 x —1 x-1 x
> > <

f est donc dérivable a droite et f;(1) = 1.

Conclusion : f n’est pas derivable en 1 car f;(1) # f;(1).

Interprétation graphique :

(C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente a gauche de coefficient directeur -1 et
une demi-tangente a droite de coefficient directeur 1.

b) Un vecteur directeur de la demi-tangente a gauche est # (1 ; -1) et un vecteur directeur
de la demi-tangente a droite est 7 (1 ; 1) . On trace alors ces deux demi-tangentes.

Rappel |: connaissant fg(xe) un vecteur directeur est 1 (1 ; fy(xo) )

b) Voir figure ci — aprés

Demi - tangente verticale

i [)-f oy

X—X0

S

de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal admet une demi-tangente verticale au
point d’abscisse x,.

admet une infinie & gauche ou a droite en Xo alors la courbe représentative
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Exercice résolu 2
f(x)=x%2+xsix<0

Soit la fonction f définie sur IR par )
f P {f(x):\/f—xsixZO

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé

(O, 1,)).

a) Etudier la continuité de f en 0

b)Etudier la dérivabilité de f en O puis interpréter graphiquement les résultats obtenus.
c) Calculer les limites de f en —oo et en +oo.

d) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

e) Tracer (C) et les demi-tangentes obtenues dans la question a).

Solution
a )Continuité de fen 0

f(0)=0

. — . 2 —
() = (0 =0
<
i f () = lim(Vx - %) =0
>
f est continue en O car :
lim f () = lim f (x) = £(0)
< >
b) Dérivabilité de f & gauche en 0
f(x) f(O) Iimx2 + x

x—>0 X — x—0 X

=limx+1=1
x—0
<

f est donc deérivable a gauche en 0 et £;(0) = 1.
Dérivabilité de f a droiteen 0

M =lim \/E_x_|lm£—l_|lmi—l—+oo
x:O x — x:O x x:O x x—>0\/_
f(x)—f(0)

f n'est pas dérivable a droite en O car Li_%ﬁ est infinie
Conclusion : f n’est pas dérivable en 0

Interprétation graphique :. (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a gauche
de coefficient directeur 1 et une demi-tangente verticale.
c) Limites de f en —co et + o0

lim f(x) = lim (x?+x) = lim (x?) =+
X——00 X——00 X——00

lim f(x)= Lim (\/_(1 Vx) = —cocar lim vx = +ooetllm(1 Vx) = —o0

X—+o00 X—+ 00
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d) f est dérivable sur ]—co; O[ et sur ]0 ; +oo[

Vx € ]—00;0[, f'(x) =2x + 1

Vx€l0; +ool /() = -1 =17

= Pour tout x € ]—o0; 0, f’(x) =0 ox= _%
Pour tout x € ]-00; 0L, f'(x) >0 e x € |-2;0[ et f'(x) <0 ®x € |-o00; —1]

Ainsi, f est strictement croissante sur ]—% ;O[ et f est strictement décroissante sur
. 1
|
» Pourtout x € ]0; +o[,2vx > 0donc f'(x) a le signe de 1 — 2v/x

1

Pour tout x € ]0; +oof, f'(x) =0 @1—2\/520(:)xzz

Pour tout x € ]0; +oo[, f'(x) >0 ©1-2/x>0 ©0<x <i
Pour tout x € ]0; +oo[, f'(x) <0 ©1-2J/x<0 o x >i
Ainsi, f est strictement croissante sur ]O ﬂ et f est strictement décroissante sur

i+

X —00 —= 0 1 +o0
2 4
f'(x) - 0 + || + o -
0 1
/& \ /4\
1
—_— — OO0
4
\
\\
N
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Il. DERIVABILITE SUR UN INTERVALLEE

Définition

e Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle ouvert K si f est dérivable
en tout nombre réel de K.

e Une fonction numérique f est dérivable sur [a ; b] si f est dérivable sur I’intervalle
ouvert Ja ; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

I111. DERIVABILITE D’UNE FONCTION COMPOSEE
Théoreme

Soit K un intervalle ouvert ; f et g deux fonctions numériques telles que fog est définie sur
K; X, € K. Si g est dérivable en x,, et f dérivable en g(x,) alors la fonction f o g est
dérivable en x, et :

(fo9)'(Xe) =9'(X0) x (Fog)(X) .

Exercice résolu 3
Soient les fonctions f et g de IR vers IR définies par

f(x):3;x t g(x):x—§+2.

x—2

Démontrer que f o g est dérivable en 3 et calculer (f o g)'(3) .

Solution

g est dérivable sur ]—oo ;0[ et sur ]O ;+oo[ , donc g est dérivable en 3.

f est dérivable sur ]—o ;2[ et sur ]2 ;+oo[ ; g(3) = 13—4 , comme g(3) # 2 donc f est
dérivable en g(3). On conclut que f o g est dérivable en 3.
Pour tout x 20, g’'(x) =1 + é . Donc g’(3) :19—0 .

Pour tout x #2, f'(x) = ﬁ Donc f’(13_4) :_%.

On conclut que : (f o g)'(8) =5 x (-=) = — .
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Conséquences

u est une fonction dérivable sur un intervalle K

FONCTIONS DERIVEES CONDITION
u™ (n € Q%) nu'u™t
u' u>0surK
Vu N
cos(w) —u'sin(u)
sin(u) u'cos(u)
w x[1+ tanz(lf)] ou u(x) # §+ kr (k€
tan(u) v Z) pour tout x € K
cos?(u)

Exercice résolu 4

Dans chacun des cas suivants f est une fonction dérivable sur IR . Calculer sa dérivee.

a) f(x)=(x2=3x+1)°; b)f(x)=Vx2+3x+5 c¢)f(x) = cos(x?)

X

d) f(x) = sin(sinx) e)f(x):m.

Solution

a)Vx€IR, f'(x) =52x —3)(x?—-3x+ 1™

b) vxER, fl)= 2

c)Vx € IR, f'(x) = —2xsin(x?).
d)Vx € IR, f'(x) = cosx x cos(sinx) .

VaZH1-xx 2’26 1
H — 2Vx“+1
VxEIR f()=—F0" T v

Exercice résolu5
Soit f est définie sur [3; +oo|par f(x) = (4x —1)VAx—1 .
a) Etudier la dérivabilité de fen =~ .

b) On admet que f est dérivable sur ]i; +oo[. Calculer f(x) pour tout x de ] %; +oo].
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Solution

f(x) - f(%) o (dx—1Vax-—-1
———=Ilim 1

a) lin11 1 = lirr11(4\/4x — 1) =0
fri 1 P (1 —
donc f est dérivable en " etf (4) =0

b) f est dérivable sur E +oo[ etvxe E +oo[, F(x) = 6v4x — 1.

1IV. DERIVABILITE D’UNE BIJECTION RECIPROQUE
Théoreme

Soit K un intervalle ; f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur K ;
Yo € f(K) et x, € Ktel quey, = f(x,).
Si f'(xo) # 0 alors la bijection réciproque f~* de f est dérivable eny, et

' (Yo) = —— :

f(f1(yo))  f(x0)’

IPoint méthode

Pour calculer le nombre dérivé de =1 en y, on procede comme suit :
e On détermine x, en résolvant I’équation x € K, f (x) = y,
e On calcul f'(x,) et on vérifie que f'(x,) # 0

e Onconclut alors que 1 est dérivable en y,

1

, . . -1 —
*  Ondétermine enfin £ ~*(yo) =~

Exercice résolu 6
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x? — x.

1. Démontrer que f réalise une bijection de ]—oo;%] sur [—i; +oo[.
2. Soit g la restriction de f é]—oo;%].
Démontrer que g~! est dérivable en 2 et calculer (g~1)'(2).

Solution

1. Ona: Ilimf(x)= Ilim x?—-x)= limx*= 4w
xX——00 X——00

X——00

f est dérivable sur IR, et pour toutx € IR, f'(x) = 2x —1.
f’(x):O(:)xZE.
VxE€]— oo %[,f’(x) <0

Ainsi, f est continue et strictement décroissante sur ]—oo;%] donc f réalise une bijection
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de J=ooi ] sur £ (|=eoi3]) = [-5i+eo]

2.Dérivabilité de g~ en 2

La résolution de I’équation x € ]—oo; %] ,g(x) =2donne x = -1

Onag(-1)= 2; g'(-1) = -3 ; comme g'(—1) # 0 donc la bijection réciproque
g~ tde gestdérivableen2etona: (g71)'(2) = ! L

gr(-1) - 3°
V. DERIVEES SUCCESSIVES

Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K .

Sif' est dérivable sur K, on dit que f est deux fois dérivable sur K ; on appelle dérivée
seconde de f et on note f”” ou f la dérivée de f' .

Par itération, la dérivée n-iéme de f se note f(™ = (f(=1))"

Remarque

Notation différentielle : en Physique f’ est notée souvent % et ™ est notée <L

dxm
Exemple
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x3 — 2x* + 3.

Ona:Vx €IR, f'(x)=3x2—4x; Vx €IR, f"(x) =6x— 4;VEIR f®(x)=6;
vx€IR, f®(x)=0.

VI. INEGALITES DES ACCROISSEMENTS
FINIS
Théoreme 1

Soit a et b deux réels tels que a<b et f une fonction numérique dérivable sur [a ;b].
S’il existe 2 réels met M telsque Vx € [a;b], m<f'(x) <M, alors :
m(b - a) <f(b) —f(a) <M(b—a) .

Théoreme 2

Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle I tel qu’il existe un réel M.
telque Vx el, If'(X) | <M, alors pourtousréelsaetbdel,ona:
| f(b) —f(a) I<MIb—al.

Exemple
Démontrons que : pour tous réels x et x’, on a : | cosx—cosx’ | < |x —X’|.
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Soit la fonction f définie sur IR par f(t) = cost. f est dérivable sur IR et vV t € IR, f'(t) = -sint
: Vte IR, If'(t) | < 1. Donc d’aprés I’inégalité des accroissements finis, pour
tous réels x et x’,ona: | f(x) —f(x") | <1.Ix = x’|. comme f(X) = cosx
et f(x’) = cosx’, donc : pour tous réels x et x’, on a : | cosx—cosx’ | < |x—X’|.

ETUDE DE FONCTIONS

Exercices résolu 7

f est la fonction de IR vers IR définie par: f(x) = /i—i On note (C) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (O ;I;J). L unité graphique est 4 cm.

. Déterminer I’ensemble D, de deéfinition de f

. Etudier la dérivabilité de f en 1 puis interpréter graphiquement le résultat.

. Calculer la limite de f en -1 puis interpréter graphiquement le résultat.

. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

. Tracer la courbe (C).

. Démontrer que f réalise une bijection de |-1 ;1] sur [0; +oo] .

. Justifier que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calculer (f~1)"(2).
. Tracer la courbe représentative (C’) de f~1.

coO~NO O h WN -

Solution

— 1-x
1.Dy={x€IR/ 1+x+#0et —>0 }

L’étude du signe de la fonction x +— g permet d’obtenir I’ensemble Dy .

X - 00 -1 1
+00
1—x + + 0 —
1+x - 0 + +
1—x — + 0 _
1+x
D’apres le tableau de signe, ona: Dy =] —1;1].
2. Dérivabilite de f en 1.
1—x 1—x [1—x
, f(x)—f(l)_ . 1+x . 1+x1+x _ .. -1
lim——————=1lim =lim =lim = —o00
x—>1 x—1 x—>1 x—1 x—1 1—x x—-1 1—x
R CAE N =R C O N
llm(x+1)’ =0et (x+1) ’—>0p0urxe] 1;1]
f(x) - f( )
Ainsi f n'est pas dérivable en 1 car llnll X n'est pas finie.
x— —
<
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Interprétation graphique
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3. Limite en -1
3 - - - x
lim —— =+wet lim(1—x) =2 donc lim = +o0
x--11+x x—--1 x--11+x
> > >
: . . o 1=x
Par ailleurs lim +/x = +oo ,donc par composée ona : lim = +o0
x>t x->-1 |1+x

>
D’ou xlirplf(x) = +o00

>
La droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
4. Variations
—(x+1)—(21—x)
f est dérivable sur ] — 1;1[, f'(x) = —&2° = =

2 /—1_" (1+x)2 /—1_"
1+x 1+x

vxe]-1:1[, f(x) < Ocar—1 < Oet (x + 1)2 /i—i > 0. f est donc strictement

décroissante sur | — 1; 1],

Tableau des variations de f :

X -1 1

(x) -

f(x) +0o0

5. Courbe représentative de f.

(8)

©)
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6. f est continue et strictement décroissante sur ] — 1; 1] donc f réalise une bijection de
1 —1;1] sur f(] —1;1]) = [O; +ool.

7.0na(0) = 1,doncf~1(1)=0.
Onaf'(f*(1))= f(0) = —1 ; comme f’(0) # O donc la bijection réciproque f~!

de f est dérivableen 1 etona: (f71)'(1) = fin) =

8. Les courbes représentatives (C”) et (C) sont symétriques par rapport a la droite (A)
d’équation y = x.

Voir figure.

Exercice résolu 8
Le plan est rapporté a un repere orthonormé ( O ; I ;J) ( I'unité graphique est 2 cm).

Partie A f et g sont les fonctions définies sur ]—oo ; —1] U [1; +oo[ par :

f(x)=x++vx2—-1 et gx) = x —Vx?-1.

On note (C) et (C’) les courbes représentatives respectives de f et g.

1. Démontrer que (C) admet aux points d’abscisses respectives —1 et 1 une demi-tangente
paralléle & (OJ).

2. Démontrer que la droite (Ol) est une asymptote a (C) en —co.

3.a) Calculer la limite de f en +oo .

b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote & (C) en +oo .

c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

4. On admet que f est dérivable sur I’intervalle ]—oo; —1[ U ]1; +oo[

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
5. Tracer (C) et (D).

Partie B Soit (T')la courbe d’équation: y?> —2xy +1 = 0.

1. Soit S la symétrie centrale de centre O, montrer que S(C) = (C’) et tracer (C’).
2. Démontrer que (I') = (C)u(C).

3.a) Soit 1 =7+ 2j . Démontrer que (O ; 7, ) est un repére du plan .

b) Déterminer une équation de (T') dans le repére (O ; 7, i).

c) Quelle est la nature de (T) ?

Solution
Partie A

1. Dérivabilité de f a gaucheen—1:

o fx)-f(-1) ox+Vx2—-1+1 ] x2 -1
lim —— = lim =Ilim|(1l+
=1 x+1 x=-1 x+1 x=-1 x+1
< < <
] 1+ x—1
= lim = —o0
- Vvx2 -1
1
car lim(x—1)=-2 et lim =+
x—><—1 x—><—1,/x2 -1
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X 1
lim M = —oo donc f n'est pas dérivable & gauche en — 1.
x—><—1 x+1

Conséquence graphique :
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse -1.

Dérivabilité de f a droiteen1:

MICRS O c+VTTTI-1 [ =1
lim————= lim =lim(1l+—
2t x— S x—1 x>1 x—1
> < N
x+1
=liml+ = 4+
x21 x2—-1
>
1
car lim(x +1)=2 et lim———=+o0
x:l x2 -1
X 1
ff_}l f—( i — US) = +oo donc f n'est pas dérivable adroite en 1.
>

Conséquence graphique :
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

2. Asymptote en —oo

_ _ [x+Vx2-1][x-vVx2-1] _ 1

Vx < 1’f(x)_ x—Vx2-1 T x—Vx2—1

Ona: lim —1 = +oocar llm (x2—-1)=+wet llT Vx = +oo
X—>—00 X—>+00

Comme lim Jx2—1 =+wet lim x = —o alors lim (x—\/xz—l):—oo

X——00 X—>—00 X—>—00
Par suite lim ———=10; Ainsi, lim f(x) =0
X—>—=00 y m X—>—00

Interprétation graphique :
La droite (Ol) d’équationy = 0 est asymptote a (C) en — o

3.a) Limite def en +oo

Ona: lim —1 =+ car llm (x?—=1)=+4wet lim Jx =+o0
X—>+ 00 X—+00
Comme lim Jx2—1 =+wet lim x = +oo alors lim (x+\/x2 — 1) = 400
X—+oo X—+00 X——0o

Ainsi, lim f(x) = +o

X—+00

b) Calculons ll!rn [f(x) — 2x]
X—+ 00

_ X2 =1 [Vx2—1—x][Vx2- 1+x] -1
va>l fe)-2x= —X= x+VxZ-1 T ox+VxZ-1
. ¥ 2 — 7 A0
Ona: x_l)LJrrrgox+\/x 1= 400 d’ou x—l>l-|-n§ox+\/x2— 0.

Ainsi, li+m [f(x) —2x] = 0.
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Interprétation graphique :

La droite (D) d’équationy = 2x est asymptote a (C) en +oo.
c) Position relative de (C)et (D)

Etudions le signe de f(x) — 2x
Pourtoutx € Drona: f(x) —2x=vx?—-1-x

e Pourtoutx €] —o0;—1],vx2—-1>0et—x>0doncvx?—-1—x>0.

Donc : pour toutx €] — o0; —1], f(x) —2x > 0.

VaZ-1-x][VxZ-1 +
e Pourtoutx € [1;+o[ona: f(x)—2x=vx2—1— y = x erx]}[{zx x _

-1

x+Vx2-1

. - . _ —_— -1
Ainsi, Pour tout x € [1;+oo[, f(x) —2x = —==.

Pour tout x € [1;+o[, Vx2—1>0etx >0doncvVx2—1+x >0.
Par suite, pour tout x € [1; +oo[, f(x) —2x < 0.

Interprétation graphique :

(C) est au-dessus de (D) sur] — oo; —1],

(C) est au-dessous de (D) sur[1; +oo].

4. Variations et tableau de variation de f

2x X
Vx €] — o0; —1[U]L;+oo[ , f'(x) =1 + ——=1+

2xT—-1 = VxZ-1
*V X € ]1;+oo[, f’(x) > 0donc f est strictement croissante sur[1; +oo].

\/—+x

*Vx €] —o0; =1, f(x )— . Vx €] —o0; —1[,Vx2 — 1 > 0 donc le signe de est

celui de vx2 — 1 + x.
2 _
Vx €] —oo; —1[,Vx +x—\/_x
Vx €] —o0; =1[,Vx?—-1>0 et —x >0 doncVvx? —1—x >0 , par suite,
Vx €] — oo; =1 \/xz_ <0, soitf'(x)<0.
f est donc strictement décroissante sur]—oo ; —1]
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Tableau des variations de f,

X —0o0 -1 1 + o
f'(x) - \//9 +
0 400
——
2 =1

5. Représentations graphiques

Partie B
1.Dg=Df =]— o0; —=1] U [1; +oo[. Pourtout€ D, , —x € Dy etona:

g(=x) = (x)- J(=0)2 -1 ,soit g(—x) = —x—VaZ—1 = —f(x)
On conclut que (C’) est I'image de (C) par la symétrie centrale de centre O. Pour la
représentation graphique de (C’), voir figure : (C’) est tracée en rouge.
2 M(x;y)e(@uC)ey =x +Vx2—1louy = x—-+Vx?-1
©y—x =Vx2-1louy—x =-+vVx?2-1
ely—x|l=vxt-1e(y-x) =x2-1

& y? —2xy +x? = x2-1
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& y2 —2xy +1 = 0. Donc (I') = (C)u(C’).

3.a) Ona: det(d;7) =|; ;| = —2 et —2 # 0 donc i et 7 ne sont pas colinéaires, le triplet
(O;7, u) est donc un repere du plan.

b) Soient (x ; y) et (X ; Y) les coordonnées respectives du point M dans les

repéres (O;1, ) et (O;1, u).
Ona:OM=Xi + Yd = Xi + Y((+2]) = (X+Y) + 2YJ, donc:

x = X+Yety = 2Y.
M(x;y)E(N) @ y? —2xy +1 =0 ©Q2r)?-2x+1)2Y)+1=0

© 4Y?2 —4XY —4Y2+1=0

S —4XY +1=0
oY=~
4X

D’ou (I') est une hyperbole.
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EXERCICES

[EZ] £ est une fonction de IR vers IR . Dans
chacun des cas suivants ,Calculer la dérivée
de la sur I’intervalle 1.

1.f(x) =-3x3+4x2—-7x+2; I=IR

2
2.f()=2+Z+Z —x+1; I=IR
5 7

3.f(x) =3x- 5——+—+—__-

x2 x5 x3'

I =1]0;+o0o[

4. (x) = 2x*x; I =]0; +oo[

5. f(x) === I =]-o0;—1[
6.f(x) = (x? —3x+1)5; I=IR
7.f(x)‘\/4x7—' 1:]1'+oo[
8.f(x)= Gz 1= 1L+l

9. f(x)—\/T I=IR
1o.f(x):\/3%- I:]_?l;+oo[
11. f(x) = xcos2x ; I=IR

12. f(x) = o 1= |-
13. f(x):\,% I=IR

14.f(x) = x3(1- x)?; I=IR
15. f(x) = sinxcos3x; I=IR
16. f(x) = —+1——1)2, [ =]-o00;1[

. f est la fonction définie sur IR par :
f(x)=1-—x2si x €]—o0;—1[

2x +
fe) = x+2

si x €[-1;+oo[

1. Etudier la continuité de fen -1.
2. Etudier la dérivabilité de fen —1.

[E8 1 est la fonction définie sur ]—oo; —2[ U
11; +oo[ par :
f(x)=vVx2+x-2

Etudier la dérivabilité de fen -2 et en 1.

[E4 Démontrer que :
1.Vxe[0;§[,tanx2x.
2. VXE]O +oof, Ona:

<VEFI-VEs -

Zﬁ_

Dans les exercices qui suivent, On note (C)
la courbe représentative de f dans le plan
muni d’un repére orthonormé (O ;1;J).

[E5] f est la fonction définie sur IR par :
f(x) = x|x-3|+2.

1. Etudier la continuité de fen 3.

2. Etudier la dérivabilité de fen 3.
Interpréter graphiquement le résultat.

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C).

[E@| f est la fonction définie sur [0; +oo[
par:  f(x) = x? — 2/x.

1. Etudier la dérivabilité de f en 0 puis
interpréter graphiquement le résultat.

f()

2. Calculer les limites de f(x) et ——

lorsque x tend vers +oo puis mterpreter
graphiquement les résultats.

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C).

. festla fonction de IR vers IR définie
Parf(x)—I |+1

On note (C) la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (O ;1;J).

1. Préciser I’ensemble de définition de f

2. Etudier la continuité de f en 0.

3. Démontrer ( C ) admet au point d’abscisse
0 une tangente dont on précisera une
équation.

4. Etudier la parité de f et en donner une
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interprétation graphique.

5. Calculer la limite de f en +oo. Interpréter
graphiquement le résultat.

6. Etudier les variations de f sur [0 ; +oo] et
dresser le tableau de variation de f.

7. Tracer la courbe (C).

. f est la fonction sur IR-{-1} par:

x?+|x — 2|
x+1

flx) =

1. Etudier la continuité de f en 2.

2. Etudier la dérivabilité de f en 2.
Interpréter graphiquement les résultats

3. Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5.a) Démontrer que les droites (D1) et (D2)
d’équations respectivesy = x —2ety = x
sont asymptotes a (C ) respectivement en -co
eten+oo .

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D1) sur] — o0; —1[U] — 1, 2].

c) Etudier la position de ( C) par rapport a
(D2) sur [2; +oo].

6. Tracer (D1), (D2) et (C).

[E9] f est la fonction de IR vers IR définie
par: f(x) =vx? +3x + 2.

Partie A

1.Déterminer I’ensemble de définition de f
2.Etudier la derivabilité de f en —1 eten —2
puis interpréter graphiquement les résultats.
3. Calculer les limites de f en — oo et en
+o00,

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Démontrer que les droites (Dy) :
y=—-x— get(Dz):y:x+ % sont
asymptotes a (C) respectivement en —oo et
en+ oo,

6. Demontrer que la droite (A) d’équation
X = - % est un axe de symeétrie de (C).

7. Donner une équation de la tangente (T ) a

(C) au point d’abscisse 0.
8. Tracer la courbe ( D1), (D2) (T )et (C).

Partie B

Soit g larestrictionde f a[-1; +oo [.

1. Démontrer que g est une bijection de
[-1; 4o [sur [0 ; +w [.

2. Justifier que la bijection réciproque g1
de g est dérivable en /2 et calculer

(97)'(V2).

[EZQ fest la fonction sur IR par :
X

1+ x?

fx)=1+

1. Démontrer que f est une bijection de IR
sur un intervalle K que I’on précisera.
2.Justifier que la bijection réciproque f 1 de
f est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(2).

3. Tracer (C) et (C’) la courbe de f 1.

[EZ] f est la fonction définie sur [0 ; 1]
par: f(x) =x —2v/x +1.

On prendra pour unité graphique Unité :
10 cm.

1. Etudier la dérivabilité de f en 0.
Interpréter graphiquement le résultat.

2. Démontrer que f est une bijection de
[0;1] sur[0;1]

3. Démontrer que pour tout x € [0; 1], fo
f(x) = x. En déduire la bijection
réciproque de f.

4. Construire (C).

[E1Z f est la fonction de IR vers IR définie
par: f(x) = (2-x)V4 —x? .

L’unité graphique est 2cm.

1. Etudier la dérivabilité de f en-2 eten 2
puis interpréter graphiquement les résultats.
2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Donner une équation de la tangente (T)
a (C) au point d’abscisse 0.

4. Tracer (T)et (C).
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[EZ§ f est la fonction de IR vers IR définie
par: f(x) = vx?+1—x.

1. Calculer la limite de f en +oo Interpréter
graphiquement le résultat.

2. Calculer la limite de f en —oco.

3.a. Démontrer que la droite (D) d’équation
y = —2x est asymptote & (C) en —oo .

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D).

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Tracer la courbe (D) et (C).

[E24 1 est la fonction définie sur

] —o0; =11 U [1; +oo[ par:
x Vx?-1
e E——
&) 2 X
Partie A
g est la fonction définie sur ]1; +oo[ par :

gx) = 2-x%3Vx2 -1

1. Calculer la limite de g en +oo .

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a. Démontrer que I’équation

x €]1;+oo[: g(x) = 0 admet une solution
unique a et que 1< a < 2.

b. Donner une valeur approchée de o a 10!
pres.

4. Justifier que :

{ vx €]l;a[,g(x) <0

Vx €]a;+oo[,g(x) >0

Partie B

1. Etudier la parité de f.

2.a. Calculer la limite de f en +oco.

b. Démontrer que la droite (D) d’équation

y = —>+1 estasymptote a (C) en+ oo .
c. Etudier la position de (C) par rapport a
(D) sur ]1; +oo.

3. Etudier la dérivabilité de f en 1 puis
interpréter graphiquement le résultat.

4.a. Démontrer que : V x €]1; +oo],

ey 9(x)
]C(X)_Zx2 x2—1

b. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Démontrer que : f(a) = — g+ %
6. Tracer (C) et (D).
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|] 3. PRIMITIVES1

I ) Notion de primitive
Activité : Soit g la fonction définie sur IR par: g(x) = x + 1.

2
a)Vérifier que g est la dérivée de la fonction f : x +— x? +x—-5.

b) Trouver deux autres fonctions ayant g pour dérivée.
I1) Définition

f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle I.
F est une primitive de fsur I si:

o[ est dérivable sur |
evx € l,F'(x) =f(x)

Exercice résolu 1
3
Soit F:xH%+2x+3

fixH>x2+2
Montrer que F est une primitive de f sur IR.

Solution
2
F est dérivable sur IR.Vx € IR, F'(x) = % + 2 =x2+ 2= f(x) donc F est une primitive

de f sur IR.
Propriétés 1

| Toute fonction continue sur un intervalle | posséde des primitives sur I. I

Propriéte 2

Soit f une fonction continue sur un intervalle | de IR et F une primitive de fsur I.

m Toute primitive de fsur I’intervalle | est de la forme F+cou c € IR.

m Si X, estunréel de | et y, un réel quelconque, il existe une unique primitive de f sur I qui
prend la valeur y, en X,.

Exercice résolu 2

IR - IR ) ) o _ 1
1 . Déterminer la primitive F de f sur ]—oo ; O[ qui S’annule en— e
xZ

Soit f : X —
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Solution
Les primitives de f sur ]—o ; O[ sont les fonctions x +— —% +c olUc€EIR

F étant la primitive de f sur ]—o ; O[ qui S’annule en — % , F estde laforme
X — —§+c avec F(— %) =0 ,parsuite 2+ c=0so0itc =—2.D’ouF estlafonction

définie sur ]—oo ;0[ par F(x) = —i— 2

I11) . Détermination d’une primitive
1) Tableau des primitives usuelles
c est une constante reelle.

Fonction f Primitives Fdef surl Intervalle de définition
de F
X a ca€lR x P ax+c IR
n . _1-
x> x"™ ;neQ\{-1;0} R 4 IR
n+1
1 — . .
xo o meQ-{0;1} |, —1 - |]-i0lou]0i+oof
(n—1)xn1
xi_)i x o 2/x+c 10; +oo[
Vx
X — COSX x+—Ssinx +c IR
x — sinx X+ —C0Sx+c IR
tan x + T T
(cos x)? ro e ]‘§+k”’§+k”[,
x ~ 1+ (tanx)? ke
+ 1
x » cos(ax +b), a#0 R Esin(ax +b)+c IR
i + 1
x :ilg(ax b) . X e —Ecos(ax +b)+c IR
Exemple
Dans chacun des cas suivants, F est une primitive de f sur I’intervalle indiqueé :
a):x+—3, F:xvw»3x ,surlR
b) :x— x, F:xl—>%x2 ,sur IR
c) frx — x2, F:xl—>§x3 , sur IR
d) f:x » cosx, F:x »sinx ,surlR.
3
e):x - x, F:xl—>§x5 , sur [0; +oo[
. 1 . _1 0
f)f.xH;, F.xi—>4x—4 ,sur ]O; +oof
7
0) frx - x%/x, F:xl—>§x5 , sur [0; +oo[
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2) Primitives et opérations

u et v sont deux fonctions dérivables sur | de dérivées respectives u'et v'continues sur [

x € IR™.
Fonctions f Une primitives de f sur | Conditions
o< u' X u
ul + vl u + v
1
u'u™avecn € Q \ {—1;0} n+1
n+1
“ avecn € Q\ {0; 1} 1 u ne s'annule pas sur |
uTL _
(n—1un?
u' u>0surl
— 2\u+c
N Vu
u' cosu sinu
u'sinu
—Ccosu
u' % [1+ tan?(u)] x €1
W tanu

cos?(u)

etu(x)¢§+kn,kEIR

Exercice résolu 3

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les primitives sur I’intervalle | :

a) f(x) =—4vx , 1 =[0; +oo[;

b) g(x) =x3+3x?—-4x , |I=R;
0) h(x) = S-S+, 1=]-w;0[;
dk(x) = =, 1=]0; +oof,

e) [(x) = 2cos(—5x + 3), I =R.

Solution

3

.. - 8 = N
a) Les primitives de f sur [0; +oo[ sont les fonctions x — —3¥2 + ¢, ou C est une constante

réelle.

.y . 1 N
b) Les primitives de g sur IR sont les fonctions x Zx4 + x3 —2x2% 4+, ol cestune

constante réelle.

L . 1 2 3,-1 N
c) Les primitives de h sur ]—oo; O[ sont les fonctions — — szt (ﬁ) + ¢, ouU C est une

constante réelle.

d) Les primitives de k sur ]O; +oo[sont les fonctions x = = 4y/x =+ ¢, ol ¢ est une constante

réelle.

e) Les primitives de [ sur IR sont les fonctions x - — gsin(—Sx + 3) + ¢, ou c est une constant

réelle.
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Exercice résolu 4
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction donnée sur I’intervalle 1.

a)f(x):\/% , I=IR ; b) g(x)=22x+1)"*, I=IR;
c) h(x):(li%x)g , | =10;7[; d) k(x)=x%sin(x3), I=IR.
e)l(x):m, | =]-o0; = [ f) m(x)= xJ1+x2 , I=IR.
Solution

1 u'(x)

a) Posons u(x) =1+ x2, u'(x) = 2x onobtient : f(x) = donc la fonction F définie

2 Ju(x)

sur IR par F(x) = % x 241+ x2 = 1+x2 estune primitive de f sur IR.

b) Posons u(x) = 2x + 1, u'(x) = 2 on obtient g(x) = u'(x)[u(x)]** donc la fonction G
définie sur IR par G(x) = %(Zx +1)1>  est une primitive de g sur IR.

u’(x)
(u(x)3® "’
est une primitive de h sur ]0; rl.

c) Posons u(x) =1+ cosx, u'(x) = —sinx, onobtient h(x)=— donc la

fonction H définie sur ]O; [ par H(x) = rcos )

d)Posons u(x) = x3, u'(x) = 3x2 on obtient : k(x) = gu’(x)sin(u(x)) donc la fonction K

définie sur IR par K(x) = — gcos(x3) est une primitive de k sur IR.

e) En posant u(x) = 2x —1,w'(x) = 2 alors I(x) = %;i;i’;))
H e = . _ 1 -1 _ _1 i .
Alors la fonction L definie par : L(x) = - x () = sy &St une primitive de g sur

1-; 7 [
f) En posant u(x) = x2+1,u'(x) = 2x alors m(x) = %u’(x)u(x)%.

. . 1.2 31 1
Alors la fonction M définie par M(x) = 3% gu(x)z = ;w/(x2 +1)3 =3 (x2+1DVx2+1
est une primitive de h sur IR.

Exercice résolu 5
Lo ) ) _ 3x%—4x+1
f est définie sur J-co; O[ par : f(x) = 5= -

1. Déterminer les réels a et b tels que : f(x) = % + (29:1)2'

2. Déterminer la primitive F de f sur ]-oo; O[ qui s’annule en -1.

Solution
Lvxe]— w0 L b o d@x-DPbxt (datb)x® —dax+a
| (217 x%(2x — 1)? (2x2 — x)2
vrel-oo0l fl) = L4 G —axtl (Garbx’ —daxta
’, x?  (2x —1)? (2x2 — x)2 (2x% — x)?
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© 3x2—4x+ 1= (4a+b)x* —4dax+a

D’ou par identification: 4a+b = 3; —4a = —4 et a = 1,soita=1leth =-1
o 1 1
AlnSl,f(X) = F - m
2. Enposant u(x) =2x —1,0ona u'(x) =2et f(x) = %—%%
1
Les primitives de f sont les fonctions x +— — + 22x=1) +k k€IR
F étant la primitive de f qui s’annule en —1, ona :
F(x) = —S4——2 4k et F(-1)=0
X = 22x—1) ¢ -
5
De la condition F(—=1) = O on tirek = — 3
. P ) _ 1 15
F est donc la fonction définie sur ]—oo;0[ par F(x) = o+ 25D 6
Exercice résolu 6
Déterminer une primitive de f sur IR.
1) f(x) = cos?x ; 2)f(x) = cos*x 3) f(x) = sinx

Solution

IPOINT METHODE |: si f(x) = sinPxcos9x ol p et q sont des entiers naturels, une
primitive de f peut étre obtenue en linéarisant f(x). Mais si p est impair on peut alors
transformer sinPx en écrivant: sin?x = sinx.sin?~1x et utiliser la relation

sin’x = 1 — cos?x . Méme remarque si c’est g qui est impair.

1. La linéarisation de f(x) donne: f(x) = %+% cos2x

Alors une primitive de f sur IR est la fonction F définie par : F(x) = %x + isian :

eix+ e—ix)4
2

FO) = E1) (o) + a(e) () +6(e) (e ) +4(e) (e)" + ()"
flx) = % [(ei4x + e—i4x) + 4(ei2x + e—zix) + 6]

or e + e~ = 2cos(4x) et e?* + ¢72¥ = 2c0s2x

donc: f(x) = % [2cos(4x) + 8 cos(2x) + 6] = %cos(4x) + icos(Zx) + % .

Alors une primitive de f sur IR est la fonction F définie par :

— 1,1 1l 3 = L 1 3
F(x) = 3 ><4517l(436)+2 ><Zsm(2x)+8X =3 sm(4x)+4sm(2x)+8x.

2. La linéarisation de f(x) donne: f(x) = (

3. On peut écrire f(x) = sinx.(sin2x)? = sinx(1— cos?x) = sinx — sinxcos?x
En posant u(x) = cosx ,onau'(x) = —sinx et f =—u’ + u'u?.
Alors une primitive de f sur IR est la fonction F définie par : F(x) = — cosx + §c053x.

]
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EXERCICES

[Ed] Dans chacun des cas suivants déterminer
une primitive de f sur I’intervalle 1.

3
1. f(x):x?+4x2—x+3; I = IR

2y =—-2.8_3.

x2 x3 x4 \/E !
I =]0; +oo[

3.(x) = (x —1)(x +2)?%;I=IR

4r@ =22 =10 el
5. (x) - Vi_; Jx 3 1=]0; +oof

6. f(x) = —2sinx +cosx ;I = IR
7. f(x) =tan’x ;I :]O;S[.

[E2| Dans chacun des cas suivants, démontrer
que F est une primitive de f sur I’intervalle
l.

1. f(x) = 3x%2 -1 ;

F(x) =(x—2)(x2+2x +3), I=IR.
2. f(x) = x(5Vx + 4) ;

F(x) = 2x?(\x + 1), I =]0; +oo].

[E8| Dans chacun des cas suivants,
déterminer une primitive de f sur I’intervalle
considéré.

1. f(x) =3x%(x®*—1) surlR

2.f(x) =

sur ]1;+oo[

1
(1-x)?
3. f(x) = (4x +1)3 surlR.

4.f(x) = sur]—1;1]

X

5f(x) =

5
m sur ]0O; +oo[

6. f(x) = 3sin2x + cos(x — 1) sur IR
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7f(X) = ﬁ sur IR.

8f(x)=x—-1+ 3 sur]—oo; 1[

2
(1-x)
9.f(x) = cosxsin?x sur IR

10. f(x) = xsin(x?) sur IR

11, F(x) 3sinx sur IR
JX) = —— sur
V6 — 2cosx
sSinx
12f(X) = m sur [0,7'[]

13. f(x) = xVx?+1 surlR.
14. f(x) = 3cos(2x — 3) sur IR.

[E4| Dans chacun des cas suivants déterminer
les primitives de fsur IR.

1. f(x) = cos?x

2. f(x) = sin*x

3. f(x) = cos®x

4. f(x) = sin?xcos3x

5. f(x) = cos*xsin?x.

6. f(x) = cos?3x + sin’x

. Soit f la fonction définie sur IR par:
f(x) =sinx +sin3x

1. Justifier que pour tout x de IR:

f(x) +9f(x) = 14sinx.

2. En déduire la primitive F de f sur IR qui
s’annule en 0.

Démontrer que la fonction

x + x2\/x — 1 admet sur ]J1; +oo[ une
primitive de la forme x ~ P(x)vx — 1 ou
P est un polyndme de degré 3 que I’'on
précisera.
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4. FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

En 1614, I’Ecossais John Neper publie une table de logarithmes destinée a faciliter les longs
calculs que doivent effectuer les astronomes, les navigateurs, les financiers. Le principe simple
qui guide la réflexion de Neper est qu’il est plus facile d’effectuer une addition que d’effectuer
une multiplication.

Pour vous en convaincre, il suffit par exemple d’effectuer 673+284 et 673%284 et vous en
jugerez vous-méme.

Avec la table de logarithmes de Neper, on associe a tout nombre (strictement positif) un autre
nombre appelé son logarithme, de telle sorte que pour calculer le produit de deux nombres il
suffit d’additionner leurs logarithmes.

Activité 1 : Approche.

A) Pouvez vous utiliser le tableau de primitives du chapitre précédent pour déterminer une
primitive sur ]J0 ; +oo[ de la fonction x +— i ? Justifiez.

B) La fonction rationnelle f: x +— i est continue sur I'intervalle]O ; +oo[ , elle admet

donc des primitives sur cet intervalle.

Notons F la primitive sur JO ; +oo[ de f qui s’annule en 1.

1. Compléter :

u F(l) = ...

mVx €]0; +oof, F'(x) ="

2. a. Préciser le sens de variation de F sur ]JO; +oof .

b. Justifier que : Vx €]0;1[, F(x) <0 et Vx €]1; +oo[ ,F(x) >0

3. Soit a un réel strictement positif . On note G la fonction définie sur ]JO ; +oo[ par
G(x)=F(ax) (1)

1
a.Démontrer que : Vx € ]0; +oo[, G'(x) = o (On pourra utiliser la formule

de la dérivée d'unefonction composeée).

Ainsi, G et F sont des primitives sur ]JO ; +oo[ de la méme fonction f. 1l existe donc une
constante réelle c telle que : Vx € ]0; +oo[ ,G(x) =F(x)+c¢c (2)

b. A I’aide des égalités (1) et ( 2) exprimer G (1) de deux maniéres, puis justifier que ¢ =
F(a).

En déduire que Vx € ]0 ;+oo[ ,F(ax) = F(a) + F(x).

C’est bien cette propriété fondamentale de « transformation d’un produit en une somme » que
Neper avait établie dans sa table dite logarithmique. Ainsi, la fonction F est désormais appelée
fonction logarithme népérien. Elle est notée In.
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I. DEFINITION ET PROPRIETES

1. Définition et notation

On appelle fonction logarithme népérien , la primitive sur ]JO ; +oo[ de la fonction

1
X qui s'annule en 1.

Elle est notée In

2 . Propriétes

2.1 Consequences de la définition

e L’ensemble de définitionde Inest ]JO; +oo[In1 =0

e Inest dérivable sur ]O; +oo[ et pour toutx € ]J0; +oo[,In'(x) = i
In est strictement croissante sur JO; +oo[

e V(a;b)€EIR; xIR:, Ina=Inbsa=bhb

e V(a;b)€IR, xIR;, Ina<Inbosa<b

vx€]O;1[, Inx <0 etVx €]l; +oo[,Inx>0

2.2. Propriété fondamentale ( logarithme népérien d’un produit)

Propriéte

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, Inab=Ina+1Inb

Remarque

Si a et b sont deux nombres réels non nuls tels que ab > 0, alors [In ab = In|a| + In|b||

2.3 Conséquences de la propriété fondamentale
Activité 2
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

e Logarithme népérien de I’inverse.

L. , 1
— Préciser la valeur réelle de In <b x —) e e e e e e e e

b
1
— En utilisant la proprié fondamentale, Exprimer In <b x E) en fonction de
Inb etl 1
g
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—Déduire des résultats précédents I'écriture de In 5 en fonction deIn b:

e Logarithme népérien d’un quotient.

. e @ 1 : a .
—En considérant I'égalité 5 =ax b , exprimer InE en fonctiondelna etinb:

e Logarithme népérien d’une puissance

En utilisant la propriété fondamentale, exprimer en fonction de In a , chacune des expressions
suivantes: Ina? ;Ina® ;Ina* ;Ina® :

Nous admettons que pour tout nombre rationnel r,ona : lna”" =rlna

Propriétes :

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tout nombre rationnel r, on a :

1 a
ln(B)z—lnb : lnB:lna—lnb ' Ina”" =rlna

Remarque : Pour tous nombres réels non nuls a et b tels que % >0, ln% = In|a| — In|b|

Exercice 1.1
1.a Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In3 et In5:

IN15 ; In45 ; In2 ; In75V5.
1.b Démontrer que  In(2++/3)+1In(2-+v3) =0
1.c Dans chacun des cas suivants , comparer sans calculatrice les nombres x ety
) x=In3 ety=1In2
iM)x=In5 et y=In2+1In3
i) x =2In3et y=3In2
1.d) Soit a et b les nombres réels définis par :
a=1In567—IN72—InZ+In— et b=InvVI35+Iny75—Invi5 - Inv27
Montrerque a =—-1In3 etque b =Inb5.

1.e) Compléter le tableau suivant en indiquant sans utiliser la calculatrice, le signe de Ina

a Jo38s [ 5 [, _1T7216] 3

2 V2 1++3

Ina
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I1. ETUDE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

1. Limites de références

Propriétés
1) lim Inx = +oo i) limlnx = —oo
x>+ x—0
>
Inx .
i) im —=20 iv) limxIlnx=0
x—+00 X x;>0
~ Inx : . In(1 +x)
v) lim =1 Vi) lim————=1
-1x—1 x—0 X

2. Etude et représentation graphique de la fonction : x — In x

Activité 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; 1;J). Unité : 1 cm.

a. Ensemble de définition :
ePréciser I’ensemble de définition de la fonction In: Dy, =................

b. Limites et Interprétations graphiques :
eDonner une interprétation graphique des limites i) et iii) de la propriété 11.1):

c. Sens de variation et tableau de variation:
ePréciser en le justifiant, le sens de variation de In.

eDresser le tableau de variation de la fonction In.

e La calculatrice comporte la touche qui permet d’obtenir des valeurs approchées

du logarithme népérien d’un nombre réel strictement positif. Compléter le tableau suivant par les
arrondis d’ordre 1 :

x 0,1 0,2 0,5 1 2 27 |28 3 4 5
Inx

d. Bijectivité de la fonction In ; nombre réel e :

Justifier que la fonction In est une bijection de ]O; +oo[ sur un intervalle que I’on précisera
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Justifier que I’équation Inx = 1 admet une unique solution dans ]JO ; +oo[ et que cette solution
appartient a I’intervalle ]2 ; 3[. Cette solution est notée e

Le nombre réel e est I’unique nombre réel vérifiant Ine=1. e =~ 2,71828...

NB : On démontre que le nombre réel e n’est par rationnel. C'est-a-dire ne peut s’écrire
sous forme d’une fraction rationnelle.

e. Tangentes particulieres :
Soit (C) la représentation graphique de la fonction : x — In x
Déterminer une équation de chacune des tangentes suivantes :

e Latangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 :

e Latangente (T') a( C) au point d’abscisse e

f. Représentation graphique de In

Tracer dans le plan rapporté au repere orthonormé (O, | ,J) d’unité graphique 1 cm, les droites

(T).(T)
la courbe ( C) et la droite (A):y = x

e Par lecture graphique , établir les inégalités en complétant par <ou <:
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vx€]0; +oof, Inx.. x—1

vx €]0; +oof, Inx.. x

Vx €]0; +oo[, Inx ... ix

3. Equations du type In x = r, inéquations du type Inx <r ou Inx >r

Remarque : Pour tout nombre rationnel r ona: r = Ine”

Exercice résolu 1
Résoudre dans IR les équations suivantes :

(E):2Inx—-3=0 ; (E)): (Inx)2=5Inx—6=0

Solution
Reésolution de (E1) :

L’ensemble de validité D, de I’équation (E;) est D; =]0; +oo[
Pourtout x €]0; +oof, 2lInx -3 =0 Inx =3

N

3
S ilnx =lne2
3

S x=e2
3 3
Et comme e2 € ]0; +o[ ,alorsl'ensemble des solutions de (E,) est {ei}
Reésolution de (E2) :
L’ensemble de validité D, de I’équation ( E,) est D, =]0; +oo[

Vu la forme de I’équation, il convient d’effectuer le changement de variable X=1nx; On
obtient alors

X?—-5X—-6=0,s0it X= —1ouX = 6. Par suite I’équation E; équivaut a :
Inx=-1loulnx=6 ,s0it x=e toux=r¢e®

Et comme e~!et e® appartiennenta ]0; +oo[, alors I’ensemble des solutions de E: est
{e™*; e}

Exercice résolu 2

Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :
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(l):nx+1<0 : (1): B=Inx)(nx+2)<0 : (l5):(Inx)>2—5Inx—6>0

Solution

Résolutionde (11) : Inx+1<0

L’ensemble de validité D, de (11) est D;=]0; +oo[

Inx+l1<0oeohx<-lohx<helolO<x<e!
L’ensemble des solutions de ( 11) est donc ]0; e[

Résolutionde (12) : (3 —Inx)(Inx+2) <0
L’ensemble de validité D, de (I2) est D,={x € IR/ x > 0} =]0; +oo[

POINT METHODE 1: Si I’on n’effectue pas de changement de variable, Il faut éviter
d’appliquer

directement la formule du signe d’un polynéme du second degré, puisqu’il ne s’agit pas la d’un
polynéme de la variable réelle x.

Comme I’expression est déja sous forme de produit de deux facteurs, il convient d’étudier
séparément le signe de chaque facteur par la résolution d’une inéquation et de procéder ensuite
par un tableau de signes :

B-nx)(Inx+2)=0 onx=3oulnx=-2x=e3oux=e?
3—-Inx<0e-lmx<-3eohx>3x>e3

Donc : pour tout x € ]0;e3[, 3—Inx >0 etpourtoutx € Je3;+oo[, 3—Inx <0,Ilnx+
2<0ehx<-2o0<x<e?

Donc : pour tout x € ]0;e72[, Inx +2 <0 etpourtoutx € Je™2;+[, Inx +2>0
D’ou le tableau suivant :

X 0 e~? e3 +00
3—Inx + + 0 —
Inx+2 — 0 + +

@—-Inx)(Inx +2) - 0 + 0 -

D’apres le tableau de signe, I’ensemble des solutions de I’inéquation (1) :
B-Inx)(Inx+2)<0est ]0;e?Jule3; +oof

NB : 1l est important de noter que dans cette méthode, I’omission de I’étude locale des signes
des différents facteurs invalide le tableau de signe.

POINT METHODE 2 : Changement de variable

On pose X = In x, alors on obtient I’inéquation X € IR, 3 —-X)(X+2)<0
Comme le polynéme du second degré (3 — X)(X + 2) a pour racines 3 et — 2, alors :
B-X)(X+2)<0eo X€]-wo; —2]U[3; +oo[ (regle du signe d’un polyndme du second
degré)
Par suite, 3 —Inx)(Inx+2) <0 ©Ilnx €]—oo; —2]U[3; +of

Shx<-2 ou Inx=>3

©0<x<e? ou x=ed
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D’ou, I’ensemble des solutions de I’inéquation (12) est: S =10; e"2Ju [e3; +oo[

Résolution de (13) : (Inx)? = 5lnx—6 >0
L’ensemble de validité D; de ( 1s) est D;={x €IR/ x>0} =]0; +oo[
Vu la forme de I’inéquation, il convient d’effectuer le changement de variable X = Inx , alors
on obtient I’inéquation
X€EIR, X?-5X—-6>0.
Le polyndme du second degré X2 — 5X — 6 ayant pour racines —1 et 6 , il vient :
X?—-5X-6>0o X €]—w; —1[U]6; +oo[ (régle du signe d’un polyndéme du second
dedré)
Par suite, (Inx)? —5lnx —6>0o Inx € ]|—0; —1[U]6; +oo[
Shx<—-lou Inx>6
o0<x<elou x>e®

D’ou, I’ensemble des solutions de I’inéquation ( 13) : (In x)?> —5lnx — 6 > Oest :
S=]0;e [ ule®; +oo[

Exercice résolu 3

Résoudre dans R x R chacun des systemes suivants :

1 2Inx-2Iny=-2 ) X+y =7 3 (Inx)(Iny) =11
" |3Inx+Iny =5 “|Inx+Iny =12 Clin(xy) =-12

Solution

2Inx-2Iny=-2

1. Résolution de
3Inx+Iny =5

Ensemble de validité Ev :
Ev={x;y)e Rx R/x > 0ety > 0}
Ev :]O; +o0 [x]O; +oo[

Par suite,
{ZInx—ZInyz—Z {Inx:l {x:e
3Inx+Iny=5 Iny =2 y = e?

eec]0; +wo[ete? €]0; +wo [ alors I’ensemble des solutions du systeme est Skx & = {(€ ; e?)}.
, . X+y =7
2. Resolution de
Inx+Iny =12
Ensemble de validité

Ev={(x;y) e RxR/x > 0ety > 0} =]0; +o0[X]0; +owo [
X +y =7 X+y=7 X+y=7
< <
Inx+Iny =In12 Inxy=In12 xy =12
Si x et y existent alors ils sont les solutions de I’équation : X €]0; +o [, X2-7X+12=0

X€]o; +o [, X2 —7X+12=0X=40uX=3
Les couples solutions du systeme sont donc (4 ; 3) et (3;4). Skrxr={(4; 3); (3;4)}
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(Inx)(Iny) =11

In(xy) =-12

Ensemble de validité

Ev ={(x;y)e Rx R/x >0ety > 0etxy > 0}
=]0; 40 [X]0; +oo [

{(Inx)(ln y) =11 @{ (Inx)(Iny) =11

“lin(xy) =-12 Inx+Iny =-12

3. Résolution de {

Si Inx et Iny existent alors ils sont les solutions de I’équation : Xe R, X2 +12X +11 =0
-1 et -11 sont les solutions de I’équation X? +12X +11 =0

L ome éauivaut & {lnxz—l0 {lnxz—ll soit{x:e_l ou {x:e‘11
e systéme équivaut a Iny = —11 u Iny = —1 _ -1 y=et

Les couples solutions sont (e ; ) et (et ; e1) . Sprxr={(e*; et); (e1t; e}

I11. FONCTIONS DU TYPE Incu ou Ino |u|

Propriétél : Dérivées

i) Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, telle que pour tout x € I, u(x) > 0, alors
la fonction In o u est dérivable sur I.Dans ce cas,ona: (Inou)’ = ";'

ii) Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que pour tout x € I, u(x) # 0, alors

!

. u
In o |u] est dérivable sur I.Dansce cas,ona: (Ino |ul)' = o

NB : La formule de la dérivée est la méme pour Inou et Ino |ul, seul I’ensemble de
définition est éventuellement différent de I’une des fonctions a I’autre.

Propriété 2 : Primitives

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que pour tout x € I, u(x) # 0,et si u’ est
continue sur | alors

une primitive sur | de la fonction ";' est la fonction In o |u]|

Exercice résolu 4

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f de IR vers IR est dérivable sur chaque
intervalle de son ensemble de définition.

Déterminer I’ensemble D, de définition de f et calculer la dérivée f” de f :

a) f(x) =In(6 — 2x) b) f(x) = In|(x = 2)(3x + 1)| ¢) f(x) = In (2x—1)

X+1
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Solution

Il convient de noter que :
Doy ={x€ D,, / u(x) > 0} et Dy,.py ={X€ D, / u(x) # 0} ou D,, est I’ensemble de
définition de u
a) D ={ x€IR/ 6 — 2x > 0}
Pourtout X€ IR, 6—-2x>0 & —2x > —6
S 2x <6
S x<3 d’oUDf:]—OO' 3[
u'(x)

Pour tout x € ]—o;3[, f'(x) =—— (formule =22 oo Avec u(x) =6 — 2x)
b) Dy ={XEIR/ (x — 2)(3x + 1) # 0}:1R\{ -1

. 1 , _ 1(3x+1)+3(x-2) _ 6x—5
Pour tout x € IR \{2, ——} () = HEEEED =

(formule (( )) avec u(x) = (x — 2)(3x + 1))
>0} ]—o0; 1[U] +oo[

Pour tout x € ]—o0; —1[ U ]E' +oo[, f(x) = In| 2x-1| -In| x+1|
1 3
2x—-1  x+1  (2x-1)(x+1)

¢) Dy ={x€IR/ x+ 1 # O et Z—

Pour tout x € ]—oo; —1[ U E +oo[, f(x)=

Exercice résolu 5

Résoudre dans IR les équations et inéquations proposées :

(Ex): In(x —2) +In(x +2) = In(x + 8) (E2) : In(x? —4) =In(x +8)
(1): NG—=x)+In3—-In(x—1)=>0

Solution

mRésolution de (Ei): In(x — 2) + In(x + 2) = In(x + 8)
L’ensemble de validité de (E1 ) estD; ={x €IR/x—2>0,x+2>0etx+8>0}=
12; +oo[
In(x—2)+In(x+2)=In(x+8) & In[(x —2)(x +2)] = In(x + 8)

ock-2)(x+2)=x+8

©x?—-x-12=0

S x=-3o0ux=4
—3 ¢ ]2; +oo[ et 4 € ]2; +oo[ donc I’ensemble des solutions de ( E1 ) est {4}
mRésolution de (E) : In(x? —4) = In(x + 8)
L’ensemble de validité de (E1 ) est D, ={x € IR/ (x> —4) > 0 et x + 8 > 0}
x2—4>0 & x €]-o00;=2[U]2; +0o[
x+8>0ox>-8 ©x€]-8; +0
Dy = (]=00; —2[U ]2;+0[) U] -8 ; +oo[ = ]-8; -2[ U ]2; +oo[
In(x*-4)=n(x+8) o x*-4=x+8 ©x*—x-12=0x=-3oux=4
—3€]-8;,-2[U]2;+x [et 4 € ]-8; —2[ U ]2; +oo[ donc I’ensemble des solutions de ( E> )
est{—3: 4}
mRésolutionde (1): In(5—x)+n3—-In(x—1)=>0
L’ensemble de validité de (1 )estD ={x € IR/5—x >0 etx—1>0}=1]1;5]
In(5-x)+Mm3=>In(x—1) n[(56—x) x3] = In(x—1)

©15-3x=>2x-1
& —4x > —16
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S x<4

L’ensemble des solutions de I’inéquation (1) est]1;5[ N ]—oo; 175 = ]1; 4]

V. LOGARITHME DECIMAL

1. Définition

On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log définie sur ]JO ; +oo[ par :
In x

In10

logx =

NB. Ona log10 =1 etlogl =0

2. Propriétés

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et pour tout nombre rationnel , ona:
1
B log(ab) =loga +logh [ | logE = —logh
a
M log (3) =loga—loghb [ loga” =rloga

Bloga=rsa=10"

Application en chimie 11!

Déterminer le pH d’une solution dont la concentration en ion hydronium est 10~2 mol/I
La formule chimique est : pH = —log[H;0%]
Ona: pH=-log[H;0%] & pH=—log(1073) =3log10=3

Exercice résolu 6. ( Etude globale de fonction )

Partie A
On considere la fonction g définie sur J0 ; +oo [ par g(x) = 4x% — Inx + 1.
1. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

2 —
2. a) Montrer que V x €]0; +o [, g’(X) = 8xX 1.

b) Etudier le signe de g’(x) sur ]0 ; +oo [.

3. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que V X €]0 ; +o [, g(x) > 0.

Partie B

On considére la fonction f de R vers R définie par f(x) = In—X+4x —2. On désigne par (C)
X

sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, I, J) unité : 2 cm.
1. a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
b) Calculer Iirrgf(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

X—>

>

c) Calculer lim f(x)

X—>+00
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2. a) Montrer que la droite (D) d’équation y = 4x — 2 est une asymptote oblique a (C) en +oo.
b) Etudier la position relative de (C) et de (D).
g(x)
x?
b) En déduire les variations de f, puis dresser son tableau de variation.

3. a) Veérifierque vV x €]0 ; +o [, f(X) =

, . . . 1
4. a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a telle que > <a<l

b) Donner un encadrement de o & 107 pres.

5. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C) en son point d’abscisse 1.

6. a) Démontrer que f détermine une bijection de I’intervalle O ; +oo [ dans un intervalle K que
I’on précisera.

b) On désigne par f* la bijection réciproque de f et (C’) sa courbe représentative.

Déterminer le sens de variation de f puis établir son tableau de variation.

7. Construire (C), (C"), et (D).

Solution
Partie A
1. limites de g aux bornes de ]O ; +oo [

limg(x)=+eo carlirg(4x2 +1)=1etlim(-Inx)=+o0

> > >
. . Inx 1
lim g(x)= lim x(4Xx———+—=) =+
X—>+00 X—>+00 X X
. Inx L1 .
car lim——=0,lim==0¢et lim 4x =+
X—>+0o X X—>+0 ¥ X—>+00

2. a) Dérivee de g

2_
Vxel]0;+o[,g'(x) = :8x—1:8X 1.
X X

8x2X—1:(x/§x+l)x(x/§x—l):(\/§>;+1)(\/§X_1).

b) ¥x e]0; +o [, g'(x) =

vx e]0; +oo [,M>O , donc g’(x) a le méme signe que (~/8x—1)sur 0 ; +o [.
X

s iy 20 v clo: LT g I S
A|n5|.g(\/§) 0, vx ]O,Jg[,g(x)<0et\7’x ]\/§,+ [ ,9(x)>0.

3. Sens de variation de g
D’apreés le signe de g’ étudié dans la question précédente,

. . 1
g est strictement décroissante sur lO ; El
. . 1
g est strictement croissante sur E ; too |,

Tableau de variation de g
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0 i +o00
¥ V8
g9’ (x) - 0 +
+00 +oo
g(x) \ 1 /
g(ﬁ)
1 1Yy 1 3 .1
—)=4—| -In—=+1=—+ =In8
w5 =4 5] g
4. D’apres I’étude de g, g admet sur ]JO ; +co[ un minimum atteint en %

Ainsi . ¥x e]0; +o [, 9(X) zg(%) > 0.
Donc ¥x €]0; +o [, g(x) > 0.

Partie B
1. a) Ensemble de définition de f

xeDf & x> 0. Donc Df =]0 ; +x [.

b) Iirrgf(x):lirrg(lxlnx+4x—2):—oo car |im£:+oo limlnx =—o0 et Iirrg(4x—2):—2
X—> x>0 X x—0 X x—0 =

>

Interprétation graphique :
limf(x)=—co alors, la droite (OI) est une asymptote verticale a (C).

x—0
>

¢) lim f(x)=+co car lim In—X:O et lim(4x—-2)=+w

X—>+00 X—>+00 X X—>+00

2. a) Asymptote

Vx el0; 4o [f()- (x-2) = 1
lim [ (x) - (4x~2)] = XlirpDOmTX 0

Donc la droite (D) : y = 4x — 2 est une asymptote oblique a (C) en + .
b) Position relative de (C) et de (D).
Vx e]0; +oo[f(x)— (4x —2) = "X
X

Pour tout x > 0, f(x) - (4x — 2) a le méme signe que lnx. Ainsi :

Vx e]0;1[,f(x)- (4x —2) <0 donc (C) est au-dessous de (D) sur ]0; 1 [.
Vx e]l; +o [,f(x)— (4x —2) > 0 donc (C) est au-dessus de (D) sur ]1 ; +oo [.
(C) coupe (D) au point A(1 ; 2).
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3. a Dérivée de f

1><x—|nx
vx e]0; +o [, f(x) =% 4=

1-Inx+4x* _4x*—Inx+1 _ g(x)

x2 x2 x2

b) Sens de variation de f
d’aprés la partie A,V x €]0; +oo [,g(x) > O par suite,

X2

¥x €]0; +o [, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur ]O ; +o [.

Tableau de variation de f.

X 0 +o0
f'(x) +
+00
f(x)
-0

4. a) Existence et unicité de la solution de f(x)=0

« f est continue et strictement croissante sur J0 ; +o [
«fJ0; +o [) = R

*0ecR.

Donc I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans JO ; +oo.

1
f(E):-ZIn2<0etf(1):2>0. Doncona: %<a<1.

b) Utilisons la méthode de balayage

X 05106 | 0,7
) Onaalors: 06 <a<0,7
Signe de f(x) | - - +
X 0,6 | 061|062 | 063|064 | 0,65 ]| 0,66
Signe de f(x) | - - - - - - +

En définitive, on a : 0,65 < o < 0,66.

5. (M:y=FQ)x-1) +f(2).
Avecf’(l)=5etf(l)=2,0na:
(M) :y=5(x-1)+2

(T) :y=5x-3.

6. a) bijection

« f est continue et strictement croissante sur ]0 ; +oo[
«fJ0; +o [) = R

Donc f est une bijection de ]O ; +o [ vers R

b) f* et f ont le méme sens de variation. Donc f % est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de f !
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X -00 +o0
() +
+o0
f4()
0

7. Constructions (voir graphique)

(D)

)

(€

Exercice résolu 7 (Etude globale de fonction)

Partie A
On donne la fonction g de IR vers IRdéfinie par g(x) = x* —1+In|x|.
1) Etudier la parité de g .
2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation (On ne calculera pas les limites)
3) a- Calculer g(-1) .
b. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x
Partie B

In|x
On considére la fonction f définie sur IR*par f(x) = x +l—j et sa représentation

X

graphique dans le plan muni d’un repere orthogonal (O, 1,J) . Unité 2 cm sur ( Ol) et 1 cm sur
(0J).

1) Calculer les limites de f aux bornes de IR *.
2) Sachant que f est dérivable sur IR *, vérifier que pour tout x de IR*, f '(x) = @
X

3) En déduire le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
4) Donner le tableau de variation de f .
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5) On désigne par (C) la courbe de représentative f dans le repére (O, 1,J)
a- Montrer que la droite (D)d’équation : y = x +1est une asymptote a (C).
b- Montrer que (C) et (D)se coupent en deux points A et B d’abscisses respectives x,, et
xg telles que : x; < 0 < X, ,puis étudier la position de (C) par rapport a la droite (D).
c-Montrer que le point J est un centre de symétrie de (C).
d- Donner les équations des tangentes (T ) et (T') a (C)respectivement aux
points AetB .

e- Tracer soigneusement (D),(T),(T") et (C).

Solution
Partie A
1. Paritéde g:

L’ensemble de definition D, degest: Dy, ={€IR/ x #0} =IR"
Pour tout x € IR*,—x € IR" (1).
Par ailleurs, pour tout € IR* ,ona:

g(=x) = (=x)? + 1+ In|—x|

=x%2+1+Inlx| car (—x)? =x?et|—x| = |x|

Ainsi, pour tout x € IR* ,ona g(—x) = g(x) (2)
De (1) et(2) on déduit que g est paire.
2) Variations de g
g est dérivable sur IR*etona:

2x%2+1
Pour tout x € IR* ,g'(x) =

Pour tout x € IR™, 2x% + 1 > 0 alors le signe de g'(x)est celui de x
Ainsi : V x e |-o0; O, g'(x) <0 etV xe]0; +oo[, g'(x)>0
Donc g est strictement décroissante sur ]-o ; O] et strictement croissante sur ]0 ; +oof .

Tableau de variation

x —00 -1 0 1
g'(x) — C + i
7=
9(x) 0 =
3)

a g(-1)=(-1)?-1+In|-1]=0.
b. g(-1)=0 alors g(1)=0 car g est une fonction paire.

D’apres I’étude des variations de g, g est strictement décroissante sur ]—co ;0[ et g(—1) = 0:
Ona:Vx€]-oo; —1[, x < -1
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donc g(x) > g(-1)
soit g(x) >0
vxe]-1;0[, x> -1
donc g(x) < g(-1)
soit g(x) <0
Par ailleurs g est strictement croissante sur ]J0;1[ et g(1) =0
Ona:vx€e]o; 1[, x<l1
donc g(x) < g(1)
soit g(x) <0
Vx €]l +oo, x>1
donc g(x) > g(1)
soit g(x) >0
Enrésuméona: Vx € ]—oo; —1[ U ]1;+oo[ g(x) > 0etvx € ]-1;0[ U ]0;1[ g(x) > 0O

Partie B

1) Calcul de limites

lim f(x)= lim {X+l_ln_|x|}: lim {XH_M}

X— -0 X—> -00 X X—> -0 X

Posons X = —x alorsx = —X
Quand x » —0 , X — 4o

Alors lim f (x)=lim [—X +1+In_X}: — oo car {Iim(—x +l)=—et lim "X _g
X—> -00 X— +0 X X —> +o0 X = +0 X
lim f (x) = lim x+1—£|n|x|
x— 0 x— 0 X
lim(x+1)=1

x— 0
<

. 1
=—o0 Car 5 lim—==4w

x— 0 X

<

lim In |x| = —o0
x— 0

lerg f(x)= 1Lmo[x +1—§In|x|}

1erg(x+l):l

.1
=+ o0 car qlim——=—o0

x— 0 X

-

lim In |x| = —o0
x— 0

-
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X—>+ 0 X—>+00

lim f(x)= lim x+1—|n—|X| = him | xe 1 MX L pcar i
. Inx

2)Dérivée

1
2x — Inlx| xz —1+Inlx] _ g(x)

Pour tout x € IR*, fl(x)=1- 72 72 2

3) Signe de f'(x)

Pour tout x € IR*, x2>0,donc f'(x) ale signe de g(x)
Ainsi d’aprés la question 3-b de la partie A, il vient :
VXxel|-oo;-Ull;+of, f'(x)>~0etvxe]1;0[u]0;1, f'(x)<0

4) Tableau de variation

PR 1 0 1 +oo
KS) v 0 - L

0 +00 +00
o | T TN ™~ 2 _

5) a- Montrons que la droite (D) est une asymptote a(c)

- o Injx _
XIme[f(x)—(x+1)}_lemw-— Jim =0 avec X = —X
. In x
Xlirpw[f(x)—(x+1)}_xlimw-7—0

Alors la droite (D)est une asymptote oblique a (C).
b. Points d’intersectionde (D ) et (C):

M(x;y)E(D)n(C) @{yxEIR*,y:f(x)

=x+1
. In|x|
x €IR* f(x) = x+1(:>x+1—T—x+1
—ln|x|20(:>ln|x|:O©|x|:1©x:1 ou x =-1

f(-1)=0etf(1)=2
Alors les points d’intersection de (C ) et (D ) sont A(1; 2) et B(-1;0)

Position de (C) par rapporta (D)
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Etudions le signe de f (x)—(x+1).

In|x| In|x
pour tout x € IR* ,ona f (X)—(X+l) :—j:j

X —X
Pourtoutx € IR* ,In|x| =0 & |x|=1o©x=-1oux=1
Pourtout x € IR* ,In|x] <0 © x#O0et|x|<1
ox+0et —1<x<1

Ainsi, pour tout x € ]—1;0[ U ]0;1[,In|x| <0 et pour tout x € ]—o0; —1[ U
11;+0o[, In|x|>0

D’ou le tableau de signe suivant :

X -0 -1 0 1 +00
—x T 0 _
In |x| + 0 — |- 0 +
f(x)-(x+1)| + 0 — + 0 -

Ainsi pour tout x € ]—o0; —1[ U ]0; 1[, f(x) = (x +1) >0
x €]-1,0[U]1;+oo[ f(x) - (x+1) <O

On en déduit que :
=(C)est au dessus de (D)sur chacun des intervalles ]—oo ; -1 et ]0 ;1

= (C)est au dessous de (D)sur chacun des intervalles |-1; 0[ et |1 ; +oo]

=(C) et (D) se coupent aux points d’abscisses — 1 et 1.

c) Montrons que J (0 ; 1) est centre de symétrie de ( C)

Rappel : Un point 2(a ; b) est centre de symétrie de ( C ) si et seulement si :
Pour tout x € Dy ,ona2a—x € Dy et f(x)+ f(2a —x) = 2b
Pour le point J(0;1),ona: a=0eth=1

2a —x = —x.
x€E€EIR*=>x+0
=>—-x#0
= —x € IR* (3)
In|l—x In|x
Pour tout x € IR*, f(—x) + f(x) = (—x) +1— (l_x)|+x+l— )lc |

- In|x]| B In|x|

X X
=2=2x1 (4)
De (3)et(4) ondéduitque J est centre de symétrie de (C).
d- Equations des tangentes (T ) et (T ")
f'(1)=0 et f(1)=2alorsona: (T):y=2
f'(-1)=0 et f(-1)=0Oalorsona: (T):y=0
e) Représentation graphiquede (C),(D),(T)et(T’)
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EXERCICES

ENSEMBLES DE DEFINITION
Dans chacun des cas suivants,

déterminer I’ensemble de définition de la
fonction f de IR vers IR définie par :

a) f(x)=In(x-2)

b) f(x) =In(x —2) +In(9 — 2x)

c) f(x) =In(x—-2)(2x —9)

d) f(x) =In(x—2)+In(2x —9)

e) f(x) =Inlx — 2|

f) f(x) = In (1—2x)

X

g) f(X) = In (x+1)

x-3

x+1

x—3

h) f(x) =In

i) f(x) =

1—-Inx
Inx
x—1

EQUATIONS ET INEQUATIONS AVEC
«ln »

Dfx)=1+2x—

Résoudre dans IR Chacune des équations
suivantes :

Alnx=2 ; Db)2Inx+1=0
c) B3—Inx)Inx=0

2

d) (—1+ In%) (Inx—5)=0

e) Inx)2—-3Inx—4=0
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f) —=3(Inx)? — 2(Inx)? + 7Inx =2 =0
9) IN(2—x) = -3

NinG—2x)=1 ; i |n(1—§):2
j)In(x2—8) =0

K) In(x+1)—In(x—2)=1

Résoudre dans IR Chacune des
inéquations suivantes :

a)lnx —2<0;
b)1-2Inx<0
c)-Inx+3<0

d) (Inx)?2+2Inx+3>0

e)(2—Inx)(1+Inx)>0
f) —=3(Inx)3 - 2(nx)?+7Inx—-2<0

g) (Inx)?—-3Inx—4<0
h) (1—2Inx)(3+Inx) <0
) 3(INx)2 —2Inx—16<0

Résoudre dans IR chacune des équations
proposeées.

a)In(Bx—-4)=1
b) In(—3x) =In(x? —4)

¢) 2Inx =In(2x? + 8x)
d) 2lnx = In(x +4) + In2x

Résoudre dans IR x IR les systemes
suivants :

2Inx+Iny =1
SInx+3Iny =4
(Inx)(Iny) = —15
{ In(xy) = -2

a)
b)

x*+y*=10
Unx +Iny =1In3

c)

Résoudre dans IR chacune des inéquations
Proposees :

a) In(x —2) <In(2x — 1)
b) In(—3x) = In(x? — 4)
¢) Inx <In(x?— 2x)

d) In(x2 —9) <0
e) In(1+§) > Inx

f)In(3x2 —x) < Inx+1In2

g)Injx—3] <0

Dans chacun des cas suivants, résoudre dans
I’ensemble IN des entiers naturels,
I’inéquation d’inconnue n proposée :
a)2™ <100
b) (g)n < 1072
)02 = )"
3 n
d) (1 + E) > 2
LIMITES AVEC In

Dans chacun des cas suivants, calculer les
limitesdef enOeten + o

a) f)="5
b) f(X) — x—)lcnx :
c)f(x)=x—Inx

d) f(x) = x+1+|nTx;

e)f(x):i—lnx :
f)f(x): xIln x

x+1

9) f(x) = xln<1+%)

Dans chacun des cas suivants calculer les
limites de f aux bornes de I’intervalle |
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) fG)= —:  I=]1; +oo]

Inx’

b) f(x) =x(A—1Inx); I=1]0; +oo[

x+1

0) f(x):In<x y

);1:]—w;—ﬂ

d) f(x) = %(Inx—l); [=1]0; +oof

) fe) =2 1= 11 el

) fx)=x+In(x+1)—Inx ;
I1=1]0; +oo[

CALCULS DE DERIVEES ET
PRIMITIVES

=1

Dans chacun des cas suivants on admet que
la fonction f est dérivable sur I’intervalle I ;
Calculer la fonction dérivée f' de f .

a)f(x)=In(1+x%?) ; I=IR
b)f(x):InC__'_D [ =]1; +oo[

o) f(x)=In(x—-1)—Inx ;
I=]1; 4o

d)f(x):%—ln<1+%); 1=10: +oof

e)f(x)=In(lnx) ; I=]e; +oof

|
=Dt

s 1=11; +oof
Ei

Déterminer une primitive de la fonction f
sur I’intervalle I dans chacun des cas
suivants :

a)f(x)=%; I=1IR

b) f()=tanx; =)= 3]
c) f@)=% , I=IR
d) f)=—— 1 =11 +eof

Inx

e)f(x)=7; | = 10; +oo[

ETUDE DE FONCTIONS
COMPORTANT « In»

E1
Soit la fonction f définie sur

]—o0;—=1[ U]1; +oo[ par

x+1)

F&) =In(>=3

1) Calculer les limites de fen-1 et en 1.

2) Démontrer que la fonction f est impaire.
3) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation

4) Tracer la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé.

Eis
Soit f la fonction définie sur ]JO ; +oo[ par
X

f(x):x—4+ln(x+1

).

1) Déterminer les limites de f aux bornes de
I’intervalle ]O ; +oo] .

2) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3) a) Démontrer que la droite (D)
d’équation y = x — 4 est asymptote a la
représentation graphique (C;) de f .

b) Etudier la position relative de (Cy) par
rapport a la droite (D ).

c) Construire (C;) et (D) dans un repére
orthonormé.

A) Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par

2
—In(1 +x?) .

90 = 7
1) Démontrer que sur I’intervalle [1 ; +oo[
I’équation g(x) = 0 admet une solution
unique aetquel9 < a < 2.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+

Page 68



2) Préciser le signe de g sur I’intervalle
[0; +oof.

B) Etude d’une fonction
f est la fonction définie sur I = [0 ; +oo[
par :

f(X):M six>0

f(0)=0

1) Etudier la dérivabilité de f en 0. En
déduire une interprétation graphique.

2) Déterminer la limite de f en +oo

3) On admet que f est dérivable sur

10; +oof

a) Démontrer que pour tout nombre
réel x>0, f'(x) = gfzc)

b) En déduire les variations et dresser son
tableau de variations.

c) Tracer (C;) et sa tangente au point
d’abscisse 0.

Eis
Soit la fonction f définie par :

f(x):x;(lnx—g) six €]0; +oo[
f(0)=0

1) Etudier la dérivabilité de f en 0.

2) Etudier la limite de f en +co

3) On admet que f est dérivable sur

10 +oof.

a) Démontrer que pour tout

x€]0; +oof, f'(x) =x(Inx — 1).

b) En déduire les variations de f et dresser
son tableau de variations.

4) Déterminer une équation de la tangente
(T)a(Cr) au point d’abscisse 1.

5) Soit la fonction h définie sur JO ; +oo[

par h(x) = f(x) +x —%

a) Etudier les variations de la fonction
dérivée h' de hsur]O; +oo[ et dresser son
tableau de variation (on ne calculera pas
les limites )

b) en déduire le signe de h' sur ]O ; +oo[,
puis le sens de variation de h .

c) Calculer h(1) puis déduire de la question
précédente le signe de h(x) suivant les

valeurs de x.
d) En déduire la position relative de ( T) et

(¢)-
6) Construire (T) et (C;) dans un repére
orthonormé.

Eis

Le plan est muni d’un repere orthogonal
(0,1,J).Unité : 2 cmsur (Ol )et 1 cm sur
(03).

Partie A

Soit g la fonction de IR vers IR définie par

g(0)=-1

X . Soit (Cqg) sa courbe.
g(x) =X 1+ S0t (Co)

(In x)2

1) a. Déterminer I’ensemble de définition de
la fonction.
b. Calculer les limites de genleten+wo

c. Calculer lim w

X—=>+0 X

d. Interpréter graphiquement les résultats

des limites.

2) a. Démontrer que g est continue en 0.
b. Etudier la dérivabilité de gen 0.

Interpréter graphiquement le résultat.

3) On admet que g est dérivable sur

[0;1] U Jg; +o0] -
a. Démontrer que

Inx(Inx—2)
(In x)4
b. Déterminer le sens de variation de g puis

dresser son tableau de variation.
4) a. Démontrer que I’équation :
x € IR, g(x) = 0 admet une unique solution

o dans ]0;1] .
b. Vérifier que 0,4<a <0,5.

Vx e |0 UL +oo[,g'(x) =

c. En déduire que :
vxe|0;af,g(x) <0 et Wx e |0 UL+od, g(x) =0
Partie B

Soit f la fonction définie sur ]0;1[ L [1;+oo]
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par : f(x) 1t et (C)sa courbe .
X Inx

1) a- Calculer les limites de f en0, en let
en +oo,

b- Interpréter graphiquement ces résultats.

2) On admet que f est dérivable sur

105 U g5 +o0] -

Démontrer que Vx € 0;1[ U [1;+oo] ,
, X

£(x) = g)fz) ,

variation de f .

puis dresser le tableau de

1-Ja
.
En déduire le signe de f (x) sur

1052 U g5 +o0] -

3) Démontrer que f (a) =

4) Construire (C). On prendra o =0,5.

Partie C
Soit h larestriction de f & Ji;+oof .

1) Démontrer que hest une bijection de
JL;+oo[ sur un intervalle K que I'on

déterminera.

2) Onnote h™* la bijection réciproque de h
et (I') sa représentation graphique.

a- Dresser le tableau de variation de h™.

b- Calculer

h(e); h™ (1_7‘3} et (hl)'(l_Tej.

e —
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5. FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

Approche graphique :
La fonction In est continue et strictement croissante sur ]O ; +oo[, elle est donc une bijection de
10; +oo[ sur IR.

Dans le repére orthonormé ci-dessous, la représentation graphique ( C ) de la fonction In et la
droite ( D ) d’équation y = x sont données.

e Donner une méthode de construction de la représentation graphique de la bijection
réciproque de
] PP SRR

e Construire dans ce repere, & partir de (C ) et ( D) la représentation graphique de la
bijection réciproque de In :
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I. DEFINITION ET PROPRIETES

1. Définition et notations

On appelle fonction exponentielle népérienne, la bijection réciproque de la fonction logarithme
népérien. On la note exp

L’image d’un nombre réel x par exp est notée exp(x) ou e* et se lit « exponentielle de x »

2. Proprietés
2.1 Consequences de la définition

m exp est définie et dérivable sur IR
m Pour tout nombre réel strictement positif x et tout nombre réel y, ona:
¢ e"*=xetlne’ =y
¢ y=Inx ox=¢
mel'=1etel=e¢e
m Pourtoutx € IR,e* >0
m exp est continue et strictement croissante sur IR
m Pour tous nombres réels x et y, ona:
def<e?ox<y
¢ef=e?ox=y

2.2 Propriété fondamentale

Propriéte

Pour tous nombres réels aeth ona: e’ = e® x eb

Preuve :

Pour tous nombres réelsaetb ona:
In[e? x e?] = In[e?] + In[e?]
=a+b
= In[e?*?] d’ou e® x eP = gatb

2.3. Conséquences de la propriété fondamentale
Activité :
Soit a et b deux nombres réels.

eExponentielle népérienne de I’opposé d’un nombre réel.
- Donner la valeur réelle de e?=? :

-En appliquant la propriété fondamentale, exprimer e?~? en fonction de
b -b .
eete ™ L
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-En déduire e~? en fonction de

B

eExponentielle népérienne de la différence de deux nombres réels
-En appliquant la propriété fondamentale et le résultat précédent, exprimer e%~? en fonction de
e®etel:

eExponentielle népérienne de ra ou r est un nombre rationnel
- En appliquant la propriété fondamentale, Exprimer les nombres e2@,e3%  e*® 5% en fonction

de e%:

Propriétes

Pour tous nombres réels a et b et tout nombre rationnel r, on a :

1 et

-b — . a-b — . ra — a\r
e = — X e = — X e =(e
o ) (e?)

Exercice résolu 1

x étant un nombre réel quelconque, simplifier les écritures suivantes :

e4x e3x+6
L N T =

Solution :
Pour tout nombre réel x,

a) ex x (e—x)3 = e2X x p73%X = p2Xx—3Xx — p—X%
4x 4x e4x

) e —_¢ — = p4x—2x-1 = p2x-1
(ex)zxe e2Xxel e2x+1
e3x+6
— ,3x+6—-3x+1 — ,7
) P e =e

Exercice résolu 2
Résoudre dans IR chacune des équations suivantes
(E)):e*—2=0; (E):2e*+1=0 ; (E3):e**+e*—-12=0

Solution
+Résolution de (E1) :

L’ensemble de validité de I’équation ( Ez) est IR.
eX—2=0 eX=2 sef=e"? s x=In2
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L’ensemble des solutions de (E1) est {in 2}
NB : on peut dire aussi : In2 est la solution de (E1)

#Résolution de (E>)

L’ensemble de validité de I’équation ( E2) est IR.

Pour tout x € IR, 2e* +1 > 0 (car e* > 0) donc I’équation 2e* + 1 = 0 n’admet pas de
solution dans IR.

¢Résolution de (Es)

L’ensemble de validité de I’équation ( Es) est IR.

Vu la forme de I’équation, il convient d’effectuer le changement de variable X = e*. Alors on
obtient I’équation X € ]0; +oo[ , X2 +X —12=0.

La résolution dans IR de I’équation X2 + X — 12 = 0 donne pour solutions —4 et 3.

Par suite I’équation X € ]J0; +oo[ , X2 + X — 12 = 0 a pour solution X = 3.

Ainsi, I’équation (E3) équivauta x € IR ,e* =3 , soit x = In 3.

In3 est la solution de ( E3)

Exercice résolu 3
Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes

(h):e¥*—2<0 ; (L):e™*+1<0 ; (Is)e*+3=>0 ;
(I2): (e*=3)(e*+4)=0 o o(s):(e*—1)(—2e*+3)=>0 ; (lg):2e?*—
5e*+2>=0

Solution:

¢Résolutionde (11): :e*—-2<0

L’ensemble de validité de I’inéquation ( 11) est IR.
eX—2<0eoe*<2oef<e” ox<In2

D’ou I’ensemble des solutions de I’inéquation ( 11) est ]—oo; In 2[

¢Résolutionde (12)::e™*+1<0
Pour tout nombre réel x, le nombre réel e™ + 1 est strictement positif. Par suite I’inéquation (
I.) n’admet pas de solution dans IR.

¢Résolution de ( I3): :e* +3 >0
Pour tout nombre réel x, le nombre réel e* + 3 est strictement positif.
Par suite, I’ensemble des solutions de (I3) est IR

#Résolution de ( 14): (e* —3)(e*+4) =0
L’ensemble de validité de I’inéquation ( 14) est IR.

Ici, on gagne en simplicité en remarquant que I’un des facteurs du premier membre est
strictement positif sur I’ensemble de validité. Ainsi, on peut adopter la rédaction suivante :
(e*—3)(e*+4)=>0¢& e*—3=0 carpourtout x eIRe*+4>0
e*>3 x=>In3
D’ou I’ensemble des solutions de I’inéquation ( I3) est S = [In 3 ; +oo[

¢Résolution de ( Is): (e* —1)(—2e*+3) >0
L’ensemble de validité de I’inéquation ( 14) est IR.

Méthode 1 : Etude séparée des signes des différents facteurs suivie d’un tableau de signe :
e -1<0eef<lex<O
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Ainsi, pour tout x € ]—o;0[, e* —1 < 0 et pour tout x € ]0; +oo[,e*—1>0

° —29"+3<0(:)—29"<—3(:>ex>§(:>x>ln§

Ainsi, pour tout x € ]—oo; ln%[, —2e*+3 >0 et pour tout x € ]ln%; +oo[, —2e*+3<0
D’ou le tableau de signe suivant :

X —00 0 ] 3 +o0
"2
e* -1 — 0 + +
—2e*+ 3 + + 0 —
(e* —1)(—2e*+ 3) — 0 + 0 —

D’apreés le tableau de signe, I’ensemble des solutions de I’inéquation
(Is) : (e* —1)(—2e*+3) > 0 est ]0; lng[

Méthode 2 : Changement de variable
On pose X = e*, alors on obtient I’inéquation X € ]0; +oo[, (X —1)(-2X+3)>0
Comme le polyndme du second degré (X — 1)(—2X + 3) a pour zéros 1 et g , alors :
X€e]o; +of, X—1)(-2X+3)>0XE ]1 ; %[ ( régle du signe d’un polynéme du
second degré)

Par suite, (e* — 1)(—2¢*+3) >0 e e* € |13

ol< x<3(:>0< <] 3
e > X n2

D’ou, I’ensemble des solutions de I’inéquation (Is) est : ]O; ln%[

#Résolution de (ls): 2e?* —5e*+2>0

L’ensemble de validité de I’inéquation ( lg) est IR.

Vu la forme de I’inéquation, il convient d’effectuer le changement de variable X = e* , alors on
obtient I’inéquation X € ]0;+o[, 2X? —5X +2 > 0.

Le polyndme du second degré 2X2 — 5X + 2 ayant pour zéros % et 2, il vient :

X €]0;+o0[, 2X2 -5X+2<0oXE€ ]0; %] U[2; +oo[ (régle du signe d’un polyndéme du
second degré)
Par suite, 2e?* —5e*+2>0 © e* € ]0; %] Ul2; +oof

1
(:>O<exS§ oue*>2

1
(:)xslnz oux=1In2

D’ou, I’ensemble des solutions de I’inéquation (1) est ]—oo; —In2] U [In2; +oo[

I1. ETUDE DE LA FONCTION exp
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1. Dérivée
Propriéte

La fonction exponentielle est dérivable sur IR et est égale a sa propre dérivée. Autrement on a :
Pour tout x €IR, exp’ (x) = exp(x)

Preuve

Nous avons déja noté que exp est dérivable et strictement positive sur IR . Il s’en suit que la
composée Inoexp est dérivable sur IR.

Pourtout x € IRona: Inoexp(x)=x

Par suite pour tout x € IR, (In o exp)’(x)=1;

exp /(x)
exp(x) ’
=1, soitexp’(x) = exp(x)

d’ou

Par ailleurs, pour tout x € IR, (In o exp)’(X)=

exp /(x)

Pour tout x € IR,
exp(x)

Conséquence :
Comme exp est dérivable sur IR, en particulier en 0, ona :

o e*—=1 | e*¥—ef
lim = lim
x—0 X x->0 X —

=exp'(0) =exp(0) =1

2. Limites de référence
Activité : Compléter les tableaux de variations suivants sachant que In et exp sont des bijections
réciproques I’une de I’autre

Tableau de variation de In Tableau de variation de exp
X 0 + oo X —00 + oo
In’(x) exp’(x)
Inx exp(x)

Endéduire 1im e et 1M eX .o o o e e e e e e e e e e e

X——00 X—+ 00

Propriétés

. . .. . . e

) lim e*=0 ; i) lim e* = +oo ; i) lim —= +oo
xX——00 X—+o00 xX—+oo X

. i e =1

iv) lim xe* =0 ; v) lim =1
X—>—00 x—0 X

On note (T') la courbe représentative de la fonction exp dans le plan muni d’un repére
orthonormé (O, |, J)
e Interpréter graphiquement d’une part la limite i) et d’autre part les limites ii) et iii)
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e L a calculatrice comporte la touche . Compléter le tableau suivant par des arrondis
d’ordre 1:

X —4 -3 —2 -1 0 0,5 1 1,3 2
ex
e Déterminer une équation de la tangente ( T) a (T') au point d’abscisse 0

e Construire dans le repére orthonormé ci-dessous d’unité 1 cm, la courbe (T' ), la tangente
(T)etladroite (D) d’équationy = x

ePar lecture graphique établir des inégalités en complétant par > ou >:
¢Pourtoutx € IR , e* ... x

sPourtout x € IR, e* ... .. x+1

I11. FONCTIONS DU TYPE : x — e®*®

1. Dérivée
Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, alors la fonction x — e*® est dérivable sur |
et a pour dérivée la fonction x — u’(x)e*®

Exercice résolu 4

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle I. Calculer
la dérivée de f :

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama Page 77



X
a)f:xr—>e"‘2+x,surI:IR; b) fix — ex—2 ,1=]2;+w[, ¢)f:x+— xe** | =IR
Solution

a) Pour tout x € IR, f'(x) = —Dxe X +x (formule u'(x)e*™avec u(x) = —x2% + x)

b) Pour tout x € IR, f'(x) = (x:z)z ex=2 (formule u'(x)e*™avec u(x) = xxTz)

c) Pour tout x € IR, f'(x) = e?* + 2xe?* = (1 + 2x)e**

2. Primitives

Propriéte

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle | telle que sa dérivée u’ soit continue sur I.
Une primitive sur | de la fonction x — u’(x)e*® est la fonction x — e*®)

Exercice résolu 5
Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est continue sur I’intervalle I.

Déterminer une primitive de f sur I:

1
a)f:xr—>xefx2_1;I:IR b) fix — e 21 | = IR

Solution

1
a) La fonction f: x — xez* ' est de la forme x — u’(x)e*® avec u(x) = %xz — 1, donc

Lo . 1e2_
une primitive sur IR de f est la fonction F: x + e2* "

b) La fonction f:x — e~2**1 est de la forme x +— —%u’(x)e“(") avec u(x) = —2x + 1, donc
une primitive sur IR de f est la fonction F: x — —%e‘z"“
Remarque

a et b étant deux nombres réels tels que a # 0,

. . . 1
Une primitive sur IR de la fonction x — e®**P est la fonction x — ;e“’””

Exercice résolu 6

Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :
2x+1 2 2x+1
(E)):ex2z =1 (B el =e 1 (BE3) ex—2 =e*tt

Solution

2x+1
Résolution de (E;) : ex2 =1
L’ensemble de validité D, de (E;) est D, ={x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}

2x+1 2x+1
ex—2 =1 &

p— =0 ©2x+120(:>x=—§

et comme —% appartient a IR \ {2} alors I’ensemble des solutions de (E;) est {— %}

Résolution de (E,) : e* 3%+l = ¢
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L’ensemble de validité D, de (E;) est D, = IR
eX 3 tl = g ¥ It l =l o x2 _3x+1=1x=0 oux =3
Donc: S= {0:;3}
. 2x+1
Résolution de (E3) ex—2z = e***
L’ensemble de validité D; de (E3) est D; = {x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}
2x+1 2x+1

ex2 =" o o =x+4o2x+1=(x—-2)(x+4)

©x2-9=0ox=-30ux=3
et comme —3 et 3 appartient a IR \ {2} alors I’ensemble des solutions de (E;) est {—3

;3}

Exercice résolu 7

Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :
2x+1 2 2x+1
(I):exz<1 ;) e <e 0 (I3) ex—z > et

Solution

2x+1
¢Résolutionde (I1) : ex2 <1
L’ensemble de validité D, de (I;) est D, ={x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}
2x+1 2x+1
ex2 <1 © <
x—2

2x+1 2x+1
> permet d’obtenir : 5

X —
D'ou l'ensembledes solutlons de (I,) est ]—— 2[ NIR\ {2} = ]—— 2[

1
Letudedusignede <0 @xe]—z 2

#Résolution de (I,) : e 3%+l < ¢

L’ensemble de validité D, de (E;) est D, = IR
X’ 3t < p o X Il <1 o x2-3x<0 o xe[0:3]

I’ensemble de validité de (E,) étant IR, I’ensemble des solutions de (E,) est :S=[0; 3]

, . 2x+1
Résolution de (I3) : ex2 > e*t4

L’ensemble de validité D5 de (I3) est D; = {x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}

2x+1 2x+1
Pour tout x € IR \ {2}, ex—2 >ex+4(:>x_ >x+4
2x+1
—(x+4)>0
234 (x — 2)(x + 4)
o X X X -0
x—2
—x2+9
o——>0
x—2

. —x249
Dressons le tableau de signe de ;—_Z :

X —00 -3 2

w
+
8

—x%+9 — 0 + +

o
I
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x—2 - - 0 + +
—x*+9 + 0 |- + 0 -
x=2 //

D’apreés le tableau de signe, I’ensemble des solutions de (I3) est ]—o0 ; =3[ U ]2 ; 3[

Exercice résolu 8

X

e On note (C) sa courbe

On considére la fonction f de R vers R définie par f(x) = v
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.

Partie A

1. a) Déterminer I’ensemble de définition Dr de f.

b) Montrer que le point A( 0 ; 1) est centre de symétrie de la courbe (C).

2. Déterminer les limites de f en +o et en -co, puis interpréter graphiquement chacun des résultats
obtenus.

4e*

3. a) On admet que f est dérivable sur R .Démontrer que : pour tout x de IR, f(x) = (ex +1)2 .

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) en son point d’abscisse 0.
b) On considere la fonction h définie par h(x) = f(x) - (x + 1).

X 2
Démontrer que pour tout x de IR , h’(x) = — (ex _ﬂ . En déduire le sens de variation de h.
e +

c) Calculer h(0),puis déterminer le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
d) en déduire, la position de (C) par rapport a (T).

5. Tracer la droite (T), la courbe (C) et ses asymptotes.

Partie B

X

4e
e“+1

1. Démontrer que pour tout x de IR, f(x) = -1.

2. En déduire une primitive F de f sur R.

Partie C

1. Démontrer que f est une bijection de IR sur un intervalle J que I’on précisera.
2. f~1 désigne la bijection réciproque de f.

Déterminer le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

3. a) Calculer f(In3).

b) Justifier que f* est dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2).

4. (C) désigne la courbe de f* dans le repére (O, 1, J). Construire (C’).

Solution

Partie A

l.aPour tout x €IR, e*+ 1> 0, par suite D =IR.

b. Rappel : Un point A(a; b) est centre de symétrie de (C ) si et seulement si :
pour tout x € Dy, 2a—x €Dy et f(2a—x)+ f(x) =2b

Pour le point A(0;1),ona:a=0,b=1et2a—x=—x.

Pourtoutx € IR,—x € IRetona:
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3e7* -1 3e*-1

fED+ O =" Y vt
3
_ﬁ—l 3e* -1
%4_1 eXx+1

e*+1
=2=2x1
D’ou le point A(O ; 1) est le centre de symétrie de (C)

2. Limites

” () = 1 3e* -1
x—’;Tl-noof x _x—’;Z-nOO<ex+1)

,

= lim (mise en facteur de e* et simplification)

x—+00 1+ ix
e

1
Ona lim e* =40 et Ilim —=0donc lim —=0
X—>+o0 x>+ X X—>+o0 ex

D’ou lim f(x) =3
X—>+ 00
Interprétation graphique : La droite d’équation y = 3 est asymptote & (C) en +oo

3e* -1 _ 4 " x =0
D) -

lim f(x) = lim
X—>—00 X

——00

Interprétation graphique : La droite d’équation y = —1 est asymptote & (C) en —oo

3.a. Dérivée

e*(e*+1) —e*(3e*—1)  4e”*
(e* + 1)? (ex +1)?

Pour toutx € IR, f'(x) =

b. Pour tout x € IR ,4e* > Q et (e* + 1)? > 0 alors pour tout € IR f'(x) >0, donc f est
strictement croissante sur IR.

Tableau de variation

X —00
+ oo
) -
3
oy | —
-1

4.a.f'(0) =1 et f(0) =1, par suite, une équation de la tangente ( T ) au point d’abscisse 0
est:y=x+1

b. Pourtoutx € IR \h'(x) =f'(x) -1 =

4e* 1 = —(e?*-2e%+1) __ (ex—l)z
(e*+1)2 (e*+1)2 eX+1

Pourtoutx €IR,h'(x) =0 x =0
Pour tout x € IR\ {0}, h'(x) <O
La fonction h est donc strictement croissante sur IR
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c. Signedeh
h(0) = 0 et h est strictement croissante sur IR, par suite ona :
Pour tout x € ]—o0;0[ ,ona x<O0

donc h(x) < h(0)

soit h(x) <O

Pour tout x € ]O; +oo[ ,onax >0
donc h(x) > h(0)
soit h(x) >0
Ainsi, pour tout x € ]—o0;0[ ,h(x) < 0 et pour tout x € ]0; +oo[, h(x) > 0.

d. Position relative de (C ) et (T)
La position relative de (C) et (T) reléve du signe de h: x — f(x) — (x + 1).

D’aprés c.), pour tout x € ]—o0; 0[, h(x) < 0, donc ( C) est au dessous de ( T ) sur ]—oo; O[
pour tout x € ]0; +oo[, h(x) > 0 ,donc (C ) est au dessus de ( T ) sur ]O; +oo[

5. Représentations graphiques ( C ) et ( T ) et les asymptotes ( voir figure ci-apres )

Partie B
1. Autre expression de f(x) :
p IR fx) = 3e* -1
our tout x € f(x = oir 1
) 4e* 4e* —(e*+1) 3e*-1
Par ailleurs,pour tout x € IR, p —-1= =
e*+1 e*+1 e*+1
d'ou, P IRf(x) = —2"__4
ou, Pour tout x € IR, f(x =31 L

2. Une primitive de f
La foncti ©_ estdel W)
a fonction x — est de la forme x — ——
f eXx+1 f u(x)
Par suite,une primitive sur IR de la fonction f : x —

F:x — 4ln(e* +1) —x.

avecu(x) = e* +1

X

e*+1

— 1 est la fonction

Partie C

1. Bijection

D’apres I’étude de son sens de variation, la fonction f est continue et strictement croissante sur
IR, elle est donc une bijection de IR sur f( IR) =]-1; 3[

2. Sens et tableau de variation de f?!

Comme f est strictement croissante sur IR, alors f* est strictement croissante sur ]—1; 3[

Tableau de variation

x -1 3
') +
L1 +oo |
L] L]
f—l(X) L] / 2
A #
_3em3_1  9-1 _
3a. f(In3) = I e

b. D’apres3.a.onaf~1(2) =In3
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4e3 12 3
(eln3 + 1)2 T 16 4

Ainsi, f'(In3) # 0donc f~1 est dérivableen2etona: (f71)'(2) = m = %

Ona: f'(In3) =

4. Représentation graphique (C’) de f~1 (voir figure ci — aprés)
Méthode de construction de (C’ ) :

(C)et (C)sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x

Quelques applications de I’exponentielle dans d’autres sciences

En économie

En économie, pour suivre et décrire I’évolution de « population a croissance limité », on utilise
les fonctions logistiques f du type :

t +— ——— OU a, b,k sont des constantes positives.

Elles servent par exemple a I’étude d’équipement d’un ménage en automobile, en récepteur TV
etc. et ceci en fonction du temps.

1. Justifier que cette fonction est définie sur IR.

2. Etudier la limite de f en 400 eten — oo.

3. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative poura =3,b =2,k = 1.

EXERCICES
APPLICATIONS DES PROPRIETES
Pour tout nombre réel x on pose
( ) _eX+e™* th _e¥—e™X
Simplifier les expressions suivantes : g&)=—— eth(x) =
x—1

a) (e¥)%e®* b) = 1. Etudier la parité des fonctions g et h
0) _632" d) e"fy 2. Démontrer que [g(x)]? — [A(x)]?* =1

(e™*)?xe* ex™Yy
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3. Démontrer que g(2x) = 2[g(x)]* — 1
et que h(2x) = 2g9(x) x h(x).

Pour tout réel x, on pose f(x) =

eX—e™*

eX+e~x

1. Etudier la parité de la fonction f.
2.Démontrer que pour tout réel x ,

__>®
f(2) = L r

EQUATIONS ET INEQUATIONS

Résoudre dans IR chacune des équations
proposées :

a)ed =1 b) e2X?+3 = g7x
c)2-e*=0 d)e*+7=0
e)(e*—-2)(e*+1)=0

f)e?* —2¢*—-3=0
g)2e*—-2e*-3=0

2
h) e x e* = ex

Résoudre dans IR les inéquations
suivantes :

a) e*—3=0 bye™*—-4>0
c) el™+2>0 d) 2e%* — 3e* —
2<0

&) (e*—3)(5—e*) <0 f)
g) 2¢* — 32 > 0

e*-1

eX—2

>0

Les polyndémes P et Q sont définies sur
IR par P(x) = x* +x* —10x +8 et
Q(X)=x"+x*—7x* —x+6.

1 .a- Factoriser P(x).

b- Résoudre dans IR I’équation :

e¥ +e” -10e* +8=0

2. a- Calculer Q(1) et Q(—1) et en déduire
une factorisation de Q(x).

b- Résoudre dans IR I’équation :

e —e ¥ -7e™ +e*+1=0.

3. Résoudre dans IR les équations :

a.P(x) =Q(x)
b. ¥ —8e* +9e*-2=0

Résoudre dans IR? les systémes suivants :
Inx—2Iny=1In2

“l5s)
e/ e’

—In(x+4)+In(y+1) =In2

2) ,
e - =0
ex+|n2 +ey+|n5 =16

) { In3 In3 '
e+’ =15

Etudier la limite de f & I’endroit indiqué :

e*—1

a) f(x):7 en0, +ooet —

b) f(x) =e** —e*+1len+wet —
c) f(x) =2xe ™ en + oo,
d)f(x)=2x—1+e¥en+ et —»

xX_
e) f(x)= :ex:l en +o eten — o

f) f(X)=§(ez"—1) enOeten+ o
g) f(x) = %en+oo
hy f(x) = 2 o,

eX—1

Dans chacun des cas suivants, on admet
que la fonction f est dérivable sur IR.
Calculer la fonction dérivée de f .

a) f(x) =e 2t p) f(x) = e*?

c) f(x) =e*Inx

d) f(x) =0 —x)el™

&) f(x) = = ) f(x) = x2e7.

eX+e~X

Eig

1) Dans chacun des cas suivants

déterminer une primitive de la fonction f

sur I’intervalle IR

a) f(x) =e™*
_ er

C) f(x) T 1+4e2x

d) f(x) =x—5+3e 21

b) f(x) = xe*’
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2) Soit les fonctions f et g définies sur IR

par: f(x) = 1ie—x et g(x) = 1+i—x

a) Déterminer une primitive de f sur IR.
b) Déterminer une primitive de f + g sur
IR

c) En déduire une primitive de g sur IR.

ETUDE DE FONCTION
COMPORTANT «In» ET « Exp »

E12
Partie A
Soit la fonction h dérivable sur IR et
définiepar: h(x) =3+ (x —1)e™
1)Déterminer les limites de h en +o et
en — o
2- a) Démontrer que
pour tout x € IR, h'(x) = (2 — x)e™*.
b) En déduire les variations de h et dresser
son tableau de variations.
3) Démontrer que sur I’intervalle ]—oo ; 2]
I’équation h(x) = 0 admet une solution
unigue aetque-1<a <O.
4) En déduire que pour tout nombre réel x,
{h(x) <0six€]-oo; al

h(x)>0 si x €]0; +oo[

Partie B

Soit la fonction numeérique f définie sur

IR par f(x)=3x+1—xe ™.

1) Déterminer les limites de f en 4o et

en — o

2) Démontrer que pour tout nombre réel x,

ona f'(x) = h(x).

3) En déduire les variations de f et dresser

son tableau de variations.

4)Démontrer que la droite (A) d’équation

y = 3x + 1 est asymptote & (C;) en + co.

5) Etudier la position relative de (Cy) et

(1) .

6) Démontrer que (C;) admet en +oo une

branche parabolique de direction I’axe des
ordonnées.

7) Déterminer une équation de la tangente

(T)a(cr) au point d’abscisse 0.

8) Dans un repére orthonormé (O, 1,J)

d’unité 2cm, tracer (Cr) , (&) et (T).
Onprendra « = —-0,6 et f(a) =03

Eis
Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0,1,]) (unité2cm)

Partie A

On considere la fonction g dérivable sur
IR et définie par g(x) = x +1 — e*.
1)Calculer les limites de g en +oo eten —
(0 0]

2) Calculer g'(x) pour tout x € IR.

3) Etudier suivant les valeurs de x le signe
de g’ (x) puis dresser le tableau de
variation de g.

En déduire le signe de g(x) suivant les
valeurs de x

Partie B

On considere la fonction f dérivable sur IR
et définie par f(x) = 3(x? + x)e™™*.

1-a) Calculer la limite de f en + co.

b) Calculer les limites des expressions
f(x) et % en —oo.

c) Interpréter graphiquement les résultats
des questions a) et b).

2-a) Démontrer que pour tout x € IR,
fl(x) =3(—x?2+x+1)e™™

b) Etudier suivant les valeurs de x le signe
de f'(x) et dresser le tableau de variation
de f.0On ne cherchera pas a calculer

fOE) et f (220,
3-a) Déterminer une équation de la

tangente ( T') & (Cy) au point d’abscisse 0.
b) Démontrer que pour tout x € IR,
f(x) — 3x = 3xe *g(x).

c) Déduire de la partie A la position
relative de (C;) par rapport a (T).

4) Tracer avec précision, dans le repere
(O,1,]), latangente ( T ) et la courbe

(Cr)-

Onprendra V5 =22 f (1_2—\/5) =-1,3
et f (X5)=25,

2

E14

Partie A
Soit g la fonction de IR vers IR définie
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ex

par: g(x) =1+ ——.

1) Déterminer I’ensemble de definition D,
de g et calculer les limites & ses bornes.

2) Résoudre dans IR I’équation g(x) = 0.
3) Etudier les variations de g et dresser
son tableau de variation.

4) En déduire le signe de g(x) suivant le
valeurs de x.

Partie B

On considere la fonction f de IR vers IR
définie par f(x) = x + In(4]1 — e*|)

1) a- Déterminer I’ensemble de définition
Dy def.

b- Déterminer les limites de f au bornes
de Dy.

2) a- Justifier que

{Vx €]-o;0[f(x) =x+Ind4+In(1—e*)
Vx €]0; +oo[, f(x) =2x +In4 +In(1 — e

b- Justifier que les droites (D,) et (D,)

d’équations respectives : y = x + In4 et
y = 2x +In4 sont asymptotes obliques

a (C;) respectivementen — oo et + oo .

c- Calculer les coordonnées du point

d’intersection A de (C;) et(D;) .

d- Etudier la position de (C;) par rapport

a(D,)sur]O; +oof.

3) a- On admet que f est dérivable sur Dy.

Verifier que Vx € Dy, f'(x) = g(x).

b- En déduire le sens de variation de f et

dresser son tableau de variation.

4) Soit h la restriction de f a I’intervalle

10; +oo[.

a- Justifier que I’équation h(x) = 0 admet

dans ]O ; +oo[ une solution unique « et

que 0,18 < a < 0,19.

b- Calculer les valeurs exactes de h(In2)

et (h71)’(In8) ou h~1 est la bijection
réciproque de h.

5) Prouver que la courbe (Cy) coupe I’axe
( Ol') en deux points P et Q dont on

déterminera les coordonnées. On prendra

Xp < Xgq -

6) Tracer avec soin dans le repere

(0,1,]):

a- La courbe (C;) et toutes ses asymptotes.

On marquera les points A, P et Q.

b- La courbe (T") de h™1 et ses asymptotes.

Eis

Partie A
On note g la fonction définie sur ]0;+od|

par g(X) :1+Ir17x

1). a. Calculer les limites de g aux bornes
de son ensemble de définition .

b. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

2) .a. Montrer que I’équationg (x) =0
admet sur ]O;+oo[ une solution unique « .

Déterminer un encadrement de o
d’amplitude 0,1.

b. En déduire le signe de g ( x ) suivant les
valeurs de x .

Partie B

On note h, la fonction définie sur ]O;+oo[
par h (x) =x* —n+ninx ol nest un
entier naturel non nul.

1.a. Calculer les limites de h, aux bornes

de son ensemble de définition.
b. Etudier les variations de h, et dresser

son tableau de variation.
c. Montrer que I’équation h, (x) =0

admet une solution unique f, et que cette
solution appartient a I’intervalle [];3[.

Partie C
Soit f, la fonction définie sur ]O;+oo[ par
f(x)=x—n—ninx

1).a. Calculer les limites de f_ aux bornes

de son ensemble de définition.
b. Démontrer la courbe représentative
(C,) de f, admet un asymptote oblique

(A, ) dont on précisera une équation.
c. Etudier les positions relatives de (C, )
et (A,).

2).a. Démontrer que pour tout x e |0;+od,

ORI
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b. En déduire les variations de f, et
dresser son tableau de variation ;

3).a. Démontrer que :

pour tout x € 0;+o0[, f (X) = x—ng(x)

b. En déduire que toutes les courbes (C,)
passent par un point fixe A de coordonnées
()

c. Etudier les positions relatives de (C, ) et

(C,.)

4) Construire dans un repére orthonormé
(O;i; j) d’unité 2 cm les courbes (C, ) et

(C,).

Eis
Partie A
) eZX _9
1. Résoudre dans IR, — s <0.
e —

2.Montrer que

e —10e" +9 >0 < X & |00, 0 U |In 9; 409
Partie B

Soit f la fonction numérique définie sur
]-o0;In3[ U ]In5;+od] par

2X
f(x) = In[eX —:j On désigne par (') la
e

courbe représentative de f dans le plan
rapporté & un repere orthonormé (O, 1,J)(
unité : 2 cm).

1) a- Déterminer les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition.

b- Montrer que la droite (D)

d’équation y = x est une asymptote
oblique & (T").( On pourra poser x = Ine*).
Préciser les autres asymptotes.

2) a- Montrer que :

e* (€™ —10e” +9)

(e -5)(e™ -9)

b- Déduire du A-2) le signe de f '(x)

suivant les valeurs de x et donner le sens
de variation de f .

vxeD,, f'(x) =

c- Dresser le tableau de variation de f .
d- Donner les extrema relatifs de f en

précisant les points ou ils sont atteints.
3) a- Donner la position de la courbe

relativement & son asymptote oblique ( D).
b- Déterminer le point A d’intersection de
la courbe (I") avec I’axe (Ol') des
abscisses.

4) Construire dans le repére (O,1,J) la

courbe (") et ses asymptotes.

5) Déterminer graphiquement suivant les
valeurs du paramétres réel m, le nombre
de solutions de I’équation :

xe IR, f(x) =m.
Partie C
Onpose ¢ :{In [g);ln 3{ — K

X f(x)
On suppose que g est une bijection.

1. Montrer que K est un intervalle que I’on
déterminera.

2. Dresser le tableau de variation de g™,
bijection réciproque de g.
3. Tracer dans le repére (O,1,J), la courbe

représentative de g*.
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6. FONCTIONS PUISSANCES

I. Puissance d’un nombre reel strictement positif.

1. Définition

Pour tout nombre réel strictement positif a et pour tout nombre réel b, On appelle puissance
d’exposant b du nombre réel a, le nombre réel noté a’ et défini par a? = e?n@
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Remarques :
*Ainsi, Pour tout nombre réel a > 0 et tout nombre réel b, a? >0
* Pour tout nombre réel strictement positif a et pour tout nombre réel b : Ina” = bIlna

Exemple :
2 4 2
(5)—\/§ — e~V3In5 . 137 — pmln13 . 23 —g - (g)s — o3IM3
b 1 L 3
N.B : la touche permet de d’obtenir des valeurs approchées de a?

2. Propriétés

Pour tous nombres réels strictement positifs a et a’ et pour tous nombres réels b et b’, on a:

1P =1 ; abab' — ab+b' : (aal)b = aba'?
, , aP , aP a\?
byb' — bbb’ . Y _b-b . _ (4
(a) =a ’ ab'_a ’ alb_(l)
Exemples
V2 V2 8 _(8)"
121— 2 x 12—2+ 2 — 12—1 : m — <Z) — 20,3
2\15 2 (3a)¥2 3V2gV2
= _ ==x15 _ 51 _ . — — 22
<73) =73 =7"=7 X Poura >0, T, =3
Exercice 1.1
Simplifier les écritures suivantes
5—-a
4 V10 417)32
52-V3 x 52+V3 : (\/E)” x (2\/5)” . (97125)5 —( )3_a ,(a€IR) ; (@) )32.
(VI0) @m)*

I1. Fonction exponentielle de base a (ou fonctionx+— a*), a>0.

1. Définition

Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1
On appelle fonction exponentielle de base a la fonction notée exp, et définie sur IR par
expy(x) = a* = eXIna

Remarques
La fonction exponentielle de base e est la fonction exponentielle népérienne :
exp.(x) = e*
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La fonction exponentielle de base 10 est la bijection réciproque de la fonction logarithme
décimal : expyo(x) = 10*

2. Sens de variation

Pour tout nombre réel a strictement positif différent de 1, la fonction exp, : x — a* est
dérivable sur IR et pour tout x € IR, (exp,)'(x) = (Ina)e*'*? = (In a)a*.

Ainsi,
si0<a<1, alorspourtoutx € IR, (exp,)’'(x) <0
Sia > 1, alors pour tout x € IR, (exp,)'(x) >0

Théoréme

Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.

m Si0 < a <1, alors la fonction x — a* est strictement décroissante sur IR.

m Sia > 1, alors la fonction x — a* est strictement croissante sur IR

NB : Ce théoreme trouve un intérét certain dans la comparaison de deux puissances différentes
d’un méme nombre réel strictement positif différent de 1.

Ainsi,

v Si0<a<1, pourtousréelsaetf , a <p < a* > af
v Sia>1, pourtousréelsaetf , a <f < a* <af

Exemple :
\/E 3 s 3 X

3 . . .
(E) < (E) car la fonction x — <§) est strictement croissante sur IR

(0.75)V2 > (0,75)" car la fonction x — (0,75)* est strictement décroissante sur IR

3. Limites

Théoréme

Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1.

HBSiO<a<1, Iim a* =40 et lim a*=0
X——00 xX—+0oo
HSia>1, Iim a*=0 et lim a* =+

X——00 xX—+ 00

Remarque
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Pour I’étude de la fonction x — a* on peut se ramener a la forme e*n¢

Exercice résolu 1

Calculer "T (0,3)* et Iirp (m)*
Solution
lim xIn0,3 = —co puisque In0,3 <0
lim (0,3)* = lim e*"%3 =Q car {*>**.
X—+o00 X—+o00o Ilm € - 0

X——00

lim (7)* = lim e*"™ = +o0 car

xX—+00 xX—+00

lim e*¥ =4

xX—+00

{ lim xInm = +c puisquelnm >0
X—>+00

Exercice 3.1

Dans chacun des cas suivants :

a) Calculer les limites en —oo et + co de la fonction f.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
c) Tracer la représentation graphique de f dans un repére orthonorme.

X

2\* V3
Dfx—(5) 12 firo @ 3>f1x'—’<1+@>

Exercice résolu 2

Soit la fonction f dérivable sur IR et définie par : f(x) = x x 2*. On note ( C ) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé ( O ,1 ,J)) d’unité graphique 2 cm.

1. a. Calculer la limite de f en —oo. Interpréter graphiquement le résultat.
b. Calculer la limite lorsque x tend vers +co de chacune des expressions f(x)et % Interpréter
graphiquement les résultats.

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
3. Déterminer une équation de la tangente ( T ) a ( C ) au point d’abscisse 0.

4. Tracer (C)et(T)

Solution
l.a. Limite de f en —oo

lim f(x) = lim x2* = lim xe*"?
xX——00

X——00 X——00

. 1 .
Posons X = xIn2 , soit x :EX' Quand x - —o0 , X — —oo par suiteon a:

1
[ = [i _ X =
Jim f(x) = lim = Xe” =0

Interpretation graphique : La droite d’équation y = 0 est asymptote a (C ) en —o
b. Limites quand x tend vers +oo de f(x) et L:)
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lim f(x) = xl_LLnoo x2* = lim xeXn? |

X—+00 xX—+ 00

Ona lim xIln2 =+wet lim e* =+ donc lim e*"? = +oo

X—+ 00 X—+00 xX—>+00

lim x = +ow et lim e*"2 =+ donc lim xe*"? = +co
xX—+00 X—+00 X—+00

Donc: lim f(x) = +oo
xX—>+00

. . f(x) . X . xIln2
Ona: lim ——= lim 2¥*= lim e = 400
X—+00 X X—+00 X—+00

Interprétation graphique : ( C ) admet une branche parabolique de direction ( OJ ) en +oo.

2. Variations et tableau de variations de f

- Dérivee :

Pour tout x € IR, f(x) = xe*™2. On adonc :
Pour tout x € IR, f'(x) = e*"2 + x(In 2)e*!"?
soit f'(x) =1 +xIn2)exn?

- Signe de la dérivée et variations

Pour tout x € IR, e¥*2 > 0 donc f'(x) a le signe de 1 + x [n 2. Ainsi, pour tout x € IR,
"(x) = l+xin2= =——F
f'x)=0 & xIn 0 &x 5
1

flx) <0 ox€ ]—Ooi—m[ et f'(x)>0 oxE€ ]—$;+oo[

y n . L 1 . .
d’ou f est strictement décroissante sur ]—00 , E] et strictement croissante sur

1
55
In2

- Tableau de variation

X 1
—0o0 - + oo
In2
f'(x) — 0 +
0 + oo

0|, 1

Avec f(_ﬁ) = e;rjz ~ =052
3. Tangente ( T ) au point d’abscisse 0

f'(0) = 1et f(0) =0 par suite (T) a pour équationy = x

4. Représentations graphiques
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Exercice résolu 3
Résoudre dans IR :

a) L'équation (E;):3* =5 b)Ll'inéquation (l,): G) > 0,05
c) L’équation (E2) : 4* —5%x2*+6=0 d) L’inéquation (I2) : 4* —=5x2*+6 <0
Solution

a) Résolution de I’équation (E;):3* =5
L’ensemble de validité de I’équation est IR.
¥ =F o exn3 = oin5

< xIn3=1In5

In5

S x=—

X In3
L’ensemble des solutions de I’équation ( E1 ) est {%}

b)Résolution de I’inéguation (I,): G) > 0,05
L’ensemble de validité de I’équation est IR., G) >0,05 e*11(3) > oin(0.05)
1
o xin (5) > 1n(0,05)

& —xIn2 > [n(0,05)
& xIn2 < —In(0,05)

—[n(0,05)
<— carn2>0
In2
L’ensemble des solutions de I’inéquation ( 11 ) est donc ]—oo ; %

c) Résolution de I’équation (Ez) : 4* —5%x2*+6=0

L’ensemble de validité de I’équation est IR.

Remarquons que 4* = (22)* = (2*)2. Donc I’équation ( E2 ) équivaut a

(2¥)2 —-5%x2*+6=0

Vu la forme de I’équation, il convient d’effectuer le changement de variable X = 2*. Alors on

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama Page 93



obtient I’équation X € ]0; +oo[ , X2 —5X +6 =0.

La résolution dans IR de I’équation X% — 5X + 6 = 0 donne pour solutions 2 et 3,
donc I’équation X € ]O; +oo[ , X% + X — 12 = 0 a pour solutions 2 et 3.

par suite I’équation (E2) équivauta x € IR,2* =2 ou2* =3 .

2X =D & pxln2 = pin2 22X =3 & exXm2 — oin3
S xln2=1In2 S xln2=1In3
osx=1 S _ln3
x= T2

L’ensemble des solutions de I’équation ( E2 ) est {1 ; Zz—z}

d) Résolution de (12)

L’ensemble de validité de I’équation (I>) est IR.
I’inéquation ( Iz ) équivaut a (2¥)2 —5x2*+6 <0
Vu la forme de I’inéquation, il convient d’effectuer le changement de variable X = 2*. Alors on
obtient I’inéquation X € ]0; +oo[ , X2 —5X +6 < 0.
La résolution dans IR de I’inéquation X2 — 5X + 6 < 0 donne pour ensemble de solutions
[2;3],
donc I'inéquation X € ]J0; +oo[ , X2 + X — 12 < 0 a pour ensemble de solutions [2 ;3].
Par suite, I’inéquation (I2) équivauta x € IR, 2 <2* <3 .

2 < 2% <3& elnz < exlnz < eln3

In3
(:)anlenZSlnS@leSm car In2>0

L’ensemble des solutions de I’inéquation ( 1) est donc [1 ;3

In2

I11. Fonction puissance d’exposant réel non nul . Croissances comparées

1. Définition

Soit ¢ un nombre réel non nul .

On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction x — x% , définie sur ]O; +oo[ par :

x® = eInx

Les cas particuliers :

Sia € IN* lafonction x — x% est une fonction mondme, donc définie sur IR

Sia € Z: lafonction x — x% = x%x est une fonction rationnelle définie sur
IR — {0}

Exemples :
La fonction f: x +— xV2 est définie sur 10 ; +oo[ par f(x) = xV2 = gV2Inx
La fonction f:x ~— x~™ est définie sur ]O ; +oo[ par f(x) = x™ = e "Inx

2. Sens de variation

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama Page 94



Propriétés

La fonction f: x +— x“ est dérivable sur ]O; +oo[ et pour tout x € ]J0; +co[ ona:
f(x) =ax*?

Exercice 3.1

Etudier le sens de variation de chacune des fonctions suivantes sur ]JO ; +oo] :
a) f:xr—>x\/5 b) g:x+—x™"

3. Limites

Théoreme

Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1.

BSia>0, limx*=4+c0 et lim x% =+
x—-0 xX—+00
>

BSia<O0, Iimx* =40 et lim x¢*=0
x—0 xX—+00
>

Remarque :

Pour étudier la fonction x — x on peut se ramener a la forme e®n*

Exercice 3.2

Dans chacun des cas suivants :

a) Calculer les limites en —oo et + oo de la fonction f.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
c) Tracer la représentation graphique de f dans un repére orthonorme.

1) fix—x%1  ; 2) fix—x™ ;
4. Croissances compareées des fonctions x — Inx ;x — e* ; x — x*(a > 0)

Approche :

Soit a un nombre réel strictement positif

Les fonctions x — Inx ;x +— e* ; x — x% sont strictement croissantes sur JO ; +oo[ et ont
pour limite 40 en 4+co . Ainsi, pour les grandes valeurs de x, Inx ,e* , x* sont de plus en plus
grands. Le but de ce paragraphe est de comparer leurs ordres de grandeur pour les grandes

valeurs de x.

B ) Lo . Inx e* Inx
Pour cela, on étudie les limites en + oo des fonction x — r'T X — etx > ——
X

ex

Propriéte

Pour tout nombre réel strictement positif aona:

. Inx . e . Inx
lim —=0 o lim — =400 D lim —=20
x—>+00 X% x—+00 X% x—>+00 eX*

Interprétation :
a étant un nombre réel strictement positif,
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e Pour les grandes valeurs de x, x* est négligeable devant e* .

ePour les grandes valeurs de x, In x est négligeable devant x*

On exprime ces interprétations en disant :

« A I’infini ( positif ), e* I’emporte sur tout puissance de x et toute puissance d’exposant
positif de x I’emporte sur In x. »

Conséquences

Pour tout nombre réel strictement positif « et tout entier naturel non nulnona:

!ci_l}(} x*Inx=0 : lim x%e™*=0 ; lim x"e* =0

xX—+co X——00
>0

5. Fonction u® ou u est une fonction et &« un nombre réel non nul

Théoreme 1

Soit & un nombre réel non nul.
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle | alors la fonction u® est
dérivable sur | et a pour dérivée la fonction au'u®"?!

Théoreme 2

Soit ¢ un nombre réel non nul et différent de —1

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I tel que u’ soit continue
sur 1, alors une primitive sur | de la fonction u'u® est —u%*1

1
a+1

EXERC ICES

Dans chacun des cas suivants, étudier la limite de f en + oo :
) e* b) x3+1
a)fix——; X
f N f
d)fix— (x+x2—3)e™™

pr: ;) fix— e¥—Inx ;

Dans chacun des cas suivants, étudier la limite de f en O :
a) f:x—+xInx ; b)f:x+— x3(Inx)?

[E3]Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur I'intervalle | :

a) fix— (x+1yx2+2x 1=[0; +[; b)f:x — x(x2+1)¥2 [ =1IR

o)f:x N S I=IR;, d)f:xw (Inx)”

J(2ex +1)3

;I =11; +oof

7. SUITES NUMERIQUES

RAPPELS
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Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, calculer les quatre premiers termes de la suite donnée.

1)La suite u définiepar: vn € IN ,u, =2n*+n-—1

2) Lasuite v définiepar: vn >3 ,v, =In(2n —4)

Wy =2

3) La suite w définie par : {Vn €IN,w,,, =2W, —3

4) Lasuite (t,) ey définiepar: t, =3 ;t; =1 et

2

Exercice 21 Le plan est rapporté au repére orthonormé (0 ;1 ;J) d’unité graphique 1cm
Uy =2

vn€IN,u,,; =2u, —3

Construire les cing premiers termes de la suite u sur I’axe des abscisses.

2.0n donne la suite u définie par {

2x+1
x+1
La représentation graphique de f est donnée dans un repere orthonormé ( O ;I ;J) comme suit.

Exercice 3: On considere la fonction f définie sur] -1 ; +oo [ par f (x) =

U, =1 V, =2

et
_ U, +1 VN0V = 2V, +1
Uu,+1 vV, +1

On considére les suites U et V définies par :

vn=0,U,

Construire sur I’axe des abscisses, a I’aide de (C) et de la droite d’équation y = x
les trois premiers termes de chacune des suites ci-dessus.
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I. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Le raisonnement par récurrence permet de justifier qu’une proposition P(n) dépendant
d’un entier naturel n est vraie pour tout entier n > n, ou ng est un entier naturel donné. Elle
se résume en deux étapes :

1. Initialisation : Vérifier que P(n,) est vraie.

2. hérédité : Etablir que pour un entier k donné, k > n, , si P(k) est vraie alors P(k+1) est
vraie.

Une fois que les deux étapes précédentes sont établies, on conclut que P(n) est vraie pour tout
n=>n,

Exercice résolu 1
Uy =2
vnelN,u,,1 =2u,—3
Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln>0,u, = 3 -2".

On considere la suite u définie par {

Solution

Notons P(n) la proposition «u,, = 3 -2"

- vérifions P(O) est vraie : u, =2 et 3-2°=3-1=2 alorsu,=3-2°

Donc P(0) est vraie.

- Soit k un entier naturel, supposons que P(k) est vraie c’est a dire u, = 3 - 2X et démontrons
que P(k+1) est vraie c'est-a-dire Ug+1 = 3 - 25**

Par définition de la suitteuona: u.; = 2u;, —3

Par hypothése de récurrence, u, = 3 - 2K

Ainsi, up; =2 [3 -2]1-3 =6-2%"-3 = 3- 2" et P(k + 1) est vérifiée.
Finalement , pour toutn € IN,u,, = 3 -2" .

Exercice 1.1
Démontrer par récurrence que :

pour tout entier natureln > 5 , 2" > 5(n +1)

Exercice 1.2
U, =1
VnelNu,., =

Un
Up +1

Soit la suite u définie par {

. , . 1
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel, u,= P
n+

1) SENS DE VARIATIONS D’UNE SUITE NUMERIQUE
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Définition

Soit (u,) une suite définie sur une partie E de IN
¢ (u,) est croissante si U, = U, pour tout n de E

¢ (u,) est décroissante si u,,,; < u, pour tout n de E

¢ (u,) est constante si u,,; = u, pourtoutn de E

Remarque :

- une suite (u,) définie sur une partie E de IN est dite monotone si elle est soit croissante, soit
décroissante

- une suite constante est une suite monotone .

Point méthode
Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique (u,) , ou pourra

¢ étudier le signe de la différence : u,,; — Uy
# si la suite est & termes strictement positive , comparer le quotient =1 et 1

Un
¢ etudier le sens de variation de la fonction f si (u,) est définie par u, = f(n)
¢ faire un raisonnement par récurrence .

Exercice résolu 2 :
Démontrer que la suite u définie pour tout entier naturel n par u, = In(n + 1) est croissante

Solution

Pour tout entier naturel n, u, =In(n+ 1) et u,.; =In[(n+ 1) +1] = In(n + 2)
Upyr — Uy = In(n+2) —In(n + 1).

Pour tout entier naturel n, n +2 >n+ 1 donc In(n + 2) > In(n + 1).

Ainsi pour tout entier naturel n, onau,,; — U, > 0. La suite u est croissante.

Exercice résolu 3
1
23n+1

Soit la suite (u,,)définie pour tout entier naturel n par u, =
Démontrer que (u,,) est décroissante.

Solution

Pour tout entier naturel n, u, >0

E = : ==
tona Uy = 23(FD+1  panta

Upsq _ 1 23n+1 1

= X [
Uy, 23n+4 1 8
Ainsi, pour tout n € IN, =% < 1 et comme u,, > 0 alors Uy, < Uy

Un
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La suite (u,) est donc décroissante

Exercice résolu 4

Soit la suite v définie pour tout entier naturel n non nul par v, = /% +1.

Justifier que la suite v est décroissante .
Solution
Considérons la fonction f définiesur [ 1; + oo par f(x) = §+1 . Pour tout entier
Vn = f(n)
-1

x2‘/g +1
X

Vx € [1;+[, f'(x) < 0donc f est strictement décroissante sur [ 1 ; + o[ , la suite v est
strictement décroissante.

Vx € [1; 4+, f'(x) =

Exercice résolu 5

V, =5
Démontrer par récurrence que la suite V définie par {vo

N0V, =V, +12

1. Démontrer par récurrence que pour toutn € N,V,, >0
2. Démontrer par récurrence que la suite V est décroissante.
Solution

1. Notons P(n) la proposition « V,, >0 »
- vérifions que P(0) est vraie :
Vo =5 doncV, > 0 et donc P(0) est vraie .
- Soit k un entier naturel, supposons que P(k) est vraie c'est-a-dire Vi, >0 et démontrons que
P(k + 1) est vraie c'est-a-dire Vk+1 >0
Par définition de la suite Vona: Viy, = Vi +12.
Par hypothése de récurrence, Vj, > 0 par suite V, + 12 > 0, donc ,/V, + 12 >0
Ainsi, Viy1 > 0 €t P(k 4 1) est vraie

Finalement, pour toutn € IN,V,, > 0.
2. Notons q(n) la proposition « V1 <V, »
- vérifions que q(0) est vraie :
Vo =5etV, =17 doncV, <V, et q(0) est vraie .
- Soit k un entier naturel, supposons que q(k) est vraie c'est-a-dire « V., < Vi, » et

démontrons que P(k 4 1) est vraie c'est-a-dire Vi+2 < Vit1
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Par définition de lasuite Vona: Vi, =V, +12 et Viyy =/ Viyr +12.

Par hypothese de récurrence, Vi, <V, parsuite V., +12 <V, +12,donc /V,; + 12 <

VVi + 12500t Vi p < Viyq, d’0U P(k 4 1) est vraie
Finalement, pour toutn € IN, V, ., <V}, et la suite est décroissant.

Exercice 2.1

1
On considere la suite V définie par 2 et la fonction f définie par
0

f@) = x-x2

- 1 .1
1. Justifier que f(]o,z]) c ]O'E]
2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel , V, e]O; %]
3. Justifier que la suite V est décroissante

I11) SUITES MAJOREES , SUITES MINOREES

Définition :

Soit (u,) une suite définie sur une partie E de IN

¢ (uy) est majorée s’il existe un nombre réel M tel que u, < M pour tout n de E
¢(u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que u, = m pour tout n de E
+(u,) est bornée si (u,,) est majorée et minorée.

Remarque

Soit f est une fonction de IR vers IR et (u,,) une suite définie par u,, = f(n).
Si f est majorée (resp minoree) sur un intervalle contenant I’ensemble de définition de la suite u
alors u est majorée (resp minorée).

Exercice résolu 6

. . e . 3n%2+n
Soit la suite u définie sur IN" par u,, = ———
n2+1
Démontrer que u est minoree par 2
Solution
3n%2+n n2+n-2 n+2)(n-1
Pourtout € IN , u,- 2= -2 = = ( X )
n2+1 n+1 n+1
(n+2)(n-1)

Pour tout entier naturel n> 1, >0, donc u,- 2 = 0 et la suite v est minorée par 2

n+1

Exercice résolu 7
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Soit la suite (u,,) définie par : ,

1
n2+1

Pour tout entier naturel , u,, = ,/5—

Démontrer que pour toutn € IN ,2 < u,, <+/5
Solution :
Pour tout entier naturel ,ona: n2+1> 1,
1
<1
nz+1
1
<
nz+1
1

<
nz+1

2< [5——L <45

n2+1 —

0<

4< 5-

Ainsi, pour tout entier naturel n,2 < u,, < /5.

Exercice résolu 8

. . .. Vo =5
Soit la suite (V) définie par

vn>0V, , =V, +12

Démontrer par récurrence que : Vn € IN |1, > 4

Solution

Notons p(n) la proposition « 1, > 4 5
- vérifions que p(0) est vraie :

Vo =5 doncV, = 4 et p(0) est vraie .

- Soit k un entier naturel, supposons que p(k) est vraie c'est-a-dire Vi, =4 et démontrons que

P(k 4+ 1) est vraie c'est-a-dire Vi1 =4
Par définition de la suite Vona: Vi, =V, +12 .

Par hypothese de récurrence, V, > 4 par suite V,, + 12 > 16, donc /V, + 12 > 4 soit V., =

4,d’00 P(k 4 1) est vraie
Finalement, pour toutn € IN, V,, > 4

Exercice résolu 9 :

En utilisant le sens de variation d’une fonction f , montrer que la suite (u,) définie pour tout

est bornée.

. 2n
entiern = 1par u,= c
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Solution
2Xx—-3
5x—1

Considérons la fonction f définie pour x € [1; +oo[par f(x) =
u, = f(n)

f est dérivable sur [ 1; +oo[ et f'(x) = 13

(5x—1)?
Pour tout x € [1;+oo[ f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [1; +oo[
f étant continue et strictement croissante sur [1; +o[ on a

f([1;+00]) = [f(l);xljgnmf(X)[ = [—% é[

Ainsi, pour tout x € [1;+oo[, —i <f(x)< é par suite, pour toutn €IN*, —

Su, <

NI
vl N

IV. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE

1. Notion de limite d’une suite

u, =1

2
un+1_1+;

Activité : Soit la suite u définie par {

La représentation graphique de la suite de la fonction f définie sur
10; +oo[ par f(x) =1 +§ et la droite (D) : y = x sont données .
Sur I’axe des abscisses, on a représenté les 5 premiers termes de la suite (u,,) .

Vers quelle valeur les termes de la suite u se rapprochent — ils pour les indices n de plus en plus
grands ?
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Notion de limite

¢ Pour certaines suites numeriques (u,,) tous les termes a partir d’un certain rang sont aussi
proches que I’on veut d’un nombre réel £. Dans ce cas on dit que la suite (u,,) a pour limite € et
on écrit :

limﬁl@ u, = ¢ ousimplement limu,, = #

n—-+

¢ Pour certaines suites numeriques (u,,) tous les termes a partir d’un certain rang sont aussi
grand que I’on veut . Dans ce cas on dit que la suite (u,) a pour limite 4o et on écrit :
lin!ID u, = +oo ou simplement limu,, = +o

n-+

¢ On dit que la suite (u,,) a pour limite —oo lorsque la suite (—u,,) a pour limite 4+oco eton
écrit

li+ u, = —oo ou simplement limu,, = —

n—

2. Définition

¢ Une suite numérique (u,,) est convergente si elle admet une limite finie.
+ Une suite non convergente est dite divergente.

3. Proprietés

m Si une suite numérique admet une limite alors cette limite est unique.
m Soit (u,) la suite numérique de terme général u,, = f(n), ou f est une fonction définie sur un
intervalle de la forme [a ; +ol.

Si . irpoo f(x) = [ (réelou infini)alors lim u, = 1.

xX—+00

Exercice résolu 10
Etudier la convergence de chacune des suites (uy), (v,), (t,).

a) vVneIN* u, =3n> —=; b)vneIN-{1}v,
Solution
a) Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par : f(x) = 3x2 —i. ¥n €IN*, u, = f(n).

_ 3n%-n .

T 1-n2’

c) VnelIN,t, =3(-1)" .

1 1
. _ . 2 _ = — . 2 e 1 —_ ) =
Jim FG) = Jim (32 =) = oo car lim (3%) = oot lim (~1) =0

Alors lim u, = +oo
n-+oco

Donc la suite (u,,) est divergente.
3x%—x
1-x2°

b) Soit g la fonction définie sur ]J1 ;+oo[ par : g(x) =
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¥n €IN-{1}, v, = g(n).
) o 3x%—x - 3x? )
xl_l’z'njfg(X) - xl—%inooﬁ - xl—lzl-noo — x? - xl—l'>z-noo(_3) =3
donc lim(v,) =-3. Lasuite (v,) converge vers -3.

c) Si n est pair alors t,, = 3 et si n est impair alors t,, = -3. Donc la suite (t,,) est divergente.

Exercice 4.1
Etudier la convergence des suites (u,), (v,), (Wy), (t,).
Uy =M =4+ 15 vy =4+ (-1 wy =20 1= @+

4. Convergence d’une suite monotone
Propriété

+ Une suite croissante et majorée est convergente.
¢ Une suite décroissante et minorée est convergente.

5. Propriété

Si (up,) une suite numérique convergeant vers un réel a et f est une fonction continue en a alors
la suite v définie par v, = f(u,) converge vers f(a).

Remarque : Une suite numérique étant une fonction les opérations sur les limites de fonctions
restent également valables sur les suites numeriques.

V. SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES
1. Rappels

Suite arithmétique de Suite géométrique de
raison r raison q
Définition
un+1 = un +r un+1 = qun
Relation entre u, et u,
(p<n) Uy = Uy + (n—p)r Uy =Up X q"7P
Formule explicite — k % b
u, =rn+b>b Un = Kxg

(uy, est une fonction

(uy, est une fonction affine) exponenticlle )

Somme de termes
consecutifs (1-gN-P+1y
S=uptupgt..tuy S= (V=p+1){up+un) 5= %
(p<n) 2 S=(N—p+1)u,siqg=1
N- p + 1 termes

,sig#1
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Exercices 5.1

1° Dans tout ce qui suit, (u,) est une suite arithmétique de raison r et de 1* terme u, .

a) U, = —letr = 2. Calculer us, u;, et la somme des 11 premiers termes. Exprimer u, en
fonction de n.

b) u, = =17 etr = —3. Calculer uy, u;, et lasomme S, =u, +u;+ ...+ uy.

C) u; = 2etu,, = 20. Calculer u, en fonction de net lasomme S, =u,; +u;+ ...+ u,.

2° Dans tout ce qui suit, (u,) est une suite géométrique de raison q et de 1* terme u, .
a) U, = 4etq = 2. Calculer ug, u;, et la somme des 11 premiers termes. Exprimer u,, en
fonction de n.

1
b)u, =1letug = o Calculer g etu, etlasomme S, =uy +u;+ ...+ U,.

c) Pour tout entier naturel n, calculer la somme :
1
e_n .

1 1
Sn:1+—+—+"'+
e e?

2. Convergence des suites arithmétiques

Propriété

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. u,, est de la forme :u, =rn+b.
¢ Sir =0, alors la suite (u,) est convergente.

¢ Sir#0, alors la suite (u,) est divergente.

3. Convergence des suites géométriques
Propriéte

Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

u, estde la forme: u, = kxq".

¢ Siqg =1, alors la suite (u,) converge vers son premier terme.
¢ Siq € ]-1;1], alors la suite (u,) converge vers 0.

+ Dans tous les autres cas, la suite (u,,) est divergente.

V1. SUITES (n%), (b"), (In(n) ). CROISSANCE COMPAREE
Théoreme

Suite Hypothese Conclusion
Sibe]-1;1] Alors lim(b™) =0
Sib=1 Alors lim(b™) =1

(b™) (suite exponentielle) | gi > 1 Alors lim(b™) = +oo
Si b<-1 Alors (b™) n’admet pas de

limite
(n?) aveca>0 Alors lim( n®) = +oo
(suite puissance)
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(In(n) ) Alors lim(Inn) = +o

(r2)aveca>0 Sib>1 Alors lim( 2 ) = +o0
Sio<b<1 Alors lim( ) = 0

(22)aveca>0 Alors lim( =) = 0

Exercice résolu 11

Calculer les limite des suites (u,) et (v,) :
_ 5x2n+1 _ nxzn

un - 3n »Vn T 3n

Solution
5x2n+1

ePour tout entier naturel n, u,, =

e Pour tout entier naturel n, v,, =

()n_(—

n
Sn 1
Comme >1 donc lim -*— = 4o, donc lim v

n-o+oo N n—-+oo (5

VIl. PROPRIETES DE COMPARAISON

= 10©)" . Comme = €] — 1; 1[ donc lim(u,) = 0

= 0,par suitelim(v,) =0

Hypothese vraie a partir
d’un certain rang

Hypothese

Conclusion

Identité du
théoréme

Théorémes de

u, <v, Silim(v,) = —o0 Alors lim(u,) = —oo )
comparaison

u, > v, Silim(v,) = +o0 Alors lim(u,) = +oo

lu,—2I<vV, Silim(v,) =0 Alors lim(u,) = ¢

Si lim(w,) = lim

(vn) = £

Alors lim(u,) = ¢

Théoréme des
gendarmes

Si (uy) et (vy,)

Théoréme du

convergent vers resp. , assage a la
u, <v, 2 et {,,g P | Alors ¢ <? Iloimiteg
Exercice résolu 12
. . Lg . _2=(-1n)"
Calculer la limite de la suite (u,) définie par : u, = W
Solution
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. 3 3
Pour tout entier naturel n, ona: fu,/< < %.0Ona:
3

lim n2 = +oo,donc lim

= 0, par suite lim(u,) = 0.
n—+oo n—+oo

3
2

VIIIl. SUITE RECURRENTE

Théoréme

Soit une suite (u,) définie par la donnée de son premier terme et par la relation de récurrence
u,.; = f(u,), ou f est une fonction numérique définie et continue sur un intervalle I .

Si la suite (uy,) est convergente et que pour tout entier naturel n, u, € I alors la limite de la
suite (u,) est solution de I’équation : x € 1 , f(X) = x.

Exercice résolu 13

On considere la fonction numérique f définie et dérivable sur ]O ;+oo[ par :
f(x) =-Inx + x..

1) Démontrer que : V X € [1;2], f(x) € [1 ;2] .

2)On considére la suite numérique (w,,) définie par :

Wy =2etvnelN, wy,,; =-In(w,) +w, .

a) Démontrer par récurrence que : VneIN, 1<w,<2.

b) Démontrer que la suite (w,,) est décroissante.

c) Démontrer que suite (w,,) est convergente et déterminer sa limite.

Solution

1) f est dérivable sur J0 ;+o[. Ona: ¥x €IR, P(x) = —=+ 1 ="=.

Donc: ¥x €] 1; 2], f’(x) > 0 donc f est continue et strictement croissante sur [1 ;2].
Ainsi, f([1;2]) = [f(1) ; f(2)]. Or f(1) = 1 et f(1) €1 ;2] ; f(2) = 1,306 donc f(2) €[1 ;2].
Dou: vx €[1;2],f(x) €[1;2].

2.a) SoitP,: 1<w, <2 .

Pourn=0,w, =2 et 1 <2<2donc P, estvraie.

Supposons que pour un entier k >0, P, soit vraie c-a-d que : 1 <w,, <2 et démontrons que P
est vraie c-a-d que : 1 <wy,, <2.

Ona:wi€[1;2],donc f(wy) €[1 ;2] d’apres la question précédente. Comme wy, ;= f(wy),
on en deduit que : si wy € [1 ;2] alors wy,; €[1;2]. Donc P, est vraie.
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Donc: ¥n€IN, 1<w, <2.

b) ¥n €IN, w,,; —w, = —In(w,) . Comme 1 <w, <2donc In(w,) = 0, par suite
—In(w,) <0.

On en déduitque : ¥n €IN, w,,,; —w, < 0. Donc la suite (w,,) est décroissante.

c) La suite (w,,) est décroissante et minorée par 1donc elle est convergente.

f est continue sur [1 ;2] et ¥n €IN, 1 <w, <2 donc la limite de la suite (w,,) est solution de
I’équation x €[1 ;2] , f(x) = x.
X€e[1;2],fx)=xex€e[l;2],-Inx+x=xexe[1;2],Inx=0ex=1.

Donc la suite (w,,) converge vers 0.

Exercice résolu 14

On considére la suite (un) définie par : ug=0et Vn € IN, U1 =+/u, +20
1) Démontrer que : V n € IN, un>0.

2) Démontrer que : Vn € IN, | up+1— 5] <0,2] un — 5I.

3) En déduire que : Vn € IN, | uy — 5] <5(0,2)".

4) En déduire que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite.

Solution

1) Démontrons par récurrence que : Vn € IN, un>0.

Soit B, : u, >0.

Pourn=0, u, =0 et0>0 doncu, >0..Ainsi, P, est vraie.

Supposons que pour un entier k >0, P, soit vraie c-a-d que : u; >0 et démontrons que Py, est
vraie c-a-d que : u,4, >0..

Ona: w >0 doncu, + 20 >0, par suite \/u, +20 >0 donc:

Up41 >0 ¢-a-d Py 4 est vraie.

Onconclut: ¥vn € IN, un>0.

2) Utilisons I’inégalité des accroissements finis pour prouver la propriété :
Soit f la fonction définie sur [0 ;+oo[ par : f(x) = vx + 20 .

1

f est dérivable sur [0 ;+oof et Vx € [0 ;+oo[, f'(X) = ek V' xe [0 ; +oo[
2x +20 > 2120, donc —— < — ~_ ~0,11et0,11<0,2 .

w0 — 220 ' O 2z
D’ou: Vx € [0 ;+of, | f'(x)/<0,2.0Ona:un€ [0 ;+oo[,et5 e [0 ;+o],
donc d’apres I’inégalité des accroissements finis, /f(u,) - f(5) /<0,2u,, —5/.
comme f(u,) = u, 4, etf(5) =5donc:
vn € IN, [un+1—5/<0,2/u, — 5/.
3) /un+1—5/<0,2/un — 5/

Pourk =0, /u1—5/<0,2/up — 5/
Pourk=1, /uz—5/<0,2/u1 — 5/
Pourk =2, /us—5/<0,2/uz — 5/
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Pour k=n-1, /un — 5/<0,2/ uUn1 — 5/

On fait le produit membre @ membre et on simplifie, on aura :
/un —5/<02)*| uy —5I,0rl uy, —5[|=5.
Donc:vne€ IN, /un —5/<5(0,2)".
5) Comme 0,2 €] —1;1[ donc liT 5(0,2)" =0,

n—->+0o

donc la suite (u,)converge et lim (u,) = 5.
n—-+oo

Exercice résolu 15

Soit (v,,) la suite définie sur INpar: v, =0et Vn€IN, v,y = —ivn +12
1) Démontrer par récurrence que: Vn € IN, v, =8 - 8(%)“.

2) Etudier la convergence de la suite (v,,).

Solution

1)

SOit By v, = 8- 8(<)".

Pourn=0, vy =0et 8- 8(— %)0 =8-8=0doncv,=8- 8(— %)0 . Ainsi, P, est vraie.
Supposons que pour un entier k >0, P, soit vraie c-a-d que : v, =8 — 8(—§)k et démontrons
que Py, est vraie c-a-d que : vy, = 8- 8(— %)"*1 :

ona:vyy = —%vk +12 orv, =8- 8(—%)", donc :

Viar = =20 +12 = =2 (8- 8(—3)F) +12=-4-8(—2) (—5)* +12=8-8(— ) 1.
Donc Py, est vraie.

Finalement, ¥n €IN, v, =8— 8(%)”.

1 1
2)0na: — > €]—1;1[ donc liT (- E)” = 0, par conséquent,
n—>+oo

lim(v,) = lim [8-8 (->r|=s.

Exercice résolu
Soit (u,) la suite définiepar: u, - —letu,,; = G_L ,Vne IN

Un

1) Dans le plan rapporté au repere orthonormé (O,l ;J), la courbe (C) ci-dessous représente la
fonction f définie sur ] — oo; 6[ par : f(x) = % .

a)Représenter les 4 premiers de la suite (u,, ) sur I’axe (Ol) a I’aide de (C) et de la droite (D)
d’équation y = x.

b) Quelle conjecture peut-on faire quant a la convergence de la suite (u,,) ?
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2° Démontrer par récurrence que : Vn € 1IN, u, <3.

3° On considére la suite (v, ) deéfiniesur INpar: v, =

Up—3

a)Démontrer que la suite (vn) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la

raison.
b) Exprimer v, et u,, en fonction de n.

c) Calculer la limite de la suite (v, ) puis celle de la suite (u,, ).

Graphique
R D N P T y_

Solution

) B R e L B e i L e T e
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b) Conjecture : La suite (u,) semble converger vers I’abscisse du point d’intersection de (C) et
de (D).

2.50itP,: u, <3

Pourn=0,u, = —1 et -1 <3donc P, est vraie.

Supposons que pour un entier k >0, P, soit vraie c-a-d que : u; <3 et démontrons que Py,
est vraie c-a-d que : Uy, < 3

Pour cela, étudions le signe de uy,; — 3 :
9 _ —9+3ug

Ona.uk+1—3—6_uk o

Ona:u, <3,donc: —u, >—-3donc:6—u, >3.(1)
Ona:u, <3,donc: 3y, <9,donc:-9+3u, <0.(1)
De (1) et (2), on déduit que : _69_;3:" <0, donc u,,; —3 <0 .Donc P, estvraie.

Conclusion : ¥n €IN, u, <3

1 1 1 1 6-uy 1 3-uy
303.) Vn EIN, 'Un_+_1— 'Un - - — =9 +3upn - - -

Un+1—3  Up—3 Up—3  —9+3u, up-3  —9+3uy

6 —Un
1

3"

Upny1— Vp =

Donc la suite (vn) est une suite arithmétique de raison — 5 et de premier terme
1 _ 1

ug—3 4"

Vo =

b) Comme (v,,) est une suite arithmétique de raison —§ et de premier terme v, , donc

1 1
VneIN, v, =v,+nr= -, ~3h
1 1 . 1
Ona:v, = doncu,, —3=—soit:u, =3+ —.
Up— Vn Vn

Donc ¥n €IN, u, =3+ %

-—--n
4 3

c) lim(v,) = nl_i:rnoo [ —i — gn] = —oo, donc lim (i) =0.

Par suite, lim [u,]= lim [3 + L] =3.
n—-+oco n—-+oco Un
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EXERCICES

[Edl Démontrer par récurrence les propriétés
suivantes :

1)Vne IN,5">1+4n.
2)Vn € INL+2+ -+ p=2040
3)vn e IN,

12+ 22++ nz — n(n+1(2n+1) .

6

. Etudier le sens de variation de la suite (Un)
dans chacun des cas suivants :

1) Un=-2n*+3n+5

2) Un=n*+2n+1

n

3) Un:n2+1

4) Up=1+~+...4—=—n
5) Un==

6) Up=e" +n

7) Up= 3(%)“.

[E8 On considére la suite (un) définie par :

3+ud+1
U=1let Vne IN, un==2"0

Un

Démontrer que la suite (un) est croissante.

[E4on considére la suite (un) définie par :

Uo=1et Vn € IN, Un1=,/U, +2

1) Démontrer par récurrence que : V n € IN,
1<un, <2
2) Démontrer que la suite (un) est croissante.

1) Soit f la fonction définie sur
] — 2;+oo[ par : f(x) =2
1° Démontrer que :

Vv x €[0;1], f(x) € [0:1] .

20

a)
v
30
30
lin

Soit (un) la suite définie par :
u, =0
Upyr =Tf(uy,) ,vne N

Démontrer par récurrence que :

neliIN, 0<u,<1.

Démontrer que suite (un) est croissante.
Démontrer que la suite (un) et calculer sa
nite.

[E6 Etudier la convergence de la suite

_ 2n%?-5n+1
(un) 1) tn =252

2) Un = 1+ - +— ...+
e 61 e
3) Un = 1+ ( _E)n
4)un =57
5) Un = In(n? + 1) - In(n3 + 3)
_ (inn)?0
6) Un = 03
7) Un = 4n+(-1)"%n
Ié n+2
8) Up = —2

5

B Soit (un) la suite définie par :

Up =1
{un+1 = ;Un +2 ,vne IN
1° Représenter graphiquement dans un
repere orthogonal (O,l ;J) les 4 premiers
de la suite (un) sur I’axe (Ol) .
2° Démontrer par récurrence que :V n €

IN, un <3.
3° En déduire que la suite (un) est

convergente.
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4°0Onpose: Vn € IN,vh =un-3.
a)Démontrer que la suite (va ) est une
suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison.

b) Calculer v, puis u, en fonction de n.
Calculer la limite de la suite (un).

5°a) Calculer la somme

Sh=up+ U1+ ... + unen fonction de n.
b) Calculer la limite de Sy lorsque n tend
Vers +oo,

[E8 On considére la suite (un) définie
par: Upo=1let ¥ne IN,

Un+1 = i Un-3 .

1° Déterminer le réel a pour que (Vn)
définie sur IN* par : v, =u, — a soit
une suite géométrique.

2° Exprimer alors v, et u,, en fonction de
n

3° Calculer les limites des suites

(vn) €t (up) -

4° Déterminer un entier naturel p tel que :

vn>p,|u, +4| <1077,

5° Pour tout entier naturel n , calculer les
sommes

Sh=Vvy +V, + -+ v, et

Th=U; +Uy + -+ U,.

[EY Soit (un) la suite définie par :

u, =1
{un+1 :Zzu" ,Vn € IN

n

1° Soit f la fonction définie sur JO; +oo[
2+ X
par : f(x) = :

X
a)Etudier f et représenter sa courbe
représentative (C) dans un repére
orthonormé (0,1 ;J).
b) Résoudre I’équation :
X €]0; +oo[, f(X) = x.
c)Représenter les 4 premiers de la suite
(un) sur I’axe (OIl) a I’aide de (C).
d) Conjecturer la limite de la suite (un).
2° Démontrer par récurrence que :
vnelN, u,>0.
3° On consideére la suite (vn) définie sur
IN par :

-2 +u,

V. =
" 1+u,

a)Démontrer que la suite (vn) est une
suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison.

b) Démontrer que : vn = (- i)n“.
¢) En déduire un en fonction de n.
d) Calculer la limite de la suite (un).

[EZ0 On considére les suites (un) et (Vo)
définiespar:u, =4et v, =9
— 2Upvp

1
Uy, =——=6t vn= E( Un + Vo) pour

Uup+vp
tout entier naturel n.
1° Démontrer par récurrence que : Vn €
IN, un >0 et vy =>0.
2°a) Démontrer que : V n € IN,

(Vvn —up )2
\% - =
n+1 un+1 2(Up+vp )

b)En déduire que : V n € IN,

Vn+l — Un+1 < Zin .

3°a) Démontrer que la suite (un ) est
croissante et que la suite (vn ) est
décroissante.

b) En déduire que les suites (un) et (vn)
convergent.

c) Démontrer que les suites (un) et (vn)
ont la méme limite 1.

4°a) Démontrer que : V n € IN,
Vn+1Un+1 = VnUn.
b) En déduire la valeur exacte de .

B2 Soit a un réel différent de 0 et de 1.
La suite (un) est définie par :

Uy =0,u; =1letvne IN,

Unyz =  QAUpgr — (a - 1)un

1° Pour quelle valeur de a la suite (u,)
est-elle arithmétique ?

Dans la suite de I’exercice, on suppose
a + 2.

2° Onpose que: vV n € IN,

Un = Upy1 — Up

a)Démontrer que (v, ) est une suite
géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme..

b) Calculer v,, en fonction de n et de a.

3°a) Démontrer que : V n € IN*,
U, =Vo+ v +....FV,_4.
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b) Calculer u,, en fonction de net de a.
c¢) Pour quelle valeurs de a la suite u
est-elle convergente ?

Préciser alors la limite de la suite u en
fonction de a.

[E22 (Daprés BAC D session normale
juin 1998)
On considére les suites (an) et (bn)
définiessur INpar:a, =1et b, =8
2ap + bp
8pyp = — — ¢t

3
b __ap+ 3by
n+1 4

1° Calculer a; et b;,.

2° Soit la suite (dn) définie sur IN par :
d, =b,— a,

a)Démontrer que la suite (dn ) est suite
géométrique .

b) Calculer d, en fonction de n puis
démontrer que :vV n € IN, dn > 0.

c) Calculer la limite de la suite (dn).

3°a) Démontrer que : vV n € IN:

d d
dn+t1 —an = _;1 et bper—bn = — Tn
b)En déduire les variations des suites

(an) et (bn).

c) Démontrer que : V n € IN*,

a0 <an <bn < bo

d) En déduire que les suites (an) et (bn)
sont convergentes.

4°a) Déduire de la question 3)a) que :
Vv n € IN*,

ay —ag == (do +dy ... 4dy_y).
b) En déduire la limite de la suite (an) et

(bn).

[EZ80n considere la suite (un) définie
par: ui=1 et vV n e IN*,

(Un+1)? = 4un

1° Calculer ug,uz ,us et uset donner les
résultats sous la forme 2%.

2° On consideére la suite (vn) définie par
V= In( ‘;—“ ).

a)Démontrer que la suite (va ) est suite
géométrique .

b) Calculer v, et u, en fonction de n..
Préciser alors la limite de la suite u .

3. Déterminer le plus petit entier n tel que
Un = 3,99

[EZ40n considere la suite (un) définie
par :

Un

Uo=1et vne IN Uni=——
up“+2

1. Démontrer que : ¥V n € IN,
0 < U<

2. Déduire que la suite (un) est
convergente et trouver sa limite

[E28]1.Soit n un entier naturel non nul.

Onpose Sp=12+22+32+ ........ +(n-1)?
+ n?

Démontrer par récurrence que :

n(n+1)(2n+1)

vne IN* Sy = .

2. Soit ¢ et i les fonctions définies sur
[0 ;+co[ par :
@ (X)=In(1+x) —x et

Y (0 =In(lx) — x+%
a)Etudier les variations de p et ¢ .

b) En déduire que:
2
Vx> O,X-X?Sln(1+x) <X

3. Soit la suite (un) définie par :
v ne IN*

1 2 -1
Un = (1+ )L+ )+ +(L+ )1+ )

Utiliser ce qui précéde pour déterminer la
limite de la suite (un).

Zn
. Pourtoutn > 1, Un= o
1. Démontrer que : V n = 15, Up+1 < UT“

2. En déduire que V n > 15,
Un < 28Uy zin

3. Déterminer la limite de la suite (un).

In1  In2 1
.Un— —t+o; .t pournx1
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1. Démontrer que: vk > 1,2 < 2

K2 = kK
: : T S
2. Etablirque 1 Vk>1-z < —-—=

g , 2
3.Endéduireque:vn =1, up < 2'\/5

4. Déduire que la suite (un) est
convergente.

Partie A
Soit f la fonction dérivable sur ]J-1 ;+ oof
et définie par :

f(x) = —=—

(x+1)2%’
1. Calculer la limite de fen -1.

f(x)

X

2. Calculer les limites de f(x) et de
lorsque x tend vers +co.

Interpréter graphiquement le résultat
obtenu.

3. Etudier les variations de f et dresser
son tableau de variation.

4. Tracer (Cf) dans un repere orthonormé.

Partie B
1.Démontrer que I’équation x € [0,5;1],
f(x) = x admet une unique solution .

2. Démontrer que :
vx € [0,5;1], f(x) €[0,5;1].

3.a) Etudier le sens variation de f* sur
[0,5;1].
b) En déduire que : V x € [ 0,5;1],

IFI < 5

4. Soit la suite (u,, ) définie par :
Uuy=1 vne IN,u,;; =flu,).

a) Démontrer que :

vne IN, u, € [05;1].
b) Démontrer que :

VnelN Ju,, —al< i|un -«
c) Démontrer que :
1
VNneEINu, —al<;
d) En déduire que la suite (u,, ) converge

versa .
e) Donner une valeur approchée de a a
103,

L’objectif de cet exercice est d’étudier la
suite (u,, ) définiepar:vn € IN

1 1

R TR TR TR

et de prouver I’irrationalité dee .

Partie A_Soit n un entier naturel fixé
(n = 1), on considére la fonction f
dérivable sur [ 0 ;1] et définie par :

2 n
f)=e™(L+=+ 4.

1. Démontrer que :Vx € [0; 1],
fa)=e™

2. Endéduireque:vx € [0;1],ona:

IF@)| <.

3. a) Démontrer que : vV x € IN,on a:

1 1
|Eun—1|< ;

b) Quelle est la limite de la suite (u,)?

Partie B

Soit la suite (v, ) définie par: v n € IN,
1

nxn!’

v, = u, t+

1. Démontrer que : limv, _ e

n — +o
2.a) Démontrer que la suite (u,,) est
croissante et que la suite ( v,,) est
décroissante.
b) En déduire que:
Vn e IN, u,<e< v,

3. On suppose que e est irrationnel : e :s

avec p et g entiers naturels.

[E20) 1.a) Démontrer que I’équation (E) :
x €IR, e* = i admet une solution
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unique a.
b) Justifier que « € [0 ; 1].

2. Démontrerque :Vx €[0; a]:
e*—x > 0.

3. Soit f la fonction définie sur [0 ;
1par: f(x) ==X

1+eX '

a) Demontrer que I’équation (E) est
équivalente a I’équation f(x) = «x.
b) Démontrer que la fonction f est

strictement croissante sur [ O ; a].

4. Soit la suite ( u,) définie par :
Uy =1 Vne€ IN,upyq = f(u,).

a) Demontrer par récurrence la suite
(uy, ) est croissante et majoree par a.
b) En déduire que la suite ( u,)
converge vers a .

[E21 Une entreprise propose 8 Mr SORO
deux contrats de travail a partir du 1°¢
Janvier 2011.

Contrat A

La premiére année, il percoit 100000F.
Chaqgue 1*" Janvier son employeur décide
de I"augmenter de 10000F.

On désigne par ao le salaire mensuel au
1¢" Janvier 2011. Pour tout entier naturel
n, on désigne par an le salaire mensuel au
1°" Janvier (2011 +n) .

Contrat B

La premiére année, il percoit 100000F.

Chaque 1*" Janvier son employeur décide
de I’augmenter de 8%.

On désigne par bo le salaire mensuel au
1¢" Janvier 2011. Pour tout entier naturel
n, on désigne par by le salaire mensuel au
1°" Janvier (2011 +n) .

1° Calculer pour chaque contrat, le salaire
mensuel durant les 3 premieres années de
travail.

2° Calculer an et by en fonction de n .

3° Quel sera le salaire mensuel de

Mr SORO a la 7¢ année de travail pour
chaque contrat ?

4° On pose :

S=12(a, +a; + - +ay) et

S’ =12(bg + by + -+ by,).

a) Que représente Set S” ?

b) Calculer S et S’. Quel est le contrat le
plus avantageux pour Mr SORO ?

[E22 Le salaire mensuel d’un technicien
s’élevait au 1* Janvier 2011 a 150000F.
Chaque 1*" Janvier son employeur décide
de I'augmenter de 2% et de lui allouer en
plus 5000F.

On désigne par So le salaire mensuel au
1¢" Janvier 2011. Pour tout entier naturel
n, on désigne par Sy le salaire mensuel
au 1 Janvier (2011 + n) .

1° Calculer S,.

2° On consideére la suite (Un) définie
par: Vn € IN, Un= Sp+ 250000.

a) Démontrer que la suite (Un) est une
suite géometrique.

b) Calculer un en fonction de n .

3. A partir de quelle année le salaire de ce
technicien aura-t-il doublé ?
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CALCUL INTEGRAL

ﬂ 8. CALCUL INTEGRAL “

) INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE

Activité
On considere la fonction f définie sur IR par f(x) = 2x
1. Déterminer deux primitives F et G sur IR de la fonction f .
2. Calculer F(2) —F(1) et G(2) - G(1).

1. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant deux nombres réels aet b, F une
primitive quelconque de fsurl.
Le nombre réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de a a b de f.

Notation
F(b) - F(a) se note | b f ()t

Remarques

[ jbf(t)dt se lit aussi intégrale (ou somme) de aabdef (t)dt

m a et b sont appelés les bornes de I’intégrale.

m le réel F(b) - F(a) se note aussi [F(t)]2 [etse lit F (t) prisentre a eth

m On peut remplacer la variable t par toute autre lettre alphabétique sauf par les lettres
désignant les bornes : On dit que t est une variable muette.

ainsi j:f(t)dt:j:f(u)du:j:f(x)dx...

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 118



CALCUL INTEGRAL

Exercice résolu 1
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 3x2+3.
Calculer I’intégrale de 0 a 1 de f

Solution

j:f(x)dx: j:(3x2+3)dx =[x3+3x]::(13+3><1)-(03+3><0):4

Exercice résolu 2

. P _ —X 1 2
Soit f définie sur IR, par f(x) = er 2y .Calculer, j L FO0dx et j ,F0dx
Solution
Soit u(x) = x2 + 2. onau'(x) = 2x et pour tout réel x , f(x) = ‘iﬂgiz La fonction F

1

2(x2%2+2)
1

est une primitive de f sur IR. Ainsi,ona:

définie sur IR par F(x) =
_11
., 6 6 '

flf (e)dx = [2(x21+ 2)]
2 1 1 1

1 e 1 _ _
f_lf ()ax = [ z)L T222+2) 242+2)7 18

Exercice 1.1

1. Justifier que la fonction h définie sur ]O; +oo[ , par h(x) :éx?’\/; est une primitive de la
fonction g définie ]0; +oo[ par g(x) = x2v/x

2. Calculer | :g(x)dx

Exercice 1.2

s elnx
calculer I’intégrale 1= L—dx
X

2- Interprétation graphique de I’intégrale dune fonction continue positive

Propriété
(O, 1, J) est un repére orthogonal du plan.
Soit aet b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a,b]

( C) lacourbe représentative de f , A la partie du plan limité par ( C) I’axe (Ol), les

droites d’équation Xx=aetx=b.
L’unité d’aire est I’aire du rectangle de dimensions Ol et OJ

Si f = 0 sur [a;b] alors Iaire de A en unité d’aire (U.A) est ff f(x)dx
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CALCUL INTEGRAL

Si f < 0sur [a;b]alors I'aire de A en unité d’aire (U.A) est ff[—f(x)]dx

Remarque :

m Si f est continue et positive sur [a ;b] , la partie du plan limitée par ( C) I’axe (Ol),
les droites d’équation Xx=aetx=b est I’ensemble des points M du plans dont les
coordonnées (x ;y) Vérifient:a < x <bet0 <y < f(x)

m Si f est continue et négative sur [a ; b] , la partie du plan limitée par ( C) I’axe (Ol),
les droites d’équation X=aetx=b est I’ensemble des points M du plans dont les
coordonnées (x ;y) verifient:a<x <betf(x) <y <0

Exercice résolu 3
On considére le plan rapporté au repére orthogonal (O ; 1 ;J) tel que Ol = 1cm et

. i e - 2
OJ =2cm . Soit la fonction f définie sur] 0 ; +oo[ par f(x)= T +2 et (C) sa courbe
X
représentative donnée ci-dessous.

On considére A la partie du plan limité par la représentation graphique (C ), I’ axe des
abscisses , les droites d’équation x = letx =4

1-Hachurer A

2-Calculer I’aire A de Aen U.Aetencm?
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CALCUL INTEGRAL

Solution

1. Voir figure
2. f est une fonction continue et positive sur [1 ;4] alors I’aire en unité d’aire de A

estA:.[l4(%+2)dx =[4x +2x]# =10 UA

Encm2z,ona A= 1x2x10 = 20 cm?

Exercice 1.3

Dans plan rapporté au repeére orthogonal (O, I, J) avec Ol =1 cmet OJ= 2cm, calculer
en UA puis en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par :

1.la courbe de la fonction f : X+

X
, la droite (Ol), les droites d’équation
il (QI) q
x=0etx=1

2. la courbe de la fonction f :x— —x2(x*+1), la droite (Ol), les droites d’équation x =
Oetx=1

Il - PROPRIETES DE I'INTEGRALE

1. Propriétés algébriques
f et g sont des fonctions continues sur un intervalle I contenant les réelsa,betc, kun
reel quelconque.

Propriété 1

| fbaf(x)dx =— ff f(x)dx I

Propriéte 2

| Sia €1, lafonctionF: x — f;f(t)dt est la primitive de f sur | qui s’annule en a I

Remarque : Pour tout x € ]O; +oo[ ,Inx = ff%dt

Propriété 3

Relation de Chasles
[Troodx + j:’f(x)dx = j:f(x)dx

Linéarité
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j:f(x)dx + j:g(x)dx = j:(f(x)+g(x))dx (additivité)

kj:f(x)dx = j:kf(x)dx ( homogénéité)

2. Intégrales et inégalités

f et g sont des fonctions continues sur un intervalle fermé [a; b]

Propriétél : positivité
Sif =0sur[a;b] alors I: f(x)dx >0

Remarque
Sif <O0sur[a;b] alors j: f(x)dx <0

Propriéte 2 : comparaison d’intégrales
Sif <gsur[a;b] alors j: f(x)dx < j:g(x)dx

Propriéte 3 : Intégrale et valeur absolue

| [ £00dx | < [°1F(o) |dx

Propriéteé 4 : Inégalité de la moyenne
Si m et M sont deux réels tels que , pour tout x de [a ;b] on ait m < f(X)< M,
alors :

m(b-a)< [ f()dx < M(b-a).

Conséquence

Si M est un réel tel que , pour tout x de [a ;b] on ait |f(x)| < M, alors :

If,f f(x)dx| <Mpb-a .
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3. Valeur moyenne d’une fonction

Définition

Sib > a,lae nombre réel ﬁ fab f(x)dx est appelé valeur moyenne de f sur [a ;b].

Exercice résolu 4
On considere la fonction f continue sur IR et définie par f(x) =2x;six <O0et f(x) =
3x2six >0

Calculer | fl f (x)dx

Solution

f est continue sur IR, doncsur [ _-1; 1], et d’aprés la relation de CHASLES

f_lf(x)dx = f_of(x)dx + flf(x)dx = fOZxdx + flsxzdx = [x21%, + [x*]L = 0

. , 4
Exercice résolu 4 : Calculer j4|x+3|dx

Solution

pour e[ —4; —3],|[x+3=-x-3 etpourx e[ —3; 4], |x+3=x+3
Ainsi d’apres la relation de CHASLES

[ Jx+3x= Jj(—x—S)dx+ J‘:(x+3)dx

= [—%xz — Sx]:j + Exz + Sx]i =16

3

Exercice résolu 5

. 91 91
1. Calculer les intégrales Lde et J‘l;dx
X

2. En déduire jf(%+§)dx
X
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Solution

91 _ o 91 17° 8
1.0na _[l—xdx = [24/x]] =4 et L;dx:[__} =5

Vx X1

8

4.3 1 01 1c41 _ 1 B
2. OnaL (ﬁ+ﬁ)dx_3.[1ﬁdx +§L§dx _(3><4)+(E><5)_T

Exercice résolu 6
1. Etablir que pour tout réel >1 ,0nax <+/x2+1<2x

2. En déduire un encadrement de f«/ X2+ 1dx

Solution

1. Pour tout x > 1,ona x? < x% + 1,par suite x <Vx2+1

Pourtoutx >l onax?+1—4x*>=-3x*+1

Pour tout x > 1,ona 3x? >3 soit —3x?< -3 donc —3x?+1<-2<0
Par suite, pour toutx >1,x2+ 1< 4x? d'ouvVx2+1 < 2x

Ainsi, pour tout réel >1,0nax <+/x2+1<2x
2.0On apour toutréel >1, x <+/x2+1<2x donc
ff xdx < f12\/x2 +1dx < ff 2xdx soit ; < f12\/x2 +1dx <3

Exercice résolu 7
Soit f la fonction définie sur IR par, f(x) = 4x — 1.
Calculer la valeur moyenne de f sur [-1 ; 2].

Solution
La valeur moyenne de fsur [-1 ;2] est le réel u = % f_21 f(x)dx = % [2x% — x]?,= 1.

111 - INTEGRATION PAR PARTIES

Théoréme

Soit U et V' deux fonctions dérivables sur un intervalle I contenant les réels et b , tels

que U’ et 1V’ soient continues sur |, alors I:U(t)V'(t)dt = [U@®V@®]" -

ﬁunwamt

Exercice résolu 8
Calculer a I’ aide d’une intégration par parties I’ intégrale

1. j:(x+l)cosxdx 2. fftz Intdt
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Solution

1. Posons u(x) =x+1 alors u'(x)=1
Posons v’ (x) = cosx et choisissons v(x) = sinx

Vs

T
Alors,f (x + 1) cosxdx = [(x + D)sinx]§ — f sinxdx
0 0

=0—[—cosx]t =-2

1. Posons u(t) =Int alors u'(t) :%

Posons v’ (t) = t? et choisissons v(t) = §t3

€ 1 e €1 /1
Alors,f tzlntdt:[—t3lnt] —f —<—t3)dt
. 3 . ), t\3

:e—3— eltzdtz—z

3 J,3

e’ t3e_e3 (e3—-1) 2e3+1
_§_l§ll_§_ 9 9

NB :
L’intérét de I’intégration par parties est de calculer une intégrale par I’obtention d’une
intégrale plus simple a calculer.

Exercice 3.1 A I’aide de deux intégrations par parties, calculer les intégrales :
I=[2(=3x%)cosxdx ; J=[ (sin2t)etdt

IV. CHANGEMENT DE VARIABLE AFFINE
Exemple 1

Soit | = f__zl 8x2V2x + 4dx
Utilisons le changement de variable affine suivant : t = 2x+4 .
Alors : xzit—z et dt =2dx .

De plus,six=-2,alors:t=0
si x=-1,alors:t=2.

Dol : I= [;8(Gt—2)A Sdt= J2(t2 — 82 + 16t7)dt = 42 .

V. PERIODICITE, PARITE ET INTEGRATION
Propriéte

¢ Périodicité
Soit f une fonction continue sur IR, T-périodique.
Alors : f;” f (x)dx est indépendant de a.

¢ Parite
Soit f une fonction continue sur [-a :a], alors :
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> Si fest paire, alors [ f(x)dx =2 [ f(x)dx ;
» Si f est impaire, alors f_aaf(x)dx =0.

Exemples :

1) f_zz Vx2 —4dx =2 foz Vx2 — 4dx car la fonction x— vx2 — 4 est paire.

n
2) [2z sinx(cosx)?dx = 0 car la fonction x+— sinx(cosx)? est impaire .
2

VI. CALUL D’AIRE
Le plan est rapporté a un repére orthogonal ( O, I, J).

Propriéte

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle fermé [a ; b] telles que f = g sur
[a:b].

Cr et C4 sont les courbes respective de f et g . L’aire en u.a de la partie du plan limitée

par, C; , C, , les droites d’équations x = aetx = best [ (f(x) — g(x))dx

Remarque
Le plan est rapporté a un repére orthogonal ( O, I, J).
Cr la courbe respective de f

Soit f une fonction continue sur [a ; b] et c un élément de [a ; b] tel que :
f=0surla;clet f <0surc;b]

L’aire en u.a de la partie du plan limité par (Cf), la droite ( Ol ) et les droites d’équations
x=aetx=bh est [ f(x)dx+ [ (~f(x))dx
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Exercice résolu 9

On considére les fonctions F et f dérivables sur IR et définies par

F(x) =In(vVx2+1+x) etf(x) = \/1—1
X2 +

1. Démontrer que F est une primitive de f sur IR

|
2. Calculer I’intégrale K = dx
: '[0 Ax2+1
1 X2
3. On pose I= f«/ X2+1dx etJ= _[ dx .Démontrer que K +J = |
0 OVyx2+1

4. A I’aide d’une intégration par parties justifier que J= v2 — |

5. En déduire 1etJ

Solution
1. F est dérivable sur IR, et pour tout nombre réel x ,
1+ X X++/X2+1

e+l - VX241 L = f(x), donc F est une primitive de f sur IR
X+x2+1  x+4/x2+1  /x2+1

F'(x)=

2. Calcul de K

1 1 1 _
K= .[Omdx:[F(x)]o = In(1++2)

3. Egalité K+J=1

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 127




CALCUL INTEGRAL

1 x2+1

K+J = deH jlx—zdx—f( 1 X = [ = dx=
ox2+1 ox2+1 CUxe+1l Jx2+1 Ox2+1

J;l\/x2+ldle

4. Egalité J= /2 -1

J—Im —jO(H)dx

u(x) =x ) =1
v = il {Ch si (x) = e+l
X2 +1 olSlSSons v\x) — X2 +
1 X2 .
= = 2 1 > _ B o B
Alors J _[0 _Xzﬂdx [x/x2+1]} L«/x +1dx =vV2—1 . Ainsi, J= 2 -1
5.valeursde l etJ
Lesvepme JKFI= L [1mI=K
e systéme ui équivaut a
' J2-1=1 e l+J =42
' V2+in(1+12) V2 — In(1++2)
Soit I = 5 ot J= (

Exercice résolu 10
Soit f la fonction dérivable sur IR et définie par f(x) = (x - %) e?* +% .Onnote (C) sa

courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J) Unité graphique :
2cm

1. Démontrer que la droite ( D) d’équation y = %est asymptotea (C ) en —oo.

()

2. Calculer les limites de f(x) et de lorsque x tend vers +oo.Interpreter

graphiquement les résultats

3. Pour tout nombre réel x, calculer f'(x)

4.Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variation
5. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

6.Construire (C) et(D).

7.Soit un nombre réel t telque t <0

On désigne par A(t) I'aire en cm®de la partie du plan limitée par (C), la droite d’équation

1 . o
y = ) et les droites d’équations x =t et x =0
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a) Calculer A(t)a I’aide d’une intégration par parties
b)Calculer tlir_n A(t)

Solution
1- démontrons la droite ( D ) d’équation y = %est asymptote a (C ) en —oo.

1 1 1
lim <f(x) — —) = lim <x _ _) e2X = lim xe?* ——eg2x
X——00 2 X——00 2

X—>—00 2
Ona:
lim 2x = —wet lim e* =0 donc lim e** =0
X——00 X—>—00 X—o—
. 2 - 1 X .
lim xe** = lim EXe =0 avec le changement de variable X = 2x
X——00 X—>—00

1
D'ou lim <f(x) — E) =0
Ainsi, ladroite (D) : y = %est asymptote a (C) en -oo,

2. Limites de f (x) et de % lorsque x tend vers +oo.

1 1
. _ . = 2x =
JLim f (x)_xgr_noo<x z)e *5
li ( 1) +

—_ ) = o0
m x 2

X——00

lim e?* =+ car lim 2x = +wet lim e¥ =+

X——00 X—+00 X——00

finalement, liin f(x) = +o0
X—+ 00

im0 _jima-Lyer s L
X400 Y X—>+00 2X 2X

Ona: lim i=0, lim (1—%J=1et lim e® = +o0

X—>+0 /X X—>+00 X X—>+00
. f(x
Donc lim Q =400
X—>+00 X

Interprétation graphique

(C) admet en +oo une branche parabolique de direction ( OJ)
3.Calcul de f'(x)

Pour tout nombre réel x, f'(x) = e + 2 (x —i) e’ = 2xe* .
4-Etude des variations de f

vx € IR, 2e**> 0 alors le signe de f’(x) est celui de x .D’o0 :
Vx €] —0;0[ f'(x) < 0 etvx €]0;+oo[, f'(x) > 0.

Ainsi, f est strictement croissante sur [ 0 ; +oo[ et strictement décroissante sur | —

oo ; 0].
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tableau de variations de f

X
f'(x) - 0 +

f(x)

5. Position relative de (C ) et (D)

, 1 1
Pour tout nombre réel x,on a f(x) — 5 = (x — E) e?x

Pour tout nombre réel x, e?* > 0 donc f(x) — % a le signe de x — %

Ainsi, Pour tout x € ]—oo : %[ f(x) —% < 0 et pour tout x € E : +oo[ f(x) —i >0
Par ailleurs, f(x)— % =O0pourx = % Il's’en suit :

(C) est au dessous de ( D)sur]—oo; %[ et (C) est au dessus de ( D)surE : +oo[

(C)et (D) secoupent au point d’abscisse %

6-Construction de (C)

7.a) Calcul de A(t)a I’aide d’une intégration par parties

Pour touttde ]—o0 ;0[,ona A(t):4f0<%—f(x)>dx:4f0[—<x—%)]32x
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Posons u(x) = — (x — %) alors u'(x) =1

Posons v’ (x) = e?* et choisissons v(x) = %ezx

2 t
Do o]
=%+%<t—%)e”+%—%e”

Soit fto [— (x —%)] e2x —% %(t— 1)e?t

D’ou A(t) =2+ 2(t —1)e?*t cm?

b) tlizn A(t) = tlizn 2+2(t—1)e?) = tlizn (2 + 2te?t — 2e2t)
Ona: tli1_"n 2t = —o et tlir_n et =0donc tlizn ett=0

lim 2te? = Tlir_n Tel =0 (par le changement de variable T = 2t)

t——oo

D'oll tliln A(t) = 2 cm?

Exercice résolu 11

Soit F la fonction dérivable sur IR et définie par F(x) = fo Wdt Onnote (C) sa

courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J) Unité graphique :
2cm

1.Etudier la parité de F. On pourra utiliser le changement de variable suivant : u=-t.

2. Etudier le sens de variation de F.

. 1 1
V> : <=
3.Demontrer que : Vt=1,0na:—<-.

4. En déduire que : v x> 0, ona: F(x) < F(1) + 1 -~ < F(1) +1
5. En déduire que F admet en +co une limite £ dont on donnera un encadrement.

6. Dresser le tableau de variation de F.
7. Tracer (C).

SOLUTION
1. Posons :u=-t,alors: du=-dt.Sit=0, alorsu=0etsit=-x,alorsu=x.0n
obtient :pour tout x de IR

F(-x) = ——du = - F(x).

-x 1 _ X 1 _ _
W m=mts [ e i = - [
D’ou F est impaire.
2. Comme F est impaire, ou peut étudier F sur [0 ;+oo].

F est la primitive de X » — s’annule en 0. Donc :

\/— QUI
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74 E[O +OO[ F’ (X) \/ﬁ

vx € [0 ;+oo[, F’(X) > 0, donc F est strictement croissante sur 0 ;+oo].

3.vt>1,ona:1+t*> t*>0,donc:Vv1+t*>t?>0.Par suite,
1 1

vVt>1,ona:

vi+ t4St2'
4. ¥x>0,0na: F(x) = foWdt+f \,+—dt_F(1) f\/%d

1 1 L 4 x1
vt>1, ona.m< doncf = 1:<f1 S dt.
_ _ 1
f1 dt = [——]1 _——+1 Alors : [ dt<——+1
VX>0,0na.F(X):F(l)+flﬁd .

Donc: ¥x>0,ona: F(x)gF(l)—§+1.
Comme x>0, —~<0donc —=+1<F(1)+1.

Par suite, ¥x > 0,0na: F(x) <F(1) —=+1 <1+ F(1).

5. F est croissante et majorée par F(1) + 1 donc F admet une limite finie ¢ .

La droite (D) d’équation y = ¢ est asymptote a (C) en +co.
Vt>0,o0ona: \/+_>OdoncF(x)>0

Alors ¥x>0,0na:0<F(x) <1+ F(1).Donc:0<¢{<F(1)+1.
6. Tableau de variation de F

F() |1 T

L
0
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1.
y
©) i
1..
-4 5 2 -1 2 3 X
—1+
21
EXERCICES

verifier les calculs suivants
91
—dt = ; b)| —=dt =1,
)I ).[4 2/t
0ty €71 el o _..

c)J:ledt—T, d)J‘lfdt =1;
e)f 2 (=sint)dt=-1

calculer les intégrales suivantes

a)_[(——3)dt. b)_[(———)dt :
0) jo (Ve-3t)dt ; d)f "cos(3t)et

u'v—v'u

V2
Calculer les intégrales suivantes :
a).[;(sin t +tcost)dt ;

formeu'v +uv' ou

b)jle(ZXIn X+ X)dx ;
1
c).[o(2xeX + x2e*)dx

d)j5005t+t3'ntdt
0 cost?

O o hex HfH0)
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1- 2x
)j o
. Calculer les intégrales suivantes
102 11
a —dt b)| ——dt
)J-Z / _ )J-—l l4_3t
t2+1 1t
dt ; d)| ———dt
J‘ / +3 )J:l Ig_tZ

e) josxz(x3 +Ddx f) jlz X3 (x* +1)dx

g)I:(x +1)(x* + 2x)°dx

h)J‘ eln X X ;i) fle (lnxx)2 dx

Df e e +3)"

- X : m)J‘l—XjL2 dx

-21-5x 0x2+4x+4
: 21— x2

o -3 1 1

dx ; ————dx

2 (3—3x)? 9 3+ 4x)°

1 x2+1

— X
)J:l (¢ +3x+1)°
tj'l X+3

0(X2+6X+7)°

u)J;3x/3x+1dx ;v)j:«/xjtldx
w) Jj(x + D)V X2+ 2xdx ; 2) J‘jlx«/XZ—ldx

En utilisant la propriété de
Chasles , calculer les intégrales

J:ll (3x2 —|x|)dx
J‘i«/ X2+ 4x + 4dx

4
[ 2—|x—3dx
0

2
L|ln X|dx
2
On pose pour tout x > o,

ey = S

X XxlInx
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2
1- justifier que [ ﬁdx =In2
2 .En déduire I'intégrale Jez f (x)dx

Soit la fonction f définie pour tout
3x+1
x>1 parf(x) =
par f(x) = ——
1. Vérifier que pour x > 1,
2

f(x) = 1"'3—_1

2. Calculer f f (x)dx

Soit h la fonction définie sur
6x2+13x+4

1) Déterminer les nombres réels a ,b et ¢
tels pour tout x > —g,

h(x) =ax+b+

3X+2
2) Calculer joz h(x)dx

1. Calculer I’intégrale

1 4
[
04x2+4x+1
2.a) Déterminer les nombres réelsa, b
1 .
tels pour tout x# 5 on ait

2x+5  a N b
Ax2+4x+1 2x+1 (2x+1)°°

b) Calculer Eﬁ

E On pose pour tout réel

X, X) =
)= x2+1
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1) montrer que pour tout
xelt;2] , %S f(x)<1
2) En déduire un encadrement de

[ * £ (x)dx

On pose pour tout réel x > 1
g(x) =e *Inx

1. démontrer que pour tout
x€[1;2] ,0<g(x)<e™*In2

2 . En déduire un encadrement de
[ 9(xdx

E12
1- linéariser  cos*(x) et sin®(2x)
2- calculer les intégrales

| = rcos4 xdx etJ = jzsin32xdx
0 0

On considére la fonction f définie
4

sur ]1; +oo[ par f(x):x—2+(x_1)2 .

(C) est la représentation graphique de f
dans le plan muni d’un repére
orthonormal (O ; | ;J) d’unité 1cm

1 .Etudier les limites de f aux bornes de
son ensemble de definition

2 .Etudier les variations de f et dresser
son tableau de variations

3 .Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x — 2 estasymptotea (C)

4 tracer (C )et(D)

5 .soit un nombre réel tel que ¢ >2.
Exprimer en fonction de ¢, I’aire A(C) de
la partie du plan limitée par (C), (D),
les droites d’équations x = 2 etx = ¢

6 .Calculer glim A(P).

—+ 00

CHANGEMENT DE VARIABLE
AFFINE

El4

Calculer a I’'aide d’un changement de
variable affine , les intégrales suivantes

a) j: xJx+1dx : b) j:(t + D3+ 1dt

x2

0 X . 3
C)Lmdx ; fZ mdx

Soi f' la fonction définie sur

]—o0 ;0] par

{f(x) =x(1—-In(—x))six <0
f(0)=0

et ( C) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repere orthonormé

(O,1,J)d’unité 2 cm.

1. Etudier la continuité de f en 0.
2. Etudier la dérivabilité de f en 0 et
interpréter graphiquement le résultat.

3. calculer les limites quand x tend vers
f(x)
X

graphiquement les résultats.

4. Etudier les variations de f et dresser
son tableau de variations.

5. Déterminer les coordonnées des points
d’intersection de ( C ) avec I’axe des
abscisses.

6. Tracer (C).

7. Soitt € [—e ; O[.

a) A I’aide d’une intégration par parties
calculer I’aire A(t) en cm? de la partie du
plan limitée par ( C) I’axe des abscisses ,
les droites d’équations x = —e et x = t.
b) Calculer !tlm A(t)

—oo de (x)et . Interpréter

On considére les fonctions f et F
définies sur IR par f(x) = (x +1)2e "
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et F(x) = (ax2+bx+c)e * avec
a,b etc troisréels

1-Déterminer a , b et ¢ pour que F soit
une primitive de f sur IR.
2- Soit la fonction G définie sur IR par

G(X) = j (t+1)2edt

Déterminer G (x)

INTEGRATION PAR PARTIES

Calculer & I’aide d’une intégration
par parties , les intégrales suivantes

a) j; xJx+1dx : b) jol(t + D)3+ 1dt

0 X V.4
c)J'4 X+1dx ; d)J0 X €0s2xdx

f)[[Inxdx ; g)[ In(x+1ax ;
h) J; Khxdx

i) j; (3%2 + 2x) In(x + )dx :
k) jf(x +Defdx ;1) j:(x +1)e Pdx
m) Jj (3x +1)e®*Ddx

Calculer & I"aide de deux

intégrations par parties les intégrales
suivantes

0 X2 1
a)L mdx : b)'[ox2«/x+1dx

c)'[; x2cos(2x)dx d)_[oz (X +1)2sin xdx
f)f xinxzdx  g) j:(x +1)2*dx

h) Jf e 2*sin(3x)dx

[EZ§ On considere la fonction f de IR vers

IR définie par: f(x) = <—.
(C) sa courbe représentative orthonormé
(O ;1';J) . L’unité graphique est 2 cm.

1. Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f et dresser
son tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. Onpose K = [2 f(x)dx.

a) Donner une interprétation graphique de
K.

b) Justifier que :

vxe|0 1< f(x) <z

c) Vérifierque: vVx € [O;ﬂ

1 2
—=1l+x+ —.
1-x 1-x

d) En déduire que :
K= J2(1+x)e ™ dx + [2x*f(x)dx.

e) A I’aide d’une intégration par parties,
1

calculer I’intégrale L = f05(1 + x)e *dx.

f) Déduire des questions précédentes
que :

49 5 29

Z_ﬁs KSZ_lZ\/E'
Donner une valeur approchée de K a 0,01
pres.

[E20Calculer une valeur approchée de

tZ
f01 e zdt par la méthode des rectangles
en partageant I’intervalle [0 ;1] en 5
segments de méme longueur.

[E24Le plan est muni du repére
orthonormé (O ;1, J).( Unité graphique 2
cm).Les courbes (Cs1) et (Cz) sont
respectivement les courbes
représentatives des fonctions f et g

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+

Page 136



CALCUL INTEGRAL

définies sur IR par :
f(x) = xe ™ et g(x) = x%e~*.

Calculer a I’aide d’une double intégration
par parties I’aire de la partie du plan
comprise entre (Cy), (C>), la droite (OJ) et
la droite d’équation x = 1.

[E22f est la fonction définie sur [0 ;+ oof
par: f(x) =In(1 + xe™)

et (C) sa courbe représentative
orthonormé (O ;l;J). L unité graphique
est 2 cm.

1. Calculer la limite de fen +co

2. Etudier les variations de f et dresser
son tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. Soit A un réel strictement positif.

On pose A(A) = fo’lf(x)dx.

a) Interpréter géométriquement A(t).

b) Calculer & I’aide d’une intégration par
parties I’intégrale fOAxe"‘dx.

c) Justifier que : Vu > 0, 1% <1

d) En déduire que : )

Vu=0, Inl+u) <u

e) Démontrer que :

AQ) < —2et—2e?+1

[E28 On pose: vn € IN,

1 e™

0 1+e*

Ih =

1.a) Calculer Iy et 1o + 11 puisen
déduire o .

b) Calculer lns1 + 1.

2. Démontrer que la suite (In) est
croissante.

3. Démontrer que : V n € IN,

e"-1 e -1
< Ih <

n(il+e) - 2n
4. Calculer la limite de la suite (In) et
celle de la suite (é—’fl) lorsque n tend vers

+00,

[E24 on pose: 10= [ xdx et
vV n €IN* I, = ff x(Inx)™dx .

1. Calculer lpetl;.

2. a) Démontrer que :

e? n+1
Vne IN, |n+1:?—T|n

b) Calculer I..

3. Démontrer que la suite (In) est
croissante.

4. Démontrer que la suite (In) est
convergente.

5. Démontrer que :

e2 2
VnelN, — < Inh <
n+3

e

n+2

6. Calculer la limite de la suite (In) et
celle de la suite (nly) lorsque n tend vers
+o00,

7. Calculer la limite de suite (In) et celle
de la suite (;—’fl) lorsque n tend vers +co,

[E2§ Onpose: Vvne IN*

— i 1 n,1-x
ln=— [, x"e'*dx
1. Calculer 1;.

2. A I’aide d’une intégration par parties,
exprimer ln+1 en fonction de I, pour n >
1.

3. En déduire que : V n € IN*,
1 1 1
In :e—(a+§+'”+ ;)

4a) Démontrer que :
vxel0;1]1< el™ <e.

b) Calculer la limite de la suite (In).
c) En déduire

. 1 1 1
lim(=+ =+ -+ —)
n 4od! 1 n!

* _ r2n e™*
. VIEINY u= [ ——dx
1. Démontrer que la suite (un) est
décroissante.
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CALCUL INTEGRAL

2. Démontrer que :
1
O<u,<7(e™ - e2m)

3. Calculer la limite de la suite (un).

[E27 Soit F la fonction définie sur
[0 ;+oo[ par F(x) = fox Vte~tdt .

1. Etudier le sens de variation de F.

2. Démontrer que:Vx =0, ona:
VX< x +=
4

3. A I’aide d’une intégration par
parties calculer I’intégrale

ING +1:)e_tdt pour x > 0.

4. En déduire F admet une limite finie L
en +oo .

5. Donner I’allure de la courbe
représentative (I') de F dans un repére
orthonormé (O ;1 ; J).

| et J.

- 1. Justifier que : :V x € [g;n],

sinx sinx sinx
—_ —_ TT.
1+ m2 1+x2 7 1+(3)?

ona:

2. En déduire un encadrement de
ﬁ;r sinx dx

s 2 "
2 1+ x

[E29 On pose: v n € IN*,
- g dx

In 0 (cosx)n

1.Déterminer deux réels a et b tels que

pour X € [0;%],

1 _ acosx bcosx

cosx 1-sinx 1+sinx

En déduire la valeur de I; .
2. Calculer 5.

3. Pour n > 3, établir la relation entre In
et In-2

4. En déduire les valeurs de 4 et |5 .

[E80 On pose: v n €IN*,
Ih = f01(1 — x™MV1 — x2dx .

Io=flexdx et Jn:folx”\/ — x2dx .

1. En utilisant des considérations d’aires,
justifier que Jo = g.

2.a) Calculer Ji.
b) En déduire la valeur de ;.

3.a)Etudier le sens de variation de la suite

(In).
b) En déduire que les suites (Jn) et (In)
convergent.

4.a)Démontrer que : V n € IN*,
I < f01 x™dx
b) En déduire les limites des suites (J,) et

(In).

[E8T L"objectif est d’étudier la suite (un)

1 1

définie par : uo = [ =dx Vn€eIN*,
_ 1l x"
Un—foﬁdx.

1.a) Soit f la fonction dérivable sur [0 ; 1]
et définie par : f(x) = In( x + V1 + x?2).
Calculer la dérivée de f. En déduire uo.

b) Calculer us.

2. Démontrer que la suite (un) est
convergente.

3. a) Démontrer que : V n € IN*,

———=<Un <
(n+1)V/2 (n+1)
b) En déduire la limite de la suite (un).

4. Pour tout entier n > 3, on pose :
Ih= fol x™ 21 + x2dx .
a)Vérifier que vn > 3,0na:

Un + Un2 = In.

b) A I’aide d’une intégration par parties
portant sur In, justifier que pour tout
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CALCUL INTEGRAL

entier n>3,0na: nup+ (N-1)un2 =

V2

c¢) En déduire que pour tout entier n > 3,
ona:(2n-1u, <vV2.

d) Déduire des questions précédentes que
la suite (nun) est convergente et calculer
sa limite.

- On consideére les intégrales (In) et
(Jn ) définies par :

T
lo=J3 — Jo—f3cosxdxetVnE

_ E(sinx)n
In :[fOS ot dx et Jn
=3 (sinx)"cosxdx.
1. a) Calculer Jn.
b) En déduire que :

_ - n+1
In+2 In n+1( )

2.a) Calculer 1.
b) En déduire I3.

3.a) Démontrer que la fonction F définie
sur [0 ;g] par F(X) = In |tan(§ + g) | est
une primitive de la fonction x —
b) Calculer lo puis I et la.

cosx

-La Formule de Wallis
Onpose Vn € IN, In=[3(sinx)"dx

1. En intégrant par parties, montrer que
pour tout entiern > 2,0na: Ip= ”T_l -2

2. Calculer lget I, et démontrer par
récurrence que :

1x 3 x5 x.x(2n— 1)

2X4X6X%X.X2n

lon= pour n=>1;

2x4x6x.x2n 1
1x3x5x..x(2n-1) (2n+1)’
pourn = 0.

lon+1 =
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3. Démontrer que la suite (In) est
décroissante.

7 .n—-1
4. Démontrer que : Tln—l <Ih<l,_1
sin>1.

I L
5. Démontrer que : lim22 =

n_»oo[2n

6. Démontrer que :

2

( 2%xX4x6x..%X2n )

nL“Too 1x 3 x5x..x(2n-1)
1 T
X— = —
2n+1) 2

(Formule de WALLIS).

Partie A
Soit F la fonction définie sur IR par

F(x) — fox dt

1+t2
1. Justifier que F est dérivable sur IR et

calculer F*(x).

2. Soit u la fonction définie sur [0 ; g[
par: u(x) = F( tanx ).

a) Calculer u *(x).

b) En déduire que pour tout x € [0; [,
u(x) = x.

¢) En déduire que : f =z,

1+ t2 4

Partie B

Soit la suite (un) définie par :

Vn €IN* u= 11444 ﬂ.
3 5 2n+1

On se propose de démontrer que la suite
(u)) converge vers %.(Formule de
LEIBNIZ).

1. Démontrerque Vt € IR :

t2n+2

n n n
(1- t* + +( 1) t* ) 1+t2_ ( ) 1+t2°

2. En déduire a I’aide d’une intégration,
que :

Un- [ 25 = (ay [

1+t2

1+t2

3. a) Démontrer que : vVt € [0;1] on a:
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£2n+2 on+2 ) 1 dt < 1
1+t2 st ' | Un fO 1+t2 | — 2n+3’
b) En déduire que :

) a 4. Conclure.

9. EQUATONS DIFFERENTIELLES

ACTIVITE

Soit la fonction f dérivable sur IR et définie par : f(x) = ™%X

1. Veérifier que : vx € IR, f'(x) + 2f(x) =0

2. On considére la fonction g dérivable sur IR et définie par : g(x) = 3e~2%,
Veérifier que : vx € IR, g'(x) +2g(x) =0

On dit que f et g sont solutions de I’équation différentielle y' +2y = 0

I. DEFINITION
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On appelle équation différentielle, une équation ou I’inconnue est une fonction f de IR vers IR
et dans laquelle apparait au moins une des dérivées successives de f.

Exemple

y’ + 2y =x?2 est une équation différentielle du premier ordre.
y’’ — 4y’ +7y = 0 est une équation différentielle du second ordre.

Remarque : résoudre ou intégrer une équation différentielle, c’est déterminer toutes les
fonctions solutions de cette équation

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE
y’—my =0 (me IR)

Résolution de | équation I’équation différentielle (E) y’ — my =0 (me IR).
m La fonction nulle est solution de (E).
m Déterminons les solutions non nulles de (E).

Ona:y#0,y-my=0 & y=my < y;':m & Inlyl=mx+c:celR.

& |yl =em™tc:celR.
PR y:emx+c ou y:_emx+c

& y=eteMXgyy=-efemX
& y=Ke™ avecK € IR".

Propriéte

m Les solutions de I’équation différentielle y’ — my = 0 sont les fonctions x — Ke™* avec K €
IR

m |l exixte une unique solution de cette equation différentielle vérifiant la condition initiale
y(xo) =yo (x,ety, sontdes réels donnés).

Exercice résolu 1

1)Résoudre les équations différentielles suivantes :

)y’ -2y=0

b)y +3y=0

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle

( E) qui Vérifie la condition donnée :

a)(E): y-4y=0etf(0)=3

b) (E):y ++2y=0:lacourbe représentative de f dans un repére orthonormé admet au point
d’abscisse 0 une tangente de coefficient directeur 1
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Solution

1) a. Résolutionde (E; ) :y’- 2y =0
m = 2 ; donc les solutions de ( E; ) sont les fonctionsx +— ke?*;aveck €IR.
b.Soit (E, ):y +3y=0
m = -3 ; donc les solutions de ( E, ) sont les fonctions x — ke™3* ; aveck€ IR .
2a.Soit (E):y —-4y=0 .
m = 4, donc les solutions de (E) sont les fonctions x ~ y(x) = ke** , k €IR
y0)=3< k=3.
Donc la fonction f est définie sur IR par f(x)= 3e** .
b. Soit (E) : y’ ++/2y = 0.
m = —v/2, donc les solutions de (E) sont les fonctions x =y(x) = ke *¥Z avec k € IR.
y'(X) = -V2 k e ™2 | Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 0 est f'(0),
Par suite la condition donnée dans I’exercice se raméne a f'(0) = 1.

7 — _ _ 1 _ \/E
yO=1le -2k =1o k=-% o k=-%
Donc la fonction f est définie sus IR par f(x)= — */2—5 e~ XV2

Exercice 2.1
1. Résoudre I’équation différentielle 5y’ = 2y
2.Déterminer la solution f de I’équation différentielle ( E ) qui vérifie la condition donnée :

(E):y'=5y=0; f(2)=7

IHILEQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE
y’’—_—my=0 (ImeIR)

Considérons I’équation différentielle (E’) : y’’—=my =0

1¢F cas: m=0

y’=0&ey =a;a€lR
©y(x)=ax+b;aelRetbelR.

Propriété 1

Les solutions de I’équation différentielle y’" = 0 sont les fonctions x — ax+b;a€lIR ethe
IR.

2°me cas:m >0
Considérons la fonction u définie sur IR par u(x) = e**, (a €IR)
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1. Démontrer que u est solutionde (E’) ©® a=+vm oua =—+m
Posons m=w?;0na: a=w OU a= —w

Les fonctions x = e®* et x —» e ®* sont donc solutions de ( E’).
2. 0On pose v(x) = Ae®“* + Be~®* ( Aet B réels). Vérifier que v est solution de (E”)

Nous admettons :

Propriété 2

Les solutions de I’équation différentielle y"” — w?y = 0 (w € IR*) sont les fonctions :
x - Ae®* +Be ?* : A€elRetB€IR.

gieme a5 - M < Q

Posons m = - w? , I’équation devient : y*’ + w? y=0.
On pose v(x) = Acos(wx) + Bsin(wx) (AetB € IR ). Vérifier que v est solution de (E”).

Propriété 3

Les solutions de I’équation différentielle y” + w?y = 0 (w € IR*) sont les fonctions :
x +— Acos(w x) + Bsin(w x) ;avecA € IRetB € IR.

Exercice résolu 2

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y'-4y=0

2) y'+9y=0

Solution

1) Résolutionde (Eq) :y” —4y=0.
Cette équation est de a forme y” — w?y = 0 avec w = 2, donc les solutions de ( E; ) sont les
fonctions : x — Ae?* +Be % ;A €IRetB €IR

2) Résolutionde (E,):y”’+9y=0.
Cette équation est de a forme y” + w?y = 0 avec w = 3, donc les solutions de ( E, ) sont les
fonctions x +— Acos(3x) + Bsin(3x) ; avec A €IRetB €IR

Propriété 4

Il existe une unique fonction solution de I’équation différentielle y"" —my =0 (m # 0)
satisfaisant aux conditions initiales y(x,) = y, et y'(x0) = y'y , 0Uxo,¥0, Y o SONt des
nombres réels données.
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Exercice résolu 3

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle ( E) qui
vérifie la condition donnée :

a) 25y’ —16y=0etf(0)=f(0)=1.

b) y" +y =0 ; lacourbe représentative de f dans un repére orthonormé passe par le pont
A(E ; 1) admet en ce point une tangente paralléle a I’axe des abscisses.

Solution
a) L’équation différentielle (E ) : 25y’” — 16y = 0 équivaut a y" — gy =0
et cette équation est de la forme y”" — w?y = 0 avec w = % , donc les solutions de (E) sont les
4 4
fonctions : x — Aes* +Be 5" ;A€IRetB €IR.
Déterminons la solution f vérifiant les conditions f’(0) = f(0) =1 :
4 4
fétant de laformex — Aes* +Be 5" ona:f(0)=1e© A+B=1
4 4
par ailleurs, f'(x) = %Ae?‘ —g Be s etona: f'(0)=1e %A —%B =1
. - N A+B=1 9 1
La résolution du systeme 34 , _ %B — q donne A = setB=—2

5
Ainsi, la solution f vérifiant les conditions f’(0) = f(0) = 1 est la fonction définie sur IR par :

4 4
f(x) = geﬁx — %e_ix
b) Résolution de I’équation différentielle (E):y" +y =10

cette équation est de a forme y” + w?y = 0 avec w = 1, donc les solutions de (E) sont les
fonctions : x » Acosx+Bsinx ; A€IRetB €IR.

Déterminons la solution f vérifiant les conditions données dans cette question :
La courbe de f passe par A (g ; 1) si et seulement si f (g) =1
La courbe de f admet au point A une tangente parallele a I’axe des abscisses si et seulement si

r (T
r(z)=o.
f étant de la forme x — Acosx + Bsinx, f(g):1(:>B:1

Par ailleurs, f'(x) = —Asinx + Bcosxet [’ (g) =0 -A4=0,s0itA=0
f est donc définie sur IR par f(x) = sinx

TABLEAU RECAPITULATIF

Equation différentielle Solutions
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y+my=0mE€EIR) |x » ke ™: k € IR

y"=0 x+—ax+b, a€lRetb€elIR
y"' —w?y =0 x — Ae®* + Be™®*; A € IRet B € IR
y'+wly=0 x - Acos(w x) + Bsin(wx); avecA € IRetB € IR

Exercice résolu 4

Soit I’equation différentielle (E) :y’' + 3y = 2e7*

1) Déterminer le nombre réel a pour que la fonction g définie sur IR par g(x) = ae™ soit
solution de (E).

2) Résoudre sur IR I’équation différentielle (E’) : vy’ + 3y = 0

3) Montrer qu’une fonction f est solution de I’équation differentielle ( E ) si et seulement si la
fonction f — g est solution de I’équation différentielle ( E’).

4) En déduire les solutions de (E) .

Solution
1) Pour tout nombre réel x, g(x) = ae™; g'(x) = —ae™
g est solutionde (E) © g'(x) +3g(x) =2e7*
& —ae™ + 3ae™* = 2e7*
& 2ae ¥ = 2e7%
Sa=1
Donc pour tout x € IR, g(x) =e™
2) Les solutions sur IR de ( E’) sont les fonctions x — ke™3*, k€ IR.
3)la fonction f — g est une solution de (E’) e (f-g)'(x) + 3(f-g)(x) =0
e f'(x)-g'(x) +3f(x) —3g9(x) =0
S fl(x)+3f(x) =g (x) +3g(x)
S f'(x) +3f(x) =2e™* car
g'(x)+3g(x) =2e™™
Ainsi, la fonction f — g est une solution de (E’) & f est solutionde (E)

4) D’apreés la question précedente f est solution de (E ) si et seulement si la fonction f — g est
solution de (E’) .
Or les solutions de ( E”) sont les fonctions x — ke™3*, k € IR.

Donc f(x)- g(x) = ke 3* ; k €IR.
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Dol f(x) = g(x) + ke™3*; k € IR
Les solutions sur IR de ( E ) sont les fonctions f : x » e ™ + ke ™3*; k € IR.

Exercice résolu 5

Au début de la croissance de certaines espéces végétales (telles que le coton, le mais), on estime
que le poids de la plante varie proportionnellement a lui-méme. Pour une espéce donnée de
coton, le poids P (en g par jour ) varie en fonction du temps t ( en jours ) selon I’équation P’(t) =
0,18P(t).

Sachant que le poids de la plante apres un jour est de 2g, quel est son poids aprés 30 jours.

Solution
P'(t) = 0,18P(t) < P'(t) — 0,18P(t) = 0 & P(t) = ke®18  k € IR.

P1) =2 ke®8 =2 & k = prxT o k = 207018

Donc P(t) = 2e 018 x 018t = 2p018t-018
P(30) = 2¢018%30-0.18 o p(30) ~ 370g
Donc au bout de 30 jours la plante pesera 370g.

EXERCICES

[E1] Résoudre sur IR les équations 1)y + 2y =0; y(0) =1
différentielles suivantes : 2)7y + 4y = 0; y(7) = e’

H j— L 1 1 J— . [—
D2y +y =0 2y = -3y 3)y -5y =0;y() =7
3)2y' =2y =0 4 y-my = 0;In(y(2)) = n
)y'-4y =0  5)5y +4y =0 5)2y'-3y = 0;y(2) = e
6)y = 3y 6)y +V2y =0;y(0) = 1.
[E2| Résoudre sur IR chacune des équations 1) Résoudre dans IR Iéquation
différentielles suivantes et déterminer la différentielle (E):y”- 4y = 0.
solution vérifiant la condition initiale
donnee.
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2) Démontrer que I’équation différentielle
(E):y" —4y = 4(x—1)?> — 2 admet
sur IR une et une seule solution qui soit une
fonction polynéme P de degré 2.

3) a) Démontrer que f est solution de ( E’)
si et seulement si la fonction f — P est
solution de (E).

b) En déduire les solutions de ( E’), puis
celle qui vérifie f(0) = f'(0) = 0.

On considére I’équation différentielle (E) :
y 2y =e™

1) Vérifier que la fonctiong: = (x +
1) e~%* est solution de (E) .

2) Démontrer qu’une fonction f + g est
solution de (E) si et seulement si f est
solution de I’équation différentielle

y +2y = 0.
3) En déduire les solutions sur IR de (E) .

Dans une culture de microbes qui se
développent, la vitesse d’accroissement a
I’instant t est proportionnelle & la quantité
de microbes a cet instant.

Sachant qu’il y a 10> microbes au bout de 2
heures et 5. 10° microbes au bout de 6
heures, combien y avait-il initialement de
microbes dans cette culture ?

[E7[Déterminer une équation de la courbe (C)
passant par le point A(1 ;1) et telle qu’en
chacun des points M de (C) la tangente ait
un coefficient directeur double du carré de
I’ordonnée de M.

Le mouvement d’un mobile est défini
par I’équation différentielle suivante : % =

—kv ou k est une constante, t le temps
exprimé en seconde et v la vitesse du mobile
exprimée en m/s.

A l’instant t = 0, v = 20, pour

k =05x 10—

3

1. Déterminer v en fonction de t.

2. Calculer la valeur de t pour v = 10.
3. Calculer la distance entre les deux
positions du mobile correspondant aux
vitesses 20 et 10.

PARTIE A

On considére I’équation differentielle (E) :
f'(x)-2f(x) = xe*.

1. Démontrer que la fonction u définie par :
u(x) = —(x + 1)e* est solution de (E).

2. Résoudre I’équation différentielle (E’) :
f'(x)-2f(x) = 0.

3. Démontrer qu’une fonction v est solution
de (E) si et seulement si v — u est solution
de I’équation différentielle (E’).

4. En déduire que les solutions de (E) sont
les fonctions f;, définies sur IR par :

fi(x) = ke?* — (x +1)e* avec k un réel
quelconque.

5. En déduire la solution de (E) qui s’annule
en 0.

PARTIE B
Soit g la fonction dérivable sur IR et définie
par:g(x) = —x —2 + 2e* .

1. Calculer les limites de g en —oo et en +oo

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a)Calculer g(0).

b) Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet
une solution unique a dans | — oo; —In2|.
c) Justifier que -1,6 <a <-1,5.

4. Justifier que :
VX €] —o0;a[U]0;+oo[, g(x) > O
VX €lea;0[,g(x) < O.

PARTIE C

Soit f la fonction dérivable sur IR et définie
par: f(x) = e?* — (x + 1)e*.

On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonorme (O ;1;J).

(Unité : 2 cm).

1. Calculer la limite de f en — co.
Interpréter graphiquement le résultat.
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f(x)

X

2. Calculer les limites de f(x) et de

lorsque x tend vers +oo. Interpréter
graphiquement les résultats.

3a) Démontrer que : f'(x) = e*g(x).
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

a’+2a

4.a) Démontrer que : f(a) = - "
b) En déduire un encadrement de f ().

e ———
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5. Tracer (C).

6. Soit un réel ¢t tel que t < 0.

a) Calculer a I’'aide d’une intégration I’aire
A(t) encm? de la partie du plan limitée par
(C), (Ol) et les droites d’équations x =
tetx =0

b) Calculer la limite de A(t) lorsque t tend
vers —oo,
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

e ————
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1. BARYCENTRE T

RAPPELS
Lignes de niveau

Soit A et B deux points distincts du plan k un nombre réel et 4 un vecteur .

m L’ensemble des points M du plan tels que : MA.MB =0 est le cercle de diamétre
[AB].

m L’ensemble des points M du plan tels que : AM.1 =Kest: -
-@siu= 0etk=0
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-leplansi 7= 0 etk=0
- une droite de vecteur normal #si @ # O .

m L’ensemble des points M du plan tels que : AM =k (k >0) est le cercle de centre A
et de rayon k.

m L’ensemble des points M du plan tels que : A -k (k>0)est:

MB
o la médiatrice de [AB] si k = 1.
o le cercle de diametre [1J] ou | est le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,k), J le
barycentre de (A,1) et (B,-k) si k # 1.

Relations dans le triangle
Soit ABC un triangle. On pose : BC =a, AC = b, AB =c. | est le milieu de [BC] et H le
projeté orthogonal de A sur (BC).

Ona:
b . . .
o—— = ——= —_=2R. (Rest le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC).
SinA sinB sinC

oa? =b%+c?— 2bc cosBAC (Théoreme d’Al-Kashi).
2
o AB? + AC? = 24I* + % (théoréme de la médiane).

o AB* — AC? = 2BC x IH.

AB? + AC? — BC?

AB.AC =
° 2

Exercice 1
Soit ABC un triangle ; On note A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments
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[BC],[AC] et [AB].
L est le milieu de [B'C] et M est le symétrique de C’ par rapport a B.

1. Faire une figure.
2.a) Ecrire M comme barycentre de A et B.

b) Ecrire L comme barycentre de A et C.

3. Démontrer que A’, M et L sont alignés.

Exercice 2
ABC un triangle tel que AB =7, BC=4 et AC=5.

Construire le point H barycentre des points pondérés (A, -1), (B, 2) et (C, 3).

Exercice 3
Soit A et B deux points tels que AB = 4.
Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que :

1. AM.AB =0.
2. AM.AB =-8.
3. AM.AB =2.
4. MA=3MB.
5. MA2-MB?=12,

6. -5MA? + 3MB?= -8.
BARYCENTRE DE n POINTS PONDERES (n > 2)

1.Théoréme et définition

n

Soit (4;, a;)1<i<n, UN systéme de n points pondérés tels quez a; + 0.
i=1

Il existe un point G unique tel que >, a;GA, =0

Ce point G est appelé barycentre du systeme (A4;, @;)1<i<n-
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2. Propriétés

¢ Homogéneité du barycentre
Le barycentre de n points pondérés est inchangé lorsqu’on multiplie tous les coefficients par
un méme réel non nul.

¢ Isobarycentre

n
Soit (4;, a;)1<i<n UN systéme de n points pondérés tels que Z a; # 0.

i=1
Lorsque a; = a, = -+ = a,,, le barycentre du systeme (4;, @;)<;<n €St appelé isobarycentre
des points (A;)1<i<n

¢ Barycentres partiels
On ne change pas le barycentre de plusieurs points en remplacant certains d’entre eux par leur
barycentre affecté de la somme non nulle des coefficients correspondants.

n

3. Réduction de Z a;MA,
i=1
Propriétés

n
m Le casZai * 0.
i=1
Soit G le barycentre du systeme (4;, a;)1<i<n - AloOrs, pour tout point M, on a:

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 153



n

m Le casz a; = 0.

i=1

n

Le vecteur Z a;MA, estindependantde M : c’est un vecteur constant.
i=1

Exercice résolu 1

Soit ABC est un triangle tel que AB=AC =8cmet BC =4 cm.
Placer le point M tel que : 2MA + MEB + MC = AB.

Solution

La somme des coefficients est non nulle, donc on peut réduire le vecteur 2MA + MB + MC
en utilisant le point G = bar {(A, 2), (B, 1) , (C,1)}.

Ona:2MA+ MEB + MC = 4MG .Donc :

2MA + MB + MC = AB @ 4MG =AB < GM = —iﬁ.

Figure

Pour construire le point G, utilisons le barycentre partiel H tel que :
H =bar{(B ;1),(C ;1)}. H est le milieu de [BC].

Alors :

G=bar{(H ;2),(A ;2)}. G est le milieu de [AH].
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Exercice résolu 2
ABC est un triangle équilatéral de centre O.
1.Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que

|MA + MB + MC|| = 6.
2.Déterminer et construire I’ensemble (F) des points M du plan tels que
|MA + MB + Mc|| = |2MA - MB - M¢).

Solution :
1. O est I’isobarycentre des points A, B et C et par suite

Me@E) o /[Mi+mB+mcl=6 o /RMéllz6 = om=2.
(E) est le cercle de centre O et de rayon 2.

2. On remarque que le vecteur 2MA — MB — MC est constant car la somme des coefficients

est nulle. Donc pour réduire le vecteur 2MA — MB — MC , on peut remplacer M par A. Alors
pour tout point M, on a :

2MA — MB — MC = —AB — AC = —24I , ol | est le milieu de [BC].
M e(F) = [336 [ = [ -22i [l = om =2a1 = Ao,

(F) est le cercle de centre O et de rayon AO .
Figure

(F)

(E)

4. Coordonnées du barycentre

Propriéte
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Le plan est muni du repere (O, i, j), on considére n points A; (x;; y;)1<i<n tels que

Zai # 0.Le barycentre G des n points ponderes (A, o ); (A, 0t,);eeeen. (A,,a,) apour

i=1

n n
Nz XiXi | Ny aiYi)

coordonnées : (x;: V) :< =

. n .
i=1al Zi=1al

Exercice 1.1

Le plan est muni d’un repere orthonorme direct (O,T,T). On donne les points A(2; 1),
B(—1;2) et C(3;-1)

Déterminer les coordonnées de K barycentre de (A, 3), (B,-2) et (C, %) et du centre de
gravité G du triangle ABC.

LIGNES ET SURFACES DE NIVEAU

1. Définitions

B Soit k un nombre réel et f une application du plan dans IR.

la ligne de niveau k de f est I’ensemble des points M tels que f(M) = k
B Soit k un nombre réel et f une application de I’espace dans IR.

la surface de niveau k de f est I’ensemble des points M tels que f(M) = k

2. Lignes et surfaces de niveau de M — Z—z

Théoréme

Soit A et B deux points distincts et k un réel strictement positif. Soit (E) I’ensemble des points

M tels que : x—: = k.

Dans le plan

M Si k=1, (E) est la médiatrice de [AB].

B Si k# 1, (E) est le cercle de diamétre [1J]

ou | est le barycentre du systeme {(A,1) ; (B,k) } et J le barycentre de { (A1) ; (B,-k) }
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Dans I’espace :
M sik =1, (E) est le plan médiateur de [AB]
B sik = 1, (E) est la sphére de diamétre [1J].

3. Lignes et surfaces de niveau de M Zn:aiMAf

i=1

Théoréme

Soit (4;, @;)1<i<n Un Systéme de n points pondérés et k un réel. pour tout point M, on pose :

n

f(M) = Z aMA?
i=1
Soit (E) I’ensemble des points M du plan tels que : f(M) = k.

M Le cas Z a; +0

i=1
Soit G le barycentre du systeme (4;, @;)1<i<n -
e Alors, pour tout point M, ona:

(M) = () @)MG? + £(6)

Dans le plan : (E) est @, ou {G} ou un cercle de centre G.

Dans I’espace : (E) est @, ou {G} ou une sphére de centre G.

n

M Le cas Zai =0
i=1

n

Le vecteur U = Z a;MA, est indépendant du point M.
i=1
Soit K un point quelconque.

e Alors, pour tout point M, ona: f(M)= — 2U. KM + f(K) .

Dans le plan (E) est :
-@ouleplansi U= 0.
- une droite de vecteur normal aUsi U # 0.

Dans I’espace : (E) est @, ou le plan de vecteur normal & U ou I’espace.
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Exercice résolu 3 :
ABC est un triangle équilatéral de coté 6 .Soit A’ le milieu du segment [BC].

1. Construire le point G barycentre de (A, 2), (B, 1) et (C, 1)
2. Soit (E) I’ensemble des points M du plan tels que :
2MA? + MB%2 +MC2 =72.

a) Verifier que A appartient a (E).
b) Déterminer et construire I’ensemble (E)

3. Soit I’ensemble (A) des points M du plan tels que 2MA? — MB? — MC?2 =36.
a) Verifier que A’ appartient a (A).
b) Déterminer et construire (A)

Solution :

1. G =bar {(A;2),(B;1),(C;1)} or A’ = bar{(B,1),(C,1)} donc G =bar {(A;2),(A’ ;2)}.G est le
milieu de [AA].

Figure

(E)

2.a) Posons pour tout point M du plan, f(M) = 2MA? + MB? + MC?.
Ona:f(A) = 24A% + AB? + AC? = AB? + AC? = 36 + 36 = 72 donc A appartient a (E).
b) M € (E) ®4MG? + 2GA*> + GB?> + GC?* =72 .

Calculons GA, GB et GC
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BC?

D’aprés le théoréme de la médiane AB* + AC? = 2AA?+

Donc AA’ = 3v3 et GA = % AA"  donc GA = 3*—F

Dans le triangle GBA’ , la propriété de Pythagore nous donne GB? = BA”” +GA"

Par suite GB = %7 . Comme G appartient & la médiatrice du segment [BC]donc

GC=6B= 27,
Dol : M €(E) = 4MG? +2(3*F)2 + 2(”)2 =72 o MG? =2 & MG :%?
Donc (E) est le cercle de centre G et de rayon . Comme A € (E) donc (E) est le cercle de

centre G et de rayon GA.

2) Posons pour tout point M du plan, g(M) = 2MA? — MB? — MC?.

a)Ona:g(A’) =24'A% — A'B? — A’C? = 2(3+/3)?—9-9 =36 donc A’ appartient & (A).

b) La somme des coefficients est nulle, donc :

g(M) = 2(MA" + A'A)* — (MA' + A'B)? — (MA'+ A'C)’.

g(M) = 2(MA'2 + 2MA". A'A + A’AZ) —(MA' + 2MA". A'B + A'B?)— (MA"? + 2MA". A'C + A'C?).
g(M) = 2MA'.(2A'A — A'B — A'C) + g(A’) = 4MA". A’A + 36 .

M €(E) & 4MA" A7A + 36=36 & MA.A'A=0.

Comme A’A % 0 donc (A) est la droite passant par A’ et perpendiculaire a la droite (A’A)
donc (A) = (BC).

4. Lignes de niveau de M ~ Mes(MA ; MB )
a) Points cocycliques
Théoreme

Quatre points distincts A, B, C, D non alignés sont cocycliques si et seulement si
mes(AC ; AD ) = mes(BC ; BD ) + krt, (k € 7).

b) Lignes de niveau de M — Mes(MA ; MB)
Théoreme

Soit A et B deux points distincts du plan et 6 un réel tel que 8 €] — m; =].
Soit (E) I’ensemble des points M du plan tels que : Mes(MA ; MB) =0

mCas0=00uB=m
—Si 8 =0 alors (E) est la droite (AB) privée de [AB].
—Si 8 = m alors (E) est le segment [AB] privé de A et B.
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Remarque : I’ensemble des points M du plan tels que : mes(MA ; MB ) = km, (k € Z) est
la droite (AB) privé de A et B.

mCas0+0etO = m.

L’ensemble (E) des points M du plan tels que : Mes(m : MB ) = 0 est I’'un des deux arcs de
cercle d’extrémités A et B, prive de A et B.

Méthode de construction de I’ensemble (E)

Notons (T') le cercle de centre O passant par A et B

tel que : mes(04 ; OF ) = 20 +2kr, (k € 7).

Ce point O appartient a la médiatrice de [AB] et a la
perpendiculaire en A a la demi-tangente [AT) telle
que: Mes(AT ; AB ) = 0.

Cas particuliers :
- I"ensemble des points M du plan tels que : Mes(MA ; MB ) = ~(ou Mes(MA ; MB ) = -

g) , est I’'un des deux demi-cercles de diamétre [AB] privé de A et B.

Exercice résolu 4:
A et B sont deux points distincts du plan tels que AB=5.
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1) Quel est I’ensemble (E;) des points M du plan tel que Mes(lvTA, IVTB) =0

2) Déterminer et construire I’ensemble (E,) des points M du plan tel que Mes(MA, MB) :%

Solution

1. (E,) est la droite (AB) privée du segment [AB].
2. (E,) est I’arc AB privé des points A et B.
Construction de (E>) :

- On trace la demi-droite [AT) tel que Mes(AT, AB) =~ et la perpendiculaire (D) & (AT) en

A.
- Le centre O du cercle cherche est I’intersection de (D) et de la médiatrice de [AB].
Figure

(D)

A

Exercice résolu 5

a est un nombre reel strictement positif et ABC est un triangle équilatéral de coté a.
1) Construire le point D barycentre du systeme {(A; 2),(B;-2),(C;-1)}
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2) Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles et que le triangle BCD est rectangle
en B.

3) Soit (F) I’ensemble des points M du plan tels que 2MA* —2MB* - MC? =0

a) Verifier que C € (F)

b) Déterminer et construire (F)

4) On désigne par (G) I’ensemble des points M du plan tels que 2MA® —MB? - MC? =a”*

a) Vérifier que C € (G)

b) Déterminer et construire (G)

5) Soit I le point d’intersection autre que C des ensembles (F) et (G) .

Démontrer que le triangle CDI est équilatéral.

Solution :

Figure :

©)

1) Construction du point D :
Soit H = bar{ (A; 2), (C;-1)}. Alors D = bar{(H; 1), (B;-2)}.

Ona AﬁH = —AﬁC donc A est le milieu de [HC] et ﬁ D=2 I—TB donc B est le milieu de
[HD].

Voir figure ci-dessous.

2) oA est le milieu de [HC] et B est le milieu de [HD]
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Par suite les droites (AB) et (CD) sont donc paralleles ( Droite des milieux dans un
triangle).

eMontrons que le triangle BCD est rectangle en B.

A est le milieu [HC] et AB =A C donc le cercle de diamétre [HC] passe en B et le triangle

HBC est rectangle en B.
Or les points H, B et D sont alignés donc le triangle BCD est rectangle en B .

3)a) Vérifions que C appartienta (F)

Ona: 2CA* —2CB? -CC? = 2CA? —-2CB?*=2a’ -2a*=0
Donc C € (F)

b) Déterminons (F)

2-2-1=-1; La somme des coefficients est non nulle donc (F) est {D} ou @ ou un cercle de
centre D. Comme C e (F) alors (F) est non vide et (F) = {D}.

Finalement, (F) est le cercle de centre D et de rayon DC.

Voir figure ci-dessous.

Remarque : On aurait pu utiliser la méthode de la réduction de la somme
2MA? —2MB? — MC? pour résoudre cette question.

4) a) Vérifions que C e (G)
Ona: 2CA*-CB?-CC?=2a?’-a’=a*
Donc C € (G)

b) Déterminons (G)

2-1-1=0 ; La somme des coefficients est non nulle donc le vecteur

%l = 2MA — MB — MC est indépendant du point M. On a donc u = 2EA- EB— EC = -2 AE
ou E est le milieu de [BC]. Ainsi, 7 # 0 don (F) une droite de vecteur normal le vecteur
u=-2AE .

Comme C e (G) alors (G) est la droite passant par C et de vecteur normal i .

Voir figure ci-dessous.

Exercice résolu 6

ABCD est un trapéze non rectangle tel que la droite (AB) est paralléle & la droite (CD). On
désigne par I, J et O les milieux respectifs de [AB], [CD] et [1J].

1. Déterminer et construire I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :

[ -+ WE]| = [VC + D).
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2. Les médiatrices des cotés [AD] et [BC] se coupent en G. Démontrer que :
GA? + GB? = GC? + GD?.
3. Soit (E,) I’ensemble des points M du plan tels que : MA? + MB? = MC? + MD?,

a) Justifier que (E,) est non vide.

—_ —

b) Démontrer que : M € (E,) < 1J.OM = k (k est une constante réelle).

—

c) En déduire que : M € (E,)  1.GM = 0.

d) Déterminer et construire (E,).

Solution :
Figure

1) M e(E,) < m+MBH:‘MC+MD

M e (E,) < [2MI

=[2w]

M e (E,) < MI=MJ. Donc (E1) est la médiatrice de [IJ]
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2) Démontrons que GA®* + GB® =GC? + GD?

G appartient & la mediatrice de [AD] et & la médiatrice de [BC] donc GA=GD et GB=GC
D’ol  GA*=GD’ et GB’=GC?

La somme membre a membre des deux égalités précédentes nous donne

GA®? +GB® =GC*? +GD’

3) a) Justifions que (E-) est non vide.
D’aprés la question 2) Ona GA? +GB* =GC? +GD?
Donc le point G appartient a (Ez) par suite (E2) est non vide

b) Démontrons M € (E,) < IT]OT\/I =k
On a: Me(E,) < MA*+MB*-MC?>-MD*=0

La somme des coefficients est nulle donc la réduction de
MA? + MB? — MC? — MD? donne pour tout point M du plan,

MA2? + MB2 — MC2 — MD? = OA? + OB? - OC? — OD? - 2u.0M
avec U =OA+OB-OC-0D = 201 — 20] = —2I] .

M e(E2) < OA?+OB?-0C?—-0D?+41].0M =0

N AN 2 2 2
M c(E2) « 1J.0m =—OA —OB :OC +OD

—0OA? -0OB? +0C? +0D?
4

Posons k =

M e(E2) < 1J.0M =k

c) Démontrons M € (E2) < ITJGT\/I =0

M e(E,) < GA?+GB?-GC?-GD?-2u.GM =0
De plus GA® +GB2—GC2—-GD?=0 et u=2Jl

Me(E,) < 1J.GM=0

d) (E2) est la droite passant par G et perpendiculaire a (1J)
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EXERCICES
Soit ABC un triangle.

1. Construire les points Q, R et G définis
par :

Q est le barycentre de {(4, 3), (C, 1)}

R est le barycentre de {(4, 3), (B, 1)}

G est le barycentre de {(A,3),(B,1),(C,1)}
2. Démontrer que les droites (BQ) et (CR)
passent par G

3. Démontrer que les points A, B, G sont
alignés.

ABCD est un parallélogramme. On
définit les points P et Q par :
Ap=1aB

3
Q est le symétrique du milieu de [AD] par
rapport a A .
1. Faire une figure.
2. Démontrer que C est le barycentre des
points pondérés (AJ);(B;-1);(D,-1)
3. En déduire que les P, Q et C sont
alignés.

Dans le plan, on considere le triangle
ABC isocéle rectangle en A tel que
AB=AC =3a , (a€ IR}).
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1.Construire le barycentre G du systéeme
{(A4), (B,-3), (C.2)}.

2. Calculer GA, GB, GC

3. Soit (E1) I’ensemble des points M du

plan tels que :

4MA? —3MB® + 2MC* = —-36a°

Soit D le symétrique de B par rapport a A.
a) Démontrer que D appartient & (Eq).

b) Déterminer et construire (Eq).

4. Soit (E;) I’ensemble des points M du
plan tels que :

MA? —3MB? + 2MC? = —AB?
a) Démontrer que

M € (E;) & AM. (=3AB + 2AC) = 0
b) Déterminer et construire (E,).

ABC est un triangle équilatéral de coté a,
(a>0) et de centre de gravité I . Soit D un
point du plan.

1.a) Démontrer que ABDC est un losange
si et seulement si D est barycentre du
systeme de points pondérés

{(A-1);(B,1);(C,1)}
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b) Justifier que Al = T

2. Soit (I') ’ensemble des points M du plan

tels que MA® + MB® + MC? =13a°
Déterminer et construire (T')

4. Soit (L) I’ensemble des points M du plan

tels que - 2MA? + MB? + MC? =0
a) Démontrer que

M € (L) © AM.AD = g2

b) Vérifier que D € (L)
c) Déterminer et construire (L)

5.50it (A) I’ensemble des points M du plan
MA- MB- MC

N

MB

tels que

Déterminer et construire (A)

ABC est un triangle rectangle en A tel
que AB=a et AC=2a .

I désigne le milieu de [AC] et G le
barycentre du systeme
{(A;3), (B; -2), (C; 1)}

1.a) Construire le point G et préciser la
nature du quadrilatere ABIG ;

b) Exprimer en fonction de a les distances
GA, GB et GC.

2. A tout point M du plan, on associe le
nombre réel

f (M) =3MA® - 2MB? + MC?

a)Exprimer f(M) en fonction de MG et de a
b) Déterminer et construire I’ensemble (I)
des points M du plan tels que f(M) =2a2

3.A tout point M du plan, on associe le
nombre réel

h(M) = 3MA? - 2MB? — MC”

a) Démontrer qu’il existe un vecteur U non
nul tel que

h(M) = MB.u-2a?
b) On désigne par (A) I’ensemble des
points M du plan tels que

h(M) = —2a’

« VVérifier que les points J et B
appartiennent a (A).

«Préciser la nature de cet ensemble et le
construire

4. (A) et (') sont sécants en deux points E
et F.

Démontrer que les triangles GEC et GFC
sont équilatéraux.

L’unité de longueur est le cm

On considére dans le plan le triangle ABC
telque AB =7 ; BC=4et AC=5.

| est le milieu de [BC]

1. Démontrer que AI = v/33

2.S0it M un point du plan. Pour quel valeur

du nombre réel m le vecteur
- -

_)
m MA+ MB+ MC est égal a un vecteur
_)
U indépendant de M.
N
a) Déterminer le vecteur U en fonction du

R
vecteur Al

b) Déterminer et construire I’ensemble (L)
des points M du plan tels que

-2MA ? + MB? + MC ? = -58

3.Soit D le barycentre du systeme

{(A-1);(B,1);(C,1)}
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a) Demontrer que le quadrilatere
ABDC est un parallélogramme.

b) Déterminer et construire I’ensemble (L)
des points M du plan tels que

-MA? + MB? + MC? =-25

ABCD est un rectangle de centre O tel que
AB=2etBC=1

1. Calculer OA

2. Déterminer et construire I’ensemble (I')
des points M du plan tels que

MA? + MB* + MC* + MD? =10

3. Déterminer et construire I’ensemble (E)
des points M du plan tels que

Mes(MA, MB) =—%

ABC est un triangle équilatéral de coté a .
1. Construire le barycentre G du systeme

{(A,2);(B.-2);(C,-1)}

2. Déterminer BA.BC en fonction de a

3. Démontrer que les droites (AB) et (CD)
sont paralléles et que le triangle BCD est
rectangle en B

4. On désigne par (F) I’ensemble des
points M du plan tels que

2MA* —2MB* - MC* =0
a) Vérifier que C e (F)
b) Déterminer et construire (F)

5. On désigne par (I') I’ensemble des
points M du plan tels que

2MA* — MB? - MC? =a’

a) Montrer que C € (I')
b) Déterminer et construire (T')

6. Soit | le point d’intersection autre que C
des ensembles (F) et (I)
Montrer que le triangle CDI est équilatéral

L’unité de longueur est le cm.

DEF est un triangle rectangle et isocele en
E tel que la distance DE est égale a 4.

K est le milieu du segment [EF] etGle

point défini par GﬁD = % F%E

1.Faire une figure

2.a) Démontrer que G est le barycentre des
points pondérés {(D,2); (E,-1); (F,2)}
b) Démontrer que le quadrilatére GFKD
est un parallélogramme ;

¢) En déduire que GF = 24/5

d) Démontrer que le triangle GEF est
isocéle en G.

3.0n note (C ) I’ensemble des points M du
plan vérifiant

2MD? - ME? + MF? = 48
a) Vérifier que E et F sont des éléments de

(C).

b) Déterminer et construire I’ensemble

(C).

Dans le plan complexe rapporté au
repere (0;1;]), on considére les points A,
B et C d’affixes respectives : —i; 8 + 5i et
8 — 5i.

1. Placer A, B et C.

2 Démontrer que le triangle ABC est
isocéle.
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3. Soit G le barycentre des points pondérés
(4,-1),(B,1) et (C,—1). Démontrer
que le quadrilatere AGBC est un losange.

4. On considére I’ensemble (E;) des points
M du plan tels que :
MA? — MB? + MC? = —20.

a) Démontrer que A et C appartiennent a

(E1).

b) Déterminer et construire (E;).

5. On considére I’ensemble (E,) des points
du plan tels que :

|MA — MB + MC|| = || MA-2MB+MC |

Soit ABC un triangle équilatéral de
coté 3 et de centre de gravité G.
B’ est le milieu de [AC] et D est le point tel

que:ﬁz%B_B’)

1. Ecrire D comme barycentre des points
A, B, C affectés de coefficients que I’on
précisera.

2. Calculer DA,DB et DC

3. Soit (E) I’ensemble des points M du
plan tels que :
3MA? — 2MB?2 + 3MC? = 12

a) Vérifier que (E) passe par G.
b) Déterminer et construire (E).

Soient 3 points du plan A, B, C non
alignés et soit k un réel de I’intervalle
[—1;1].

On note G le barycentre du systeme
{(A k? +1),(B,k), (C,—k)}.

1. Représenter les points A, B, C, le milieu
I de [BC] et construire les points G, et
G_;.

2.a) Montrer que, pour tout réel k de
I’intervalle [-1; 1], on a I’égalité : AG, =
_k B—(:)

k2+1

b) Etablir le tableau de variation de la
fonction f définie sur [—1; 1] par

0 =-55
c) En déduire I’ensemble des points Gy
quand k décrit I’intervalle [—1; 1].

3. Déterminer et construire I’ensemble
(E) des points M du plan tels que :

|2MA + MB — MC|| = ||2MA — M8 + MC].

4. Déterminer et construire I’ensemble ( F)
des points M du plan tels que :

|2MIA + MB — WG| = ||2MA — MB — Wc||.

DEF est un triangle rectangle isocéle
en E tel que DE = 4 cm.
K désigne le milieu du segment [EF] et G

le point défini par : GD = iF_E) .

1.a) Faire une figure.

b) Démontrer que G est le barycentre des
points pondérés (D, 2), (E,—1) et (F,1).
c) Démontrer que le quadrilatere GFKD est
un parallélogramme.

d) En déduire que GF = 2v/5 .

e) Démontrer que le triangle GEF est
isocéle en G.

2. Soit (C) I’ensemble des points M du
plan tels que :

2MD? — ME? + MF? = 48

a) Vérifier que les points E et F
appartiennent a (C).

b) Déterminer et construire (C).
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Dans I’espace, on considére trois
points non alignés A, B, C et le point |

défini par KI = A§+%AHC

1. Exprimer | comme barycentre de A, B
et C.

On suppose maintenant que le triangle
ABC est rectangle en A et que AB =2 et
AC=1.

2. Soit (S) I’ensemble des points M de
I’espace tel que MA? —2MB? —MC? = -3

Démontrer que (S) est une sphere dont on
précisera le centre et le rayon.

Soit ABC un triangle équilatéral.

Déterminer et construire I’ensemble (E)
des points M du plan tels que :

1. Mes(m, W) =I

3"

2. Mes(m, W) =-=I

>

3. Mes(m, W) = g.

2. LES NOMBRES COMPLEXES

Historique

XVI¢siecle : Premiere utilisation des nombres complexes par des mathématiciens italiens
( Bombeli, Cardan , Tartaglia ) dans la résolution de certaines équations du second degreé avec la

manipulation de v—1

1722 : Autre utilisation par Moivre dont la formule porte son nom ( en trigonométrie)

1707 : Euler adopte les notations a + ib et re’®

XIX® siecle : Gauss et Cauchy donnent un statut indiscutable aux nombres complexes.

DEFINITION- REPRESENTATION

GEOMETRIQUE

1. Définition et propriétés

Définition

On appelle ensemble des nombres complexes et on note C un ensemble contenant IR tel que :
m il existe dans C un élément noté i tel que : i? = —1.
m tout élément de C s’écrit sous la forme a + ib, ou a et b sont des réels.
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m C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent I’addition et la multiplication
de IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.

Exemples

| 2i; 3—4i; 1; 0; v/3 + 4,5i; —20 sont des nombres complexes.

Forme algébrique, partie réelle, partie imaginaire

Soit un nombre complexe z = a + ib avec a et b reels.

ml’écriture a + ib est apellée forme algébrique de z:

a est appelée partie réelle de z et b partie imaginaire de zet on note a = Re(z) et

b = Im(z).

msib = 0,onaz = a, zestunréel

msia = 0,onaz = ib, ondit que z est un imaginaire pur. L’ensemble des imaginaires purs
est noté iIR.

Exemples

—Soit les nombres complexes suivants: z = —1 + 2i; u = 3i; v = 1. Alors:
Re(z) =-1letIm(z) = 2; Re(u) =0 et Im(u) = 3; Re(v) =1 et Im(v) = 0; Re(0) = Im(0) = 0.
— Les nombres complexes 3i ; —%i ; 0 sont des imaginaires purs.

Exercice 1.1

Soitu = 1 + 2ietv = 3 — i. Calculez sous forme algébrique les nombres complexes
suivants: u + v: u- v —4u + 3v: uv: u?; ud.

Propriétés

mL’écriture d’un nombre complexe sous la forme z = a + ib ou a et b sont des réels est
unique.

mPour tous réels a,b ,a’,b’, on a:

a+ib=a+ib < a=aehb=0>».

a+ib=0a=0etbh =0.

Exercice 1.2
Déterminer les réels x et y pour que I'on ait x + i(y — 1) = 2i

Propriétés
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mTout nombre complexe nonnul z = a + ib ou a et b sont des réels admet un inverse qui

est le nombre complexe noté 2 tel que : =2 _ Db ;.
zZ z aZ+b? aZ+b?

. , , 1
m Soit z et 2 deux nombres complexes avec z’ # 0, alors : 5 =zZX—=

z!

, . . . 1 .
Remarque : Il n’est pas nécessaire de retenir la formule, pour calculer —pon multiplie le

numérateur et le dénominateur par a-ib et on utilise I’égalité : (a+ib)(a-ib) = a? + b?

Exercice 1.3

L. - . 1 -1+3i 1
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants : oo f 2
i _ 5-3i
1-i i-3°

2. Représentation géomeétrique

Définition

Le plan IP est muni d’un repére orthonorme

direct (O ; U; V) appelé plan complexe. R T A O

m Aucomplexe z = @ + ib (avec et b réels) s
on associe le point M(a ; b). 0900 0 e 0 1
On réalise ainsi une bijection de C U N U N DO N T O

,_\
< :

dans le plan P.

On dit que M est le point image de z et que z e amusar anenn
est I"affixe de M ou du vecteur OM. B |
On note souvent M(z) ou OM(z)

et z est souvent noté zy; .

m Au vecteur V de coordonnées (a; b),
on associe le nombre complexe a +ib .
On dit que a + ib est I’affixe de V et que V est le vecteur image de a + ib.
m Si M et M’ont pour affixes respectives z et z’

alors : MM’ a pour affixe z’-z .
Sil est le milieu de [MM’] alors : z; =

M + Zmy
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Si G est le barycentre des points pondérés (A ;a) (B ;b)et (C;c) aveca + b + ¢ # 0 alors

__aZp+bZp+cZc
Lo =—""""—
a+b+c

Exercice résolu 1
1) Placer dans le plan complexe les points A, B, C, R, S, T, U d’affixes respectives
1; =2i;V3+i;3+i;2+4i;-2+i;-1-2i.

2) Démontrer que le quadrilatéere RSTU est un parallélogramme.
3) Déterminer I’affixe de K milieu du segment [RT].

4) Calculer I’affixe du centre de gravité G du triangle RST.

Solution

1) Voir figure.

2) Le vecteur RSa pour affixe zg—zp =2+4i—-3—-i=-1+3i.

Le vecteur UT a pour affixe z; —zy = =2+ i+ 1+ 2i = —1 + 3i.

Nous avons : RS = UT donc le quadrilatére RSTU est un parallélogramme.

3) Le point K a pour affixe : z, :ZRZZT = 3”;2” :§+i.
34i+2+4i—2+i 3+6i _
7, = . == =1+2i

Exercice résolu 2

On considere le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0,1, ¥) .On considére
I’application f qui, a tout nombre complexe z différent de 4i associe le nombre complexe

zZ+1+i
fla) =5

1) On pose z = x + iy avec x et y réels.
Ecrire f(z) sous forme algébrique.
2) Déterminer et construire I’ensemble (E;) des points M d’affixe z tels que f(z) soit un réel.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama Page 173




3) Déterminer et construire I’ensemble (E,) des points M d’affixe z tels que f(z) soit un
imaginaire pur.

Solution

1) Enposantz = x + iy avec (x; y) # (0; 4), on obtient :

f(Z) _ Xy +140 (x+1)+(y +1)i — [(x+1)+(y +1)i][x—i(y—4)] — xX%+x+y%-3y—4 . 5x-y+4
x+iy—ai x+i(y—4) [x+i(y—4)][x—i(y—4)] x2+(y—4)2 x2+(y—4)2
, 5x-y+4 __ _ . .
2)f(z)estree|@m—O@Sx—y+4—Oet(x,y)¢(0,4).
L’ensemble (E,) est la droite d’équation 5x —y +4 = 0 privée du point A(0;4).

x2+x+y?-3y—4
x2+(y—4)?

Sx?+x+y2-3y—4=0et(x;y) # (0;4)
S+ + (-2 =2t (x;y) # (0:4).

On a utilisé la forme canonique : x2 + ax = (x + 2)2 — (£)2
q 2 2

3) f(z) est un imaginaire pur < =0

L ensemble (E,) est le cercle de centre B(— % ; g) et de rayon g privé du point A(0;4).

3. Nombres complexes conjugués

Définition

Soit z=a+ib (avec a et b réels).
On appelle conjugué de z le nombre complexe
notéz telque: z=a—ib .
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Interprétation géométrique :

Soit les points M(z) et M’(Z) . Alors M et M’ sont symétriques
par rapport a I’axe des abscisses.

Exemple

3—2i=3+2i;—4=-4,5i+3=3-5i. 3i=-3i

Exercice 1.4

Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :
3
Z1:4+5i, Z2:4 ; Z3:_§i ; Z1:iV17_243

Propriétés

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout entier relatif n non nul:
=z, z+2'=2+7; z—-2'=72-27";22'=27"; 72" = 7";

siz’#0,ona: (Z—i,):% ot (ZT_’)
2z = [Re@)]” + [Im@)]*

Re(z) = — et Im(z) = Y

Z€EIR®SZ=z: z€iIlR®eZ=-27.

Nl

z.
=
z!

Remarque :

1 z
Siz+ 0,alors —=—

zZ zzZ
Exercice 1.5

Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :
_1+iV3

;o oz3= (1+1i)3

Exercice résolu 3

On considére le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, 1,J) .On considere
I’application f qui, a tout point M d’affixe z différent de O et de i associe le point M’ d’affixe Z
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2
iz2+z
1. Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur.
a) Démontrer que pourtout z € C—{0;i}:M(z) e (E) = (z+2)[i(z—-2Z) + 1] = 0.
(Onutilisera: Z€ilR & Z=-2)
b) En déduire la nature de I’ensemble (E).
2. Soit (F) I’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit un réel. Démontrer que (F) est

I’ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y) veérifient :

telque: Z =

x? —y2+y=0 avec (x;y) # (0;0) et (x;y) # (0;1)
Solution

l.avzeC—-{0;i}, M) e(B)e Z=-Z

—iz2+z  iz%+z

& i72—-7=iz’+z

o i(z?2-22)+z+2z=0

S i(z+2)z-2)+@2z+2)=0

S iz+2)i(z-2)+1]1=0
b) Enposantz = x + iy avec x ety réelstels que (x;y) # (0;0) et (x;y) # (0;1), on
obtient: z+ 2z = 2x et z— 7z = 2iy;
Ainsi, (z + 2)[i(z—2)+1]=0 & 2x[i(2iy)+ 1] =0

& 2x[-2y +1]=0

1
(:)xZOOuyZE

D’ou, (E) = (0)) u (D) \ {0 ;J} ou (D) est la droite d’équationy = % .

2.vzeC—-{0;i}, M) e(F) e Z=2Z

—iz24+z  iz?%+z

S-iz?+z7=iz’+z

o i(z?2+27%)+z—-2z=0.
Enposantz = x + iy avec x et y réels tels que (x;y) # (0;0) et (x;y) # (0;1)
Ona:z?=x?—y2+2xyietz? =x?—y%—2xyi
donc z? + z2 = 2x2% — 2y? et z— 7 =2iy;
(x;y) #(0;0); (x;¥) # (0;1)

i[2x? —2y?]+ 2iy = 0

& x2—y?+ y=0avec (x;y) #

Ainsi,vze C—{0;i}, i(z?+2z?)+z—-z=0¢& {

(0;0) et (x;y) # (0;1)
Finalement, (F) est I’ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y) vérifient

x%? —y*+y=0 avec (x;y) = (0;0) et (x;y) = (0;1)

4. Module d’un nombre complexe

Définition
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Soit z=a + ib (avec a et b réels).
On appelle module de z le réel positif noté
|z| tel que :

lz|=+Va%+b2 =Vzz

Interprétation géométrique

Si M a pour affixe zalors: | z| = OM.

Exemple
Calculer le module des nombres complexes suivants : 3+4i ;i ; -2i; 1-4i; -5; 1_2"‘5 :
I3+4il =9+ 16 =5; lil=vV1=1;|1-4il =VI+ 16 =17 ;|-5| =+/25 = 5;

1-iv3 |, _ 1,

zl_ =1

ﬁ
Sl w

Exercice 1.6

Calculer le module des nombres complexes suivants : 2i — 5; (1 + 3i)(2 — i) ;
1+iV3:(1—4)+(B-7Ti).

Propriéte

Si A et B ont pour affixes respectives z, et zg alors : AB = | zg — 24 |

Exercice résolu 4

Soit A, B et C les points d’affixes respectives: —=1; 3 —2i; 1 + 4i.
Démontrer que le triangle ABC est rectangle et isocele en A.

Solution
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Ona:AB =|3—-2i +1|=|4-2i|= V16+4=+20=25;
AC = |1+4i +1|=|2+4i|= V4+16 =20 =25;

BC = |1+4i—3+2i|=|-2+6i|= V4+36=+40=2V10.
Ona AB=ACetAB? + AC? = 40 = B(C?,

donc le triangle ABC est rectangle et isocéle en A

Exercice résolu 5

Soit A et B les points d’affixes respectives : =2 +iet — 3.

a) Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M d’affixes z tels que :

lz+2—i|= 4.

b) Déterminer et construire I’ensemble (F) des points M d’affixes z tels que :
lz+2—-i|l=1z+3]|.

Solution

a)Ona: Me(E)=z+2—-i|=4
e|lz—2+i =4
S lzy-z4 | =4
=MA=4.
Donc (E) est le cercle de centre A et de rayon 4.
byOna: M € (F)e=|z+2—i| =|z+3]|

Slz— (2+i)| =|z—3|
Slzy—2z4 | =l zy— zg |
< MA = MB.

Donc (F) est la médiatrice du segment [AB].
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Propriéte

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout entier naturel n non nul:
1ZI=z|; zZ2=z|?;
|Z|=0&2z=0;

1zz’l = 1zlIZ’] 5 [z7] = |z]* ;
siz’#£0,0na: |§|:|z1_f| et | =] =
|z+2’| < |z +|2°| (inégalité triangulaire ) .

Izl
27|’

Exercice résolu 6
Déterminer I’ensemble ( C) des points M d’affixe z tels que |z + 3i| =5

Solution

Z+3il =5 [z+3i| =5
& |§+§| =5
o |z-3i|=5

& AM =5 ou Aestle point d'affixe 3i
D’ou ( C )est le cercle de centre A et de rayon 5

Remarque :

La question peut étre résolue en posant z =x + iy , (x;y) € IR x IR. Dans ce cas
I’ensemble ( C ) est caractérisé par une équation.

Exercice 1.7

Ondonnez, =1+i ; z,=—V/3+i
Calculer le module de chacun des nombres complexes : z; ; z,; z; X 2z, ; z—l : (2,)°.
2

ARGUMENTS D’UN NOMBRE COMPLEXE
NON NUL

1. Définition
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Soit z un nombre complexe non nul et M le

point image de z dans le plan muni du repére
orthonormé direct (O ; U; V). P
mOn appelle argument de z et on note arg(z) o2t

toute mesure de I’angle orienté (U, W).
Si 0 est une mesure de (T, OM), on écrit :

arg(z) = 0 + 2kn, (k € 7).

mOn appelle argument principal de z et on
note Arg(z) la mesure principale de I’angle

orienté (U, OM).

NB : Le nombre complexe nul n’admet pas d’argument.

Exemples

Le point image du nombre complexe i est J donc : Arg(i) = Mes(t, 0J) = g

De méme, on détermine I’ argument principal de chacun des nombres complexes suivants en
considérant leur point image et en appliquant la définition :
s

Arg(i) == 5 Arg(-i) = =~ ; Arg(1) = 0; Arg(-1) = ; Arg(L+) =7 Arg(L-i) =~ ;
Arg(-5) =m.

Argument d’un nombre réel non nul, argument d’u nombre imaginaire pur

non nul
Soit z un nombre complexe non nul.

mzeIR, & Arg(z)=0;
mzeIRL & Arg(z) ==n;
mzeilR, © Arg(z) = g;
mzcilR. & Arg(2) = g
mzZEIR*s arg(z2) =kn; k€ Z

mzeilR*o arg(z):§+kn;keZ

2. Egalité de deux nombres complexes non nuls

Propriéte

Soit z et z' deux nombres complexes no nuls :
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z=z & |z|=|7z'| etarg(z) =arg(z’) + 2km ; K€ Z

Exercice 2.1

Déterminer I’argument principal de chacun des nombres complexes suivants :
10; —m; 3i ; —2,5i ,;—2011; 3m.

3. Forme trigonomeétrique

Propriété et définition

m Tout nombre complexe non nul z peut étre ecrit sous la forme : z = r(cos 0 + isin 0)
avecr =1zl et0=arg(z) +2kn; kK €EZ

On dit que r(cos 0 + isin 0) est la forme trigonométrique de z.

m Siz=r(cosO+isin0) avecr e IR} et € IRalorsr=|z| et 6 = arg(z) + 2kn ; k € Z

Exemples

Ona: [1+i| = V2 et Arg(1+i) == donc : 1+i=+2(cos; +isin).

Ona:|i| =1 et Arg(i) :g donc: i= 1( cosg + ising) = cosg + ising .

Exercice 2.2

Soit u le nombre complexe tel que |u| =2 et Arg(u) = %"
Ecrire u sous forme algébrique

Propriéte

Quels que soient les réels a et b avec (a;b) # (0;0)etvr eIR, etf € IR :

r =+va? + b?
a+ib= r(cosf +ising) <{ €SO =
sing =

RIT x|

Exercice résolu 7

. f feos f 1 . V3
Ecrire sous forme trigonometrique les nombres complexes suivants : u = 3 L‘/Z—— ;

v=-/3+i:w=vV6+iV2.
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Solution

Ona:|u= [~+3=1;
4 4
cos@zg -
soit # = Arg(u),ona: doncd= ——.
sin@z—\/z—§ 3
Donc:u = cos(—g) + isin(—g).
‘Ona:|v|=v3+1 =2;
_ cosa = =L s
soit a = Arg(v), on a: 2 donc o= —.
sina = -
2
Donc:v = 2(0055?" + isin %).
-Ona:|w=vV6+2 =2v2;
_ cos,B:%:\/z—§
soit f# = Arg(w), ona : Z 1 donc p= —
sinﬂ:;:E

Donc:w = 2\/5(0052" + isin g).

NB : La forme trigonométrique peut s’écrire avec un argument quelconque

Exercice 2.3

Donner la forme trigopnométrique de chacun des nombres complexes suivants :

V2+iV6 ; V2—iV6 ; —3-3i ; V3—i ;22

1+1

4. Arguments et opérations

Propriétés

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’ et pour tout entier relatif n :

marg(z) = —arg(z) +2kn; ke

marg(-z) = n +arg(z) + 2kn ; keZ

marg(zz’) =arg(z) +arg(z’) + 2kn; ke€eZ

[ arg(%) = —arg(z') + 2kn et arg(i) = arg(z) —arg(z') + 2kn ; keZ [
arg(z™) = nxarg(z) +2kn. ke Z
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Exercice résolu 8

Soitu=-1+iet v=1+iV3.

. . J . 1 u | —
a) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : uv ; ~5 5. u
b) Ecrire v sous forme algébrique.

Solution
a)Ona:|u=v1+1 =+2;
0059:% =2 -
soit & = Arg(u), on a : 2 p 2 donc 6= =~
sing = —
2
Donc:u = ﬁ(cosi—" + isin %").
Ona:|v|=v1+3 =2;
COS(Zzi -
soit a = Arg(v), ona: 73 donc a = 3
sina = —
2
Donc:v = 2( cosg + isin g).
Ona:|-|=-et argC) =-arg(v) + 2kt = —= + 2z

Donc : ~ = = (cos (—3) + isin( —2)).

U V2 Uy _ _3m 7 _ 5m
Ona:|-|=-et arg(>)= arg(u) -arg(v) + 2kr = —~—= +2kr = — +2kz
Donc : =2 (cos®® + isin®%),

v 2 12 12
b) Ona:|v® |=2°=32 et arg(v®) = 5arg(v) + 2kr = = + 2kz
Arg(v®) :5?"— 2m = —Z

3

Donc : v5 =32 [ cos (—3) +isin(~3) ]. Onacos (—g):§ etsin(—g):—*/z—§ ,

donc v° = 32(; — i) =16 - 1613 .
Exercice 2.4

Ecrire sous forme trigonométrique :

5 9T[+ 9 o T[+_ T
<COS 5 SIN 5) ; Sln4 ICOS 1’
Exercice 2.5

U=2+2iV3;v=+v2+iv2etw=uv

1. Déterminer le module et I’argument principale de u ;v ; w
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2. Ecrire w sous forme algébrigue.

, . 7 .7
3. En déduire les valeurs exactes de cosg et smg

NOTATION EXPONENTIELLE
1. Définition

mPour tout réel 0, on pose e® = cos@ + isin® .
mTout nombre complexe non nul z s’écrit : z=rel® avec r = |z| et arg (z) = 0 + 2k~

Remarques :

¢ Le conjugué de ei® est e~ ; 0 = =16

¢ Lemoduledee®est1:[e®]|=1.

¢ Siz= re® avecr>0alors |z| = retarg(z) = 0 + 2k.

Exemples

: . : . ™ w _
el = cosO +isin0 =1 :e™ =cosm+isint=—-1:ez2=i;2e35=1+iV3.

2. Proprietés

Quels que soient les réels 6 et 6" :

. . . y 1 . . y . .
e19e19 — e1(9+9) : — = e—19 : Lel — e1(9—9) : (ele)n = eme ( ne Z).

el

Exemple

. _ (1+l)(\/§—l) 2011
Soit Z = e calculer Z )

eOna:|l+i|=vi+1 =v2;

soit 0 = Arg(1+i), onacos = Zetsind= Y2  doncO= . Donc:l+i=+2e's

2 2 4
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eOna:\3—i|=V1I+3 =2;
soit o = Arg(v/3 — i), ona: cos® =
V3—i=2eiCD
eOna:V2+iV/6|=2v2 ;

vz

o : . _ V2 _1 son_ V6 _
soit B = Arg(vV2 +iv6), ona: cosd = 5=, etsine= ==

V3

. -1
¥ etsind= = donca= —= . Donc:
2 2 6

~ |G

donc a = g .

Donc : V3 — i = 2v/2e's

LT i~
VZe'ax2e" T8 e'12 2011m

A|OI’S . Z = T —_ T = el(% _g) = el(_%) , donc 22011 e ei(_ 2 ) et
Zﬁelg e'3
_ 20111 — _ 3_1-t+ 5021_[,
4 4
donc : 72011 = i3 = ¢os (_ 3_T[) +sin (_ 3_n) =L
| 4 4 2 2
Exercice 3.1

u=2-2iV3;v=—/2+iv2etw=uv ; t= u®
Ecrire sous forme exponentielle, chacun des nombres complexes , u,v,w,t

3. Formules de Moivre et d’Euler

Propriétés

Pour tout réel 6 et pour tout entier relatif n :

(cosO + isinB)" = cos(n0O) + isin(n®) (Formule de Moivre).

eif 4 o—i0

i0_ ,—i0
oS0 = etsin@ =——— (Formule d’Euler).

Remarque

Pour tout réel 6 et pour tout entier relatif n :

e +e im0 =2cosn@ ; €™ —e "0 =2isin nO

Exemples

Linéariser f(x) = sin3x, g(x) = cos*x et h(x) = cos*x sin’x .
+f(x) = (em;—ie_m)3 On développe a I’aide de la formule du binéme de Newton.

. N3 . \O N2 N1 81 N2 N N\ 3
109 == i L(e) (o) +3(e)" (- )" +3(e)' (- )"+ ()" (=e )]
f(X) — _Lgi[(eBx) _ 3(ei2x) (e—ix) + 3(eix) (e—in) _ (e—in) ]
f(X) — _Lgi[(eBx _ e—i3x) _ 3(eix _ e—ix)]
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or e3¥ — ¢=B3% = 2isin(3x) et e™* — e~ = 2isinx

donc : f(x) = _igi [2isin(3x) — 6isinx] = —isin(3x) + %sinx :

ix

0gx) = (L)
. \N4 . \O . \3 N1 : N2 L \2 ; N3

000 == (6" (e7) + () (e7)' + 8(e) () + 4(e) (o) +

(€%)"(e)"]

g(X) e %[eiétx + 4ei2x +6+ 4e—ix + e—i4x]

g(X) — % [(ei4x + e—i4x) + 4(ei2x + e—zix) + 6]

or e** + e~ = 2cos(4x) et e?* + e~2* = 2sin(2x)

donc : g(x) = % [2cos(4x) + 8 cos(2x) + 6] = %cos(4x) + icos(Zx) +§ _

oh(x) = (eix+ze—ix)3 (eix_z'e—‘x)z _ _é(elgx + o—i3x 4 3pix 4 3e—ix)(ei2x + e~i2x _ 2)
l
h(X) - _é[(ein + e—in) + (ei3x + e—in) _ Z(eix + e—ix)]
h(x) = — L cos5x — —cos3x + > cosx .
16 16 8

Exercice 3.2

Linéariser f(x) =sin32x +cos?x .

EQUATIONS DU SECOND DEGRE

1. Racines carrées d’un nombre complexe

Exemples

Résoudre dans C, les équations : a) z> = —1;b)z> = —4 c¢)z? =-5 d) z%=
a)Onsaitque i?=—-1 doncz?’=-1<2°=i> ©22-i2=0 o(z-i)(z+) =0

& z-i=00uz+i=0 ©z=iouz=-I

Donc I’ensemble des solutions est : {i;-i } . i et —i sont appelées les racines carrées de
-1.

b)z2 = -4 2722 =4i? ©72=(i)?=0 ©z=2iouz=-2i

Donc I’ensemble des solutions est : {21 ; -2i } . Les racines carrées de -4 sont 2i et -2i.
¢)z2 = -5 o 72 = (\5i)? o z=+5iouz=-/5i

Donc I’ensemble des solutions est : {v/5 i ; -V/5i } .

d) z2 =2 Donc I’ensemble des solutions est : {v2 ; V2 }

Définition

On appelle racine carrée d” un nombre complexe z, , toute solution dans C de I’équation z? = z,
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Propriéte

Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées.

Exercice 4.1
Vérifier que 2 + 2i est une racine carrée de 8i. Quelle est I’autre racine carrée de 8i ?
POINT METHODE Détermination sous forme algébrique des racines carrées

Onpose :z=x+iyavec xetyréels. z2 =x? —y? + 2xyi et |z|? = x? + y?
y y y y

: = 7 Re(z?) = Re(Z,) x? —y? = Re(Z,)
"= 4o = Im@E?) = Im(Z,) < 2xy = Im(Z,)
|z]? = Z,] X2 +y? = [Z,]

Exercice résolu 9
Résoudre dans C, I’équation : (E), z% = —20 — 48i .

Solution

Posons z = x + iy avec x et y réels.
x?2—y2=-20 (1)
|-20 — 48i| =52,0na:{ 2xy = —48 2
x?+y2 =052 3)

(D)+(B) 22x2=32=>x?=16 @x=-4oux=4;
six=-4alors (2) =-8y=-48 =y =6i alorsz=-4 +6i;
six=4alors (2) =8y =-48 =y =-61 alors z=4-6i.

Donc I’ensemble des solutions de (E) est : S={ -4 + 6i ; 4 — 6i}

Exercice résolu 10
Calculer sous forme algébrique les nombres complexes (1 + i)? et (1 — i)? .
En déduire les racines carrées de 18i et —5i

Solution

Ona:(1+i)?=2iet (1—-i)?=-2i
18i =9x2i =9(1+i)? =[3(1+i)]> D’ou les racines carrées de 18i sont
3 +i)et—3(1+1i)

2
—5i = g x (=2i) = 3(1 —i)? = l\E (1- i)l D’ou les racines carrées de 18i sont
5 . 5 .
\/;(1 — i) et—\/;(l — i)
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2. Equations az? + bz + c =
0O,a b,ccomplexes(a =+ 0)

L’équation az? + bz +c = 0,a,b,ccomplexes(a # 0) admet des solutions dans C. Soit
A =b? — 4ac le discriminant de I’équation.

. )z . . b
m Si A =0, I’équation admet une seule solution : z = e

m SiA#0 alors A admet 2 racines carrées 6 et —o : I’équation admet 2 solutions :

_-b-65 . _-b+6
z, = D Ly E——.

2a

Exercice résolu 11

Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 2z2+2z+5=0;

b) z2 — (1 +3i)z— 6+ 9i = 0.

Solutions

a) A = 4- 40 = -36 = (6i)? ; une racine carrée de A est 6i. Les solutions de I’équation sont : z;

—2-60 1 3. -2+ 60 1 3.

= =—-—=l, Z= =—-+-i.
4 2 2 4 2 2

, . )2 . 1 3. 1,3,
Donc I’ensemble des solutions de I’équation est : S = { B By }.

b) A = (1 + 3i)? - 4(-6+9i) = 16-30i ; déterminons une racine carrée ¢ de A.
Posons 0 = x + iy avec x et y réels.
x2—y2 =16 (1)
|16 —30i|=34,0na: 2xy = -30 (2)
x2+y2=34 3)
(1)+(8) 22x2=50=> x?=25ex=-50ux=5;
six=5alors (2) y=-3 =alorso=5-3i.

_ 1+3i-5+3i 1430 +5-3i

Les solutions de I’équation sont : z; = — = —2+3i; z,= > =3.

Donc I’ensemble des solutions de I’équationest:S={—-2+3i;3}.
Exercice 4.2

Résoudre dans C I'équations : (E): -(4+2i) z2+ (7 —i)z+1+3i=0

Exercice résolu 12
Soit I’équation (E) : z€ C, z3 — (11 + 2i)z% + 2(17 + 7i)z — 42 = 0.
Sachant que (E) admet une solution réelle, la résoudre.
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Posons ¥z € C, P(z) = z3 — (11 + 2i)z? + 2(17 + 7i)z — 42.

Posons z = x, avec X réel.

x est solutionde (E) ®P(x) =0 x3—(11+2i)x>+2(Q7+7i)x —42=0
& x3—11x% - 2ix?+34x + 14ix —42=0

S(x3 —11x?2 +34x — 42) + i(—2x? + 14x) =0

{x3 —11x2+34x—-42=0 (1)
—2x2+14x =0 (2)

—2x*+14x =0 o©x=0o0ux=7.

0 n’est pas solution de (1). Ona: (7)3 — 11(7)? + 34(7) — 42 = 343-539+238-42=0. Donc 7
est solution du systéme. Donc 7 est solution de (E).

P(z) se factorise par z-7 : P(z) = (z-7)(az? + bz + ¢).

Développons (z-7)(az? + bz + ¢) : (z-7)(az? + bz + ¢) =az3 + bz? +cz —Taz? — Thz — 7Tc.
(z-7)(@z? + bz+c¢) =az3 + (b —7a)z?+ (c — 7b)z — 7c. Une identification donne :

a=1
b—7a=-11-2i
c—7b=34+14i
—7c =-42

,ontrouve:a=1;b=-4-2i;c=6

Donc: P(z) = (z-7)[z2 + (-4 — 2i)z+6].P(2) =0 ez=7o0uz?+ (—4 - 2i)z+ 6= 0.

Soit (E’) : z%2 + (—4 — 2i)z + 6 = 0, le discriminant de (E’) est :

A’ = (—4 — 2i)? — 24 = -12+16i. Trouvons une racine carrée de A. Posons § = x + iy avec x et
x2—y2=-12 (1)

yréels. |-12+16i|=20,0na: 2xy = 16 )
x?+vy2=20 3)

(D)+QB)>2x2=8=> x?=4 ox=-20ux=2;

six=2alors (2) =y =4 =alors o = 2+4i .

Les solutions de I’équation (E’) sont : z; = @ =1i; z,= @

Donc I’ensemble des solutions de I’équation (E) est: S={7; 1-i; 3+ 3i }.

=3+3i .

Exercice 4.3
Résoudre dans C I’équation : z3 + (1 - 6i )z + (- 7 + 1 )z + 20 — 4i = 0 sachant qu’elle admet
une solution imaginaire pure.

RACINE N-IEMES DUN NOMBRE

COMPLEXE NON NUL
Théoreme et définition

Soit Z, un nombre complexe non nul et n un entier tel que n > 2. L’équation
z™ = Zy , admetdans C n solutions qui sont appelées les racines n-iemes de Z, .

m Si r=|Z,| et6=arg(Z,) +2kn , alors les racines n-iemes de Z, sont:
.0  2km
z, = VrelG T ) avecke {0;1;..:n—1}.
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m Si n> 3, les points My d’affixe z, sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés
inscrits dans le cercle (C) de centre O(0 ;0) et de rayon Y/r .

Remarque
Pour n> 2, la somme des n racines n — iéme de I'unité est égale a 0

CAS PARTICULIERS

., 2km
mLes solutions de I’équation z™ = 1, sont: z, = e'¢n ) avec0<k<n-1.

Elles sont appelées les racines n-iemes de I'unité .

m Si on connait une solution u de I’équation (E) : z™ = Z,
., 2km
alors (E) & z" =u" & (5" =1 donc Z est une racine n-iéme de I'unité ; d’oti = = €'
i( 2T
ouencore z=ue' n’,
Ainsi, toutes les solutions de (E) s’obtiennent en multipliant une solution particuliére de (E)

par les racines n-iemes de I’unité.

Exercice résolu 13

Soit I’équation (E) : z€ C, z3 = 1.
Résoudre (E) et représenter les points images des solutions.

Solution

Ona:|l|=1etArg(l) =0; posonsr =|z| et a=arg(z) +2km.

Alors z3 = 1 T o=l
orsz = ‘:’{3a:o++2kn,(ke2) a=2" (ke1)

3 )
(E) admet 3 solutions qui sont z,, z;, z, :

; i(2E 1, .3 (3 (228 1, .3
Zo = e =1, Z1:el(3)=—5+1\/2——, 22=el(3):el(3)=—E+L*/2——.Lenombre
1, .43 . I . )z .
complexe —-c+ L*/Z——est note souvent j, ainsi : I’ensemble des solutions de I’équation (E) est :

S={1;j;j}
Soit A, B et C les points d’affixes respectives z, , z;, z, , les points A, B et C appartiennent au

e ———
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cercle (&) de centre O(0 ;0) et de rayon . Le triangle ABC est équilatéral.

b) Déterminer les racines quatriémes de —8 + 8+/3i et représenter les images de ces racines
quatriémes.
Ona:|-8+8V3i|=16.

_ cosf = ;—: = _71
Soit # = Arg(—8 + 8v/3i) : ey (Gonco= %
sing = —=—
16 2
posons r = |z| et a = arg(z) +2km.
r3 =16 r=43vY16=2
4 _ ; -
Alors z* = -8 +8V3i & {4a:%+2kn,(keZ) @{a +¥ (k e 7)

(E) admet 4 solutions qui sont zo, Zq, Zy ,Z3 -
1T ., —5T
zozzelz:\/_ﬂ 2, =26 = _1+ V3,2, = 268 = 264D = VB,

z3—29( D=2 =1 V3.

I’ensemble des solutions de I’équation (E) est :

S={/3+i;-1+iV3;—V/3-i;1-iV3}

Soit A, B, C, D les points d’affixes respectives z, , z,, z, ,z5 lespoints A, B,CetD
appartiennent au cercle (&) de centre O(0 ;0) et de rayon 2. Le quadrilatere ABCD est un
carré.

e ———
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Exercice résolu 14

Soit I’équation (E)z € C, z3 =8

Sachant que 2 est une solution de ( E ) déterminer toutes les solutions de ( E ).

Solution

On a 23 = 8 donc 2 est solution de ( E).

Les racines cubiques de I’unité sont 1, j et j . On en déduit que les solutions de (E ) sont :

2x1=2;2jet2j

@ UTILISATION EN GEOMETRIE

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O ; €;; €,).
Propriéte 1

Soit A et B deux points distincts d’affixes respectives z, et zg :
m mes(&;:0A) = arg(z,) + 2kn, (k € Z)
m mes(e;:AB) = arg(zg- z,) + 2kn, (k € Z)

Exemple

a) Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M d’affixe z tels que :
Arg(2) = —g .
b) Déterminer et construire I’ensemble (F) des points M d’affixe z tels que :

Arg(z-2+i):§.

Solution

1) Soit M le point daffixez : M€ (E) & Arg(z)=-= < Mes(E;; OM) =—=
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B
Soit K un point tel que Mes(e_l’;/ﬁ) = —g , (E) est la demi-droite [OK) privée de K.

2) Soit M le point d’affixe z et A(2-1): M€ (F) < Arg(z-2 +i) :% = Mes(e_’:;—m) :%

Soit L un point tel que Mes(ﬁ; N_)) :% , (F) est la demi-droite [AL) privée de A.

Propriété 2

Soient A, B, C, D 4 points tels que A # B et C # D d’affixes respectives z, ,zg, Z¢, Zp :
Zp—ZC I_ C_D
ZB—ZA T AB

m arg( 27< ) = mes(AB; D) + 2k, (k€ 2)

Exercice résolu 15

Soient A, B, C les points d’affixes respectives z, =-1+iV3 ,zg= 2etzc=-1-iV3.

- Zc—7p 1, .3
SzZcmzg 1
a) Justifier que : s 2717

b) En déduire que le triangle ABC est équilatéral.
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Solution

. 1%¢c~ZB — BC Zc—ZB — DA D
Ona:| p— | = o, o Arg(ZA_ZB ) = Mes(BA;BC) .
Ona:%=%8_ — -1-i/3-2 __ -3-iv/3 __ (-3-iv/3 )(-3-iv/3 ) __ 9+3i+/3+3i+/3-3

T za-zp —1+iv3-2  -3+iv3  (=3+iv3)(-3-iv3 ) 12

2 2
Ona:|ﬂ|—| +l—|— z E—1donc——1donc BC=BA ().
ZA—ZB 4 4

Soit 6§ = Arg(z + i;), alors : cosf = E et sinf = ‘/2—§ donc = g .donc :

Mes(BA;BC) =% (2).
De (1) et (2) on déduit que le triangle ABC est équilatéral.

Propriété 3

Soient A, B, C, D 4 points d’affixes respectives z, , zg , Z¢ , Zp telsque z, # zg et z. # zp:
m (AB)L(CD) & Z*_ o5t un imaginaire pur non nul.

Zp— Zc
m (AB)II(CD) e % est un réel non nul.
D™ 4C
m A, B et C sont alignés % est un réel non nul.
B~ ZA

Propriété 4

m L e triangle ABC est rectangle en A siet seulement si

ZB—ZA . . .
ﬁ est un mmaginalre pur non nul.
o
m Le triangle ABC est rectangle en A et isocele si et seulement si
ZBTEA —j ou ZBFA = _j,
Zc— zaA Zc— zaA
mlLe tnangle ABC est équilatéral si et seulement si
ZB — Za ZB = ZA —iZ
2 A —e's0u=2"-2=¢e 5.
Zc— ZA Zc— ZA

Exemple

Soient A, B, C les points d’affixes respectives u=1,v=-1+2i et w =-1-2i.
Calculer : ~— et en déduire la nature du triangle ABC.
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- -1-2i—-1 —2-2i —1-i —-1-i - e . - . .
Ona: == = L= C1DEI) — i ginsi, 227%2 = dong le triangle ABC est
v—u -1+2i-1 -2 +2i 2 ZB — ZA

isocele rectangle en A.

Propriété 5

Soient A, B, C, D 4 points distincts tels que trois d’entre eux ne soient pas alignés, d’affixes
respectives z, ,Zg,2Zc,Zp -

mA,B,C et D sont cocycliques < mes(AC; AD) = mes(BC;BD) + kn, (k €
Z)

. Zp-7 Zp—-7Z P
WA, B, C et sont cocycliques < (ﬁ : ﬁ) est un nombre réel non nul
C~4A C—4B

Exercice résolu 16

Le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (0, i, v).
On considére les points A, B, C, D d’affixes respectives —2i;7 — i; 8 + 2i; —1 + 5i.
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1. Placer les points 4, B, C et D.
2. Calculer 224

ZB—ZA
En déduire la nature du triangle ABD.
3. Démontrer que les points A4, B, C et D appartiennent a un cercle (C) que I’on tracera. On notera

Q le centre de (C) ; déterminer I’affixe de Q et le rayon de (C).

Solution

1. figure

- —1+5i+2i -1+7i —-1+7i)(7—-i . .
2. Q, =2b7%a - ¥siral _ 17 (700D — ; ong le triangle ABD est rectangle,
ZB—Zp 7—i+2i 7+i 50
isocele en A.
—-1+5i—8-2i —-9+3i __ (—9+3i)(—1+3i) _

Zp—Zc
3. Ona: = = =
Q2 Zg-27¢ 7-i—-8-2i —1-3i 10

-3i.

Ona:q= % =- § ; q est un réel non nul donc les points A, B, C et D appartiennent a un cercle
2

(C). Le triangle ABD est rectangle en A donc le centre Q de (C) est le milieu de [BD]. Alors

Zy = % =3+2i.

Le rayonde (C) est OB = |zg — zo| =|7-1-3-2i| = |4-3i|=5.

Exercice résolu 17
On considére dans C I’équation(E), z* = —8 — 8V3i.
1.Onpose a =3+ 1.
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Calculer a* et (ia)?.
2. En déduire les solutions de (E).

Solution
1.Ecrivons a sous forme trigonométrique : - Ona:|a|=vV1+3 =2;
i cosa =L -
soit « = Arg(a), ona : 2 donco = <.
sina = 5

a=2( cos(g) + isin(g) ) donc

a' = 16( cos(T) +isin(Z") ) = 16( cos(— ) + isin(— =) ) = 16(— > - i*/z—g) =-8-8iV3.
Ona: (ia)* = (i)*(@)* = (a)* car (i)* = (i)?>%(i)> = 1. Donc (ia)* =-8 - 8iV3.

2. D’apreés la question précédente, a et ia sont des solutions de (E). On remarque d’autre part
que si z, est solution de (E) alors —z, est aussi solution de (E) du fait que : (—z)* = z*. Alors

on en déduit les deux autres solutions de (E) qui sont : -ia ; -a. Finalement, I’ensemble des
solutions de (E) est: S={a;ia;-a; -ia}.

Exercice résolul8

On considére dans C I’équation (E), z3 — (6 + iv3)z? + (11 + 4iV3i)z— 6 — 3iV3 = 0.
1a) Démontrer que 1 et 3 sont des solutions de I’équation (E).

b) Résoudre (E).

2. Le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (0, 1,]).

a) Placer les points A, B, C, E et G d’affixes respectives 3 ; 2+iV3 ; -1 ; 7 ; 11+4iV3 .

b) Démontrer que les points B, C et G sont alignés.

c) Démontrer que le triangle 1AB est equilatéral.

Solution

1a) Posons pour toutz de C, P(z) = z3 — (6 + iv3)z% + (11 + 4iV/3i)z — 6 — 3iV3
Ona:P(1)= 1-6-iV3+ 11+ 4iV3 -6-3iv/3 = 12-12-4i+/3 + 4iv/3 = 0.

Ona:P(3)= 27-54-9iV3+ 33+ 12iv/3-6-3iV3 =60-60 -12iv/3 + 12iv/3=0. D’ou 1et
3 sont solution de (E).

b) Factorisons P(z) par (z-1)(z-3) = z? — 4z + 3. Déterminons les nombres complexes a et b tels
que : P(2) = (z2—4z+ 3)(az + b).

(z2 — 4z + 3)(az + b) = az3® + (b — 4a)z? +(3a-4b)z + 3b. Une identification donne :

( a=1
b—4a=—-6-iV3 _
{3a—4b:11+4i\/§ ,ontrouve:a=1;b=-2—i/3
3b=-6-3iV3
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Donc : P(2) = (z-1)(z-3)(z-2- ivV/3) . Dol : P(z) =0 z=1ouz=30uz=2+iV3.
Donc I’ensemble des solutions de I’équation (E) est: S={1;3; 2+ iV3}.

. Zp—Zc _ 2+iV/3+1 _ 3+iv3  _ (3+iVv3)(-9+3iV3) _ _1.z-zc
b)Ona: zg-zg  2+iV3-11-4iy3  -9-3iv3 108 3" zp—2z¢ est un réel non
nul donc les points B, C et G sont alignés. cyona:lA
=|3-1=2;IB=2+iV3-1| =|1+iV3|=v1+3 AB =2+

ivV3 -3 —|—1 +iv/3]| =vV1+3 =2 Ainsi, IA=1B=AB donc le triangle 1AB est équilatéral.

EXERCICES
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On considére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0, i, v)
1.a) Représenter les points R, S, T, U
d’affixes respectives 3 + i, 2 + 4i, =2 + i,
-1 - 2i.

b) Déterminer la nature du quadrilatere
RSTU.

2. Soit I, J, K, L les points d’affixes
respectives 2 — i, 1 + 2i, —2 + 3i, —1.
a) Placer les points I, J, K et L.

b) Démontrer que le quadrilatere 1JKL est
un losange

On considére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0, i, v)
l.a) Soit j= _71+ */Z—gi . Calculer j2.

b) Soit A, B, C les points images respectifs
des complexes 1, j et j2

Placer les points A, B et C. Quelle est la
nature du triangle ABC ?

c) Soit G le centre de gravité du triangle
ABC. Placer G et déterminer I’affixe de G.

On considére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0, i, v)
Soit les points D, P, E, | d’affixes
respectives 5 + i, 4 + (1 — V5)i, 2 — 2v2,
2 +1.

1) Placer les points D, P et E.

2) Déterminer que les points D, P et E
appartiennent a un méme cercle de centre I.

On consideére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0, i, v)
A(40) et B(—40).

z est un nombre complexe différent de 4i.

On note M le point du plan complexe

d’affixe z. On pose ; Z = 22

Z—41

1. Déterminer et construire I’ensemble E;
des points M d’affixe z tels que Z soit un
réel.

2. Déterminer et construire I’ensemble E,

des points M d’affixe z tels que z soit un
imaginaire pur.

3. Déterminer et construire I’ensemble E;
des points M d’affixe z tels que |Z] = 1.

[E5 Soit z, = —2v3 + 2ietz, = 1+1i.

Déterminer le module et I’argument
principal de chacun des nombres

. = 21 3 z,?
CompleXGS . Zl’ Z2, Zl’ Z_’ Zl y Z1Z2, Z_
2 2

Onpose u =3 +i. Calculer u’.
5

Soiu:1—i;v:1—\/§ietw:1:—4.

1. Calculer le module et I’argument

principalde u, v et w.

2. Ecrire u®, v* et w sous forme algébrique.

3. En déduire les valeurs exactes de cos %

et sin — .
12

Ecrire les nombres complexes suivant
sous forme trigonométrique :

—2i; 10; =7, =1+ =t
2+1
[E9 Onpose:a=v6++2 +i(V6-v2 )

1. Calculer a2

2. En déduire le module et I’'argument
principal de a? puis en déduire le module et
I’argument principal de a.

3. Déterminer les entiers naturels n tels que
a" soit un imaginaire pur.

Determiner et construire I’ensemble E
des points M d’affixe z tels que :
a)(z+1-2i)(z+1+2i)=4.

b) |z —2i| =3

Q)lz—1l=lz+1-1i|

d) |(V3-i)z+1+iV3| =6

E 11]. Déterminer et construire I’ensemble E
des points M d’affixe z tels que :

b) Arg z = g

T

C)Arg(z—2+i)=-

>

a)Argzzg
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E12
On considére le plan complexe muni d’un
repere orthonormé direct (0, U, v).
On consideére les points A, B, C d’affixes
respectives a = —4, b = —2v/3 — 2i, ¢ =
243 + 2i.
1 a) Déterminer le module et I’argument
principal des complexes a, b et c.
b) Utiliser ces résultats pour placer les
points A,B et C.
2a) Calculer —=

b—a
b) En déduire la nature du triangle ABC.

Résoudre dans C les équations
suivantes :

1. z3=-1

2. 23 =8i
3.z4+16=0
E14

1. Résoudre dans C I'équation: z* —1 =0
2. En déduire les solutions dans C de

4
2z+1 _
(2—1 ) =1
3. Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé(0, i, ¥). L unité graphique est 5

cm.
a) Placer les points A, B et C d’affixes

I’équation :

respectives:a = —-2,b = —%—gi etc=
iy

5 5
b) Démontrer que les points 0, A, B et C sont

cocycliques.

E15

Déterminer les racines carrées des nombres
complexes: —7 — 24i; 2i;\/3+i; -25;
-1; 3+4i;

E16

Résoudre dans C les équations suivantes

1) z2-(A+i)z—i=0

2) z2+(1+4i)z—-5-i=0

E 17
Pour tout nombre complexe z, on pose :

P(z) = 23 - (6 + 9i)z2 + (45i — 9)z + 54 — 54i

1. Calculer P(3)
2. Résoudre dans C, I’équation P(z) =0

E 18
Pour tout complexe z, on pose:

P(z) =22 -2(V3+i)z2+4(1 +
1\/§i)z — 8.

Vérifier que P(z2) = (z- 2i)( 2 -2V/3z + 4)
Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0.

Résoudre dans C chaque équation aprés
avoir montrer qu’elle admet une solution
imaginaire pure.

1) z3 + (4 — 5i)z% + (8 — 20i)z — 40i = 0.
2)z3 —2(1+2i)z2+7iz+3(1-3i)=0.
3z3+2(i—1)z2-3iz+1+i=0.

Résoudre dans C chaque équation aprés
avoir montrer qu’elle admet une solution
réelle.

1) 22-322+B-)z—-2(1-i)=0.
2)z3 —2iz? +4(1+i)z+16+16i =0.
3) 2% - (6+9i)z% + (-9 +45i )z + 54 - 54i=0

[E 21]. On considére le polyndme P défini
par :

P(z) = z* — 623 + 242z% — 18z + 63.
1. Calculer P(iv3) et P(—ivV3).

2. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

Résoudre dans C les équations
suivantes
1)z6+Q2i—1)z3-1-i=0;

2) z*—30z2+289=0

3) z*+(3—-6i)z2+2(16 —63i) =0

E 23

2T

1. Résoudre dans C I’équation : W =e's
On donnera les solutions sous forme
exponentielle.
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2. Justifier que pour tout réel a, ona:

1+ e = 2c0s” e’z

3. On considére dans C I’équation (E) :
(z-1)°+(z-1)¥+1=0.

a) Justifier que si le nombre complexe z est
solution de (E) alors Zz est aussi solution de
(E).

b) Résoudre (E)

( On pourra poser v = (z- 1)*).

¢) Ecrire les solutions de (E) sous forme
exponentielle.

E 24

1.a) Déterminer les racines carrées de
-28 — 96i.

b) Résoudre dans C I’équation suivante
47?2 —(6+4i)Z+3+9i=0.

2. a) Résoudre dans C I’équation suivante :
1 3.

z+-==1.
z 2

b) Calculer ( 1- 3i)? puis Résoudre dans C
I’équation : z + i = %

3. Soit P(z) le polyndme :

P(2)= 4z* —(6+4i)2® +(11+ 9i)z2-(6 + 4i)z+ 4

P(z)
ZZ

b) Résoudre dans C, I’équation P(z) = 0.

a) Exprimer en fonctionde Z=z + i

E 25

On considere I’équation : (E):

zec, 74-37° +322- 3z+1=0.

1. Justifier que 1+i est une solution de (E).
2.a) Démontrer que si z, est solution de (E)
alors z,, est aussi solution de (E).

b) En déduire une autre solution de (E).

3. Démontrer que si z,, est solution de (E)

alors — est aussi solution de (E).

Z9
4. Déduire des questions précédentes toutes
les solutions de (E).

E 26| Linéariser le polynbme
trigonométrique
f(x)

1. f(x) = cos®x

2. f(x) = sin®xcos(2x)
3. f(x) = sin®x
4. f(x) = sinx + cos*xsin®x .

E 27/ On considére la suite de nombres
complexes definie par :

20=0,z1=1 et zn—Zn1=1( Zn-1— Zn-2)
pourn=2.

1. Exprimer zn— znaen fonction de | et de n
2. Démontrer que : z, = ? (i"—=1) pour
tout n > 0.

[E28 On considére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0, U, v)

On considére la suite de points M, d’affixes
respectives z, definies par :

Zo = 8 et pour tout entier naturel n,

_ 1+iy/3
In+1 =

Zn.
1. Démontrer que : OM,;; = %OMn et que
Mes(OMy, OMy ;) =7

2. a)Calculer Zn1—%n

Zn+1
b) En déduire Mes( M,,,0, M,;,:M,) .
¢) En déduire que M, .M, = V3M,,,0
3. Utiliser les résultats précédents pour
placer les points M, , M, , M5, My, Mg
4. Déterminer les entiers naturels n pour
lesquels znest un réel.

E 29

On considere le plan complexe muni d’un
repére orthonormé direct (0,4, v). Unité :2
cm.

A et B sont les points d’affixes respectives
2+2i et 2-2i.

On considere I’application f qui a tout point
M distinct de O et d’affixe z , associe le

point M’ d’affixe z” définie par: 2’ ==.

NI | =

1. Calculer les affixes des points A’ et B’
images respectives des points A et B par f.
Placer les points A, B, A’ et B’ sur la figure.
2. Démontrer que pour tout point M distinct
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de O, les points O, M et M’ sont alignés et
que OM’xOM = 1.

3. a) Démontrer que pour tout complexe z

ol
nonnul,ona:|z-2j=2 & F=2|=2.

!
Z

b) En déduire que :

2-2=2 s L-Z]F 2]

¢) Soit (C)le cercle de centre | d’affixe 2 et
de rayon 2.

Soit M un point de (C ) distinct de O.
Démontrer que le point M’ appartient & une
droite (D) dont on donnera une équation.
Tracer (C) et (D).

On considére le plan complexe muni
d’un repere orthonormé direct (0,1, 7). On
prendra 2 cm pour unité graphique.

A, B et D sont les points d’affixes
respectives i, -2i; 1.

On considere I’application f qui a tout point
M d’affixe z (z#1), associe le point M’

, 2z—1i

d’affixe z’ définie par : 2’ =

iz+1" °

1) Soit E le point tel que le triangle ADE
soit équilatéral direct.

Démontrer que E a pour affixe

G+ +10).

2) Ecrire sous forme algébrique I’affixe du
point D’ image de D par f.

3.a)Démontrer que pour tout nombre
complexez (z#1i),o0na:

(z’+2i)(z -i)=1.

b) En déduire que pour tout point M d’affixe
z (z#1),0na:

BM’x AM =1 et

mes(U, B—I\/I’)) = —mes(U, B_I\/I’)) + 2k,
(KeZ)

4.a) Démontrer que les points D et E
appartiennent au cercle (C) de centre A et de
rayon /2 .

b) En utilisant les résultats de la question
3.b), placer le point E’ image de E par f.

5) Quelle est la nature du triangle BD’E’ ?

()

I~




3.NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS DU
PLAN

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J)

I. TRANSFORMATIONS DU PLAN
Définition 1

On appelle transformation du plan une bijection du plan dans lui-méme .

Exemples : La symétrie centrale , la symétrie orthogonale , la rotation la translation ,

I’lhomothétie .

Définition 2 :

Soit f une transformation du plan, M un point du plan d’affixe z et M’ d’affixe z’ I'image de M
par f. L’application de C vers C qui a z associe z’ est appelée écriture complexe de f .

Remarque :
Donner I’écriture complexe dune transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe z
associe le point M’ d’affixe z’ c’est exprimer z’ en fonction de z.

1. ECRITURE COMPLEXE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS DU
PLAN

Considérons les points M d’affixe z et M’ d’affixe z’.

a) La translation
Soit b un nombre complexe et 1 le vecteur d’affixe b.
Considérons t3; la translation de vecteuru .
t: (M)=M’ & MM =74,
=7 -z=b
&27’=z+Db.
I’écriture complexe de la translation t; de vecteuru d’affixe best 2’ =z +b

Propriéte

Une transformation du plan est une translation si et seulement si son écriture complexe est de la
forme: z2 =z + b ; beC.

Exemple : I’écriture complexe de la translation t; de vecteuru d’affixe 1 +iest z2 =z +1+i
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b) La symétrie centrale
Soit A le point d’affixe z, et S, la symétrie centrale de centre A.
S, (M)=M < AM' = MA

S Z —Zy = Zy—2Z

&7 = -z + 2z,.

L’écriture complexe de la symétrie centrale de centre Aest: 2’ =-z +2z, ;

Propriéte

delaforme: zZ = -z + b ;beC

Une transformation du plan est une symetrie centrale si et seulement si son écriture complexe est

Exercice résolu 1

centrale de centre A .
2) Déterminer la transformation du plan dont I’écriture complexe est z’

Solution
1) L’écriture complexe de S, estde laformez’ = —z + b avech € C
Si(A) =A==z, =—z,+b
&b =2z
b= 2-6i
Donc I’écriture complexe de S, estz’ = —z +2- 6i.
2) z7 = —z + 7+ 2i est I’écriture complexe d’une symétrie centrale .

Déterminons son centre Q(w )

Ona So(Q)=Qe=w =-w+2-6i.

S2w=2-06I.

S ow=1-3i
Ainsi, la transformation du plan dont I’écriture complexeest z2 = —z
central de centre Q( 1 - 3i).

c) Symétries orthogonales par rapport aux axes du repére .

La symétrie orthogonale par rapport a I'axe ( Ol ) des 08 O O

1) Soit A le point d’affixe 1 — 3i. Déterminer I’écriture complexe de la symétrie

= —z+7+2i.

+ 7 + 2i est la symétrie

"(cakiby ]

abscisses a pour écriture cmplexe z' =z

La symétrie orthogonale par rapport a I'axe ( OJ ) des
ordonnées a pour écriture complexe z' = —z

arin)

it

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama

Page 204



d) Homothétie de rapport k € IR\ {0}

Soit h I’homothétie de centre Q(w ) et de rapport k.
M est le point d’affixe z et M’(z’) est I'image de M par h.

h(M) = M’ < QM = kQM
S7Z—-—w=k(z-w)
=7z =kz+w —ko
sz =kz + w(l-k)

Posonsb = w(1l-k),onaalorsz = kz + b.

Propriéte

Une transformation du plan est une homothétie de rapport k si et seulement si son écriture
complexeestdelaforme: z2 =kz+b, b €C.

Remarque : Si le centre de h est O alors I’écriture complexe de h est de la forme z’' = kz .

Exercice résolu 2

1) Déterminer I’écriture complexe de I’homothétie h de centre Q(1 — 2i) et de rapport 2.
2) Déterminer la transformation du plan dont I’écriture complexe est z’ = —3z + 1 + 5i.

Solution

1) L’écriture complexe de h est de la forme z’ = 2z + b avec be C.
hQ)=Q &1 —-2i =2(1-2i) +b
©1-2i =2-4i+ b

&b =-1+2
Donc I’écriture complexe de hest z2 =2z-1+ 2i .
2) z2=—3z+ 1+ 5i estI’écriture complexe d’une homothétie de rapport -3.

Déterminons son centre Q(w ).
h(Q=Q w=-3w+1+5i
S 4w =1+5i

Sw= i + ;
Ainsi, la transformation du plan ayant pour écriture complexe z' = —3z + 1 + 5i est

I’homothétie de centre Q(i + %i ) et de rapport -3.

e) Rotation de centre Q(w ) et d’angle 8, w € C,et 8 € IR

Soit R la rotation de centre Q(w ) et d’angle 6 .
SiM= M’, R(M)=M & QM = QM'’ et Mes( QM, QM ) =6 .

oz —wl=lz—w|etArgE—)=6

Z—Ww
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|Z’—(1)| _ z'—w _
S ol 1 et Arg(—z_w )=6
= z'—w — eig

Z—Ww

Sz —-w=ef(z-w)
o7 =efP7+w (1— )
e77=e%7+b avech=w (1— e¥9)

Théoréme

L’écriture complexe d’une rotation d’angle 6 est de laforme z2 = ez + b avech € C.
Une transformation du plan est une rotation d’angle non nul si et seulement si son écriture
complexe estde laforme:z =az+bavecla|=1, a#1 et beC.

Remarque
L’angle de la rotation est arg(a) et son centre Q a pour affixe w = %

Si le centre de la rotation est O alors I’écriture complexe est de la forme z’ = az.

Exercice résolu 3
1) Déterminer I’écriture complexe de la rotation r de centre A(1—i) et d’angle g

—1+i+/3
2“/—2 +1.

2) Déterminer la transformation du plan dont I’écriture est z’ =

Solution

1) L’écriture complexe de r est de laforme z' = ez + bavech € C,
soit 22 = (2+iL3)z +b
2 2
Déterminons b.
A)=A & 1-i=(t+i2)(1-i)+b
Sb=1-i-(2+i2)(1-i)
2-2i—(1+i+/3)(1-i)

b= .

- b= 2—2i—(1—;+i\/§+ V3)
- b= 2—2i—1+;—i\/§—\/§
b= 1-+/3 +i(-2-+/3)

2

2z s , 1. .43 1- /3 +i(-2-+/3
Donc I’écriture complexe de r est 2’ = (E+l */2——)z+ ‘/—“(2 v3)
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1+L\/§

2) L’écriture complexe 22 = ———z + 1équivauta z’= e 3 z + 1, et la transformation

correspondante est une rotation d angle ?

Déterminons son centre Q(w).

1+l‘/—) +1l o w-

Ona:w=( i w=

_1t l‘/—z + 1 est la rotation

Ainsi, la transformation du plan ayant pour écriture complexe z’ =

de centre Q( ) etd’ angle —

TABLEAU RECAPITULATIF

Transformations du plan Caractérisations géométriques Ecritures complexes

*SiMe (Ol), M’ =

Symétrie orthogonale *Si M¢ (Ol) alors ( Ol) est A
d’axe ( Ol) médiatrice de [MM’']

*SiMe (0J), M'=M
Symétrie orthogonale *Si M¢ (OJ) alors (OJ) est 7z = -z
d’axe ( 0OJ) médiatrice de [MM’]
Symétrie centrale de centre O OM = — OM ’=-12
Symetrie centrale de centre Q oM’ = —oM zZ7=—z+b;beC
Translation de vecteur u’(b) MM'=1 zZ7=z+b;beC
Homothétie de centre_Q et de oM’ = koM z/=kz+b;beC

rapport k (k € IR")

*SiM=Q , alors M’=Q
OM' = OM =elz+b:bheC

mes(W;QM’):B

Rotation de centre Q et
d’angle 6

*SiMiQ,{
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EXERCICES

Dans tout ce qui suit, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct ( O,l,J)

Dans chacun des cas suivants , déterminer la
nature et les éléments caractéristiques de la
transformation

dont I’écriture complexe est donnée .

)z =z+3-i

27 =—2z-2+3i

3)z7 =5z+4+i

4)z =—iz+1
6)z =iz+5-z

Déterminer I’écriture complexe de chacune des

transformations suivantes :
1) L’homothétie de centre A(1 + 2i) et de
rapport 3.

2) La rotation de centre B(2i) et d’angle 2?"
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4, ISOMETRIES PLANES

ACTIVITE

Les translations, rotations, symétries orthogonales, symétries centrales, homothéties sont des
applications du plan dans lui-méme rencontrées dans les classes antérieures.

Parmi ces applications quelles sont celles qui conservent la distance ?

1) ISOMETRIES

Définition

I Une isométrie plane est une application du plan dans le plan qui conserve la distance. I

Exemples :
e L es translations, les symétries orthogonales, les rotations sont des isométries planes.
e Une homothétie de rapport k tel que |k| #1 n’est pas une isométrie plane.

Propriété

Toute isométrie plane est une bijection du plan dans lui-méme.
On dit que les isométries sont des transformations du plan.

I1) PROPRIETES
1) Conservation du produit scalaire

Propriété

Soit f une isométrie. A, B, C et D quatre points du plan.
Sif(A) = A’, f(B) = B’, f(C) = C’et f(D) = D’alors AB.CD = A'B'.C'D’
On dit que les isométries conservent le produit scalaire.

Preuve
Ona AB.CD = AB.(CA+ AD)
= AB.CA + AB.AD
= —AB.AC + AB.AD
AB?2+AC?2-B(? + AB?2+AD?—-BD?

2 2
AIB12+AICI2=BIC2  A1Br2+AID12—B1Dr2 i i
_ _ IB12+ /2/ ICr + IB12+ 121 1Dr (conservatlon de |ad|StanCe)
= —A'B"A'C'+A'B'.A'D’

donc AB.CD = A'B’.C'D’
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2) Conservation du barycentre

Propriété

Soit f une isométrie, (4;, @;)1<;<n N points pondérés tels que la somme des coefficients a; soit
non nulle, A’;(1 <i < n) I’image de A;par f, G un point et G’ son image par f.

G est le barycentre des points pondérés (4;, «;)1<;<, Si €t seulement si G est le barycentre
des points pondérés (A';, a;)1<i<n

On dit que les isométries conservent le barycentre.

Exercice résolu 1

Soit f une isométrie plane, (O, I, J) un repére orthonormé et O, I’, J’ les images respectives de
O, I, Jpar f.

1) Démontrer que (O’, I’, J’) est un repére orthonormé.

2) On considére un point M de coordonnées (x ; y) dans (O, I, J) et un point M’ de
coordonnées (x ; y) dans (O’, I’, J°).

a) Justifier que M = bar {(O ; 1-x-y), (I ;x), (J; )}

b) Démontrer que f(M) = M’.

Solution
1) (O, 1,J) est un repere orthonormeé < 01.0j =0et0l = 0] = 1. Orf est une isométrie
donc

or. 0]’ = 01.0] = 0 (conservation du produit scalaire) et 0'' = 01 = 1,0']' =
0] = 1(conservation de la distance). Par suite (O’ r,J ) est un repére orthonormé.
2) a) onaM (x;y)dans (O,l,J) alors OM =x 01 + y 0]
ainsi OM :x0M+xMI+yW+yW

Par conséquent (1—x—y)m+xm+yM_j:6,etcomme 1l-x—-y)+x+y+0

alors M = bar {(O ; 1-x-y), (1 ; X), (3 ; V)}.

b) M’ de coordonnées (x ; y) dans (O’, I’, J’) alors M’ = bar {(O” ; 1-x-y), (I’ ; ), " ;
y)} d’apres la question précédente. Posons M; = f(M) alors M; = bar {(O’ ; 1-x-y),
(I’ ; %), (3” ; ¥)} (conservation du barycentre) .Ainsi M;et M’ sont barycentres des
mémes points pondérés d’ou M;= M’ car le barycentre de points pondérés donnés est
unique. Par suite f(M) =
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III) COMPOSITION D’ISOMETRIES

1) Rotation ( rappel )

Etant donnés un point Q du plan et un nombre réel a , on appelle rotation de centre () et
d’angle a I’application du plan dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel
que :

mSiM = Qalors M' = ()

mSiM = Q, alors OM = QM’et mes (m; QM’):a+2k1t,kEZ

2. Composeée de deux symétries orthogonales (rappels)
2.1) Composee de deux symétries orthogonales d’axes paralleles

Propriété

Soit (D1) et (D2) deux droites paralléles, O1 un point de (D1) et O2 son projeté orthogonal sur
(D2). La composeée S(p,)0S(p,) est la translation de vecteur 20,0,.

2.2) Composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants

Propriété

Soit (D1) et (D2) deux droites sécantes en un point O, de vecteurs directeurs respectifs u; et
u, . La composée Sp,,0S(p,) est la rotation de centre O d’angle 2(u;,u;).
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2.3) Décomposition de translation

Propriété

Soit t; une translation de vecteur non nul i . Pour toute droite (D1) de vecteur normal, il
existe une droite (D2) et une seule telle que : S¢p,)0Sp,) = tu

Preuve

Existence

Soit (D2) I’'image de (D1) par t1. En utilisant
2

la propriété de la composée de deux symétries
orthogonales d’axes paralléles on a /' uz
S(0,)0S(p,) = tu. (D2) est donc définie.
Unicité
Supposons qu’il existe une droite (D3) telle o)
queS(D3)OS(Dl) =t;.
Mais alors (Ds) est I'image de (Dz) par t1, qui
2

est une bijection donc (D1) et (D3) sont confondues.
D’ou I'unicité (Dy).
Remarque : Il existe aussi une unique droite (A) telle
que S(p,)0S(ay = ty. Dans ce cas (A) est I'image
de (D1) par t_1.

2

A retenir :

La translation de vecteur non nul i est donné. Onaty = S(p,)0Sp,) telle que :
m Si (D,) est donnée de vecteur normal #, alors (D) = t1_((D,))
2

m Si (D) est donnée de vecteur normal #, alors (D;) =t_1.((D,))
2

2.4) Décomposition de rotation

Propriété
Soit r une rotation de centre O et d’angle a. Pour toute droite (D1) passant par O, il existe une
droite (D) et une seule telle que : S¢p,y0S5pp,) =T

Preuve
Existence

Soit (D) I'image de (D1) par (O, g). En utilisant la propriété de la composée de deux
symétries orthogonales d’axes sécantes on a : Sp,)0S(p,) = r(0, @). (D2) est donc définie.
Unicité

Supposons qu’il existe une droite (Ds) telle que Sp.y0S(p,) = (0, a)

On a: 5,05,y = S0;)0S(0y)

AINSi (S(p,)05(0,))0S(p,) = (S(03)05(01))0S(py)
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S0,)0(S(01)05(p)) = S(03)0(S(0,)05(0,))
Donc S(p,y = S(p,)- Les droites (D2) et (Ds) sont confondues.

Remarque : 1l existe aussi une unique droite (A) telle
que S(p,)0S(a) = (0, a). Dans ce cas (A) est I'image

de (Dy) par r (0, —% a) .

A retenir
La rotation de centre O et d’angle a est donnée. Ona 7y .4) = S(p,)0S(p,) telle que :
m Si (D,) est une droite donnée passant par O, alors (D,) = (o .1a)((D1))

"2

m Si (D,) est une droite donnée passant par O, alors (D;) = "(o: _1a)((Dz))
! 2

Exercice résolu 2

ABCD est un rectangle de sens direct. | et J les milieux respectifs des segments [AD] et [BC].
a= mes(ﬁ,ﬁ).
1) Compléter les décompositions suivantes :
) :S(I])O ....... C) r(O,a) :--------OS(AC)
b) tﬁ —. OS(I]) d) T(O, a) = S(DB)O ......
2) Construire les droites (D1), (D2), (Ds), et (Da) telles que

a) tzg = Sap)0 S(v,) ©) "( ) S(c)0S(ps)
(D2)
b) tz5 = S(v,)0Sp) ) "( ) S(py)0Scy ©
D
Solution
1. a) Le vecteur ﬁ est normal a la droite (1J)
b) Le vecteur AD est normal a Ia droite (1J)
c) La droite (AC) passe par O et A
T(O g)[(AC)] = (1]) donc T(O, a) = S(I])OS(AC) D3)
2

d) La droite (AC) passe par O et
T(O a)[(DB)] = (1]) donc T(O a) = S(DB)OS(I])'

2)ona (D) = ¢ 1 [(AD)]; (D) = tagsl(AD))]
r(D,_g)[(DC)] = (D)etry, Z)[(Dc)] = (D)
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3) Composition de rotations (rappels)

3.1) Composee de rotation de méme centre

Propriété

Sir et r’ sont deux rotations de centre O et d’angles respectifs o et o’ alors r’e r est la rotation
de centre O et d’angle o + o’.

Remarque : Sir et r’ sont deux rotations de méme centre alors r’'or=ror’

3.2) Composee de rotation de centres distincts

Propriété

Soit r; et r, deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs a; et a,

mSiata, =0+ 2kn , k € Z alorsr,or; estune translation.

m Si a,+ta, # 2km pour tout k € Z alors r,or; est une rotation d’angle a;+ «,.

Preuve
Soit 0, et 0, les centres respectifs des rotations r,et r,
Décomposons et rpavec la droite (0,0;).0nar; = S(p,0,) 0 S(p,) OU (D;) =

T‘(Olv_%al)[(0102)] et rz = S(DZ) 05(0102) Ol:l (Dz) = T‘(Ozéaz)[(0102)] . AInSI

120 11 = [S(n,) 05(0,0,)]0[S(0,0,) 0 Seo)]

= S(b,) 0[5(0,0,)0 S(0,0,)1 0 S(oy)

= S(02)05(,)
Soit u; un vecteur directeur de (D,) tel que mes (u_l’ ; 0102) = % + 2k  k €Z
et u, un vecteur directeur de (D,) tel que mes ( 0,0, ; @) = % +2qm ,q €T
Comme, (u7; u3) = (u_{i 0102) + ( 0,0, : E) alors
aq + a,

2
Mais, (D;) Il (D,) si et seulement si I’angle (%; ; u;) est nul ou plat.

a, +«
Donc, D) 1 (D,) & ——=2=k"n, k'€zZ

2
Sa+a, =2k"n

mes(u;; uz) = +2k'm aveck' =k +q

Ainsi, si a; + a, =0+ 2km , k € Z alors (D,) Il (D) et r,o0 r; est une translation
Et si a; + a, # 2km pour tout k € Z alors (D,)et (D,) sont sécantes en un point O etr,0 r;
est une rotation de centre O et d’angle a; + «,.

Remarque : En général r, oy # 1y o1y,
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4. Composée d’une rotation et d’une translation

Propriété

Si r est une rotation d’angle a. non nul et t une translation alors t o r est une rotation d’angle a

Preuve
Soit O le centre de la rotation r et i le vecteur de la translation t.

eSii=0,alorstor=r.
e Si i = 0 considérons la droite (D) passant par O et de vecteur normal i et les droite (4) et
(4°) telles que :

t = S(anoS(py avec (4') = t%ﬁ[(D)]
etr = S(D)OS(A) avec (A): r(O,—%a)[(D)]

Onator = [S(A,)OS(D)]O[S(D)OS(A)]
= S(a)0[Swy0S ()| 0S(a)
tor =S40 Say Or (4) et (D) sont sécantes

enOet (D) Il (4’) donc (4) et (4”) sont sécantes

en un point Q. Par suite t o r = r(Q, ).
Remarque
m On démontre de la méme maniére que r o t est une rotation d’angle a
mEngénéralrot #tor

[Point méthode

Détermination du centre d’une rotation

m Si A et B sont deux points distincts d’images respectives A'et B’ par une rotation r et que
les médiatrices des segments [AA'] et [BB'] sont sécantes en un point Q, alors Q est le centre
de la rotation r-.

m Si A est un point non invariant d’image A’ par une rotation r d’angle 8 non nul, alors le
centre Q de la rotation r est I’unique point vérifiant :

QA=QA'etmes(m’;W): 0+ 2kn ke

m Si la rotation r d’angle non nul est décomposee en deux symétries orthogonales d’axes (D)
et ( D’) alors le centre de r est le point d’intersection de (D ) et (D”).

Exercice résolu 2

ABCD est un carré de sens indirect et de centre O. On noter,, 1., rpet r, les rotations de
centres

respectifs A, C, D et O et d’angles respectifs g —g, et %
Déterminer la nature et les eléments caractéristiques de ry o7, 14079, 40 Tp et tgz o1

Vs
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Solution

¢ Nature et élément caractéristique de 14 o ¢

La somme des angles der, et 1. es %
t g—gzo: 2km(ke Z)

donc r, o . est une translation.

De plus 7y o 7c = S(ag) © Stac) © Scac) ° Soe)
Donc 14 o r¢ = Sagy © Soey = tyge-

¢ Nature et élément caractéristique de r4 o 1

onaZ+Z=et3" % 2kn(ke 2)
2 4 4 4 3
donc r4 o 1y est une rotation d’angle "
De p|US rqgorg = S(AB) o S(AO) o S(AO) o S(A)
OU(A) = T(O _E)[(AO)] AlnSl rqgoro = S(AB) o S(A)
'8

4 o 1 est la rotation d’angle %" et de centre Q
ot {Q}= (AB) n (4).

Nature et élément caractéristique de 14 o rp

Ona g + g = zdonc 1, o rpest une symétrie centrale
De plus 7, o v, (D) = B par suiter, o r, = S, car O est le milieu de [BD].

Nature et elément caractéristique de tg5 ° ¢

tgz ° Tc est une rotation d’angle —g.

De plus D = tgz o 1¢(C) et A = tzz o (D) donc

Le centre de tgz o 1 est I’intersection des médiatrices
des segments [CD] et [AD] donc le point O.

5. Composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation

Activité 1
Soit (4) une droite de vecteur directeur .
1) Soit M un point, M1 son image par t; , M’ I'image de M1 par S¢4 et M2 I'image de M
par S(A)-
a) Démontrer que (M1 M) [I(4)
b) Prouver que M ’= t;(M>)
c¢) En déduire que t3 o S(A) = S(A) oty
d) Démontrer que S,y ° t; n"admet pas de point invariant (utiliser un raisonnement par
I’absurde)
2) Soit (D) une droite dont 2 n’est pas un vecteur directeur, A un point de (D), A1= t3z(A),
A= Spy(Az)
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a) Peut-on avoir A’= A1 ? Justifier.
b) En déduire que t3 o S(D) * S(D) oty.
Théoréeme et définition

Si (4) est une droite de vecteur directeur i alors t; o S(4)y = S(a) © ty et la composée t;; o S,
est appelée symétrie glissée d’axe (4)et de vecteur u .

[Point méthode

Détermination de I’axe ( D) et du vecteur u d’une symétrie glissée

M
(D) /

m Si M et N sont deux points distincts donnés d’images respectives M'et N’ par la symétrie
glissée f alors I’axe ( D) de f est droite ( KL) ou K et L sont les milieux respectifs des
segments [MM'] et [NN']

m Soit f une symétrie glissée et % son vecteur.
Si Aestun point donné d’'image A’ par f o f alors U = %AA’

Proprieté 1

[Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant.
Activité 2

Soit (4) une droite de vecteur normal .

1) Déterminer et construire la droite (D) telle que t; = S(p)0S(,).

2) Demontrer que la composée ty; o S¢4yest une symetrie orthogonale. Préciser I’axe de
symétrie.

Activité 3

Soit (4) une droite et un vecteur non nul % qui n’est pas normal a(4).

1) Supposons que u est un vecteur directeur de (4), quelle est la nature de t; o S¢4) ?
2) Supposons que n’est pas un vecteur directeur de (4)

Soit ¥ un vecteur normal a (4) et w un vecteur directeur de(4) tel que i = v + w,

a) Déterminer et construire la droite (D) telle que t; = S(py0S(4)

b) Démontrer t;; o S,y est une symétrie glissée dont on précisera I’axe et le vecteur.
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Propriétés 2

Soit (4) une droite et un vecteur non nul .
e Si i est normal a (4), alors ty o S(4yest une symétrie orthogonale.
e Si i n’est pas normal a(4), alors t; o S¢4) est une symétrie glissée.

Remarque :
e On établit de la méme maniere que S¢,y o t est soit une symétrie orthogonale soit une

symeétrie glissée.
e si i est vecteur non nul et n’est pas un vecteur directeur de (4) alors ty o Siay # S(ay © t-

6) Composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation

Activité 4
Soit (4) une droite, O un point de (4) et r la rotation de centre O et d’angleg
1. Déterminer et construire la droite (D) telle que T o, m = 5(p)0S(4)-

2. Démontrer que la composée r o 54 est une symétrie orthogonale. Préciser son axe .
Activité 5

Soit (4) une droite, O un point n’appartenant pas a (4) et r la rotation de centre O et

d’angle — g

1. Tracer la droite (D) paralléle (1) passant par O et construire le point H projeté orthogonal
de O sur(4).
Déterminer et construire la droite (D’) telle que T(o,—g> = S 0S(p)-

. Démontrer r o 54 est une symétrie glissée dont on précisera I’axe et le vecteur
4. Soit 0" = S(4)(0). Démontrer que r © S¢4y # S(ay © 7.

Propriétés

Soit (4) une droite et r une rotation de centre O.
m Si O €(4), alors 7 o Sy est une symétrie orthogonale.
m Si O €(4), alors r o 5,4y est une symétrie glissée

Remarque :

e On établit de la méme maniére que Sy o 7 est soit une symétrie orthogonale soit une
symetrie glissée.

e .Engénéralr oSy # Syyeor.

Exercice résolu 3

Soit ABCD un losange de sens direct, de centre | tel que Mes (ﬁ H) = g E le point tel que

IJE=ADetFle projeté orthogonal de I sur (BC)

1) Soit s la symétrie glissée d’axe (BD) et de vecteur Bi.
a) Déterminer les images des points A, B et | par s.

b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s~1.
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2) Soit f la transformation du plan définie par f = r o s~1ou r est la rotation de centre B et
d’angle de mesure —g .

a) Démontrer quef = Spcy ° tg;. Quelle est la nature de f ?
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

Solution

+E

1.a) Sp)(A) = Cet t5(C) = Ealors s(A) = E; Sgp)(B) = B et t5;(B) =l alors s(B) = |
Spy(1) = lettg(1) = Dalors s(I) = D.
b) s~1 est la symétrie glissée d’axe (BD) et de vecteur B
2.a) onar = Sy © Seppy alors f = Sipcy © Sepy © Sep) °© tip
f = S(sc) © tig or le vecteur 1B n’est pas normal a (BC) donc f

est une symétrie glissée.
b) onatg = tip © tyg etSac) © tig = S(ay 0U (4) = t_1z(BC) donc f = S © tgp.
2

Ainsi f est la symétrie glissée d’axe(4) et de vecteur FB

IV) CLASSIFICATION DES ISOMETRIES

1) Isométries admettant trois points invariants non alignés

Activité 6

Soit f une isométrie admettant trois points invariants non alignés A, B et C ; M un point du
planet M' = f(M).

1) Démontrer que M’ = M (on pourra procéder par I’absurde )

2) En déduire la nature de f ?

Propriété

Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés est I’application identique.
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2) Isometries distinctes de I’identité admettant deux points invariants

Activité 7

Soit f une isométrie distincte de I’identité admettant deux points invariants distincts A et B.
1) Soit C un point du plan n’appartenant pas a la droite (AB) et C' = f(C).

a) Justifier que C' = C

b) Démontrer que (AB) est la médiatrice de [CC’]

2) Soit s la symétrie orthogonale d’axe (AB). Posons g = s o f.

a) Déterminer les images des points A, B et C par g.

b) Quelle est la nature de g ?

¢) En déduire la nature de f et caractériser f.

Propriété

Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points A et B distincts et qui n’est pas
I’application identique, est la symétrie orthogonale d’axe (AB)

3) Isométries admettant un point invariant unique

Activité 8

Soit f une isométrie admettant un unique point invariant A.

1) Soit B un point du plan distinct de Aet B’ = f(B).

a) Justifier que B’ # B.

b) Démontrer que A €(4) médiatrice de [BB’]

2) Soit s la symétrie orthogonale d’axe (4) et g = s o f.

a) Déterminer les images des points A et B par g.

b) Justifier que g ne peut étre I’application identique et déduire sa nature.
c¢) Quelle est la nature de f ?

Propriété

Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A est une rotation de centre A.

4) Isométries sans point invariant

Activité

Soit f une isométrie n’admettant aucun point invariant ; A un point du plan et A" = f(A) ;tla
translation de vecteur A'Aetg =t o f.

1) Démontrer que g admet au moins un point invariant.

2) Démontrer que g n’est pas une rotation d’angle non nul.

3) En déduire la nature de f.

Propriété

Une isométrie du plan qui ne laisse aucun point invariant est soit une translation, soit une
symétrie glissée
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Exercice résolu 3

Soit I" un polygone régulier et O son centre de gravité.

1) Démontrer que, si f est une isométrie laissant globalement invariant T, alors O est invariant
par f

2) En déduire que toute isométrie laissant globalement invariant " est une rotation ou une
symetrie orthogonale.

Solution

1. O est centre de gravité de 7. Comme f est une isométrie laissant invariant 7" et que les
isométries conservent les barycentres, alors O est invariant par f.

2. Toute isométrie laissant globalement invariant 7"admet au moins O comme point
invariant. Donc elle est soit une rotation (I’application identique est une rotation d’angle
nul), soit une symétrie orthogonale.

V) DEPLACEMENT, ANTIDEPLACEMENT
1. Définition

m Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.
m Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé

2. Propriétes

m Toute isométrie est un déplacement ou un antidéplacement

m Tout déplacement est une translation ou une rotation

m Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée.
m La transformation réciproque d’un déplacement est un déplacement

m La transformation réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement

3. Composition de déplacement et d’antidéplacement

m La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.

m La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 221




TABLEAU DE CLASSIFICATION DES ISOMETRIES

Condition sur
I'isométrie f

Points invariants

Déplacement

Antidéplacement

Trois non alignés

L’application
identique du plan :
I,P

f est distincte de
I'application
identique

Deux points distincts
AetB

La symétrie
orthogonale d’axe (
AB).

Un seul point Q

Une rotation de
centre QO

Aucun point

Une translation de
vecteur non nul

Une symétrie glissée.

VI) DETERMINATION D’UNE ISOMETRIE

Activite 9

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B.

1) Supposons que AB = A’B’. Déterminer une isométrie f transformant A en A’ et B en B,

2) Supposons que AB % A’B’. soit r la rotation de centre A’ et d’angle a= mes(AB,A'B’) ; t
la translation de vecteur AA'et E=t(B).
a)Posons f = r o t. Déterminerf (A).
b) Démontrer que mes(A'E,A'B’) = a et A’'E=A’B’

c¢) En déduire f est une rotation transformant Aen A’ et BenB’.
3) Soit g un déplacement transformant A en A’ et B en B’

a) Déterminer f~1 o g(A) et f~1 o g(B).
b) En déduire la nature de £~ o g puis quef = g.

NB : Ainsi A, B, A’ et B’ étant quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B, il existe un
unique déplacement f transformant Aen A’ et Ben B’.

Si AB = A’B’alors f est une translation

Si AB # A’B’alors f est une rotation.

4) Soit s la symétrie orthogonale d’axe (AB)

a) Quelle est la nature de f o s?

b) Déterminer f o s(A) et f o s(B)
¢) En utilisant le raisonnement de la question 3) démontrer f o s est I’unique antidéplacement
transformant Aen A’ etBenB’,
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Propriétés

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B.

m || existe un unique déplacement transformant Aen A’ et Ben B’.
m |l existe un unique antidéplacement transformant A en A’ et Ben B’,

Exercice résolu

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O. on désigne par A’, B’ et C’ les
milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

1) Déterminer deux isométries f et g transformant Aen B et B’ en C’.

2) Préciser les images des points C et A’ par chacune de ces isométries.

Solution

1) ABC est un triangle équilatéral alors [AB’]
et [B’C] sont des hauteurs et ont la méme
longueur de plus A#B’ et AB" = BC' donc

il existe une unique rotation f transformant
AenBetB’enC’etununique
antideéplacement g= f o S(xp1y = S(gcry © f-
Ainsi f est la rotation de centre O et d’angle 2?"
2)Ona f(C) =Aetf(A") =B’ Aussi

gC)= fo S(AB')(C) =f(C) =Aet AR
9(A") = Sgcry © f(A) = Sy (B)=D

T .

Exercice résolu 4

Dans le plan orienté, on considére le triangle isocéle ABC tel que: AB =

AC et Mes (A_B) Kf) = E. Soit | lepoint tel que le triangle CAl est rectangle en C et

Mes (@ a’) =-2

1) Faire une figure que I’on completera au fur et a mesure. On prendra AB = 5 cm.

2) On appelle ryla rotation de centre A et d’angle E et rcla rotation de cenre C et d’angle — E

Onpose f =1cory
a) Déterminer les images respectives des points A et B par f.
b) Démontrer que f est une rotation et préciser son angle.

3) Démontrer que Mes (E H) =2

4) On appelle O le symétrique de A par rapport a (BC).
a) Démontrer que le quadrilatere ABOC est un losange.
b) Démontrer que O appartient a la médiatrice de [Al]
c¢) En déduire que O est le centre de la rotation f

Solution
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2. Onaf =rcomy
a) Onar,(A) =Aetrc(A)=1alors f(A) =1;r,(B) =Cetr.(C)=Cdoncf(B) =C.

b) f est la composée de deux rotations de centres distincts dont la somme des angles estg -

Vs

2
3. Ona (ﬁ) = (ﬁ) + (ﬁ)
donc mes (ﬁ) = mes (ﬁ) + mes (ﬁ) + 2kn(ke Z)

—% % 0[27] donc f est une rotation d’angle — %

=2+ 24 2kn(ke 7)
4 4

mes (ﬁ) = §+ 2kn(ke Z) Ainsi Mes (ﬁ) = g

4.a) O est le symétrique de A par rapport & (BC) alors BA = BO et CA = C0O or BA=CA
(le triangle ABC est isocéle en A) donc BA = BO = CA = CO d’ou ABOC est un losange.

b) ABOC est un losange alors(4AB) || (CO) or (AB) L (AI) (d’aprés la question 3) donc
(€C0) L (AI),ainsi (CO) est une hauteur du triangle CAI. De plus le triangle CAI est

isocéle en C par conséquent (CO) est la médiatrice de [Al].

¢) Comme ABOC est un losange alors BO = €O donc O appartient a la médiatrice de [BC].
Mais O appartient aussi a la médiatrice de [Al] (d’aprés la question 4b) donc O est le point

d’intersection des médiatrices des segments [BC] et [Al]. De plus f(4) = I et f(B) = C.

Par suite O est le centre de f.
Page 224
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EXERCICES

[E1]. On considére un carré ABCD de sens
direct. I, J, K et L les milieux respectifs des

cotés[AB], [BC], [CD],[DA] et O le centre
du carré.

Déterminer la nature de chaque
transformation et préciser les éléments
géométriques qui la caractérisent.
1. f = tm o tm
2. f = S(AC) 0 S(BD)
3. f = S(AC) 0 S(AB)
4, f = S(AC) 0 S(U)
> S =10 0 T4y
6. f=r/; . mo0 1/, =
! (2:3) " "(a3)

7. f:r(c g)OSDO r(A,E)

; '3

Dans le plan orienté, on considére un carré

ABCD de centre I, tel que Mes(AB, AD)= g

Etant donné un point M du segment [BD]
distinct de B et de D, on appelle N, P et

Q les projetés orthogonaux de M
respectivement sur les droites (AB) ; (AD)
et (DC).

1. On considére les isométries suivantes :
r la rotation de centre | et d’angle —g ;

r' la rotation de centre D et d’angle —g et

t la translation de vecteur AD.

a) Déterminer r o t(A) et r’ o t(B)

b) Préciser la nature de r' o t

c) En déduireque r' ot = .

2.a) Déterminer t(N)

b) Démontrer que r(N) =P.

¢) En déduire que NA .NB = PA . PD.
d) Démontrer que :NA.MC = NA.NE et
PA.MC = PA .PD.

e) En déduire que (MC).L(NP).

3) Soit M’ le symétrique par rapport a la
droite (NP).
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a) Démontrer que les points N, P et M’
appartiennent au cercle de diamétre [AM].
b) Prouver que les points M, C et M’ sont
alignés.

c) En déduire que le point M’ appartient au
cercle circonscrit au carré ABCD.

Soit OAB un triangle isocéle en O, P un
point variable du segment [AB], P # A et

P # B. La parallele menée de P a la droite
(OB) coupe la droite (OA) en A’ et la
paralléle menée de P a la droite (OA) coupe
la droite (OB) en B’

1) Démontrer que OA" = BB'.

2.a) Endeduire qu’il existe une rotation r
transformant Oen B et A’ en B’,

b) Démontrer que r(A) = O et déterminer le
centre Q de cette rotation.

3) Démontrer que les points O, A’, B’ et Q
sont cocyclique

Soit (D) une droite, A et B deux points
extérieurs a cette droite. A tout point M de
(D), on associe le point M’, second point
d’intersection du cercle de centre A et de
rayon AM avec le cercle de centre B et de
rayon BM. Déterminer et construire le lieu
géométrique des points M’ lorsque M décrit

(D).

Soit ABC un triangle et | un point du
segment [AB]. Construire un triangle
équilatéral 1JK tel que ] € (BC) et K € (AC).

Dans le plan orienté, on considere un
triangle direct OAB, rectangle isocéle en O.
On note

ra et rg les rotations de centre respectifs A
et B,

d’angleg , So la symétrie centre O.
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1) Placer un point C non situé sur la droite
(AB) et construire les carre BEDC et ACFG.

a. DéterminerSiaoy © S(ap).-

b. Démontrer que ry o 13 = So.

2.a. Déterminer I'image de E parry o g
b. En déduire que O est le milieu de [EF].

3. On note r et rp les rotations de centres
respectifs F et D, et d’angleg :

a. Trouver I'image de Cparrg o Sg o 1p.

b. Déterminer la transformation 1z o Sg o
-

4. Placer H le symétrique de D par rapport a
O.

a. Justifier que rg(H) =D.

b. Prouver que le triangle FOD est rectangle
isocele en O.

Dans un plan orienté on considére un
losange ABCD tel que AB =BC =CD =

DA = 5 et Mes(AB, AD)= =

On désigne par I, J, K, L et O les milieux
respectifs des segments [AB], [BC], [CD],
[DA] et [BD].

On note (4) la médiatrice de [AB] et (4")
celle de [CD].

1. Soit f I’isométrie du plan définie par

f(A)=B,f(B)=Detf(D) =C.
a. Prouver que f est un antidéplacement.
b. Démontrer que f est une symétrie glissee.

2. Soit S¢ayla symétrie d’axe (4) et rla
rotation de centre B et d’angle — g

a. Démontrer que f =1 o S
b. A-t-on f =Sy or?

3. Soit S(gcy la symétrie d’axe (BC).

a. Déterminer I’axe de la symétrie s telle que
r = S(BC) oS,

b. En déduire que f peut s’écrire sous la
forme f = S(gc) © t;0U t;est une translation
dont on précisera le vecteur.

4. Soit t, la translation de vecteur %A_D) on
pose g =t;'of.

a. Déterminer g(D), g(1), g(0).
Déterminer g.

b. En déduire I’axe et le vecteur de f.

Soit le repére orthonormal direct (0;u, v)
du plan complexe. Les points A, B et C sont
définies par leurs affixes respectives : Z, =
3—-iV3;Zg=3+iV3;Zc=2++/3+3i
1. Faire la figure en choisissant pour unité
2cm.

2. Prouver que OAB est un triangle
équilatéral direct.

Soit G le centre de gravité du triangle OAB.
Déterminer I’affixe de G.

3.Démontrer qu’il existe une rotation
transformant O en G et Aen C.

4. Déterminer I’angle de la rotation et son
centre.

5.a) Démontrer que (OA)L(GC).

b) En déduire que les point G, B et C sont
alignés.

6. Soit a et b deux nombres complexes et f
I’application qui au point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe z’ tel que z' =
azZ+b.

a. Déterminer a et b pour que

b.f(0) =Getf(A) =C.

c. Démontrer que f est une isométrie.

d. Soit I le milieu du segment [OG].
Déterminer le point £ (1).

Justifier que f est un antidéplacement.

e. f est-elle une symétrie orthogonale ?

f. Sans faire de calcul construire en
justifiant la construction, I’image du
triangle OAB par f puis celle de G par f.
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ABC et AB’C’ sont deux triangles
rectangles isocéles en A et directs.
Démontrer que

BB’ = CC'et (BB') L (CC').

E10

ABC est un triangle équilatéral direct de
centre O. Déterminer h = g o f et construire
h(ABC) si

T T
1f=nr(A §) etg = Tz(Big)
3. f:T(A, Z?H)etg :S(AO)

E1ll

ABC est un triangle direct.

1. Construire les triangles AIB et ACJ
équilatéraux directs

2. Démontrer qu’il existe une rotation qui
transforme B en K, en utilisant une rotation
et une translation. En déduire que le triangle
BCK est équilatéral.

3. Démontrer que BJ = Cl.

E12

OABC est un parallélogramme. On
considére les triangles isocéles AlIB et CJB
tels que

mes(Al ; AB) = mes(CB, C))= B [2n]. r est
la rotation de centre O et d’angle B, t la
translation de vecteur CJ et t’ la translation

de vecteur AO

1. Démontrer que t o r o t'est une rotation
d’angle B qui transforme I en J et A en K.
2. Justifierquer =torot’

E13
Dans le est plan muni d’un repére
orthonormal direct (O; u, V)
1. on considére la transformation t de Pdans
P, qui a tout point M(x ; y) fait correspondre
le point M” (x”; y’) tel que

{ x'=x+1

Y =y++V3

a. Exprimer z’ I’affixe de M’en fonction de
I’affixe z de M.
b. Quelle est la nature de t ?
2. Soit la transformation £, qui au point
M(z) associe le point M1 (z1) tel que :
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(1 W3
Z1 = <— E + 7) Z

Reconnaitre la nature de f et préciser ses
éléments caractéristiques.
3. Soit la transformation f o t, qui au point
M(x ; y) d’affixe z associe le point
M2 (X2 ; y2) d’affixe z».
a. Exprimer zz en fonction de z, puis x2 et y>
en fonction de x et y.
b. Quelle est I'image par f o tdu point

(12
c. Soit (D) la droite dont une équation est
X+yV3+2=0.

Montrer que Ce (D).
d. On note (D) I'image (D) parf o t, quel
est le point d’intersection de (D) et (D) ?

El4

Dans le plan orienté on considére un carré
ABCD de centre | et de sens direct. On note
(C) le cercle passant par A, B, C et D.

faire une figure. (on prendra AB = 4 cm).
On note tla translation de vecteur DA ;

rpla rotation de centre D et d’angle g ;

r;la rotation de centre A et d’angle _%i

r,la rotation de centre A et d’angle %" .

On désire caractériser les transformations
f=terp,g1=ncof,g;=12°f.

1. Démontrer que f, g, et g, sont des
rotations dont on précisera I’angle.

2. Déterminerf (D) et f(A). quel est le
centre de f ? Déterminerg, (D) et g,(D).
3.S0it A’} = g,(A) et A, = g,(A)

a. Démontrer, en utilisant g, o gy *que A est
le milieu du segment [A"; A", ].

b. Démontrer, en calculant mes(A_D), m),
que A’;est sur la tangente a C en A.

4. Soit J le centre de g, et K celui de g,.

a. Prouver que J et K appartiennent a C et
qu’ils sont diamétralement opposés. Placer J
et K sur la figure.

b. Démontrer que A’; est sur la droite (JB).
Placer A';et A',sur la figure.

E15
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A et B sont deux points du plan orienté, tels
que AB = 6cm.
On note

r,la rotation de centre A et d’angle g

r,la rotation de centre B et d’angle —2?".

Pour tout point M du plan, on note Mz et M>
les images respectives de M par r; et r.

1. Placer un point M sur la figure et
construire Mz et M»

2. Le but de cette question est de démontrer
que, pour tout point M du plan, le milieu du
segment [M1Mg2] est un point fixe I.
Onpose f =r o1yt

a. Déterminerf(M,).

b. Montrer que f est une symétrie centrale.

c. En déduire que le milieu du segment
[M1Mz>] est un point fixe | que I’on précisera
sur la figure.

3. Dans cette question, le plan est muni d’un
repéere orthonormal direct (O; u, V) tel que A
et B aient pour affixes respectives -3 et 3.
On note z; et z, les affixes respectives de M1
et M.

M est un point du plan, distinct de A et de B,
d’affixe z.

a. Exprimer z; et z; en fonction de z.

- . -3
b. Montrer que 22=% = j/32—,
Z1—Z z+3

c. En déduire que :

mes (MM1 X MMZ) = mes (W)WS)) +
§+ 2kn(ke 7Z)

MM, __ MB

MM; 3MA'

d. Déterminer I’ensemble (I") des points M
du plan tels que M, M et M soient alignés.

et

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+

Page 228



5. SIMILITUDES DIRECTES

ACTIVITE 1 : A la découverte d’une similitude directe
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O,EJ,EZ) d’unité 1 cm.

Partie A

Soit h I’homothétie de centre O, de rapport —2 et r la rotation de centre P d’affixe —% — %i et
d"angle .

Onpose f =1 o h.

1. Soit M et N deux points du plan d’images respectives M'et N’ par f.

a. Démontrer que M'N" = 2MN

b. Justifier que f conserve les angles orientés.

c. f est —elle une isométrie ? justifier.

2. Justifier que I’écriture complexe :

ederestz =iz—4—3i

edehestz = -2z

3. Déterminer les images O'et O” du point O respectivement par f et h o r.
4. A-t—on roh = hor?Justifier.

5. a. Démontrer que I’écriture complexe de f est z' = —2iz — 4 — 3i.

b. f est —elle une homothétie ? Justifier.

NB : Ainsi, I’application f n’est ni une isométrie ni une homothétie. Elle conserve les angles
orientés et multiplie les distances par 2. On dit que f est une similitude directe de rapport 2.

Partie B
1. Démontrer que f admet un unique point invariant Q dont on précisera I’affixe.

2. Soit h' I’lhomothétie de centre Q et de rapport 2 et r' la rotation de centre Q et d’angle — g

a. Déterminer les écritures complexes de h'et r'.
b. En déduire les écritures complexes de ' oh'eth'or’.
c. Vérifierque f =r'oh' = h'or’.

NB : La décomposition f = r'o h' = h'o r'est appelée décomposition canonique de la
similitude directe f. On dit que f est la similitude directe de centre Q , de rapport 2 et d’angle

1

2
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1) DEFINITION

Définition

Soit k un nombre reel strictement positif donné.
On appelle similitude directe de rapport k la composée d’une homothétie de rapport k et d’un
déplacement.

Exemples
e Les déplacements ( translations et rotations ) sont des similitudes directes de rapport 1.

e Toute homothétie de rapport k'’ est une similitude directe de rapport |k’|
e La composée d’une homothétie de rapport k' et d’un déplacement est une similitude directe de

rapport |k

NB Le qualificatif « directe » attribué a la similitude est du fait de la conservation des angles
orientés. 1l existe des applications du plan dans lui-méme qui multiplient les distances par k et
transforment les angles orientés en leurs opposeés ; On les appelle similitudes indirectes. Elles
ne sont pas au programme.

ACTIVITE 2 : Ecriture complexe d’une similitude directe

Partie A : Ecriture complexe d’une similitude directe

Soit f une similitude directe de rapport k ( k > 0).

Par définition il existe une homothétie h de rapport k et un déplacement g telque f = ho g
On rappelle que I’écriture complexe de h est de la forme z' = kz + ¢ ol ¢ € C et celle du
déplacement g est de laformez' =mz+1 avec|m| =1 etl € C.

Déterminer I’écriture complexe de f.

Partie B : Applications du plan dans lui-méme ayant pour écriture complexe z' = az + b

Soit f une application du plan dans lui-méme ayant pour écriture complexe z'=az+b ot aeC*
et beC.

1) Sia=1, quelle est la nature de f ?

2) On suppose a =1

a) Démontrer que f admet un unique point invariant €2 dont on précisera I’affixe en fonction de
a’ab.

b) On pose k =|a et 6 = arg(a) + 2kn(ke Z)

On note : R la rotation de centre () et d’angle orienté de mesure 0
H I’homothétie de centre 2 et de rapport k.
Soit M un point du plan d’affixe z. On pose M, =R(M) et M'=H (M), z, et Z' sont les affixes

respectives des points M, et M".
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¢ Exprimer z, —z,, en fonction de z -z, puis z'-z,, en fonction de z, —z,,.
¢ En déduire que I’écriture complexe de HoR est z'=az+b
c) Démontrer de méme que I’écriture complexe de RoHest z'=az+b

Ainsi,f=HoR = RoH
On dit que f est la similitude directe de centre Q, de rapport k et d’angleé .

I1) PROPRIETES

Propriéte 1 et définitions

Une application f du plan dans lui-méme est une similitude directe si et seulement si son écriture
complexe est de la forme z'=az+b ouaeC*etbeC
m Si a =1 alors f est une translation.

m Si a =1 alors f admet un unique point invariant Q d’affixe 1L .
—-a

Dans ce cas, f est la similitude directe :
— de centre Q

— de rapportk = [
— d’angle 6 = arg(a)[2]
Onnote f =54,

Ainsi, Sare) = Hak) ° R:e) = R@;:e) ° Hax

Exercice résolul : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I’application S du
plan dan lui- méme qui a pour écriture complexe z'= (V3 —i)z+(L+i)(1—+/3 +i).

Solution
mNature

L’écriture complexe de S estde laformez = az+ b aveca =+/3 —

i (nombre complexe nonnul) et b = (L+i)(1-+/3+i)

donc S est une similitude directe.

m Eléments caractéristiques

¢ Le centre

Comme a # 1, la similitude directe S admet un centre qui est I’unique point invariant Q dont
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1+i 1—\/§+i
I’affixeest:wzi:( i : ):1+l
1-a 1—/3+i

¢ Le rapport
Le rapport de la similitude directe S est k = [V3 — i| = 2
¢ L’angle
Vs

Soit & la mesure principale de I’angle de S. Ona 8 = Arg (V3 —i) = -z

Ainsi, § = S(Q-z-—f) avec Q1 + i)
6

Propriété 2

f est la similitude directe de centre €2, de rapport k et d’angle orienté de mesure 6, si et
seulement si pour tout point M(z) du plan d’image M'(z") par f ona: z'-z, =ke'’(z-z,)

Exercice résolu 2 : Soit le point A d’affixe -2i . Déterminer I’écriture complexe de la similitude

directe s de centre A, de rapport V2 et d’angle %

Solution

L’écriture complexe de S s’obtient par la formule z' — z, = V2e's(z — z,)
Ontrouve z' = (1+i)z—2

Propriété 3

m Toute similitude directe du plan est une transformation du plan.
m Si S est la similitude directe de centre €, de rapport k et d’angle 6 alors sa transformation

réciproque S~1 est la similitude directe de centre Q, de rapport % et d’angle —6

Propriété 4

La composeée de deux similitudes directes de rapports k et k’et d’angles 6 et 8’ est une
similitude directe de rapport kk'et d’angle 6 + 6".
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Propriétée 5 ( propriété caractéristique )

Une application S du plan dans lui — méme est une similitude directe de rapport k et d’angle 6 si
et seulement si pour tous points distincts M et N d’images respectives M'et N’ par Sona :

M'N’ = kMN et mes (W\i; M’N’) = 0 + 2kn(k € 7)

Preuve :

Si S est une translation, alors la propriété est évidente

Supposons que S est une similitude directe de rapport k et d’angle 6 non réduite a une
translation.

Alors il existe une homothétie h de rapport k et une rotation r d’angle 6 tellesque S =r o h.
Posons M; = h(M) et N; = h(N) alors M;N, = kMN

Ona:M =roh(M)=r(M,)et N =r0oh(N)=r(N,)donc M;N, = M'N'par suite
M'N' = kMN

Par ailleurs, comme M =r(M;) et N = r(N,) alors (m W) =0

Or M, = h(M) et Ny, = h(N) implique M,N; = kMN donc (MN; M'N") = 8 car k > 0
Réciproquement.

Soit f une application du plan dans lui — méme telle que pour tous points distincts M et N
d’images respectives M'et N’ par f on ait :

M'N" = kMN et mes (W; M’N') = 0 + 2An(A € Z) ouU k est un réel strictement positif donné

et & un nombre réel donné.

Considérons une similitude directe S de rapport k et d’angle 6.

Posons M, =S Yo f(M)=S"*(M)etN,=S"1o f(N) =S"1(N)

Et comme S~ est une similitude directe de rapport % et d’angle — 6 alors, il vient :

M,N, =~MN' et (WAM’) = -0 parsuitt  M,N,=:xkMN=MN (1)
et (MN;M,;) = (VN M) + (MN- W,N;) = 8- =0 (2)

De(1)et(2)il ressort que MN = M,N, d’ouS~1o f est une translation t.
L’égalité S~1 o f =t implique f = S o t d’ou f est une similitude directe.
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Propriété 6

Soit s la similitude directe de centre € de rapport k et d’angle 6.

OM'=kQM
mes(QM, QM) =0 +2Ar, A e Z

Pour tous points M et M’ distincts de 2, s(M)=M '@{

M3

Exercice résolu 3 :

Dans le plan orienté, on donne un triangle ABC isocéle et rectangle en A de sens direct.
Démontrer qu’il existe une similitude directe s de centre C qui transforme A en B. Préciser son
rapport et son angle.

Solution

Ona: Mes (CA; CB) =Zet CB =V2CA

Donc la similitude directe de centre C, de rapport v/2 ¢
et d’angle % transforme A en B
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Activité 3: Etude des applications du plan dans lui-méme qui multiplient les distances par k
et conservent les angles orientes.

Soit k un nombre réel strictement positif donné et f une application du plan dans lui-méme qui
multiplie les distances par k et conserve les angles orientés.

1) Sik =1, quelle est la nature de f ?

2) On suppose k quelconque dans ]0;+oo[. A et B sont deux points donnés d’images A’ et B’ par
f.

Le but de cette question est de démontrer que pour tout point M distinct de A d’image M’ par

f, I’angle orienté (m A'M ) est constant et d’en déduire I’écriture complexe de f.

Soit M un point distinct de A, d’image M’ par f. On note z et 2’ les affixes respectives de M et M’
a) En utilisant I’égalité (AM ,A'M '): (AM ,ﬁé)+ (ﬁé A B')+ (A‘B', A'M ) et la conservation des
angles orientés par f, démontrer que (WWF (ﬁéﬁ)

b) On pose 6 = Mes(ﬁ,ﬁ)

Mes(AM, AM')=....
Compléter : < am
m .....

En déduire que z'-z, =ke"(z-z,) .

Ainsi, I’écriture complexe de f est de la forme z'=az+b , et d’aprés I’activité 3, f est une
similitude directe.

Propriéte 7

Soit k un nombre reel strictement positif donné.

Une application f du plan dans lui — méme est une similitude directe de rapport k, si et

seulement si f multiplie les distances par k et conserve les angles orientes.

Propriétés 8

m Toute similitude directe S de rapport k transforme :

—une droite en une droite.

—une demi — droite en une demi — droite

—un segment en un segment

—un cercle de centre A et de rayon r en un cercle de centre A" = S(A) et de rayon r' = kr

m Toute similitude directe du plan conserve :
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—I’alignement des points
—le parallélisme des droites
—I’orthogonalité des droites
—le barycentre

—les angles orientés

—le contact

m Toute similitude directe de rapport k multiplie:
—les distances par k
—les aires par k?

I11) DETERMINATION D’UNE SIMILITUDE DIRECTE PAR DEUX
POINTS ET LEURS IMAGES .

ACTIVITE 5

Soit A, B, A’, B’ quatre points du plan.
Déterminer les conditions suffisantes sur les points A, B, A’ et B’ pour que le systéeme

{azA+b: Z,

d’inconnue (a,b) € CxC admette une solution unique (a,b) telle que a=0
azg +b=12zg

Ainsi, sous les conditions déterminées , I’unique similitude directe d’écriture complexe
z = az + b transforme Aen A’ et BenB".

Propriéte

Soit A, B, A’, B’ quatre points du plan.

S(A) =
Si A#B et A'= B’ alors il existe une unique similitude directe s telle que {SEB;

e L angle de s est Mes (ﬁéﬁ)

e Lerapportdesest k=——
pp B

Exercice résolu 4 :
Soit A, B et C les points d’affixes respectives -2 + i , i et (1+2+/3)i.
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1. Démontrer qu’il existe une similitude directe s de centre A qui transforme B en C.
2. Déterminer son rapport et son angle.

Solution

De par leurs affixes,ona A # B et A # C donc il existe une unique similitude directe S de
centre A qui transforme Ben C :

+ Son angle estMes (E/\A_C)) avec Mes (E/\A_C)) = Arg (W)

i—(—2+1i)
2(1++3i
WEEsE))
2

= Arg(1 +V3i)
_T[
I

+ Son rapport k :%: |%| =|1++3i|=2

Ainsi , S:S(A-z-f)

=3
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EXERCICES
El

Soit d un réel strictement positif.

Dans le plan orienté, on considére un carré
OABC direct et de centre | tel que : OA=d.
J est le milieu de [OI] .

1) Faire une figure.

Soit la similitudes directe plane f telle que
f(O)=1 e f(A)=1J.

2) Déterminer I’angle et le rapport de f .

3) Construire le point C'= f(C) et
déterminer f(B)

4) Soit Q le centre de la similitude direct
f . Démontrer que les points (2,0, 1, C)
d’une part et (Q, O, A, J) d’autre part sont
cocycliques.

En déduire une construction de Q.

5) Démontrer que les droites (0Q) et
(QC) sont orthogonales.

2) Le plan est rapporté au repére orthonorme
direct (O ; u ;\7) tel que A ait pour affixe d.

Déterminer I’écriture complexe de f.

E2

Le plan est muni d’un repere orthonormé

—

direct (O ; i ; j) (unité 1 cm).

1) Determiner les racines cubiques dans C
du nombre complexe 216 et les écrire sous
forme exponentielle.

On appelle A, B et C les points images de
ces racines, A étant le point dont I’affixe est

réel et B le point dont I’affixe a une partie
imaginaire positive. Placer ces points dans
le repére.

2) Soit les points D , E et F d’affixes
respectives 3+iv/3 , —3+i+/3 et —2iy/3.
a) Montrer que D appartient a la droite
(AB). Placer D.

b) Sur quelle droite se trouve E ? Placer E .
c) Montrer que F appartient a la droite
(AC). Placer F.

3) Montrer qu’il existe une similitude directe
S unique transformant Aen D et B en E et

déterminer son expression complexe.

Déterminer les éléments caractéristiques de
S.
Vérifier que S transforme Cen F .

E3

Le pan complexe est rapporté a un repere
orthonormé direct (O ; u ;\7).
1) Déterminer I’ensemble (T") des points M

du plan d’affixe z tels que
(-iv3)z—+3-i|=4

2) Sot A, B e B’ les points d’affixes
respectives i, /3 et —4i.

Déterminer I’écriture complexe de la
similitudes directe S qui transforme A en O

etBenB’.
Préciser le centre, le rapport et I’angle de S.
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3)En utilisant les résultats établis au 2)
retrouver I’ensemble (T") défini au 1).

E4

Soit O, A et B trois points distincts du plan.

On note € une mesure en radian de I’angle

orienté (6&; @) On suppose que

b

On considere les rectangles OPQA et OBRS

tels que Mes(@; OT’) = —% ,OP =20A

_os
i3

Le but de I’exercice est de montrer que les

et Mes(a?;;o_s:)z% , 0S

droites ( PB ) et ( QR ) se coupent en un
point que I’on note | et que | appartient au
cercle circonscrit au rectangle OBRS

1) Faire une figure avec les éléments cités
Ci — dessus .

2) Soit f la similitude directe de centre O,
. , T
d’angle orienté de mesure 0+5 et de

rapport

_ OB
20A

a) Déterminer les images par f des points O
, P, A et en déduire celle du point Q.

b) Gréace a ce qui précede, comparer les

angles (&5 ; @) et ((Té ; ﬁ) ainsi que les

rapports
oQ . OR
OP OB

3) On muni le plan d’un repere orthonormé
direct dont I’origine est le point O. On note
Zp , 2o, Zg » Z les affixes respectives des

pointsP,Q,B,R.

ZQ Z
a) Montrer que — =—
Z, I
. T - Zp —1Z
b) Démontrer que I’égalité —& = Q
s I5-1;

équivaut a celle démontrée a la question
précédente.

c) En déduire I’existence du point | et la
cocyclicité des points O, |1, B, R.

ES

Dans le plan orienté, on considere le triangle

ABC rectangle en B tel que
Mes[AB ; AC)~Z.

I, E, Jsont les milieux respectifs des
segments [AB] , [AC] et [EC].

1) Montrer qu’il existe une rotation r
transformant A en E et B en C.

Préciser son angle ; Construire son centre O
en justifiant la construction.

Dans la suite de I’exercice, k désigne un

nombre réel, M et M’ sont les points déefinis
par AM =kAB et EM'=kEC .
2) a) Préciser la position de M et M’ pour

k=0, k=1 etk=2.
2

Le réel k est désormais quelcongue.
b) Démontrer que M est le barycentre du
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systeme {(A;1-k);(B;k)}.

c) En déduire que M'=r(M) , puis,
préciser la nature du triangle OMM’ .

d) Montrer que les points O, A, M et M’
sont cocycliques.

3) Soit N le centre du cercle circonscrit au
triangle OMM’ .

a) Montrer que N est I’image de M par une
similitude directe de centre O dont on
précisera I’angle et le rapport.

b) Quel est I’ensemble des points N lorsque
M décrit la droite ( AB ) ? Construire cet

ensemble.

E6] (Bac C 2005 Cote d’lvoire)

L’unité de longueur est le centimetre.

A et B sont deux points du plan tels que

AB = 6.

G est le barycentre des points pondérés (A ;
1)et(B;3)

G2 est le barycentre des points pondérés (A ;
1) et(B;-3).

1. a) Construire les points G; et G

b) Démontrer que I’ensemble (I") des points
M du plan tels que MA%2 — 9MB? = O est le

cercle de diameétre [G1G2]
c) Construire I’ensemble ( E )des points M

—_— —_—— T
du plan tels que Mes(MA ; MB) = 3
2.50it € I"'image du point B par la rotation

, 2T
de centre A et dangle 3
D l'image du point B par I'homothétie de

2
centre A et de rapport 3

S la similitude directe qui applique
AsurBetCsurD

a) Construire les points C et D

b) Calculer le rapport de S .

¢) Justifier gu’une mesure de I’angle de S

tT[
est
3

3.0nnote Q le centre de S .
a) Démontrer que Q appartient a (I') et a
(E). Placer Q.

21

b) Démontrer que Mes(AC ; AD) ==~
c) En déduire que les points A,C ,D et Q
appartiennent @ un méme cercle ( C).

Construire (C).
E7l (Bac C 2009 Céte d’lvoire)

OAB est un triangle rectangle isocéle en O et
de sens direct.

On désigne par I le milieu du segment
[AB], par (C) le cercle de centre O et de
rayon OA et par (I) le cercle de diametre
[AB]. Le point D est I’intersection du cercle
(C) et de la demi droite [/0). On note J le
point d’intersection de la demi droite [DB)
et du cercle (T).

1-a) Faire une figure.

b) Justifier que Mes (ﬁ ﬁ) = %

c) Démontrer que le triangle DA]J est
rectangle isocele en J et de sens direct.
Démontrer que la droite (0)) est la
médiatrice du segment [AD]

2) Soit S la similitude directe de centre A
telle que S(I) =0

a) Déeterminer le rapport k et I’angle 6 de S.
b) Soit H le milieu du segment [JA] et K le
point d’intersection de la droite (0]) avec la
droite (4D)

Démontrer que S(H) = K.

c) Déterminer la mesure principale de

I’angle orienté (71) 7]))
3) Déterminer I’image du cercle (T") par S.
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On donne, dans le plan orienté, un triangle
isocéle OAQ’ avec Mes (ﬁﬁ) = g
Les cerclesT et I" * passant par A et de
centres respectifs O et O’ se recoupent en B.
on note | le centre du carré AOBO’.

1. Faire une figure que I’on complétera
progressivement.

2. D et D’étant les points diamétralement
opposésa AsurlecercleT"et T
respectivement, démontrer que a I’aide
d’une homothétie de centre A, que les points
D, B et D’ sont alignés.

3. Soit M un point du cercle I' (M#A,
M=B) et M’ I’intersection de la droite (MB)
avecI'’.

a. Vérifier que M’est distinct de A.

b. Démontrer que mes (m M) =

mes (ﬁ, ﬁ) +kn(k € 7)

c. En déduire que la rotation r de centre A
qui transforme O en O’ transforme la droite
(AM) en (AM”).

d. Prouver que r(M) = M".

3. Soit N le point d’intersection de la droite
(M’A) avec le cercle (I') et N’ celui de la
droite (MA) avec le cercle (I'"). Démontrer
quer(N) =N’

4. On suppose que M est distinct de D.

a. Prouver que N est distinct de A et
construire le carrée NAN’F.

c. Démontrer que les points B et F sont les
images respectives des points O et N par la
similitude directe sdont on précisera le
centre, le rapport et le I’angle.

d. Construire I’image du cercle I" par s.

Dans le plan orienté, on considére quatre
points distincts A, B, C et D se succédant
dans le sens trigopnométrique sur un méme
cercle.

1. Faire une figure.
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2. Soit s la similitude plane directe de centre
A qui transforme C en D. on désigne par E
I’image du point B.

a. Démontrer que :

mes (ﬁi ﬁf) = mes (E ﬁ) + 2kn(k €
Z) .

b. Prouver que E € (BD) puis placer le point
E sur la figure. On admettra que E € [BD].
c. Démontrer que AD x BC = DE x AC.

3. Démontrer que mes (ﬁ A_)C) =
mes (ﬁ, ﬁ) + 2kn(k € 7)

. AD AC
puis que — = —.
4. Soit s'la similitude de centre A qui
transforme B en C.
a. Démontrer que s'(E) = D.
b. Prouver que AB x CD = AC x BE.
c. En déduire que :
AC x BD = AB x CD + AD x BC.
(théoréme de Ptolémée).

E10

Le plan complexe est muni du repére
orthonormé (0, e;, e3).

On considere les points A, B, C, D, E
d’affixes respectives 2i,2 ; 4+ 6i; —1+1i;
-3+ 3i.

1) Faire une figure.

2) Déterminer la nature du triangle ABC.

3) Soit S la similitude directe qui transforme
AenDetBenA.

a) Déterminer les éléments caractéristiques
de S. On notera Q le centre de S.

b) Déterminer I’image du triangle ABC par
S.

¢) En déduire la nature du triangle DAE.

Ell

On considere le triangle OO’A rectangle en
A, isocele et de sens direct. Les cercles (C)
et (C") passant par A et de centres respectifs
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O et O’ se recoupent en B.

A tout M de (C), on associe le point M’ de
(CHtel que Mes (W W) = _7"

1) Démontrer qu’il existe une solution r
transformant O en O’ et M en M”.
Déterminer I’angle et le centre de r.

2) M étant distinct de B, les droites (BM) et
(BM") recoupent respectivement (C") en N’
et (C) enN.

Démontrer que r(N) = N".

3) On construit les carrés MBM’P et
NBN’Q.

Soit S la similitude directe de centre B qui
transforme M en P.

a. Déterminer I’angle et le rapport de S.

b. Déterminer I’'image de N p

c¢) Déterminer I’ensemble (T') décrit part les
points P et Q lorsque M décrit (C) — {B}.
Représenter (T).

E12| BAC C 2007
On considére le triangle ABC rectangle en

tel que :AB =5 cm et Mes(ﬁ,ﬁ) =I

3"

Soit E le milieu du segment [AC].
1. a. Construire le triangle ABC.

b. Démontrer qu’il existe une rotation r
transformant Ben C et AenE.

c. Déterminer I’angle de la rotation r.
d. Construire son centre O.

2. Soit S la similitude directe de centre O qui
transforme B en E.

Soit J le centre du cercle circonscrit au
triangle OAE.

a. Déterminer I’angle et le rapport de S.

b. Démontrer que S(4) =].

3. Soit k un nombre réel non nul, M et M’
deux points du plan tels que AM = kAB et
EM' = kEC.

a. Construire les points M et M’ pour k =

b. Démontrer que M est le barycentre des
points A et B affectés des coefficients
respectifs (k — 1) et (—k).

c. Démontrer que r(M) = M' et en déduire
que le triangle OMM? est équilatéral.

d. Démontrer que les O, A, M et M’ sont
cocycliques.

4. Soit N le centre du cercle circonscrit au
triangle OMM’.

a.) Démontrer que S(M) = N.

b. Déterminer I’ensemble des points N
lorsque M décrit la droite (AB).
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6. CONIQUES

INTRODUCTION

Les coniques forment une famille de courbes planes résultant de l'intersection d'un plan avec
un cone de révolution.

parabole -
point

droites sécantes

hyperbole

ellipse cercle

coniques propres coniques degenérées
Intersection d'un plan et d'un c6ne de révolution
Selon les positions relatives d’un plan et d’un céne, on obtient différents types de coniques :

Si l'angle d'inclinaison du plan avec I’axe du cone est :
» supérieur a l'angle d'ouverture du cbne, l'intersection est une ellipse;

» inférieur a I'angle d'ouverture du céne, c'est une hyperbole;
» égal a I'angle d'ouverture du cbne, c'est une parabole.
» un cercle quand le plan est perpendiculaire a I'axe du cone;

» une hyperbole équilatere quand I'angle d'inclinaison du plan est inférieur de 45° a I'angle
d'ouverture du cone;
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CONIQUES

I.DEFINITION MONOFOCALE

1. Définition /

Dans un plan, on considere une droite (D) et un point F
non situé sur (D). Soit e un réel strictement positif.

On appelle conique (I') de foyer F, de directrice (D) ©

et d’excentricité e I’ensemble des points M du plan tels que

% = e ou H est le projeté orthogonal de M sur (D).

En fonction des valeurs de e on obtient 3 types de courbes :
¢ Si 0<e <1, laconique (I') est une ellipse.

¢ Sie =1, laconique (I') est une parabole.

¢ Si e > 1, laconique (I') est une hyperbole.

La droite (A) passant par F et perpendiculaire a (D) est appelée axe focal de la conique.

2. Construction d’une parabole et mise en équation

Soit F un point et (D) une droite du plan telle que d(F,(D)) =4 cm.

Soit (I') la conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e =1.
On note K le projeté orthogonal de F sur (D) et (A) la droite (FK).

On pose p = d(F ;(D)) : p est appelé parametre de la parabole.

a) Construction
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®)

- Vérifier que le milieu S de [FK] appartient a (I).

Soit (d1) une droite strictement parallele & (A) et H; le point d’intersection de (d1) et de (D).
Soit M; le point d’intersection de (d1) et de la médiatrice de [FH,] et M le symétrique de M,
par rapport a (A).

- Vérifier que les points M, et M appartiennent a (I').

- En déduire la construction de 10 points de (I') et donner I’allure de la parabole (T').

b) Mise en équation

Dans le repére orthonormé (S,7,7) ou1= K—lFﬁ donner une équation de la parabole (T').

3. Construction d’une ellipse et mise en équation

Soit F un point et (D) une droite du plan telle que d(F,(D)) =4 cm.

Soit (') la conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e = 2

3
On note K le projeté orthogonal de F sur (D) et (A) la droite (FK).

a) Construction point par point de (FIJ = {M € P/% = %} ol H est le projeté orthogonal

3

de Msur (D).

Soit A =bar{(F ;1),(K; e)} et A’ = bar{(F;1),(K; -e)}.

Placer Aet A’.

- Vérifier que les points A et A’ appartiennent a ().

A et A’ sont appelés les sommets de I’ellipse situés sur I’axe focal.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 245



CONIQUES

Propriété (admise)
Lorsque 0 <e <1, (T,) est situé dans la bande délimitée par les droites (T ) et (T")
paralléles a ( D) passant respectivement par les sommets A et A’

On muni le plan du repére orthonormé (Kl_j) d’unité 1 cm tel que F(4 X 0).
- Tracer la droite (5)d’équation y = %x (dans le cas général y = ex).

- Choisir un point P du segment [AA’] et tracer la droite (AP) paralléelea (D) enP ; Elle
coupe (5) en L.
- Construire le cercle (C, ) de centre F et de rayon r = PL.

- Justifier que le point M d’intersection de (C,) et (A, ) est un point de (FIJ .

3

- En faisant varier le point P sur le segment [AA’] Construire point par point I’ensemble (FIJ .
3

(D)

b) Mise en équation
Soit O le milieu de [AA’].

Dans le repére orthonormé (O, 7,7) ouT= %ﬁ, donner une équation de I’ellipse (I).
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4. Construction d’une hyperbole et mise en équation.

Soit F un point et (D) une droite du plan telle que d(F,(D)) = 3 cm.
Soit (I') la conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e = 2,
On note K le projeté orthogonal de F sur (D) et (A) I’axe focal.

Soit A = bar{(F ;1),(K; e)} et A’ = bar{(F ;1),(K; -e)}.
- Placer Aet A’.
- Vérifier que les A et A’ appartiennent a ().

A et A’ sont appelés sommets de I’hyperbole.

Propriété (admise).
Soit A et A’ les sommets de (T, ) situés sur I’axe focal , O le milieu du segment [AA’], (T)

et (T") les droites paralleles a ( D ) passant respectivement par A et A’.
Lorsque e > 1, (T, ) est situé dans la réunion des demi plans de frontiéres (T ) et (T’ ) ne

contenant pas O

Construction point par point de (1"2) = {M € P/% = 2} ou H est le projeté orthogonal

de Msur (D).

e Sur un papier millimétré, on choisira le centimétre comme unité et d(F;(D)) =3
e Tracer I’axe focal (A ) et placer les sommets A et A’.

e On muni le plan du repére orthonormé (Kl_j) d’unité 1 cm tel que F(3;0).

- Tracer la droite (5)d’équation y = 2x (dans le cas général y = ex).

- Choisir un point P de (A)\] AA’ [ ,tracer la droite (A, ) paralléle a (D) en P ; Elle coupe
() enL.

- Construire le cercle (C, ) de centre F et de rayon r = PL.

- Justifier que le point M d’intersection de (C,) et (A, ) est un point de (T, ).

- En faisant varier le point P sur (A)\] AA’ [ Construire point par point I’ensemble (T, ).

b) Mise en équation
Soit O le milieu de [AA’].

Dans le repére orthonormé (O, 1,7) ouT= %ﬁ, donner une équation de I’ellipse (I).

1. EQUATION REDUITE ET ELEMENTS CARACTERISTIQUES

1. Parabole
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Equation y? = 2ax x? = 2ay
réduite
Parameétre E] |a]
Sommet S(0;0)
Axe focal | L’axe des abscisses L’axe des ordonnées
Foyer | F(5;0) F(0:9)
; ; iy — @ y=_4
Directrice | (D):x=—-2 (D):y=—-
a>0
Courbe
a<0
2. Ellipse
a>b=>0 | 0<a<b
Equation x2  y?
réduite 2 et
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Centre O

Demi-
distance
focale

c=vVa? — b?

c=vVb?% — a?

excentricité

c
e=

a

c
e=-
b

Sommets

A(a;0), A’(-a:0), B(0 ;b), B’(0 ;-b)

Axe focal

(AA’)

(BB’)

Foyers

F(c; 0) ; F’(-c ;0)

F(0;c); F(0;-c)

Directrices

(D):x:a—czet(D’):x:— .

a?

(D) :y:%et(D’):y:—ﬁ

C

Courbe

y
4B

Remarques :
Un cercle est une ellipse obtenu lorsque a = b
Remarques :

- pour tracer I’ellipse, on commence par placer ces 4 sommets A, A’, B et B’.
-L’ellipse est a I’intérieur du rectangle engendré par les 4 sommets A, A’, B et B’ et est

tangente en A, A’, B et B’ aux cotés de ce rectangle.

2. Hyperbole

Equation x?  y? x? y?
réduite ﬁ—ﬁzl _ﬁ+ﬁ:1
Centre O @)
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Demi-
distance
focale

c=vaZ +b?

excentricité

c
e=

a

c
e=-
b

Sommets A(a;0), A’(-a:0), B(0 ;b), B’(0 ;-b)
Axe focal (AA”) (BB?)
Foyers F(c; 0) ; F°(-c ;0) F(0;c); F(0 ;-c)
Directrices (D) :x:a—CZet (D) :x= _a_CZ (D) :y:%et (D) :y= —%
Asymptotes (A):y==x et(A):y=—2x
® ; (D\\%
S 7 ©)
3t 3 |
2+ 2
Courbe i S i s g 3 2 -1 1 Az 3x
-24 7]
-3+ o
Remarques :

Lorsque a = b I’hyperbole est une hyperbole équilatere.

Remarques :

- Pour tracer I’hyperbole, on commence par placer les points A(a ;0), A’(-a ;0), B(0 ;b) et
B’(0 ;-b) puis on construit le rectangle engendré par ces 4 points.

-Tracer les diagonales du rectangle qui sont les asymptotes de I’hyperbole.
-L’hyperbole est a I’extérieur du rectangle et tangente au rectangle en A et A’.

Exercice 2.1

Le plan est muni du repere orthonormé (0;1;]). Déterminer la nature et les éléments
caracteristiques de la conique (T') dont une équation est donnée et tracer (T).

x% 92

1) +

2
=12 x2-L=1
5 4 4

I11. DEFINITION BIFOCALE

1. Définition bifocale de I’ellipse
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Propriéte

Soit F et F’ deux points distincts et a un réel strictement positif tel que : FF* < 2a .
L’ensemble des points M du plan tels que : MF + MF’ = 2a

est une ellipse de foyers F et F’, de demi-distance focale ¢ = %FF’.

Exercice

Soit F et F’ deux points tels que FF” = 2v/5 cm.

Soit (E) I’ensemble des points M du plan tels que : MF + MF’ = 6.
1.Quelle est la nature de (E) ?

2. Donner I’équation réduite de (E) et tracer (E).

2. Définition bifocale de I’ hyperbole

Propriéte

Soit F et F’ deux points distincts et a un réel strictement positif tel que : FF* > 2a .
L’ensemble des points M du plan tels que : [MF —MF’| = 2a

est une hyperbole de foyers F et F’, de demi-distance focale ¢ = %FF’.

Exercice

Soit F et F’ deux points tels que FF” = 24/13 cm.

Soit (E) I’ensemble des points M du plan tels que : MF + MF’ = 6.
1.Quelle est la nature de (E) ?

2. Donner I’équation réduite de (E) et tracer (E).

Remarque : La parabole n'a pas de définition bifocale.
IV. DEFINITION ANALYTIQUE

Le plan est muni d’un repére orthonorme.

Les coniques sont les courbes planes dont les équations cartésiennes de la forme :

Ax? + By? + Cxy + Ex + Fy + G = 0 avec I'un au moins des trois coefficients A, B ou C non
nul .

Suivant le repere utilisé, I'expression de I'équation sera plus ou moins simple.

Il est intéressant de chercher le repere dans lequel I'expression de I'équation sera la forme
réduite.

Exercice résolu (BAC remplacement 1994)

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé(0, u, v).
L’unité graphique est 4 cm.
1. Soit (H) I’ensemble des points M du plan dont les coordonnées(x; y) vérifient :
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x*—y*+x=0.

a)Déterminer la nature de (H) et préciser ses éléments caractéristiques.
b) Représenter (H).

2. A tout point M d’affixe z différent de O et de -1, on associe le point M’ d’affixe z' telle

que: z' =

224z
Déterminer et construire I’ensemble (E') des points M d’affixes z tels que z' soit imaginaire
pur.

Solution
: 2 2 — 1y2 a1 @r)* oy
1LM(x;y) €(H) x* —y +x—0(:>(x+5) —yP=l e — =1
4 4
H 1 \ - > 5z . XZ YZ
Soit 2(—;0). Dans le repére (@ ; U, v) I’équation de (H) est : ————=1.
4 4

Donc (H) est une hyperbole de centre Q. a= %et b= % :

- la demi-distance focale est : ¢ = Va2 + b2 = *1—5 )

- I’excentricité e = £ =+/2.

a

Donnons les coordonnées des sommets, des foyers et les équations des directrices et des
asymptotes de (H) dans le repére (2 ; u,v) :

- les sommets A( %;0), A’(% :0), B(0 ;i), B’(0 ;-%)_

- I’axe focal est la droite (AA’).

- les foyers F(?;O) et F’(—g; 0)

2 2
- les directrices (D) : X :% :get (D) : X = _% = _\/2_5.

- les asymptotes (A) : Y =2X =X et(A):Y=—2X=—X.

On peut donner les coordonnées des sommets, des foyers et les équations des directrices et
des asymptotes de (H) dans le repére (O ; #,v) :Ona: X =x + % et Y =y donc :. dans le
repére (O ; U, V) :

- les sommets A( 0;0), A’(-1 :0), B(—% ;0), B’((—§ -1).

- les foyers F(*L—E— %;o) et F’(_\i_f — i;o)

vz

- les directrices (D) : x = >

1 Ny —
—Eet(D).X—

- les asymptotes (A) :y:x+§ et(A’):y:—sz —x—=.
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b) Représentation graphique

y
21
1+
B
-2 1 o\A 1 X
E B
e
2l
2.
Posons z = x + iy avec (X ;y) # (0;0) et (X; y)#(-1;0). Ecrivons z’ sous forme algébrique.
Ona:z =2 = 2 — 2[(x%=y2+x)= i(2xy +y)]
) z%2+4z (x+iy)2+(x + iy) [(x2=y2+x)+i20Oy +W)][(x2-y2+x)— i(2xy +y)]
r _ 2[(x*-y?+x)- ixy +y)] _ 2[(x*-y?+x) . —4xy—2y
z = (x2-y2+4x)2+(2xy +y)? - (x2-y24x)2+(2xy +y)? (x2-y2+x)2+(2xy +y)?

y « 2[(x2—y2+x) _ 2 _ 2 _
Z€ilRe ) Oex‘—y*+x=0.

Dol (E) = (H)—{O, A’(-1 ;0)}.

EXERCICES
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(T") est une conique de foyer F, de directrice

associée ( D) et d’excentricité e. | est la
distancede Fa (D).

Choisir un repére et donner une équation de
(") dans les cas suivants :

a)l=4 et e=1
by I=1 et e=2

c) =9 et e:ﬂ
5
d) =1 et ezi.
2

-

Dans chacun des cas (O ; i ; j) est un repere
orthonormé du plan. Déterminer une
équation cartésienne de la conique (I) et la
représenter :

1) (') est une parabole :

a) De foyer F(3;2) et de directrice la
droite ( D ) d’équation x = 1.

b) De foyer F(1;4) et de directrice la
droite (D) d’équationy =2

2) (") est une conique a centre de foyer F

de directrice associée (D) et d’excentricité e:

a) F@:0); (D):x=10; e=2

g.
b) F(5;0) (D):x=0; e=%.
1

c) F(0;4) (D):y=6; e=>

d F(;6) (D):y=3; e=2

Dans chacun des cas , on donne une
équation de la conique (") dans le repére

orthonormé (O ¥ ])

Déterminer la nature de (I") et préciser dans
le repere (O ¥ ]) ses eléments
géométriques : sommets, foyers , directrices
, asymptotes . Construire (I") dans le repére

(O;i;]).

1) y+2=2(x-3)°

2) x—1=-3(y-2)?

3) 25(x-3)° +4(y+1)* -100=0

4)x? +4x +9y? + 18y + 4 = 0.
5) 4x2 — 24x — 9y? — 36y — 36 = 0.

Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (O E ]) d’unité 2 cm. Soit () la
conique d’équation 3(x +1)° +4y® =12.

1) a) Déterminer la nature de cette conique
et la construire.

b) Déterminer les foyers, les directrices et
I’excentricité de (T').

2) A chaque point M de (T") de coordonnées
(x; y) on associe le nombre complexe

Z=X+lIy.
Démontrer que |z| :%(3— x). En déduire

3

2+c0s6
6 étant un argument de z.

que |z| =

3) Soit M’ et M”’ les point de (I") ayant
pour affixes respectives z’ et z’” d’arguments
respectifs 0 et 0+ .

a) Calculer HMMH en fonction de 6

b) Déterminer 6 pour que HMMH soit

maximum, puis minimum.
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Le plan est muni d’un repere orthonorme
(O ; i ; ])

Soit ( D) la droite d’équation x =6 et F le
point de coordonnées (8 ; 0).

Soit & un nombre réel tel que 0< 0 < %
On désigne par (T, ) I’ensemble des points

MF 1 .
M du plan telsque —— =———, ou H est
MH  cosé

le projeté orthogonal de M sur (D) .
1) Préciser la nature de (T, ) selon les

valeurs de 6.

2) Construire la courbe (T,) correspondant
a6=0.

3) a) Ecrire une équation cartésienne de la

courbe (FEJ correspondant a 0 = %

6

b) Préciser les éléments caractéristiques de
cette courbe ( foyers, sommets, éléments de
symeétrie de cette courbe ) .

c) Construire (Fﬂ J

6

Le plan est rapporté a un repére
orthonormé direct (O,U,V).

L’unité est 2 cm.

1. On considére la transformation S du plan
qui a tout point M d’affixe z associe le point
— 1_N§Z

M’ d’affixe z’ tel que : z’
a) Quelle est la nature de S ?

b) Déterminer les éléments caractéristiques
de S.

¢) Soit M le point de coordonnées (x ;y) et
M’ le point de coordonnées (x’ ;y’) image
par S de M. Exprimer x’ et y’ en fonction de
xety.

2. Soit (E) I’ensemble des points M du plan
dont les coordonnées (x ;y) vérifient

I’équation : 15x2 + 13y2 — 2xy+/3 = 768.

On note (E’) I'image de (E) par S.

a) Démontrer qu’une équation de (E’) est :
3x'2 +4y'? = 48,

b) Donner la nature et les éléments
caracteristiques de (E’).

c) Tracer (E’).

d) Démontrer que (E) est I’ensemble des
points M du plan tels que :

MF, + MF, =16 ou F, et F, sont des points
que I’on précisera.

e) En déduire la nature de (E).

f) Tracer (E).

Le plan complexe est rapporté au repere
orthonormé(0, u, 7). On donne
I’application :
f:P\(0;u) — P

M(z) — M'(z"),

! ZZ
avec z = E .
1.a) Démontrer que f n’a aucun point
invariant.
b) Démontrer que pour tout point
M € P\(0; ), la droite (MM’) a une
direction fixe.
2.a) Démontrer que si z ¢ IR, alors
2z |=12|.
b) En déduire que M’ est le point
d’intersection de la médiatrice de [OM] avec
la droite (A) passant par M est parallele a

I'axe (0;7).

3. Soit (D) la droite d’équation y = 2.
Démontrer que si M décrit (D), alors M’
décrit une parabole (P) dont on précisera le
foyer et la directrice.

Tracer (P).

Soit z un nombre complexe et Z = iz? + 2z,
avec z = X + iy, x et y réels.

1. Donner la forme algébrique de Z en
fonction de x et y.
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2. Dans le plan complexe rapporté a un

repére orthonormé direct, on note (I')
I’ensemble des points M d’affixe z tels que
Z est un réel.

a) Donner une équation cartesienne de (T').
b) Déterminer la nature de (I') et déterminer
ses eléments géométriques.

¢) Tracer (I).

Soit m un nombre réel strictement positif et
différent de 1.

Dans le plan rapporté a un repere
orthonormé (O ;I ;J), on note (I',,)
I’ensemble des points M(x,y) vérifiant :
(In(m))x? + y2 — 2(In?m)x — 2(In(m))y +
(Infm) =0.

1. Reconnaitre (T).

2. On suppose dans la suite que

melR% {1; e}.

a)Discuter suivant m, la nature de (I},,).
b)Déterminer m, pour que (I},,) soit une
hyperbole équilatere. Préciser son centre, ses
sommets, ses foyers et ses asymptotes.
Tracer (T, ).

E10
Dans le plan rapporté a un repere
orthonormé (O ;1 ;J), on note (T') I’ensemble

des points M(x,y) vérifiant :
| x | (x+2) —4y? = 0.

1. Démontrer que (') est la réunion d(une
ellipse (E) et d’une branche d’une hyperbole

(H).

2. Donner les éléments caractéristiques de
(E) et (H) et tracer (I').

E1ll

Soit EFG un triangle équilatéral de coté 6, K
est le milieu de [EG].

Soit (') I’ensemble des points M du plan

tels que : % = 2, ou H est le projeté
orthogonal de M sur la droite (EG).

1. Faire une figure. On tracera la droite
(EG) verticale

2.. Justifier que (T') est une hyperbole.

3. Déterminer les sommets A et A’ de ()
situés sur I’axe focal.

4. Construire le centre O de (T) , le second
foyer F’ et la seconde directrice (D).

5. Tracer les asymptotes de (T).

6. Tracer(T).
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7. ARITHMETIQUE

INTRODUCTION A L’ARITHMETIQUE

Qu’est-ce que I'arithmétique ? Il s’agit de la théorie des nombres entiers, un des plus vieux
domaines abordés par les mathématiques. Euclide (111° siécle av. JC) fut le premier & donner des
fondements a cette science, mais elle ne pourra prendre réellement son essor qu’avec I’arrivée du
systéeme de numérotation arabe.

Considérée dés I’origine comme une excellente formation pour I’esprit humain, elle trouve
aujourd’hui, en plus de cet extraordinaire entrainement a la réflexion pour ceux qui s’y
intéressent, des applications en informatique, en cryptographie etc.

Les notions de PGCD, PPCM, multiples, diviseurs, nombres premiers ont été abordées au
premier cycle, Elles seront poursuivies cette année avec I’étude approfondie de leurs propriétés.

I. PROPRIETES DANS IN

On utilisera dans IN les 3 axiomes suivants :

¢ Toute partie non vide de IN admet un plus petit elément.

¢ Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.
¢ Toute suite d’entiers naturels strictement décroissante est finie.

I1. DIVISIBILITE DANS Z

Activité

Determiner la liste des diviseurs des entiers : 1;2 ;3 ; 36 ; 45.

Parmi les nombres suivants, citer ceux qui sont des multiples de 13 : -56 ; 26 ; 0 ; 13 ; 26143.
Les cotés d’un terrain rectangulaire ont pour mesure des nombres entiers ; son aire est

495 m? .

Quelles peuvent étre ses dimensions sachant que le périmétre du terrain est divisible par 3 ?

1. Définition
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Soit a et b des entiers relatifs.
On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que a = kb .
On dit aussi que a est divisible par b ou que b divise a.

Notation
e L’ensemble des multiples d’un entier relatif a est noté aZ .

EXEMPLES:

e Les multiples de 5 sont des nombres s’écrivant sous la forme 5k avec k € Z :
-30;-25;-20;-15;-10;0;5; 10 ; 15 sont des multiples de 5.

L’ensemble des multiples de 5 est noté 5Z .

¢ 25 divise 1050.

Remarques

e Tout entier relatif divise 0.

¢ 0 ne divise que lui-méme

¢ 0 est multiple de tout entier relatif.

e 1 divise tout entier relatif.

e Un entier relatif a non nul admet au moins 4 diviseurs:1;-1;-a;a.

2. Propriété

Tout entier relatif non nul a admet un nombre fini de diviseurs.
L’ensemble des diviseurs de a est noté D (a).

Démonstration

Soit a un entier relatif non nul et d un entier relatif qui divise a. Alors il existe un entier relatif k
tel que : a = kd.
Ona: k| >1= |kd| >|d|

= |a|>|d|

= -laj<d<|al.
Donc a admet au plus 2|a| diviseurs.
EXEMPLE :D (6)={-6;-3;-2;-1;1;2;3;6};D(1)=4{1;1}%;
D(13)={13;-1;1;13}

3. Propriéetés

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.
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a divise a

Siadivise b et b divise c alors a divise c.

Siadivise b et c alors a divise mb + nc, pour tous entiers relatifs m et n. (on dit que a
divise toute combinaison linéaire de b et c.

Siadivise b alors |a| <|b].

Siadivise b et b divise a alorsb =aoub =-a.

Si a divise b alors ac divise bc pour tout entier relatif c.

Démonstration

Sia divise b et b divise c alors il existe deux entiers relatifs k et k’ telsque : b=kaet c=
K’b

Alors ¢ = k’b = k’ka et k’k € Z donc a divise c.

Siadivise b et c alors il existe deux entiers relatifs k et k’ tels que : b=kaetc =k’a

Alors mb + nc = mka+ nk’a = (mk + nk’)a et mk + nk’ € Z donc a divise mb + nc.

Siadivise b et que b # 0 alors il existe un entier relatif k tel que : b =ka .

Comme b # 0 alors |k| > 1 donc |ka] > |a] donc [a|< |b|.

Siadivise b et b divise a alors |a|< |b| et |b|< |a| donc |a]= |b|.

Sia divise b alors alors il existe un entier relatif k tel que : b=Kka .

Alors : bc = kca ca divise bc pour tout entier relatif c.

Exercice résolu 1

. . 2n—-3 N . - Yy
Soit la fraction % ol n est un entier relatif différent de -1.
Pour quelles valeurs de n cette fraction est-elle un entier relatif ?

Solution

Ona: vn € Z—{-1}, 2n-3 = 2(n+1)-5. Alors % est une fraction si n+1 est un diviseur de -5.
Or les diviseursde-5sont:-5;-1;1;5doncn+l=-50oun+l=-1oun+l=1o0un+1=>5.
Ainsi,n=-6oun=-2oun=0o0un=4.

Conclusion : Les valeurs de n pour lesquelles % est un entier relatif sont: -6 ;-2 ; 0 ; 4.

Exercice 2. 1
Déterminer les entiers relatifs n tels que 3n? + 15n + 19 soit divisible par n + 1.

I11. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Approche

Soit la propriété P(n) « 3 divise 7" + 17 > (n € IN).
1. Vérifier que P(n) est vraie pourn=0;n=1;n=2.
2. Soit k un entier naturel quelconque,
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-vérifier que : 75X+ + 17=7(7% + 17) -102.
- En déduire que si P(k) est vraie alors P(k+1) est aussi vraie.

Le principe

Le raisonnement par récurrence est utilisé pour démontrer qu’une propriété P(n) dépendant d’un
entier naturel n est vraie pour tout n>n, ou n, € IN.

Ily a2 étapes:

i) Initialisation : On Vérifie que P(n,) est vraie.

ii) Propriété héréditaire :

On démontre que pour tout entier k > n, , P(K) est vraie = P(k+1) est vraie.

Lorsque les 2 étapes sont vérifiées, on conclut que P(n) est vraie pour tout entier n>n, .

Exercice résolu 2
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 32°+1 + 20+2 est divisible par 7.

Solution

Posons, ¥n €1IN, 4, = 32"*1 4 2n+2

-Ona: Ay, = 7donc A, est divisible par 7.

- Soit k un entier naturel quelcongue, supposons que Ay est divisible par 7 et démontrons que

Ay ;1 estdivisible par 7.

Cherchons une relation entre Ay, et Ay : A, = 32k+1 4 2k+2

donc Ak+1 — 32(k+1)+1 + 2(k+1)+2 — 32k+3 4 2k+3 — gx 32k+1 4 Dk+3 — 9(Ak - k+2 ) + 2k+3
Ay =94, - 7x 2k*2 Ona 7 qui divise 7x 2k+2 et 7 divise A, d’apreés I’hypothése

donc 7 divise la combinaison linéaire 94, - 7x 2k*2, soit encore A, est divisible par 7.

Les 2 étapes étant vérifiées, nous pouvons conclure que pour tout entier naturel n,

32n+1 4 2n+2 gt divisible par 7.

Exercice 3.1
1. Démontrer par récurrence gque pour tout entier naturel n, 52® — 22" est divisible par 11.
2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 6 divise n3 + 5n.

IV. DIVISION EUCLIDIENNE

1. Nous admettons les propriétés suivantes :
Pour tout a € IN et pour tout b € IN*

m Propriété d’Archiméde Il existe un entier naturel n, tel que : nb>a.
m Conséquence Il existe un entier naturel g tel que : bg <a < b(g+1) .
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2. Division euclidienne dans IN

Théoréme et définition:

Soit a€INeth e IN*.

Alors il existe un unique couple (g ;r) d’entiers naturels tels que :

a=bg+r avec 0<r<hbh.

a est appelé le dividende, b le diviseur, g le quotient, r le reste de la division euclidienne de a
par b.

Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est déterminer le couple (q ; r).

Démonstration

1. Existencedegetr :

D’apreés la conséquence de la propriété d’Archimede, il existe un entier naturel g tel que :
bg<a<b(gtl)soitO<a-bg<b.Onposer=a-bgdonca=bg+ret0<r<b.

2. Unicité :

Supposons qu’il existe 2 couples (q;;r;) et (g,; r,) d’entiers naturels tels que :

a=bqg; +ryavec0<r;<b et

a=bqg, +r,avec0<r,<b.

Il vientbg; +r, =bg, +rydonc: b(g; —qy)=r, —ry.

Ona:-b<—r;<0 etO0O<r,<bdonc: -b<r, —r;<b,soitencore-b<b(g; —q, ) <bh.
Alors-1<qg; — g, <1. Doncqg; — q, est un entier relatif strictement compris entre -1 et 1 donc
g, —9,=0,s0itg, =q, et r, —r;, =0o0uencorer, =rj.

3. Division euclidienne dans Z

Théoreme

Soit a€ Zetb e Z*.

Alors il existe un unique couple (q ; r) d’entiers avec q € Z etr € IN tels que :
a=bg+r avec 0<r<|b|.

Exercice résolu 3 :
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chaque cas :
1l)a=457et b=23; 2)a=-456et b=23.

Solution

1) 457 = 23x19 + 20 donc q = 19 et r = 20 (on a bien 0 <r < 23) La bonne vielle division !

2) Soit q le quotient et r le reste de la division euclidienne de -456 par 23 :

-456 = 23q + r donc r = -456 — 23q. 0 <r < 23 donne : -20,82 < g <-19,82. D’ou q = -20, par
suite r = -456 -23(-20) = 4.
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Exercice 4.1
Effectuer dans Z la division euclidienne de a par b dans chaque cas :
1)a=-501letb=12;2)a=-10etb =90.

Exercice 4.2
n € N*, Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne : a)den?+n+1

parn+1;
b) de n? + n + 1 par n + 2 (distinguer lescasn = 1etn # 1)

V. CONGRUENCES MODULO n

1. Définition et notation

Soient a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

On dit que a est congru a b modulo n si a—b est divisible par n.

Sia est congru a b modulo n, on note : a = b [n].

Remarques :

e Sia = b [n] alors b=a[n], on dit aussi que a et b sont congrus modulo n.
e a =D [n] & il existe un entier relatif k tel que : a=b + kn.

e Si rest le reste de la division euclidienne de a par nalors:a=r[n].

Exemples
e 20=41[8]; 8=0[8];12=-2[7];-246 =-4[22] ; 320 # 10 [15].

2. Théoreme

a et b sont congrus modulo n si et seulement si, a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

Démonstration

Supposons que a = b [n] alors il existe un entier relatif k tel que a-b = kn.

Effectuons la division euclidienne de a et b par n :

a=qn+r, avec 0<r<n;

b=qg'n+r’, avec 0<r’ <n.

Il vient : a-b = (g-q’)n + r-r’ = kn. Soit r-r’ = (k-g+q’)n.

De0O<r<netO<r <n ontire:-n<r-r’ <n,ouencore-n< (k-g+q’)n<n.

Donc -1<k-g+q’ <1, on en déduit que k-g+ g’ =0. Alors : r-r’ = (k-q+q)n=0doncr =r’.

3. Propriétés des congruences

Soient g, b, ¢, a’ et b’ des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

a=afn];
Sia=b[n]etb=c[n]alorsa=c [n].
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Sia=b[n]eta’ =b’[n]alors:

a+ta’=b+Db’[n];

a-a=b-b’[n];

aa’ =bb’[n];

Sia=Db [n] alors pour tout entier naturel p : aP = bP [n] .

Exercice 5.1
Sachant que le premier Janvier 2009 était un Jeudi, a quel jour de la semaine correspondra le
premier Janvier 2020 ?

Exercice résolu 4

1. a)Vérifier que : 212 = 1[13] .

b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 22011 par 13.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne par 13 de 5°8 .

3. Déduire des questions précédentes le reste de la division euclidienne par 13 de
558 + 23x 22011 )

Solution
l.a) 212 =4096 et 212 — 1 =4095 = 315x13 donc 2'? — 1 = O[13], par suite
212 = 1[13].

b) Effectuons la division euclidienne de 2011 par 12 : 2011 = 167%x12+ 7.
On a: 22011 - 2167><12+7 — (212)167 x 27.

Or 212 = 1[13] donc : (2'?)167 = 1[13].

De plus, 27 =128 et 128 = 9x13+11donc 2’ = 11[13].

On conclut que : 22011 = 11 [13].

Alors le reste de la division euclidienne de 22°11 par 13 est 11.

2.0na:

59 =11[13];5'=5[13];52=12[13];5% =8[13];5* = 1[13] . La période est 4 :
effectuons la division euclidienne de 58 par 4. On obtient 58 = 14x4+2 donc : 5°8 = 52 [13]
par suite 5°8 = 12 [13]. Alors le reste de la division euclidienne de 5°8 par 13 est 12.

3. D’apreés les résultats précédents : 5°8 + 23x 22011 = 12 + 23 x 11 [13] donc
558 + 23x 22011 = 265 [13] or 265 = 5[13] d’oli : 5°8 + 23x 22011 = 5[13].
Alors le reste de la division euclidienne de 5°8 + 23x 22011 par 13 est 5.

Exercice résolu 5

1. Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 4"
par 7.

2. Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5"
par 7.
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3. Déterminer les valeurs de I’entier naturel n pour que le nombre 5™ — 4™ soit divisible par 7.

Solution

1. Etudions les restes des divisions euclidiennes par 7 des puissances de 4 : 4°, 41, 42, ... 4P et
arrétons nous lorsqu’on trouve un entier p > 0 tel que 4P = 1[7].

49 = 1[7], 4t = 4[7], 4 = 2[7], 43 = 1[7]. Donc p = 3.

Alors on obtient le tableau de congruence suivant :

Le reste de la division euclidiennedenpar3 | 0 1 2
Le reste de la division euclidienne de 4™ par 1 4 2
;

2. Etudions les restes des divisions euclidiennes par 7 des puissances de 5 : 5%, 51, 52, ..., 5P et
arrétons nous lorsqu’on trouve un entier p > 0 tel que 57 = 1[7].

50 = 1[7], 5 = 5[7], 52 = 4[7], 53 = 6[7],5* = 2[7], 5> = 3[7], 5° = 1[7]

Donc p = 6 et on obtient le tableau de congruence suivant :

3.

N
w
SN
(62}

Le reste de la division euclidienne de n par 6 0 1
Le reste de la division euclidienne de 5" par 7 | 1 5 4 6 | 2] 3

3. Soit k € IN, effectuons la division euclidienne de n par 6.

Si n =6k alors 4™ = 4k = 43(2K) glors 4™ = 1[7].

Si n = 6k+1 alors 4™ = 46k+1 = 43C@K+1 3lors 4" = 4[7].

Si n = 6k+2 alors 4™ = 46k+2 = 43(2K)+2 3lors 4" = 2[7].

Si n =6k+3 alors 4™ = 46k+3 = 43Ck+1) glors 4™ = 1[7].
Sin=6k+4 alors 4™ = 46k+4 = 43Q2k+1D)+1 glors 4n = 4[7].
Sin=6k+5 alors 4™ = 46k+5 = 43Q2k+1)+2 glors 47 = 2[7].
Alors on obtient le tableau de congruence suivant :

Le reste de la division euclidienne de n par 6

Le reste de la division euclidienne de 5™ par 7
Le reste de la division euclidienne de 4™ par 7
Le reste de la division euclidienne de 5™ — 4™ +
2 par 7

Conclusion :

5™ — 4™ + 2 est divisible par 7 si, et seulement si n € {3+6k ; 4+6k avec k € IN}.

N Rk |o
w |[plol
A NIBRN
o |[krlolw
o |~
w [N]w]|on

Exercice résolu 6
Pour tout entier relatif n, on pose N = 2n(n? + 5)
Démontrer a I’aide des congruences, que 4 divise N quel que soit I’entier relatif n.

Solution
Soit n € Z, les restes possibles de la division euclidienne denpar4sont:0;1;2;3.
Alors on obtient le tableau de congruence suivant :

| Le reste de la division euclidienne de n par 4 o[ 1]2 ]3]
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Le reste de la division euclidienne de 2n par 4

Le reste de la division euclidienne de n? par 4

Le reste de la division euclidienne de n? + 5 par 4

O|Frr|O|O
OO |O

OIN|F|N

OIN|F|N

Le reste de la division euclidienne de  2n(n? +5) par 4

Conclusion : Quel que soit I’entier relatif n, | reste de la division euclidienne de N par 4 est 0
donc N est divisible par 6 quel que soit I’entier relatif n.

Exercices 5.2

1. Déterminer les entier naturels n pour que 7 divise n®-3n? —2

2. Démontrer que 3 divise 5x4" — 2 quel que soit I’entier naturel n.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de 20112%22 + 2012201 par 13.

4. Démontrer a I’aide des congruences que pour tout entier naturel n, 3x52™* + 23" est divisible
par 17.

5. Déterminer tous les entiers naturels n tels que 7x3" + 3 est un multiple de 11.

VI. NUMERATION DECIMALE ET BINAIRE

Introduction

» Pour représenter et nommer tous les entiers, nous utilisons les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 :
tout nombre peut s’écrire en une somme de puissance de dix. Cette représentation des entiers est
appelée la numération en base dix ou décimale.

Par exemple, deux cents quarante trois sera noté : 243 = 2x102 + 4x10* + 3x10°.

» Lorsqu’on écrit un nombre en une somme de puissance de deux, on parle de numération en
base deux ou binaire. Par exemple :

243 =27+ 20+ 254+ 24 + 20 + 21 420 = 1x2" + 1x2° + 1x2° + 1x2* + Ox23 +0x 22 + 1x2! + 1x2°
243 sera représenté par : 11110011 en base deux.

La numération binaire n’utilise que les chiffres 0 et 1.

La numération binaire est adaptée aux ordinateurs qui peuvent interpréter électroniquement ces
deux symboles par le passage et ou la rupture d’un courant.

1. Théoréme - définition.

Soit b un entier naturel tel que b > 1. Pour tout m € IN* , il existe un unique entier n € IN, et une
suite finie d’entiers naturels a0, a1 , a, ..., antels que :

0 <ai<bpourtoutie[0;n],

an#0,

m = anb" + anab™ + ... + aib! + agh? .

Onnotem= @, a,_; .. a;a° , et on dit que m est écrit en base b.

Remarque : Dans I’écriture d’un nombre en base dix, lorsqu’il n’y a aucune confusion possible le
nombre a, a,_; .. a;a, 0 Seranotéa, a,_; ...a,a, .

Dans le programme de TC les bases dix et deux sont les seules au programme,
c’est pour cette raison que tous les exercices proposés ne concernent que ces
deux cas.
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Exemple Pour écrire 145 en base deux, on utilise la disposition pratique :
On effectue les divisions successives par 2 et on s’arréte lorsque le quotient g est égal a 0.

a 145 72 36 18 9 4 2 1
labaseb |2 2 2 2 2 2 2 2
q 72 36 18 9 4 2 1 0
t 1 0 0 0 1 0 0 1

<
«

On lit les restes de la gauche vers la droite et ona: 145 = 100100012 .

Exercices 6.1

Ecrire en base deux les entiers suivants : 2 ;4 ;16 ; 10 ; 25 ; 100 ; 2012.

On donne en base deux : a= 11010101112. Ecrire a en base dix.

Effectuer en base deux la somme : 712 + 1112 + 111012,

Soient a et b deux nombres entiers naturels inférieurs ou égaux a 9 avec a # 0.
Déterminer tous les entiers naturels aO0b'® qui sont divisibles par 7.

2. Critere de divisibilité

Exercice 6.2

critére de divisibilité par 4 et 11.

Soit x un entier naturel dont I’écriture en base 10 est : x=a, a,_; ...a;a, _ .
1.a) Justifier que : x = a;a,*° [4].

b) En déduire un critére de divisibilité par 4 d’un nombre écrit en base 10.

c) Vérifier si le nombre 25061388740636 est divisible par 4.

2.a) Justifier que pour tout entier n >0, ona: 10" = (-1)™*! [11].

b) Endéduire que : x= (a0 + a2+t as+ ...) (a1 + a3+ as + ... )[11].

c) En déduire un critére de divisibilité par 11 d’un nombre écrit en base 10.
c) Utiliser ce critére pour vérifier si les nombres 908118200 ; 560894 ; 9086 sont divisibles par
11.

VII. NOMBRES PREMIERS

1. Définition

Un entier naturel p est premier s’il admet exactement deux diviseurs dans IN : 1 et p
lui-méme.

Exemples et contre-exemples :

e 0 n’est pas premier car il admet une infinité de diviseurs.

e 1 n’est pas premier car il n’a qu’un seul diviseur dans IN : 1 lui-méme.

e 2 est le premier nombre premier. C’est le seul nombre entier naturel premier qui soit pair.
e 2;3;5,;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41; 47 sont les nombres premiers compris
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entre 1 et 50.

2. Propriété des nombres premiers

Théoreme 1 Soita € IN, a> 2.

¢ a admet au moins un diviseur premier.
¢ Sia n’est pas premier, il admet au moins un diviseur premier p tel que p < va .

Démonstration

- Si a est premier, il est divisible par lui-méme.

- Si a n’est pas premier, il admet d’autres diviseurs positifs que 1 et a. Soit p le plus petit d’entre
eux. Nous allons utiliser un raisonnement par I’absurde pour prouver que p est premier.
Supposons que p n’est pas premier, alors il admet un diviseur d tel que 1 < d < p. Comme d
divise p et que p divise a alors d divise a et d serait plus petit que p. Ce qui est absurde. Donc p
est premier.

On a: Il existe un entier naturel k non nul tel que : a = kp. k étant un diviseur de a donc p <k.
Alors, en multipliant I’inégalité par p, on obtient : p?<adonc p<+a.

Théoréme 2

I1'y a une infinité de nombres premiers.

Démonstration

Utilisons le raisonnement par I’absurde.

Supposons qu’il existe un nombre fini de nombres premiers et soit p le plus grand d’entre eux :
2;3;5;...,p. Soit 2x3x5x%... xp le produit de tous ces nombres premiers et soit

N =2x3x5x...xp + 1.

N > 2 donc N admet un diviseur premier g dans la liste 2 ;3 ;5 ;... ;p. IL existe un entier un entier
naturel non nul k tel que N = kp = 2x3x5x...xp + 1. Alors g divise kp et 2x3x5x...xp + 1 donc
q divise la différence kp — (2x3x5x...xp + 1) = 1.Ce qui est absurde, donc I’hypothese qu’il
existe un nombre fini de nombres premiers est fausse.

3. Test de primalité et Crible d’Eratosthene
Propriété

Si un entier naturel N n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a v/N, alors N
est premier .

EXEMPLE : Justifions que 2011 est premier et que 391 n’est pas premier.

Ona:+v2011 = 44,84. Les nombres premiers inférieursa+2011 sont: 2;3;5;7;11;13;17;
19;23;29;31;37;41;47. Aucun de ces nombres premiers ne divise 2011 donc 2011 est
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premier.

Ona: V391 = 19,77. Les nombres premiers inférieurs av391sont: 2;3;5;7;11;13;17;
19. 17 divise 391 donc 391 est premier.

Crible d’Eratosthéne
Le test de primalité permet de concevoir le crible d’Eratosthéne qui donne la liste de tous les
nombres premiers compris entre deux nombres entiers donnés :

ACTIVITE
Déterminer les nombres premiers inférieurs a 100 en suivant le processus ;

Eliminer successivement :

¢ 1 qui n’est pas premier ;

¢ les multiples de 2 a partir de 22;

¢ les multiples de 3 a partir de 32;

¢ les multiples de 5 a partir de 52;

¢ les multiples de 7 a partir de 72;

Le nombre suivant est 11 et 11?2 = 121 et 121> 100 donc on s’arréte.
Tous les nombres non éliminés sont premiers.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Exercice 7.1

Deux nombres premiers sont dits jumeaux si leur différence est égale a 2.
Vérifier que 3539 et 3541 sont deux nombres premiers jumeaux.

Exercice 7.2

Nombres de FERMAT

Pierre de FERMAT pensait que, pour tout n € IN, I’entier F,, = 22" + 1 est premier.
1) Vérifier ce résultat pour Fy, Fy, F, et F5 .

2) Veérifier que Fs est divisible par 641 .
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4. Décomposition en facteurs premiers
Théoréme

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose en un produit de nombres premiers et
cette décomposition est unique a I’ordre pres des facteurs.

Démonstration

Soitn € IN avec n> 2.

¢ Si n est premier, il se décompose en un seul facteur premier : lui-méme.

¢ Sinn’est pas premier, il admet au moins un diviseur premier p1 et n = nip1, avec 2 <pr < net
2<ni<n.

Si ny est premier la décomposition est terminée : n = nips .

Sing n’est pas premier, il admet au moins un diviseur premier pz et Ny = nzp2,
avec2<p2<niet 2<n2<n;.

On itere ce raisonnement jusqu’a ce que le dernier quotient n;soit égal a 1.

Alors, n = pip2....pn.

EXEMPLE Décomposons 504 en facteurs premiers. Utilisons la disposition pratique suivante :

5041 2

252

126
63
21
7
1

On obtient : 504 = 23x32x7 .

~N W W NN

Exercice 7.3
1. Déterminer la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants : 8 ; 250 ; 2012 ; 1665.

2. A l’aide de la décomposition en facteurs premiers, mettre les fractions suivantes sous forme

.y, . 495 18525
irréductible : — ; )
315 895375

Application a la recherche des diviseurs
Théoréme

Soit N un entier naturel tel que N > 2 admettant la décomposition en facteurs premiers suivante :
N =p;py2 ... pa™ avec py, P, -, Pn des nombres premiers tels que : p; < p, < - < p, et

oy, Ay, ..., O, des entiers naturels non nuls.

¢ Les diviseurs positifs de N sont les entiers de la forme pllpé32 pﬁ“ avec 0 <B; <a;, pour
touti € [1;n].

¢ Le nombre de diviseurs positifs de N est : (a; + 1)(ay + 1) ... (o, + 1),

EXEMPLE
- Quel est le nombre de diviseurs positifs de 720 ?
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- Déterminer tous les diviseurs positifs de 720.

SOLUTION

On a: la disposition pratique suivante donne la décomposition en facteurs premiers et d’obtenir
tous les diviseurs positifs :

720 2 1;2

360 2 4

180 2 8

9 2 16

45 3 3;6;12;24:48

15 3 9:;18;36;72; 144

5 5 5;10;20;40;80;15;30 ;60 ;120 ;240 ;45 ;90 ;180 ;360 ;720.
1

Ona: 720 = 2%x32x5 donc le nombre de diviseurs positifs de 720 est (4+1)(2+1)(1+1) =30.

Les diviseurs positifs de 720 sont :

1;2;3;4;5,6,8;9;10,;12;15,;16 ;18 ;20 ;24 ;30 ;36 ;40 ;45 ;48 ;60 ;72 ;80 ;90 ;120 ;144 ;180 ;
240 ;360 ;720.

VIII. PGCD et PPCM

Activité

1. Déterminer la liste des diviseurs positifs de 30 et 45. En déduire le PGCD de 30 et 45.

2. Déterminer la liste des 5 premiers multiples strictement positifs de 30 et 45. En déduire le
PPCM de 30 et 45.

3. Comparer PGCD(30 ;45)x PPCM(30 ;45) et 30x45 .

1. Théoréme et définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

¢ L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément que I’on note PGCD
( PGCD= Plus grand commun diviseur).

¢ L’ensemble des multiples communs strictement positifs de a et b admet un plus petit élément
que I’on note PPCM (PPCM = Plus petit commun multiple).

Exercice 8.1

Dans chaque cas, déterminer PGCD(a ;b) et PPCM(a ;b) a I’aide de la liste des diviseurs et des
multiples de a et b.

a)a=15etbh=84;

b)a=-39etb=12;

c) a=35 eth=99.

2. Nombres premiers entre eux

Définition
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On dit que 2 entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre eux si PGCD(a ;b) = 1.
Exemples
13 et 49 sont premiers entre eux.

Remarque :
Ne pas confondre << nombres premiers > et <« nombres premiers entre eux > .

Propriété

Si p est un nombre premier et a un entier relatif non nul, alors p divise a ou p et a sont premiers
entre eux.

Propriété

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et D leur PGCD.
Alors% et % sont premiers entre eux.

3. Algorithme d’Euclide

Théoréme

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que a > b.

¢ Sibdivise a, alors PGCD(a ;b) = b.

¢ Sib ne divise pas a, alors PGCD(a ;b) = PGCD(b ;r) ou r est le reste de la division euclidienne
de a par b.

Remarqgue: Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul obtenu
par I’Algorithme d’Euclide.

Démonstration

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que a >b.
¢ Si b divise a, alors PGCD(a ;b) = b. C’est évident.
¢ Si b ne divise pas a, démontrons alors que PGCD(a ;b) = PGCD(b ;r) ou r est le reste de la
division euclidienne de a par b : D(a ;b) = D(b ;r).
Effectuons la division euclidiennede aparb:a=hq+ravec0<r<bh.
- Soit d un entier qui divise a et b alors d divise la combinaison linéaire a- bq = r donc de
D(b;n).
- Réciproquement, soit m un entier qui divise b et r alors m divise bg+r.
Alors : D(a ;b) = D(b ;r) donc PGCD(a ;b) = PGCD(b ;r).

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 271



EXEMPLE : Déterminons PGCD(11475 ; 9750).

a(Dividende) | 11475 9750 1725 1125 600 525
b (Diviseur) | 9750 1725 1125 600 525 75
r (Reste) 1725 1125 600 525 75 0

Donc : PGCD(11475 ; 9750)= 75 .

Exercice 8.2

Déterminer a I’aide de I’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des entiers a et b dans
chaque cas.

a) a=264 et b=168;

b) a=16 et b=19;

c) a=5000 et b=265;

d) a=899 et b=31.

IX. LES THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS
1. Le théoréme de Bézout

Théoréme
Deux entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre eux si, et seulement si il existe deux
entiers relatifs u et vtels que : au + bv =1.

Démonstration

Soit a et b deux entiers naturels non nuls .

= Supposons que a et b sont premiers entre eux.

Soit (E) I’ensemble des entiers naturels non nuls de la forme : au + bv tels que u et v sont des
entiers relatifs.

a (obtenu pour u=1 et v=0) ou —a(obtenu pour u=-1 et v = 0) appartient a E donc (E) n’est pas
vide.

Donc (E) admet un plus petit élément d. Alors il existe deux entiers relatifs u et v tels :
d=au+ bv.

Prouvons que d = 1.

Effectuons la division euclidienne deapard:a=dg+ravec0<r<d.

Alors . r =a-dq=a- (aut+bv)q = (1-ug)a —(vg)b et comme r € IN donc r = 0 sinon r serait
élément de (E) et r <d. C’est absurde car d est le plus petit élément de (E).

r =0 = a=dq donc d divise a. On démontre de fagcon analogue que d divise b. Comme aet b
sont premiers entre eux donc d = 1.

Obtient la relation : au + bv = 1.

<= Supposons qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1. Soit D=
PGCD(a ;b), alors D divise la combinaison linéaire au + bv= 1 donc D =1, ainsi a et b sont
premiers entre eux.

EXEMPLE
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Justifions que pour tout entier relatif n, les entiers 14n+3 et 5n+1 sont premiers entre eux.
On a pour tout entier relatif n, 5(14n + 3) -14(5n+1) = 1 donc d’apres le théoréme de Bézout les
entiers 14n+3 et 5n+1 sont premiers entre eux.

Exercices 9.1
1. Démontrer que pour tout entier relatif non nul n, n et n+1 sont premiers entre eux.
2. Démontrer que pour tout entier relatif, n+2 et (n+1)? sont premiers entre eux.

Corollaire

Soient a, b et c trois entiers relatifs non nuls et D = PGCD(a ;b)..

L’équation (E): (x ;y)EZ?, ax + by = ¢ admet au moins une solution si, et seulement si D divise
C.

Démonstration

= Supposons qu’il existe un couple (x ;y) d’entiers relatifs non nuls solution de (E).
D divise x et y donc D divise la combinaison linéaire ax+by= c.

< Supposons que D divise c alors il existe un entier relatif k tel que ¢ = kD.

b . . . N .
% et = sont premiers entre eux donc il existe un couple (u ;v) d’entiers relatifs
b SO .
%u + v = 1. (Théoréme de Bézout)

En multipliant 1’égalité précédente par kD, on obtient : aku + bkv = c. Donc le couple  (ku;
kv) est une solution de (E).

2. Le théoreme de Gauss
Théoréme

Soient a, b, c trois entiers relatifs non nuls.
Sia divise bc et si a et b sont premiers entre eux alors a divise c.

Exercice : A I’aide du théoréeme de Bézout, prouver le théoréme de Gauss.

Corollaire

Soit a, b, ¢ des entiers relatifs non nuls.
Siaet b divisent ¢ et si PGCD(a,b) = 1 alors ab divise c.
Si un nombre premier p divise un produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Exercice : Démontrer les propriétés P1 et P2 |

3. Propriétés du PGCD et du PPCM

Soient a, b des entiers naturels non nuls, D = PGCD(a,b) et M = PPCM(a,b).
PGCD(ka ; kb) = kxPGCD(a ; b) et PPCM(ka ; kb) = kxPPCM(a ; b), pour tout k € IN*.
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il existe 2 entiers relatifs a’ et b” premiers entre eux telsque : a =Da’ et b = Db’ .

Si a et b sont premiers entre eux alors PPCM(a ; b) = ab .

PGCD(a; b)x PPCM(a ;b) = ab .

Sia=p{ips?..pp" et b=piiph .. ppe

avec pi, Pz, -, Pn des nombres premiers et oy, oy, ..., Ay, B1, B2, -, Bn des entiers naturels .
Alors :

¢ PGCD(a; b) = p}*ph? ...pL™ ol w; = min(a; ; B;) pour tout i € [1 ;n].

¢ PPCM(a; b) = pflpgz pfl“ ou &; = max(ao; ; B;) pour tout i € [1 ;n].

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est I’ensemble des diviseurs de D .

L’ensemble des multiples communs a a et b est I’ensemble des multiples de M.
soit a, b, ctrois entiers relatifs non nuls et n un entier naturel non nul tel que c et n soient
premiers entre eux. Ona: ca = cb[n] & a = b[n]

EXERCICES RESOLUS

Soit a=600 et b = 302500.

a) Déterminer le PGCD et le PPCM a I’aide de la décomposition en facteurs premiers.
b) Retrouver ces résultats a I’aide de I’Algorithme d’Euclide.

SOLUTION

a)Ona:600=23x3x5%et2268=2%2x5%x7x11%. Alors:

PGCD(600 ; 302500) = 22 x 52 = 100 ;

PPCM(600 ;302500) =23 x 3 x 5% x 7 x 112 = 1815000 .

On pouvait obtenir le PPCM connaissant le PGCD grace a la formule :

PPCM(a ;b)xPGCD(a ;b) = ab.

Déterminer tous les couples (a ;b) d’entiers naturels dont le PGCD est 42 et le PPCM
1680.

SOLUTION

PGCD(a ;b) = 42 donc il existe 2 entiers naturels a’ et b’ premiers entre eux tels que : a = 42a’
eth=42b’.

PPCM(a ;b) = 1680 < PPCM(42a’ ;42b’) = 1680 < 42PPCM(a’ ;b’) = 1680

& PPCM(@@’ ;b)) =40 a'h’=23 x5,

Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, alors tous les couples (a’ ; b’) sont : (1 ;40) ; (8;5) ;
(5:8) ; (40 ;1).

Ora=42a’ etb=42b’ donc tous les couples (a ;b) d’entiers naturels dont le PGCD est 42 et
le PPCM 1680 sont : (42 ; 1680) ; (336 ;210) ; (210 ; 336) ; (1680 ; 42) .

On admet que si 2 entiers naturels sont premiers entre eux, il en est de méme de leur somme
et de leur produit.
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a+b =96

Déterminer tous les couples (a ;b) d’entiers naturels tels que : {PPCM(a; b) = 180

SOLUTION
Posons PGCD(a ;b) = D, alors il existe 2 entiers naturels a’ et b” premiers entre eux tels que :
a=Da etb=Db’.
a+b=96 D(a"+b") =96 o D(@ +b')=96=2>%x3
{PPCM(a; b) =180 JLPPCM(Da’;Db’) =180 { Da'h' =180=22x32x5

Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, alors il en est de meme de leur somme et de leur
produit. Par ailleurs D est un diviseur de 23 x 3 et de 22 x 32 x 5. On en déduit que :
D=22x3etdonca’+bh’=8eta’b’ =15=3x5 .

Tous les couples (@’ ; b”) cherchés sont : (3 ;5) ; (5 ;3).

Ora=12a’ etb=12b’ donc tous les couples (a ;b) d’entiers naturels tels que a+b =96 et
PPCM(a ;b) =180 sont : (36 ; 60) ; (60 ; 36) .

On considére I’équation (E) : (x ; y) € Z2, 16x - 55y =0.

Résoudre (E).

SOLUTION

Ona: 16 =2* et55=5 %11 donc PGCD(16 ; 55) = 1, soit 16 et 55 sont premiers entre eux.
(E) & 16x=55y (1)

Ici, 16 divise 55y, or 16 et 55 sont premiers entre eux donc 16 divise y (Théoreme de Gauss).
On en déduit qu’il existe un entier relatif k tel que : y = 16k .

En remplacgant dans I’égalité (1), y par 16k, on obtient :

16x = 55(16k). Soit encore : x =55k .

Conclusion : L’ensemble des solutions de (E) est : { (55k ; 16k), k € Z}.

On considére I’équation (E) : (x ; y) € Z2, 98x + 29y = 1.

1. A I’aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution de (E).
2. Résoudre (E).

SOLUTION

1. Utilisons I’algorithme d’Euclide :

3 2 1 1
98 29 11 7
29 11 7 4
r 11 7 4 3 1 0
Donc PGCD(98 ;29) = 1. Ainsi, d’apreés le théoreme de Bézout I’équation (E) admet au moins
une solution.

oo
W A
P lWww

98 =29x3 + 11 7= 4x1 +3
29 =11%x2 +7 4= 3x1 +1
11= 7x1 +4

On remonte dans I’algorithme :

1= 4-3x1

1= 4-(7-4x1)x1=4x2-7
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1= (11- 7x1) x2-7 = 7%x(-3) + 11x2

1= (29-11x2)%x(-3) + 11x2 = 11x%(8) + 29%(-3)

1= (98 -29x3)x(8) + 29%(-3) = 98%(8) + 29%(-27)

On obtient au final : 98%(8) + 29%(-27) = 1 donc le couple (x,, yy) = (8; —27) est une solution
particuliere de (E).

2. Recherche de la solution générale

(E) & 98x + 29y = 98x, + 29y,

(E) 98(x - x0) = 29(vo - V) (1).
Ici, 29 divise 98(x - x,), or 29 et 98 sont premiers entre eux donc 29 divise X - x, (Théoreme de
Gauss).

On en déduit qu’il existe un entier relatif k tel que : x - x, =29k , donc x = x, + 29k .
En remplacant dans I’égalité (1), x - x, par 29k, on obtient :

98 %29k = 29(y, - V). Soit encore : y, —y =98k . Donc :y =1y, — 98k .

Conclusion : L’ensemble des solutions de (E) est : { (29k + 8 ; -27-98k), k € Z}.

On considére I’équation (E) : (x ; y) € Z2, 2012x - 81y = 7.

1. A I’aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution de (E).

2. Résoudre (E).

SOLUTION

1. Considérons I’équation (E’) : (x ; y) €Z?, 2012x - 81y = 1.

En procédant comme dans I’exercice précédent :

On obtient au final : 2012x(-25) - 81%(-621) = 1 donc le couple (—25; —621) est une solution
particuliére de (E’).

En multipliant I’égalité 2012x(-25) - 81x%(-621) = 1 par 7, on obtient :

2012x%(-175) - 81%(-4347) =7, donc le couple (xq,yy) = (—=175; —4347) est une solution
particuliere de (E).

2. Recherche de la solution générale

(E) & 2012x - 81y = 2012x, - 81y,

(E) & 2012(x - xo) = 81(y - ¥o) (1).

Ici, 81 divise 2012(x - x,), or 2012 et 81 sont premiers entre eux donc 81 divise X - x,
(Théoréme de Gauss).

On en déduit qu’il existe un entier relatif k tel que : x - x, = 81k , donc x = x, + 81k .
En remplacant dans I’égaliteé (1), x - x, par 81k, on obtient :

2012 %81k = 81(y - y, ). Soitencore : y -y, =2012k.Donc:y =1y, + 2012k .
Conclusion : L’ensemble des solutions de (E) est : {(81k -175 ; 2012k - 4347),k € Z }.

Résoudre dans Z? le systéme
X = 15[41]
(5) { x = 5[12]

SOLUTION

(S) «il existe (u;v) €Z?, tel que x=15+41u=5+ 12v.

15+4lu=5+12v &41u-12v =-10.

Résolvons I’équation (E): (u ;v) € Z2, 41u-12v=-10.

- Utilisons I’algorithme d’Euclide pour déterminer une solution particuliére de (E):
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q 3 2 2 2
a 41 12 5 2
b 12 5 2 1
r 5 2 1 0

Donc PGCD(41;12) = 1. Ainsi, d’apres le théoreme de Bézout I’équation (E) admet au moins
une solution.

41 =12%x3 +5

12=5%2 +2

5= 2x2 +1

On remonte dans I’algorithme :
1= 5-2x2

1= 5-(12-5%2) x2 =12x%(-2) + 5%(5)

1= (41-12x3)x(5) + 12x(-2) = 41%(5) + 12x(-17)

On obtient au final : 41x(5) -12x%(17) = 1, par suite : 41x(-50) -12x(-170) = -10.

donc le couple (uy, v9) = (—50; —170) est une solution particuliere de (E).

- Recherche de la solution générale de (E) :

(E) & 41u-12v = 41u, -12v,

(E) & 41(u-up) = 12(v-yo) D).

Ici, 12 divise 41(u - uy) or 12 et 41 sont premiers entre eux donc 12 divise u - u, (Théoréme de
Gauss).

On en déduit qu’il existe un entier relatif k tel que : u-u, = 12k, donc u = u, + 12k .
En remplacant dans I’égalité (1), u- u, par 12k, on obtient :

41x 12k = 12(v-y,) , soitencore : v-v,= 41k.Donc:v=wv, + 41k .

Conclusion : Comme x =15+ 41u =5+ 12v, alors :

X =15 + 41(-50+12k) = 5+12(-170+41K).

L’ensemble des solutions de (E) est : { -2035 + 492k / k € Z}.

BAC 2006
Soit n un entier naturel supérieur ou égala 2. Onpose : A=n? —2n+2;
B=n?+2n+2 et d = pgcd(A,B) .

1.a) Démontrer que tout diviseur commun a A et n divise 2 .

b) Démontrer que tout diviseur commun & A et B divise 4n .

2. On suppose que n est impair.

a) Démontrer que A et B sont impairs. En déduire que d est impair.
b) Démontrer que d divise n. En déduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre
eux.

3. On suppose que n est pair.

a) Démontrer que 4 ne divise pas A.

b) Démontrer que d = 2p, ou p un nombre entier impair.

c) Démontrer que p divise n . En déduire que d = 2.

4. Déduire de ce qui précede que 197 et 257 sont premiers entre eux.

SOLUTION

1.a)Trouvons une combinaison linéaire de A et n qui donne 2 :
ona:A=n?2—-2n+2donc:A—n?—2n=2,soitencore :A+n(-n+2)=2.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 277



Si un entier D divise A et n alors D divise la combinaison linéaire A+ n(-n + 2) = 2.

b) Trouvons une combinaison linéaire de A et B qui donne 4n :

ona:B-A=4n.

Si un entier D divise A et B alors D divise la combinaison linéaire B—A = 4n.

2. Supposons que n est impair : alors il existe un entier naturel k tel que n = 2k+1 .

Alors: A= (2k +1)? —2(2k + 1) + 2= 4k?* + 1 =2(2k?) + 1, donc A est impair.
EtB=Qk+1)2+2Q2k+1)+2= 4k?+8k +5=2(2k* + 4k + 2) + 1, donc B est
impair .

3. Supposons que n est pair : alors il existe un entier naturel k tel que n = 2k .

Alors : A= (2k)? — 2(2k) +2 =2(2k* — 2k +1) , et

B=(2k)?+2(2k)+2 =2(2k*+ 2k +1) .

Donc A et B sont pairs.

a) Utilisons le raisonnement par I’absurde.

Supposons gu’il existe un nombre entier naturel k’ tel que : A = 4k’.

Alors, 4k’ =2(2k? — 2k + 1) donc 2k’ = 2k? — 2k + 1. Ce qui est absurde car 2k’ est pair et
2k? — 2k + 1 est impair . Donc I’hypothése que 4 divise A est fausse.

b) A et B sont pairs donc 2 divise A et B, alors 2 divise d . Donc il existe un entier naturel p tel
que:d=2p.

Si p est pair alors 4 doit diviser d, or d divise A donc 4 doit diviser A. Ce qui est faux d’apres la
question précédente.

c) p divise 2 et d divise A et B donc p divise A et B, alors p divise 4n, d’apres la question 1.b)
Comme p est impair, alors p et 4 sont premiers entre eux, donc (Théoréme de Gauss) p divise n .
p divise n et A donc p divise 2 (d’apres 1.a). Doncp = 1ou p =2, mais p est impair donc

p =1 Parsuite, d=2p=2.

4. Lorsque n = 15, alors A = 197 et B = 257. n étant impair, donc PGCD(A,B) =1, d’apreés la
question 2.b) .

EXERCICES
Dans chaque cas, écrire la division 3) a=-2010; b=-25
euclidienne de a par b. 4)a =18;b=60

1) a= 4950 ; b= 12
2) a = -4950 ; b= 12
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Determiner le reste dans la division
euclidienne par 5 des nombres suivants :
a= 4017 ; b= 2009 ; c= a+b ; d=a3b

Déterminer les cas suivants, les valeurs
de I’entier naturel n pour que p soit
irréductible.

Ecrire en base deux les entiers suivants
par écrits en base dix : 8 ;16 ; 53 ;2012 ;
29+28+25+1

Donner I’écriture en base dix des
nombres : 110117 ; 11100001104

Soit x un entier dont Iécriture en base
dixest: x= @, ..a, a; "’

1) Démontrer que : X = @, a; a, ° [8]

2) En déduire pour chacun des entiers
suivants, le reste de la division euclidienne
par 8 :

1470589 ;7 354 702 553 120 .
Déterminer la décomposition en produit de
facteurs premiers de 11475 et 9750.

En déduire PGCD (11475 ; 9750) et PPCM
(11475 ; 9750).

Les nombres de MERSENNE

On appelle nombre de MERSENNE, tout
entier de la forme M, = 2" — 1 (nelN).

1) Vérifier que M, , M5 , Mg , M, sont
premiers.

2) Démontrer que si M,, est premier alors n
est premier.

3) Veérifier que M, n’est pas premier.

E9|Les nombres parfaits

Un nombre est parfait s’il est égal a la
somme de ses diviseurs stricts (autres que
lui-méme).

1) Vérifier que 6 ; 28 ; 496 sont des nombres
parfaits.

2) Démontrer que, si 2™ — 1 est premier,
alors 2"1(2" — 1) est parfait.

Déterminer le reste de la division
euclidienne de 52°12 par 13.

1° a) Vérifier les congruences :

212 = 1[13] et3® =1[13]

b) En déduire que 27° + 370 est divisible par
13.

2° Determiner les valeurs de n pour
lesquelles 2™ + 3™ est divisible par 13 .

[E12]1° Déterminer le reste de la division
euclidienne de 232 par 641

2° En déduire que le nombre Fy; = 225 + 1
est divisible par 641

E13

1° Déterminer suivants les valeurs de
I’entier naturel n, le reste de la division
euclidienne de 2™ par 17.

2° En déduire les valeurs de n pour
lesquelles 2™ — 1 est divisible par 17.

[E14[1° Déterminer suivant les valeurs de
I’entier naturel n le reste de la division
euclidienne de 3™ par 7.

2° Pour quelles valeurs de n, 15 x 3™ - 3 est
divisible par 7 ?

1° Determiner suivant les valeurs de
I’entier les restes de la division euclidienne
de 11™ et 5™ par 19.

2° En déduire les valeurs de n pour
lesquelles 11™ + 5™ + 3 est divisible par 19.

Démontrer par récurrence gue pour tout
entier naturel n, 9™*1 + 26n+1 egt divisible
par 11.

En utilisant les congruences, démontrer
que pour tout entier naturel n,

1) 32n+1 4 22n+2 ggt divisible par 7

2) n(n + 1)(2n + 1) est divisible par 6.

3) Démontrer quevn € N, 3 x 52n+1 4+
23n+1 est divisible par 17.

4) Démontrer quevn € N, n3 + 5n est
divisible par 6.
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Déterminer tous les entiers naturels n
tels que la division euclidienne par 32
admette un reste égal au carre du quotient.

A Iaide de Ialgorithme d’Euclide,
déterminer dans chaque cas le PGCD de a et
b.

1)a =585; b =150
2)a=40; b =16731

Démontrer en utilisant I’égalité de
Bézout que pour tout entier relatif n, les
entiers 2n + 1 et 9n + 4 sont premiers entre
eux.

E21| Déterminer dans chaque cas tous les
couples (a, b) d’entiers naturels :

1) le PGCD est 16 et le PPCM est 1536.
2) ab = 10115 et PGCD (a,b) = 17
3)a+ b =512et PGCD (a,b) = 16 avec
a>b.

4)a+ b =168 et PPCM (a,b) = 396 .
5) PPCM(a ;b) + 11PGCD(a ;b) = 203 .
6) PPCM(a ;b) = 210xPGCD(a ;b) et

b-a = PGCD5a ;b) .

7)a? —6a—63 =Db?.

Résoudre dans Z x Z I’équation
proposeée :

1) 62x +43y =3

2) 13x = 25y

3)-65x+21ly=1

4) 2011x — 2012y = 13

E23 Déterminer les couples (x, y) d’entiers
naturels tels que 25x — 21y = 3

Résoudre le systéme (S) :

x = 6[12]
X €1, {x = 13[19]

[E25 On consideére Iéquation (E) :

(x,y) € Z?,36x — 25y =5

1° Déterminer deux entiers relatifs u et v tels
que:36u—25v =1

2° a) Veérifier que le couple (5,7) est une
solution de (E)

b) Résoudre (E)

3° (x, y) étant une solution de (E), on pose
d = PGCD(x,y)

a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?
b) Quelles sont les solutions(x, y) de (E)
telles que x et y soient premiers entre eux.

Un commercant a deux cartons
contenant le méme nombre de bonbons.
Avec ceux du premier carton, il fait le plus
possible de sachets de 23 bonbons.

Avec ceux du deuxieme carton plus le reste
du premier, il fait des sachets de 37
bonbons.

Sachant qu’il a confectionné au total 72
sachets et qu’il ne reste plus de bonbons,
combien en avait-il au départ.

Le plan est muni du repere
orthonormé (0, u; ¥).On considere les points
A et B d’affixes respectifs z, =1 —iet
Zg =1+ %i

1° On considere la droite (D) d’équation :
4x+3y—1=0

Démontrer que I’ensemble des points de (2)
dont les coordonnées sont des entiers est
I’ensemble des points

M, (3k +1; —4k — 1) lorsque k décrit Z.
2° Déterminer I’angle et le rapport de la
similitude directe S de centre A qui
transforme B en M_;.

3°0npose B, = [letV,EN;
Bny1 = S(Bn).

On note z,, I'affixe de B,,.
a)Placer By, B;, B,, B3, B,, Bs, B
géométriguement.

b) Démontrer que :

_ (2% i~
V,.€N,z,—2z, = (3) e 2(z, —zy)
c) Déterminer I’ensemble des entiers

naturels n pour lesquels 4, B, et B,, sont
alignés.
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1° a) Démontrer que pour tout entier
naturel n : 23" — 1 est un multiple de 7.

b) En déduire que 23™ + 23n+1 4 23n+2 gt
un multiple de 7.

2° Déterminer les restes de la division par 7
de 2™ pour tout entier naturel n.

3°V, € N, on pose 4,, = 2™ + 22" + 230
a) Etudier suivant les valeurs de n, le reste
de la division de A par 7.

b) En déduire la valeur de n pour lesquelles
A,, est divisible par 7.

4° On pose : a = 10010010007 ;

b = 10001000100002

a)Vérifier que a et b sont des nombres de la
forme A,,.

Un astronome a observé au jour J, le
corps céleste A, qui apparait périodiquement
tous les 105 jours. Six jours plus tard, il
observe le corps B, dont la période
d’apparition est de 81 jours.

On appelle J; le jour de la prochaine
apparition simultanée des deux objets aux
yeux de I’astronome.

Le but de I’exercice est de déterminer le
nombre de jours qui s’écouleront entre J, et
Ji.

1° a) Soient u et v le nombre de périodes
effectuées respectivement A et B entre J, et
Ji.

Démontrer que le couple (u; V) est solution
de I’équation (E) : 35x — 27y = 2

b) Résoudre (E)
2°Combien de jours s’écouleront entre J, et

1?

[E30] Soit n € N. On pose a = 5n3 — n et
b=n+2etD =PGCD(a; b)

1° Démontrer que :

PGCD(a; b) = PGCD(n + 2; 38).

2° Quelles sont les valeurs possibles de D ?
3° Déterminer les entiers n tels que :

a) b divise a.

b) PGCD(5n® — n;n + 2) = 19.

Soit n un entier naturel supérieur ou
égala5. Onpose: A=n3—n? —12n
;B=2n? —7n—4 etd=pgcd(AB).

1. Démontrer que A et B sont des entiers
naturels divisibles par n—4 .
2.0npose:a=2n+letPB=n+3et

d = PGCD(a ;p).

a. Démontrer que d divise 5

b. Démontrer que les nombres o et B sont
multiples de 5 si, et seulement si, n—2 est
multiples de 5.

3. Démontrer que 2n+1 et n sont premiers
entre eux.

4. a. Déterminer suivant les valeurs de n et
en fonction de n, le PGCD de A et B.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas
particuliersn=11etn =12.

E32

Soit (E) : (x,y) € Z?,35x — 27y =2

1)a) Utiliser I’algorithme d’Euclide pour
calculer le PGCD de 35 et 27 .

b) En déduire une solution de (E’) : (x,y) €
Z%,35x—27y=1.

2)a) Verifier que (—20; —26) est une
solution de (E) .

b) Démontrer que les solutions de (E) sont
les couples (x, y) d’entiers relatifs vérifiant :

X=27k—20et y=35k—260uk € Z

3) Les habitants d’un village adorent deux
génies protecteurs NGOUAN et MOAYE.
Le génie N’GOUAN est adoré tous les jours
140 jours et le génie MOAYE tous les 108
jours. Les jours ou les cultes coincident sont
considérés comme des jours de grace
appelés jour de génies.

Un matin, le village a adoré le génie
MOAYE.

Déterminer le nombre de jours qui séparent
ce matin-la du prochain « jour des génies »
sachant que le village avait adoré le génie
N’GOUAN 8 jours auparavant.
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fermier a vendu des poulets et des pintades.
E33 On considére I’équation (E) : Chaque pintade a été vendue a 6200F et
(x,y) € Z?, 62x + 47y = 5225 chaque poulet a 4700F.
1° a) A I’aide de I’algorithme d’Euclide, La vente de toutes ses volailles lui a
donner une solution particuliére de (E). rapporté 522500F.
b) Résoudre (E) . Combien de volaille de chaque espéce a-t-il
2° A I’ occasion de la féte de Noel, un pu vendre ?
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ﬂ 8. PROBABILITES 1
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I) DENOMBREMENT ( RAPPELS)

1 .Dénombrement des tirages de p élements dans un ensemble & n éeléments

(p<n)
Le nombre de tirages
. . Exemple usuel
Conditions possibles est le nombre .
de - (mots clés)
Les p éléments ne sont pas p-liste d’éléments non Tirages successifs
p=>1 nécessairement tous distincts | tous distincts ; avec remise de p
mais sont ordonnés. soit nP objets pris parmi n.
(1 arrangements de . .
Les p éléments sont tous arrangemer P ) Tirages successifs sans
) iy éléments pris parmi n ; > . i
p<n distincts (différents) et sont o o remise de p objets pris
ordonnés soit Aj=__T parmi n.
(n—p)!
-Tirages successifs
sans remise des n
Les p éléments sont tous Permutations de n objets d’un ensemble
p=n distincts (différents) et sont éléments de E ; contenant n
ordonnés Soit Ph=n'! -anagrammes d’un
mot de lettres toutes
distinctes.
Combinaisons de p
Les p éléments sont tous éléments pris parmi les n Tirages simultanés de
p <n distincts (différents) et sont de E; g

non ordonnés

: P_ n!
T

p objets pris parmi n

2. Comment dénombrer ?

POINT METHODE
1. lire I’énoncé plusieurs fois
2. donner ou trouver un exemple de résultat de I’expérience
(au cas ou c’est possible donner tous les résultats puis les compter )

3. se poser les deux questions suivantes

e y a-t-il ordre ou non © (au niveau des éléments constituants les résultats)
e y a-t-il répétition ou non @ (au niveau des éléments constituants les résultats)

Remarque :

Pour savoir s’il y a ordre il suffit de permuter deux éléments composants

I’exemple proposé et constater que I’on a un résultat différent du précédent.

Réponse a ces deux questions
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2 répétition Non répétition ou
@ pas de répétition
p-listes d’éléments (non tous | Arrangements (p < n)
Ordre distincts deux a deux) de E ou
le nombre de tels résultats est (card | Permutations (n =p)
E)P Le nombre de tels résultats
soit n® est A° ouPn=n! respectivement.
Combinaisons (p £n)
Pas d’ordre
Le nombre de tels résultats est C
Remarque :

Dans certains exercices ; il faut combiner les différentes formules.( cas des exercices ou les
éléments a dénombrer sont en ordre et doivent occuper des places)
Et méme quelques fois il faut dénombrer directement sans aucune de ces formules.

Exercice résolu 1

Une urne contient 12 jetons différents : 5 jetons noirs numérotés de 1 a4 5, 3 jetons blancs
numérotés de 1 a 3 et 4 jetons rouges numérotés de 1 a 4.

1. On tire simultanément 5 jetons de I'urne.

a. Combien y a-t-il de tirages possibles ?

b. Combien y a-t-il de tirages comportant 2 noirs et 3 blancs ?

c. Combien y a-t-il de tirages comportant 2 rouges ,1 noir et 2 blancs ?
d. Combien y a-t-il de tirages comportant au moins3 jetons noirs.

2. Les 5 jetons sont tirés successivement sans remise

Mémes questions

3. Les 5 jetons sont tirés successivement avec remise

Mémes questions

solutions
1. a. Les 5 jetons sont tirés simultanément. (On ne tient pas compte de I’ordre dans lequel les
jetons sont tirés).
Exemple de résultats. {R1; R4 ; N2 ;B2 ;N3}
Un tirage est une combinaison de 5 jetons pris parmi 12 donc le nombre de tirages possibles est
le nombre de combinaisons de 5 jetons pris parmi 12 ; soit sz =792.

Le nombre de tirages possibles est 792.
b. Exemple de résultats {B2 ; B3 ; N2 ; B1 ; N3}

Un tel tirage est composé de 2 jetons noirs pris parmi 5, soitCé choix possibles et de 3 jetons

blancs pris parmi 3,soitC§ choix possible.

Le nombre de tirages comportant 2 noirs et 3 blancs est sz Cz =10.
c. Exemple de résultats {R1 ; R3; N2 ; B1 ; B3}
On montre de méme que le nombre de tirages comportant 2 rouges, 1 noir et 2 blancs est

2 1 2
C:4>< Csx Cs =90.
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d. La notion « d’au moins 3... » se traduit par « exactement 3 ou exactement 4 ou exactement
5».
Ainsiilya
& sz Ci tirages comportant exactement 3 jetons noirs (pris parmi 5) et 2 jetons
quelconques pris 7 (3 blancs et 4 rouges)
& C:x Ci tirages comportant exactement 4 jetons noirs (pris parmi 5) et 1 jetons
quelconques pris 7(3 blancs et 4 rouges)
& sz Cjtirages comportant exactement 5 jetons noirs (pris parmi 5) et aucun jeton pris
7(3 blancs et 4 rouges).
On dénombre donc C.x C.+Cix C,+C.x C,=246.
Le nombre de tirages comportant au moins 3 jetons noirs est 246.

2. a. Cette fois —ci les 5 jetons sont tirés successivement et sans remise. (On tient compte de
I’ordre dans lequel les jetons sont tirés).

Exemple de résultats. (R1 ; R4 ; N2 ; B2 ;N3). Un tirage est un arrangement de 5 jetons pris

parmi 12 donc le nombre de tirages possibles est le nombre d’arrangements de 5 jetons pris

parmi 12 ; soit Ai’z = 95040.
b. Exemples de résultats (B1 ; B3; B2 ; N1 ; N3) ; (B1; B3; N1; B2; N3) .....
Un tel tirage est composé de 2 jetons noirs pris parmi 5 soit ,Aé choix possibles et de 3 jetons

blancs pris parmi 3 soit Aj choix possibles.
Ici I’on tient compte des positions des 2 jetons rouges sur les 5 places composant un résultat
(observer les exemples ci-dessus) Il y a donc C; facons de repartir ces 2 jetons ( on aurait pu

s’intéresser aux C§ facons de ranger les jetons blancs).

Le nombre de tirages comportant 2 jetons noirs et 3 jetons blancs est sz A; X Az =1200

c. Exemples de résultats (R1 ; R3; N2 ; B1;B3); (B3; R1;N2; Bl;R3)
Ici si I’on tient compte des positions des 2 jetons rouges sur les 5 places composant un résultat ;
de la position du jeton noir sur les 3 places restantes et enfin de I’unique position des 2 jetons

. 2
blancs sur les 2 places restantes (observer les exemples ci-dessus) Il'y adonc C, facons de

repartir les 2 jetons rouges, C; facons de positionner le jeton noir et Cz facon de ranger les2

jetons blancs
Le nombre de tirages comportant 2 jetons rouges, 1 noir et 2 blancs est

2 1 2 2 1 2 _

Csx Csx sz AAX A5>< A3_10800'
d. La notion « d’au moins 3... » se traduit par « exactement 3 ou exactement 4 ou exactement 5 »
Ainsi il y a ( en tenant compte des positions des jetons)

& sz Azx Ai tirages comportant exactement 3 jetons noirs (pris parmi 5) et 2 jetons
quelconques pris 7(3 blancs et 4 rouges)

& C:x A: X A17 tirages comportant exactement 4 jetons noirs (pris parmi 5) et 1 jeton
quelconque pris parmi 7(3 blancs et 4 rouges)

& Azx AS tirages comportant exactement 5 jetons noirs (pris parmi 5) et aucun jeton pris
parmi 7(3 blancs et 4 rouges).

On dénombre donc (C2x Alx AD+H(Cix Alx A+ (Alx AY) =29520.

Le nombre de tirages comportant au moins 3 jetons noirs est 29520.
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3. a-. Cette fois —ci les 5 jetons sont tirés successivement avec remise. (On tient compte de
I’ordre dans lequel les jetons sont tirés et certains éléments peuvent étre répétés)).

Exemple de résultat. (R1; R4 ; N2 ; R1;N2)

Un tirage est donc une 5-liste d’éléments non tous nécessairement distincts pris parmi 12 ainsi

le nombre de tirages possibles est le nombre de telles 5-listes soit 12°= 248832.

Remarque : La rédaction des autres questions est semblable a celle des questions du 2°)

Il suffit de remplacer tous les A® par n

Exercice résolu 2 : Dénombrer le nombre de carrés possibles sur cette figure

Solution

Il suffit de considérer les carrés simples (en rayures) et leurs associations
(en gris) qui donnent des carrés.

On dénombre ainsi 14 Carrés.

Exercice 1.1

Dans un centre de vacances accueillant 120 personnes, deux sports (Tennis et Golf) sont
proposés aux vacanciers. On sait que 24 personnes font du tennis et que 15 font du Golf .En
outre 6 personnes pratiquent

et le tennis et le Golf.

Combien de personnes ne pratiquent aucun des deux sports ?

Exercice 1.2

On considere les sept lettres du mot VOITURE.

1) Combien de mots de 7 lettres distinctes peut-on former ?

2) Combien de mots de 5 lettres distinctes peut-on former ?

3) Combien de mots de 7 lettres distinctes ou non peut-on former ?

N.B : On appelle « mot »un groupe de lettres n’ayant pas nécessairement une signification.

Exercice 1.3
A I’oral d’un examen un candidat doit obligatoirement répondre a 5 questions sur les 8 questions
numerotées de 1 a 8.
1. Combien y a-t-il de choix possibles ?
2. Combien y a-t-il de choix possibles si les questions 1, 2, 3 sont imposées ?
3. Combien vy a-t-il de choix possibles s’il doit répondre a au moins 4 des cing premiéres
questions ?

Exercice 1.4
On dispose d’un damier carré de 4 lignes et de 4 colonnes ainsi que de 4 jetons.
Le jeu consiste a repartir les 4 jetons sur 4 cases différentes.
AJ. les quatre jetons sont indiscernables.
1) Combien y a t-il de dispositions possibles ?
2) Dénombrer les dispositions dans lesquelles :
a. Aucun jeton n’est placé sur une diagonale.
b. Trois jetons exactement sont placés sur une méme diagonale.
c. Ilyaexactement un jeton par ligne et un jeton par colonne.
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B/. Les quatre jetons sont identifiables par les lettres M, AT et H
Méme questions.

1) PROBABILITES

1. Vocabulaires

Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat est imprévisible.
Chaque résultat possible est une éventualité.

L’ensemble des éventualités constitue I’univers noté souvent Q.

Toute partie de I’'univers est un événement.

Un événement comprenant une seule éventualité est un événement élémentaire.
L’ensemble vide est appelé événement impossible.

L’univers est appelé événement certain.

L’événement contraire de A, noté A , est constitué des éventualités ne réalisant pas A.
L’évenement A ou B (ou encore AU B) est la réunion des deux evénements.
L’évenement A et B (ou encore An B) est I’intersection des deux événements.
Deux événements A et B sont incompatibles lorsque AnNB =@

2. Probabilité d’un évenement
Dans toute la suite, on considéere une expérience aléatoire conduisant a un nombre fini n
d’éventualités et on note € I’univers associé

a) Equiprobabilité
Définition
Lorsque les événements élémentaires ont tous la méme chance d’étre réalisée, on dit que les

événements élémentaires sont équiprobables.
Dans ce cas, on dit que I’expérience aléatoire se réalise sous I’hypothése d’équiprobabilité.

Remarque
on supposera les événements élémentaires équiprobables chaque fois qu’une expression telle
que : dé non pipé ..., éléments indiscernables au toucher..., non truqués....etc, sera utilisées.

Dan s toute la suite, les expériences aléatoires sont considérées sous I’hypothese
d’équiprobabilité.

b) Probabilité d’un événement

Définition

On appelle probabilité d’un événement A le nombre réel noté P(A) tel que

P(4) =

CardA _Nombre de cas favorables a A
CardQ Nombre de cas possible

Propriétés
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1

mLa probabilité d’un événement élémentaire est

CardQ
mLa somme des probabilités des événements élémentaires est 1.

mPour tout evénement A,ona0 < P(4) <1

mP(@)=0et P(Q) =1

mSi A et B sont deux événements incompatibles, alors P(A U B) = P(A) + P(B)

mSi A et B sont deux événements quelconques, alors P(A U B) = P(4) + P(B) — P(ANn B)

mA et A étant deux événements contraires, P(4) + P(4) =1

Exercice résolu 3

Une urne contient 3 boules noires et 5 boules rouges indiscernables au toucher. On tire 2 boules
de I’'urne en considérant les hypothéses suivantes :

1) On tire les 2 boules simultanément

2) On tire les 2 boules successivement et sans remise

3) On tire les 2 boules successivement et avec remise

Déterminer dans chacun des cas la probabilité de tirer 2 boules rouges.

Solution
1) L’ univers Q est I’ensemble des combinaisons de 2 boules prises parmi 8. D’ou

card Q= C; =28.

Soit A I’événement « tirer 2 boules rouges » , card A= C§ =10
.. 10 5
D'ou P(4) = 28~ 14
2) L’ univers Q est I’ensemble des arrangements de 2 boules prises parmi 8 . D’ou
cardQ:AS= 8 x7 =56.

Soit A I’événement « tirer 2 boules rouges » , card A= AZ = 5x4 =20

D ‘P(A)—ZO— 5
M =56~ 14
3) L’ univers Q est I’ensemble des 2-listes de 2 boules prises parmi 8 . . D’ou card Q = 8% = 64.
Soit A I’événement « tirer 2 boules rouges » , card A=52=25
D'ou P(A) = 25
Y

Exercice résolu 4

Un libraire propose 30 titres différents d’un méme auteur : 5 de ces livres sont couverts de cuir et
coltent 9000 francs I’un ; 12 ont une couverture toilée et coltent 6000 francs I’un ; les autres
sont cartonnés et codtent 3000 francs 1’un.

Un client vient acheter 3 livres de cet auteur sans préciser de livre particulier. Le libraire prend
au hasard 3 livres de sa collection.

Calculer la probabilité des événements suivants :

A « Le libraire choisit 3 livres couverts de cuir »

B « Le libraire choisit au moins un livre couvert de cuir »

C « Le libraire choisit 3 livres ayant la méme couverture »

D « Le libraire choisit 3 livres pour un montant exact de 15000 francs »

E « Le libraire choisit 3 livres dont le colt n’excede pas 12 000 francs »

Solution
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el ’univers € est I’ensemble des combinaisons de 5 livres prises parmi 30. D’ou
card Q = Czo = 4060

Parmi les livres, 5 sont couverts de cuir, I’événement A consiste a choisir simultanément 3 livres

CardA = C3 =10 et P(A) —_10 _ 1

parmi ces 5 donc 4060 406

eL’événement contraire B de B consiste & choisir 3 livres parmi les 25 non couverts de cuir. O
S5 _ 3 _ 5) — 2300 _ 115 . —1_p(R) =88

nadonc CardB = C35 = 2300 et P(B) = ——=—— parsuite P(B) =1—P(B) =

el "événement C consiste a choisir soit 3 livres couverts de cuir, soit 3 livres de couvertures

toilées, soit 3 livres de couvertures cartonnées , donc CardC = C3 + C3, + C3; =
516 et P(C) = > =22
4060 1015
ell ya deux situations possibles pour la réalisation de I’événement D :
Premiére situation : le libraire choisit 1 livre de 3000 et 2 livres de 6000.

Deuxiéme situation : le libraire choisit 2 livres de 3000 et 21livre de 9000.

= C{ 2 2 1= — 1248 _ 312
Donc Card D = Cf X Cf, + Cfs x C3 = 1248 et P(D) = — = ——
e |l ya deux situations possibles pour la réalisation de I’événement E :
Premiere situation : le libraire choisit 3 livres de 3000

Deuxiéme situation : le libraire choisit 2 livres de 3000 et un livre de 9000.

DoncCardE:Cf3+Cf3x(:112:12223tp(5):%—ﬂ

4060 2030

3. Evénements indépendants
a) Définition

Soit A et B deux événements
A et B sont dits indépendants si P(4 n B) = P(A4) x P(B)

Interpreétation
Les évenements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de I’un n’influence pas la
réalisation de I’autre

Propriétés

mDeux événements A et B sont indépendants lorsque P(A N B) =P(A) x P(B)
m Si A et B sont deux événements indépendants alors :

A et B sont indépendants
A et B sont indépendants
Aet B sontindépendants.

Remarque :
Ne pas confondre événements incompatibles et événements indépendants.

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 290



Deux événements incompatibles ne peuvent pas étre indépendants.

Exercice résolu 5

On lance deux fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6
et on note le chiffre apparu sur la face supérieure.

1. Les événements A : « le 5 sort en premier » et B : « la somme des chiffres apparus est 7 »,
sont-ils indépendants ?

2. Méme question avec C : «le 6 sort en premier » et D : « la somme des chiffres apparus est
12>>.

Solution

L’univers Q est I’ensemble de tous les couples de deux chiffres pris entre 1 et 6.
Card Q = 62= 36

A={5;1:05:2):(5:;3,;05,;4;:;05:5;:(5:6)}

6 1
B A)=—==
D ou P(A) 3% 6
B={6;1);(1;6);(5:2,;(2;5):;14;3);@;4}
D’ou p(B):izl

36 6
ANB={(5 ; 2)}, alors P(AN B) =3—16.

_1 _11 1
Ona p(AﬁB)—36 et p(A) x p(B)_6X6_36’

Soit p(ANB) = p(A)x p(B).
Les événements A et B sont indépendants.

6 1
C={(6;1);(6;2);(6;3);(6;4);(6;5);(6;6)},alorsp(C)=£=E.
1
— . [ PR D -
D ={(6; 6)}, d’ou p(D) 3%
CND = {(6 ; 6}, en conséquence p(C N D) :3_16

Ici p(CND) # p(C) x p(D), donc les événements C et D ne sont pas indépendants.

Exercice

Un joueur jette une fléchette sur une cible partagée en trois cases notées 1, 2, 3.

On admet qu’a chaque lancer, il atteint une case et une seule case et que les lancers sont
indépendants.

Les probabilités d’atteindre les cases 1, 2, 3 sont dans cet ordre : 1/12 ; 1/3; 7/12.

NB : Les résultats demandés seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

Le joueur lance la fléchette trois fois.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne chaque fois la case 3 ?

2. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne les cases 1, 2, 3 dans cet ordre ?

3. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne les cases 1, 2, 3 ?

4. Schéma de Bernoulli
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Définitions

mUne épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités :
L’une est appelée succés notée S et I’autre échec notée S.

mUn schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de suite (n >
2 ) une méme épreuve de Bernoulli.

Propriété

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves identiques de Bernoulli et p la probabilité du succes.
La probabilité d’obtenir exactement k succés au cours des n épreuves est : Ckpk(1 — p)n*
AvecO0<k<n

Exercice résolu 6
On lance 5 fois de suite un dé cubigue bien équilibré dont les faces sont numérotées del a 6.
Calculer la probabilité d’obtenir exactement 4 fois le 6.

Solution
Considérons I’épreuve de Bernoulli qui consiste a lancer le dé et a s’intéresser au 6. Le succes

S « Obtenir 6 » a pour probabilité P(S) ==.

L’épreuve étant répétee 5 fois de suite et de fagon indépendante, on a un schéma de Bernoulli.
L’événement A « Obtenir exactement 4 fois le 6 au cours des 5 lancers » a pour probabilité :

o= (' (- = 5

6) ~ 7776

Exercice résolu 7

Un jeu consiste & faire tourner une roue autour de son axe, roue sur laquelle on a marqué un
secteur angulaire de 50°.

On déclare qu’il y a succes si la roue s’arréte de telle sorte que la fleche (fixe) soit en face du
secteur angulaire de 50°, sinon il y a échec.

On lance la roue 7 fois.

Calculer la probabilité des événements suivants :

A « Obtenir exactement trois succes »

B « Obtenir au moins un succes »

( On donnera I’arrondi d’ordre 2 des résultats )

Solution

Considérons I’épreuve de Bernoulli qui consiste a faire tourner la roue et & observer le secteur

indiqué par la fleche. Le succes S « La fleche indique le secteur de 50°» a pour probabilité P(
50 5

S)=—=—.
360 36
L’épreuve étant répétee 10 fois de suite et de facon indépendante, on a un schéma de Bernoulli.

L’événement A « Obtenir exactement 3 succés » a pour probabilité :
_ 3(5 3 5 4-~
P =c3(3) (1-2) ~005

Pour calculer P(B) considérons I’événement B « Obtenir aucun succés au cours des 7 épreuves
»

P(B) = C? (%)0 (1- i)7 = (E)7 donc P(B) =1 - (g)7 ~ 0,65.

36 36

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 292



Exercice

On considére 10 appareils identiques, de méme garantie, fonctionnant indépendamment

les uns des autres. La probabilité pour chaque appareil de tomber en panne durant la période de
garantie est égale a 0,15.

1.Calculer probabilité pour qu’exactement 9 appareils soient en parfait état de marche

a I’issue de la période de garantie.

2. Calculer probabilité pour qu’au moins un appareil soit en parfait état de marche

a I’issue de la période de garantie.

2. Calculer probabilité pour qu’au moins 8 appareils soient en parfait état de marche

a I’issue de la période de garantie.

5. Variables aléatoires

Définition

mUne variable aléatoire est une application de Q dans IR.

mX étant une variable aléatoire, considérons X(Q) = {x; ; x, ;...; x,,} ’ensembles des valeurs
possibles de X. X() est appelé I’'univers image de Q par X.

mLa loi de probabilité de X est I’application de X () dans [0; 1] qui a chaque valeur x; de X(£)
associe la probabilité que X prenne la valeur x; , notée P(X = x;).

NB : Il est commode de représenter une loi de probabilité par un tableau du type :
X; Xq Xy Xn
PX=x) | ps b2 Pn

Dans ce tableau il est préférable de ranger les valeurs prises par X dans I’ordre croissant.
Remarque : p; +p, +--+p, = 1.

Espérance mathematique, variance et écart type.

Définitions
Soit une variable aléatoire X prenant n valeurs x; ; x, ;...; x,, avec les probabilités respectives
Pi: P25 Pn-
m On appelle espérance mathématique de X le nombre réel noté E(X) tel que :
E(X) =x1p1 + X202 + -+ + XnDn.
m On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) tel que :
V(X) = (x1 — E(X))?p1 + (x2 —E(X))’p2  + -+ (xn — E(X))°Pn
ouV(X) = [U1%p; +x,2p,  + -+ x,2p, — [E(X)]?

m On appelle écart type de X le nombre réel noté o (X) tel que : a(X) = /V(X) .

Interprétation de I’espérance mathématique en terme de jeu :

Soit E(X) I’espérance mathématique d’une variable aléatoire mesurant le gain algébrique
(différence entre la somme percue et la mise ).
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¢Lorsque E(X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.
¢Lorsque E(X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueur.
¢Lorsque E(X) =0, le jeu est équitable.

Exercice résolu 8

Un joueur lance successivement trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement eéquilibrée.
I1 gagne 600 francs s’il obtient 3 fois « FACE », gagne 300 francs s’il obtient 2 fois « FACE »
exactement, gagne 100 francs s’il obtient une fois « FACE » exactement, mais perd 1000 francs
s’il n’obtient que des « PILE ».

On désigne par X la variable aléatoire représentant en francs le gain du joueur (un gain est positif
ou négatif).

1) Etablir la loi de probabilité de la variable X.

2) Déterminer la probabilité de gagner strictement moins de 300 francs.

3) Calculer I’espérance mathématique de la variable X. Que représente ce résultat pour le
joueur ?

4) Un jeu est équitable si I’espérance de X est nulle.

Le jeu précédant est-il équitable ? favorable ou défavorable au joueur ?

5. Combien le joueur devrait-il perdre lorsqu’il n’obtient que des piles pour que le jeu soit
équitable ?

Solution

1. Les résultats possibles sont : (F;F;F) ; (F;F;P) ; (F;P;F) ; (P;F;F) ; (P;P;F) ; (P;F;P) ;
(F;P:P); (P;P;P).

Les différents résultats possibles donnent les gains suivants : 1000 100 ; 300 ; 600.
P(X=-1000) == ; P(X=100) == ; P(X=300) = = ; P(X=600) =

X; -1000 | 100 | 300 | 600
PX=x)| L |3 |3 |1
8 8 8 8

2. Soit A I’événement « Gagner moins de 300F ». Donc P(A) =
3. E(X) = (-1000)(5) + 100(5) + 300(5) + 600(5) =250.
Le gain moyen du joueur est 250F.

4. E(X) > 0 donc le jeu est favorable au joueur.

5. Soit S le montant que le joueur devrait perdre s’il n’obtenait que des PILES pour que le jeu
soit équitable

EXX) = (- S)( ) + 100( ) + 300( ) + 600( ) =
Le jeu est eqmtable Iorsque E(X)

EX) =0 ==0oS= 3000

Le joueur doit perdre 3000F lorsqu’il n’obtient que des PILES pour que le jeu soit équitable.

mlb—\
m|w
Il
|

3000-S

Exercice
Les deux questions de cet exercice sont indépendantes et on donnera les réponses sous forme de
fractions.
Une urne contient 6 boules bleues, 3 boules rouges, et 2 boules vertes, indiscernables au toucher.
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On tire simultanément au hasard 3 boules de I’'urne.

On appelle X la variable aléatoire qui, a tout tirage de trois boules associe le nombre de boules
bleues tirées.

1.Etablir la loi de probabilité de X.

2.Calculer I’espérance mathématique de X.

Loi binomiale

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves identiques de Bernoulli , p la probabilité du succes et
X la variable aléatoire designant le nombre k de succes au cours des n épreuves (0 < k <n).
mLa loi de probabilité de X est définie par : P(X = k) = Ckp*(1 — p)n*

Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de paramétres n et p

mDans ce cas on démontre que I’espérance mathématique E(X) = np et la variance
V(X) = np(1 — p).

Exercice résolu 9
Sur une route, deux carrefours sont munis de feux tricolores A et B. On supposera que ces feux
ne sont pas synchronisés et que pour un automobiliste circulant sur cette route, I’apparition d’une

couleur donnée est un pur hasard. On admet que la probabilité pour que le feu A soit vert est % :

la probabilité pour que le feu B soit vert est %

Les feux A et B fonctionnent de maniére indépendante.

1. Un automobiliste passe successivement aux deux carrefours.

a. Calculer la probabilité pour qu’il rencontre deux feux verts.

b. Calculer la probabilité pour qu’il rencontre au moins un feu vert.

2. Un autre automobiliste passe 5 fois au carrefour muni du feu A.

Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de fois ou I’automobiliste rencontre le feu vert
a. Calculer la probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.

b. Calculer I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.

Donner I’arrondis d’ordre zéro de I’espérance mathématique de X et I’interpréter.

Solution

1. a. Soit I’événement A « le feu A est vert » et I’événement B « Le feu B est vert ».

Les événements A et B sont indépendants.

Onadonc P(ANB) = P(A) x P(B) =>x =2

b. Soit I’événement C « I’automobiliste rencontre au moins un feu vert » et C I’événement
contraire de C.

OnaC =AnNnB,etcomme A et B sontindépendants alors :

)=prP(AnB)=r(4 By=1x1_-1
P(C)=P(An B)l— 1;(A) xP(B) = el
DOUP(C): 1—525
2.

a. Lorsque I’automobiliste se présente au carrefour A, on s’intéresse a deux résultats : S « il
rencontre le feu vert » et S « il ne rencontre pas le feu vert ». Cette expérience est un épreuve de
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Bernoulli. Ona P(S) = %
L’épreuve étant répétee 5 fois de suite et de fagon indépendante, la variable aléatoire X suit une

loi binomiale de paramétres n =5etp = %‘
La probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert est :
P(X=3)=¢? (3)3 (1)2 =27 ~ 0,26
5\4/ \a 1024 :

b. Ici, il est préférable d’utiliser les formules E(X) = np et V(X) = np(1 — p) puisque X suit
une loi binomiale de paramétres n et p.
Ainsi, E(X) =5 x> =2ety(X) =5x3ix2i=2

4 4 4 4 16
E(X) =~ 4

L’automobiliste rencontre en moyenne 4 feux verts.
L’événement A « Obtenir exactement 3 succeés » a pour probabilité : P(4) =

3 (3) (1-3)" =005

Pour calculer P(B) considérons I’événement B « Obtenir aucun succés au cours des 7 épreuves
»

0 7 7 7
B)=o(Z _5) = (3 —1_(3) x
P(B) =G (36) (1 36) - (36) donc P(B) =1 (36) ~ 065
Exercice
Une entreprise A est spécialisée dans la fabrication en série d’un article ; un contréle de qualité a
montré que chaque article produit par I’entreprise A pouvait présenter deux types de défaut : un

défaut de soudure avec une probabilité égale a 0,03 et un défaut sur un composant électronique
avec une probabilité égale a 0,02,

Le contrble a montré aussi que les deux défauts étaient indépendants. Un article est

dit défectueux s’il présente au moins I’un des deux défauts.

1. Montrer que la probabilité qu’un article fabriquée par I’entreprise A soit défectueux

est égale a 0,049 4.

2. Une grande surface recoit 800 articles de I’entreprise A.

Soit X la variable aléatoire qui a cet ensemble de 800 articles associe le nombre d’articles
défectueux.

a. Déterminer la loi de X.

b. Calculer I’espérance mathématique E(X) de X. Quel est le sens de ce nombre ?

3. a. Un petit commercant passe une commande de 25 articles a I’entreprise A.

Calculer, a 1072 pres, la probabilité qu’il y ait plus de 2 articles défectueux

dans sa commande.

b. 1l veut que sur sa commande la probabilité d’avoir au moins un article défectueux reste
inférieure a 50 %.

Déterminer la valeur maximale du nombre n d’articles qu’il peut commander.

Fonction de répartition

Définition
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La fonction de répartition de X est I’application de IR dans [0; 1] qui a tout nombre réel x

associe la probabilité que X prenne une valeur inférieure ou égale a x , notée P(X < x)

Exemple
Considérons la loi de probabilité de la variable aléatoire X de I’exercice resolu 8 :

X; -1000 | 100 | 300 | 600
PX=x)| L |3 |3 | 1
8 8 8 8

La fonction F de répartition de X est définie sur IR par :
Pour tout x € ]—o0; —1000[ F(x) =0
Pour tout x € [~1000; 100[ F(x) ==

Pour tout x € [100; 300[ F(x) = §+§ = %
Pour tout x € [300; 600[ F(x) = §+§ = §
Pour tout x € [600; +oo F(x) =z+-=1

~1400-1200-1000 -800:-600:-400:-200: 0 : 200 : 400 : 600 : 800 :1000:1200 1400 ix

Remarque
La fonction de répartition est une fonction définie par intervalles.
La fonction de répartition est une fonction en escalier, croissante.

EXERCICE

Une urne contient quinze boules indiscernables au toucher dont une noire, cing
blanches et neuf rouges.

On tire simultanément au hasard trois boules de I’urne.

X est la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches figurant dans
le tirage,

1. Donner la loi de probabilité de X.

2. Calculer I’espérance mathématique de X,

3. Tracer la fonction de répartition F de la variable aléatoire X.
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EXERCICES
E1

Une urne contient douze boules
indiscernables au toucher : 8 boules
blanches et 4 boules noires.

On tire successivement 3 boules de I’urne, la
boule tirée étant remise dans I’urne apres
chaque tirage.

1. Calculer la probabilité d’obtenir
exactement une boule blanche.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins
une boule blanche et au moins

une boule noire.

(On donnera les résultats sous forme de

fractions irréductibles

Partie |

Lors de la préparation d’un concours, un
éléeve n’a étudié que 50 des 100 legons.
On a mis 100 papiers contenant chacun une
question dans une urne, ces questions
portant sur des legons différentes. Le
candidat tire simultanément au hasard 2
papiers.

On donnera les réponses sous forme de
fractions irréductibles.

1. Quelle est la probabilité qu’il ne
connaisse aucun de ces sujets ?

2. Quelle est la probabilité qu’il connaisse
les deux sujets ?

3. Quelle est la probabilité qu’il connaisse
un et un seul de ces sujets ?

4. Quelle est la probabilité qu’il connaisse
au moins un de ces sujets ?

Partie 11

On considére maintenant que I’éleve a
étudié n des 100 lecons (n étant un entier
naturel inférieur ou égal a 100).

1. Quelle est la probabilité pn qu’il connaisse
au moins un de ces sujets ?

2. Déterminer les entiers n tels que pn soit

supérieur ou égal a 0,95.

Dans cet exercice, tous les résultats seront
donnés sous forme de fractions irréductibles.
Partie | :

On dispose d’un dé cubique A parfaitement
équilibré possédant une face verte, deux

faces noires et trois faces rouges.

Un jeu consiste a lancer trois fois de suite et
de maniére indépendante ce dé. On

note & chaque lancer la couleur de la face
obtenue.

1. Calculer la probabilité pour qu’a I’issue
d’un jeu, deux faces exactement soient
noires.

2. Soit I’évenement C : « a I’issue d’un jeu,
les deux faces exactement soient de la
méme couleur ».

Calculer la probabilité de I’événement C..
3. Calculer la probabilité pour qu’a I’issue
d’un jeu, les trois faces obtenues soient
de couleurs différentes.

Partie Il :

On dispose d’un second dé cubique B
équilibré présentant quatre faces vertes et
deux faces noires.

Le nouveau jeu se déroule de la maniére
suivante : on lance les dés A et B
simultanément.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir une
seule face verte a I’issue du jeu.

2. Calculer la probabilité d’obtenir deux
faces vertes a I’issue du jeu.

Sur un disque on a enregistré dix morceaux
différents. Le temps d’écoute de chacun
d’eux est donné dans le tableau :

Code_du morceau A BlclD
enregistré

Temps d’écoute en

secondes 280 | 200 | 240 | 280
E F G H I J

260 | 240 | 280 | 200 | 240 | 280

Un appareil de lecture sélectionne au hasard
un des dix morceaux et un seul. Tous les
morceaux ont la méme probabilité d’étre
sélectionné.

1. Quelle est la probabilité, pour chacun des
morceaux, d’étre sélectionné a cette

lecture ?

2.a) Calculer la probabilité de I’événement
Ei:
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« Le morceau sélectionné & une durée
d’écoute de 240 secondes ».

b) Calculer la probabilité de I’événement
E.:

« Le morceau sélectionné & une durée
d’écoute supérieure a 220 secondes ».

3. Onnote X la variable aléatoire qui, a
tout morceau sélectionné, associe le temps
d’écoute de ce morceau.

a) Déterminer la loi de probabilité de la
variable aléatoire X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X
et son écart-type.

Deux dés cubiques équilibrés A et B ont
leurs faces marquées de la fagon suivante :
led¢A:1;2;3;4;5;6.
ledéB;1;1;1;3;3;5.

On lance les deux dés et I’on note S la
variable aléatoire égale & la somme des
points obtenus.

Déterminer la loi de probabilité de S et
calculer son espérance mathématique.

Une urne contient 6 boules :

m 2 sont bleues et numérotées 0 et 1.

m 3 sont rouges et numérotées 0,1 et 2.

m 1 est verte et numérotée 1.

Un jeu consiste a tirer simultanément 2
boules de I’'urne et on appelle X la variable
aléatoire égale a la somme des numéros
portés par les 2 boules tirees.

1. Donner la loi de probabilité de X et
calculer son espérance mathématique.

2. On répéte le jeu précédent 5 fois de suite
en prenant soin apres chaque tirage de
remettre les 2 boules tirées dans I’urne.

Lors d’un tirage on désigne par succes le fait
d’avoir X = 3.

Quelle est la probabilité d’avoir au plus un
succes lors des 5 tirages ?

Une urne contient 9 boules vertes et une
boule rouge.

1. Au cours de I’expérience qui consiste a
extraire simultanément 3 boules de I’urne,
quelle est la probabilité p; d’obtenir
exactement une boule rouge ?

2. L’expérience précédente cing fois de
suite, avec a chaque fois, remise dans I’urne
des 3 boules que I’on a tirées. Soit X le
nombre de boules rouges obtenues au cours
de cing tirages. Déterminer la loi de
probabilité de X et calculer son expérience
mathématique. Calculer I’écart-type de X.
3. On extrait une premiére boule de I’'urne et
on ne I’y remet que si elle est rouge. On
extrait ensuite une deuxieme boule de
I’urne. Quelle est la probabilité p2 pour que
cette boule soit rouge ?

A la gare A, 16 voyageurs ont pris chacun 1
billet dont :

¢ 7 pour la gare B (prix du billet 5000 F )

¢ 5 pour la gare C (prix du billet 6000F )

¢ 4 pour la gare D (prix du billet 7500 F )

1. On choisit au hasard un de ces voyageurs.
Soit X la variable aléatoire associant a
chaque voyageur le prix de son billet en
franc.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.
c¢) Calculer I’écart type de X.

d) Définir la fonction de répartition F de X puis
la représenter dans un repére orthogonal

2. On choisit maintenant, au hasard, trois de
ces voyageurs.

a) Calculer la probabilité pour que ces trois
voyageurs aient trois destinations
différentes.

b) Calculer la probabilité pour qu’au moins
un des voyageurs ait un billet pour la gare B.

Un joueur lance simultanément trois piéces
de monnaie parfaitement équilibrées. Il
gagne 60 francs s’il obtient 3 faces, gagne
30 francs s’il obtient 2 faces exactement,
gagne 10 francs s’il obtient une face
exactement, mais perd 100 francs s’il
n’obtient que des piles.
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On désigne par X la variable aléatoire
représentant en francs le gain du joueur (un
gain est positif ou négatif).

1. Etablir la loi de probabilité de la variable
X

2. Déterminer :

m La probabilité de gagner strictement
moins de 30 francs.

m La probabilité de gagner strictement plus
de 10 francs.

3. Calculer I’espérance mathématique de la
variable X. Que représente ce résultat pour
le joueur ?

4. Un jeu est équitable si I’espérance de X
est nulle.

a) Le jeu précédant est-il équitable ?
favorable ou défavorable au joueur ?

b) Combien le joueur devrait-il perdre
lorsqu’il n’obtient que des piles pour que le
jeu soit équitable ?

On dispose de neuf jetons indiscernables au
toucher et portant respectivement les
chiffres 1,2, 3,4,5,6, 7,8,9.

On place ces neufs jetons au hasard sur la
grille ci-dessous, en plagant un jeton par
case.

1. De combien de fagons peut-on placer les
neufs jetons sur la grille ?

2.a) Quelle est la probabilité de lire « 421 »
sur la deuxiéme ligne ?

b) Quelle est la probabilité de lire

« 421 »sur la deuxiéme ligne et « 345 » sur
la premiére colonne ?

Maintenant, pour remplir les cases de la
premiére ligne, on tire un jeton parmi les
neuf, on écrit le chiffre dans la premiére
case, on remet le jeton et on recommence
I’expérience pour chacune des deux autres
cases.

3) Quelle est la probabilité d’avoir au moins
un « 4 » sur la premiére ligne.

Une urne contient quatre boules noires et
deux boules blanches.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On répéte n fois I’épreuve qui consiste a
tirer une boule puis la remettre dans I’urne ;
on suppose que toutes les boules ont la
méme probabilité d’étre tirées et que les
tirages sont indépendants.

On note p,,, la probabilité de tirer
exactement une boule blanche lors des n —1
premiers tirages et une boule blanche lors du
n-ieme tirage.

1. Calculer les probabilités p,, p; et p,.

2. On considére les évenements suivants :
B,, : «On tire une boule blanche lors du n-
ieéme tirage »,

U,, : «On tire une boule blanche et une seule
lors des n—1 premiers tirages ».

a. Calculer la probabilité de I’événement B,,.
b. Exprimer la probabilit de I’évenement U,
en fonction de n.

c. En déduire I’expression de p,,

Dans un sac, il y a des grosses boules et des
petites ; ces boules sont blanches ou noires.
Onsait qu’il y a 5 grosses et 4 petites parmi
lesquelles 6 sont blanches et 3 sont noires.

1. Sachant qu’il y a 3 boules a la fois
blanches et grosses, déterminer le nombre de
boules « petites et noires », «grosses et
noires », « petites et blanches ».(On pourra
utiliser un tableau a double entrée)

2.0n tire une boule au hasard, chaque ayant
la méme probabilité d’étre tirée, quelles sont
les probabilités pour qu’elle soit :

a. Blanche et petite ?

b.Blanche ?
c. Petite ?
d. Blanche ou petite

Un couple de futurs parents décide d’avoir 3
enfants. On fait I’hypothése qu’a chaque
naissance il n’y a qu’un seul enfant et qu’a
chaque fois il y a autant de chances d’avoir
un garcon qu’une fille.

On considére les événements suivants :
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A: “ils auront 3 filles’’

B: “’ils auront 3 enfants du méme sexe”’
C: “’ils auront au plus une fille’”

D: “’les 3 enfants ne seront pas de méme
sexe’’.

Calculer p(A4),p(B),p(C) et p(D).

Le carré ABCD représente une cible sur
laquelle on lance des fléchettes.

Les longueurs des cotés des 4 carrés sont
respectivement de 8 cm, 6cm, 4 cm et 2 cm.
On suppose que :

— on ne rate jamais la cible

— la probabilité d’atteindre une zone est
proportionnelle & son aire.

1.Calculer les probabilités P1, P2, Ps et Pa
d’atteindre les zones C1, C2, C3 et C4 (la
zone C2 est en gris)

2. Doumbia lance une fléchette. S’il atteint :
— Clilgagne 100 F

—C2ilgagne 50 F

— C3 il perd 20F

— C4 il perd 30F

On désigne par X le gain algébrique de
Doumbia

a) Donner I’univers image de X

b) Donner la loi de probabilité de X

On suppose que Pol lance 16 fléchettes, les
unes apres les autres, dans les mémes
conditions. Raisonnablement peut-il espérer
gagner de I’argent ? le jeu est — il

équitable ?

A B

Cl

On se propose de tester I’efficacité d’une
serrure a code et d’un systeme d’alarme.
Une porte est munie d’un dispositif portant
les touches: 1,2, 3,4,5,6,7,8 9et A, B,
C, D.

La porte s’ouvre lorsque I’on frappe dans
I’ordre trois chiffres et deux lettres qui
forment un code. Les chiffres sont
nécessairement distincts, les lettres non.

1. Qu’elle est la probabilité pour qu’une
personne ouvre la porte au premier essai
dans chacun des cas suivants :

a) elle ignore le code ;

b) elle se souvient seulement que les trois
chiffres du code sont pairs ;

c) elle se souvient de plus que les deux
lettres du code sont identiques.

2. La porte est équipée d’un systeme
d’alarme se déclenchant lorsqu’un des trois
chiffres frappés ne figure pas sur la liste des
chiffres du code.

Un enfant ignorant le code tente de
déclencher I’alarme.

a) Quelle est la probabilité pour qu’il
provogue le déclenchement de la siréne a
I’issue d’un seul essai ?

Il effectue 8 essais successifs et
indépendants.

b) Calculer la probabilité pour qu’il
déclenche I’alarme exactement deux fois au
cours des 8 essais.

c) Calculer la probabilité pour qu’il
déclenche I’alarme au moins 7 fois au cours
des 8 essais .

Un loueur de bateau possede 5 bateaux qu’il
loue a la journée.

Chaque jour il les vérifie et les réparent
éventuellement.

Chaque bateau a une chance sur dix d’étre
immobilisé.

Calculer la probabilité qu’un jour donng, il y
ait exactement 2 bateaux immobilisés.
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On considére 2 avions : un biréacteur B et
un quadriréacteur Q. On suppose que tous
les réacteurs de ces avions ont la méme
probabilité p, de tomber en panne et qu’ils
sont indépendants les uns des autres.

Soit X et Y les variables aléatoires
suivantes :

X est le nombre des réacteurs de B tombant
en panne ;

Y est le nombre des réacteurs de Q, tombant
en panne.

1. Déterminer les lois de probabilités de X et
Y.

2. On estime qu’un avion ne peut achever
son vol que si la moitié au moins de ces
réacteurs fonctionnent normalement.

Soit P et Py les probabilités d’un vol réussi
respectivement par B et par Q.

a) Calculer Pg et Py en fonction de p.

b) Indiquer selon les valeurs de p celui des 2
avions B et Q qui offre la meilleure sécurité.

Dans le but de controler I’état d’ébriété des
conducteurs automobiles, la police procéde a
un alcootest.

On admet que 2% des personnes controlées
sont en état d’ébriéte.

La police contréle n personnes. On
considere la variable aléatoire X égale au
nombre de personnes en état d’ébriété au
cours de ce controle.

1. Déterminer la probabilité P, qu’au cours
de ce contrdle, il y ait au moins une
personne en état d’ébriété.

2. Déterminer le nombre minimal n de
personnes a controler par la police pour que

P, = 0,95.

Avant un appel téléphonique, un abonné
s’apercoit qu’il a oublié les quatre derniers
chiffres du numeéro a former, mais il sait
qu’ils sont distincts et il se rappelle le

nombre formé par les autres chiffres.

1. 1l compose un de ces numéros au hasard.
Qu’elle est la probabilité pour que parmi les
quatre derniers chiffres composés :

a) 0 ne figure pas ?

b) 0 figure exactement deux fois ?

¢) 0 figure au moins une fois ?

2. L’abonné se souvient maintenant que les
quatre derniers chiffres sont 1,3,8,5 mais
sans retrouver leur ordre.

Il compose un de ces numéros au hasard,
tous les choix étant équiprobables.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de chiffres qui ne figurent pas a leur place.
a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I’espérance mathématique de
X.

Un parking pour voitures comporte 10
places numérotées de 1 & 10 délimitées pour
le stationnement des véhicules.

La probabilité d’occupation d’une place
quelconque est égale a 70%. On admet de
plus que chaque place a la méme probabilité
d’étre occupée.

Un conducteur veut garer au hasard son
véhicule sur ce parking.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait
exactement 3 places libres quand il se
présente a I’entrée du parking ?

2. Quelle est la probabilité pour que les
places numérotées 3, 6 et 9 soient libres
quand le conducteur se présente a I’entrée
du parking ?

3. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de places libres dont le numéro est
un multiple de 3.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I’espérance mathématique de
X.

c) Représenter la fonction de répartition de
X.

On propose le jeu suivant :

Pour une mise de 600 F, un joueur lance un
dé cubique bien équilibré possédant :

une face numérotée 1 ; deux faces
numérotées 2 ; une face numérotée 4 ; une
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face numérotée 5 ; une face numérotée 6 .

e Si le dé améne un 6, le joueur recoit 1800
F.

e Si le dé améne un 5, le joueur regoit 600 F.
e Si le dé améne un 4, le joueur regoit 300 F.
e Dans les autres cas, le joueur ne regoit
rien.

1. Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur.

Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Un joueur se présente : il n’a que 1000F.
Quelle est la probabilité qu’il puisse jouer
une deuxieme partie ?

[E28Dans un tiroir, il y a quatre chaussettes
noires, six rouges et deux blanches, toutes
indiscernables au toucher.

Lors d’une panne d“électricité, le savant
COSINUS choisit deux chaussettes au
hasard.

Quelle est la probabilité pour qu’il aille faire
ses cours avec deux chaussettes de couleurs
différentes ?

Un jeu consiste a lancer trois billes
numeérotées 1, 2, 3 en direction de trois trous
notés T, , T, , T5 ; chaque bille entre dans un
trou et chaque trou peut recevoir jusqu’a
trois billes.

1. Calculer la probabilité pour que :

a) chaque trou recoive une bille ;

b) le trou T, recoive deux billes exactement.
C) chaque trou regoive au maximum deux
billes.

2. On note X la variable aléatoire
représentant le nombre de billes tombées
dans le trou T;.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.
3. La partie est gagnée si les trois billes
entrent dans des trous différents.

Quelle est la probabilité pour qu’en jouant

sept parties, successivement, on gagne
exactement trois parties ?

Une urne contient 2 jetons blancs et n jetons
noirs, indiscernables au toucher, (n € IN et
n>2).

1. Une partie d’un jeu consiste a tirer 2
jetons de I’'urne, simultanément. Pour
chaque jeton blanc tiré, le joueur gagne 2
points et pour chaque jeton noir tiré, il perd
1 point.

Mr KONAN participe a une partie.

Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique des points obtenus par Mr
KONAN a I’issu d’un tirage.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Démontrer que I’espérance mathématique
E(X) de X est telle que :

2[-n%+3n +4

E(X) = [(n+2)(n+1) ]

c) Déterminer la valeur de n pour laquelle le
jeu est equitable.

2.Pour la suite, on prendran=4 .

Mr KONAN joue 8 parties successives, avec
remise dans I’urne des jetons tirés avant
chaque nouvelle partie.

On considéere que Mr KONAN est gagnant a
I’issue de chaque partie, lorsque le gain
algébrique des points obtenus est strictement
positif et qu’il est perdant dans le cas
contraire.

a) Calculer la probabilité pour que Mr
KONAN gagne exactement trois parties a
I’issue des 8 parties.

b) Calculer la probabilité pour que Mr
KONAN gagne exactement sept parties a
I’issue des 8 parties.

c) Calculer la probabilité pour que Mr
KONAN gagne au moins une parties a
I’issue des 8 parties.
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RUBRIQUE PROBLEMES

Probléme 1

Partie A
On considere la fonction f définie sur
10, +oo[ par :

f)=1+ = +Inx - In(x+1).

On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O ;I;J). L’unité
graphique est 2 cm.

1. Calculer la limite de fen O et en
+oo.Interpréter graphiquement les résultats.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

Partie B

On note A I’aire en cm? de la partie du
plan limitée par (C) , la droite ( D)
d’équationy =1 et les droites d’équation
X=letx=e?—-1.

1

1a) Vérifierque :Vx >0, —=1——.
x+1

x+1
21
b) Calculer f; ——dx

2. A I’aide d’une intégration par parties,
calculer A.

Probléme 2

On considere la fonction f définie sur
]0,+oo] par :

f(x) = nx

2(x—1) ]
X

On note (C) sa courbe représentative dans

un repere orthonormé (O ;I;J). L’unité

graphique est 2 cm.

Partie A
1. Calculer la limite de fen 0 et en + co.

2. Calculer la limite de %") lorsque x tend

vers + oo, Interpréter graphiquement le
résultat.

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Déterminer une équation de la tangente
(T) a (C) au point d’abscisse 1.

5. Démontrer que I’équation x € [2; +oo],
f(x) = 0 admet une solution unique
« comprise entre 4,9 et 5

6. Démontrer que :
Vx €]l af, f(x) >0
Vx €]0;1[U ]Ja + oof, f(x) <O.

v x e{o : a} f(x) = 0.
7. Exprimer Ina en fonction de a.
8. Tracer (T) et (C).

Partie B
1. A I’aide d’une intégration par parties,

calculer [* Inx dx.

2. Calculer en fonction de « ; I’aire en cm2
de la partie du plan limitée par ( C), I’axe
des abscisses et les droites d’équations
Xx=letx=a.

Partie C
Soit g la restriction de fa ]0 ;2].

1. Démontrer que g réalise une bijection
de]0;2] sur]-o;1 —1In2].

2. Démontrer la bijection réciproque g* est
dérivable en 0 puis calculer (g™)’(0) .

3. Tracer la courbe (') de g

Probléme 3

Partie A
Soit g la fonction de IR vers IR et définie
par :

g(x) = -e> +5¢e*- 4.
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1. Résoudre dans IR, I’équation g(x) = 0.

2. Justifier que :
V X €] —o0;0[U ]in4; +oo[, g(x) <O
vV x € ]0; In4], g(x) > 0.

Partie B
1. Déterminer I’ensemble de définition D
de f.

2. Calculer les limites de f en -oo et en +oo.

3. Calculer les limites de f & gauche et a
droite en In2. Interpréter graphiquement
les résultats

g(x)
(2—-eX)?2
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4a) Démontrer que : f'(x) =

5.a) Démontrer que la droite (D1)
d’équation y=-x - % est asymptote a (
C) en +oo.

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(Dy) sur ]in2; +oo[.

6.a) Démontrer que la droite (D>)
d’équation y = -x est asymptote a (C) en
-00,

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D2) sur ] — oo; In2] .

7. Démontrer que le point
A(In2: - i — [n2) est centre de symétrie
de ( C).

8. Tracer (C).

Partie C
Pour tout réel t < 0, on note A(t) I'aire en
cm? de la partie du plan limitée par ( C),
( D2) et les droites d’équations x =tet x =
0.

a) Calculer A(t).
b) Calculer la limite de A(t) lorsque t tend
Vers -oo,

Probléme 4

Soit g la fonction définie sur | — oo; 0O
par :

g(x) = x>= 1 +In(- X) .
1. Calculer g(-1).

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation. ( On ne calculera les
limites)

3. Justifier que :
VXE]—oo;—1[, g(x)>0
vxe]—-1;0[,g(x)<O.

Partie B
f est la fonction définie sur ] — oo; O[ par :

f(x) = x+2- 22

On note (C ) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O ;I;J). L’unité
graphique est 2 cm.

1. Calculer la limite de fen O.
2. Calculer la limite de fen -oo .

3.a) Démontrer que la droite (D)
d’équation y=x+ 2 est asymptote a ( C)
en -co,

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D).

4.a) Démontrer que : YX € | — o0; O
iy — 9
f (X) = 2

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Soit h la restriction de fa ] — oo; —1] .

a) Démontrer que g réalise une bijection
de ] — oo; —1[ sur un intervalle K que I’on
précisera.

b) Démontrer que I’équation x € | — oo; O[
f(x) = 0 admet exactement deux solutions
o, eta, tellesque -2,37<a, <-2,36
et -0,49<a, <-0,48.

c) Vérifier que : In(a;) = ;2 + 2a;, .

6. On désigne par (C’) la représentation
graphique de la bijection réciproque h
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dans le repére orthonormé (O ;1;J).
Construire (C) et (C’).

Partie C

Soit A I’aire en cm? de la partie du plan
limitée par (C) , ( D),(OJ) et la droite
d’équation x = a; .

1. Calculer A et exprimer le résultat sans
le symbole In.

2. Donner une valeur approchée de A a
107 pres.

Probléme 5

On considére la fonction f dérivable sur IR
et définie par:f(x) =2x+1 - xe*1,

On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O ;I;J). L’unité
graphique est 2 cm.

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur IR et
définie par : g(x) = 2e!* -x-1.

1. Calculer la limite de g en —oo et en +oo

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3. Calculer g(1) et justifier que :
VXE]—o0;1[,g(X)>0
vx € ]1;+oo[, g(X) <O.

Partie B

1 Calculer les limites de f en —co et en +co.

2.a) Démontrer que la droite ( D)
d’équation y=2x+1 estasymptote
a(C).

b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D).

3.a) Démontrer que :

vVx€IR, f'(x)=e*1g(x).

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Démontrer que I’équation x € [1,9 ;2]
g(x) = 0 admet une solution unique a.

5. Tracer (C).

Partie C

1. Calculer a I’aide d’une intégration par
parties I’aire A en cm? de la partie du plan
limitée par (C) , I’axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1 et X = a.

2. Démontrer que : A = 4(a — 1) (a — %).

Partie D
On considére la fonction h définie sur

[1,9 ;2] par:h(x) =1 +In( 2 + i ).

1. Démontrer que : ¥x € [1,9;2],
f(x) =0 & h(x) = x.

2. Démontrer que :
vx € [1,9;2],h(X) € [1,9 ;2].

3. Démontrer que : v¥x € [1,9;2],
h’(x) |§§.

4. Soit (uy,) la suite définie par :

Uy =2 et uyyq = h(uy,).
a) Démontrer que :
vx € [1,9;2], h(x) € [1,9;2].

b) Démontrer que :

VN € IN,|un+1 - a|< %Iun- a|

c) Démontrer que : ¥V n €IN |up- a|< %x%
d) En déduire que la suite (u,,) est
convergente et préciser sa limite.

e) A partir de quelle valeur de n u,, est une
valeur approchée de a a 107 pres.

Probléme 6

Soit la fonction f dérivable sur ]O; +oo[ et
définie sur [0; +oo [ par :

f(x) = =1 + xInx , six > 0 et f(0) = -1.

On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O ;I;J). L’unité
graphique est 5 cm.
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Partie A
1.a) Montrer que f est continue en 0.
f(x)+1

b) Calculer lim———
X— +o00x

Interpréter graphiquement le résultat.

2.a) Calculer la limite de f en +co.
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que I’équation  f(x) =0
admet une solution unique s comprise entre
1,7et1,8.

Pour la suite on prendra 1,8 comme valeur
approchée de s .

b) Justifier que :
vx € ]0;s[, f(x) <O
VX € ]s; +oo], f(X) > O.

4.a) Démontrer que (C) admet + co une
branche parabolique de direction (OJ).

b) Tracer (C).

c) A I’aide d’une intégration par parties
calculer | = flsf(x)dx :

d) En déduire une valeur approchée a 102
prés de I’aire A en cm? de la partie du plan
limitée par (C) , I’axe des abscisses et les
droites d’équations x =1l et x=s.

Probléme 7

Soit la fonction f définie sur IR par :

f(x) =2 e Y six # 0 et f(0) = 0.

x2

On note (C) sa courbe représentative dans
un repére orthogonal (O ;I;J). On prendra
2cm sur (OI) et 4cm sur (0J).

1. Calculer la limite de f a gauche en 0 puis
interpréter graphiquement le résultat

2. Démontrer que f est dérivable a droite en
0 et préciserf,;(0). (On pourra faire le
changement de variable u = % ).

3. a) Calculer les limites de fen - co et en
+o00,

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Tracer (C).
6. Soit @ unréeltelque0<a <1.

a)Calculer I’aire A(a) encm? de la partie
du plan limitée par (C) , I’axe des abscisses
et les droites d’équations x = a¢ et x = 1.

b) Calculer Olllrn) /b(a).

Probléme 8

Partie A
Soit g la fonction définie sur IR par :
g(x) = 1+ xe”.

1) Etudier les variations de g.
2) Démontrer que : Vx € R, g(x )> 0.

Partie B

f est la fonction définie sur IR* :

F(n)= e*+In|x|

On note(C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O, 1, J).

1. Calculer les limites de fen - oo, en 0 et
en +oo,

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. On note A Iaire de domaine limité par
(C), I’'axe des abscisses et les droites
d’équations x=1 et x = e.

Calculer A a I’aide d’une intégration par
parties.

Probléme 9

On considére les fonctions f et g définies
sur IR par :

f(x) = xIn|x|, six#0 et f(0) =0
g(x)=x2In|x| si x # 0 et g(0)=0.

On note (Cf) et (Cg) les courbes
représentatives de f et g dans un repére
orthonormé (O 1 J). Unité graphique : 2cm.
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Partie A

1. Etudier la parité de fet g.

2. Etudier la continuité de fet g eno.

3. Etudier la dérivabilité de fet g en 0.
Interpréter graphiquement les résultats.

. Calculer les limites de fet g en + oo.

. Dresser le tableau de variation de fet g.

. Etudier la position de (Cf) et (Cg)

. Tracer (Cf) et (Cg).

~N o o1~

Partie B

Soittunréeltelque0<t<e.

On note A(t) I'aire en cm? de la partie du
plan limité par (Cf), (Cf) et droites
d’équations x =t et x =e.

1. A I’aire d’une intégration par parties,
calculer A(t)

2. Calculer la limite de A(t) lorsque t tend
vers 0.

Probléme 10

f est la fonction dérivable sur
]-1;0[ U ]O ; +oo[ et définie par :
f(X): In(1+x)

XZ

On note(C) sa courbe représentative dans
un repéere orthonorme (O, I, J) I'unité
graphiguement est 2 cm.

Partie A
On considere la fonction g derivable sur
]-1; +oo [ et définie par :
=* _
ag(x)= " 2In(1+ x).

1. Calculer les limites de g en -1 et en +oo,

2. Etudier le sens de variation de g et
dresser son tableau de variation.

3. a) Calculer g(0).

b) Démontrer que I’équation x € R,

g (X) = 0 admet exactement deux solutions
dont I’'une que I’on notera a.

c) Justifier que a appartient a ]-0,8 ; -0,7[.

4. Justifier que :
vxe]-1;a [U]O;+oo[,g(x) >0;
vxe]a;0[g(x) <O.

Partie B
1. Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

2. Démontrer que :
VX €]-1; O[U]O; +oof

f/(x)= g(;)

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C)

Partie C

Soit t un reel tel que t>1 et on note de A(t)
I’aire en cm? de la partie du plan limitée
par (C), I’axe des ordonnées et les droites
d’équations x =t et x =1.

1.a) Vérifier que: Vx>
1 1
0: ona:

x(1+x) T x x+1

b) Calculer [/ —=

x(1+x)

2.a) Calculer A(t) a I’aide d’une
intégration par parties.

b) Calculer la limite de A(t) lorsque t
tend vers +co.

Probléme 11

f est la fonction définie sur]O ; +oo [ par:
f(x) = (Inx)? -Inx

On note(C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O, I, J). L’unité
graphique est 4 cm.

Partie A
1. Calculer les limites de fen 0 et en + oo.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Déterminer les points d’intersection de
(C) avec I’axe des abscisses.

Donner les équations des tangentes a(C)
en ces points.

4. Tracer(C).
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Partie B
Soit g la restriction de fa [/e; +oo[

1. Démontrer que g est une bijection de
[V&; +oo [sur [~ +oo[

2. Démontrer que la bijection réciproque g
1 est dérivable en 0 et calculer (g)’(0).

3. Sur quel intervalle g? est-elle
dérivable.

4. Tracer la courbe(I') de g.

Partie C

1. A I’aide d’une intégration par partie,
yraz e .

calculer I’intégrale I= f1 Inx dx puis

I’intégrale J = ff(lnx)2 dx

2. Calculer en cm? I’aire de la partie du
plan limitée par (C), I’axe des abscisses et
les droites d’équations : x =1 et x =e.

Probléme 12

Partie A
f est la fonction de IR vers IR définie par :
f(x) = =

1-x2
On note ( C) sa courbe représentative dans
un repere orthonorme (O,1 ,J) I'unité

graphique est 2cm .

1.a)Déterminer I’ensemble de définition
de f.

b) Calculer les limites de f aux bornes de
son I’ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. a)Déterminer les réels a et b tels que
V X € DF, f(x) = = + >
1+x 1-x

b) Calculer en cm? I’aire de la partie du

plan limitée par (Cf), I’axe des abscisses et

. ys . 1 1
les droites d’équations x = -Setx =2

Partie B

Soit g la fonction de IR vers IR définie
1+x

1
par : g(x)= B In (E)'
On note (C”) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O,l ,J) .

1. Etudier la partie de g.
2. Calculer la limite de g en 1.

3. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation

4. Donner une équation de la tangente(T) a
(C’) au point d’abscisse 0.

5. Soit h la fonction définie sur [0 ; 1[par :
h (x) =g (x) —x.

a)Etudier les variations de h.

b) En déduire le signe de h(x) pour Xe
[0,1].

c) En déduire la position de (C”) par
rapport a(T) sur [0 ; 1[.

6. Tracer (C’).

7. a)Démontrer que g est une bijection.

b) Déterminer sa bijection réciproque g=*
c) Construire la courbe (I') de g~ 1.

8. A I’aide d’une intégration par parties
calculer en cm? Iaire de la partie du plan
limitée par (C’), I’axe des abscisses et les

droites d’équations x =0etx = 32

Probléme 13

f est la fonction dérivable sur IR— -2 ; 2

- =2 Xx=2
par : f(x)= 3 X +1+In | 2
On note (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonorme (O, ,J) I'unité
graphique est 2cm .

Partie A

1. Déterminer les limites de f aux bornes
de son ensemble de définition.

2.a)Démontrer que la droite (D)’équation
y= gx + 1 est asymptote a (C).
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b) Etudier la position de (C) par rapport a
(D).

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Démontrer que le point A(0 ;1) est
centre de symétrie de (C).

5. Tracer (C).

Partie B Soit A un réel tel que A > 4.

On note A()) I’aire de la partie du plan
limitée par (C), (D) et les droites
d’équations x =4 et x = A.

1. Calculer a I’aide d’une intégration par
parties A(A) .

2. Calculer la limite de A()) lorsgqu’a tend
vers +oo,

Probléme 14

Partie A

f est la fonction de R vers R définie par :
f(x) = g . On note ( F) sa courbe
représentative dans un repere orthonorme
(O,1 ,J) 'unité graphique est 2cm .

1. Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer(F).

4. Justifier que : vV x # 1, f (x) = -1+ 12:
5. Calculer I’aire de la partie limitée
par(F), la droite d‘équation y = -1 et les
droites d’équations x = 2 et x = 3.

Partie B

g est la fonction définie sur R*par :
g(x)=f(e").

On note ( G ) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (0,1 ,J).

1. Démontrer que g est impaire.

2. Calculer la limite de g a droite en O et en
+00,

3. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer(G).

5. Veérifierque :vx =+ 0,0na:
g(x) =1+

2e7X
e X-1

6 .Soit t un réel tel que ; t > 1.
a)Calculer I'aire A(t) e la partie de plan
limitée par (G), la droite d’équation y= -1
et les droites d’équation x =1 et x =t.
b) Calculer la limite de A (t) lors que t en
vers +oo,
Partie C
Soit h la fonction définie sur
[0 ;e[ U ]e;+oo[par :

h(x)= f(Inx), six > 0

h(0) =- 1.
On note ( H ) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (0,1 ,J).

1. Etudier la continuité de hen 0.

2 .Etudier la dérivabilité de h en 0.
Interpréter graphiquement le résultat.

3. Etudier les variations de h et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (H).

Probléme 15

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur [0 ;+oo] et
définie par :

x2

2
1+x2

g(x) = - In(1+ x2).

1. Calculer la limite de g en +oo
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2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a2) Démontrer que I’équation x € ]0 ;+oo[
g(x) = 0 admet une solution unique «.

b) Justifier que 1,9 < a < 2.

c) Justifier que :

vx € 10;a[, g(x) >0

VX € Ja; +oo[, g(x) < O.

Partie B
On consideére la fonction f dérivable sur IR
et définie par:

f(0)=0
2
f(x) = = six £ 0.
On note(C) la courbe représentative de f

dans un repére orthonormé (O, 1, J). (
L’unité graphique est 2cm).

1. Etudier la parité de f.

2. Démontrer que f est dérivable en 0O et
préciserf’ (0).

3. Calculer la limite de f en + oo puis en
donner une interprétation graphique.

4.a) Démontrer que : VX €]0 ; +oo[
fI(X): g(Xz

X

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. a) Déterminer une équation de la
tangente (T) a (C) en O.

6. Soit la fonction u dérivable sur IR et
définie par:

u(x) = In(1+ x?) - x2.

a) Démontrer que : VX € IR, u(x) < 0.
b) Démontrer que :

VX € IR* f(X) -x = @

c) En déduire les positions relatives de (T)
et (C).

7. Tracer (T) et ( C).

Probléme 16

On considere la fonction f dérivable
sur]O ; +oof et définie par :

f(x) =2e * In(e ™ - 1).

On note(C) la courbe représentative de f
dans un repére orthogonal (O, I, J),
d’unités graphigues 2cm en abscisse et
5cm en ordonnée.

Partie A
Soit la fonction g dérivable sur ]J1 ; +oof et
définie par :

g(x) = ﬁ 2In(x-1).
1. Calculer les limites de g en 1 et en +oo.

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que I’équation x € ]1 ;+oo[
g(x) = 0 admet une solution unique «.

b) Justifier que Ve +1 <a <e + 1.
Donner une valeur approchée de o a 10!
pres

c) Justifier que :

vx €]1;al,g(x) >0

VX € Ja; +oo[, g(x) < O.

5. Soit ¢ dérivable sur ]J1 ; +oo] et définie
par :
1 -1
g(x) = "
a) Calculer les limites de ¢ en 1 et en +oo.

b) Calculer ¢’(x) et montrer que ¢'(x) est
du signe de g(x).

Partie B
1. Vérifier que f(x) = 2¢(x) .

2. En déduire :
a) les limites defenOeten+ co.

b) le sens de variation et le tableau de
variation de f.

3. Justifier que f(a) = ——=.

a-1

4. Tracer (C).
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Partie C
1. Justifier que f est solution de I’équation
différentielle :

2y’+y:2(eix+ei1—1).
1 e*
2. On pose h(x) = e_x+ex—1_1

Déterminer une primitive H de h sur
]0; +ool.

3. Soit A un réel tel que : A2 > In2.

On désigne par A (2 ) I’aire en cm? de la
partie du plan limitée par ( C), I’axe des
abscisses et les droites d’équations x = In2
etx =A.

a) calculer A(4).
b) Calculer la limite de A (1) lorsque 4
tend vers +oo.

Probléme 17

Partie A
f est la fonction de IR vers IR définie par :
f(x) == -2

x x2°

1.a) Déterminer I’ensemble de définition
Df de f.

b) Calculer les limites de f aux bornes de
Df puis interpréter graphiquement les
résultats obtenus.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer la courbe représentative (C) de f
dans un repére orthonormé.

4. Calculer I’aire de la partie du plan
limitée par ( Cf) ,I’axe des abscisses et les

droites d’équations x = % et x =2.

Partie B
g est la fonction de IR vers IR définie par :

9(x) = In(f(x))

1.a) Déterminer I’ensemble de définition
Dg de f.
b) Calculer les limites de g aux bornes de

Dg puis interpréter graphiquement les
résultats obtenus.

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer la courbe représentative (Cg) de
g dans un repére orthonormé.

4.0npose A =[5 g(x)dx.
2

a) Donner une interprétation graphique de
A.
b) Calculer A.

Partie C
h est la fonction définie sur IR par :

h(x) = e/™) six = 0 et h(0) = 0.
1.a) Démontrer que h est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de h en 0.

c) Calculer les limites de h en - co et en
+oo, interpréter graphiquement les résultats
obtenus.

2. Etudier les variations de h et dresser son
tableau de variation.

3.a) Calculer I’abscisse du point H, point
d’intersection de (Ch) avec la droite
d’équation y = 1.

b) Déterminer une équation de la tangente
(T)a (Ch) enH.

4. Tracer la courbe représentative (Ch) de
h dans un repére orthonormé.

5. a) Justifier que la restriction ¢ de h a [0;
2 ] est une bijectionde [0 ; 2] sur
h([0;2]). Préciserh([0;2]).

b) Justifier que ¢~ est dérivable en 1 et
calculer( =1)’(2).

c) Tracer la courbe représentative (I') de
¢~ dans un repére orthonormé.

Probléme 18

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+

Page 313



On considere la fonction f de IR vers IR et
définie par :

f(x)=In(e* + 1).

On note(C) la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (O, 1, J).
(unité 2 cm)

Partie A

1.a) Calculer la limite de f(x) quand x tend
Vers +oo.

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

2. a)Démontrer que la droite (D)
d’équation y = x est asymptote a (C).

b) Etudier la position de (D) par rapport a
(©).

3. Tracer (C).

Partie B
Soit la fonction g définie sur [0 ;1] par :

g) =% + 2+ In2 — f(x)
1.a) Etudier les variations de g’.

b) En déduire le signe de g’.
c) Etudier les variations de g .

2. Démontrer que : vV x € [0 ;1] :
0 <g(x) <5.10%

3. On note A I’aire en cm? de la partie du
plan limitée par (C1), (OI) ,(OJ) et la droite
d’équation x = 1.

a) A I’aide de résultats précédents donner
un encadrement de A.

b) Donner une valeur approchée de A a
0,03 preés.

Probléme 19

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]-1; +oo[
par : gx)=e*—x—-1.

1) Etudier les variations de g.
2) Déterminer le signe de g(x).

Partie B

f est la fonction définie sur ]-1; + oo

f(x) =e ™ +In(x + 1)

On note(C) sa courbe représentative dans
un repere orthonorme (O, I, J).unité : 4 cm.
1. Calculer les limites de fen - 1 et en +co.

2.a) Démontrer que f'(X) a le méme signe
que g(x) pour tout x de ]-1; +oof.

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que I’équation f(x) = 0
admet une solution unique « et que
-l1<a<0.

b) Donner une valeur approchée de a a 10
! prés.

4. Tracer (C).

Partie C
Soit 1= [, f(x)dx.
1. Interpréter graphiquement 1.

2. Calculer a I’aide d’une intégration par
paries I.

X
(On pourra remarquer que : —=1-
L)
x+17"

3. Démontrer que :
l=z=a—1+ (a+2)e %,

Probléme 20 BAC 2001

On considére la fonction f définie sur [0; +oo [
par : f(0) = 0 et si x >0,

X2
f(x) = > + X — 2xInx.

L’objet de ce probleme est I’étude de f et le
trace de sa courbe représentative (C) dans le
plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considére la fonction numérique g définie
sur]0; +oo[ par : g(x) = x—1—2Inx.
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1. Calculer les limites respectives de g a droite
en 0 et en +oo.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur
]0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.

a) Déterminer g’ et étudier son signe.

b) En déduire le sens de variation de g et
dresser son tableau de variation.

3. Vérifier que : g(1) = 0.

4. Démontrer qu’il existe un unique réel o tel
queae]3;4[etg(a) =0.

Partie B : Détermination d’une valeur
approchée de a

On considére la fonction numérique h définie
sur ]0; +oo[ par : h(x) = 2Inx + 1.

1. Démontrer que V x €[ 3; 4], h(x) €[ 3; 4].

2. On considere la suite définie par :

U,=35
U,.=h(U,)

a) Démontrer par récurrence que :

VneN, U, e[3;4]

b) Calculer I’arrondi d’ordre 3 de U..

c) Démontrer par récurrence que la suite (Un)
est croissante.

d) En déduire que la suite (Un) est convergente.

On admettra que (Un) converge vers la valeur
a précédente et on prendra o ~ 3,5.

Partie C : Etude de la fonction f

1. Démontrer que la fonction f est continue &
droite en 0.

2. La fonction f est-elle dérivable a droite en
0 ? Justifier.

3. En donner une interprétation graphique.
4. Calculer la limite de f en +oo.

5. Calculer la limite de quand x tend vers puis
interpréter graphiquement ce résultat.

6. La fonction f est dérivable sur et on note f’
sa dérivee.

a) Démontrer que : V x €]0; +oo[, f'(X) =
9(%).

b) En utilisant les résultats de la partie A,
déterminer le signe de f “.

c) Dresser le tableau de variation de f.

7. Tracer la courbe (C).

8. Soit t un nombre réel tel que : 0 <t< 1.

a) En utilisant une intégration par parties,
calculer I’aire A(t) de la partie du plan
comprise entre la courbe (C), la droite (Ol) et
les droites d’équations x =t et x = 1.

b) Calculer la limite de A(t) quant t tend vers
0.

Probléme 21
(Les parties | et 1l sont indépendantes)

Partie |

On se propose de chercher les fonctions de R
vers R solutions de I’équation différentielle
(E) : °(x) + 2f(x) = 2x - 1.

1. Démontrer que la fonction g définie par
g(x) = x — 1 est solution de (E).

2. Soit (E’) I’équation différentielle :
f(x) + 2f(x) = 0.

a) Résoudre (E’).
b) Soit k un nombre réel. Démontrer que les
fonctions, fi de R vers R telles que :

fi(X) = ke™ + x — 1 sont solutions de (E).

3. a) Soit f une fonction dérivable sur R.
Démontrer que si f est solution de E alors f— g
est solution de (E’).

b) En déduire les solutions de (E).

Partie 1l

On donne la fonction numérique f définie sur
R par : f(x) = e+ x - 1.

Soit (C) la courbe représentative de f dans le
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repére orthonormé (O, 1, J). Unité graphique :
3cm.
1. a) Déterminer la limite de f en - oo,

b) Déterminer lim m

x>—o X
c) Interpréter graphiquement les résultats
précédents.
2. a) Déterminer la limite de f en +oo.
b) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x — 1 est asymptote a (C) en +co.
c) Etudier la position de (C) par rapport & (D).
3. a) Pour tout nombre réel x, calculer f’(x)
b) Etudier le sens de variation de f.
c) Dresser le tableau de variation de f.
4. a) Démontrer que I’équation :

In2
Xe [7 : +oo[, £7(X) = 0 admet une solution
unique o.

b) Démontrer que o appartient a I’intervalle
10,79;0,8[.
c) Construire (D) et (C).

5. Soit t un nombre réel supérieur a o.

a) Calculer I’aire de la partie du plan délimitée
par la courbe (C), la droite (D) et les droites
d’équations respectives x = tet x = a.

b) Exprimer tILrp A(t) en fonction de a.

Probléme 22

L’objet de ce probleme est I'étude de
quelques propriétés des fonctions f,, n € IN*,

nlnx

définies sur ]0; +oo[ par : fa(X) =x—n - ”

Soit (Cy) la courbe représentative de f, dans
le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).
On prendre 2 cm pour unité graphique.

PARTIE A. Etude des variations de f, , (n ENx).
1. Soit, pour tout entier naturel n non nul, la
fonction g, définie sur ]0 ; +eo[ par :

On(X)= X?-n + ninx.

a) Déterminer les limites de gnen 0 et en +oo,
b) Etudier le sens de variation de g» .

¢) Montrer que I’équation gn(x) = 0 admet une
solution unique notée a, et que cette solution

appartient a I'intervalle [1 ; 3].
d) Etudier le signe de gn(x) selon les valeurs de
X.

2. a)Etudier les limites de f, en 0 et en +eo.
b) Démontrer que: V x € ]0; +oo],

/ _ 9n(x)
fa(x)= 22

¢) En déduire le sens de variation de f, et
dresser son tableau de variation.

3. a)Montrer que la droite (Dn) d’équation
y =X —-n est asymptote & la courbe (Cn) .
b) Etudier la position de (Cn) par rapport a
(Dn).

PARTIE B Etude des cas particuliers n =1 et
n=2.

1. an étant le nombre défini e dans A. 1)
montrer que: ou=1letque 1,2<ay<1,3.

2.a) En déduire que I'on a fo(az) > -1,24.

b) En utilisant le sens de variation de f>
montrer que fo(a2) < -1,10.

3. Représenter (Da), (D2), (C1) et (C2) dansle
méme repére (O, |, J).

4. Calculer en cm? la valeur exacte de I'aire Sz
de la partie du plan comprise entre (C1) et les
droites d’équations x =1, x =e, y =0.

PARTIE C. Etude des positions relatives des
courbes (Cy).

1. a) Pour tout entier naturel non nul et pour
tout x de ]0; +oo[, calculer f(X)—fn+1(X).

b) Calculer la limite de cette différence
lorsque x tend vers +oo.

2. Soit d la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :

Inx

dx)=1+ —
a. Etudier les variations de d, préciser ses
limitesen 0 et en +oo.

b. Déduire de la question précédente que
I’équation d(x) = 0 admet une solution unique
B et que B appartienta [0; 1].

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+

Page 316



c. Montrer que pour tout entier naturel non
nulona: fa(B)=P.

3. Al'aide des résultats obtenus dans la
question 1 et 2 de cette partie, démontrer que
les courbes (C) se coupent en un point A que
I’'on placera sur la figure.

4. Pour n € IN* préciser les positions relatives
des courbes (Cn) et (Cn+1) .

Probléme 23

Partie A
On considere la fonction numérique g définie
x3

sur | =[-1 ; +eo[ par : g(x)=In(1+x)-x + x?z 5

1.a. Démontrer que pour touttdelona:
! t3
g(0)=-1;

1+t
b. En déduire que pour touttdelona:
lg'(t)l < 2|t]°.

c. En utilisant I'inégalité des accroissements
finis, déduire de ce qui précede que V x € |,
on a:|gx)] < 2x* (on pourra distinguer
deux cas suivant le signe de x).

Partie B
Soit f la fonction numérique définie sur

J-1,+eo[ par : f (x) = X0+

—six#0 et
X
=1
f(0)=7.
On note (C) la courbe représentative de f
dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(O, 1,J). (on prendra 2 cm pour unite).

1. En utilisant les encadrements obtenus au
A., démontrer que la fonction f est dérivable
en 0 et préciser une équation cartésienne de
la tangente (T) au point d’abscisse 0 & la
courbe (C).

2. Soit h la fonction numérique définie sur

—x2-2x
4 2In(1+ )

a. Etudier le sens de variation de h (on ne
demande pas de calculer les limites aux
bornes).

]-1; +eo[ par : h(x) =

b. Préciser h(0). En déduire le signe de h(x) sur
1-1; +eo[.

3. Etudier les limites de fen -1 et +oo.

4.a) Calculer f'(x) pour tout x appartenant a
]-1; 0[U]0 ; +oo[ et I'exprimer & I'aide de h(x).
b) En déduire le sens de variation de f et
dresser son tableau de variation.

5. Construire avec soin la courbe (C) en
précisant ses asymptotes.

Partie C

1.a. Démontrer que, pour tout nombre réel t
positif ou nul,ona: -t <h'(t) <0.

b. Pour tout nombre réel x positif ou nul, en

déduire par intégration, un encadrement de

h(x) et démontrer que : If'(x)] < %

2. Soit ¢ la fonction définie sur ]O ; +oo[ par
o(X)=f (X)-x.

De I’étude des variations de ¢, déduire que
I’équation f (x) = x admet une seule solution
réelle strictement positive notée a.

Vérifier que a< 1.

Partie D

1. On pose ug=1 et un+1 = f (un) pour tout
entier naturel n.

Montrer par récurrence que cette suite est
bien définie et que, pour tout entier naturel n,
ona: 0<u,<1.

2.a. Démontrerque:vn € IN* ona:

1
IUn+1_a| S EI Un_al .
b) En déduire que : Vn € IN*, Ju-a] < 3% :
c) Prouver que la suite (un) converge et
préciser sa limite.
d) En déduire, en justifiant, une valeur de n
pour laquelle (un) constitue une valeur
approchée de a a 1073 pres. Préciser cette

valeur approchée.

Probléme 24
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Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(0, 1,J), (unité 5 cm).

A. Soit g la fonction définie sur]0 ; +e<] par:
g(x)=xInx.

1. Etudier les variations de g.

2. a) Déterminer les limitesde gen O et en et
+oo,

b) Montrer que g admet un prolongement par
continuité en 0.

3. Tracer la courbe représentative (Cg) de g
dans le repere (0, 1,J).

B. On considére maintenant la fonction f
définie sue [0 ; +oo] par:
f(0)=0 et f(x)=|xIn(X)] six #0.

1.a) Etudier la dérivabilité de fen 0.
b) Déterminer la limite de f en +oo.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer sa courbe représentative (Cf) dans le
méme repere (0, 1,J).

4. Calculer, a I'aide d’une intégration par
parties, en cm?, I'aire de la partie du plan
comprise entre (C), la premiere bissectrice et

. ) 2 . 1
les droites d’équations x = - etx=e.

5. a)Démontrer qu’il existe un nombre réel
unique a appartenanta ]1; e[ tel que f ()= %
Placer le point correspondant sur la courbe
(CH).

b) Donner une valeur approchée par défaut de
aal07?pres.

PARTIE C. On définit la suite numérique (un)
par son premier terme uo,(Uo étant un
nombre réel strictement positif et différent
de 1), et pour tout n, par un+1=f (Un).

1. Pour quelles valeurs de ug la suite (un) est-
elle stationnaire?
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2.0n choisit uo € 10 ;5[

Démontrer que

a)VneIN, 0<up<=

b) La suite (un) est strictement croissante.
c)La suite (un) converge vers é :

3. On choisit maintenant up € ]é i
a) Montrer que u:€ 10 ;%[ :
b) La suite (un) est-elle convergente?

4.0n choisit maintenantup >e .

a) Montrer que la suite (un) est strictement
croissante.

b) Montrer que, pour toutx >e,ona:

f'(x) = 2.

¢) En déduire que Un:1-Un = 2(Un=Upn-1)-

d) Montrer que Un+1 = Un = 2"(Uz—Uo)-:

e) Montrer que Uns1 = Uot(U1 — Ug)(2™-1)
f) En déduire la limite de la suite (un).

5. Que dire de la suite (un) si on choisit ug = a.

Probléme 25

PARTIE A. Pour tout n appartenant a IN, on
note f, la fonction définie sur IR par :

n
sin€IN*, fo(x) = Ze!™
n!

On désigne par (Cn) la courbe représentative
de f, dans un repére orthonormé (O,1,J).

1. a) Déterminer les limites de fo en -o= et en
+oo,

b) Etudier les variations de fo et dresser son
tableau de variation.

c)Tracer (Co) et les tangentes a (Co) aux points
d’abscisses 0 et 1.

2. On se propose d’étudier f, pour tout entier
naturel n non nul.

a) Déterminer les limites de f, en -e= et en
+oo (On distinguera les cas n pair et n impair).
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b) Etudier les variations de f, et dresser son
tableau de variation. (On distinguera les cas n
pair et n impair).

3.a. Etudier les positions relatives de (C1) et
(C2). Tracer (Ca1) et (Cz) dans un méme repere.
b) Justifierque: vV x € IR,

fLx)=fi () —f, (x) .

c) Calculer I'aire de la partie du plan limitée
par (C,) et (Cy) et les droites d’équations x =1
etx=2.

PARTIE B. Soit n appartenant a IN et a un réel
strictement positif fixé.
On considere I'intégrale I, définie par :

= [ f, (O)dt .

1.a) Calculer Iy .
b) Montrerque:VnelIN, 0< I < z lg .
n!

n

c)Onadmettraque: lim —=0

n—+oo !

En déduire la limite de I, lorsque n tend vers

+0o,

n+1

2.a) Montrer que : Vn €N, lpy = I - ——e17@

_(n+1)!
b) En déduire que : vn €N,
In =e—(1+%+‘;—j+...+an_r:)e1—a
etque lim (1+25+% 4. sy = ca
n-+oo 1 2 n!

En déduire: i 1+1+1 +1
c) En eU|re.nlrI1m( T z+... H)'

Probléme 26

A tout entier naturel n > 1, on associe la

fonction numérique f, définie sur | =[1; +oo[
par : fa(x) = %(li’?
On note (C,) la courbe représentative de f,
dans un repere orthogonal (O, I, J). (Choisir
comme unités graphiques 1 cm sur x'’x et 10

cmsury'y.)

PARTIE A. Etude de f;
1. Déterminer la limite de f, en +eo.

2. Etudier les variations de f, et dresser son
tableau de variation .

3. Tracer la tangente a (C4) au point d’abscisse
1 puis tracer la courbe (Ca).

4. A I'aide d’une intégration par parties,
calculer, pour x élément de | :

W) = [} f (O)dt

PARTIE B. Comportement des fonctions f,
pour n>1
1. Démontrer que (0J) est asymptote a (C) en

+0o,

2.a. Calculer f(x) et vérifier que f;(ez) =0.
b) Dresser le tableau de variations de f,, .
c) Vérifier que la valeur maximale de f, sur |

1,n
est: Yn= ; (Z)n

3.a) Soitx € 1.

Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de
f2(x)- f1(x).

b) Déterminer la tangente a (C>) au point
d’abscisse 1.

c) Préciser les positions relatives de (C,) et
(C2).

4. On se propose d’étudier la suite (Y, )ns1-
Soit n un entier strictement positif.

Jat1(x)

falx) *
n+1

b) Montrer que yn1= %fn(eT ) et

a) Calculer, pour x >1,

1
Vit < EYn-

c) Endéduire que: yn < 1L,

e2n

d) Quelle est la limite de la suite (¥, ) ps1 ?
PARTIE C. Etude de primitives de f, sur |

A tout entier n >1 et & tout nombre réel x de
I, on associe I'intégrale 1n(x)= flen (t)dt
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1.a) Soit unentierk >1.
Grace a une intégration par parties démontrer
larelation :

1 (Inx)k*?

hea(x) = d(x) - (k+1)!  x

b) En déduire que pour toutentiern >1:
1 Inx (Inx)? _ (Inx)n—1 _ (nx)"

X 21x (n-1)'x n!x

2.Soita =1 unnombre réel fixé.
a) Montrer que : 0 < Iy(a) < (a-1)yn.

b) En déduire lim I,(a)
n—-+oo

3.Pourn = letx>1onpose:
Wn(X) = 1+ln_x+M+_“+M
1! 2! n!

a) Exprimer Wy(x) en fonction de In(x).

b) Soita > 1,déterminer Iirp W, (a)
n—+oo

¢) En déduire la limite y de la suite (Un)nen de
terme général :

1 1 1
U= 1+ =+—+4 - +—.

1 2 n!
d) En s’aidant de la calculatrice donner une
valeur décimale approchée de Us a 10™*prés.

Comparer cette valeur ay.

Probléme 27

Soit P un plan orienté rapporté a un repére
orthonormé direct (O, 1, J).
On donne des nombres réels r et a avec r >0

5
eta= Tﬂ et on note u le nombre complexe de

module r, d’argument a.

1. On construit les points A, de P répondant
aux conditions: Ag=0; A; =J;

pour tout entier n supérieur ou égal a2, le
point A, estl'image de A.-; par la similitude
directe de centre A,-1, de rapport r, dont une
mesure de I'angle est a.

On note z, I’affixe du point An .
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a) Ecrire pour tout entier n supérieur ou égal a
2 une relation entre z,, z,-1et z,-.

b) Montrer que pour tout entier n supérieur
ouégalaz,ona: zn- zs1=(-u)"ti.

c) Déterminer I'expression de I'affixe z, de An
en fonction de n et u.

2.a) Montrer qu’il existe une similitude directe
S, etune seule, telle que : A1=S(Ao) et

Az = S(Al)

Préciser les éléments caractéristiques de S.

b) Montrer que pour tout entier naturel n,
ona: An1=S(An).

On note S° I'application identique de P, et
pour tout entier naturel n, on pose S™!=S 8",

Soit p eN; montrer que pour tout n de IN,
A™P=S"(Ap) .

¢) Montrer que S* est une homothétie.

d) En déduire que les points A, sont éléments
d’un ensemble formé par la réunion de
quatre droites que I’'on précisera.

3. On suppose maintenant r = g .

On appelle Q le centre de la similitude S.

a) Démontrer que pour tout entier naturel n,

les vecteurs QA,,; etA,A,,; sont
orthogonaux.

b) Représenter géométriquement les points
Ao, A1, A2, -+, Ag dans le repere orthonormé (O,
1,J).

(unité : 4 cm).

c) Calculer || QA,, | enfonction de n etde ||
QAo Il .

En déduire Iim || QA, I .
n—->+oo
d) Pour tout entier naturel n, calculer

t(n) = Il AgAy | + 11 AjAy Il + .+ 1l ApApyq |l
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e) Etudier la limite de la suite (£(n) e
quand n tend vers +oo.

Probléme 28

On se propose I’étude pour n entier naturel
non nul, des fonctions f;, définies sur [0 ; +oo[
par :

{fn(x) = xe_%,si x>0
f2(0) = 0.

1. a) Prouver que la fonction f,, est continue 0.

b) Etudier la dérivabilité de £, en 0.

c) Calculer £, (x) pour x > 0 et justifier que f;,
est strictement croissante sur [0 ; +oo].

2. a) Déterminer la limite de f;,, en +oo.

b) Donner le tableau de variations de la
fonction g définie sur [0 ; +oo[ par :
g(u)=e™-(1-u).

En déduire que pour tout nombre réelu > 0,
ona: 0<1-e" <u (1).

c) E ndéduire que pour tout t >0,

ona: 0< et-1+t< tz—z 2).

d) En déduire que pour tout nombre réel x >0,
ona: Oan(x)—x+% <L

2n2x

e) En déduire que la droite (D) d’équation

y=X- % est asymptote a la courbe (Cn) .
f) Préciser la position relative de (Cn)et (Dn).

3. a) Donner le tableau de variations de f,.
b) Tracer la courbe (C,) et son asymptote en
précisant la tangente en 0.

c) Démontrer que, pour tout n >0, (C,) est
I'image de (C,) par I’homothétie de centre O

et de rapport %

d) Construire (C) sur le méme graphique que
(Ca).

Probléme 29

PARTIE A

Pour tout nombre réel k strictement positif,
on considére la fonction numérique fi définie
sur ]0; +oof par :
i) = k2 =1
On appelle (Ci) la courbe représentative de fi
dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(O, 1,J) ou I'unité de longueur est 5 cm.

1
=Ilnx.
2

1. a) Déterminer les limites de fc en 0 et en
+oo,

b) Etudier les variations de fi et dresser son
tableau de variations.

2. Soit M le point de (Ck) correspondant au
minimum de fi.

Déterminer une équation cartésienne de
I’ensemble (A) des points My quand k décrit
10; +eel.

3. Tracer sur une méme figure les courbes (A)
et (C1) apres avoir précisé leur position
relative.

PARTIE B
Soit f la fonction numérique définie sur

10; +oo[ par: f(x) = %xz —%—%lnx

1. Tracer sur une nouvelle feuille, la courbe
représentative (C) de f dans le plan muni d’un
repére orthonormé ou I'unité de longueur est
5¢cm. (On pourra utiliser la PARTIE A. 1.)

2. Soit (I le cercle de centre O de rayon 1 et A
le point de coordonnées (0; 1).

A tout point M de (C) d’abscisse a, on associe
le point H projeté orthogonal de M sur I'axe
des abscisses. La droite (AH) recoupe (I) en K.

a) Déterminer les coordonnées de K en
fonction de a.

b) Démontrer que la droite (OK) est paralléle &
latangenteenM a (C).

¢) En déduire un procédé géométrique pour
construire la tangente ala courbe (C) enun
point M donné de cette courbe.
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PARTIEC
Dans cette partie, f désigne toujours la
fonction définie au B.

1. On note A un réel strictement positif.
a) A I'aide d’une intégration par parties
calculer f; Inx dx .

b) En déduire lavaleur de I(A) = [ f (x)dx .

c) Déterminer la limite | de I(A) quand A tend
vers zéro par valeurs supérieures.

2. Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2,
1 1 2

onpose: Sy = 2 ( fG)+fC)+ -+ f(F))

a) En utilisant le sens de variation de f sur ]0;

1], démontrerque V p € [1;n—1],0na:

p+1
n

()< reanss(2)

n

b) En déduire que :
- ir(2)=1(2) =5

puis que : I (%) <S, <1 G) + =)

C)En déduireque: lim S, =3.

n—-+oo

Probléme 30

PARTIE A

Soit la fonction numeérique f définie sur ]0; 1]
par : f (t)= tint +e'-1.

1. Déterminer la limite de " en O .

2. Etudier le sens de variation de f'.

3. Démontrer que I’équation x €]0; 1], f(x) =0
admet une unique solution to .

4. En déduire le signe de f' et le sens de
variation de f sur ]0; 1].

5. En déduire que f ne s’annule qu’une seule
fois sur ]0; 1] pour une valeur t; (on ne
calculera pas

t1).

6. Déterminer le signe de f(t) selon les valeurs
det.

PARTIEB

On considere la fonction numérique g définie

su [0; 1] par :

{g(t) =(1-eHDint,si0o<t<1
g()= o

1. a) Prouver que la fonction g est continue 0.
b) Etudier la dérivabilité de g en 0. Interpréter
graphiguement le résultat obtenu.

2. Démontrer pour tout réel t de ]0; 1] :

e—t
gt)= /()
3. Dresser le tableau de variation de g.
4.Tracer sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, 1,J) (unité =6 cm). On
tracera la tangente a la courbe au point
d’abscisse 0. On admettra que t; = 0,3.

PARTIE C.
Soit n un entier naturel. On définit sur [0; 1] la
fonction numérique @n par: @o(t)=1;

— . — tz
@a(t) =1-t; @) =1-t+ 5
et pour tout n>2,

t2 t"
en(t) =1-t+ St (—1)"; :

1. Démontrer que pour tout entier naturel non
nul et pour tout réel t de [0; 1] :

@'n(t) = ~@n-1 (D).

2. On se propose de démontrer que pour tout
entier n € IN et pour tout réel t de [0; 1] :
(PZn+1(t) <et< (PZn(t) .

a) Soit ® et W deux fonctions numériques
définies sur [0; 1], dérivables sur [0; 1] telles
que: ®(0)=w(0).

Démontrer que si pour tout réel t de [0; 1] :
®'(t) < W'(t) alors pour tout réel t de [0; 1],
DO(t) < W(t).

b) Démontrer par récurrence que pour tout
entier naturel n et pour tout réel t de [0; 1] :
@Ean+1(t) < e-t < @an(t).

3. Pour tout entier naturel n, déduire de la
question précédente un encadrement de la
fonction g sur ]0; 1] faisant intervenir les
fonctions g2z et @ans1.
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PARTIE C.

On considere I'ensemble A des points M du
plan de coordonnées (t ; y) dans le repere
orthonormé (O, 1, J) vérifiant 0<t <1let
gty<y < 0.

On se propose de déterminer une valeur
approchée de I'aire de A.

1. Soit nun élément de IN et a un réel tel que
O<a <1

On pose In(a) = f; t"Int dt .

a) Calculer I,(a) en utilisant une intégration
par parties.

b) Déterminer la limite de In(a) lorsque a tend
vers 0 par valeurs positives.

2.a) En utilisant le B. 3., donner un
encadrement de f; g(t) dt au moyen des
intégrales du type In(a).

b) En déduire un encadrement de f01 g(t)dt

3. Donner en cm? une valeur approchée par
exces de I'aire A a 1072 prés.

Probléme 31

L’objectif de ce probléme est d’étudier
certaines fonctions du type x » x%e™, a
étant un réel strictement positif.

PARTIE A

On désigne par g: et g2 les fonctions de IR vers
IR définies par :

g1(X)=xe™ et gz(X)=x%e™.

On désigne par (C1) et (C2) les courbes
représentatives de g1 et g2 dans le plan muni
du repére orthonormé (O,1,J) (Unité : 2 cm)

1. a) Déterminer les limites de g1 et g» en —o
et +oo,

b) Etudier les variations de giet g et dresser
leur tableau de variation.

c) Etudier les positions relatives des courbes
(Cl) et (Cz)

2. Dessiner courbes (C1) et (C2) dans le méme
repere orthonormé (O,1,J).

3. a)Déterminer une équation de la tangente a
(C1) au point Mo d’abscisse Xo .

b) Cette tangente coupe I'axe des ordonnées
(GJ) en un point To.

Déterminer, en fonction de xo , I'ordonnée de
To.

4. Soit t un nombre réel donné, et T le point
de (OJ) tel que OT =t.

a) Utiliser la courbe (C) pour étudier, suivant
la valeur de t, le nombre de tangentes a (C1)
passant par T.

b) En déduire une construction géométrique
de latangente en My a (C1).

PARTIE B

n étant un entier naturel non nul, f, est la
fonction définie sur [0 ; +eo[ par : fa(x)=x"e™.
Soit (Cn) sa courbe représentative dans un
repere orthogonal.

On désigne par S, I'aire de la partie de plan
délimitée par (Cn), I'axe des abscisses et la
droite d’équation : x =1.

1. En remarquant que, pour x positif, on a:
e < 1, montrer que Sy < % )

En déduire la limite de S, quand n tend vers
+oo,

2. Etablir une relation entre Sy et Sy .

En déduire que %11 est une valeur approchée

de S, a

D) pres.

PARTIEC
On note f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par :

{f(x) =x%e‘x,six>0
f(0)= o.

On appelle u la suite définie par : Uo = % et

un+1 = f(un) pour tout entier naturel n.
On admet qu’il existe un nombre réel m
strictement positif tel que v x € [§ 7 1],
[F)l<m<1
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1.a) Montrer que f([%; 1] c [i; 1].

b. On pose h(x)=f (x)-x.

Montrer que h s’annule en un nombre réel A
unique de ] %; 1].

2.a) Montrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n, u, € [éi 1].

b) Montrer que, pour tout entier naturel n :
IUn+1—A| < mIUn _)\I;

¢) En déduire la limite de la suite (un).

Probléme 32

PARTIE A

On considere, pour tout n de IN*, la fonction
numérique f, définie sur ]0 ; +oo[ par :

() = T

1. a) Déterminer les limites de f, aux bornes
de l'intervalle 0 ; +ool.

b) Etudier les variations de f, et dresser son
tableau de variation.

2. Construire la courbe représentative (C,) de
la fonction f1 dans le plan rapporté a un
repere orthonormé (O,1,J). Préciser ses
asymptotes.

3. Pour tout réel X supérieur ou égal & 2 on

pose : In(X)= fZX fo(t)dt

a) Calculer 11(X).

b) En utilisant une intégration par parties,
calculer I,(X) en fonction de n et de X, pour n
supérieur ou égal a 2.

c) Déduire de ce résultat la valeur de
lintégrale : fZX f2(t) dt

d) Soit n un entier naturel non nul fixé.
Calculer la limite de I4(X) quand X tend vers
+oo, (On distinguera deux cas n =1 et n >2).
e) Calculer la limite quand X tend vers +oo de

IAGES

PARTIE B

1. Montrer que pour tout entier naturel k, k >

2:fk+1) < [ f(6) dE < fo(K).

(On peut utiliser le sens de variation de f)

2. On considére la suite (Sn) définie par son
In2  In3 Inn

terme géneéral Sn= —-+—> ..+ —-.
ou n est un entier naturel supérieur ou égal a

2.a. Montrer que la suite (Sn) est croissante.

b) En utilisant B 1., montrer que : S, - l:—z =

Inn

f; R(t)dt< 8- 2%
et en déduire un encadrement de S;, .
c) En utilisant la valeur de fzn f2(t) dt trouvée

en A, montrer que la suite (Sn) est majorée.

d) Montrer que la suite (Sn) est convergente et

.. - 1 I[n2 1 3ln2
que salimite L vérifie: ~+==< L<- +==.

Probléme 33

Dans tout le probléme, n désigne un entier
naturel supérieur ou égal a 2.

Partie A

1. Résoudre I’équation différentielle : y' —
1

~y=0 1)

2. On considére I’équation différentielle :
x+1

p_ 1 xHl
y—-y=-—0n+1) (9
Déterminer deux nombres réels a et b tels
que la fonction affine g définie sur IR par
g(x)= axtb soit solution de (2).

3.a) Montrer qu’une fonction h est solution
de (2), si et seulement si h-g est solution de

(1).
b) En déduire toutes les solutions de (2).

c) Déterminer celle de ces solutions, f,
vérifiant f (0)=0.
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Partie B
On considere la fonction f, définie sur IR par

fn(x) = 1+ﬁ—e§
1. Etudier le signe de f'

2. En déduire le tableau de variations de fi.
On montrera en particulier que f, admet un
maximum strictement positif que I’'on
calculera.

3. a) Montrer que la courbe (Cn) représentant
f, admet une asymptote dont on précisera
I’équation.

b) Tracer (C»).

4. Démontrer que sur ]-o= ; O[ I'équation
fa(x)=0 admet une solution unique que I'on
notera X, .

Partie C

On se propose dans cette partie de montrer
gue la suite (x;,,),>2 admet une limite £ et de
calculer €.

1. On considére la fonction ¢ définie sur

11 +eo[ par: o(x)= ln(—)
a) Déterminer le S|gne de ¢'. En déduire le
signe de o.

b) Montrer que ¢(n) < 0 puis que fn(-2) < 0.
c) En déduire que : xn >-2.

2.a) Etablir I'égalité
fn(2nln(—)) 2n [ 2n+1

n+1 2n(n+1) n+1)]

b) On considere la fonction W définie sur ]0 ;
2x+1 X
2x(x+1) (x+1)

Etudier le signe de W’. En déduire le signe de
W, puis celui de fa(2nIn("-) ).

+oo[ par: W(x)=

¢) Montrer que X, < 2nin(=-)

n
3.a) Déterminer lim 2niIn (n+ 1).

n—-+oo

1
(On pourrra poser u = Z)

b) En déduire I'existence et la valeur de €.
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Probléme 34

Partie A
Soitfla fonction de IR vers IR définie par :

{f (x) =

six>0
Inx+x-1

F(O)=1.

1. Soit u la fonction définie sur ]0; +eo[ par :
u(x) =Inx +x-1
a) Etudier les variations de u.

b) En déduire 'ensemble de définition de f.

2.a) Montrer que f est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter
graphiguement le résultat.

c) Déterminer la limite de f en +oo.

d) Montrer que f peut-étre prolongée par
continuité en 1.

On note g le prolongement obtenu et on
désigne par (C) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (O,1,J).

On admet que g est dérivable en 1 et que
1

g1)=-3
3. Soit h la fonction numérique définie sur
0 ; +oo[ par : h(x)= x-1-xInx.

a)Etudier les variations de h.

b) En déduire le signe de h(x) selon les
valeurs de X.

4. On admet que g est dérivable sur]0 ;1] et
sur ]1 ;+oof.

a) Calculer g'(x) pour x € ]0;1[ U ]1 ;+oo[ et
montrer que g’(x) et h(x) ont le méme signe.
b) Donner le tableau de variation de la
fonction g.

c) Tracer (C) et la tangente (T) a (C) au point
d’abscisse 1.

Partie B

Soit G la fonction numérique définie sur IR+
par : G(x f g(t)dt

1.a) Montrer que pour tout t>1:
1< Int+t <2t
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b) Montrer que pour toutt > 1:g(t) > 12"—;

¢) En déduire que pour toutx >1:
1 pxint

G(x) = Efl Tdt

d) En déduire la limite de G en +oo .

2.a) Montrer que pour toutt >e:
Int Int
S —
Int +t-1 t
b) En déduire que pour toutx >e:
G < [ g(t)dt + f’”"Ttdt

e

o G()
¢) Endéduire lim ——.

X—+00 X
Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3. Etudier les variations de G et dresser le
tableau de variations de G.

4.a)Montrer que pour tout entier naturel
k=0,ona:

k+1
1 k+1 > 1 k
39(57) <kt 9@ar<3g(5).

2
b) En déduire un encadrement de G(0).

5. Tracer I'allure de la courbe représentative
(T') de G dans un repére orthonormé.

Probléme 35

Le plan est muni du repére orthonormé (O, |,
J);unité:1cm.

PARTIE A

On considere dans C I’équation :

73 — (6 +iV3)z2 + (11 + 4iV3)z - 6
-3iv3=0.

1. Résoudre cette équation en sachant qu’elle
a deux solutions réelles.

2.0n appelle A, B, C, E et G les points d’affixes
respectives 3 ; 2+iv/3 ;-1 ;7 et 11 + 4i/3.

a) Démontrer que le triangle IAB est
équilatéral.

b) Démontrer que les points B, C et G sont
alignés.

c) Placer les points A, B,C,EetG.

3. Calculer I'affixe du point F de I’axe des

abscisses tel que le triangle EFG est
équilatéral.

PARTIEB

On appelle O’ le centre de gravité du triangle
IAB.

1. On veut déterminer ’lhomothétie h qui
transforme le triangle IAB en le triangle EFG.
a) Démontrer que I'image par h de [IA] est
[EF].

b) Justifier que : h(l) = E, h(A) =F et h(B) = G.
c) Déterminer le centre et le rapport de h.

2. Soit r la rotation de centre O’ et d’angle 2?"

et f la similitude directe telle que : f = hor.

a) Donner le rapport et I'angle de f.

b) Démontrer que f transforme le triangle IAB
en le triangle EFG.

3. Soit g une similitude directe qui transforme
le triangle IAB en le triangle EFG.

a) Démontrer que h~'og est une rotation qui
laisse le triangle IAB globalement invariant.
b) Caractériser les trois rotations qui laissent
globalement invariant le triangle IAB.

¢) En déduire que les similitudes directes qui le
triangle IAB en le triangle EFG sont h, f et une
troisieme ' que I'on déterminera & I’aide de h
etr.

d) Déterminera le rapport et I'angle de f'.

4. Soit Q le centre de la similitude directe f.
On désigne par K le milieu de [IA].

a) Déterminer I'image K’ de K par f.

b) Démontrer que Q, A, G et F sont
cocycligues.

c) Démontrer que Q, F, KetK’ sont
cocycligues.

d) Construire Q.

5. Déterminer I'application complexe associée
af.

6. Calculer Iaffixe du centre Q' de f'.

Probléme 36

Ce probléme a pour buts, d’'une part d’étudier
la suite (u,,) définie, pour tout entier naturel
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nMe™n
nnon nul , par u, = — d’autre part de

donner une expression de e* comme limite
d’une suite.

Pour tout entier n >0, on note f, la fonction
numerique définie sur [0 ; +oo[ par:

_ xTe™*
)= 555
On désigne par (Cn) la courbe représentative
de f, dans le plan muni d’'un repere

orthogonal (O,1,J). On prendra : Ol =2 cm et
0J=10cm.

Partie A
1. Etudier lesvariations de f, etdresser
son tableau de variation.

2. Pour tout’ entier n > 2, étudier la position
relative de (Cn ) et de (Cn+1)

et vérifier que le point A, de coordonnées (n ;
fa(n)) appartient & (Cn-1).

3. Construire avec soin, sur un méme
graphique, les courbes (C,), ( C») et (Cs); on
tracera les tangentes en O a ces trois courbes.

Partie B

1.a) En utilisant les résultats du A, démontrer
que la suite (un) est décroissante.

b) La suite (un) est-elle convergente? Justifier.

2.a) Soit g la fonction numérique définie sur
lintervalle [0; 1] par : g(t) = In(1+t) -t +";—2 ,

En utilisant les variations de g, démontrer que
2

pour touttde [0; l]ona:In(1+t) < t— t:

b) En déduire que pour tout entier naturel

1

1\" 1- —
n >0, ona:(l + Z) < e m

3.a) Démontrer que pour tout entier naturel
1
n>0, ona: 1< ¢ .

Un
b) En déduire que pour tout entiern >2on a:

1 1 1
un S e—1—2(1+5+"'+ﬁ) )

4. soit n un entier naturel supérieur ou égal &
2.

Soit un entier naturel k tel que 1 <k < n-1.
a) Démontrerque : vVt € [k;k +1],0ona:

1 k+1dt 1
< - st
k+1 — fk t Tk’
p . 1 1
b) En déduire que : Inn <1 + Sttt —
¢) En déduire que pour tout entiern >2ona:
1
U, < e—l—ﬂnn

d) Quelle est la limite de la suite (un)? Justifier.

Partie C
Pour tout entier n >0 et pour tout nombre réel
a positif ou nul, fixé, on pose : Ix(a)=

Iy fa)dt .

1. Calculer a I'aide d’une intégration par
parties, 11(a).

2. Démontrer que pour tout entier naturel
n >0 et tout nombre réel t positif ou nul,

tn
ona: 0= fo(t) <—

3.a) Démontrer que pour tout entier n >0,
.1 e\n

ona:—< (-)"

(On pourra utiliser laPARTIEB 1. a) )

b) Déterminer alors une nouvelle majoration

de In(a) puis la limite de I(a) quand n tend
Vers +oo.

4.3) Etablir pour tout entier n > 2 une relation
entre In(a) et I.-1(a) (on pourra utiliser une
intégration par parties).

b) En déduire que pour tout entiern >2on a:
Ih(a) = 1-e~a(l+ -+ ‘;—? Foo 4 %) .

Cette égalité reste-t-elle valable pour n =1?
5.Démontrer que pour toutade [0; +oo[ona:

a li 1+ a + a + -+ @
e = lim — — + -+ — )
n-+oo 1! 2! n!
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Probléme 37

Le but du probléme est d’étudier dans sa

premiere partie la fonction f de IR vers IR et
définie par :
0= e
d’établir un encadrement de I'intégrale

K= [ fx)dx.

puis, dans sa seconde partie,

Partie A

1. On considére la fonction g définie sur R par :

g(x)=x-e*1t.

a) Etudier les variations de g (on ne demande
pas dans cette question de calculer les limites
de g).

b) Calculer g(1) et montrer que, pour tout x
réel, g(x) < 0.

¢) En déduire que pour tout nombre réel x ,
ona: xe™* < % , puis que 1-xe™>0.

2. a) Vérifier que f est définie sur IR.

b) Déterminer les limites de f en —oo et +oo,

c) Etudier les variations de f et dresser le
tableau de variations.

d) Ecrire une équation de la tangente (T) & (C)
au point d’abscisse 0.

e) Soit (C) sa courbe représentative dans le
plan rapporté a un repére orthonormé
(O,1,J)(unité graphique : 3 cm).

Tracer (T), puis (C)(on admettra que (C)est au-
dessus de(T)pour x <0, et au-dessous pour

x >0).

3.Démontrerque :vVx >0,0na:
1< f(x) < i

Partie B
1. Donner une interprétation géométrique du

nombreK = folf(x)dx .

2. Soit n un entier naturel non nul, et soit
In= f01 x"e ™ dx
a) A I'aide d’une intégration par parties
2
montrer que J;=1- -
b) On se propose de calculer J, sans utiliser

des intégrations par parties.
Déterminer les coefficients a, b et ¢ tels que la
fonction H(x) définie par H(x)=(ax? + bx + c)e "
soit une primitive de h(x) = x%e2.

o ) 1 5
En déduireque: J,= Z(l_ =)
3. Pour tout entier naturel non nul n, on pose
Un = 1+ \]1+ \]2 +...+ \]n .
a) Montrer que, pour tout réel x, ona:

1—(xe_x)"+1

1+xe™ + x%e 2 +...+ X"e™™ = =
1-xe™*

b) En déduire que :
K=un= f) x"* e~ DY f(x)dx

c) En utilisant A 1. b., montrer que pour tout x
positif ou nul :

0< xn+1e—(n+1)xf(x) <

e(e-1)

d) En déduire un encadrement de K -up;
e) Etudier alors la convergence de la suite de
terme général u,.

- 1
4.a)Montrerque: u; < K<ux+ 2D
b) Sachant que u, =1+J1+J,, trouver deux
nombres décimaux d, et d tels que

0<dy-di< 10let
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SUJETS DE BAC

Sujet 1 : Session Normale 2009

Exercice 1

On pose a=\/§(cosg+ising), b= \/E(cos%+isin%),c =\/§(cosg+ising)

Partie A

1) Exprimer a®, b® et c® sous forme algébrique.
2) En déduire une solution de I’équation (E): z € C,z° = —8i
V3

1
3)SOIt j = —§+i7

a) Vérifier que j> =1
b) Démontrer que jb et j2b sont aussi des solutions de ( E ).
c) En déduire toutes les solutions de ( E ). Les écrire sous forme algébrique.

Partie B
1) Résoudre dans Z le systeme :

{x = 0[6]
x = 3[4]

2) Déterminer tous les entiers naturels n vérifiant les deux propositions suivantes :

e a est un nombre réel
e b™ est un nombre imaginaire pur.

Exercice 2

S=, T
OAB est un triangle rectangle isocéle en O tel que mes (OA : OB) = E [27]

On désigne par I le milieu du segment [AB], par ( C) le cercle de centre O et de rayon OA et par (I')
le cercle de diamétre [AB]. Le point D est I’intersection du cercle ( C ) et de la demi droite [10). On
note J le point d’intersection de la demi droite [DB) et du cercle (T").

1-a) Faire une figure.

—— = 1A
b) Justifier que mes (DA ,DB) = 2 [27]

c) Démontrer que le triangle DAJ est rectangle isocéle en J et de sens direct.
Démontrer que la droite (0]) est la médiatrice du segment [AD]
2) Soit S la similitude directe de centre A telle que S(I) = 0
a) Déterminer le rapport k et I’angle 6 de S.
b) Soit H le milieu du segment [JA] et K le point d’intersection de la droite (0]) avec la droite (AD)
Démontrer que S(H) = K.

c) Déterminer la mesure principale de I’angle orienté (ﬁ fj)
3) Déterminer I’image du cercle (T") par S.
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PROBLEME

1 Inx
On considére la fonction f dérivable sur ]0 ; +oo[ et définie par: f(x) = yide 1+ ~

( C) est la représentation graphique de f dans le repére orthonormé (O, I, J). Unité graphique 2 cm.

Partie A

On considére la fonction u dérivable sur I’intervalle ]O ; +oo[ et définie par :
u(x) =x*>+4—-4Inx .

1) Etudier les variations de u.

2) Justifier que : Vx € ]0; +oo[ u(x) > 0.

Partie B
1) Calculer la limite de f en O et interpréter graphiquement le résultat.

2-a) Calculer la limite de f en +oo.

1
b) Démontrer que la droite ( D) d'équation y = yide 1 est asymptotea (C )en + o

u(x)
4x2

3 —a) Vérifierque vx €]0; +[, f'(x) =

b) En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

4-a) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a telque 1 < a < e

b) Déterminer une valeur approchée a 10~ prés de a.

5-a) Démontrer qu’il existe un point unique A de ( C ) ou la tangente ( T ) est parallele & la droite
(D).

b) Donner les coordonnées du point A

6-a) Etudier la position relative de ( D) par rapporta (C).

b) Construire (T ), (D) et (C).

Partie C

. . - P . " Int
On considére la suite numérique (a,,) définie pour tout entier n > 1 par: a, = f:n_l ant

1-a) Hachurer sur le graphique le domaine du plan dont I’aire en unité d’aire est égale a a;.
b) Interpréter graphiquement le nombre a,,

c) Calculer a,, puis étudier la convergence de la suite (a,,).

1
2) Justifierque a; +a, +az +--+a, = Enz
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Sujet 2 : Session Normale 2010

Exercice 1

Un jeu consiste a lancer trois fois un dé cubique équilibré & 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on
note successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure :

1
1.Démontrer que la probavilité d’obtenir trois chiffres identique est %

2. Calculer la probabilité d’obtenir trois chiffres dont la somme est égale a 6.

5
3. Démontrer que la probabilité d’obtenir exactement deux chiffres identiques est E

4. Le droit de participer au jeu est de 3000 francs.

- Si le joueur obtient 3 chiffres identiques, il recoit 5000 francs ;

-S’il obtient 3 chiffres deux a deux distincts, il regoit 3000 francs ;

-S’il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne recoit rien.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique d’un joueur au cours d’une partie.
On appelle gain algébrique d’un joueur la différence entre ce qu’il regoit et sa mise :

a) Déterminer les valeurs prises par X

b) Déterminer la loi de probabilité de X

c) Déterminer le gain moyen d’un joueur au cours d’une partie. Le jeu est — il équitable ?

Exercice 2

On se propose d’étudier la suite (U,,) des nombres réels, définie par :

1 1
Up =1+~ etpourtoutentier natureln, — Unyy = (1 * 'en+1) Un

Dans cet exercice, on admettra que pour tout nombre réel t strictement positif, on a :

tz
t—5<|n(1+t)<t (1)

Soit f la fonction numérique dérivable sur IR et définie par : f(x) = In(1 + e™¥)
—2x

1. En utilisant I’inégalité (1) , justifier que : Vx € IR ,e™ — ET < f(x) <e 2.

2. Démontrer que la suite (U,,) est strictement croissante.

3. Démontrer par récurrence que : Vn € IN*, In(U,) = f(1) + f(2) + ---+ f(n).

1 1 1 1 1

1
4.0n pose : an=g+e—2+---+e—n et bn=3_2+e_4+.“+37'

a) A I’aide des questions 1.et 3., démontrer que :
1—e™™

e—1
c) Démontrer que la suite (U,,) est majorée.

b) Justifierque : Vvn € IN*,a, =

En déduire que la suite (U,,) est convergente.
d) On note [ la limite de la suite (U,,).

1
Inl < Py puis en déduire une valeur approchée de [ 40,1 pres.

Démontrer que 2e + 1 <
e 2Eez-n =
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PROBLEME

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J). L’unité graphique est le centimétre.

Partie A
Soient f et g les fonctions numériques dérivables sur IR et définies pour tout réel x par :
1 1
- (_ 2 — (B, _ 2
f(x)—3( 5x + 4+/x +15)etg(x) 3( 5x — 44/ x +15).

Onnote (C) et (C’) les courbes représentatives des fonctions f et g.
1.a) Calculer les limites de f en — o et + oo.

1
b) Démontrer que la droite (A) d’équation y = — 3% est une asymptotea (C ) en + oo,

c) Justifier que la courbe ( C ) est au —dessus de la droite (A)

Dans la suite du probleme, on admettra que la droite (A") d’équation y = —3x est asymptote a (C)
en —oo et que la courbe ( C ) est au dessus de la droite (A").

2.a) Calculer f'(x) pour tout réel x.

b) Démontrer que f est strictement décroissante sur IR, puis dresser son tableau de variation.
3. Déterminer les points d’intersection de la courbe ( C ) avec les droites (Ol ) et (OJ).

4.a) Construire (A), (A") et la courbe ( C ) dans le plan muni du repére (O, 1,J).

b) Démontrer que la courbe ( C’ ) est I'image de la courbe ( C ) par la symétrie de centre O.
c) Construire la courbe ( C’ ) dans le méme repére que (C).

Partie B

Dans cette partie, on admettra que I’image d’une hyperbole ( H) de foyers F et F', de sommets

A et A’ par une similitude directe s, est une hyperbole ( H’) de foyers s(F) et s(F') , de sommets
s(A) et s(A").

On note ( H ) la courbe d’équation : 3x2 + 3y2 + 10xy — 80 = 0.
1. Démontrer que (H) = (C) u (C").

V2 T
2.Soit s la similitude directe de centre O, de rapport > etd’angle — 7

Soit x, x', y et y’ des nombres réels. Pour tout point M du plan d’affixe z = x + iy, on note
M’le point d'affixe z' = x" + iy'tel que M’ = s(M).
a) Déterminer I’écriture complexe de s.

- 1 1
b) Justifier que x’ = > (x+y)ety = > (—x+y).

c) En déduire que M appartient a ( H) si et seulement si M’ appartient a la courbe (I') d’équation
4x? —y? = 20.

3. a) Justifier que (T') est une hyperbole puis déterminer les coordonnées de ses foyers et de ses
sommets.

b) Déterminer I’excentricité de ().

c) Construire (I') et ses asymptotes dans le méme repére que (H ) . ( On utilisera deux couleurs
différentes pour (H) et (I') ).

4. Déduire des questions précédentes que ( H ) est une hyperbole dont on précisera les foyers et les
sommets.
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Sujet 3 et corrigé du BAC 2011

EXERCICE 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ;e;,e5).

A tout point M d’affixe z, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ telle que z’' = z2 — 4z.

Calculer les coordonnées (x “;y ‘) du point M’ en fonction des coordonnées ( X ;y) du point M.
a)Démontrer que I’ensemble (H) des points M du plan tels que z’ soit un imaginaire pur est une
hyperbole.

b) Préciser dans le repére (O ;e;,e5) , les coordonnées du centre Q , celles des sommets et les équations
des asymptotes de ( H).

c) Construire (H).

Soit P le point d’affixe —; —2i.

Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatere OMM’P soit un parallélogramme.

EXERCICE 2

Un livreur de pain qui fait son service @ moto, doit servir tous les jours un client & 20 heures précises.
La livraison de pain chez ce client est indépendante d’un a I’autre.

Habituellement, le livreur met 10 minutes de la boulangerie au domicile de ce client ; mais la mairie a
fait installer sur son trajet deux feux tricolores non synchronisés et indépendants.

e S’il arrive a un feu orange, il s’arréte 60 secondes et repart.

e S’il arrive a un feu rouge, il s’arréte 30 secondes et repart.

Pour chaque feu :

e La probabilité d’étre vert & I’arrivée est % ;

e La probabilité d’étre orange a I’arrivée est i.

On note X la variable aléatoire égale au temps mis en minutes par le livreur pour arriver au domicile

du client.

1. a) Justifier que I’ensemble des valeurs prises par X est {10;10,5;11;11,5;12}

b) Justifier que P(X = 11) = %

c)Déterminer la loi de probabilité de X.

2.Calculer I’espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.

3.Le livreur part a 19h49min de la boulangerie.

a) Calculer la probabilité qu’il arrive a 20 heures précises chez le client.

b) Calculer la probabilité qu’il arrive en retard chez le client.

4.Pour cette question, on donnera I’arrondi d’ordre 3 de chaque résultat.

a) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures précises au cours
d’une semaine.

b) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 20 heures précises au cours
d’une semaine.

PROBLEME

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L unité graphique est 2cm.
Soit k un nombre réel non nul.

On considere la fonction f;, dérivable sur IR et définie par :fi (x) = (2x + 4k)e™ 2k — x.
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On note (Cy) la courbe représentative de la fonction f.
Le but du probléme est d’étudier les fonctionsfy, de construire la courbe (C;) et de donner un
programme de construction de la courbe (Cy) pour k différent de 1.

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit h la fonction numérique dérivable sur IR et définie par :h(x) = x + ez.

1. Etudier le sens de variation de h.

2. Calculer les limites de h en —oo et +oco.

1. a) Démontrer que I’équation h(x) = Oadmet dans IR une solution unique a tel que : —0,71 < a <
—0,70.

b) Endéduire que : Vx € ]—oo;al,h(x) <0; Vx € ]—o0; a[, h(x) > 0.

Partie B : Etude de la fonction_f4

Pour tout nombre réel x, f;(x) = (2x +4)e 2 — x.

1.a) Démontrer que fi(a) = -2 —a — %.

b) En déduire un encadrement de f; (a) d’amplitude 0,1.
2.a) Pour tout réel x, calculer f;'(x) et démontrer que f;'(x) = —h(x)e';ﬁ.

b) En déduire les variations de f;.
fi(x)

X .

3. a) Calculer la limite quand x tend vers —co de f; (x)puis la limite quand x tend vers —oo de

Interpréter graphiquement ces résultats.

b) Calculer la limite quand x tend vers +oo de f; (x).

c) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x est une asymptote a (C;) en +oo.
4.a)Dresser le tableau de variation de f;.

b) Construire la droite ( D) et la courbe (C;) dans le plan muni du repere (O,1,J).

5.a) A I’aide d’une intégration par parties , calculer pour tout nombre réel x :
-t
1(x) = [ (2t + ez dt.

b) En déduire en cm? I’aire A, de la partie du plan limitée par la courbe (C;) ; la droite (D) ; la droite
(OJ) et la droite d’équation x = 2.

Partie C: Etude de la fonction_f,
1.a)Démontrer que pour tout nombre réel x :f;'(x) = —h(%x)e'zx_k.

b) En utilisant la partie A, étudier les variations de f;, suivant le signe de k.
c)Vérifier que f, (ka) = kf; ().
d) Dresser le tableau de variation de f;, suivant le signe de k.(On ne demande pas de calculer les
limites de f )
2a)Démontrer que (Cy) est I'image de (C,) par I’homothétie de centre O et de rapport k.

b)En déduire la construction de (C-1) dans le méme repére que (C;) .

2

3.0n note A I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cy) ; la droite (D) ; la droite (OJ) et la
droite d’équation x = 2k.
Déterminer en cm?, A, en fonction de .

CORRECTION

EXERCICE1
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1. Posonsz=x+iyetz =x'+iy avecx,y x',y réels. Donc M(x,y) et M'(x',y") dans le
repere (O ;eq,ez).
2=z —dzox' +iy =x?—y?—4x+i(2xy—-4dy) o x' =x2 —y?—4xety =2xy—
4y.
a)Pour tout point M d'affixe z = x + iy;
Me(H)eox'=0ox?—-y2—4x=0

2

o (1-2P—4-y =0 -2 -y —4eE Xy

Posons X = x — 2 et Y = y.Soit Q(2;0) dans le repére (O ;e7e5).
2 2

Dans le repere orthonormé (Q ;e7,e5), (H) a pour équation réduite XT - YT =1.
(H) est donc une hyperbole de centre Q.

b) Dans le repéere orthonormé (I ;e ,e3) :

o les sommets de (H) sont A(2 ;0) et A’(-2 ;0) ;

e les asymptotes de (H) sont les droites (D):Y = Xet (D'):Y = =X
X=x—-2etY=y=>x=X+2ety=Y.

Dans le repére orthonormé (O;e; e3) :

e les sommets de (H) sont A(4 ;0) et A’(0;0) ;

e les asymptotes de (H) sont les droites (D):y =x —2et (D'):y = —x +2

c)

3. Le quadrilatere OMM’P est un parallélogramme

Yy e ’ 2 5 . 2 5 .
SOM=PM o z=z2 —zpz=2z2 —4Z+5+21 ez —52+5+21=0

x? +y%=17(1)
A= 15 — 8i.Soit § = x + iy une racine carrée de A. .Ona {x? — y? = 15(2)

2xy = —8(3)
D)+@)=22x>=32=2x2=16=2>x =4oux = —4.
D-@=>2y?2=2>y?=1>y=1louy=-1.
x=4 x=—-4
(3):xy<0:{y=_lou{y=l.
Donc § =4 —iou §=—4+i Alorsz, = ol =1 gy, =3447L 971
2 2 2 2
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Les points M du plan d’affixe z tels que le quadrilatere OMM’P soit un parallélogramme sont les
. - 9 1. 11,
points d’affixes - —=iet -+ =i.
2 2 2 2

EXERCICE 2

1. a)Soit les événements : V : « le feu est vert » ;O : « le feu est orange » ;R : « le feu est rouge »

\ 10 min
\ @) 11 min
R 10,5 min
1 \ 11 min
4 o) 12 min
0] R 11,5 min
1
4 \Y/ 10,5 min
/ 0 11,5 min
R R 11 min
L’ensemble des valeurs prises par X est donc{10; 10,5; 11; 11,5; 12}
b) Soit les événements :
A : « Le premier feu rencontré est vert et le deuxiéme feu est orange »
B : « Le premier feu rencontré est orange et le deuxiéme feu est vert »
C : « Le premier feu rencontré est rouge et le deuxiéme feu est rouge »
=111 =111 11 -1
P(4) 2 4—8,P(B)—4><2— et P(C) 217 16
P(X = 11) = P(A) + P(B) + P(C) = =
—10)=1ix1=1. = —1111—2_ —12)=1yl-21
c)P(X-lO)—2 S=3 P(X = 105) SXoHoxo== P(X =12) Xo=1
P(X—ll)—SP(X—lls)—1 1 1—2—1
4727273716 8
X 10 10,5 11 11,5 12
PG=x) | I | L [ & I S
4 4 16 8 16

2. E(0) =(102)+(105.2) + (10.2) + (115.2) + (12 2) = Z=1075

Interprétation :
Le livreur de pain met en moyenne 10,75 min pour arriver chez le client.

3.a) le livreur met exactement 11minutes pour arriver au domicile du client. Donc la probabilité

qu’il arrive a 20 heures précises chez le client est P(X = 11) = v
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b) Pour que le livreur arrive en retard chez le client il faut qu’il mette plus de 11 minutes sur le

trajet. Donc la probabilité qu’il arrive en retard chez le clientest P(X =115) + P(X = 12) =
3

16"

4.a) Lorsque le livreur part servir le client ; soit il arrive & 20 heures précises chez le client, soit il
n’arrive pas a 20 heures précises.

Cette expérience est donc une épreuve de Bernoulli. Soit S le succés. Ona P(S) = %
L’expérience se répétant 7 fois de suite de fagon indépendante, il s’agit alors d’un schéma de
Bernoulli.

Soit I’événement H : « le livreur livre le pain exactement trois fois 420 heures précises au cours

d’une semaine»

5 11
P(H) = CF(3g)* (7)"~ 0239

b) Soit I’événement T : « le livreur livre le pain au moins une fois a20heures précises au cours
d’une semaine»

T : « le livreur ne livre pas le pain au a20heures précises au cours d’une semaine»
11

P(T) = ().

16
PM=1-PM)=1- (%)%0,927.

PROBLEME
Partie A

1. vxelR,W(x)=1 +%eE.

Ona:l>0etvx € IR ,%eE > 0.Donc Vx € IR ,h'(x) > 0.
Alors h est strictement croissante sue IR.

2. lim x= —oo;
X——00
. x . X .
lim ez =0 car lim (—) = —coet lim eX =0.
X——00 X——00 2 X—>—00

On conclut que : lim h(x) = 0.
X——00

e [im X = +oo;

X—+00

. x . X .
limez = +o00 car lim (—) = +oet lim eX = +oo.

X—00 X—+00 X—>+00

On conclut que : Iir+n h(x) = +.
X—+00

3. a) hest continue et strictement croissante sur IR ; h(IR) = IR et 0 € IR donc I’équation
h(x) = 0 admet dans IR une unique solution a.
Ona:h(-0,71) ~ —0,0088 ; h(—0,70) ~ 0,046 et h(—0,71).h(—0,70) < 0.
Donc —0,71 < a < —0,70.
b) h est continue et strictement croissante sur IR et h(a) = 0.
h(]—o0; al) = ]—o0; O[ eth(Ja; +oo[) = ]O; +oo.
Donc Vx € ]—oo; al, h(x) <0 et Vx € Ja;+oo[, h(x) > 0.

Partie B
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1. a)vx€lIR, fi(x) = (2x + 4)e_7x - X.
Ona:fi(a) = Qa + 4)e_Ta - a.

a

a a
4 4 _z 1
ha)=0>a+ez=0ez=—-a=e 2= ——

Doncf1(a)=(2a+4)(—§)—a=—2—§—a=—2—a—a

b)-071<a<-070=2070<-—a<071=>-2+07/0<-2-a<-2+071>

~130<-2—a<-129. (1)

071<a< 070:>_1<1<_1

fLsa U070 S w071
=>i< _i<i (2)

0,71 a 0,70

(1) + (2) donne :

43< -2 —q— % <45.Donc4,3 < f1(a) <45.

2. a) Pour tout réel x ,calculons f;'(x).

4

x 1 x _x _x _x
Vx € IR, f{ (x) = 2e 2-5e 2(2x+4)—1=—xe 2+2e2—-2e2-1

Vx € IR, f{(x) = —xe 2 — 1.

Démontrons que Vx € IR, f{(x) = —h(x)e z.

X X X

X

X

X

Vx € IR, —h(x)e z = — (x + eE) e 2=—xe z—ez.e z2=—xe z2—1.

On en déduit queVx € IR, f{ (x) = —h(x)e"z .

b) Vx € IR, f{(x) = —h(x)e 2 .
Vx € IR, e-§ > 0. Donc :

filx)>0 -h(x) >0 h(x) <0 x€]-mw;af.

Donc Vx € ]—oo; af, f{ (x) > 0et Vx € Ja; +oo[, f{(x) <O.

Par conséquent f; est strictement croissante sur]—oo; @] et strictement décroissante sur [a; +oo[.

3.2)
i, 7109 = i,z (24 )% 1]

Ona: lim x = —o0;

X——00

.4 . 4 . X
lim — =0 donc lim (2+;)=2et lim e 2 =+ car

xX—>—00 X X—>—00 X——00

4 _x
Donc lim (2 +;)e 2 =+

X——00

. X
Iim —==+o0
X——00 2

Iim X = +o0
X->+o00

4 x
Par suite lim x [(2 +;)e7 - 1] = —o0. Ainsi, lim f;(x) = -
X——00

i)

A x
lim = lim (2+;>e 7 — 1= 400

x—>—0o X X——00

Interprétation graphique
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La courbe (C;) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en —co.

b)Posons X = —%.Alors x = —2X et quand x - +00 ;X - —o0.
lim f;(x) = Xlir_n (—4X +4)eX +2X = Xlir_n —4XeX + 4eX + 2X

X—+00

(lim XeX =0

X—>—00

=—oocar{ lim eX=0

X—->—o00

k lim 2X = —

X—>—00

c)Posons X = —g. Alors x = —2X et quand x - 400 ; X - —oo.

IiT [A(x) +x] = Xlim (—4X + 4)eX +2X —2X = Xlim —4XeX + 4e%
x—+00 ——00 ——00

Xlim XeX =0
=0car{*"7®
lim eX =0
X—>—00

Donc la droite(D) d’équation y = - x est une asymptote a (C;) en +oo

3.a)
X —00 a +00
f'(x) + 0 -
fi(x) fi(a)
b)

()]

6 5 -4 -3 ]2

i) (€1

3. a)I(x) = [X(2t + A)e 2 dt
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t
Posons (t) =2t +4etv'(t) =e 2.
t
u'(t) = 2 et prnons v(t) = —2e" 2.

t

x _t _t x . t _t _t1,
Donc ;' (2t + e zdt = |—2(2t + 4)e 2| ¥ — [ —dezdt = [-2(2t + 4)e 2| X — [8e || =

t x
|(—4t —16)e 72| ¥ = (—4x — 16)e = + 16

b) A; = 1(2).4cm2 = (—24e~1 + 16).4cm?

Partie C
1. a)Vx € IR, fi(x) = (2x + 4k)ezx — x.
ovx € IR, fy(x) = Ze_ﬁ—%e'ﬁ(zx +4k) —1= (2 _%_ 2) ek —1= _%e_ﬁ_ 1.

X X X

oVx € IR,—h (lx) e zk = — (lx + eﬁ)e_ﬁ =—Ze sk —eke 2k =——e 2k—1
K k k k
1
Donc:Vx € IR, f,'(x) = —h(Ex)eZk.

1 -
c)Vx €IR fi,'(x) = —h(Ex)eﬁ
Signe de f;'(x)
Ona:VxEIR,e_zx_k>0.
Donc, fi,'(x) >0 < —h(%x) >0¢e h(%x) <0 (:%x € ]—oo; a[(:%x <a

*Sik > 0alors :

Vx €IR, fi,/(x) >0 x <ka © x € ]—o; kal.

Donc, si k > 0 alors Vx € ]—oo; kal, fi,'(x) > 0 et Vx € Jka; +oo[, fi,"(x) <O.
*Sik <Oalors:

Vx €IR, fi,'(x) >0 x > ka © x € Jka; +ool.

Donc, si k < 0alors Vx € ]—oo; kal, fi,'(x) <0 et Vx € Jka; +oo[, fi;(x) > 0.
Sens de variation de f;,

* Si k > 0 alors f;, est strictement croissante sur]—oo; ka] et strictement décroissante sur [ka; +ool.

* Si k < 0 alors f;, est strictement décroissante sur]—oo; ka] et strictement croissante sur [ka; +oo[.

) Ona:fi(a) = (Qa+4k)ez —a
fi(ka) = Qka + 4k)e% —ka=k <(2a + 4k)e_z_a - a) = kfi(a).

d) Si k > 0 on a le tableau de variation suivant :

x —0 ka +o00
fi' (%) + 0 -
fre(x) fre(ka)
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Si k < 0 on a le tableau de variation suivant :

x —00 ka +o00
fi' (%) - 0 +
fre(x)

\ fic (k)

1. a)Pour tous points M (x; y)et M'(x';y") du plan ; M’ = h(M) & OM’ = kOM {;C, z ,1]2,1

e Pour tous points M (x; y)et M'(x";y") du plan tels que M' = h(M);
1, 1, , 1, 1, w1
Meey=fiW ey =h(pr)ey =k (fx) = k|(25x +4) e - x|
ey =0Qx' + 4)6_:_16 —x' ey =fK)oe M e (C).

On en déduit que h[(C,)] = (Cp).

b) (C 1) est I'image de(C;) par I’homothétie de centre O et de rapport — % (voir figure , question 4
2

b) partie A).

2. (Cy) est I'image de(C;) par I’nomothétie de centre O et de rapport k.Donc 4, = k%A,
Ay = k?(—24e71 + 16).4 cm2.

Sujet 4 et corrigé du BAC 2012

EXERCICE 1

L’ARETI est une association au sein de laquelle les hommes sont plus nombreux que les femmes. Les
cotisations mensuelles sont de 900F CFA pour les hommes et 700F CFA pour les femmes.

Pour sa féte annuelle, le parrain de I’ARETI désire offrir des tee-shirts aux hommes et des pagnes aux
femmes. Malheureusement, il ne connait pas le nombre de femmes et d’hommes de cette association.
Cependant, il sait que les cotisations mensuelles de tous les membres de I’ARETI s’élévent a 20000F CFA.
L’objectif de cet exercice est de déterminer le nombre d’hommes et le nombre de femmes de cette
association.

1. Onconsidére I'équation (E) : (x,y) EZ X Z, 9x + 7y = 1.
a) Soit (x, y) un couple d’entiers relatifs solution de (E).
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Démontrer que 2x = 1[7].

b) Résoudre dans Z, I'’équation 2x = 1[7].

¢) en déduire que I’ensemble des solutions de (E) est {(4 + 7k; =5 — 9k), k € Z}.
2. Résoudre I'équation (E') : (x,y) € Z X Z, 9x + 7y = 200.
3. Endéduire le nombre d’hommes et le nombre de femmes de cette association.

EXERCICE 2

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O, &, , &, ) tel que [|é,]| = ||&,|l = 2 cm.

Soit le point K(-1 ;0).

Soit (I') 'ensemble des points M du plan de coordonnées (x, y) vérifiant : 3x% + 4y% +6x — 9 = 0.
1. Justifier que (T') est une ellipse.

2.0nnote:

- F' etF les foyers de (I');

- A’ et A les sommets de (') situés sur I’axe focal. L’abscisse de A’ est négative. B’ et B sont les deux
sommets de I'ellipse.

a) Justifier que les coordonnées respectives de F et F’ dans le repere (O, &, , €, ) sont (0 ;0) et (-2 ;0).
b) Déterminer les coordonnées de A’, A, B’ et B dans le repére (O, €; , €, ) .
¢) Construire (I') dans le plan muni du repere (O, €; ,&; ).

3. Soit M un point quelconque de (T).

a) Construire le point N tel que KMN soit un triangle rectangle isocele en N de sens indirect puis,
construire le point P symétrique de K par rapport a N.

b) Justifier que P est I'image de M par une similitude directe s de centre K dont on précisera le rapport
et 'angle.

¢) On admettra que I'image d’une conique par une similitude directe est une conique de méme nature.
Déterminer et construire I’'ensemble (C ) des points P lorsque M décrit (T).

4.a) Démontrer que I’écriture complexe de la similitude directe sest 2’ =(1-1i)z—1i.

z étant I'affixe d’'un point M quelconque du plan et z’ I'affixe du point M’, image de M par s.
b) On note G’ et G les images respectives par s des foyers F’ et F de (T).

Déterminer les coordonnées des points G’ et G dans le repére (O, €; , €5 ).

¢) démontrer qu’une équation cartésienne de (C ) dans le repére (O, é; ,€, ) est:

7x2 +7y% +2xy + 14x + 2y — 41 = 0.

PROBLEME
o

Soit (u,) la suite définie, pour tout entier naturel nnon nul, par u, = —
Le but de ce probléme est de déterminer la limite de la suite (u;)nern*-

Partie A
Soit f la fonction dérivable sur ]0 ; +eo[ et définie par: f(x) = §x3 - % —Inx..

On désigne par (C) la courbe représentative de dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,1,J). Unité
graphique : 2 cm.
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1.a) Démontrer que la droite (OJ) est asymptote & la courbe (C).
X
b) Calculer Iirp f(x) puis Iirp g et interpréter graphiquement ces résultats.
X—+ 00 X—>+00
2.a) Calculer f'(x) pour tout x de J0 ; +oof .
b) En déduire les variations de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.
3. Construire (C) dans le plan muni du repere (O, 1, J).

Partie B
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer ff Intdt.
2.0npose : 4, = [+ f(t)dt.

a) Interpréter graphiquement A,.

b) Vérifierque: A4, =-———— —
c) Calculer lim A,

n—-+oo

3.a) Soit k un entier naturel telque 1 <k <n-—1.

1
k+1

lona:-f(ER) < [T f(0dt < f(5).

Démontrer que : V' t e[%;
b) En déduire que :
S (G)rr(2) e r(Ghsan s
4. 0n pose Sn:%[f(%)+ f(3)+...+ f(%)]
Ay
)

a) Démontrerque: A, <S5, <

3
b) En déduire que: lim S, =—.
n—-+oo 4

Partie C
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,

13 +2% 4w nd = MU
2.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n,

ln(%)+ln(n)+ +ln( )= In(:—:l).

b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
1 n! 1
— G -3

En déduire que: lim —In(’) = -1
c¢) En déduire que: Jim n(n—n)—— :

3.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n,

~ et
In(u,) = - In(nn) :
b) En déduire la limite de la suite (uy)nen:-

CORRIGE DU BACCALAURET 2012
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Exercice 1
1.a) Soit (x, y) un couple d’entiers relatifs solution de (E).
Ona:9%+7y=1donc 2x+ 7x=1-7y
donc 2x = 1- 7(x+y) = 2x = 1[7],
b) Pour résoudre I'’équation x € Z, 2x = 1[7], utilisons un tableau de congruence :

Le reste de la division euclidienne de | 0 1 2 314 1|5 6
X par7
Le reste de la division euclidienne de | 0 2 4 6 |1 |3 5
2x par 7

Donc:2x = 1[7] & x=4+ 7k aveck € Z.
Donc S; = {4+ 7k; k € Z}.

¢) Soit (x, y) un couple d’entiers relatifs solution de (E). Alors x =4 + 7k aveck € Z.
Par suite, 9(4+7k) + 7y = 1.
Donc:36 +63k+7y=1
7y =-35- 63k, soit  y=-5-9k.
Donc: Sy = {(4+ 7k; =5 —9k), k € Z}.

2. Soit I'équation (E"): (x,y) € Z X Z, 9x + 7y = 200.

Déterminons une solution particuliére de (E’).

Considérons I'’équation (E), en prenant k = 0 on trouve une solution particuliére (4 ;-5) de (E).
D'ou:9(4) + 7(=5) = 1.

En multipliant cette égalité par 200, on obtient : 9(800) + 7(-1000) = 200.

Donc une solution particuliére de (E’) est (800 ;-1000).

Déterminons toutes les solutions de (E’).

Posons (xg, yo) = (800 ;-1000).

(E) @9 +7y =9+ 7y, = 9x —x0) =7(yo — ¥) -

7 divise 9(x — x;) or 7 et 9 sont premiers entre eux, donc 7 divise x — x,. Il existe k € Z tel que x —
xo =7k.

L'égalité 9(x — x,) = 7(y, — y) donne 9(7k)=7(y, — y). Par suite, y, — y = 9k

Soit y =yo —9k.

Conclusion : S¢z,y = {(800 + 7k; —1000 — 9k), k € Z}.

3. Soit x le nombre d’hommes ety le nombre de femmes de cette association.
On a: 900x + 700y = 20000 donc : 9x + 7y = 20.

D’ou: x=7k +800 ety=-9k- 1000 avec k € Z.

Commex>0, y>0 et x>ydonc k=-112.

Conclusion : Cette association est composée de 16 hommes et 8 femmes.

Exercice 2

Soit (I') 'ensemble des points M du plan de coordonnées (x, y) vérifiant : 3x? + 4y% + 6x — 9 = 0.
LM(xy) €(I) & 3x2 +4y2 +6x-9=0 T4 2=y

Donc (I') est une ellipse de centre K(-1 ;0).

2.a) Dans le repere (K, é; , €, ), une équation de (I') est: XTZ + y?z =1.

Ona:leségalités x=x+1letY=y.Ona:a=2;b=+/3 (a>b)etc=1.

Donc dans le repére (K, €, ,€, ),ona: F(1;0)etF'(-1;0).

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 344



Dans le repére (O, €, ,€, ), ona: F(0;0)etF(-2;0).

b) Dans le repére (K, &, ,8, ),ona:A(2:0); A(-2;0);B(0;+v3)etB(0;-V3).
Dans le repére (O, 8, ,8, ), ona:A(1;0); A'(-3;0);B(-1;V3)etB(-1;-/3).
c) Construction de (T") . ( Voir figure ci-dessous).

3.a)Voir figure.

b) Le triangle KMP est rectangle en M, isocéle et de sens indirect donc :

——=, /s
Mes(KM,KP) = ~7

KP =2KM
donc P est I'image de M par la similitude directe s de centre K, d’angle — % et de rapport V2.
c) (C) est une ellipse de sommets s(A), s(A"), s(B), s(B’) ; de foyers s(F), s(F’).
Pour construire (C), il suffit de construire les points s(A), S(A”), s(B) et s(B’). Posons A; = s(4), A’y =
s(A"), B; = s(B), B’y = s(B').
En utilisant le fait que le triangle KAA, est rectangle en A, isocéle et de sens indirect, on construit A;.
On procéde de fagon analogue, pour placer les autres sommets de (C).
Voir figure.
4.3) L'écriture complexe de sest: 72’ +1=+/2el(z+1)
= 7 +1=v2(cos (- Z) + isin(— D)(z+1)
= 7’=(1-i)z-i.
b) Ona:zs =(1-i)ze—i=(1-)(0)—i =-idonc G(0;-1) dans le repere (O, &, , &, ).
Ona:zg =(1-i)zr—i=(1-i)(-2) —i =-2 +idonc G’(-2 ;1) dans le repere (O, &; , €, ).

c) Soit M(x ;y) un point quelconque du plan et M’(x’ ;y’) I'image de M par s.

Ona:zZ=(1l-i)z—idonc:x +iy'=(L-i)(x+iy)—i=x+y+i(y—-x-1).
xX'=x+y

y=y—-x-1

_x-y'-1

T2

_x'+y'+1”

T2

Donc: {

on en déduit que :

Ona: 3x2 +4y2+6x —9=0 donc: 3($)Z+4(#)2+6x—9=0-

Aprés développement et simplification de cette égalité, on obtient :

Association des professeurs de mathématiques de la vallée du Bandama+ Page 345



7x'? +7y'? +2x'y' +14x' + 2y’ — 41 =0.
Ainsi une équation cartésienne de (C) dans le repére (O, &, , &, ) est:
7x2+7y?2 +2xy + 14x +2y — 41 =0.

PROBLEME|
Partie A

N H 1 3 1 — 1 H — ro H —
l.a) Ona.glclgg)(gx _§) =-3 et )ICLL)r(l)(—lnx) = +o0 d'oU )ICI}Tg)f(x) = +00,

On en déduit que la droite (OJ) est asymptote a la courbe (C).
b) Pour tout x> 0, f(x) = x( X _L_l"_x).

3x x

1 1 1 1
* 0On a: Ilm( x?) = +wet lim (——)—Odou Ilm(—x2—§)=+oo.

x—+00 x—=+00 Xotood

lnx . 1 1 Inx
De plus lim — =0 donc lim (—xz - ———> = +0o0
x—-+oo X x—+00 \3 3x x

Et comme lim x = +oo, 0n obtient finalement Ilm f(x) = +oo.

X—+00
1 1 Inx
* Pour tout x > 0,0n a: &——xz _
X 3 3x x

Onavuque lim (3x —i—l”—x)—+oo donc lim f&

x—+00 3x x x—+00 X

* Interprétation graphique: (C) admet une branche parabolique de direction (0J)en + oo,

2.a) f est dérivable sur]0 ; +oof :
x3-1
X
b) Sur 10 ; +e<[ , x > 0 donc f’(x) a le méme signe que x> — 1.
ff)=0ex*-1=0sx*=1lox=1
car la fonction x ~ x3 est strictement croissante sur]0 ; +oo]

. 1
Vx €]0; +oo[ ,f(x) = xz_;:

ffx)>0ex*-1>0=x>1ex>1

car la fonction x ~ x3 est strictement croissante sur]0 ; +oo][

Onadonc:

ffx)=0=x=1

ffx)>0=x>1

ffx)>0=x<1

On en déduit que : f est strictement croissante sur ]JO ; 1]. f est strictement décroissante sur [1; +oof .

c) On déduit de la question précédente le tableau de variation de f:

o s} 1 =)
F (=) = o +
—+oco —+oo
F(=)

O
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3. Courbe représentative (C) :

.

Partie B
1.Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

u®) =t (u'(@®) :%
@) =17 {v(t) =t

Toutes ces fonctions sont continues sur [ 1; 1]; on peut donc intégrer par parties :

i Int dt = [tine]} — [ 1dt = [tlnt]1 [t]i = [tint — t] =(-1) - (—In( ) — %)

n

f;lnt dt = (-1) - (%m (%) _%) _ 1, Inm)

(]

Posons {

n n
n

2.0npose : 4, = [+ f(t)dt.

a) Interpréter graphiquement A,;:
A,, estl'aire en unité d’aire de la partie du plan limitée par (C), I'axe (Ol) et les droites
d’équations x = 1 etx=1.

b)Ona: 4, ff(t)dt—f G t3—S—lnt)dt—fnl(ét?’—é)dt—f%llntdt

_rl. .4 1 _l_ln(n)zi_i_ 1 _ln(n)
A”_[12t 3t]%+1 n n 4 2n  12nt n
—3_3__1 M
A”_4 2n 12n% n
ona: li 3 0, i —oet tim ™ _ 0 done lim 4, =
c)Ona: im (2—) et im (12 7) et nlrpr— onc _lim n=7
3a)Pour1<k<n 1onak<ndonc—<1etk+1<ndonc—<1D0 [E ki]c]o 1].

= < t < ki dou : f(ki) <f(@®) < f( ) car f est strictement décroissante sur ]0 ;1].

1 k+1 k

k+ +1
En intégrant cette inégalité, on obtient : [,™ f( k+1)dt< fk f(t)dt < [ f(%)dt.

n

or " f (ﬂ)dt—f("i)[t]kn -—f("i) et [," f(dt =—f().

k+1
On obtient enfin, —f(k“) < [t f(®)dt < %f(%) _
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b) De I'inégalité précédente, on obtient la suite des inégalités suivantes :
2

SfG) < [Pf(dt <2fE) k=1
3

“fC) < [Ff(dt <=f3) k=2

SfG) < [Ffmdt <2fG) k=3

SFED) < RS fdE <2 fED) k=n2

1 n % 1 n—1 L —

“fG) < [ f(dt <—fD) kend

D’ou par somme membres & membres :

Q)+ Ghs e =i ()4 G)+r () + -+ 7 (50

a.aq)onazs, =2|f (7)+7 )+ +r G| =2r () +ar Q)+ Q) +-+7 ()
o 217 ()75 £ 2 - £ (=527 ()
2ty (3 7 (2) o (2) 4 (52521 ()

D’ou on déduit du résultat établi dans la question 3.b) que
1 1 1 n

So=2f (3) SAns Si-2f(3)

P 1 1 1 1 _1 _
douS, <Ay +-f(3) et Sy = Au+ ~f (3) or=f (3)=2f@) =0
finalement, on obtient: A, < S, <A, + %f (%) .

1 1
b)Onad, < S, < A4, +;f(;)

3
Onavuque I|m A, =7
1
lim —=0et
n-+ooNn

. 1 1 C 1 1 .
Ilm xf(x) = Ilm(—x“’ —3%- xlnx) =0 car Ilm(—x“’ ——x) =0et Ilrrg(xlnx) =0
X—

donc lim f(—) 0. Par suite Ilm (A + f<1>) §

n—+0o N 4
Onadonc
. . 1_(1\, 3
Jim A= Jim v 1 () = done

\ C 3
d'apresle théoreme des gendarmes Iir+n S, =—.
n—>-+0oo

4
Partie C
1. Démonstration par récurrence :
— Initialisation :
1¥3=1et [1(1+1) J?=1donc13 = [1(1+1) ]?. La propriété est vraie pour n = 1.
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— Hérédité :
Soit k un entier naturel quelconque, k > 1 ; supposons que la propriété est vraie pour n =k c’est-a-dire
13 +2% 44 k3 = [0
Ona:13+23 4+ +(k+1)3=213+28+ -+ i3+ (k+1)3=[—=12+(k+1)3
k*(k +1)? +4(k +1)°  (k+1)*[k* + 4(k +1)]
4 B 4
1B+23 4ot (k + 1)3 — (k+1)2[ki+4k+4] — (k+1)24’(k+2)2 [(k+1)(k+2)
donc la propriété est vraie pour n = k+1.
On a donc démontré par récurrence que :
pour tout entier naturel non nul n,

134+28 4.4 = [”(”“)].

k(k+1)

B+ 4+ +(k+1)3 =

12

2.a) Pour tout entier naturel nonnuln,ona:

ln(n)+ln( )+ +ln( ) In[ xzx %]zln(:—,!l).

b) Pour tout entier naturel n supérieur ou égala2,ona: S, = % [f (1) +f (3) ++ f (f)]

n n

D’ou par somme membres & membres :

1 2 1 1 2 n
FE)+FE)++F(B) = 5P+ 22+ +03]-2- [In©) +in) +.41n() |
1 2 n(n+1) .2
PO+ 7 () () =5t 5o
L nn+l
Ainsi, S, = 2[5 [ 22 ) ] -2-In( —2In(&) -1,
c¢) Pour tout entier naturel n supérieur ou egal a 2, ona:
_ 1
(-
1
2 _
Jim, T+ 1)]
Pour tout nombre réel x >0, posons h(x)
im hG) = i [(+1)]2—| JENT . [n(n + I =
ot ) = AT Toxd P o128 ~ 12 407 e 120 M T 12
Parswte
1 1 3 1
ZIn(=) = 2_¢ _y=__S_——_
nl—l>r-PoonIn( )= i G+ DI =5, —3) =15 -7-3= L

3a)|n(un)—|n(f)_| <‘")”> ln(—n= In(Z).

(n™)n

In(u,) =v, ®u, =en.

. 1 . 1
Ona lim v,=-1et lim eX == donc lim u, =-.
e

n-+oo X--1 e n-+oo
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