Chapitre 8 : Nombres complexes

Ecriture algébrique

Exercice 1
1. Donner 1’écriture algébrique des nombres complexes ci-dessous :
1+i 1 —2+i
a. Iy =— b. Iy =—" C. 3 = -
i 1-i 2+i
2. On considere les deux nombres complexes z; et z, définis par :
21:]+i et 22:5—2i
Déterminer 1’écriture algébrique des nombres suivants :
a. z1+ 2 b. Z1— 2y C. 71 —222
V4 z
d. z;xz, e. L f. =2
) 172

3. Soit x un nombre réel. On considére le nombre complexe z défini par 1’égalité :
z= (x+ 21')(1 —xi)
a. Déterminer 1’écriture algébrique du nombre complexe z.
b. Pour quelle(s) valeur(s) de x, z est un nombre réel ?
c. Pour quelle(s) valeur(s) de x, z est un nombre imaginaire pur ?

Exercice 2
Ecrire sous forme algébrique :  z; = T Zp = 3
& BNy 2T (1+0)2-i)
Exercice 3
Déterminer le conjugué du nombre complexe suivant et 1’écrire sous forme algébrique :
2+i
= ;
1-2i
Résolution d’équations
Exercice 4

Résoudre dans C les équations suivantes :

a.3z+iz=0 b. z+2iz=i C. z4+2-i(z+1)=0

d. Z_S.:i e.2iz-3=z+1 f. 3z-5+2iz=2i-3z+4iz
zZ—1
z-1 z 3z

. =4i . 3zlz+1)=—iz h. - +——=3+i

& iz+3 & ( ) iz+1 z-1
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Exercice 5

Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes, les équations suivantes
1. 2+3i)z—(5+2i)=3z+4i.

2. (71-1)z =3.

3. iz+2z =i-1.

Exercice 6
Résoudre les équations du second degré suivantes :

1. 22> —6z+5=0 2. 22 +z+1=0
4. 22 -3z+4=0 5. 22-2+10=0

3.22-5249=0
6. 22 —4z-1=0

Exercice 7
On considére sur C I’équation suivante :
(E) z°+4z°+2z-28=0
1. Déterminer deux réels a et b tels que 1’équation (E) s’écrive :
(E) (z- 2)(22 +az+ b)= 0
2. Résoudre 1’équation (E)

Exercice 8
Soit f'1a fonction définie sur C par :
1E)=2 -2l 5 +ik? +all+ i3 -8
1. Vérifier que pour tout nombre complexe z, f(z)=(z - 21‘)(z2 2432+ 4)
2. Résoudre dans C 1I’équation f(z)=0

Exercice 9
1. Dans C on considére le polynéme z2 + 6z +25 ; déterminer ses racines.
2. Donner I’écriture algébrique du nombre complexe a et b définis par :
a=(+2if 5 b=(1-2i)
3. En déduire les solutions de 1’équation :
4622 +25=0
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Exercice 10
1

Résoudre dans C I'équation 22 — Z + 1= 0.

Résoudre dans € I’équation 2? — 32 4+ 2 = 0.

Résoudre dans € ’équation : z2 + 422 — 21 = 0.

Exercice 11
On consideére le polynéme P défini sur € par P(z) = 2 — 42 + 422 — 4z 4+ 3.
a) Montrer qu'il existe un polynéme @ & coefficients réels tel que, pour tout nombre complexe z,

P(z) = (22 + 1)Q(z).

b) En déduire toutes les racines dans € du polynéme P.

Exercice 12

Soit P le polynéme défini par :  P(z) = 2% — (24 1)22 + 2(1 +9)z — 2i.
1. Calculer P(3).
2. Trouver deux nombres réels p et ¢ tels que P(z) = (2 —1)(2? + pz + q).

3. Montrer que les solutions de P(z) = 0 sont les affixes des sommets d’un triangle rectangle
isocele.

Exercice 13
z—2i

z—1

Pour tout nombre complexe z différent de 1, on définit Z =

Onpose z=x+iy et Z=X+iY avecx,y, Xet Yréels

1. Exprimer X et Y en fonction de x et y.

2. Déterminer 1’ensemble ¢ des points M d’affixe z tels que Z soit réel.

3. Déterminer I’ensemble ( des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.

Exercice 14
z+3

Pour tout nombre complexe z différent de i, on définit Z = :
zZ—1

Onpose z=x+iy et Z=X +iY avecx,y, X et Y réels

1. Exprimer X et Y en fonction de x et y.

2. Déterminer 1’ensemble ¢ des points M d’affixe z tels que Z soit réel.

3. Déterminer 1’ensemble ( des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Forme trigonométrique et exponentielle

Exercice 15
Calculer le module de chacun des nombres complexes donnés :
1.z, =1+3i 2.z,=3-4
3.2, =-1+7i 4.2, =-5-3i

Exercice 16
Déterminer un argument de chacun des nombres complexes donnés :

5. 25 =i(\6 -iv2)
\/§+i

2i

1.z, =—1+i

2.z,=1 6.z4 =

3.z, =6 +i\2

4.z, = (2+2i)1-i)

Exercice 17

On considere le nombre complexe : z = («/5 + 1)+ 1(«/5 - 1)

1. Ecrire z? sous forme algébrique.
2. Déterminer le module et un argument de z°. En déduire le module et un argument
de z.

s C s T . T
3. Déduire de ce qui précéde les valeurs exactes de : COSE et smE

4. Résoudre dans R 1’équation : (ﬁ + l)cos X+ (ﬁ - l)sin X = \/E
et placer les points images des solutions sur le cercle trigonométrique.

Exercice 18

Soit: Z, = ; Z,=1-1; Z, =

V6 -iy2
2

NN

1. Mettre Z; sous forme algébrique.
2. Déterminer le module et I’argument de Z,; et de Z,.

. . . s T . T
3. Ecrire Z; sous forme trigonométrique. En déduire : COSE et smE
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Exercice 19

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes z =-2+2i et z, =-3- i3
Ecrire ensuite la forme exponentielle du produit z, z, .

Exercice 20

Ecrire les nombres suivants sous forme exponentielle :

. T
51N — —1COS -

Ly 1+iv3
R
3-i COs— +isin—
12 12

Exercice 21

Dans I’ensemble C des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et
d’argument /2.

1. Montrer que (1 +i)6 =-8i

2. On considere 1’équation (E) : z2 =-8i.
a. Déduire de 1) une solution de 1’équation (E).

b. L’équation (E) posséde une autre solution ; écrire cette solution sous forme
algébrique.

3. Déduire également de 1) une solution de I’équation (E’) : 2 =-8i.

Exercice 22

2013
On considére le nombre complexe a = (— V3 + s') .

1) Déterminer la forme exponentielle de : — V3 +

2) Montrer que a est un imaginaire pur

Géométrie et nombres complexes
Exercice 23

—_ -
On considére, dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O, v, ] ), les
points A, B et C d’affixes respectives :

a=1+1i, b=3i c’z(ﬁ+%)+i[§+2)

Montrer que le triangle ABC est un triangle équilatéral.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 24

Prérequis : On rappelle les deux résultats suivants :
Si z est un nombre complexe non nul, on a I’équivalence suivante :

[ =
argz =

Soient z; et z; deux nombres complexes non nuls.

r o z = r(cosé+isinf)
a8 [2n] r >0

1) Rapeller les expressions de : cos(a + b) et sin(a + b)
2) Démontrer les relations ;

|z1z2] = |zil|z2] et arg(zz;) = arg(z;) + arg(z:) a 2x prés

Exercice 25

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormal direct (O, E, :/)

On désigne par A, B, C et G les points du plan d’affixes respectives z, =-1,
Zg =2+iy3, zZc =2-i43 et z5 =3.

a. Réaliser une figure et placer les points A, B, C et G.

b. Calculer les distances AB, BC et AC. En déduire la nature du triangle ABC.
c. Calculer un argument du nombre complexe :

Zp —Zc
Zg ~Zc
En déduire la nature du triangle GAC.

Exercice 26
Représenter les ensembles suivants

& = {M(z)/ arg(z + 3i) =% (:-'r)}

&= {M(2)/|z+4+i|=|z-i]}
&= {M(z) [ |z —4i| =2}
Exercice 27

Représenter les ensembles suivants sur le graphique ci-dessous (on ne demande pas de justification)

<®,}

{M(z) / |z +2+i] = |z —2i|]}

& = {M(z)/ arg(z — 2i + 1) = 2—3-'” (211')} f".zf_i—i]]

a= {mie) /g (55 = (o]

& = {M(z}/Z:i

€4=
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Exercice 28
Déterminer les lieux de points décrits par le point M(z), ou z est un nombre complexe :

1. |z|:

;—2+i‘ 2. arg(z+2i):% 3.22-2z+1elR

4. 222241 €ilR

Exercice 29

1) Déterminer géométriquement I’ensemble des points M d’affixe z du plan complexe vérifiant ;
o fe- 1=l
b) Iz + f| =4

2) Donner, dans chaque cas, une équation cartésienne de 1’ensemble trouvé.

Exercice 30
z+2

A chaque point M d’affixe z du plan complexe, on associe le point M * d’affixe z'= G
+iz

1) Onnote A le point d’affixe —2 et B celui d’affixe .
Interpréter géométriquement le module de z'.
2) Déterminer géométriquement I’ensemble des points M tels que |z]=1.

Donner une équation cartésienne de cet ensemble.

Exercice 31

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (0,4,7). On prendra pour unité graphique 5 cm.
On pose gz, =2 et, pour toul entier naturel n, z,,, = l—giz,, .

1) On note A, le point du plan d'affixe z,. Calculer z,, z,, z,. z, et vérifier que z, est un nombre réel.
Placer les points A, A,, 4, A,, A, sur une figure.
_ : J2)
2) vneN, on pose u, =|z,|. Etablir que Yne N, u, =2 >
3) A partir de quel rang », tous les points A, appartiennent-ils an disque de centre O et de rayon 0,1 ?

Z,

4) a) Etablir que, pour tout entier naturel n, <. —%= - En déduire la nature du triangle OAA,.;.
Zu+l

b) Pour tout entier naturel n, on note Ly, la longueur de la ligne brisée ApA;A...Ay. 14
Onaainsi: L, =ApA1 + AjA; + ... + A, A,
Exprimer L, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (L,) ?

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 32

Soit A(—3i) et B(3 + 2i). Soit M(z). Pour M # B on définit le point M’ d’affixe Z = AT 43_ 3i 5
z—3-21

Déterminer Uensemble & des points M tel que M’ soit un point. de I'axe des imaginaires pur.

Exercice 33

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal direce (O ; 5, 7).
On appelle § l'application qui, 4 tour poine M d'affixe = (£~ 1) associe
le point M" d'affee 2" telle que

# = - i.f:_ .2

s+ 1

Soient A, B er C les points d'affixes respectives a=—=1, =2i et e=~1.
1. Soit C° Pimage du point C par . Donner l'affice ¢ du poine C° sous
forme algébrique, puis sous forme trigonométrigue.

2. Calculer l'affixe o du point I ayant pour image par f le point D
daffixe d’ = 3.

3. Pour tout nombre complexe z différent de = 1, on note p le module de

z+ 1 (cest-d-dire |z+ 1| =p) et p" le module de 2"+ (c'est-d-dire

lz"+i| = Pl

a. Démonrrer que, pour tout nombre complexe z différent de =1, 0n a:
=45,

b. 5ile point M appartient au cercle (I7) de centre A et de rayon 2, man-

trer qualors M’ = (M) appartient & un cercle (I'"), done on précisera le
centre et le rayon.

4. Pour tout nombre complexe z différent de - 1, on considére le nombre
z—2i

complexe w= .
z+1

a. Interprérer gdomérriquement largument du nembre complexe .

b. Montrer que 2" =~iw.

€. Dérerminer I'ensemble (F) des poines M d'affixe = telle que 2 soit un
réel non nul.

d. Vérifier que le point D appartient aux ensembles (I7) e (F).

5. Représenter les ensembles (I'). (F) et (I') en prenant 4 cm pour
uniré graphique,
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Exercice 34

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal (O,u,v) (unité graphique : 2cm),
on considére les points A et B d’affixes respectives z, =—let zz =3i.

Soit la fonction f privé du point A dans P qui, a tout point M d’affixe z, associe le point
M’ d’affixe z’ telle que :

1. Soit C le point d’affixe z =2-1.
Montrer qu’il existe un seul point D tel que f(D)=C.
2. Déterminer la nature du triangle ABC.
3. A I’aide de I’égalité (1), montrer que, pour tout M distinct de A etde B :

om =M o (H,oM):EJr(ﬂ,NTB) [27]
AM 2
4. En déduire et construire les ensembles de points suivants :
a. L’ensemble (E) des points M tels que I’image M’ soit située sur un cercle (I') de

centre O, de rayon 1.
b. L’ensemble (F) des points M tels que 1’affixe de M’ soit réelle.

Exercice 35
Soient A et B les points d’affixes respectives z, =1+1i et zg =2i.
A tout complexe z différent de A on associe le complexe z’ tel que :

coz=2
7Z =

z—1-i
a. Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que z’ soit imaginaire pur.
Montrer que B € (E). Déterminer et construire I’ensemble (E).

b. Soit (F) I’ensemble des points M d’affixe z tel que ‘z‘ =1. Déterminer et

construire (F).

Chapitre 8 : Nombres complexes

Problemes de synthése

Exercice 36
Le plan est rapporté au repére orthonormal(0,4,¥). On prendra une unité graphique de 3 cm. On définit
- . . . . o , 344 7

I"application f qui & tout point M d’affixe z du plan associe le point M’ d’affixe 2’ avec Z-:(_'*Q(:"'i_
1) On considere les points A, B, C d'affixes respectives za =1 + 2/, zg=1 et zc = 3.

Déterminer les affixes des points A ', B, C ' images respectives de A, B, C parf.

Placer les points A, B, C, A", B, C ' dans le repere.
2) On pose z=x+iy (avec x et y réels).

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z ' en fonction de x et y.

3) Montrer que l'ensemble des points M invariants par f est la droite (D) d'équation y =%x.

Tracer (D). Quelle remarque peut-on faire ?

4) Soit M un point quelconque du plan et M ' son image par f.
Montrer que M ' appartient 3 la droite (D).

5) a) Montrer que, pour tout nombre complexe zona: iz_—z = ”TZH %
A

-z

24

b) En déduire que, si M" %M, les droites (OA) et (MM ") sont parallgles.

6) Un point quelconque N étant donné, comment construire son image N ' ?
On pourra €tudier deux cas, suivant que N appartient ou non a (D).
Effectuer la construction sur la figure.

En déduire que le nombre est réel.

Exercice 37
Dans le plan complexe rapporté 3 un repére orthonormal direct (0,i,7} (unité graphique 2 cm), on considére

les points A, B et C d'affixes respectives z, =2, z, =1+iv3 et z, =1-i3.

Partie A

1) Donner la forme trigonométrique de z, puis z,. Placer les points A, Bet C.

2) Déterminer la nature du quadrilatére OBAC.

3) Déterminer et construire 'ensemble D des points M du plan tels que |z|=|z-2.

Partie B
A tout point M d'affixe z tel que z # z , on associe le point M ' d'affixe z” défini par z':—i2 .
z—
1) a) Résoudre dans C I'équation z'=—i2 .
7~

b) En déduire les points associés aux points B et C.
¢) Déterminer et placer le point G' associé au centre de gravité G du triangle OAB.
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2) a) Question de cours :
Prérequis : Le module d'un nombre complexe z vérifie |z =27 oil 7 est le conjugué de z.

Démontrer que : = Pour tous nombres complexes z, et z,,

7% z;[ =2 |x]z[.
1

2

Z

»Pour tout nombre complexe z non nul,

2l4
-2
¢) On suppose dans cette question que M est un point quelconque de D, ob D est I'ensemble défini a la
question 3) de la partie A.

b) Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2, ]z'~ 2| =

Démontrer que le point M ' associé 8 M appartient 4 un cercle I dont on précisera le centre et le rayon.

Tracer I.

Exercice 38

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, ;), ;’) /
Soit f I’application qui a tout point M du plan d’affixe z différent de i associe le point M’
d’affixe 2’ telle que

!

_z—1+42

S oz—i

1) Calculer I’affixe a’ du point A’ image du point A d’affixe @ = 1 + 3i par f.

2) Déterminer I’affixe du point B qui a pour image par f, le point B’ d’affixe &’ = 3i.

Exercice 39
Pour chaque question, une affirmation est proposée. Indiquer si chacune d’elles est vraie
ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

3 5l.di e s
Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, u , v ).

1) Affirmation 1 :
Le point d’affixe (—1 + #)'? est situé sur I’axe imaginaire.
2) Affirmation 2 :

Dans I’ensemble des nombres complexes, I'équation : z—Z + 2 —4i = 0 admet une
solution unique.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 40
On note C I’ensemble des nombres complexes.

- ~ r -_> _'—) . -
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O, u, v ) . L'unité sur la feuille
annexe a rendre avec la copie est de 2 cm sur chaque axe.
Le graphique sur la feuille annexe sera complété au fur et & mesure des questions.

On considére la fonction f qui 4 tout nombre complexe z associe f(z) = z°> +2z+9

1) Calculer 'image de —1 + i3 par la fonction f.

2) Résoudre dans C I’équation f(z) = 5.
Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.
Construire alors sur le graphique, a la régle et au compas, les points A et B dont les
affixes sont solution de 1’équation (A étant le point dont I’affixe a une partie imaginaire
positive).
On laissera les traits de construction apparents,

3) Soit A un nombre réel. On considére |’équation f(z) = A d’inconnue z.
Déterminer I’ensemble des valeurs de A pour lesquelles I’équation f{(z) = A admet
deux solutions complexes conjuguées.

4) Soit (F) 'ensemble des points du plan complexe dont I’affixe z vérifie : [f(z) — 8| = 3
Prouver que (F) est le cercle de centre Q(—1 ; 0) et de rayon V3.
Construire (F) sur le graphique. On indiquera comment tracer ce cercle.

5) Soit z un nombre complexe, tel que z = x + iy ol x et y sont des nombres réels.

a) Montrer que la forme algébrique de f(z) est
x* =+ 2x+ 9+ i(2xy + 2y)
b) On note (E) I’ensemble des points du plan complexe dont I’affixe z est telle que
f(z) soit un nombre réel.
Montrer que (E) est la réunion de deux droites D, et D, dont on précisera les équa-

tions.
Compléter le graphique de I’annexe en tragant ces droites.

6) Déterminer les coordonnées des points d’intersection des ensembles (E) et (F).
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Exercice 41

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justification n’est demandee.
Pour chacune des questions, une seule des quatre ou trois propositions est exacte. Une
réponse exacte rapporte 1 point ; une réponse inexacte enléve 0,5 point; I'absence de
réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée a zéro.

1) Soitz; = V6€&'f etz; = V2e 3. La forme exponentielle de i 2L st

Z
a) V3e't b) VI2eifs ) V3e't d) V3o
2) L’équation —z = z, d’inconnue complexe z, admet :
a) une solution

b) deux solutions

¢) une infinité de solutions dont les points images dans le plan complexe sont situés
sur une droite.

d) une infinité de solutions dont les points images dans le plan complexe sont situés
sur un cercle.

3) Soit " I’ensemble des points M d’affixe z vérifiant |z + 1] = |z = i].
a) I' est ’axe des abscisses.
b) I' est I’axe des ordonnées.
c¢) I est le cercle ayant pour centre O et pour rayon 1.
4) On désigne par B et C deux points du plan dont les affixes respectives & et ¢ vérifient
Iégalité g = V2.
a) Le triangle OBC est isoctle en O.
b) Les points O, B, C sont alignés.

¢) Le triangle OBC est isocele et rectangle en B.

Exercice 42

Les quatre questions de cet exercice sont indépendanies.
Pour chaque question, une affirmation est proposée. Indiquer si chacune d’elles est vraie
ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

—
le plan est rapporté au repére orthonorme direct (O, u , v ).
On considére les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :

1
a=2+%1’, b=-1—-i, c¢c=3+I, d=5+§i et e=3-4i

Chapitre 8 : Nombres complexes

1) Affirmation 1 : les points A, B et C sont alignés.
2) Affirmation 2 : les points B, C et D appartiennent 2 un méme cercle de centre E.

3) Affirmation 3 : L’ensemble des points M dont I’affixe z vérifie I'égalité |z—i| = [z + 1]
est une droite.

4
4) Affirmation 4 : Le nombre complexe (l +i \/5) est un nombre réel.

Exercice 43

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, ;), ;)) .

On considére le point A d’affixe z4 = 1 et le point B d’affixe zg = i.

A tout point M d’affixe zy; = x + iy, avec x et y deux réels tels que y # 0, on associe le
point M” d’affixe z)p = —izy.

On désigne par I le milieu du segment [AM].

Le but de I’exercice est de montrer que pour tout point M n’appartenant pas a (OA), la
médiane (OI) du triangle OAM est aussi une hauteur du triangle OBM’ (propriété 1) et
que BM’ = 20I (propriété 2).

L

1) Dans cette question et uniquement dans cette question, on prend zy = 2e7'5.
a) Déterminer la forme algébrique de zy.
b) Montrer que zyp = — V3 -i.
Déterminer le module et un argument de zy-.
c) Placer les points A, B, M, M’ et I dans le repére (O, ? ;)) en prenant 2 cm pour
unité graphique.
Tracer la droite (OI) et vérifier rapidement les propriété 1 et 2 a 1’aide du graphique.
2) On revient au cas général en prenant zy = x + iy avec y # (.
a) Déterminer ’affixe du point I en fonction de x et y.
b) Déterminer I’affixe du point M’ en fonction de x et y.
¢) Ecrire les coordonnées des points I, B ct A"
d) Montrer que la droite (OI) est une hauteur du triangle OBM’.
e) Montrer que BM’ = 20L
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Exercice 44
On considére 'équation (E) : 22 = 4+ )22 +(7T+i)z-4=0
ol z désigne un nombre complexe.
Partie A
1) a) Montrer que (E) admet une solution réelle évidente, note z;.
b) Déterminer les deux nombres complexes a et b tels que, pour tout nombre
complexezon ait: 22 — (4 + )2 + (T +)z-4=(z-2)(z—2 - 2i)az +b)
2) Résoudre (E).
Partie B

—_— —3 e .
Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O, u#, v ), on considére les trois
points A, B et C d’affixes respectives 1, 2 + 2iet | — /.

1) Représenter A, B et C.
2+2i .
2) Déterminer le module et un argument de I ,I. En déduire la nature du triangle

OBC. -
3) Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC 7 Justifter.
4) On donne le point D d’affixe 2. Quelle est la nature de OCDB ?

Exercice 45

Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte. Le candidat indiquera
sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Au-
cune justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapporte | point ; une réponse inexacte enléve 0,5 point; ['absence
de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée a zéro.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct d’origine O.

1) Une solution de ’équation 2z +zZ =9 + i est;

a) 3 b) i ¢)3+i
2) Soit z un nombre complexe; |z + 7| est égal a :
a)lz] + 1 b) |z - 1| ¢)|iz+ 1|

-1+iV3
— " est:

3) Soit z un nombre complexe non nul d’argument 6. Un argument de

n 2n 2
__ b= +0 A
a) 3+6* )3+ c)3 6

Chapitre 8 : Nombres complexes

* I3 . n . * - .
4) Soit n un entier naturel. Le complexe ( V3 + z) est un imaginaire pur si et seulement
si:

ayn=3 byn=6k+3, keN c)n==06k keN
5) Soient A et B deux points d’affixe respective i et —1. I’ensemble des points M
d’affixe z vérifiant |z — i| = |z + 1| est :
a) la droite (AB) b) le cercle de diamétre ¢) la droite perpendiculaire
[AB] a (AB) passant par O

6) Soit  le point d’affixe 1 — i. L’ensemble des points M d’affixe z = x + iy vérifiant
|z —1+i] =|3 — 44 a pour équation ;

by(x-1+3* = V5  ¢)z=1-i+5¢"avecd
réel
7) Soient A et B les points d’affixes respectives 4 et 3i. L’affixe du point C tel que le

, L —_— —\ 7
triangle ABC soit isocéle avec (AB , AC ) =5 est:

ay=-x+1

a)l —4i b) -3i )7 +4i
-2
8) L’ensemble des solutions dans C de I’équation z 1=2 est :
z—
a){l -1} b) L’ensemble vide Qf{l—i; 1+1i
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Annales du baccalauréat
Exercice 46 Antilles-Guyane - 22 juin 2015
PartieA
On appelle € I'ensemble des nombres complexes.
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé [O: u, F) on a placé un point
M d’affixe z appartenant A C, puis le point R intersection du cercle de centre O pas-
sant par M et du demi-axe |O; ;]

M

ol — R
u
1. Exprimer l'affixe du point R en fonction de ,lz 12l
z+lz
2. Soit le point M’ d'affixe z’ définie par z'= 3\ 2 ]

Reproduire la figure sur la copie et construire le point M.
Partie B
On définit la suite de nombres complexes (z,) par un premier terme 2o appartenant

a C et, pour tout entier naturel #, par la relation de récurrence :

Zn +|zn|
4

Le but de cette partie est d'étudier si le comportement a l'infini de la suite (|z,])
dépend du choix de 2.

2+l =

1. Que peut-on dire du comportement a 'infini de la suite (|z,[) quand z est
un nombre réel négatif?

2. Que peut-on dire du comportement a l'infini de la suite (|z,]) quand z; est
un nombre réel positif? '

3. On suppose désormais que zgn'est pas un nombre réel.

a. Quelle conjecture peut-on faire sur le comportement a l'infini de la suite
(IzaD)?

b. Démontrer cette conjecture, puis conclure.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 47 Meétropole La réunion - 22 juin 2015
1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation (E) d'incon-
nue z:
Z2-8z+64=0.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; u, ?]
2. On considére les points A, B et C d’affixes respectives @ = 4 +4iv3, b=4-
4iv3 et c = 8i.
a. Calculer le module et un argument du nombre a.
b. Donner la forme exponentielle des nombres a et b.

¢. Montrer que les points A, B et C sont sur un méme cercle de centre O dont
on déterminera le rayon.

d. Placer les points A, B et C dans le repére |O; u, F)

Pour la suite de I'exercice, on pourra s’aider de la figure de la question 2. d. complé-
tée au fur et 3 mesure de 'avancement des questions.
. iz iZ
3. On considére les points A', B’ et C' d"affixes respectives a’ = ae'3, b’ = be'3 et
i B

¢ =ce's.

a, Montrer que b’ = 8.

b. Calculer le module et un argument du nombre a'.
Pour la suite on admet que @' = -4 +4iv3 et ¢’ = —4V/3 +4i.

4. On admet que si M et N sont deux points du plan d’affixes respectives m et
+n

m
n alors le milieu / du segment [MN] a pour affixe et la longueur MN

est égale a [n—ml|.

a. On note r, s et I les affixes des milieux respectifs R, S et T des segments
[A'B], [B'C] et [C'A]
Calculer r et 5. On admet que ¢ =2—2v/3 +i(2+2/3).

b. Quelle conjecture peut-on faire quant a la nature du triangle RST ?
Justifier ce résultat.

Exercice 48 Asie - 16 juin 2015

Le plan est muni du repéte orthonormé direct [0, ;, r_;]

V3

1
On donne le nombre complexe j= -—+i—.

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés du nombre j et de mettre en évi-

dence un lien de ce nombre avec les triangles équilatéraux.

Partie A : propriétés du nombre j
915
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1.

2.

3.

4,

a. Résoudre dans |'ensemble C des nombres complexes I'équation

Z+z+1=0.

b. Vérifier que le nombre complexe j est une solution de cette équation.

Déterminer le module et un argument du nombre complexe j, puis donner sa forme
exponentielle.

Démontrer les égalités suivantes :

a P=1;

b. #=-1-].

On note P, Q, R les images respectives des nombres complexes 1, j et j? dans le plan.
Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier la réponse.

Partie B

Soit a,

b, c trois nombres complexes vérifiant I'égalité a +jb +j2c = 0.

On note A, B, C les images respectives des nombres a, b, ¢ dans le plan.

1.
2.
3.
4,

En utilisant la question A - 3. b., démontrer I'égalité : @~ c = j{c — b).
En déduire que AC=BC.

Démontrer I'égalité : a— b =i*(b - ¢).

En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 49 Polynésie - 12 juin 2015

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé [O, u, F] A tout point M
d’affixe z du plan, on associe le point M’ d’affixe z’ définie par:

.
.

-3-iv3
. Soit A le point d’affixe -u—éi et B le point d’affixe

z =z +4z+3.

. Un point M est dit invariant lorsqu'il est confondu avec le point M’ associé.

Démontrer qu'il existe deux points invariants. Donner I'affixe de chacun de
ces points sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle.

-3+iV3

Montrer que OAB est un triangle équilatéral.

Déterminer I'ensemble € des points M d’affixe z = x+iy oll x et y sont réels,
tels que le point M’ associé soit sur I'axe des réels.

Dans le plan complexe, représenter les points A et B ainsi que I'ensemble €.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 50 Polynésie - 12 juin 2015
Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en
justifiant la réponse.
I est artribué un point par réponse exacte correctement justifiée.
Une réponse non justifiée n'est pas prise en compte. Une absence de réponse n'est pas
pénalisée.

1. Dans le plan muni d'un repére orthonormé, on 5
note S 'ensemble des points M dont I'affixe z vé-
rifie les deux conditions :

lz=1l=|z-il et [z—-3-2i|<2

Sur la figure ci-contre, on a représenté le cercle de
centre le point de coordonnées (3; 2) et de rayon
2, etla droite d’équation y = x.

Cette droite coupe le cercle en deux points A et B.

Affirmation 1 : 'ensemble S est le segment [AB].
2. Affirmation 2 : le nombre complexe (v3+i)">" est un réel.

Exercice 51 Amérigue du Nord - 2 juin 2015

On se place dans un repére orthonormé et, pour tout entier naturel n, on définit les points (A;)
par leurs coordonnées (xp, ; y,) de la fagon suivante :

X = -3 . Xp+1 = 0,8x,-0,6y,
et pour tout entier naturel n:
{ Yo = 4 P { ¥nr1 = 0,6x,+0,8y,
Dans le plan complexe, on nomme, pour tout entier naturel n, z, = x, + iy, l'affixe du
point A,.

a. Soit u, = |z4|. Montrer que, pour tout entier naturel n, &, = 5. Quelle interprétation
géométrique peut-on faire de ce résultat?

b. On admet qu'il existe un réel 8 tel que cos(8) = 0,8 et sin{#) = 0,6.
Montrer que, pour tout entier naturel n, el? Zn = Zn+l-

¢. Démontrer que, pour tout entier naturel n, z, =& z.

"
d. Montrer que & + 2 est un argument du nombre complexe zy.

e. Pour tout entier naturel n, déterminer, en fonction de n et 8, un argument du nombre
complexe z,.
Représenter @
Expliquer, pour tout entier naturel #, comment construire le point A,,; a partir du
point Ap. :
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Exercice 52 Nouwelle-Calédonie - 5 mars 2015
On note (uy) et (vy) les suites réelles définies, pour tout entier naturel n, par

\/gun —Un

Up+v3vy,

Upyl =

ug=1 vp=0 et {
Vpy1 =

On pose, pour tout entier naturel n, z, = u, +iv,.
On note a le nombre complexe a = v3 +i.

a. Démontrer que, pour tout entier naturel #, Zn+1 = dZn.
b. Ecrire a sous forme exponentielle.
c. En déduire que, pour tout entier naturel n,

Uy 2n cos(%]

Un 2" sin(%]

Exercice 53 Nouwelle-Calédonie - 17 novembre 2014

Dans les questions 1. et 2., le plan est rapporté au repére orthonormé direct [O, -I:, ?J
On désigne par R I'ensemble des nombres réels.

1. Affirmation1:
Le point d'affixe (~1 +1)'? est situé sur I'axe imaginaire.
2, Affirmation2:
Dans I'ensemble des nombres complexes, I'équation
admet une solution unique.

Z2-Z+2-4i=0

Exercice 54 Antilles-Guyane - 11 septembre 2014

On note € I'ensemble des nombres complexes.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé [O, u, F] On prendra comme unité
2 cm sur chaque axe.

Le graphique sera fait sur une feuille de papier millimétré et complété au fur et & mesure
des questions.

On consideére la fonction f qui a tout nombre complexe z associe

flzy=2"+2z+9.
1. Calculer I'image de —1 +i+/3 par la fonction f.

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 55

11/15

2. Résoudre dans C I'équation f(z) =5.
Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.
Construire alors sur le graphique, a la régle et au compas, les points A et B dont I'af-
fixe est solution de I'équation (A étant le point dont I'affixe a une partie imaginaire
positive).
On laissera les traits de construction apparents.

3. Soit A un nombre réel. On considére I'équation f(z) = A d'inconnue z.

Déterminer 'ensemble des valeurs de A pour lesquelles I'équation f(z) = A admet
deux solutions complexes conjuguées.

4. Soit (F) I'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie

|f(z)—-8]=3.
Prouver que (F) est le cercle de centre Q(~1; 0) et de rayon v/3.
Tracer (F) sur le graphique.
5. Soit z un nombre complexe, tel que z = x +iy ol1 x et y sont des nombres réels.
a. Montrer que la forme algébrique de f(z) est

22—y +2x+9+i2xy +2y).
b. On note (E) I'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est telle que

f(2) soit un nombre réel.

Montrer que (E) est la réunion de deux droites Dy et D; dont on précisera les
équations.

Compiéter le graphique de I'annexe en tragant ces droites.
6. Déterminer les coordonnées des points d’intersection des ensembles (E) et (F).

Meétropole - 19 Juin 2014
On désigne par (E) I'équation

2 +4z2+16=0
d’inconnue complexe z.
1. Résoudre dans C I'équation Z?+4Z +16=0.
Ecrire les solutions de cette équation sous une forme exponentielle.
2. On désigne par a le nombre complexe dont le module est égal a 2 et dont un
argument est égal a %

Calculer a? sous forme algébrique.

En déduire les solutions dans C de I'équation z* = -2 + 2iv/3. On écrira les
solutions sous forme algébrique.
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3. Restitution organisée de connaissances
On suppose connu le fait que pour tout nombre complexe z=x+iyouixeR
et y € R, le conjugué de z est le nombre complexe z défini par z = x—iy.
Démontrer que :
— Pour tous nombres complexes z; et zp, 2,2 = 7] - 2.
— Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non nul n, 2" = (z)".
4. Démontrer que si z est une solution de I'équation (E) alors son conjugué z
est également une solution de (E).
En déduire les solutions dans C de I'équation (E). On admettra que (E) admet
au plus quatre solutions.

Exercice 56 Centres étrangers - 12 Juin 2014
On définit, pour tout entier naturel n, les nombres complexes z par :

Zp = 16
1+i .
Zpel = 5 Zn, pour tout entier naturel n.

On note r, le module du nombre complexe z, : rp =|z,l.
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct d'origine O, on considére les points
Ap d'affixes z,.

1. a) Calculer z;, zp et z3.
b) Placer les points A; et A sur le graphique de I'annexe, A rendre avec la
copie.

. 1+i . )
¢) Ecrire le nombre complexe —5— sous forme trigonométrique.

d) Démontrer que le triangle O Ay A; est isocele rectangle en A;.

2
2. Démonirer que la suite (r,) est géométrique, de raison %

La suite (rp) est-elle convergente?
Interpréter géométriquement le résultat précédent.
On note L, lalongueur de la ligne brisée qui relie le point Ag au point A, en
passant successivement par les points A;, Az, A3, etc.
n-1
AinsiL, =Y AjAin = AcA1+ Al Az+...+ Ap1 Ap.
i=0
3. a) Démontrer que pour tout entier naturel n : Ay A+l = Tn+1-
b) Doenner une expression de L, en fonction de n.

¢) Déterminer la limite éventuelle de la suite (L;).

Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 57 Liban - 27 Mai 2014

On considére la suite de nombres complexes (z,) définie par zg = v/3—i et pour tout
entier naturel n :
zZn+1 = (1 +i}zp.

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.
Partie A

Pour tout entier naturel r, on pose uy = |zyl.

1. Calculer uyg.

2. Démontrer que (uy) est la suite géométrique de raison v/2 et de premier
terme 2.

3. Pour tout entier naturel n, exprimer u, en fonction de n.

4, Déterminer la limite de la suite ().

5. FEtant donné un réel positif p, on souhaite déterminer, 4 I'aide d'un algo-
rithme, la plus petite valeur de I'entier naturel n telle que u, > p.
Recopier I'algorithme ci-dessous et le compléter par les instructions de trai-
tement et de sortie, de fagon 2 afficher la valeur cherchée de I'entier n.

Variables : uestun réel
pest un réel
n est un entier

Initialisation : Affecter 4 nlavaleur0
Affecter a u la valeur 2

Entrée :  Demander la valeur de p

Traitement

Sortie

Partie B

1. Déterminer la forme algébrique de z;.

2. Déterminer la forme exponentielle de zg et de 1 +1.
En déduire la forme exponentielle de z;.

3. Déduire des questions précédentes la valeur exacte de cos [%)
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Exercice 58 Pondichéry - 8 Avril 2014

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé [0. u, ?]
Pour tout entier naturel n, on note A, le point d'affixe z, défini par:

¥

3 .
=1 et Zn+1=(:i‘+*rl Zy.

On définit la suite (r,) par r, = |z,| pour tout entier naturel n.

3 3
1. Donner la forme exponentielle du nombre complexe 2 + -—4—i.

. P . 3
2. a. Montrer que la suite (r,) est géométrique de raison 5
b. En déduire I'expression de r, en fonction de n.
c. Que dire de lalongueur O A, lorsque n tend vers +co?

3. On considéere I'algorithme suivant :

Variables n entier naturel
Rréel
P réel strictement positif

Entrée Demander la valeur de P

Traiternent | R prend la valeur 1
n prend la valeur 0
Tantque R>P

n prend la valeur n+ 1

R prend la valeur \/75 R

Fin tant que

Sortie Afficher n

a. Quelle est la valeur affichée par l'algorithme pour P =0,57

b. Pour P =0,01 on obtient n = 33. Quel est le rdle de cet algorithme ?

4. a. Démontrer que le triangle OA, A4 est rectangle en Apy.

b. On admet que z, = rpe'’s .

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A, est un point de I'axe des

ordonnées.

c. Compléter la figure donnée en annexe, a rendre avec la copie, en repré-

sentant les points Ag, A7, Ag et Ag.
Les traits de construction seront apparents.

A compléter et 2 rendre avec la copie

Asg

Exercice 59 Polynésie - 5 Septembre 2017
On rappelle que pour tout réel a et tout réel b,

cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, v )
On considere la droite D d’équation y = —x+2.

, alors

n 3w
1. Montrer que si le réel 6 appartient a I'intervalle ] ~7 ; 1

cos(f}— Z—) >0.
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2. Soit M un point du plan complexe d’affixe z non nulle. On note p = |z| le mo-
dule de z et 0 = arg(z) un argument de z; les nombres p et 6 sont appelés
coordonnées polaires du point M. @
Montrer que le point M appartient a la droite D si et seulement si ses coor- y
données polaires sont liées par la relation :
2 3
p:——\/_——n—,avec 6:—:]—2; _n[ etp>0.
cos (6 - Z) 44
. (0] A
3. Déterminer les coordonnées du point de la droite D le plus proche de 'origine -
O du repere.
Exercice 60 Métropole - 12 Septembre 2017
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O, —II, —17) A tout point M
d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe =
Z=-z*+2z.
Le point M’ est appelé image du point M. .
p PP gecup Exercice 61 Amérique du Sud- 21 Novembre 2017
1. Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes I'équation : Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O ; U, v ), on consi-

. .3
5 dere les points A et B d’affixes respectives za = 2e 1% etzg=2e'7
—-z°+2z-2=0.

En déduire les affixes des points dont I'image est le point d’affixe 2. 2 +
2, Soit M un point d’affixe z et M’ son image d’affixe z'. B A
On note N le point d’affixe zy = z2. . .
Montrer que M est le milieu du segment [NM']. 14+
3. Dans cette question, on suppose que le point M ayant pour affixe z, appar- _
tient au cercle € de centre O et de rayon 1. On note  un argument de z. v
a. Déterminer le module de chacun des nombres complexes z et zy, ainsi | ‘ l
qu’'un argument de zy en fonction de 6. ' 0 - ‘
b. Sur la figure donnée en annexe page 7, on a représenté un point M sur le -1 v 1 2
cercle 6.
Construire sur cette figure les points N et M’ en utilisant une réegle et un -1+
compas (on laissera les traits de construction apparents). ) L
c. Soit A le point d’affixe 1. Quelle est la nature du triangle AMM'? 1. Montrer que OAB est un triangle rectangle isocéle.
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2. On consideére I'équation

(B): z2-V6z+2=0.

Montrer qu'une des solutions de (E) est I'affixe d’'un point situé sur le cercle
circonscrit au triangle OAB.

Exercice 62 Nouwelle Calédonie- 28 Novembre 2017

On consideére la suite des nombres complexes (z,,) définie pour tout entier naturel n par

_ L+
Ca-m
On se place dans le plan complexe d’origine O.

Zn

1. Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z,,.
Zn+4

a. Démontrer que, pour tout entier naturel », est réel.

Zn
b. Démontrer alors que, pour tout entier naturel n, les points O, A, et Ap.4 sont alignés.

2. Pour quelles valeurs de n le nombre z,, est-il réel?

Exercice 63 Nouvelle Calédonie- Mars 2019

Pour chacune des guatre affirmations suivantes, indiguer si elle est vrae ou fausse et justifier la réponse choisie.
I estattribué | point par réponse exacte correctement justifide. Une réponse non justifiée ne rapporte avcun point. Une absence
de réponse n'est pas pénalisée.

Pour les questions 1 a3, on se place dans un plan muni du repére orthonormé direct [T.J. F J_-'}
1. Soit (E) M'éguation dinconnue le nombre complexe =

z[ =8z +32)=0.

Affirmation 1 : Les points dont les affixes sont les solutions de I"équation (£) sont les sommets d'un triangle d"aire égale
a 16 unités daire.

2. Soit & 'ensemble des points dont les affives z vérifient

jz=3]=|z+3|.

Affirmation 2 : Uensemble £ est le cercle de centre O et de rayon 3.

Chapitre 8 : Nombres complexes

3. On considére la suite de nombres complexes (zq) définie pour tout entier nature] 7 par :

amn
L {1 - w‘i} e
Pour tout entier naturel n, on note My le point d"affixe zp.
Affirmation 3 : Pour tout entier naturel n, les points My O et Mpsa sont alignés.

4. Un considére I'éguation d'inconnue le nombre réel x

sinfx) [2eos’(x)=1) =0,

3 . £ . . s s T I
Affirmation 4 : Cette équation admet exacternent quatre solutions sur Uintervalle | = ; 7] qui sont : e 0; P et

Exercice 64 Nouwelle Calédonie- Novembre 2018

On définit la suite de nombres complexes (z,,) de la maniére suivante : zp = 1 et, pour tout entier
naturel n,

1 2.,
Zn+y1 = gzﬂ+ gl.

On se place dans un plan muni d'un repere orthonormé direct [O yu, vl

Pour tout entier naturel n, on note A, le point du plan d’affixe z,,.
Pour tout entier naturel n, on pose u, = z, — i et on note B, le point d'affixe u,,.
On note Cle point d’affixe i.

1. Exprimer uy41 en fonction de u,, pour tout entier naturel n.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel 1,

Uy = (l]“(l— i)
= 3 .

3. a. Pour tout entier naturel n, calculer, en fonction de n, le module de u,,.

b. Démontrer que
”ETw|z,, —i|=0.
¢. Quelle interprétation géométrique peut-on donner de ce résultat?
4. a. Soit n un entier naturel. déterminer un argument de u,.

b. Démontrer que, lorsque n décrit I'ensemble des entiers naturels, les points B, sont
alignés.

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le point A,, appartient a la droite d'équation
réduite :

y=—x+1
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