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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Economie

CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1

Partie A

1. Les fonctions f'et g sont dérivables sur [0;+oo[ et pour x>0 :

2

()= — % ()= >0
f(x) 1+x£0 etg(x) e

Les limites en + oo sont —oopour la fonction f'et + oo pour la fonction g
Remarque : les tableaux de variations ne sont pas faits.

2 . Comme f{0) = g(0) = 0, on en déduit que f est négative sur [0;+oo[ et que g est positive
sur [O;+oo[.

On a donc pour tout x >0, sFomesou Com

oa STalrea .
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In (1+x)-x <0

2
In (1+x)—x+%zo
Ce qui donne :

2
x—x?sln(1+x)ﬁx

Partie B

l1.u, >0 pour n>1

On raisonne par récurrence sur 7.

3 . (e
Onau, = 5 > 0 et la propriété est vérifiée pour n = 1.

n+l

Siu, >0 alors u,,, =u, [l + J > 0, donc d’aprés le principe de récurrence :

u, >0 pourtout ne N
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2 .pourtout n>1:

lnun=ln(1+;j+ln(l+%J+ +ln(1+—j Zln[ J

On raisonne par récurrence sur 7.

1
.Pourn=1, u, =% et Inu, = ln(l + ?} et la propriété est vérifiée au rang 1.

. < 1
. Supposons que, pour un certain entier n, lnu, = Zln(l + 2—,{)
k=1

On a alors par définition :

Inu,,, = ln[un(
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i Inu, +1Inf 1+ S

~Snfte et =S 14

Et la propriété est vérifiée au rang n + 1.
3 .1l résulte de la partie A, question 2 que pour tout k€ N

1 1
ol e melfid)
2" 3 4"
On en déduit que : limS, =1et limT, =—
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5.a. Variations de u,

On a pour tout n > 1, u, strictement positif :

le-i-
u

n

>l doncu , >u

n+l n+l n

La suite (u, ) est donc strictement croissante

b. Etude de la convergence de (u, )
Onadepluspour n>1: Inu, <S, <1
Donc: u, <e

La suite (u, ) est croissante et majorée donc elle converge.

c. Comme la suite (u, ) est croissante et a termes strictement positifs, ona ¢>0. La fonction

In est continue en ¢ donc limlnu, =In/

n—0

s Fomesoutra com
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De I’encadrement : S, —%Tn <lnu, <8,

On déduit : lim(Sn —%Tnj <lmlnu, < limS,

n—*oo n—+o0 n—>+0

5
Soit:l—%ﬁln(ﬁl -> e®*</r<e

Exercice 2

1. p(D))=04etdonc p(D,)=1-0,4=0,6
p(R,/D,)=03

Comme R, < D, ona: p(Rl): p(Rl le): p(Dl )p(Rl /Dl)
p(R)=0,6x0,3=0,18

2. p(D_2/ 51) = 0,3 car pour que la personne ne décroche pas la seconde fois, il faut qu’elle
n’ait pas décroché la premiére fois et ait été rappelée, et p(R,/D,)=0,2

On en déduit p(D2 /Bl): 1-0,3=0,7 et comme D, C 31,
p(D,)=plD, " D)= p(D, )x plD, /D, )= 0,4x0,7 = 0,28
Comme R, c D, on en déduit :

p(R;)= p(R, 0D, )= p(D,)p(R, / D,) = 0,056

Enfin puisque R est la réunion disjointe de R, et R, , on obtient :
p(R)=p(R,)+ p(Rz) =0,236
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(RAR) p(R) 018
3 BlR)=5 p(R) I;(R) 0,236

4 . On a un schéma de Bernoulli dans lequel la probabilité de succes est p = p(R): 0,236 .

Le nombre de personnes qui répondent au questionnaire est une variable aléatoire suivant une
loi binomiale de paramétre (25 ; p).
On cherche :

2 )
p(X =5)= (5 5}(0,236)5 (1-0,236)" + Fomesoutra.com
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On obtient :

p(X =5)=0,179 2107 pres

Exercice 3

2 4 6
¥ oxt x
S =1-bx" +b°x" = bx° +0(x6)et cosx=1-"—+"——"—+0(x°

1+ bx 20 4 6l

On écrit :

2
Ce qui donne par produit 1 il Zx =1(a—-b)x* + (b2 - ab)x4 + (— b’ +ab® )x6 + o(xﬁ)
+ DX

7 =

Finalement, le développement limité de la fonction est donné par :

cosx - [ qip-Lle [ p rabe et [+ p —ap? i
2 24 120

Le terme d’ordre 2 disparait si b —a = 1/2, et celui d’ordre 4 disparait aussi si :

—b(b—a)=—i<:>b=1/12

Dans ce cas, on trouve a = -5/12 et pour ces valeurs de a et b, on trouve une partie principale
de degré 6 :

1+ ax’ |
CoSX — S =——X
1+bx~ 480
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Exercice 4

Supposons qu’il existe n scalaires 4,,...,4, telsque A,w, +...+ 4w =0

-1
Ceci se réécrit en : nZﬂk (vk +Vi )+ 2,(v, +v, ) =0
k=1

Soit encore : (4, + 4, Jv, + i(ﬁkq + 4, )vk

k=2

Puisque le systéme (v,....,v, ) est linéairement indépendant, on en déduit le systéme :

ﬂ“n = _ﬂ“l
A, =—A,_ pour2<k<n
La deuxiéme égalité donne facilement par récurrence, pour 2<k <n, 1, = (- l)k_] A.

En particulierona A, = (-1)"" 4,. s Fomesoutra com
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On discute maintenant suivant la parité de » :

1. Sinestimpaironaalafois 4, =4, et A, =-4,. Ceciimpose A, =0 et par suite 4, =0
pour tout k. Le systéme est libre.

2. Si n est pair, la derniére équation est 4, = —4,, qui est la méme que la premicere. Elle se

simplifie donc. Pour 4, =(—1)° , onaalors A,w, +...+ 4w, =0. Le systéme est li¢.

Exercice 5

!
1 . Le terme de plus haut de degré P, est obtenu en dérivant n fois X*". Il vaut donc 2—”")( "
n!

a. Le terme de plus haut de degré O, est obtenu en dérivant p fois X " 1l est de degré

2n-p. 11 a donc au plus 2n-p racines.

b. Prouvons comme O, est continue par récurrence finie sur p dans {1.LE n} que 0,
admet exactement p racines distinctes dans |- 1,1 .
Pour p = 1 on sait que Q, (— 1) =0, (l) =0, et le théoreme de Rolle donne I’existence

d’une racine dans |- 11[ .
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Supposons le résultat prouvé au rang p, et prouvons-le au rang p+1 avec p+1<n.
On note —1< ¢, <...<a, <l les p racines de O, dont I’existence est donnée dans
]— 1,1[. Remarquons en outre que puisque 1 et -1 sont racines d’ordre n de Q,, et que
p <n—1, ces deux nombres sont encore racines de Q,. Il suffit alors d’appliquer le
théoréme de Rolle p + 1 fois : une fois entre -1 et «,, p — 1 fois entre &, et ,,, et une

fois entre a , et 1.

3. On a donc prouvé que P, = Q, a au moins 7 racines distinctes dans ]-1,1[. Comme il est
de degré n, il a au plus » racines et donc P, s’annule exactement en n points deux a deux
distincts de |- 1,1[.
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