Limites, continuité dérivabilité Pascal Lainé

Limite, continuité, théoreme des valeurs intermédiaires,
dérivabilité, théoremes de Rolle et des accroissements finis

I Limites Continuités

Exercice 1:
Soit f:]—1,+oo[ — R la fonction définie par :
X

(x) =

f Vi+x2—-VJV1+x
Déterminer les limites de f, si elle existent, en 0 et en +oo.

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Soit f: R* — R la fonction définie par
_ 1
fx) _xE<x_E)

Montrer que f admet une limite en 0 et déterminer cette limite.
Allez & : Correction exercice 2 :

Exercice 3:
Déterminer les limites suivantes
AT+ x—V1+x2 1T+ x2—1+x
a) lim ; b) lim ;
x—0 X X—+00 x2
x#0
In(1 + x? In(x
c) lim¥ ; d) lim )
%20 sin?(x) x-1x — 1

Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Calculer
. E(In(x))
lim ————

X—>+00 X
Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5:
Calculer, si elles existent les limites
. E(In(Vx)) o In(1+x)—x
11m — et llr‘ﬂ—2
X—+00 \/; x—0 X
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soit f: R — R définie par
f(0)=0 et f(x)=x+T six#0
Déterminer 1’ensemble des points ou elle est continue.
Allez a : Correction exercice 6 :
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Exercice 7 :
Calculer si elles existent
1.
~ In(1+e%)
llm ——
X—+00 X
2.
_7 _1
limx 2e x2
x—-0

Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Soit f,: R = R I’application définie, pour tout n € N, par :
@) =In(A+x")+x—-1
1. Montrer qu’il existe ¢,, € [0,1] tel que f,,(c,) = 0.
2. Montrer que f;, est strictement croissante sur R*, en déduire que c,, est unique.
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par f,,(x) = x™ —x — 1, avec n > 2.
1. Montrer qu’il existe un unique x,, > 1 tel que f,,(x,) =0
2. Montrer que f,41(x,) > 0.
3. En déduire que la suite (x,,) est décroissante et quelle converge vers une limite 1.
4. Déterminer [.
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10:
Soit n € N*. Soit f,, une fonction définie sur [0,1] par :

L@ =1-5-x"

Montrer qu’il existe un unique x,, € [0,1] telle que f,,(x,) = 0.
Montrer que pour tout n € N*, f,,,1(x;,) > 0,
En déduire que (x,)nen+ €st monotone et qu’elle converge vers une limite [.
Supposons qu’il existe M € R tel que pourtoutn e N*0<x, <M <1

a. Calculer la limite de xj; lorsque n tend vers 1’infini.

b. Montrer qu’il y a une contradiction et en déduire la limite de (x,,),en*
Allez a : Correction exercice 10 :

Hwbd e

Exercice 11 :
1. Soient a et b des nombres réels tels que a < b et f une application de [a, b] dans [a, b]
a) On suppose que pour tout (x,y) € [a,b] X [a,b] ona:
lfC) —FO < Ix—yl
Montrer que f est continue sur [a, b].
En déduire qu’il existe x € [a, b], tel que f(x) = x.
b) On suppose maintenant que pour tout (x,y) € [a,b] X [a,b] x # yona:
1fCGo) —fFOI < lx -yl
Montrer qu’il existe un unique x € [a, b], tel que f(x) = x
2. On désigne par f I’application de [0,2] dans R, définie pour tout x € [0,2] par :
f(x) =In(2 + x?)
a) On pose
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M = xrg[gfé]lf’(x)l
Montrer que M < 1.
b) En déduire, en montrant que £([0,2]) < [0,2], qu’il existe un unique x € [0,2] tel que f(x) = x.
On notera X cet élément.
C) Montrer que I’application f est injective.
On définit la suite (x,,),ey de nombres réels par la donnée de :
X0 €[02] et xp4q=f(x,) sin=0
d) Montrer que si x, # X, alors pour toutn > 0, x,, # X.
e) On suppose que x, # X. Montrer que pour toutn > 0
|2n 41 — %I <
|xn - fl -
f) En déduire que pour tout x, € [0,2], la suite (x,,),,ey CONVerge vers x.
On donne 0,69 < In(2) < 0,7¢et 1,79 <In(6) < 1,8.
Allez a : Correction exercice 11 :

M

I1 Continuité dérivabilité

Exercice 12 :
Les fonctions f, g et h: R — R définies par :

3
fG) =xlxl; g =x5 k@) = cos({Ixl)
Sont-elles dérivables en 0 ?
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13:
Soit f la fonction définie sur [0,1] par

0 si x=0
x In(x
fx)=<x+ () si O0<x<1
1—x
0 si x=1

1. Montrer que fest continue sur [0,1].
2. Montrer qu’il existe ¢ € ]0,1[ telle que f'(c) = 0. (on ne demande pas la valeur de ¢).
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer la dérivée lorsqu’elle existe :
1. xe f(x) =In(In(x)) six>1
2. x> gx)=In(e* +1)sixeR
ei si x<0
3. xmh(x) =10 si x=0
xIn(x) —x si x>0
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Soient a et b deux réels
Soit f: R — R la fonction définie par
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sin(ax
i) si x<0
x:
fe) 1 si x=0
ebx — x si x>0

1. ATlaide de la reégle de L’Hospital déterminer la limite suivante
cos(x) x — sin(x)
m

x—0 x2
2. Déterminer a et b pour que f soit continue sur R.
3. Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur R.
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16:
Soit a et b deux nombres réels. On definit la fonction f: R — R par
ax+b six<0
X = 1
1+x
1. Donner une condition sur b pour que f soit continue sur R.
2. Déterminer a et b tels que f soit dérivable sur R et dans ce cas calculer f'(0).
Allez a : Correction exercice 16 :

six>0

Exercice 17 :
Soit f:]0, +oo[ - R I’application définie par
ex
fx) = —

X
1. Etudier les variations de f.

2. Comparer les réels e™ et .
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
On considére I’application f: [—1,1] - R, définie par :

fx) =%<\/1+x2 —\/1—x2), six#0
f(x)=0 six=0
1. Montrer que f est continue sur [—1,1].
2. Montrer que f est dérivable sur ]—1,1[ et déterminer f'(x) sur |—1,1].
3. Montrer que I’application dérivée f': ]—1,1[ — R est continue sur |—1,1].
Quel est I’ensemble des x € |—1,1[ pour lesquels f'(x) = 0.
4. Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe. En déduire que f est injective.

5. On désigne par f la bijection de [—1,1] sur f([—1,1]) définie par f(x) = f(x), pour tout x €
[—1,1] et on désigne par f~* sa bijection réciproque.
Justifier I’existence et déterminer ( f ‘1)’(0).

Allez a : Correction exercice 18 :

Exercice 19:
Soit f: R — R la fonction définie par :
e* si x<0
f(x):{ax2+bx+c si x>0
Déterminer a, b et ¢ dans R tels que f soit C? (c’est-a-dire deux fois dérivables et que la dérivée
seconde soit continue). Est-ce que dans ce cas f est C3 ?
Allez a : Correction exercice 19 :
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Exercice 20 :
On considere la fonction f de R dans R définie par :
sin(x)

fe=1, *

1 si x=0
x?+1 si x>0
1. Lafonction f est-elle continue sur R ?
2. Déterminer I’ensemble des points ou f est dérivable ?
3. Calculer la dérivée de f aux points x ou elle est dérivable ?
Allez a : Correction exercice 20 :

si x <0

Exercice 21 :
Soit f:[0,1] - R la fonction définie par :
1

fa) =41+ )
2x + Ax? si ESxSl

=

si 0<x<-=

N

1. Déterminer, s’ils existent, les A € R pour que f soit continue.
2. Déterminer, s’ils existent, les A € R pour que f soit dérivable.
Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :

Soit f la fonction définie sur R par :
1

f(x) :{e_x_2 six#0

0 si x=0
1. Montrer que f est continue sur R.
2. Pour tout x # 0 calculer f'(x).
3. Calculer
lim £ ()
x+0
Que peut-on en déduire ?
4. Déterminer les limites de f en +oo.
5. Dresser le tableau de variation de f et tracer sommairement son graphe.
Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
Soit f: R — R une fonction telle que
vx,y € R, [f(x) — f(¥)] < Isin(x) — sin(y)
1. Montrer que la fonction f est 2m-périodique.
2. Montrer que f est continue sur R.
3. Montrer que f est dérivable en et calculer (g)

Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
Calculer les dérivées des fonctions f: R - R g: R \ {km, k € N} et h: R — R définies par

f(x) =1n(e*); g(x) =In(sin?(x)); h(x) =x++/1+ x2

Montrer aussi que
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oy h(x)
"= e

Allez a : Correction exercice 24 :

Exercice 25:
Les fonctions f, g: R — R définies par
f(x) = Ix|sin(x) et g(x)=In(1+ |x])
Sont-elles dérivable en 0 ?
Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :

Calculer, lorsqu’elles existent, les dérivées des fonctions suivantes :
fi:x ~ In(3 + sin(x))
foix e ln(v1 + x2)

f31 x = In (2+cos(x))

2—cos(x)
x+1

farx > x

fs: x & sin((e¥)?)

sin(x)

 ferx P x o x
Allez a : Correction exercice 26 :

o s w e

Exercice 27 :
Les fonctions f, g et h: R — R définies par :

f(x):{sin(%) six;tO’ g(x):{xsin<%) six;tO;

0 six=0 0 six=0

h(x)={x2 sin(%) six#0, L-(x)=ix3 sin(%) six#0
0 six=0 0 six=0

Les fonctions f, g, h, i sont-elles continues en 0, dérivables en 0, de classe C* en 0.
Allez a : Correction exercice 27 :

Exercice 28:
Soit g: [0,1] — R de classe C* telle que g(1) = 0.
Soit f,,: [0,1] — R définie pour tout n > 0 par f,,(x) = x™g(x)
1. Montrer que pour tout n > 0, il existe a,, € ]0.1] telle que :
sup |f ()| = fulay) et fr(ay) =0
x€]0.1]

2. Calculer f,,(a;) en fonction de a,, g'(a,) et n. En déduire
lim sup [f,(x)]

n—=>+ yelo.1]
Allez a : Correction exercice 28 :

111 Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements finis.

Exercice 29 :
Soit f la fonction f: R — R définie par

fx)=4 2
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Montrer qu’il existe ¢ € [02[ tel que : f(2) — f(0) = (2—-0)f"(c)
Déterminer les valeurs possible de c.
Allez a : Correction exercice 29 :

Exercice 30:
1. Montrer que pour tout x, y reelson a :
| sin(x) —sin(y)| < |x — y|
2. Montrer que pour tout x > 0

X
1+—x<ln(1+x)<x

Allez a : Correction exercice 30 :

Exercice 31 :
Soit f une application de I’intervalle [0,1] dans R.
On suppose que f est continue sur [0,1], dérivable sur ]0,1[, que £(0) = 0 et que pour tout x € ]10,1],
onaf'(x) # 0.
Montrer que f conserve un signe constant sur ]0,1[.
Allez a : Correction exercice 31 :

Exercice 32 :
Soit f:[0,1] —» R une application continument dérivable sur [0,1] (ce qui signifie que f est continue et
dérivable sur [0,1] et que f" est continue sur [0,1]).
On suppose de plus que f(0) = 0, et que, pour tout x € [0,1], on ait f'(x) > 0. Montrer qu’il existe un
nombre réel m > 0 tel que, pour tout x € [0,1], on ait :
f(x) =mx
Allez a : Correction exercice 32 :
Exercice 33:

Soit f:[0,1] —» R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe ¢ € [O%] telle
que :

f@=f(c+3)

Allez a : Correction exercice 33 :

Exercice 34 :
Soit f,,: [0,1] - R définie par f,,(x) = x™ sin(mx)
1. Montrer qu’il existe a, € ]0,1[ tel que £, (a,) = 0. On pourra appliquer le théoreme de Rolle en
rappelant les hypotheses.
2. Calculer £, (a,) en fonction de a,, de n et de cos(ma,,).
3. En déduire la limite de f,, (a,,) lorsque n tend vers 1’infini.
Allez a : Correction exercice 34 :

Exercice 35 :
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction deux fois dérivable sur [a, b] telle que
f(a) = f(b) = 0 et pour tout x € ]a, b[, f"'(x) < 0. Montrer que, pour tout x € [a, b], f(x) = 0.
Allez a : Correction exercice 35 :

Exercice 36:
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Soit f une fonction continue sur [a, b], avec f(a) = f(b) = 0, telle que f soit dérivable sur ]a, b et
telle que sa dérivée soit strictement décroissante, ¢’est-a-dire que la fonction f' est strictement
décroissante.
1. Montrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c) = 0.
2. Montrersit € ]a,c[alors f'(t) > 0etquesit € ]c, bl alors f'(t) < 0.
3. Montrer que f est strictement croissante sur [a, c] et décroissante sur [c, b]. On pourra utiliser le
théoréme des accroissements finis (on fera attention au fait que f n’est pas dérivable en a et en
b.
4. Montrer que f admet un maximum global en x = c.
5. Montrer que pour tout x € [a, b], f(x) = 0.
Allez a : Correction exercice 36 :

Exercice 37 :
Soient a et b des réels tels que 0 < a < b.
1. A T’aide du théoréme des accroissements finis montrer que

b= a(h) = In(a) < 2=4
b n nla P

2. Soit f:[0,1] - R, de classe C? sur [0,1] et deux fois dérivable sur ]0,1] telle que :
fO=0f1)=0f'(0)>0 et f'(1)<0
De plus on supposera que Vx € ]0,1[, f" (x) < 0.
2.1. Montrer qu’il existe @ > 0 tel que pour tout x € [0, a], f'(x) > 0.
2.2. Montrer que f(a) > 0.
2.3. On suppose qu’il existe B € 10,1[ tel que f£(B) = 0, montrer qu’il existe ¢; € |0, B[ et c, € 18, 1] tel
que f'(c1) = f'(cz) = 0, en déduire une contradiction.
2.4. Déterminer le signe de f(x) pour tout x € ]10,1].
3. On considére la fonction f définie par :
f(x) =In(xa+ (1 — x)b) — xIn(a) — (1 — x) In(b)
Montrer que f Vvérifie les hypothéses du 2 (En particulier on vérifiera que f est bien définie [0,1]. Puis que pour
tout x € 10,1
In(xa + (1 —x)b) > xIn(a) + (1 — x) In(b)
Allez a : Correction exercice 37 :

Exercice 38:
Soient a et b des réels tels que a < b.
1. ATl’aide du théoréme des accroissements finis montrer que
(b—a)e* <el —e? < (b—a)e?
2. Soit f:[0,1] — R, de classe C* sur [0,1] et deux fois dérivable sur ]0,1][ telle que :
fO)=0;f(1)=0;f(0) <0 et f'(1)>0
De plus on supposera que Vx € 10,1[, f"(x) > 0.
2.1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout x € [0, a], f'(x) < 0.
2.2. Montrer que f(a) < 0.
2.3. On suppose qu’il existe f € 10,1[ tel que f(B) = 0, montrer qu’il existe ¢c; € |0, B[ etc, € |8, 1]
tel que f'(cy) = f'(cy) = 0, en déduire une contradiction.
2.4. Déterminer le signe de f(x) pour tout x € ]0,1].
3. On considere la fonction f définie par :
fx) = eXa+(1=0b _ x0a _ (1 — x)eP
Montrer que f vérifie les hypothéses du 2 (En particulier on vérifiera que f est bien définie [0,1]. Puis que
pour tout x € ]0,1[
exa+(1—x)b < xed + (1 _ x)eb
Allez a : Correction exercice 38 :
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Exercice 39 :
Soit p un entier, p = 2.
1. Montrer, en utilisant le théoréme des accroissements finis qu’il existe un réel ¢ dans I’intervalle
10,1] tel que :
1
(p+c)In(p +¢)

In(In(p + 1)) — In(In(p)) =
2. En déduire I’inégalité :

In(In(p + 1)) — In(In(p)) <

1
pIn(p)

3. Démontrer que

1 1 1
l- ( cee _> =
n—lgloo 21n(2) * 3In(3) et nln(n) e

Allez a : Correction exercice 39 :

Exercice 40 :
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soitn € N, n > 1. En appliquant le theoréme des accroissements finis a la fonction In sur
I’intervalle [n,n + 1], montrer que :

1 1
n—+1< In(n+ 1) —In(n) < E

3. PourneN,n>1,onpose:

1 1 1

_n+1+n+2+m+%
Montrer que la suite (u,)so €St convergente et déterminer sa limite.

Allez a : Correction exercice 40 :

Un

Exercice 41 :

Soit P(X) un polyndme a coefficient réel de degré n > 1.

Montrer que 1’équation P(x) = e* n’a qu’un nombre fini de solutions réelles.
Allez a : Correction exercice 41 :

Exercice 42 :
Soit f:[0,1] —» R une fonction continue telle que f(0) = 0etf(1) =1
On suppose f dérivable en 0 eten et que f'(0) = f'(1) =0
Montrer qu’il existe a € ]0,1[ tel que

fl@ fla)—1
a  a-1
On pourra utiliser la fonction g: [0,1] — R définie par
-1 si x=0
-1
g(x) = f)_f&) six €]0,1[
x x—1
1 si x=1

En déduire que f(a) = a
Allez a : Correction exercice 42 :

Exercice 43 :
Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. On pose
o) = (f(b) — f(@)x* = (b* - a®)f (x)

1. Montrer que ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[, calculer ¢'(x).
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2. Calculer ¢(a) et ¢(b) . En déduire qu’il existe ¢ € ]a, b| tel que :
3¢2(f(b) - (@) = (b — a®)f'(c)

Allez a : Correction exercice 43 :

Exercice 44 :
Soit f: [a, b] —» R une application continue, on suppose que f est dérivable sur ]a, b[, et que pour tout
x € [a,b], f(x) > 0.
Montrer qu’il existe ¢ € |a, b tel que

% = RS

Allez a : Correction exercice 44 :

Exercice 45 :
Soit f: [0, +oo[ - R une application continue, dérivable dans ]0, +oo], telle que f£(0) = 0. On désigne
par g: ]0, +oo[ — R définie par

900 =1%

1. Montrer que g est dérivable sur 0, +oo| et calculer g’(x)
2. Montrer que si f' est croissante sur ]0, +oo[, il en est de méme de g.
Allez a : Correction exercice 45 :

Exercice 46 :
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f: [a, b] — R une application continue sur [a, b] telle que
f(a) < f(b).On suppose de plus que f est dérivable en a eten b et que f'(a) = f'(b) = 0.

1. On pose
900 = f(x) = f(a) = (x — a)%
i.  Montrer que
[® =@

g(x) = f(x) = f(b) — (x = b)

ii.  Montrer que g est dérivable en a et en b. Calculer g'(a) et g (b).
iii.  Endéduire qu’il existe n > 0 tel que Vx € Ja,a + n], g(x) < 0 et qu’il existe n’ > 0 tel que
vx €[b—n',b[,g(x) >0
2. En déduire qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que g(c) = 0.
3. Montrer que
f@—-fl@ fl-fb) fb)-f(a)

c—-a  c¢c—-b = b-a

Allez a : Correction exercice 46 :

Exercice 47 :
On considere une fonction f: R — R dérivable en tout réel a.
1. Que déclare le théoréeme des accroissements finis a propos de :
fla+h) - f(a)
h

2. Montrer que :
lim f'0)=1=1=f'(a)
lim+f’(x) =l=>1=f'(a)
x—-a

3. Soit g une fonction croissante de R dans R, soient

10



Limites, continuité dérivabilité Pascal Lainé

E={gx),x<a} e F={gQy)y>a}
Montrer que E admet une borne supérieure notée m et que F admet une borne inférieure notée M.
Puis montrer que
m<gla) <M
4. Montrer que
lim g(x)=m et lim g(y) =M
L S,

xX—a
5. Montrer que si la dérivée f' de f est croissante alors cette dérivée est continue.
Allez a : Correction exercice 47 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
En 0 le numérateur et le dénominateur tendent vers 0, il s’agit donc d’une forme indéterminée.

Premiére méthode
On va multiplier par I’expression conjuguée.

X _ x(VI+x2+V1+x) _x(V1+x2 + V1 +x)
VitaZ—Vitx (VI+2-Vitx)(Vi+xZ+VTi+z) 1+x2-(1+x)
x(VI+x2+VT+x) x(Vi+x2+V1+x) Vi+xZ++I+«x

- x2 —x - x(x—1) - x—1
Vi+x2+/1+x
x—1 -

f&) =

lim /) = lim
x#0 x#0
Deuxieme méthode
On va utiliser la régle de L’Hospital, on pose
gx)=x e hx)=+1+x2—-V1+x
1

X

gx)=1 et h'(x)=

\/1+x2_2\/1+x

y g’(x)_l. 1 _1_

xl—r%hr(x)_xlgrg) X 1 -1
* * - ey

* VI rx2 2VT+x 2

Par conséquent

. o)
lm fO) =My es =~
x#0 x+0

En + oo le numérateur tend vers 1’infini et le dénominateur est de la forme +o00 — oo, il est donc lui-
méme une forme indéterminée. On peut penser a multiplié par 1’expression conjuguée mais en regardant

cette expression on voit que 1’on retombe sur une forme indéterminée, on peut aussi penser a la régle de
X

L’Hospital mais }CILI(I) Nee est encore une forme indéterminée (que 1’on pourrait arranger assez
x+0

facilement) nous allons donc voir une autre technigue.
En 4+c0 x > 0 donc |x| = x

f@) i - i
X) = = —
V1i+x2—V1+x \/2 1 \/2 1.1 1 1.1
(1) =@ (mry) Hmri-lkfmry
_ X _ 1
1 1.1 1 1,1
x\/ﬁ+1—x\/ﬁ+z \/F-'_l_\/?-l—}
Donc

lim f(x) =1
X—+00

11
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Allez a : Exercice 1:

Correction exercice 2 :
Pour commencer on peut regarder comment se comporte f(x) pour des petites valeurs de x, prenons par
exemple x = %avec p €N\ {0,1}
1

f(x)Z%E(%—p)=5><(—p)=—1—>—1

Lorsque p = +o0
Si par exemple x = — i avecp € N\ {0,1}

1 1 1 1
f(x)——;E(—gﬂﬂ)——;(p—l)——1+5—>—1

Il semble bien que f admette une limite et que cette limite soit —1. Mais pour I’instant nous n’avons
rien démontre.
Pour tout x > 0 réel il existe un unique n € N tel que

1
n<-<n+1
X
Enfaitn=FE (%)

On en déduit que
1 1

<x<—-— et —n—-1<—-——<-n
n+1 X
On additionne ces deux inégalités
1 1 1
n—1+——<x—=-=<-n+-
n+1 X n
Ce qui équivaut a
n 1 1
—n— <XxX——-=-n+-
n+1 X n

On en déduit que E (x - i) vaut -n — 1 ou - n, ce que I’on résume par

—n—1SE(x—%)s—n Y]

On reprend les inégalités

; <x< l 2)

n n

Le but est de « multiplier » les inégalités (1) et les inégalités (2), si tous les termes étaient positifs, il
n’y aurait pas de problémes mais dans les inégalités (1) les termes sont négatifs alors on va tout
multiplier par —1

1
nS—E(x—;)Sn+1 (1)’

On multiplie alors les inégalités (2) par les inégalités (1)’
n 1 n+1
< —xE (x - —) <
n+1 X

(3)
n
D’apres
1
n<-<n+1
X

x>0 n-+o
On fait tendre n vers +oco dans (3) et on obtient

. 1 .
}Cl_r)r(l)—xE(x—;> =1 @}cl_r}%f(x) =-1

x>0 x>0

12
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Pour la limite en 0~ on peut faire un raisonnement semblable ou remarquer que si y n’est pas un entier
(ce qui est le cas puisque le but est de faire tendre y = —x vers 0)
E(-y)=-E(y) -1
Donc pour x < 0
1 1 1
f(x) =xE (x ——) = x(—E (—x +—) — 1) =(—x)E| (—x) — (—) —x=f(—x)—x
X X —X
—x > 0, on peut appliquer le résultat ci-dessus
lim f(~x) = ~1
x<0
Comme la limite de - x est aussi nulle
lim f(x) = -1
x<0
Finalement
lim f(x) = -1
x+0
Ce qui montre a la fois que f admet une limite lorsque x — 0 (avec x # 0) et que cette limite est —1.

Allez a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :
a) Il s’agit d’une forme indéterminée. On va multiplier par 1’expression conjuguée.

VIitx—VIitx?2 (VI+x—-VI+x2)(VI+x+Vi+x?) 1+x-(1+x?)

X x(VI+ 22 +VT+x) x(VI+ 22+ V1 +x)
B x — x? B x(1—x) B 1—x
x(VI+xZ2+V1+x) x(VI+x2+V1+x) Vi+xZ+V1+x
o VI+x—V1+x2 1—x 1
lm =l =
* 20 x OVI+ a2 +1+x

Allez a : Exercice 3 :
b) Il s’agit d’une forme indéterminée. On va multiplier par I’expression conjuguée.

VitaZ —VI+x (VI+22-VI+x)(VI+x2+VT+x)  1+x2—(1+x)
x? - x2(VI+xZ +V1+x) (VI + 22+ VT +x)
o 14+x?P-(1+x) x%—x 3 x(x—1)
_xz(\/1+x2+\/1+x)_xz(\/1+x2+\/1+x)_xz(\/1+x2+\/1+x)
_ x—1 _x—=1 1
Cx(VI+xZ+VI+x) X ArZ itz
x—1

lim =1
X—+00 X
C’est la limite des termes de plus haut degré.
1
lim =0
ot N1+ x2 +V1 +x

Car le dénominateur tend vers 1’infini, finalement
V14 x2—\1+x _ x—1 1
lim = lim X
X N1+x2+V1+x

X—+00 xZ X—>+00
| ] 1

= lim X lim

xoko X xotoy1 4 x2 +4/1+x

=1x0=0

Autre méthode
En 40, x > 0 donc |x| = x

13
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1 1 1 1 1 1
2 (L 2 (L2 2 _ 24 41
\/1+x2—\/1+x_\/x (x2+1) \/x (x2+x)_|x| i x| 2 x
x2 - x2 - x2
1 1 1 1 1 1
_x\/ﬁ+1—x\/ﬁ+§_ F-i_l_ F+E
B x? N X

Le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 1’infini, donc la limite du quotient tend vers 0.
Allez a : Exercice 3 :
c) Le numérateur et le denominateur tendent vers 0, il s’agit d’une forme inderterminée, nous allons

utiliser la régle de L’Hospital, on pose
f(x) =In(1+x%) et g(x)=sin?(x)

Alors
() =y et g'(x) = 2sin(x) cos(®)
fx_1+x2 et g'(x) = 2sin(x) cos(x
, 2x
f'x) 1+ x2 X 1

g'(x)  2sin(x) cos(x) - sin(x) % (1 + x2) cos(x)

X

On a « separé » la partie indéterminée de la partie ou il n’y a pas de probléme

sin(x) (1+x2) cos(x)

Comme on sait que

_ sin(x)
lim =
x—0 X
x#+0
Ona
lim —
im— =
J;Zg sin(x)
D’autre part
li ! =1
90 (1+x2)cos(x)
Finalement
ln(1+x2)_. ( X 1 >_1- X x li 1 =1x1=1
ch:;r% sin2(x) x—I}((l)) sin(x) ~ (1 + x2) cos(x)/ f;r% sin(x) *20 (1 +x2)cos(x) B

Allez a : Exercice 3 :
d) Posonst=x—1eox=1+t
In(x) In(1+1¢)
x—1  t

Premiere méthode

On sait d’aprées le programme de terminale que
o In(1+10) . In(x)
lim——— =1 = lim

t—0 t x-1x —
t+0 x#*1

Deuxiéme méthode
On utilise la régle de L’Hospital, on pose
f(x)=In(x) e gk)=x-1

Alors
Fe=2 e =1
1
fll) % 1
gx) 1 «x
1) [
My ™7 M ™!

14
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Troisieme méthode
In(x) In(x) —In(1)

x—1 x—1
La limite de ce quotient en 1 est la limite du taux de variation de la fonction In en 1, In étant dérivable,
cette limite vaut In'(1) c’est-a-dire (1) =1
X/ x=1

Allez a : Exercice 3 ;

Correction exercice 4 :
Par définition de la partie entiére, E(In(x)) est I’'unique entier tel que :
E(In(x)) <In(x) < E(In(x)) + 1
Pour x assez grand (x > e, ce qui équivaut a In(x) > 1 etdonc E(In(x)) > 0)on a
0 < E(In(x)) < In(x)
En divisant cette inégalité par x > 0
0 < E(In(x)) < In(x)
X X

Comme

. In(x)
lim =

X—+0o X

0

Ona
i Zdn@)

X—+00 X

Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
Pour tout x € R*

E(In(Vx) < In(vx) < E(n(vVx) + 1

Donc
In(vx) — 1 < E(n(vx) < In(vx)
On divise par vVx > 0

In(vx) —1 - E(In(vx)) - In(vx)
Vx Voo T Wx
On pose t = v/x — +oo lorsque x — +oo

In(vx)-1 _ In(®) _ % — 0 lorsque t — 40

NE t
ln(ﬁ)_m
EtT— : -0

Par conséquent
- E(In(vx))
lim ——===0
X—+00 \/E
La limite de % en 0 est une forme indéterminée car In(1 + x) —x — 0 et x? - 0 lorsque x — 0.

Nous allons utiliser la régle de L’Hospital, on pose
fX)=In(1+x)—x et glx)=x?

Alors
! 1 x !
f(x)_l-l-_x_l__1+x et g'(x)=2x
x
f,(x):_1+x:_ 1
g'(x) 2x 1+x

15
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@—limf,(x)—im— ! =-1
x—>0g'(x)_x—>0 14+x

}cl—r}?) gx)
Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :
Notons déja que cette fonction est définie sur R et continue sur R* il reste a étudier la continuité en 0.
D’autre part Vx2 = |x|, nous allons donc distinguer deux cas x < 0 et x > 0.
Si x < 0 alors f(x) =x+_7x=x—1donc
lim f(x) =-1

x—-0"

Six > 0 alors f(x) =x+$=x+1donc
lim, f(x) =1
Par conséquent
RS0 % i 0
Ce qui montre que f n’est pas continue en 0.
Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :
1. Le numerateur et le dénominateur tendent vers +oo, il s’agit d’une forme indéterminée. Nous allons
transformer le numérateur :
In(1+ %) =In(e?*(e™%* + 1)) = In(e?*) + In(e 2* + 1) = 2x + In(1 + %)
Donc
In(1+e*) 2x+In(1+e™?) - In(1 + e~2%)

X X X
In(1+e72%)

In(1 + e~2*) - 0 lorsque x tend vers +oo, par conséquent
In(1 + e?¥)
m ———=2

— 0 lorsque x - +oo et

X—+0o X
- 1 1, e -7 1 "
2. x 2=—7=F n’est définie que pourdes x > 0. x" 2 = — — 400 lorsque x = 0
x2 x x2

1 _L
—5 o~ lorsque x — 0 donc e »%2 — 0 lorsque x — 0.

Il s’agit d’une forme indéterminée. Il est a peu pres clair que la régle de L’Hospital ne donne

1
rien, on va faire un changement de variable X = xiz & x =X 2z,ainsi X - +oo lorsque x - 07.
7
7 _1 1\"2 7
x"2e x% = <X_§) e X = X8e™X
Il s’agit d’une forme indéterminée dont le résultat est connu (I’exponentielle I’emporte) et vaut
0.

7 1 7
Lim x 2e x2 = lim X8e X =0
x—07t X—>+o00

Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

1. Sil’énoncé avait demandé « montrer qu’il existe un unique c¢,, € [0,1] tel que f,,(¢,) = 0 on aurait
étudier la fonction f;, sur [0,1] en espérant pouvoir montrer que cette fonction est une bijection et
que f,,(0) et f,,(1) soient de signe distincts, mais ce n’est pas le cas. L’autre théoréme qui permet ce
genre de résultat (sans 1’unicité) est le théoréme des valeurs intermédiaires.

16
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f» est une fonction continue sur [0,1], £,,(0) = —1 < 0 et £,,(1) = In(2) > 0, d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires il existe c¢,, € [0,1] tel que f,,(c,) = 0.
2. Alors 1, il faut calculer la dérivée de f,, (car, évidemment f,, est dérivable)
nx™ ! nx™ 1+ 1+ x"
fu(x) =

+1= >0
14 xm 14+ xm
Pour tout x € [0, +oo, par conséquent f,, est une bijection de [0,1] sur [f,,(0), f,(1)] = [-1,In(2)],
comme 0 € [—1,In(2)], f,, admet un unique antécédent du réel 0, bref il existe un unique c,, € [0,1]
tel que f,,(c,) = 0.
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
1. fix)=nx"1-1>0

X 1 +0oo

fn(x) +

fa(x) +00
-1 /

f, est une bijection de |1, +oo[ sur |—1, +oo[, comme 0 € |—1, +oo], il existe un unique x,, €
11, +oo[ tel que f,,(x,) = 0.
2. Onax)i—x,—1=0doncx, +1=x}
far1(n) = xpp1 —xn — 1 =2xp — X = x7(x, —1) >0
Car x, > 1.
3. f,+1 €St une bijection croissante donc f£,;;} est aussi une bijection croissante

frr1(xn) > 02 fri1 () > frr1 Onen) = firdi (Frer (80)) > s (fars () = %0 > a0
La suite (x,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers une limite [ > 1
4. Sil>1alors
Xp >l > 1"
Donc

lim x} =+
n—+oo

Ce qui est impossible car pour tout n on a
Xp=x,+1
Le terme de gauche tend vers +oo et celui de droite vers [ + 1, il y a une contradiction. Donc [ = 1.
Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :

L fi(x) =—2—nx"1<0,f(0) =letf(D=1-3-1=—3

X 0 1
o () -

fa(0) | 1 \ B

2

Donc f,, est une bijection de [0,1] sur [—% 1], comme 0 € [— % 1], il existe un unique
x, € [0,1] tel que f,,(x,) = 0.

X
far1(xn) =1 _711_9‘1?“

Or

17
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X. X
falt) =1-—r-xi=0e1-—=x

Donc

X
a1 Cen) = 1= 5 = i1 = 2t =l = 21— x,) 2 0

Carx, >0etl—x, > 0.
3. Laquestion 2. Entraine que
fn+1(xn) =>0= fn+1(xn+1)
La bijection réciproque de f,,., est décroissante donc
fn_-l-ll(fn+1(xn)) < fn_+11(fn+1(xn+1))

Ce qui entraine que

Xn < Xpt1
La suite (x,,),en+ €St croissante, de plus elle est majorée par 1 donc elle converge vers une limite
finie.

a. 0<x, <M entraine que 0 < x;; < M™ comme la limite de M™ est 0,

lim xI' =
n—-+oco n

b. Comme

Cela entraine que

Ce qui est impossible car [ € [0,1]
Par conséquent [ = 1.
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1.
a) Soit x, € [a, b], pour tout € > 0, il existe n = € > 0 tel que
Vx € [a,b], 1x — xo| < €2 |f(x) — f(xo)] < lx — x| <€
Cela montre que f est continue en x,, pour tout x, € [a, b], f est continue sur [a, b].
On pose g(x) = f(x) — x, g est une application continue
g@=f(a—-a=0
Carf(a) €Ela,b] © a<f(a)<b=>0<f(a)—a
gb)=f(b)-b<0
Carf(b) elableoa<fb)<b=>fb)—b<0
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0, ce qui
équivaut a f(c) = c, il reste a changer le nom de c pour obtenir le résultat.
Pour montrer que f est continue en un x, € R quelconque.
Premiére méthode :
Ve>0,3n=€>0,Vx|x —x5l <e=|f(x) — fFx)| < |x —xl <€
Donc f est continue en x, quelconque, donc sur R.
Deuxieme méthode
Pour montrer que f est continue en un x, € R quelconque.
0 <|f(x) — fxo)l < |x — xol

Donc
0 < lim|[f(x) — f(xp)| < lim [x — x| =0
X—Xq X—Xq
On en déduit que
18
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lim [f(x) — f(xp)| =0
X—Xq
Ce qui est équivalent a
lim f(x) = f(xo)
X—Xq

Autrement que f est continue en x, quelconque, et donc sur R.
Allez a : Exercice 11 :
b) Comme
lf ) —fMII<Ix—yl=1fC) = fFOI < [x -yl
On peut appliquer le résultat du a). Il existe x € [a, b] tel que f(x) = x, il reste a montrer
’unicité de x. Supposons qu’il existe x; € [a, b] et x, € [a, b], avec x; # x, tels que
fOx) =x1 et f(x) =x,
Alors
|f (1) — fx)] < |xg — xz]
Ce qui entraine que
lxg — x| < |21 — x5
Or |x; — x,| # 0 donc cette derniére est fausse, par conséquent il existe un unique x € [a, b] tel

que f(x) = x.
Allez a : Exercice 11 :
2.
a) Etudions la fonction f' sur I’intervalle [0,2]
, 2x
f1e = 2 + x2
La dérivée de cette fonction est
. 22+ x%) — 2x x 2x 2 +x% — 2x? 2 — x?
o) = 232 = N = 2 232
(2+x2) (2 +x2) 2+ x2)
Tableau de variation de la fonction f' :
X 0 V2 2
") + 0 —
f'(x) V2
/7 > \ ,
0 3
On en déduit que
V2
M = 7 <1

Allez a : Exercice 11 :
b) D’apreés le tableau ci-dessus Vx € [0,2], f'(x) = 0 donc f est croissante (et méme strictement
croissante puisque la dérivée ne s’annule qu’en un point), donc f([0,2]) = [f(0),f(2)] =
[In(2),In(6)] < [0,2] d’aprés les données a la fin de ’exercice.
De plus, d’aprés la formule des accroissements finis, pour tout x, y € [0,2], il existe ¢ € [x, y] si
x<youc€|[yx]siy<xtelque
fC)—fy) =f©)x—-y)
Ce qui entraine que
If G —fMI=1f"©llx -yl <Mlx —y| < |x -yl
On peut donc appliquer le résultat du 1. b), il existe donc un unique ¥ € [0,2] tel que
fx) =%
Remarque : on pouvait aussi montrer que la fonction g définie par g(x) = f(x) — x est une
bijection.
Allez a : Exercice 11 :
c) D’aprésb), f est strictement croissante sur [0,2] donc elle est injective.
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Remarque : si vous n’étes pas convaincu, il suffit d’utiliser la contraposée de I’injectivité
x1 # X, = f(x1) # f(x2)
En effet, si x; # x, alors x; < x, ou x; > x,, dans le premier cas f(x;) < f(x,) car f est
strictement croissante et dans le second cas f(x;) > f(x,) car f est strictement croissante.
Allez a : Exercice 11 :
d) six, # X alors montrons, par récurrence, que pour tout n = 0, X # x,,.
antfﬁf(xn)qtf(f):)xn+1¢5Z
Car f est injective (on a utilisé la contraposée de I’injectivité), car f(X) = X et f(x;) = Xp41,
cela montre que pour tout n > 0.
Xp F X
Allez a : Exercice 11 :
e) D’apres I’inégalité du b)
lf G —fFI < Mlx -yl
On applique cette formulea x = x,, ety = &
|f(xn) _f(f)l < Mlxn - f|
Donc pour toutn = 0
|xn+1 - JZI = Mlxn - JZ|
Comme x,, # X
| %741 — X <M
I, — X|
Allez a : Exercice 11 :
f)  Montrons par récurrence que pour tout n = 0.
lx, — X| < M™|x, — X|
Pour n = 0 I’inégalité est évidente, montrons que 1’inégalité au rang n entraine 1’inégalité au
rang n + 1. D’apres e)
|xn+1 - J?l = Mlxn - 55"
D’apres I’hypothese de récurrence
|Xp11 — X| < Mlx,, = X| < M X M"|xq — X| = M"*1|x, — %
Donc pour toutn > 0
lx,, — X| < M™|x, — X|
Etenfin 0 < M < 1 entraine que M™ — 0 lorsque n — +oo, cela montre que
nl—lgloo n =X

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
Comme toujours on a deux methodes, soit on calcule la limite du taux de variation, soit on essaye de
montrer que la fonction est C* en 0.
Premiére méthode : taux de variation

f(0)=0
Donc
fG) = £(0)  xlx|
=—= x|
x—0 X
Et alors
limw =lim|x| =0
x—0 x—0 x—0

x#0 x#0
Par conséquent f est dérivableen 0 et f'(0) =0

Pour g, il y a un probleme, est-ce que g est définie pour x < 0 ? La réponse est oui, mais ce n’est pas
1
une évidence. En général x — x* n’est pas définie pour x < 0, par exemple x — x2 n’est pas définie
20



Limites, continuité dérivabilité Pascal Lainé

14
pour x < 0, lorsque a = §avec p € Netq € N et g impair alors x — x4 est définie sur R, en effet,

x — x% est une bijection sur R (ce qui est faux si g est pair), elle admet donc une bijection réciprogue
1

notée x — x4, ensuite rien n’empéche d’élever cette fonction a une puissance positive.

g(0)=0
Donc
3
glx)—g0) x5  _2
_ =—=x 5
x—0 X
Et alors
x)—g(0 2 1
limM =limx 5=lim— = to
x-0 X — x—0 x-0 4
x+0 x#0 x#0 X 5

Selon que x < 0 ou que x > 0, ce qui est important c’est que cette limite n’est pas finie, donc g n’est
pas dérivable en 0.

h(0) = cos(0) =1
Donc

h(x) = h(0) _ 08 (Vixl) -1

x—0 x
Cette limite est indéterminée, on peut penser a utiliser la régle de L’Hospital, mais dériver x =

cos ( le) n’a rien de réjouissant (et il faudrait absolument distinguer le cas x < 0 et x > 0) et puis

rien ne dit que cette fonction soit dérivable. Réfléchissons un peu, le numérateur est toujours négatif,
alors que le dénominateur est négatif si x < 0 et positif si x > 0, alors, sauf si la limite existe et qu’elle
est nulle, I’éventuelle limite sera différente en 0~ et 0F. C’est pour cela que 1’on va faire deux cas,
x<0etx>0.

Six < 0,0npose h =+/—x = +/|x|, donc x = —h?
cos (\/ | |) -1 B cos(h) —1 11— cos(h)

X —h? h?
Maintenant il vaut mieux se souvenir du résultat connu en terminale qui dit que
. 1—cos(h) 1
RS0 R )
Sinon, il faut appliquer la régle de L’Hospital deux fois de suite.
Donc
cos( |x|) -1 1
lim ==
x—0~ X

Si x > 0, on pose h = vx = /|x| donc x = h?
cos (\/ |x|) -1 B cos(h) —1 1= cos(h)

X h? h?
Avec le méme résultat
cos (\/ le) -1 1
lim =—=
x—0+ X 2
Ce qui montre que le taux de variation de h en 0 n’a pas de limite, par conséquent h n’est pas dérivable

en 0.
Allez a : Exercice 12 :
Deuxieme méthode
Six <0, f(x)=x(—x) =—x%etf'(x) = —2x donc
Jim £ =0
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Six >0, f(x)=x(x) =x2etf'(x) = 2x donc

S =0
f est continue en 0 (c’est évident) et la limite de f'(x) en 0 est finie, donc f est de classe C* en 0, donc
dérivableen 0 et f'(0) = 0.

(62118

3 _
g'(x)= cX
La limite de g'(x) est infinie donc g n’est pas dérivable en 0.

Remarque : le seul cas ou on ne peut pas conclure c’est quand la dérivée de la fonction n’admet pas de
limite, auquel cas il se peut que le taux de variation admette une limite.

Si x < 0 alors h(x) = cos(¥—x) donc

-1 sin(v=x)
h’ = —(—gj — =
(x) 2\/—_x( sin(v—x)) e
On sait que
. sin(h)
T =1
Donc
_ sin(\/—_x) 1
ler(r)l— 2\/_ - E
x#0 X
Si x > 0 alors h(x) = cos(¥/x) donc
W) = sin(vx)
2vx
Donc
—sin(vx) 1
N S
x#0

Les limites a gauche et a droite sont différentes donc h n’est pas dérivable en 0.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
1. Six €]0,1[ alors f est continue.
Enx=0
lim xIln(x) =0
x—0t ( )
C’est une forme indéterminée dont la limite est connue.
Donc

lim (x + =

x—0%

x In(x)
1—x )
On prolonge f en 0 par f(0) =0

Enx = 1,0onpose h = 1 — x, ¢’est mieux que h = x — 1 parce qu’alors h » 0* lorsque x - 1.

x=1—h
1—-h)In(1—-~h In(1—h
F) =1—h +% );( )=1—h+(1—h)¥
Comme
In(1-h) 1
h-0t h -

Soit parce que ¢’est la limite du taux de variation de la fonction h — In(1 — h), soit en appliquant la
regle de L’Hospital, soit parce que la limite est connue.
Donc
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) ) In(1 — h)
,}H{‘-f(x)—,}Lrg+<1_h+(1_h)T>—1_1—0

On prolonge fenx = 1 par f(1) = 0.
2. f ainsi prolongée est continue sur [0,1] et manifestement dérivable sur ]0,1[, de plus £(0) = f(1),
on peut appliquer le théoréme de Rolle, il existe ¢ € ]0,1] tel que
f'c)=0
Remarque : calculer f'(x) ne me parait pas raisonnable du tout.
Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :

1. Six > 1alorsIn(x) > 0 donc f est définie, continue et dérivable sur |1, +oo[

1

pw 1
ey X
f1) = In(x)  xIn(x)

Allez a : Exercice 14 :

2. Pourtout x € R, e** + 1 > 0, donc g est définie, continue et dérivable sur R
2xe*”
1+ e*x®

g'(x) =
Allez a : Exercice 14 :
h est évidemment définie sur R, avant d’étudier la dérivabilité on va étudier la continuité, pour tout
x € R* h est continue.
lim h(x) = lim e% =0 = h(0)
x-0" x—0"
Cari — —oo lorsque x - 0~.
xll)r(r)l+ h(x) = xll)r}}rx In(x) —x =0 = h(0)
Car la limite de x In(x) en 0 est une forme indéterminée dont le résultat est connu et vaut 0.
Ces deux limites sont égales a A(0) donc h est continue en 0.
h est dérivable sur R*, on va étudier la dérivabilité en 0, il y a deux méthodes :
Premiere méthode :
On calcule la limite du taux de variation en 0, donc ici on va calculer la limite a gauche et a
droite de ce taux
Pourx <0

1
h(x) —h(0) ex
x—0  x
11 s’agit évidemment d’une forme indéterminée, on peut appliquer la régle de L’Hospital ou
poser X = i ainsi X - —oo lorsque x = 0~

1
h(x) — h(0 ex

lim M= lim — = lim Xe¥X

x-0- x—0 x>0 X = X-o-—o

Il s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, c’est I’exponentielle qui
I’emporte, la limite est donc nulle

. h(x) — h(0)
lim ————=

x—0" x—0 0
Pour x > 0
h(x)—h(0) xIn(x)—x x(n(x)—1) o 1
x—0 x - = In(x
h(x) —h(0)
Jim, ——— = lim (In(x) - 1) = —o
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(x)—h(0)

h - . .
On en conclut que n’a pas de limite en 0 donc la fonction n’est pas dérivable en O.

o
Deuxieme méthode
Le but est de montrer que la fonction est de classe C! en 0, c’est-a-dire que h est dérivable et que
cette dérivée est continue (c’est un résultat plus fort que ce que demande I’énoncé mais dans de
nombreux exercices cela se révele plus efficace).

1 1 1 . . -
Pour x < 0, h'(x) = ——ex,0npose X =~ ainsi X — —co lorsque x — 0
h'(x) = —X?%e¥
Il s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, c’est I’exponentielle qui
I’emporte, la limite est donc nulle

lim A'(x) =0
x-0"
Pourx >0, h'(x) =1 xIn(x) + x xi— 1 =1In(x)
Jim, () = e

h'(x) admet des limites distinctes dans R U {—o0, + 00} donc h n’est pas dérivable en 0. (Et donc
pas C* en 0).

Allez a : Exercice 14 :
Deuxiéme methode
Le but est de montrer que la fonction est de classe C* en 0, c’est-a-dire que f est dérivable et que cette
dérivée est continue (c’est un résultat plus fort que ce que demande 1’énoncé mais dans de nombreux
exercices cela se révele plus efficace).

1
Pourx <0, f'(x) = —xizei, on pose X = i ainsi X - —oo lorsque x —» 0~
f'Gx) = —Xx%e*
Il s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, c’est I’exponentielle qui I’emporte,
la limite est donc nulle
lim f'(x) =0
x—-0"
Pourx >0, f'(x) =1 xIn(x) + x xi— 1 =In(x)
g S0 =m0
f'(x) admet des limites distinctes dans R U {—oo, +00} donc f n’est pas dérivable en 0. (Et donc pas C?

en 0.
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :

cos(x)x—sin(x)

1. Lalimite de = en 0 est indéterminée, on regarde la limite du quotient des dérivées du
numeérateur et du dénominateur
(cos(x) x —sin(x))"  —sin(x) x + cos(x) —cos(x) —sin(x)x  sin(x)
(x2)’ - 2x =T T2 o)
Donc
. cos(x) x — sin(x)
lim > =
x—0 X
2. Pour x # 0 f est définie, continue et dérivable, on étudie la continuité et la dérivabilité en 0
Sia+0
sin(ax) sin(ax)
X - a ax x—0
Sia=
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sin(ax)
=0—00=a
X x—0
eb* —x —1
x—0

f est continue en 0 si et seulement si
lim f(x) = f(1)
x—0 PN
lim £(x) = f(1)
x—0
3. f doit-étre continue, donca = 1

{1:1(:)a=1

sin(x)

Six < 0alors f(x) ==

cos(x) x — sin(x)

f'ix) = 0

x2 x—0"

D’apres la question 1.
Six > 0alors f(x) = e’ —x
! — bx __ _
f'(x) = be 1x—>_0+b 1
Poura = 1eth =1, f'(x) admet une limite en 0, et f est continue donc f est de classe C* en 0, donc

dérivable.
Allez a : Exercice 15 ;

Correction exercice 16 :
1. Six # 0, f est continue.
lim f(x) = lim ax+b =b = f(0)
x-0" x-0"

RSO = IR
Donc f est continue si et seulement si b = 1.
2. Six # 0alors f est dérivable. Si x # 0
H 14 _ H 12 _ -1
Six <Oalors f'(x) =a,six>0alors f'(x) = REeSE et
-1

A S = i e =
lim f'(x) = lim f'(x) @ —-1=a
x—-0+ x—0~
Sib=1etsia = —1alors f est continue en 0 et
S 100 = i 1)
Donc f est dérivable en 0. Finalement f est dérivable sur R.
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
1. On peut dériver cette application comme un quotient mais en la triturant un tout petit peu on peut se
ramener a la dérivation d’un produit, ce qui est toujours plus simple
Vx € RY™, f(x) = e*x~¢
Remarque : 1’énoncé a décider de ne définir f que sur |0, +oo[ mais on aurait pu la définir sur R.
Vx € R, f'(x) = e*x™¢ + e¥(—e)x ¢!
Il faut arranger cette expression pour pouvoir trouver son signe, pour cela il faut factoriser, par e,
¢a c’est évident, mais aussi par une puissance de x, le mieux est de factoriser par x ¢~ car si on
factorise par x~¢ on se retrouverait avec un terme en i
fl(x) =e*x ¢ 1(x —e)
Comme Vx € R™, e*x~¢~1 > 0. On en déduit que :
vx € ]0,e[, f'(x) < 0 et f est décroissante et Vx € ]e, +oo[, f'(x) > 0 et f est croissante.

2. Comparer deux réels signifie que 1’on cherche a savoir lequel des deux est le plus grand. Comme
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eTL’
f(m) = e
Le probléme est de savoir si f () est inférieur ou supérieur a 1. Il est clair que © > e, f étant
croissante sur e, +oo[ ona:

f(e) < f(m)
Et

e

e
fle) = prie 1
Onaf(m) > 1etdonce™ > m®
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
1. D’abord on peut vérifier que f est bien définie sur [—1,1], en effet
—1<x<1ex*<1o1-x%220
Donc x = V1 — x2 est bien définie sur [—1,1].
Pour x # 0 f est continue, le probléme est de savoir si f est continue en 0. Pour cela il faut montrer
que la limite de f en 0 vaut £(0), il s’agit d’une forme indéterminée, on peut penser a utiliser la
régle de L’Hospital mais comme il y a des racines, on va plutot utiliser I’expression conjuguée
l(\/1+x2—\/1—x2)= (1+x?)—(1—-x2) _ 2x?
X x(VI+xZ+vV1—x2) x(V1+xZ+V1—x2)
2x
V1+x2 4+ V1 —x?
Le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers 2 donc

lim f(x) = i e 0= £(0)
im f(x) = lim =0=
x>0 201+ x2 + V1 — x?

x#0 x#0
Donc f est continue en 0 et donc sur [—1,1].
Allez a : Exercice 18 :
2. x » V1 — x? est dérivable sur |—1,1[ donc f est dérivable sur ]—1,0[ U ]0,1[, il reste & montrer que
f est dérivable en 0.
Premiére méthode : on calcule le taux de variation

[ -fO _ 1 R cpe W G i Rl € Sk 0 N 2x?
x =0 _xz(\/1+x V1 x)_xz(\/1+x2+\/1—x2)_xz(\/1+x2+\/1—x2)
2
VI +VI—x2
Donc
limw=lim 2 =
0 x—0 0V 422 + V1 —x2

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.
Deuxiéme méthode : on calcule la limite de f'(x) en 0.
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(Vitx?-Vi—x2)x—(VitxZ—Vi—22)

f'tx) = 2
2x —2x )
- x— (V14 x2—+V1—x2
_<2\/1+x2 2V1 —x2 ( )
= =
(st =) - (TF V- )
C\W14x2 V1 —x2
= —
V1—x2+V1+x2% ,
x% — (V14 x% — V1 —x?
V1 —x2V1 + x2 ( )
= "
(VT =22+ VT +x2)x? = VI = x2V1T + x2(V1 + %2 — V1 — x?)
V1 — x2V1 + x2x2
_(\/1—x2+\/1+x2)x2—(1+x2)m+(1—x2)m
B x2V1 — x*
_x2v1—x2+x2m—(1+x2)v1—x2+(1—x2)m
B x%V1 — x*
_—\/1—x2+\/1+x2
Ny
On a déja fait un bel effort mais cela ne suffit pas, on tombe sur une forme indéterminée.
£ V1+x2—V1—x2 1+x2—(1-x?) 2x?
X) = = —
x2V1 — x* x2V1T—x* (VI + 22+ V1 —x2)  x2V1 —x*(V1 + xZ + V1 — x2)
_ 2
V1—x*(V1+x2 +V1 —x2)
Donc
2

Li_r)r(l)f (x) = lim 1

x>0 201 = x* (V1 + 22 + V1 — x2)
Il faut bien préciser que f est continue et que f'(x) admet une limite en 0 pour pouvoir conclure que f
est derivable en 0, a dérivee continue et que f'(0) = 1.
Avec les deux méthodes on conclut que f est dérivable sur |—1,1].
Ici, cette méthode est nettement plus compliquée mais parfois elle est plus simple.
De plus 1’énoncé demande de calculer f'(x) donc la deuxiéme méthode s’ imposait.
Pour résoudre f'(x) = 0 il fallait, de toutes facon calculer f'(x) donc on n’a pas fait ce long calcul pour
rien.
Allez a : Exercice 18 :
3. Pour montrer que f' est continue, c¢’est évident pour x # 0 et en 0 voir la deuxieme méthode.
2

V1= x*(V1+x2 + V1 —x2)

IIn’yapasde x € |—1,1[ tel que f'(x) = 0.
Allez a : Exercice 18 :

4. f(=1)=—2 et f(1) =+2etpourtoutx € ]-1,1[, f'(x) > 0, il reste & voir comment se
comporte f'(x) en —1* et 17, comme f" est paire ces deux limite seront égales.
2
SRS = xh—’nll'\/l — (VI 2 +V1—x2) e

Car le dénominateur tend vers 0*. Ce qui signifie que f admet des demi-tangentes verticales en —1
eten 1.

vx € 1-1,0[U]01[, f'(x) =

>0 et f'(0)=1>0
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X -1 1
f'eo |l + [
—\/2
2 -
1,5 -
V2
1 4
0,5
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
-0,5 -
-1 A
-1,5 1+ —/2
_2 J

f est strictement monotone donc f est injective.
Allez a : Exercice 18 :
5. f:[-1,1] - f([-1,1]) = [-V2,V2] est une bijection. Comme f'(0) = 1 # 0 la bijection
réciproque est dérivable en 0 comme

Alq _ 1
f (X) f’(f_l(x))
Ona

1 1 1

FUF©) FO 1

f710) =

Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
Si x # 0 la fonction est € donc tout va bien. Etudions la fonction en x = 0.
Il faut d’abord que la fonction soit continue
lim f(x) = lime¥*=1 et lim f(x)= lim(ax3+bx+c)=c
x—0~ x—0~" x—0% x—0%
La fonction est continue si et seulement si ¢ = 1. Dans ce cas regardons si la fonction est de classe C?.
xll,%l—f,(x) = xll,%l— e*=1 et xll,r(r)l+ f'(x) = xll)rglJr(Zax +b)=0>b
lim f'(x) = lim f'(x) ®b=1
x—-0~ x—0%*
Comme, lorsque ¢ = 1, f est continue, f est de classe C? si et seulementsi b = ¢ = 1.
Six <0, f"(x)=eXetsix >0, f"(x) = 2a, la premiére dérivée seconde tend vers 1 et la deuxieéme

. . - 1 - A
tend vers 2a donc cette fonction est de classe €2 en x = 0 si et seulement si a = > (car bien sir f” est

continue).
Six <0, f"(x)=eXetsix >0, f"(x) =0, lapremiére dérivée troisieme tend vers 1 et la seconde
vers 0, donc cette fonction n’est jamais de classe C2? en x = 0.

Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
1. Pour tout x # 0 la fonction est de classe C* donc dérivable.
sin(x)

lim f(x) = lim ——=1=f(0)
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Certes, il s’agit d’'une forme indéterminée, mais soit on la considére comme connue (de la
terminale), soit on la considere comme le taux de variation de la fonction x — sin(x) en 0 et cette
limite est la valeur de la fonction dérivée en 0, c’est-a-dire cos’(0) = 1, soit on applique la régle de
Riemann.
: — i 2 — —
xlg(r)l+f(x) = xlgg)g(x +1)=1=f(0)
Finalementona:
lim f(x) = lim f(x) = f(0)
x—0~ x-0%
Ce qui entraine que
lim £ (x) = £(0)
x#0
Ce qui montre que f est continue en x = 0.

Allez a : Exercice 20 :
2. Calculons la fonction dérivée pour x < 0 et pour x > 0.

Pourx < 0
, cos(x) x — sin(x)
flx) = 2
La limite de f'(x) en x = 0 est une forme indéterminée, utilisons la régle de L’Hospital.
vy gx)
g'(x) = —sin(x) x + cos(x) — cos(x) = —x sin(x)
h'(x) = 2x
Donc
g'(x) —xsin(x)  sin(x)
nix)  2x 2
On en déduit que
g sin@_
MGy =AM~ =imf =0
x<0 x<0 x<0

Par conséquent

limﬁzy_r%f’(x) =0

3?:8 h(x) x+0
Pourx >0
f'(x) =2x
Donc
lim2x = 2
x—0
x>0

On en déduit que
lim 7o) # lim 7o)

x<0 x>0
Ce qui montre que f n’est pas dérivable en x = 0.
Conclusion :
Pourx < 0
1) = cos(x) 3;2 sin(x)
Pour x > 0
f'(x) =2x

Pour x = 0, f n’est pas derivable.
Allez a : Exercice 20 :
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Correction exercice 21 :
1.
_ _ 1 1 2
llr?_f(x)z lim —=—1=§=f<§)

x-3 x—>%_1+x 1 +7

1
lim f(x) = lim (2x + Ax?) = 2 ><—+/1<—> =1+
Yy My 2

2 2

f est continue si et seulement si
2 14 A 1 4
— - [
3 4 3
2. Une condition nécessaire pour que f soit continue est que f soit continue, donc s’il y a une valeur de

A pour laquelle f est dérivable, ce ne peut étre que —%

! i 0< <1
fo={t¥x, T2
Zx—éx2 si 1<x<1
3 2- 7 7
SiOSx<%anrs
, 1
F® =~
Et
1 4
lim f'(x) = lim_— — =
x—»l x_)l (1 + X) (1 + l) 9
2 2 2
Si%<x§1alors
8
f’(x)=2—§
8 8 1 4 2
xl}f (x) xlﬁl* 3% %5 =3
2 2

- 1 . 1 , o
f'(x) n’a pas de limite lorsque x — > donc f n’est pas dérivable en e Par conséquent il n’existe pas

de A € R tel que la fonction f soit dérivable.
Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :
1 ) ) ) .
1. Pourtoutx # 0, x » — = est continue et I’exponentielle est continue sur R donc f est continue sur

R*.
Enx = 0.
-1 -1
N . 5
}Clg(l)xz— oo = lim ex =0=f(0)
x+0 x#0

Donc f est continue en 0.

1\ _1 _1 _1 2 1
ViR, ()= (-] e = (cx e ® = —(-2x e ¥ = e

3. Onpose X = 2

X
fl(x) = 2x3e™%°
Lorsque x —» 0%, —X? — —co donc e™** — 0 alors que 2X3 — +oo, il s’agit d’une forme
indéterminée mais I’exponentielle I’emporte sur les fonctions polynomes. Donc
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: ' — i 3,-X2 _
}Cl_r)l(l)f (x) = Xl_l)rinoo 2X°e =0
x#0

f'(x) admet une limite en 0 et f est continue en 0 donc f est de classe C* en 0, ce qui signifie que f
est dérivable et que f'(0) = 0.

4,
1 _1
lim ——=0= lime ¥*=e=1
x—+oo X x—+oo
5. f'(x) ale méme signe que x3.
X —00 0 +o0
f'(x) - 0 +

f(x) 1 \ / 1
0

He

(o]
{o]

D D
4 o

/|
N

D

P
N

w

7
(en]

L~
2
\\

AN

-4 -3 -2 -1 0
\v)

0 1 2 3 4

1
’Es

Attention, ce dessin donne I’impression qu’il y a un « plat » au voisinage de 0, c’est juste que les
valeurs sont trés petites
Allez a : Exercice 22 :

Correction exercice 23 :
1.
Vx €ER,|f(x) — f(x + 2m)| < |sin(x) —sin(x + 2m)| =0
Ce qui équivaut ace que Vx € R, f(x) = f(x + 2m), f est 2 périodique.
2. Soit x, € R,
Premiére méthode
Ve > 0,3n > 0,|x — xo| <n = |sin(x) — sin(x,)| < €
Car la fonction sin est une fonction continue. Cela entraine que pour tout
Ve > 0,31 > 0,|x —xol <1 = |f(x) — f(xo)| < |sin(x) — sin(xy)| < €
Cela montre que la fonction f est continue en x,, ceci étant vrai pour tout x, € R, la fonction f
est continue sur R.
Deuxieme méthode
Pour montrer que f est continue en un x, € R quelconque.
0 < [f(x) — f(xp)| < sin(x) — sin(xp)|

Donc
0 < lim |f(x) — f(xo)| < lim |sin(x) — sin(xy)| =0
X—Xq X—=Xo

Car sin est continue en x,
On en déduit que
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lim [f(x) — f(xp)| =0
X—Xq
Ce qui est équivalent a
lim f(x) = f(xo)
X—Xq

Autrement que f est continue en x, quelconque, et donc sur R

3. Remarques préliminaires
Dans ce genre d’exercice il faut montrer qu’il existe [ € R tel que
s
f-£(3)
llm —n

x> X —=

2 2

Autrement dit que

T
e -£(3)
— 7w !
x—>§ X — 7

F00-1(3) l

F3

Pour cela il faut majorer par une expression tendant vers 0.

Le probléme est qu’il faudrait deviner [ a priori et que 1’on ne connait pas f G) Ce n’est pas

gagné d’avance. Il doit y avoir y avoir un truc plus simple.
D’apres I’inégalité
Vx,y € R, |f(x) — f(¥)] < Isin(x) —sin(y)|

On en déduit que
T

Vx € R, |f(x) —f(%)| < |sin(x) — sin (§)|

Puis en divisant par |x — §|

vy € R\{%}’ f(x)_];(%) - Sin(x)_si“ (3)
X—i X—i

A droite, il s’agit du taux de variation de la fonction sin en % qui tend vers
(T _ T _
sin (2) = COoS (2) =0

- sin(x) — sin (g)

limg " _% = CoS (g) =0

Ce qui entraine que

2

Ca, c’est un coup de chance parce que du coup, on en déduit que

n
lim f—(X) _ {T(Z) -

o _T
2 X—35

0[=0

Et d’apres les remarques préliminaire, cela signifie que f' (g) =0.

Si on avait trouvé une limite non nulle on n’aurait rien pu conclure.
Allez a : Exercice 23 :

Correction exercice 24 :

1. Six > 1alorsIn(x) > 0 donc f est définie, continue et dérivable sur |1, +oo[

1

> 1
' __X _
i) = In(x)  xIn(x)
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2. Pourtout x € R, e** + 1 > 0, donc g est définie, continue et dérivable sur R
2xe*”
1+ ex?
3. h est évidemment définie sur R, avant d’étudier la dérivabilité on va étudier la continuité, pour tout
x € R* h est continue.

g(x)—

lim f(x) = lim e% =0

x—0~ x—0~
Car% — —oo lorsque x - 0~.

lergl+ flx) = xll)rgler In(x) —x=0

Car la limite de x In(x) en 0 est une forme indéterminée dont le résultat est connu et vaut 0.
Ces deux limites sont égales donc h est continue en 0.
h est dérivable sur R*, on va étudier la dérivabilité en 0, il y a deux méthodes :
Premiere méthode :
On calcule la limite du taux de variation en 0, donc ici on va calculer la limite a gauche et a droite de ce

taux
Pourx < 0

1
fO)=f(0) ex
x—0 x

Il s’agit évidemment d’une forme indéterminée, on peut appliquer la regle de L’Hospital ou poser X =

i -
~ ainsi X - —oolorsque x — 0

1
0 1
lim M lim ex= lim XeX
x>0~ x—0 x—>0 X X——00

Il s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, c’est I’exponentielle qui I’emporte,
la limite est donc nulle

i L& O _
x—0~ x—0
Pour x > 0
f@x) - £(0) xln(x) —x  x(In(x) - 1)
- =In(x) -1
x—0 .
Hﬁw Jim (In(x) — 1) = —oo

f()f()

On en conclut que ————=n’a pas de limite en 0 donc la fonction n’est pas dérivable en O.

Deuxieme méthode
Le but est de montrer que la fonction est de classe C* en 0, c’est-a-dire que f est dérivable et que cette
dérivée est continue (c’est un résultat plus fort que ce que demande 1’énoncé mais dans de nombreux
exercices cela se révele plus efficace).
1
Pourx <0, f'(x) = —xizei, onpose X = i ainsi X - —oo lorsque x —» 0~
f'(x) = —X2e”
Il s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, c’est 1I’exponentielle qui I’emporte,
la limite est donc nulle
lim f'(x) =0
x—0~
Pourx >0, f'(x) =1xIn(x) + x Xi— 1 =1In(x)
S0 =~
f'(x) admet des limites distinctes dans R U {—oo, +00} donc f n’est pas dérivable en 0. (Et donc pas C?
en 0.
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Allez a : Exercice 24 :

Correction exercice 25 :
Il est clair que ces fonctions sont continues en 0, ¢’est nécessaire. Ona f(0) = 0et g(0) =0
Premiére méthode :
On va montrer que f est de classe C* en 0 (c’est-a-dire que f est dérivable en 0 et que sa dérivée est
continue en 0).
Pour x < 0, f(x) = —xsin(x) et f'(x) = —sin(x) — xcos(x), donc
lim f'(x)=0
x—0~
Pour x > 0, f(x) = xsin(x) et f'(x) = x sin(x) + x cos(x), donc
S0 =0
Ces deux limites sont finies et égales et f est continue en 0, donc f est de classe C! en 0, on en déduit
que f est dérivable en 0.
Méme technique pour g

Pourx <0,g(x)=In(1—x)etf'(x) = —i, donc
lim g'(x) = -1

x—0~
Pourx >0,g(x)=In(1+x)etg'(x) = ﬁ, donc

lim g'(x) =1
Ces deux limites sont finies et différentes donc g n’est pas dérivable en O.
Deuxiéme méthode :
Pour montrer que f est dérivable il faut montrer que le taux de variation

f(&x) = f(0)
x—0

Admet une limite finie en 0, avec x # 0.

f)=f(0) Ix|sin(x) |x|
= = —sin(x)
x—0 X X
Pour x # 0, lxﬂ = 11, cette expression est bornée et sin(x) — 0 lorsque x — 0 donc
_ f(x)=1(0)
lim———=20
x>0 x—0
x+0

f est dérivable en 0.
Pour montrer que g est dérivable il faut montrer que le taux de variation
g(x) —g(0) In(1+|x|)
x—0 X
Admet une limite finie en 0, avec x # 0.
Pour x < 0,

g(x) —g(0) In(1-x)
x—0 B X
Il s’agit évidemment d’une forme indéterminée, soit on applique la reégle de L’Hospital, soit on applique
le résultat connu

In(1+¢
limuzl

t—0 t
t+0
Avect = —x pour trouver que
. gx)—g)  In(1—x)
lim = lim =-1
x—0 x—0 x—0 X
x<0 x<0

Pour x > 0,
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9@ —g(0) _In(1+x)

x—0 X
. gx)—g0)  In(1+x)
lim———————=lim————=1
x—0 x—0 x—=0 X
x>0 x>0

Ces deux limites sont distinctes donc g n’est pas dérivable.
Allez a : Exercice 25 :

Correction exercice 26 :
1. Comme Vx € R,3 + sin(x) = 2, f; est dérivable sur R
cos(x)
vVx €R, fi(x) = m
Allez a : Exercice 26 :
2. Comme Vx € R,V1 + x2 > 1, f, est dérivable sur R
On peut dériver cette fonction en considérant qu’elle est de la forme ln(u (x)) mais ce n’est pas treés

malin, en effet

fo(x) = %ln(l + x2)

Donc
2x X

X =
1+x%2 1+x2

Vx € R, f;(x) :%
Allez a : Exercice 26 :
3. Vx€R,2+cos(x) =1 et 2—cos(x)=1donc f; est dérivable sur R.
On peut dériver cette fonction en considérant qu’elle est de la forme ln(u (x)) mais ce n’est pas tres
malin, en effet
Vx € R, f3(x) = In(2 + cos(x)) — In(2 — cos(x))
Donc

VXER f300) = 2+cos(x) \ 2-cos(x))  2+cos(x) 2 cos(x)

Ce résultat est juste mais il faut toujours essayer d’arranger les choses, ici il faut réduire au méme
dénominateur dans le but, si cela était demander, de trouver le signe de cette expression en fonction

—sin(x) <_ —sin(x) > —sin(x) sin(x)

de x.
e 1 1 o 2 — cos(x) + 2 + cos(x) 3
vx € R, f3(x) = =sin(x) (2 + cos(x) * 2 — cos(x)) = —sin(x) (2 + cos(x))(2 — cos(x))
_ —4sin(x)
4 — cos?(x)

Remarque : avec cette expression il est clair que f3(x) a le méme signe que — sin(x).
Allez a : Exercice 26 :
4. Attention, il ne faut pas dériver cette fonction comme si elle était de la forme x* car le « a » n’est
pas constant, il s’agit d’une fonction « puissance » qui s’écrit
f4(X) — e(x+1) In(x)
Cette fonction est dérivable pour tout x > 0

Vx € R*, f1(x) = ((x + 1) In(x)) e&+D G = (m(x) +

La encore il faut réduire au méme dénominateur

vx € R, £ (x) = xIn(x)+x+1 LG+ InGo)
X

x+1

) oG+ Inx)

Remarque : heureusement que 1’on ne demande pas le signe de f; (x) parce que ce n’est pas si
simple, pour ceux que cela intéresse, Vx € R**, £/ (x) > 0.

Allez a : Exercice 26 :
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5. fs est dérivable sur R, il faut quand méme faire une petite transformation si on veut dériver cette

fonction simplement

Vx € R, (e¥)? = e?*
Vx € R, fs(x) = sin((e¥)?) = sin(e?¥)
Donc
Vx € R, fd(x) = 2e?* cos(e?¥)
Allez a : Exercice 26 :

6. Attention, il ne faut pas dériver cette fonction comme si elle était de la forme x* car le « @ » n’est

pas constant, il s’agit d’une fonction « puissance » qui s’écrit
sin(x)

fo)=e x "
Cette fonction est dérivable pour tout x > 0.
Pour éviter d’écrire une formule longue a écrire, on va d’abord dériver

ge: X P Sinx(x) In(x)
ge(x) = (sinx(x)> In(x) + sinx(x) X % _ cos(x) 3;2_ sin(x) InCo) + sir;(zx)
_cos(x) x In(x) — sin(x) In(x) + sin(x)
x2

Donc

cos(x) x In(x) — sin(x) In(x) + sin(x) sin@),
e x
X2
Remarque : f¢ (x) a le méme signe que cos(x) x In(x) — sin(x) In(x) + sin(x) et heureusement que
I’on ne se demande pas quel est son signe, 13, je cale et je pense que ce n’est pas gagné d’avance !
Allez a : Exercice 26 :

Vx € R™, f{(x) =

Correction exercice 27 :
1
lim— = +oo0
x-0x
x+0

1 1
X — sin <—> et xw— cos <—>
X X

N’admettent pas de limites en 0 (ni de limite finie ni de limite infinie)

Donc les fonctions

D’aprés les remarques préliminaires f n’est pas continue en 0, par suite f est ni dérivable ni de classe
c?.

Pour x # 0, g est le produit d’une fonction bornée x — sin (i) par une fonction x — x qui tend vers 0
en 0 donc
lim g(x) = 0 = g(0)

x+0
Ce qui signifie que g est continue en 0.

g&x) —g0) (1)

—— =sin(—
x—0 X

D’aprés les remarques préliminaires le taux de variation de g en 0 n’admet pas de limite, donc g n’est

pas dérivable en 0, par conséquent g n’est pas de classe C1 en 0.

Pour x # 0, h est le produit d’une fonction bornée x + sin G) par une fonction x — x?2 qui tend vers 0

en 0 donc
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}Ci_% h(x) = 0 = h(0)
x#0
Ce qui signifie que h est continue en 0.

h(x) — h(0) . (1)
——  — = XSsSIn\|\—
x—0
Pour x # 0, le taux de variation de h en 0 est le produit d’une fonction bornée x + sin G) par une

fonction qui tend vers 0 x = x en 0 donc

. h(x) — h(0)
lim————=10
x>0 x—0
x#0

Ce taux de variation admet une limite donc h est dérivable en 0 et h'(0) = 0 (le résultat de la limite)

(1 1 1 /1 1
Vx # 0,h'(x) = 2x sin (—) +x%x (— —2) cos (—) = 2x sin (—) — cos (—)
x X x X X

X — x sin (i) tend vers 0 en 0, mais x +— cos G) n’admet pas de limite en 0 donc h' n’admet pas de

limite en 0 donc h’ n’est pas continue en 0, ce qui signifie que h n’est pas de classe C* en 0.

Pour x # 0, i est le produit d’une fonction bornée x + sin (i) par une fonction x ~ x3 qui tend vers 0

en 0 donc
Ll_r)rg)L(x) =0 =i(0)
x#0

Ce qui signifie que i est continue en 0.

i(x)—i(0) 5 (1)
— = x*sin|—
x—0
Pour x # 0, le taux de variation de i en 0 est le produit d’une fonction bornée x + sin G) par une

fonction x — x2 qui tend vers 0 en 0 donc

i) —i(0)
lim————=20
x>0 x—0

x#0

Ce taux de variation admet une limite donc i est dérivable en 0 et i’(0) = 0 (le résultat de la limite)

1 1 1 1 1
Vx # 0,i’(x) = 3x%sin (—) +x3 x (— —2> cos (—) = 3x?sin (—) + x cos (—)
x x x x x

x — x?sin G) tend vers 0 en 0 etx — x cos G) tendent vers 0 en 0 (toujours car elles sont le produit
d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0) , donc
}g_r)r(l)l (x)=0
x#0
Le fait que i’ (x) admette une limite finie en 0 et que i soit continue en 0 montre que i est de classe C*.
Remarque :
En montrant que i est de classe C en 0 on montre au passage que i est dérivable en 0, du coup, dans
cette question on pouvait se passer du calcul de la limite du taux de variation de i en 0.

Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :
1. Les fonctions f,, sont continues sur un intervalle fermé borné [0,1] donc les fonctions £, sont bornées et
atteignent leur maximum pour un réel a,, € [0,1]. Si a,, € {0,1}, que ce passe-t-il ? Comme £, (0) = 0™ X
g(0) =0 etf,(1) =1"x g(1) = 0, cela signifie que la fonction f,, est constante et nulle sur [0,1], dans ce
cas particulier n’importe valeur strictement comprise entre 0 et 1 vérifie

sup [Ifn(x)l =f(a))(=0) et fi(a,)=0

x€]0.1
Si a, €]0,1] |f,,| atteint un extremum a I’intérieur de I’intervalle [0,1] donc sa dérivée est nulle.
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fa(x) = nx" g (x) + x"g' (x) = x" " (ng (x) + xg'(x))
Par conséquent f,, (a,,) = 0 et a,, € ]0,1[ entraine que
ng(ay) + ang'(ay) =0
Donc
ang'(an)
g(ay) = _%
Et
_ g’ (@) _ ey’ (an)
n n

f(an) =061’1‘<

On en déduit que

apttg'(an)| _lanl™lgn(a)| 11" Hgn(a)|  lgn(an)l
|f (an)| = = < =
n n n
Comme g’ est continue, g’ est bornée, ce qui signifie qu’il existe M telle que pour tout x € [0,1], |g'(x)] <
M
D’ou

M
If @)l < —=0
Allez a : Exercice 28 :

Correction exercice 29 :
Pour utiliser le théoréme des accroissements finis, il faut d’abord montrer que f est dérivable sur R. Si
x # 1, f est dérivable. Etudions la fonction en x = 1.

2
. . . 1
lim f(x) = lim =1=f() et lim f(x)=lim—=1=f(1)
Ce qui montre que la fonction est continue en x = 1.

3—x

Pourx < 1:
1
fr) =5(=2x) = —x
lim f'(x) = lim —x = —1
x—-1" x-1"
Pourx > 1:
, 1
f'x) = X2
li "(x) = i L 1
S0 =lm =
Le fait que f soit continue en 1 et que lim,_,;- f'(x) = lim,_,+ f'(x), montre que f est dérivable en
x =1

Bref, f est dérivable sur R, en particulier f est continue sur [0,2] et dérivable sur ]0,2[, on peut
appliquer le théoréme des accroissements finis sur [0,2] donc il existe ¢ € 102[ tel que : f(2) — f(0) =
(2 —-0)f"(c).

1 3-02 3

f@ =3 et f(0)=——=7

Par conséquent

1 3 1
f@=fO)=2-0f" () e5-5=2f'() & ()=
Supposons que 0 < ¢ < 1 alors
1 1 1
f,(C)=—E@—C=—E@C=—

o 1 1 .
On vérifie que 0 < 3S 1doncc = > estune solution.
Supposons que 1 < ¢ < 2 alors
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1 1 1
f(C):—Eﬁ—;:—E@XZZZ@X:i\/E
Ona—2 & ]1,2] etv2 € ]1,2], donc V2 est solution, il y a donc deux solutions ¢ = % etc = /2.

Allez a : Exercice 29 :

Correction exercice 30 :
1. Pour x # y. La fonction sin est continue et dérivable sur R, on peut appliquer le théoreme des
accroissements finis sur [x, y] si x < y (ou sur [y, x] si y < x). ll existe ¢ € |x,y[ (ou ]y, x[) tel que
sin(x) = sin(y) + (x — y) cos(c)
Donc
sin(x) — sin(y) = (x — y) cos(c)
On prend la valeur absolue
sin(x) — sin(y)| = |x — y| X [cos(c)|
Puis comme |cos(c)| < 1ona
| sin(x) —sin(y)| < |x — y|
Pour x = y I’inégalité est triviale.
2. Lafonction f:x - In(1 + x) est continue est dérivable sur R* donc on peut appliquer le théoréme
des accroissements finis.

f,(x)=1+x

Par conséquent il existe ¢ € ]0, x[ tel que

1 X
In(1 = In(1 1-1)X——=
n(l+x)=In(1) + (x+ ) T1c-1+0c
1 X
O<c<xel<l4+c<lt+xe—<L <lo < <x
1+x 1+4c 1+4x 1+4c

Carx >0
On en déduit que

ad <In(1+x)<
1+x 1 x x

Allez a : Exercice 30 :

Correction exercice 31 :
Dans ce genre d’exercice on ne sait pas forcément comment commencer mais f Vérifie les hypotheses
du théoreme des accroissements finis. 1l existe ¢ € ]0,1[ tel que

fAO—-fO0)=1-0f"(c) e f(1) =f'(c)

Cela montre que f(1) # 0,
Supposons que f(1) > 0 et faisons I’hypothése qu’il existe x, € ]10,1[ tel que f(x,) < 0 (en espérant
arriver a une contradiction).
f étant continue sur [x,, 1] et comme f(x,) < 0 et f(1) > 0, d’apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe x; € ]x,, 1[ tel que f(x;) = 0. Puis appliquons le théoréme de Rolle entre 0 et
x;1 (f Vvérifie évidemment ses hypothéses), il existe d € 10, x,[ tel que f'(d) = 0, ce qui contredit
I’énoncé.
Si f(1) < 0 on suppose qu’il existe x, € ]0,1[ tel que f(x,) > 0 et on fait pareil.

Allez a : Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
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f' est une fonction continue sur [0,1] donc ' a un minimum et f” atteint ce minimum, autrement dit il
existe x, € [0,1] tel que f'(x,) = min{f'(x), x € [0,1]}, on pose m = f'(x,) > 0 car pour tout
x €[0,1] f'(x) > 0.
Puis on applique le théoréme des accroissements finisa f entre 0 et x € ]0,1], f Vérifie les hypothéses
du théoreme, donc il existe ¢ € ]0, x[ tel que
fx) = f(0) = (x—0)f"(c)

Ce qui équivaut a

fG) =xf"(c) > xf'(xy) = mx

Allez a : Exercice 32 :

Correction exercice 33 :
Soit g Ia fonction définie sur [0, 2| défini par

1
96 = f) —  (x+3)

1 1 1 1 1
s@=r@-1(3) e g(3)=r(z)-r=£(3)-r@=-(r@-1(3)) = -9
La fonction g est continue, g(0) et g (%) sont de signes opposés, d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires il existe ¢ € [0, %] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire tel que

f=r(c+3)

Allez a : Exercice 33:

Correction exercice 34 :
1. f, estcontinue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[, de plus f£,,(0) = £, (1) = 0, on peut appliquer le
théoréme de Rolle alors il existe a,, € ]0,1[ tel que f, (a,) = 0
2. fi(x) = nx™ tsin(mx) + x™ cos(mx) = x™ (n sin(mx) + mx cos(mx))
fi(ay) = 0 © a," Y(nsin(ra,) + a, cos(na,)) = 0 © nsin(ra,) + nwa, cos(na,)

Cara, #0
Donc
o
fulay) = 0 & sin(nay,) = —Tncos(nan)
On en déduit que
a n+1
folay) = a," sin(na,) = —1——— cos(may,)
3.
a n+1 T T
|fn(an)| = | = COS(TI.'(ln) = Elann-’-l cos(nan)l < E

Car |a,"*!| < 1 et |cos(ma,)| <1
Par conséquent
lim fy(a,) =0
n-+oo
Allez a : Exercice 34 :
Correction exercice 35 :

D’aprés le théoréme de Rolle (les hypothéses sont clairement Vérifiées), il existe ¢ € |a, b[ tel que

f'le)=0
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La fonction f Vérifie Vx € |a, b[, f" (x) < 0, ce qui signifie que la fonction f’ est décroissante,
autrement dit si x < calors f'(x) = f'(c) = 0 etsix = calors f'(x) < f'(c) = 0. La fonction f est
croissante sur [a, c] et décroissante sur [c, b]. On en déduit que
x€lacl,0=f(a) <f(x) et x€lcb]l,f(x)=f(b)=0
Ce qui montre bien que pour tout x € [a, b], f(x) = 0.
Allez a : Exercice 35 :

Correction exercice 36 :
1. f vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle donc il existe ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = 0.
2. Sit€l]a,cl alorsa <t<calorsf'(t) > f'(c) =0 (car f'est décroissante).
Sit€]c,blalorsc <t <balors f'(t) < f'(c) =0 (car f' est décroissante).
3. Soitx € [a,c]ety € [a,c]avecx <y, f est continue sur [x, y] et dérivable sur ]x, y[ donc il
existe d € |x,y[ c ]a, c|[ tel que
fO)—fx)=fdy—-x)>0
Cary > x et f'(d) > 0 d’aprés la question 2. On en déduit que pour tout
x €lacl, fO)>fx)
donc f est strictement croissante sur [a, c].
Soitx € [c,b] ety € [c,b] avec x < y, f est continue sur [x, y] et dérivable sur x, y[
donc il existe e € |x, y[ < |c, b[ tel que
f) —f)=f"(e)y—x)>0
Cary > x et f'(e) < 0 d’apreés la question 2. On en déduit que pour tout
x€lc,b], f)<fkx)
donc f est strictement décroissante sur [c, b].
4. D’aprés la question 3. La fonction est strictement croissante sur [a, c] et strictement décroissante
sur [c, b] donc elle admet un maximum global en x = c.
5. f est croissante sur [a, c] donc pour tout x € Ja,c], x < a, donc f(x) = f(a) = 0 et f est
strictement décroissante sur [c, b] donc pour tout x € [c,b[, x > b donc f(x) = f(b) =0
Comme f(a) = f(b) = 0, pour tout x € [a, b], f(x) = 0.

Allez a : Exercice 36 :

Correction exercice 37 :
1. g:x - In(x), g est de classe C* sur ]0, + o[, on peut appliquer le théoreme des accroissements finis

a la fonction g entrea et b. g'(x) = i donc il existe ¢ € ]a, b tel que :

In(b) —In(a) = (b — a) x%

1 1 b—a b—a b-—-a
0P<a<c<b-—-<—-<—> < <
b ¢ a b C a

Carb—a>0.

Donc

b— b—
Ta<ln(b)—ln(a) <2~4a

2.1. Premiere méthode :
f(0) = f(1) et f est Csur[0,1] d’apres le théoréme de Rolle il existe a € ]0.1[ tel que
f'(a) = 0, la fonction f' étant strictement décroissante, pour tout x tel que 0 < x < «a, f'(0) >
') > f'(a) = 0.
Deuxieme méthode :
f' est continue et f'(0) > 0 donc pour tout € > 0 il existe « > 0 tel que pour tout x € [0, a]
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If'(x) —f'(0) <e
Ce qui entraine que
frO)—e<f'lx)<f'(0)+e
Il suffit de prendre € = fT(O) pour montrer que pour tout x € [0, a], f'(x) > 0.

2.2. Premiere méthode :
Appliquons le théoréme des accroissements finis entre 0 et «, les hypotheses sont évidemment
vérifiées, il existe ¢ € 10, a[ tel que
f(a) = f(0) = af'(c)
Comme f(0) =0etf'(c) >0,onaf(a) >0
Deuxiéme méthode :
D’aprés 2.1. la dérivée est strictement positive sur ’intervalle |0, a] et la fonction est nulle en 0
donc elle est strictement croissante sur [0, a], par conséquent 0 < @ = 0 = f(0) < f(a).

2.3. S’il existe B € ]0,1[ tel que f(B) = 0, les hypothéses du théoréme de Rolle sont vérifiées entre
Oetpetentre B et1doncilexistec; € ]10,B[etc, € 18, 1[ tel que f'(c;) =0et f'(cy) =0,
comme f"'(x) < 0 entraine que f' étant strictement décroissante ce « ¢ » est unique, d’ou la
contradiction

2.4, D’aprés 2.2. il existe une valeur @ € ]0,1[ telle que f(a) > 0, d’aprés 2.3. f ne s’annule pas sur
10,1[ et f est continue, par conséquent pour tout x € ]0,1[, f(x) > 0.

3. Soit g:[0,1] » R définie par g(x) = ax + (1 —x)b
g(0)=b; gM)=a; g(x)=a-b<0

Donc g est une bijection décroissante de [0,1] sur [a, b] en fait le fait que g soit bijective n’a pas

beaucoup d’importance mais cela permet d’affirmer facilement que g([0,1]) = [a, b] et donc que

g(x) > 0sur[0,1], le reste de la fonction ne pose pas de probléme donc f est définie, continue, et

dérivable autant de fois que I’on veut.

f(0) =In(0xa+(1—-0)b)—0xIn(a) — (1 —-0)In(b) =In(b) —In(b) =0
f()=In(1xa+1—-1)b)—1x%xIn(a)— (1 —-1)In(b) =In(a) —In(a) =0
veel01]  fi)=— +a(1 f 5~ In(@ +In(»)

(a—b)a—b) (a — b)?
T (xa+(1-x)b)?2 (xa+ (1-x)b)2

vx € [0,1], f"(x) = <0

a—>b a—b b-a
f(O)—T+1n(b)—ln(a)>T+ 5 =0
D’apres 1. Inégalité de gauche.
a—>b a—b b-—a
f'(1)=——+In(b) —In(a) <——+ =0
a a a

D’apres 1. Inégalité de droite.
D’apreés 2.4. la fonction f est strictement positive sur ]0,1[ donc
In(xa+ (1 —=x)b) —xIn(a) — (1 —x)In(b) >0
Autrement dit
vx €]0,1], xIn(a) + (1 —x)In(b) <In(xa + (1 — x)b)

Allez a : Exercice 37 :

Correction exercice 38 :
4. g:x — e*, g est de classe C* sur R on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a la
fonction g entre a et b. g’ (x) = e* donc il existe ¢ € ]a, b| tel que :
el —e?=(b—aqa) x e
a<c<bze'<e‘<el=>(b—a)et*<el —e*< (b—a)e?
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Carb—a > 0.
5.
5.1. Premiere méthode :
f(0) = f(1) et f est C* sur [0,1] d’apres le théoréme de Rolle il existe a € ]0,1[ tel que f'(a) = 0, la
fonction f' étant strictement croissante, pour tout x tel que 0 < x < a, f'(0) < f'(x) < f'(a) = 0.
Deuxieme méthode :
f" est continue et f'(0) < 0 donc pour tout e > 0 il existe @ = 0 tel que pour tout x € [0, ]
If'(x) — f'(0)] <e
Ce qui entraine que
ffO)—e<f'x)<f'(0)+e€

~ L2 pour montrer que pour tout x € [0, al, f'(x) < 0.

2
5.2. Premiere méthode :

Appliquons le théoréme des accroissements finis entre 0 et a, les hypothéses sont évidemment vérifiées, il
existe ¢ € 10, af tel que

Il suffit de prendre € =

f(a) = f(0) = af'(c)
Comme f(0) =0etf'(c) <0,onaf(a) <0
Deuxiéme méthode :
D’apreés 2.1. la dérivée est strictement négative sur ’intervalle |0, a] et la fonction est nulle en 0 donc elle
est strictement décroissante sur [0, a], par conséquent 0 < a = 0 = f(0) > f(a).

5.3. S’il existe B € ]0,1[ tel que f(B) = 0, les hypotheses du théoreme de Rolle sont vérifiées entre
Oetpetentre B et1doncilexistec; € 10,B[etc, € 18, 1[ tel que f'(c;) =0et f'(c;) =0,
comme f"(x) > 0 entraine que f' étant strictement croissante ce « ¢ » est unique, d’ou la
contradiction, par conséquent il n’existe pas de 8 € 10,1[ tel que f(B8) = 0.

5.4, D’aprés 2.2. il existe une valeur a € ]10,1] telle que f(a) < 0, d’aprés 2.3. f ne s’annule pas sur
10,1[ et f est continue, par conséquent pour tout x € ]0,1[, f(x) < 0.

6. f est définie, continue, et dérivable autant de fois que 1’on veut.
£(0) = e0>xa+(1-0b _ g x ¢@ — (1 —0)e? = el —e? =0
f(l) — elxa+(1—1)b — e — (1 _ 1)eb — el —ed =
vx € [0,1], f'(x) = (a — b)e™+(A=x)b _ pa 4 ob
vx €[01],  f"(x) = (a—b)2e™®+(1=0b 5
f'(0)=(a—b)e? —e®*+eP =(a—h)e? +e? —e* < (a—h)e? + (b—a)e? =0
D’apres 1. Inégalité de droite.
') =(a—-b)e*—e*+eP=(a—hb)e*+eP —e*>(a—b)e’ + (b—a)e? =
D’apres 1. Inégalité de gauche.
D’apreés 2.4. la fonction f est strictement négative sur ]0,1[ donc
exa+(1—x)b — xel — (1 _ x)eb <0
Pour tout x € ]0,1[
exa+(1—x)b < xed + (1 _ x)eb

Allez a : Exercice 38 :

Correction exercice 39 :
1. Appliquons le théoreme des accroissements finis a la fonction
f,() = In(np + x))
Entrex=0etx =1
Vérifions que cette fonction Vérifie les hypotheses,
0<x<loep<x+p<p+loeh(@ <Ih(x+p)<kh(p+1)
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Il faut encore prendre le logarithme, ce qui est possible car 2 < p entraine que In(2) < In(p) et bien
surIn(2) > 0, donc

0<x<leIn(p) <In(x+p)<In(p+1) ©In(In(p)) <In(n(x + p)) < In(In(p + 1))
Cela montre que la fonction est définie et continue sur [0,1], et qu’elle est dérivable sur [0,1] donc

sur ]0,1][.
1 1

X
In(p+x) p+x

fo(x) =

Il existe ¢ € ]0,1] tel que
1

X
Inp+c) p+c

D) —f,(0)=(1-0)

Ce qui équivaut a
1

(p+c)In(p +¢)

In(In(p + 1)) — In(In(p)) =

2.
p+c>p>0 1 1
{ln(p +c¢)>In(p) >0 = @+c)n(p+c)>plnp)>0-= (p+c)In(p +¢) < pIn(p)
3.
In(In(3)) — In(In(2)) < 2In2)
1
In(In(4)) — In(In(3)) < 3In3)

In(In(n)) — In(In(n — 1)) < m—Dln(n—1)

In(In(n + 1)) — In(In(n)) < !
nln(n)

En faisant la somme de ces n — 1 lignes

In(In(n + 1)) — In(In(2)) <

1 1
22 3m3) T nnm)

Comme
lirP In(In(n + 1)) = +
n—-+oo

A (z m) T 3mey T n1n(n)> =t

Allez a : Exercice 39 :

Correction exercice 40 :
1. Soient a et b deux réels avec a < b, soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|,

alors il existe ¢ € |a, b[ tel que :
fb) —f(a) =(b—-a)f'(c)
2. D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction In , qui est C*, il existe
c €n,n+1[tel que:

ln(n+1)—ln(n)=(n+1—n)x%=%

Comme pourn > 1

1

1
n<c<n+loe—<c<—
n+1 n

Ona

1 1
m< ln(n+ 1) —ln(n) < ;
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3. Enappliquant la question2an, puisn+1,...,puisan+n—1=2n

1 1
n—+1 <In(n+1)—In(n) < E

1 1
n—<ln(n+2)—ln(n+1)<—

+2 +1
<In(n+( 2)+.1) In(n+m-2)) < !
n+(n—2)+1 nin mnrin n+n-—2)
1
<l +(n-1)+1) -1 +(n—-1))<——=
n+(n—1)+1 n(n+ =1 +1)-In(n+@-1) n+n-—1)
Puis on fait la somme de ces n inégalités
1+1++1<1(2)1()<1+1+1++
n+1l n+2 on TN TR n+1 n+2 2n— 1
Car dans le terme central les logarithmes se simplifient

Cela donne

<1 (Zn) < 1 4 1 N 1
n SO, L™
L’inégalité de droite donne

u, <In(2)
Et celle de gauche donne

1
In(2) o <u,
En réunissant ces deux inégalités
1
In(2) — o < u, <In(2)
Le théoréme des gendarmes entraine que
lim u, =1n(2)
n-+o
Autre facon de faire, on applique la question2an + k k € {0, ...,n — 1}

1
<ln(n+k+1)—In(n+k)<——-

n+k+1 n+k
On fait la somme
n—-1 n—-1 1
Zm Z(ln(n+k+1) In(n+k)) < Z e
k= k=0
Donc
n— n—
1 1 1
un<kzoln(n+k+1)—Zln(n+k) <E+un—%=un+%

En faisant le changement d’indice k' = k + 1 dans la premiére somme, si k = 0 alors k' = 1 et si
k=n-—1alorsk’'=n

1
u, < Zln(n+k)—2]n(n+k)<un o

k'=1
L’indice k' est un indice « muet » donc on peut I’ appeler k

1
u, < ZIn(n+k)—Zln(n+k) <un+2—
k=1 k=0 n

Comme

n n— Zn
In(n+ k) — In(n+ k) =In(n+n) —In(n) =In|— ) =1n(2)
2. ), )
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Car on ne garde que le dernier terme de la premiere somme et le premier de la seconde somme. Puis on
finit de la méme fagon.
Allez a : Exercice 40 :

Correction exercice 41 :

On pose f(x) = e* — P(x), ainsi le probléeme est de trouver le nombre de solution réelle de f(x) =0

Soit P, = a € R* un polynéme de degré 1,

fx)=0se*=a

Sia < 0iln’y a pas de solution et si @ > 0 alors il y a une solution. Donc f(x) = 0 aau plus 1

solution.

Posons (H,,) « f(x) = 0 aau plus n solutions ol n = d°P »

(H,) est vraie.

Montrons que (H,,) entraine (H,, ;)

Soit P, un polynéme de degré n + 1, et supposons que f, définie par f(x) = e* — P,,,(x) admet au

moins n + 2 solutions que 1’on notera ay, @y, ..., Appq AVEC ag < aq < =+ < Apgq-

D’aprés le théoréme de Rolle, puisque f est dérivable sur R,

vk € {0,1,...,n},3cy € lag, ag+1[, f' (¢ ) =0
Ce qui entraine que f'(x) = 0 a au moins n + 1 solutions mais
f'(x) =e*—=Pp(x)

P;, .1 est de degré n donc d’aprés (Hy,) f'(x) = 0 & au plus n solutions d’ou la contradiction, ce qui

montre que f(x) = 0 a au plus n + 1 solutions, on a bien montré que (H,) = (H, 1) donc

Pour toutn € N, ol n = d°P e* = P(x) a au plus n solutions, et donc un nombre finis de solutions.
Allez a : Exercice 41 :

Correction exercice 42 :
Comme f est dérivable en 0

im £ _ f(x) f(0)
im — = lim ————

x>0t Xx x—07t

=f'(0) =0

Donc

lim

x—-0%

fx) flx) -1 0_f(O)—l_ -1
x x—1 0o-1 -1

Comme f est dérivable en 1 et que

fG-1_ . flx)—-fD)

Mo T =0
Donc
L (f)_f@-1\_fW)__1_
:canf—( x  x—1 >_ 1 _O_I_l

Cela montre que g est une fonction continue sur [0,1], on peut alors utiliser le théoréme des valeurs
intermédiaires. g(0) = —1etg(1) = 1,et 0 € ]—1,1[ donc il existe @ € 10,1 tel que

gla)=0
Ce qui equivaut a
fl@) fla)-1
a  a-1
f(aa) f(aa)_ S@-Df(e)=a(f(e) -1 eaf(a) —f(e)=af(a) —a e f(a) =a

Allez a : Exercice 42 :

Correction exercice 43 :
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1. x — x3 et f sont continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ donc ¢ est continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a, b|[.

¢'(0) = (f(b) - f(@)3x* = (b® — a®)f"(x)

p@ = (fb) — f(@)a® — (b® — a®)f(a) = a®f(b) — a*f(a) — b3f(a) + a*f (a)
=a*f(b) — b*f(a)
o(b) = (f(b) — f(@)b* — (b — a®)f (b) = B*f (b) — b*f (a) — b3f(b) + a*f (b)
= —b*f(a) + a*f(b)
Donc
@(a) = p(b)
D’apreés 1. ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et alors ¢ Vérifie les hypothéses du
théoréeme de Rolle, il existe donc ¢ € ]a, b| tel que
¢'(€) = 0 & 3¢2(f(b) — f(@) — (b3 — a®)f'() =0
© 3c(f(b) — f(@) = (b = a®)f'(c)

Allez a : Exercice 43 :

Correction exercice 44 :
f Vérifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis mais la formule a montrer ne correspond
pas a la formule habituelle. Comme il y a une exponentielle on peut penser a considérer le logarithme de
cette égalité, ce qui est possible parce que pour tout x € [a, b], f(x) > 0.

f®) _ p-al f(b) f'() '@
@ 9e @(Q (b - )K)@mvw)hwwn (b~ 075

Vu ainsi, cela devient plus clair, on va appliquer la formule des accroissements finis a la fonction g
définie par :

g(x) =In(f(x))
g: [a, b] = R une application continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ car f est continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a, b[ et que Vx € [a, b], f(x) > 0, donc il existe c € ]a, b telle que :
g)—gla)=0b-a)g'(c) (D)

Comme
ooy ')
g'(x) = )
(1) équivaut a
' b b _ay L@
In(f(@) —In(f(»)) = (b — a) ((CC)) & In (%) =(b— a)f(( ) ;Eag LY
Allez a : Exercice 44 :
Correction exercice 45 :
1.
vr€RY,  g'(x) _fx—fe) ') f&)

x? X x?
2. Appliquons le théoréme des accroissements finis entre 0 et x. f est continue sur [0, x] et dérivable
sur ]0, x[ donc les conditions sont réalisées. Il existe ¢ € 10, x| tel que :

f)=f0) =f"(c)x—0) e f(x) =xf"(c)
Donc

xf' () —xf'(€) _x(f') —f'(e)) _ f'C)—f'(e)

x2 x2 X

g'(x) =

47



Limites, continuité dérivabilité Pascal Lainé

Comme x > 0 et que f’ croissante entraine que c < x = f'(c) < f'(x),ona
g'(x)=0

Dons g est croissante sur ’intervalle ]0, +oo

Allez a : Exercice 45 ;

Correction exercice 46 :
Remarque préliminaire

, L@ =f®)  af®) =@
a—b>b a—b>b

Est I’équation de la droite passant par A = (a,f(a)) et par B = (b, f(b)), il suffit de remplacer x par a
et on trouve que y = f(a), puis de remplacer x par b et on trouve que y = f(b)
Donc g mesure la différence entre la droite (AB) et la courbe représentative de f (et ceci entre x = a et
x = b). Le but des questions est de montrer que lorsque x est proche de a alors la droite est au-dessous
de la courbe (donc que g(x) > 0) et que lorsque que x est proche de b alors la courbe est au-dessus de
la courbe (donc que g(x) < 0). Sur le dessin ci-dessous cela paraitra plus clair.

Ay
oo

f(b)

fla) x 2

X X

a b

Cette courbe représente le graphe d’une fonction dérivable mais 1’énoncé n’impose pas qu’elle le soit,
on sait simplement qu’elle est dérivable en a et en b (Et de dérivée nulle).

i.  Onva calculer la différence entre les deux valeurs de g.
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b
60 1@ - - 0 FRLE (16 - ) - - LB L)
b b
=f(x)—f(a)—xf(;_];(a) f() f(a)_f()+f(b)
AORIIONNIORS(C)
b—a b—a
=—f(a)+aw +F(b) = b W
=f(b) — f(a) + (a —b)w
b
= F(B) ~ f@) ~ (b - )M_ OENOGORI®)
=0
Donc
0~ @

g(x) = f(x) = f(b) — (x = b)

Allez a : Exercice 46 :
ii.  Ilestclair que g(a) = 0.

b) —
g —gl@) fO)-fl@—(x- a)% _f@-f@ fb)-fa)
xX—a B xX—a - x-—a b—a
En prenant la définition de g
i 90 —g@ O~ fla) fO) - fla) ()_f(b)—f(a)
xirorll’f X—a _xLa+ xX—a b—a _f b—a
_fb) = f(a)
b—a
g() =fb) - f(a) — (b - )M—f(b) f@—=(f) - f(@) =0
En prenant

g0 = f() = f(b) — (x - b)w

b) —f(a
g()—gb) f&)—fb)—(x— b>% _f@—=fB)  fb) - fa)
x—>b B xX—>b  x-b b—a
lim g —g) _ lim fQ) = fb)  fb) - f(a) _ F(b) _f) - f@)
x-b~  x—0b x->b~ x—Db b—a b—a
)~ f(@
b—a
Cela montre que g est dérivable en a et en b et que
@ = _f(bz - Z(a) ctque  g'(b) = f(b; = Z(a)

Allez a : Exercice 46 :
iii. Commeb >aetf(b)>f(a)ona:
A = fb) - f(a) 0
b—a

Donc g'(a) < 0etg'(b) > 0.

Attention rien ne dit que g est dérivable pour des valeurs plus grandes que a méme toutes
petites donc en déduire que sur [a,a + 1] g'(x) < 0 donc que g est décroissante, et puisque
g(a) =0o0nag(x) < 0 est faux.

Reprenons la définition de la limite avec les « € »
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b) —
llmg(x) W——A@Ve>0,5l17>0,‘v’x,0§x—a§n
gx)—g@ | _.
xX—a o
M+ <e€ @—E<L)+A<e=>—e—A<g(x)Se—A
xX—a —a Xx—a

=>g() < (x—a)(e—-4)
Carx —a > 0, il reste & prendre € = %, en tous les cas strictement inférieur & A pour montrer
que pour tout x Vérifiant 0 < x —a < nc’est-a-dirra<x <a+nonag(x) <0

fb) - f(a)

hmg(x) —-A(:Ve>05ln >0,vVx,0<b—x<n'
b
(x) g(b) _al<e
x—>b
—g(b
%—A <es —e <L?)—A<e=)—e+A<&< +A

= (—e+A)(x—-b)=glx)
Carx — b < 0, il reste a prendre € = %, en tous les cas strictement inférieur & A pour montrer
que pour tout x vérifiant 0 < b —x < n' c’est-a-direb —n' <x <bona

9(x) < (—§+A)(x—b) =%(x—b) <0
Carx <b.
Allez a : Exercice 46 :
2. Il suffit de prendre x; € Ja,a + n[ etx, € |b —n’, b[ pour avoir g(x;) < 0 et g(x,) > 0, g étant
continue sur [x4, x,], g(x) prend toutes les valeurs comprise entre g(x,) et g(x,) d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, en particulier, il existe ¢ € |x, x,[ < ]a, b[ tel que g(c) = 0.
Allez a : Exercice 46 :
3. En prenant la définition de g

9(c) =0 f(c) - fla) - (c - )M 0 f(0)-fla) = (c—a>%
f&)—fla) fb) - f(a)
= =
c—a b—a
En prenant g(x) dansle 1.i
b b
F@- o) - -0 B IO oo ey - by = (- 5y LRI
IOk o _f®) - f@)
c—b b—a

On en déduit les deux égalités demandées.
Allez a : Exercice 46 :

Correction exercice 47 :

1. f estcontinue sur [a, a + h] et dérivable sur ]a,a + h[ si h > 0 (ou continue sur [a + h, a] et
dérivable sur Ja + h, a[ si h < 0) donc on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a f
sur [a,a + h] si h > 0 (ou sur [a + h, h] si h < 0), ce qu’il signifie qu’il existe ¢ € ]a, a + h[ (ou
sur Ja + h,a[ si h < 0). Dans cesdeuxcas|c—al <h

fla+h)—f(a) =(a+h—a)f'(c) =hf'(c)

Donc
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fla+h) —f(a)
h

=f'()
Allez a : Exercice 47 :
2. f"admet une limite [ en a™ si
Ve >0,3n >0, a—x<n=>|f'(x)-1<e€
Carlx—a|l=—(x—-a)=a—x
On choisit donc h = n ainsi
If'(c)—ll<e
Ce qui entraine que
fla+m —f@ _
n

l|<e

Ve > 0,9n > 0,

Autrement dit

Y fla+n)—f(a)
1m =

n-0
n>0 1

La fonction f étant dérivable en a, cette limite vaut f'(a), par conséquent f'(a) = L.
Le raisonnement est identique pour montrer 1’autre limite, ou alors on peut considérer la fonction
f-(x) = —f(—x) ce qui équivaut & ce que et ce qui entraine que f/(x) = —(—f'(-x)) = f'(—x)
lim f'(x) = lim_f!(—x)
x—at x-at
Puis on fait le changement de variable t = —x, lorsque x — a* alors t - —a™~ par conséquent
lim f'(x) = lim f/(—x) = lim_ f!(t) = f/(—a)
x—-at x—at to—a~
D’aprés la démonstration ci-dessus et donc

JAm f16) = Jlim, 2002 = lim_f2(0) = f2(7a) = f(@)

l

Allez a : Exercice 47 :

3. E est non vide et majoré par g(a) car g est croissante donc E admet une borne supérieure m. g(a)

est un majorant de E et m est le plus petit des majorant donc
m < g(a)
F est non vide et minorée par g(a) car g est croissante donc F admet une borne inférieure M. g(a)
est un minorant de F et M est le plus grand des minorants donc
gla) <M
Allez a : Exercice 47 :

4. Nous allons utiliser le fait que m est la borne supérieure de E.

Pour tout € > 0 il existe g(t) € E tel que
m—e<g(t)<m
Donc, comme g est croissante, pour tout x tel que t < x < a, g(t) < g(x) < g(a), m étant la
borne supérieure de E, ona g(t) < g(x) < m, ce qui entraineque g(t) —m< g(x) —m <0
On en déduit que pour tout € > 0, il existen = a — t tel que a — n < x < a (ce qui équivaut a
t=a—(a—t)<x<a,onag(t) < g(x) <m,cequientraine que
m—e<gt)<gx)<m=-e<glx)—-m<0
Ce qui montre bien que la limite de g(x) lorsque x tend vers a™ est m.
Nous allons utiliser le fait que M est la borne supérieure de F.
Pour tout € > 0 il existe g(u) € F tel que
M<glu)<M+e
Donc, comme g est croissante, pour tout y tel que a <y < u, g(a) < g(y) < g(u), M étant la
borne inférieure de F,ona M < g(y) < g(u), ce qui entraineque 0 < g(y) — M < g(u) — M. On
en déduit que pour tout € > 0, il existen = u —atel que a < y < a + n (ce qui équivaut a
a<y<a+u—a=u,onaM < g(y) < g(u), ce qui entraine que
M<gly)<glu)y<M+e
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Ce qui montre bien que la limite de g(y) lorsque y tend vers a* est M.
Allez a : Exercice 47 :
5. Comme f est dérivable en a, d’aprés le 2. Il suffit de montrer que f'(x) admet une limite en a™ et
enat.
On applique a f' le résultat de 3.
m<f(a) <M
Ou
m =inf{f'(x),x < a} et M =sup{f'(y),y > a}
On a montré au 5.
lim f'(x) =m et lim+f’(x) =M
xX—a x—a
D’apreés le 2. (puisque f'(x) admet une limiteen a™ eta™
lim f'(x) = f'(a) et lim f'(x) =f"(a)
xX—a xX—a
Ce qui montre que
lim () = f'(a)
Autrement dit f est continue.
Allez a : Exercice 47 :
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