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COMPOSITION DE FONCTIONS

Activité 1
Soient les fonctions f(x) = Vx et g(x) = x3.

1. Calculer I'image de 4 par la fonction f, on appelle cette image a. Calculer 'image de a par g.
2. Calculer I'image de 2 par la fonction g, on appelle cette image b. Calculer 'image de b par f.
3. Compléter les phrases suivantes : g(a) = g[f(...)] = -—-et f(b) = flg(...)] = -

COVVCCELOVL ¢ e et e et e ee et e see et eneeeeeeeeaeeeeseeeasaeeeea e senseseaeeessaeaenasaeseeeeeeaesnnenseneeneeen

Définition 1

/Soient [ et g deux fonctions définies respectivement sur les ensembles Dy et D 4. La fonction\
obtenue en appliquant successivement f, puis g est la composée de f par g. Elle se note gof
et se lit «g rond f».

La fonction gof est défini sur 'ensemble D des réels x € Dy tels que f(x) € D4 par:

K (goH)(x) = glf (x)] j

Fig.1

Exemple 1

Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = —2x + 1 et g(x) = x?. Déterminons les
expressions explicites de gof (x) et fog(x). Puis calculer fog(2) et gof (—1).
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Application 1
Soient f(x) = 3x + 1 et g(x) = /x, déterminer les expressions explicites de gof (x) et fog(x).

Puis calculer fog(0) et gof(g).

TAF1 (Travail A Faire N°1)

Soient f(x) = x? + %x + 3 et g(x) = 3 — x, déterminer les expressions explicites de gof(x) et
fog(x). Puis calculer fog(0) et gof(—1).

Remarque 1

e Les composées de fonctions gof et fog sont en général différentes.

e Toute fonction non élémentaire peut étre vue (ou décomposée) comme une composée de
fonctions élémentaires.

FIN

5 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



AUTRES EXEMPLES

N _/

ﬁésu‘mé des Définitions, Propriétés et Tt ﬁéorém} @ NOTES

\ AC )

6 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



COMPLEMENTS SUR LES LIMITES ET CONTINUITE

RAPPEL SUR LES LIMITES
1) Limites de références

Soit 7 un entier naturel non nul et R un nombre réel quelconque, nous admettons les résultats

suivants.

Limites en un réel a

Limites en +oo

Limites en -o0

lim k =k lim k=k lim k=k
x—>a X=>+00 X=>—00
lim x =a lim x =+ lim x = —
xXx—=>a X—>+ X—>—00
lim x™ = a" _ 1 ) 1
x—>a lim —=0 lim —=0
X—>+0 X xX—>—0 X
Pour tout a0, , n +00 st n est pair
) lim x™ = . ! .
lim vx =+va lim x™ = 4o xX>—00 —oo sin est impair
x—>a X—>+o00
lim |x| = |a ) k \ k
x—>a | | | | lim —= lim —=0
x—>+00 xN x—>—co xN
.1 lim |x]| = +oo lim |x| = +o0
lim — = — xX—>+00 xX—>—00
x—>0" X
1 li h
. im +x = 4o
lim — =+ x—>+00
x=>0t x

2) Opérations sur les limites

Soit Let [’ deux nombres réels. Les limites en Xo peuvent étre des limites en +eo, en -0, en a (a

un nombre réel quelconque), des limites a droite ou a gauche. Mais bien entendu toutes les limites
utilisées doivent étre de la méme nature : c’est-a-dire, par exemple, qu’il n’est pas question

d’utiliser le tableau avec lim f(x) et lim g(x).
x—=>+00 x—>0

Ona:

a) Limite d’'une sommef+g

Tim (f+ () = lim f()+ lim g(x)

Et nous admettons les résultats du tableau suivant :

lim f(x) [ [ A +00 —00 +00
X—>Xg
lim g(x) (’ +0o0 —00 +00 —o0 —00
X—>Xp
lim (f + g)(x) + (| +o —0o0 +00 —oo | FI
X—>Xg
Fl : Forme_indéterminée
Exemple 1
Soient f(x) = x? + letg(x) = _xz_3 deux fonctions. Calculons la limiteen 1de f,getf + g.
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Application 1

Soient f(x) = x% et g(x) = —;—4 deux fonctions. Calculer la limite en —oode, getf + g.

1. Soit f(x) =x3etg(x) = \/%deux fonctions. Calculer la limite en +ocode f,getf + g.

2. Soitf(x)=x—1letg(x) = x_—+11 deux fonctions. Calculons la limiteen2de f ,getf + g.
b) Limite d’un produit f X g
Ona:

Jim (fx 9)(0 = [Jim fG]x [ Jim ()]

Et nous admettons les résultats du tableau suivant :

Jim f(x) l [>0 |[[>0 |[<o0 |[<0 | 4% | 40 | —o0 |0
- 0
lim g(x) [’ +00 | —0 +00 —0o0 +00 —0o0 —o0 | too
X—>Xg
lign Fxg)x) |[x(’ | +ow —00 —00 +o0 400 —o00 +o0 | FI
X—>Xg

Exemple 2
Soient f(x) = —3etg(x) = xiz deux fonctions. Calculons la limiteen +ocode f,getf X g.

Application 2

Soit f(x) =1 —x° et g(x) = —2x2? deux fonctions. Calculer la limite en —oode f,getf X g.

1. Soit f(x) =x3—8etg(x) = deux fonctions. Calculer la limiteen 2de f,getf X g.

x2+2x+4

2. Soitf(x)=x—1etg(x) = i deux fonctions. Calculer la limiteen 0~ de f,getf X g.

c) Limite d’un quotient 5

Ona:
lim f(x)
. f _ xX—>Xxy
xl—lg}co (5) () = xl_lg)lc gx)
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Et nous admettons les résultats du tableau suivant :

lim f(x) |[ [ 400 | 40 | —0 | —0 |too|[>0|[>0|[<0|[<0]|0
¥=>%o ou ou ou ou

400 | 4+ —00 —0o0
lign gx) |[U'#0|to|l'>0 |I'<0 I'>0 |I'<sO |+ew| OFY | O | 0OF | 0° |O
X—>Xo
i l 0 +00 —o0 | —o0 | 400 | F[ | 40 | —0 | —00 | 400 | FI
lim 5)®) | 77
x=>xo g l
Exemple 3

1. Soit f(x) = x? —3x — 1 et g(x) = x — 2 deux fonctions. Calculons la limite en 1de f, g et

7

x%2-3x-1

2. Soit f(x) = , Calculons la limite en 3% de f.

Application 3

2_
1. Soit f(x) == xi’;” , Calculer la limite en 2 de f.
COVTOCETON ittt e ettt e kb e e bbbt e s
2 _3x—
2. Soit f(x) =2 xiz L Calculer la limite en 3~ de f.
COVTOCETON .ttt et ees st e st s e bttt e s
TAF3
2_
1. Soit f(x) = 2 5% Calculer la limite en 2* de f.
2_
2. Soit f(x) = %, Calculer la limite en 2 de f.
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d) Limite d’une composée f o g

Si lim g(x) =b et lim f(X) =1 (enposant X = g(x)) alors lim f[g(x)] =1
x—>a X->b x=>a

Exemple 4

1. Soit f(x) = Vx? — 3x, Calculons la limite en —co de f.

Application 4

1. Soit f(x) = Vx3 — 3x + 4, Calculons la limite en +oo de f

COVTOCTLON ittt e s et sttt st eta s b s ba e s et abs st er sttt eba e s enteba e ssereees
TAF4
. 4x3-3x+4 .

1. Soit f(x) = ’%, Calculons la limite en +oo de f.
Remarque 1
Lorsque le tableau ne donne pas de résultat général, on parle souvent de Forme Indéterminée (Fl).

. , W 0 too
Les formes indéterminées sont de quatre types : +00 — 0o ou —0o + 0 ; 0 X +0; ° et -

2. Levée d’une indétermination
a) Limite en linfini d’'une fonction polyndme et rationnelle

Propriété 1
[ En 400 ou en —o0, un polyndme a la méme limite que son terme de plus haut degré. }

Exemple 5
1. Calculons la limite de f(x) = x? — 4x + 1 en +oo.
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Application 5

1. Soit f(x) = x® — 3x + 1, déterminer son ensemble de définition Dy puis calculer les limites aux

bornes de Ds.

2. Soit f(x) = —x7 + 3x* — 4x, Déterminer son ensemble de définition Dy puis calculer les limites

aux bornes de Df.

TAF5

1. Soit f(x) = x3 — 3x , déterminer son ensemble de définition Dy puis calculer les limites aux
bornes de Dy.

2. Soit f(x) = 3x3 — 2x? + i , déterminer son ensemble de définition Dy puis calculer les limites

aux bornes de Ds.

Propriété 2

En 4+00 ou en —oo, une fonction rationnelle a la méme limite que le quotient du terme de
plus haut degré du numérateur par le terme de plus haut degré du dénominateur.

Exemple 6
.. x2—6x+3
1. Calculons la limite de f(x) = —,, en+oo.
—x%-6x+3
2. Calculons lalimite de f(x) = ————— en —co.
f( ) x%+3x3-1
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Application 6

x%—2x+3 .
———— , calculer la limite de f en —oo.
3x“+3x-1

1. Soit f(x) =
COVVOCTLOVNL 2 oottt ee e e e e e eeeeee e eeeeeees e et eaeeeaeeneeeeeeseaeeeeseeseeseeseeseeaeeseeseeaeene e e sensensennnnes

—x3—
2. Soit f(x) == ox+3

100 " calculer la limite de f en +oco.

COVVCOELOVL ¢ et e et ee et e e e e et et eee et eaeeeeeeeeeeaeneee et eeeeee et enseseaeeeeeenaenseeeeseessasaesenasneneeeeeen

x3-8
3x2-1 "’

1. Soit f(x) = calculer la limite de f en —oo et en +co.

—4x3—y2_
2. Soit f(x) = 4x3-x2—6x+3

Tenis calculer la limite de f en —o et en +o.

b) La factorisation en vue de simplifier
Propriété 3

f
g
peut parfois mettre (x —a) en facteur au numérateur et au dénominateur, puis

Pour déterminer la limite en @ d’une fonction du type ~telle que f(a) = g(a) = 0, on

simplifier avant de calculer la limite en a.

Exemple 7

2_
Soit f(x) = 3;—“1 , calculons la limite de f en -1.

Application 7

Soit f(x) = ;‘2

COVVCCELOVL ¢ e e ee e ee e et e eee e eeeeseeeseeseaeaseeaaseeeseesenseeeasaeeseeaeaenseseaseeeseeasnseseasaeeseenesensesanseeesen

3 -
, calculer la limite de f en 3.
9

. 2-1 .
1. Soit f(x) = m, calculer la limite de f en -1.

X+

3_
2. Soit f(x) = %, calculer la limite de f en 1.
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c) Multiplication par I’expression conjuguée
Propriété 4

Lorsqu’on a une fonction irrationnelle, la multiplication par I’expression conjuguée peut
parfois aider a lever la forme indéterminée.

Exemple 8
Soit f(x) = Vx2 + 2 + x, calculons la limite de f en—co .

Application 8

Soit f(x) = M 3

COVVCCELOVL ¢ e eee et et e et e e e e et e eeeeeaeneeeeeeeeeeeaenesesee e e eea et eea s eseaeeeeetaaessesaseeeseeaesensesenseeeeen

, calculer la limite de f en 3.

TAF8

Soit f(x) = M , calculer la limite de f en 0.

. BRANCHES INFINIES
NB : dans toute la suite f et g désignent des fonctions numériques, D et D4 leurs ensembles de
définition respectifs, Cy et C4 leurs courbes représentatives respectives.
1) Asymptotes d’une courbe
a) Asymptote Verticale

Propriété 5

Soit @ un nombre réel, lorsque lim f(x)=ioo ou lim f(x) =100 ou

lim f(x) = too alors la droite d’ equatlon (D):x = a est asvmptote verticale a la
x—>a~

courbe (Cy) en too,
Exemple 9

. 2— : s ) 2 . , .
Soit f(x) = é , calculons x_11>r£13_f(x) puis déduisons en I’équation d’'une asymptote verticale.

Application 9

Soit f(x) = =, calculer 11m3+f(x) puis en déduire I'équation d’une asymptote verticale.

Correctwn L et eeteeeeeeeeetteaeteeeteesueeeseestesaateeeteseeessetaseeaatesateeneee et easteaatesateente eteesteaaeeaanaennteereaaneeaatesaeeennaesenas
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Illustration graphique

Fig2 Fig3
TAF9

2-3x+5 . . .
Soit f(x) = % , Montrer que la droite d’équation (D):x = 0 est asymptote verticale de C¢

en —oo et en +o.
b) Asymptote Horizontale

Propriété 6

Soit b un nombre réel, lorsque lim f(x)=b ou lim f(x)=b
X—>—00 X—>+00

alors la droite d’équation (D):y = b est asymptote horizontale de la courbe (Cy) en

—00 ou respectivement en oo,

Exemple 10
. 3— . A ) 2 . , .
Soit f(x) = x—:} , calculons 11>m f (x) puis déduisons en I'équation d’'une asymptote horizontale.
X—>—00

Application 10

. 2x2+x-5 . . g s . , .
Soit f(x) = %, calculer 11>r§r1 f (x) puis en déduire I’équation d’une asymptote horizontale.
X— [ee]

COVVOCTLONL & ettt e e e e e eee e et ee e eeeet e et et eeaeenseeeeeseaseeseeeeeeeesseeeeeaeeaeeseaaee e e e eenseeseennnens
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Illustration graphique

Figd Fig5

TAF10

2_
Soit f(x) = ad x33x+5 , Montrer que la droite d’équation (D):y = 0 est asymptote verticale de (Cr)

en —oo et en +oo.
c) Asymptote Oblique
Propriété 7-1

La droite d’équation (D):y = ax + b (aveca € R* et b € R) est une asymptote oblique

de la courbe (Cy) en —oo (respectivement en +) lorsque
li>m [f(x) — (ax + b)] = 0 (respectivement ll>1’il [f(x) — (ax + b)] =0).
X—>—00 X— o

Exemple 11
2 _ca—
Soit f(x) = ad 2::64 z , montrons que la droite (D):y = %x — 4 est une asymptote oblique de la

courbe Cy en —o (puis en +).

COVVCCELOVL ¢ e ettt eeeee e e e eee et eee et eneeeeeeeeeen e seseeeeeeeee et enses et eeenenaeaseneesaneeeeansenenseneenenen

Application 11
. _ 3x%-—x+2
Soit f(x) = —

courbe Cy en +o (puis en —).

, montrer que la droite (D):y = 3x + 8 est une asymptote oblique de la

COVVOCTLOVL & ettt e e e e eee e et ee e eeeee et et ee et enseeeeeseaseeseeeeeeeesseneeeaeeaeeseease e e e eenseesennnnens
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Illustration graphique

Fig6 Fig7
Remarque 2
Les courbes représentatives de deux fonctions fetg sont asymptotes l'une de l'autre en
too lorsque lim [f(x) — g(x)] = 0.
x—>to00
TAF11

2
1. Soit f(x) = % , montrer que f(x) peut s’écrire sous la forme f(x) =ax+b +ﬁ

(a, b et c sont des nombres a déterminer).
2. En déduire une asymptote oblique a la courbe €y en +o (puis en —o).
2) Branche parabolique

alors
Si lirp f(x) = o0 == la courbe Crposséde une Branche parabolique ou une Asymptote
X—>1 00

Oblique en +oo.
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Théoreme 1

Si lim f(x) =+
x—*too

Je
calcule \
. f)
lim —=
x-t0 X
Propriété 7-2
) 4
X X X
Si lim f—( )= 0 < Si lim f—( )= +oo g Si lim f—( )= a;
x>t X x>t X o X
v a€eR
Alors Cr admet Alors Cr admet
une Branche une Branche -
Parabolique de Parabolique de xgrirlw[f(x) — ax]
direction (OX) direction (OY)
en oo en oo _l
) 4 —
(@ )| Silple-ad=te St g/ () —ax] =b
X—>1T 0o
Alors Cr admet Alors Cr admet
une Branche une Asymptote
Parabolique la Oblique la droite
droite d’équation d’équation
(D):y =ax (D):y=ax+Db
en oo en to; beR
( J )

@ J Fig@ J @ J
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Exemple 12
1. Soit f(x) = V/x, déterminons Dy puis étudions les branches infinies de Cy.

2_
3. Soit f(x) = %, déterminons Dy puis étudions la branche infinie de Cr en +oo.

Application 12

1. Soit f(x) = V—x + 2, déterminer D puis étudier la branche infinie de Cr en —oo.

2_
3. Soit f(x) = %, déterminer Dy puis étudier la branche infinie de Cr en —oo.
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TAF12

2x%+6x
x+3

Ondonne f(x) = déterminer Dy puis étudier la branche infinie de Cr en +oo.

Propriété 7-3

. . . N(x) alors -
Si f est fonction rationnelle telle que f(x) = @ avec d°N — d°D =1 — la division

euclidienne peut permettre de déterminer I’Asymptote Oblique d’équation
(D):y = Q(x); (avec Q(x)le quotient de la division euclidienne ) de la courbe Cy.
Exemple 13

Soit f(x) =

2x%+6x
x+3 '

étudions la branche infinie de Cf en +co.

Application 13

x2—2x+7

Soit f(x) = g , étudier la branche infinie de Cr en 4co.
4x+1 f

2x%4+6x
x+3

Ondonne f(x) =
NB2

, déterminer Dy puis étudier les branches infinies de Cr en +o.

Les Propriétés 7-1; 7-2 et 7-3 permettent toutes de montrer ou déterminer I'équation de
I’Asymptote Oblique d’une courbe.

1. CONTINUITE D’UNE FONCTION
1) Continuité en un point

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a (c’est-a-dire f (a) existe
et est fini). On dit que f est continue en a lorsque :

lim £(x) = f(a)

Exemple 14
Soit f(x) = x3 — 1, montrons que f est continue en 1.
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Application 14

Soit f(x) = —x® + 2x% — 1, montrer que f est continue en -2.
COVTOCETON ettt ettt e sk e e b bbbt e s
TAF14

2_
On donne f(x) = le, étudier la continuité de f en 1 puis en 0.

Propriété 8

[fest continueena & lim f(x)= lim f(x) = f(a) }
x->a~ x—>at
Remarque 3

e Sif et g sontcontinues en a alors:

o La fonction kf est continueen a;
o La fonction |f| est continue en a;
o Sideplus f(a) = 0 alors la fonction \/? est continueena;
o Lafonction f + g est continueena;
o Lafonction f X g est continueena;
f
o

Si de plus g(a) # 0 alors la fonction . est continueena.

e Sif est continue en a et g est continue en f(a) alors la fonction gof est continue en a.
e Lafonction f est continue sur un intervalle I signifie que f est continue en tout point de I ; cet
intervalle I est appelé ensemble de continuité de f et I < Dy.
e Sif est continue sur [ et g continue surJ alors:
o Lafonction f + g est continuesur I N J;
o Lafonction f X g est continuesurI NJ;

o la fonctiongest continuesurInJ —{x €J/g(x) = 0}.

e Toute fonction polynéme est continue sur R.

e Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
2) lllustration graphique de la continuité

Fig.9 fig.10
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3) Prolongement par continuité
Propriété 9

Soit f une fonction définie sur un intervalle |a; b] et vérifiant lil;1 f(x) = L(l estun nombre
X—>a

alors {g(x) = f(x) six+a

réel) == la fonction définie sur |a; b| par est appelée le
) g [a; b] p gla) =1 pp

prolongement par continuité de f en a.

Exemple 15
82
Soit f(x) = Jc(f+26 définie sur |—oo; —3[ U ]—3; 2[ U ]2; + [, montrons que f est prolongeable

par continuité en 2 et donnons son prolongement par continuité.

Application 15
x+3

Soit f(x) = e vy
continuité en -3 et donner son prolongement par continuité.

définie sur | —oo; —3[ U |—3; 2[ U ]2; + o[, montrer que f est prolongeable par

x%+3x+2

On donne f(x) = —

a) Déterminer Dy ;
b) Etudier la continuité de f en-2;

c) f est-elle prolongeable par continuité en -2 ? Si oui, déterminer ce prolongement par continuité.

FIN
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DERIVABILITE

l. DERIVABILITE D’'UNE FONCTION EN UN POINT
1) Mise en route

Fig.1

Aux origines la dérivation était un probléme purement géométrique, il s’agissait de connaitre le
coefficient directeur (ou la pente) d’'une droite particuliére qu’on appelle tangente a une courbe.
Sur la Fig.1, le coefficient directeur de la droite (AM) ou le taux d’accroissement de f entre X et a

est %:Z@ Lorsque X tend vers a (c’est-a-dire : M tend vers A), la droite (AM) tend vers la droite

(T), tangente a la courbe (Cr) en A. La pente de la tangente a la courbe en A peut donc étre vue

fF&X)-f(a)
—a

comme étant la limite lorsque x tend vers a du quotient . Cette pente est aussi appelée

nombre dérivée de la fonction f en a. Il est noté f'(a) et quand il existe (fini), on dit que la fonction
f est dérivable en a.
Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert ]a; b[ contenant le réel x,. On dit que f est

dérivable en x; si lim f—(x;_i(x(’) est finie. Cette limite est appelée nombre dérivée de f en x,
X—Xg —X0
et est notéef'(xg) . On écrit f'(x¢) = lim fG)—f(x0)

x—-xg X—Xo

Exemple 1
Soit f(x) = 3x + 2, étudions la dérivabilité de f en 1.

Application 1
Soit f(x) = x? — 1, calculer f'(2).
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TAF1
Ondonne f(x) = ﬁ calculer f'(—1).
2) Dérivabilité a gauche et dérivabilité a droite

Définition 2

/Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert |a; b[ contenant le réel x. \
e Lorsque lim f)=f(x0) est finie, on dit que f est dérivable a gauche en x, . le nombre

x-ox,  X—Xp

dérivée de f a gauche en x;, est notéefg'(xo) et on écrit

: L F@—f(x0)
= lim =222,
fg (x0) Jm

e Llorsque limM
xoxg  X7Xo

est finie, on dit que f est dérivable a droite en x; . le nombre

fx)—f(x0)

x—xg /

\ dérivée de f a droite en xy est notéef 4 (o) et on écrit f4' (x) = lim
x-xg

Propriété 1

ssi
Une fonction f est dérivable en x, < f est dérivable a gauche et a droite en x et qu’en plus
les nombres dérivés a gauche et a droite sont égaux.

Remarque 1

ssi
Une fonction f définie sur un intervalle [a; b] est dérivable sur [a; b] < f est dérivable en tout
point de ]a; b[, dérivable a gauche en b et dérivable a droite en a.

Exemple 2
Soit f(x) = +/x, étudions la dérivabilité de f a gauche et a droite en 1 puis déduisons la dérivabilité

de f en 1.

Application 2
Soit f(x) = i, étudier la dérivabilité de f a gauche et a droite en -2 puis en déduire la dérivabilité
de f en-2.
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TAF2
On donne f(x) = |x|, étudier la dérivabilité de f a gauche et a droite en 0 puis en déduire la
dérivabilité de f en 0.
3) Dérivabilité et continuité
Propriété 2

alors
Si une fonction f est dérivable en un point x (respectivement sur un intervalle I) = f est
continue en x (respectivement sur un intervalle I).

NB1
La réciproque de la Propriété 2 est fausse.
Il. INTERPRETATION GRAPHIQUE DE LA DERIVABILITE
1) Equation de la tangente en un point d’abscisse x.

Il s’agit ici de déterminer I’équation de la tangente a la courbe (Cy) au point d’abscisse xg.
Propriété 3

Soit f une fonction définie en x,

alors
si festdérivable en x, = la courbe Cf admet une tangente notée (T) et d’équation

(T):y = f'(x9)(x — x¢) + f(x0) au point d’abscisse xg.

Exemple 3
Soit f(x) = /x, déterminons une équation de la tangente (T) a (Cy) au point d’abscisse 1.

Fig.2

Application 3
Soit f(x) = i, déterminer une équation de la tangente (T) a (Cy) au point d’abscisse -2.

TAF3

On donne f(x) = x? 4+ 2x — 3, déterminer une équation de la tangente (T) 3 (Cy) au point
A(0; -3).
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2) Equations de demi-tangentes a gauche et a droite en un point d’abscisse donnée
Propriété 4

alors
e Sif estdérivable a gauche en x, = la courbe (Cy) admet une demi-tangente notée

(Ty) au point d’abscisse xq a gauche. Son équation est

(Ty):y = g (x0)(x — x0) + f(x0)-
!
e Si f est dérivable a droite en x, 222 la courbe (Cy) admet une demi-tangente notée

(T,) au point d’abscisse xq a droite. Son équation est
(Ty):y = fa' (xo)(x — x) + f (o). /
Remarque 1

alors
e Sif'(xg) = 0= latangente (T) est paralléle a I'axe des abscisses (OX).
, , alors
e Sify (x0) = fa (x9) = les tangentes (Tg) et (T;) sont confondues.

, , alors . Lo
e Sify (x0) # fa (x9) = les tangentes (Tg) et (T;) forment un point anguleux : voir Fig3.

Fig.3
TAF4
x?six<1 | _
i Gix>1" déterminer les équations des demi-tangentes (Tg) et (T,).

Ondonne f(x) = {

3) Equation d’une demi-tangente verticale en un point d’abscisse donnée
Propriété 5

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; x,] (respectivement [x,; b[ ).

Si lim_]M = 400 (respectivement lim [C)-/x0) _ t0) : donc f n’est pas dérivable
XX X—X0 x—>x3 X=X
alors

en x, = la courbe Cr admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse x.

Exemple 4
Montrons que la fonction f(x) = v/x admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.

Fig.4
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Application 4
Montrer que la fonction f(x) = vx + 3 a une demi-tangente verticale au point d’abscisse - 3.

TAF5

Montrer que la fonction f(x) = v2x — 1 a une demi-tangente verticale au point d’abscisse % .

. FONCTION DERIVEE

Définition 3

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle. On appelle dérivée de la fonction f, la fonction
notée f' définie par f':x — f'(x).

Remarque 2

e On appelle intervalle de dérivabilité de la fonction f, noté Dy I'intervalle sur le quel la fonction
[’ est définie. Il est toujours inclus dans I'ensemble de définition Dy .

e Toute fonction polyndme est dérivable sur R et une fonction rationnelle sur son ensemble de

définition.
1) Dérivées de quelques fonctions de référence.
FONCTION f FONCTION DERIVEE f' Dfr
f(x) =kaveck €R f'(x)=0 R
fx) =x ff) =1 R
f(x)=ax+b f'(x)=a R
f(x) =+/xavecx =0 ey L 10; +oof
ffx) =—F%
2+/x
f(x) = x" avecn € N* f'(x) = nx™1 R
1 R*
=3 0 '(x) = ——
f(x) )i avec x f'(x) 9%2
' R*
f(x)=x—navecx¢0 f(x)=—xn+1
Exemple 5
Calculons les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
L) = 5 ettt ettt et e st a et a e bR st s e e s sae et as e e ea Rt e ta e et Attt esens ettt
) T w2 ettt ettt e et s et e s st es AR et een ettt e an e ettt een e
FUA) = 5 A 2 ettt ettt e a et et et a s e e b R et s s et st et e aa ettt enssa enssae et enasae s
FUE) = X ettt e sttt et e e ettt et et e et en ettt et
flx) = xi e e oo 1o e e s e see e
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Application 5
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

TAF6
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

Flx) =10%; g(x) = xV2; h(x) = —§x+5; t(x) = 3x7; k(x) = —g.

2) Opérations sur les fonctions dérivées
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle ouvert I et k un nombre réel, on
admet les résultats du tableau suivant :

f | ku| u+v UXv un 1 u Ju uov ax+b
v v
! ! ! ! ! ! .. n—1 ! Tay _ aql [ C.(xltfbi
fflkuw | u+v | uvv+v'u | nu'u v | uv—vu| u a c
2 2 2vu | V' xu'[v] | (ex + d)?
Exemple 6

Calculons les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

FUI) T X3 A X2 = 5 et eb it e sttt e e ettt e e e e
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Application 6
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

TAF7
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

fX)=x3=3x—1;f(x)=xvx+3;f(x) = 2x=3)*; f(x) = e i f(x) = 2Vx3 + x;

X
3) Dérivée et sens de variation
Définition 4
ﬁoit f une fonction dérivable sur un intervalle I : \

alors
e Sif'(x) = 0 pourtoutx € | = f est dite croissante sur I.

alors
e Sif'(x) > 0pourtout x € = f est dite strictement croissante sur /.

alors
e Sif'(x) < 0pourtoutx € | = f est dite décroissante sur I.

alors
e Sif'(x) <0 pourtout x € = f est dite strictement décroissante sur I.
alors

k. Si f'(x) = 0 pour tout x € | = f est dite constante sur [. /

Exemple 7

Déterminons le sens de variation des fonctions suivantes :

) = 20 2 et st e bt et st R et en ettt n e et ere ettt
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Application 7

Etudier le sens de variation des fonctions suivantes :

TAF8

Etudier le sens de variation des fonctions suivantes :

F(x) =—12; g(x) = —4x + 3; h(x) = 3x2 4 2x + 1; k(x) = 2= ;

x+3 "’

Théoréme 1

-

e Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone (croissante ou

alors
décroissante) sur un intervalle I = f réalise une bijection de I vers f(I).

alors
e Sif estune fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle | = f réalise

une bijection de I vers f(I).
. J

4) Tableau de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I = Ja; b[, suivant le signe de f'(x) on a les tableaux
ci-contre :

31 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



e 1%cas:f'(x)>0

X a b
f(x) +
f lim £ (x)
lim f(x)
o 2°Mecas:f'(x) <0
x a b
f'(x) -
lim fCx)
f
lim £ (x)
NB2
alors

Si a € Df oub € Df = au lieu de calculer lim f(x) ou lir‘% f(x) on peut calculer directement
Xx—a X—

f(a) ou f(b).

Exemple 8

Soit la fonction f(x) = x? — 3x — 4. Dérivons f, étudions le sens de variation de f puis établissons
le tableau de variation de f.

Application 8
On donne f(x) = x? + 2x — 6. Dériver f, étudier le signe de f’, en déduire le sens de variation de
f puis établir le tableau de variation de f.
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TAF9
. 1 3
Soit f(x) = $XT—x+ 5
1) Déterminer Dy ; 2) Dériver f ; 3) Etudier le signe de f' et en déduire le sens de

variation de f ; 4) Dresser le tableau de variation de f.

5) Extrémum

Propriété 6

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I = ]a; b[ contenant le nombre réel xg. Si

l
f'(x) = 0 etsi f'(x) change de signe de part et d’autre de x, = f(x,) est un extrémum

de f surl.

Théoréme 2

ssi
e On dit que la fonction f possede en x, le maximum relatif M = f(x,) < il existe un

intervalle I contenant x,et inclus dans Dy tel que pour tout x € I, on ait f(x) < M.

ssi
e On dit que la fonction f posséde en x, le minimum relatif m = f(x,) < il existe un

K intervalle I contenant x,et inclus dans Dy tel que pour tout x € I, onaitm < f(x). j

Illustrations
e m = f(xq) est un minimum relatif de f sur |a; b[.

X a Xo b

flx) - O +

f

o M = f(xq) est un maximum relatif de f sur |a; b[.

X a Xo b
flx) + @ -
M

f
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Remarque 3

e M et m sont des nombres réels ;

ssi
e Onditque f est bornée sur I & pourtoutx € I,onam < f(x) < M.

e On parlera de maximum absolu M et de minimum absolu m lorsque l'intervalle I s’élargit a
I’ensemble de définition Dy (c’est-a-dire sil = D).

Exemple 9

Soit f(x) =x3—3x%+1

1. Déterminons Dy ;

2. Calculons les limites aux bornes de Dy ;

3. Dérivons f, étudions le signe de f’ et déduisons le sens de variation de f puis le tableau de
variation de f.

4. Déterminons les extrémums de f sur les intervalles |—oo; 2[ et ]0; +oo].

5. Montrons que f réalise une bijection de 'intervalle ]0; 2[ vers un intervalle J a déterminer.

Correction : Voir partie exercice

Application 9

Soit f(x) =x3—3x+1

1. Déterminer Dy ;

2. Calculer les limites aux bornes de Dy ;

3. Dériver f, étudier le signe de f' et en déduire le sens de variation de f puis le tableau de variation
de f.

4. Déterminer les extrémums de f sur les intervalles |—oo; 1[ et |—1; +oo[.

5. Montrer que f réalise une bijection de l'intervalle |1; +oo[ vers un intervalle J a déterminer.

Correction : Voir partie exercice

TAF10

Soit f(x) =

1. Déterminer Dy ;

x2+1
x+1

2. Calculer les limites aux bornes de Dy ;

3. Dériver f, étudier le signe de f’ et en déduire le sens de variation de f puis le tableau de

variation de f.

4. Déterminer les extrémums de f sur les intervalles ]—1; 1+ \/7[ et ]1 -2 +00[.

5. Montrer que f réalise une bijection de 'intervalle | —oo0; —1[ vers un intervalle J a déterminer FI N

34 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019




AUTRES EXEMPLES

N _/

ﬁésu‘mé des Définitions, Propriétés et Tt ﬁéorém} @ NOTES

\ AC )

35 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



ETUDE DE FONCTIONS

l. RAPPEL : PARITE ET ELEMENTS DE SYMETRIE
1) Parité

Définition 1

Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy :

e [ estdite paire S pour tout x € Dy, ona: —x € Dy et f(—x) = f(x).

Sl

e [ estdite impaire S pour tout x € Dy ,ona: —x € Dy et f(—x) = —f(x).

Remarque 1

alors
Si pour tout x € Dy ,on a: —x € Dy, f(—x) # f(x) etf(—x) # —f(x) = f n’est ni paire ni
impaire.

Exemple 1
1. Etudions la parité de la fonction f(x) = 3x3 — 2x.

Application 1
1. Etudier la parité de la fonction f(x) = 7x? — 2x + 1.

x2+3
x2-7

2. Etudions la parité de la fonction f(x) =
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3. Etudier la parité de la fonction f(x) = xi3

Etudier la parité des fonctions suivantes : f(x) = x>+ 3x+ 1; g(x) = ;

h(x) =x%2—-1;t(x) =vVx+4.

Interprétation graphique

Propriété 1

-

ssi
e Dans un repére orthogonal, une fonction f est paire & I’axe des ordonnées (QY) est un axe

de symétrie de la courbe (Cy).

ssi
e Dans un repére quelconque, une fonction f est impaire < I'origine du repére (O) est un

K centre de symétrie de la courbe (Cy). j

Fig.1 Fig.2

Conséquence 1 (de la Propriété 1)

( Lorsqu’une fonction f est paire, on peut restreindre son domaine d’étude sur D = Dy N ]RJ,.\
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie axiale par rapport a I'axe des
ordonnées.

e Lorsqu’une fonction f est impaire, on peut restreindre son domaine d’étude sur

Dg = Dy N R,. La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie centrale par rapport

K a l'origine du repére. J
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2) Eléments de symétrie

Propriété 2

~

ssi
e Ladroite (D):x = a est axe de symétrie de la courbe (Cs) < pourtoutx € Dy, ona:

2a—x€Dfetf(2a—x)— f(x) =0.

ssi
e Le point A(}) est centre de symétrie de la courbe (Cy) < pour tout x € Dg,ona:

2a—x € Dsetf(2a—x) + f(x) = 2b.
\ ! )

Exemple 2
1. Soit f(x) = —x? + 2x + 3, montrons que la droite (D): x = 1 est un axe de symétrie de (Cp).

Application 2

1. Soit f(x) = x® + 4x + 3, montrer que la droite (D): x = —2 est un axe de symétrie de (Cp).
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TAF2

1. Soit f(x) = 3x? — 6x+ 7 , montrer que la droite (D): x = 1 est un axe de symétrie de (Cf).
2. Soit f(x) = (x — 1)3 + 1,montrer que le point A(}) est un centre de symétrie de la courbe (Cp).
l. RESOLUTION ALGEBRIQUE ET GRAPHIQUE D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS

Rappel 1

(Cr), lareprésentation graphique de la fonction f est 'ensemble des points M (3) du plan vérifiant :
X € Dyety = f(x).
1) Les points d’intersections avec les axes de coordonnées

Propriété 3

/ e Pour trouver les points d’intersections entre (Cr) et 'axe des abscisses du repere: \
on résout I'équationf(x) = 0. Ce qui donne les points Ai(g") avec x; la ou les
solution(s) de I'équationf (x) = 0.

e Pour trouver le point d’intersection entre (Cy) et I'axe des ordonnées du repere :

k on calculef(0). Ce qui donne le point A(?(O)) s'il existe. /

Exemple 3

Soit f(x) =x*+x —2 ,déterminons les points d’intersections entre (Cr) et les axes de

coordonnées.

Application 3
Soit f(x) =x2+§x+1 ,déterminer les points d’intersections entre (Cf) et les axes de

coordonnées.

39 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



TAF3

Déterminer les points d’intersections entre (Cf) et les axes de coordonnées des fonctions

suivantes :

L fl)=x—4x*—x+4 3. fx) = 22

x—2

2. f(x)=2x2—x+3
2) Position relative d’'une courbe par rapport a une droite

Propriété 4

ﬁour déterminer la position d’une courbe (Cy) par rapport a une droite (D):y = ax + b, \
on étudie le signe de f(x) — y:

l
e Sifx)—y>0 222 la courbe Cy est au dessus de la droite (D).

1
e Sifx)—y<o0 =22 |a courbe Cy est en dessous de la droite (D).

alors
e Sif(x) —y =0 = lacourbe Cf et la droite (D) sont sécantes. /
Exemple 4

Etudions la position relative de (Cy),la courbe de la fonction f(x) = 2x2% — 5x + 2 avec la droite
(D):y =—x—1.

Application 4

Etudier la position relative de (Cr),la courbe de la fonction f(x) = x% 4+ 3x — 5 avec la droite

(D):y =2x—3.
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Etudier la position relative de (Cy),la courbe de la fonction f(x) = g avec la droite (D):y = 3x.

. ETUDE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION

1) Plan d’étude d’une fonction
Pour étudier une fonction, on peut suivre le plan suivant :
e On détermine I'ensemble de définition de la fonction ;
e On étudie la parité de la fonction ;
e On calcule les limites aux bornes de I'ensemble de définition (ou du domaine d’étude si la
fonction est paire ou impaire) et on en déduit les éventuelles branches infinies ;
e On calcule la fonction dérivée, on étudie le sens de variation et on dresse le tableau de variation ;
e On détermine les points d’intersection de la courbe avec les axes de coordonnées ;
e On calcule les images de quelques points ;
e On trace la courbe représentative de la fonction.
2) Exemples d’étude de fonctions
Exemple 5 : TD N°1- Exercice
Correction : voir cahier d’exercices
Application 5 : TD N°1- Probleme 1
Correction : voir cahier d’exercices

TAF5 : TD N°1- Probléme 2

FIN
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

. GENERALITES
Activité 1
Avec la calculatrice remplir le tableau suivant :
a -2 -1 0 0,25 0,5 0,75 1 2 5
Ina

Définition 1

On appelle fonction logarithme népérien, la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ vers R telle que
In(1) =0 et (Inx)' = %

Notation 1

i 4 L]0 +0[—> R
e lafonction In est notée In: ™" """
e lafonction dérivée de In est notée In'": ]O;Zw[_)“i

Remarque 1

e Sia € ]—oo;0]alorslna n’existe pas.

e Sia€]0;1[alorslna<0

e Sia€]l;+oalorslna >0
Propriété 1

/Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tout entier relatif n, on a les propriétés \
suivantes :

e In(ab) =Ina+Inb (Propriété fondamentale)
e In (i) =—Ilna
o ln(%)=lna—lnb

e Ina"=nlna

K . ln\/_=%lna j

Exemple 1

Ecrivons A = In G) —1In 16 + In+/3 en fonction de In2 etln 3.

43 | M. ABDOU SALAM DIOP PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCEE DE KOKI — COURS TLE L- 2018-2019



Application 1
Ecrire A = In ( ) —In18 4+ In 9 en fonction de In2 et In 3.

3
4

Ecrire A = In (%) 4 In 24 — In 81 en fonction de In2 et1n 3.

Il. EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES

Propriété 2

(s

our tous nombres réels a et b strictement positifs, on a les propriétés suivantes :

e Ilna=Ilnbsa=5»

e Ina>Inbesa>h

K e Ina<lnb&ea<b /

NB1

e Avant de résoudre une équation ou inéquation comportant le logarithme népérien, on
cherche d’abord I'ensemble sur lequel I'’équation ou I'inéquation est définie. On retient
gue si u est fonction numérique alors In u existe ssi u > 0.

e On appelle base du logarithme népérien, I'unique nombre réel noté e = 2,718281 ... tel que
lne=1.

e Pourtoutrationnelr,ona:lne”" =rlne=r.

Exemple 2

Résolvons dans R les équations et inéquations suivantes

3) In(x+3)=0
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Application 2
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes

1) In(2x—-1)=0

TAF 2
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1) In(x>+5x+6) >0
2) 3(Inx)2=2Inx—1=0
3) In(2x —1)—In(1+x)<In3
lIl. ETUDE DE LA FONCTION Inu

Propriété 3

(s

f(x) = In[u(x)] admet :

oit u(x) une fonction numérique d’ensemble de définition D, la fonction composée \

e Pour ensemble de définition Dy = {x E R /u(x) > 0}.
e Pour fonction dérivée f'(x) = %

Exemple 3

Déterminons Dy et f'(x) pour chacune des fonctions suivantes :

1) f(x)=In(-3x+1)
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Application 3

Déterminer Dy et f'(x) pour chacune des fonctions suivantes :

1) f(x) =1In(x? —3x +2)

Déterminer Dy et f'(x) pour chacune des fonctions suivantes :

1) f(x) =In|x — 3|
2) f(x)=x+2-1Inx
Propriété 3

ﬁoit n un entier naturel, nous admettons les limites usuelles suivantes : \

o lim Inx = -
x—>0%
o lim Inx =+
X—>+00
e lim =9 ; lim 2% -
x—>+00 X x—>+00 X
e Lim(xInx)=0 ; lim (x"Inx) =0
x—>0% x—>0%
o lim 2&tD _ 4
x—>0 X
o lim2X_1
x—>0x-1
: n| —
\ o xl_1;13+[x(ln )" =0 /
Exemple 4

Etudions la fonctions f(x) = Inx.
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Application 4
On pose f(x) = ln(%).

1) Déterminer Dy.

2) Calculer les limites aux bornes de Dy.

3) Etudier la parité de f.

4) Calculer f'(x) puis dresser le tableau de variation de f.

5) Déterminer les points d’intersection entre C et les axes de coordonnées.
6) Déterminer I'équation de la tangente au point d’abscisse x = 3.

7) Dresser un tableau de valeurs puis tracer C.

FIN
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DENOMBREMENT ET PROBABILITE

l. DENOMBREMENT
1) Théorie des ensembles

a) Cardinal d’un ensemble fini

Définition 1

e Un ensemble est dit fini lorsqu’on peut compter les éléments qui le constituent.
e Le nombre d’éléments d’'un ensemble fini E est appelé le cardinal de E, on le note card(E).

Exemple 1

Si E = {a; b; c; d} alors card(E)= 4
SiA={2;4;5;7;10; 12} alors card(A)=6
Si F = {binta; Fatou; Awa} alors card(E)= 3

Application 1

Si F = {l{'"ensemble des filles de la classe } alors card(F)= ....cccceovvermrrirneneeiennresinessesesesennne
Si G = {l'ensemble des garcons de la classe} alors card(G)= .......c.coeovurrrerrrieresrrerriresesnernnnnns

Remarque 1

L’ensemble contenant aucun élément est appelé ensemble vide, il est noté @ et card(@) = 0.

b) Réunion, Intersection, et complémentaire

Définition 2

/.

\_

La réunion de deux ensembles A et B est I'ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B. On Ia\
note AUB.

L'intersection de deux ensembles A et B est I'ensemble des éléments qui sont dans A et dans B. On

la note ANB.

Soit E un ensemble et A une partie de E (c’est-a-dire tout élément de A est aussi élément de E :
onnote A C E). Le complémentaire de A dans E est 'ensemble des éléments de E qui ne sont pas
dans A.Onlenote Aou E \ A. j

Remarque 2

Soit E un ensemble, A et B deux partiesde E, on a:

AUA=E
ANA =0
AUp=A4
ANQ =9
AUR=R
ANR=A
AUB = ANB
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e ANB =AUB
e Lorsque ANB = @, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.
c¢) Cardinalde AUB
Propriété 1

Soient A et B deux parties d’'un ensemble fini E, on a :

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(ANB).

Remarque 3
Soient A et B deux parties d’'un ensemble fini E, on a :

e card(A) = card(E) — card(A).
e card(A/B) = card(A) — card(ANB).
e card(B/A) = card(B) — card(ANB).
d) Produit cartésien

Définition 3

@

Soient A et B deux ensembles, on appelle produit cartésien A X B (lire A croix B) I'ensemble des \
couples (a; b) aveca € Aet b € B.
e Le produit cartésien de trois ensembles E; X E5 X E3 est tout triplet (a4 ; a; ; az) avec
a, €EE,a, €EE,etaz € E;.
e Le produit cartésien de p-ensembles Eq X E; X ... X E,, est tout p-uplet (a,;a;; ...; a,) avec

K a, €E,a; €Ey, ... ,ap € Ep. /

Propriété 2

e Soient A et B deux ensembles, ona: card(A X B) = card(A) X card(B).
e Soient Ey, E, et E5 trois ensembles,on a: card(E, X E; X E3) = card(E,) X card(E,) X card(E3)
e SoientEy, Ey, ..., Ep p ensembles, ona:

card(Eq X E; X ... X Ep) = card(E{) X card(E3) X ... X card(Ep)

Exemple 1

La piscine olympique de Dakar accueille 100 enfants. Deux sports leurs sont proposés : le Football
et le basketball.

A la question : aimez-vous le football ? 60 enfants levent la main.
A la question : aimez-vous le basketball ? 45 enfants lévent la main.
A la question : aimez-vous le football et le basketball ? 18 enfants levent la main.

En posant respectivement E, F et B I’'ensemble de tous les enfants, I'ensemble des enfants qui
aiment le football et 'ensemble des enfants qui aiment le basketball.

1) Calculons cardE, cardF, cardB, card(F n B),card(F U B),card(F/B)et card (B/F).
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Application 1

Sur une liste de 25 candidats autorisés a faire les épreuves du second tour au BAC 2018, 13
choisissent de reprendre I'arabe, 17 choisissent de reprendre les mathématiques. Sachant qu’il y'a
deux (02) candidats qui n’ont choisis aucune de ces deux matieres, remplir le tableau suivant.

En posant respectivement C, A et M I'’ensemble des candidats, I'ensemble des candidats qui
reprennent I'arabe et 'ensemble des candidats qui reprennent les mathématiques.

Calculer card(C), card(A), card(M), card(A), card(M), card(A N M), card(A U M),

card(An M),

ceux qui reprennent les ceux qui ne reprennent pas Total
mathématiques les mathématiques

ceux qui reprennent
I'arabe
ceux qui ne
reprennent pas
I'arabe

Total
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2) Modeéles de dénombrement

Définition 4 : factoriel n

Pour tout entier naturel non nul n, on appelle factoriel n le produit noté n! Et défini par

nl=1x2x3x..(n—2)(n—-1)n. Onadmet que 0! = 1.

Exemple 2

Calculons le factoriel des nombres suivants :

1l = 53 = T T
12! 5!

Application 2

Calculer le factoriel des nombres suivants :

2 D= e 3T 56 1= e
10! 5!

2 D = e ) ET = e e CTET] =

TAF 2

1) Simplifier%

2) Montrer que 6! 7! = 10!
a) P-listes

Définition 5

Soit E un ensembile fini de cardinal n et p un entier naturel non nul. On appelle p-listes d’éléments de E

tout p-uplet du produit cartésien E X E X E X ... X E = EP,
p fois

Propriété 3

[ Le nombre total de p-listes d’un ensemble E a n éléments est égal a nP.

Remarque 4

Dans une p-listes I'ordre est important et les éléments peuvent étre répétés.
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Exemple 3

e SoitE =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} calculons le nombre de mot de passe a 4 chiffres
d’éléments de E qu’on peut former.

e Soit E = {0; 1} calculons le nombre de 8-listes d’éléments de E.

Application 3

e SoitE = {a; b;c; ...; z} calculer le nombre de mot de passe a 5 lettres de I'alphabet qu’on
peut former.

e SoitE =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} calculer le nombre de numéro de téléphone a 9 chiffres
gu’on peut former.

. Z T NRURRURRRRRRON (SRR 40, S
Soit E = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} calculer le nombre de numéro de téléphone a 9 chiffres
et commencgant par 76 qu’on peut former.

TAF3

Une urne contient 2 boules vertes, 3 boules jaunes et 5 boules rouges. On tire successivement

avec remise 3 boules de l'urne.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Déterminer le nombre total de tirages possibles.

Déterminer le nombre de tirages contenant 3 boules rouges.

Déterminer le nombre de tirages contenant 3 boules de méme couleur.

Déterminer le nombre de tirages contenant 2 boules rouges et 1 boule verte dans cet ordre.
Déterminer le nombre de tirages contenant 2 boules rouges et 1 boule verte.

Déterminer le nombre de tirages contenant au plus 1 boule rouge.

Déterminer le nombre de tirages contenant au moins 1 boule rouge.

b) Arrangement

Définition 6:

Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel non nul. On appelle arrangement de p
éléments de E ou p-arrangement tout p-uplet de E d’éléments deux a deux distincts.



Propriété 3

Le nombre total d’arrangement de de p éléments de E avec card(E) = n est noté AL et défini par

n!

p:—
(n—p)!

n

Remarque 5

e Un p-arrangement est une p-listes dans laquelle les éléments ne sont pas répétés.
e Dansun arrangement l'ordre est important et les éléments ne sont pas répétés.

e A=1 ; Al=n ; A'=n!
Exemple 4

e Soit E = {a; b;c; ...; z} calculons le nombre total d’arrangement de 4 éléments de E.

e Une course de chevaux comporte 20 partants. Calculons le nombre total de podium ou de
tiercé ou d’arrivée des 3 premiers.

Application 4

e Soit E = {a; b;c;...; z} calculer le nombre total de mot de 5 lettres ayant un sens ou non et
de lettres deux a deux distinctes de I'alphabet.

e Un porte manteau comporte 5 patéres. De combien de fagon peut-on y accrocher 3
t-shirts ?

TAF4
Reprendre le TAF3 en considérant un tirage successive sans remise.

c) Permutation

Définition 7

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On appelle permutation des éléments de E tout arrangement

des n élémentsde E.
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Propriété 3

e Le nombre total de permutation des n éléments de E distincts est égala n!.

e Le nombre total de permutations des n éléments de E dont : nqéléments sont identiques,

v . . v . . . N n!
n, éléments sont identiques, ..., n,. éléments sont identiques est égala —— .
nq!xny!x... xn,!

Exemple 5

e Soit E = {c;e; s; } calculons le nombre total de mot de 3 lettres ayant un sens ou non.

e Soit E = {s;e;s;} calculons le nombre total de mot de 3 lettres ayant un sens ou non.

Application 4

e Soit E = {a;b;c;...; z} calculer le nombre total de mot de 5 lettres ayant un sens ou non et
de lettres deux a deux distinctes de I'alphabet.

e De combien de fagon peut-on faire assoir 5 invités sur 5 chaises ?

TAF5
Déterminer le nombre total de mots qu’on peut former a partir du mot BACCALAUREAT.
Remarque 6

Le nombre d’anagramme d’un mot est le nombre total de mots qu’on peut former a partir des
lettres du mot en dehors du mot.

Exemple 6

Le nombre total d’anagrammes du mot sucre est

Application 6
Déterminer le nombre total d’anagrammes du mot terminale.

TAF6
Déterminer le nombre d’anagrammes du mot BACCALAUREAT.
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d) Combinaison

Définition 8

Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel tel que 0 < p < n. On appelle combinaison
des p éléments de E ou p-combinaison toute partie de E ayant p éléments.

Propriété 4

n!

p!(n-p)!’

[ Le nombre total de combinaisons de p éléments de E est noté C?, et défini par Ch, =

Remarque 7

e Dans une combinaison l'ordre des éléments n’a pas d’importance et les éléments ne sont
pas répétés.

e C0=1 ; Ci=n ; Cr=1 ; Ch=¢C""
Exemple 7

e Calculons le nombre de 5-combinaisons des 26 lettres de I'alphabet.

e Calculons le nombre de bureaux de 3 personnes que I’on peut élire dans une assemblée de
20 députés.

Application 7

Dans une classe de 20 éléves on veut former des groupes de balayage de 5 éléeves.

1) Combien de groupe peut-on former ?

2) Cette classe compte 12 filles et 8 garcons. Combien de groupe peut-on former contenant :
a) Exactement 2 filles.
b) Au plus 2 filles.
¢) Au moins 1 fille.

COVHCCTELOVL ¢ et et e et e e e et et eee et eneeeee s ee et sensee et aeeaeaeaeneeseaeeesataneaseseseeeeenasnseneasenesesaen
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TAF7?7
Reprendre le TAF3 en considérant que le tirage se fait simultanément.

Il. PROBABILITE
1) Vocabulaire
a) Expérience aléatoire
On appelle expérience aléatoire, une expérience ou épreuve faisant intervenir le hasard et dont on
ne peut pas prévoir le résultat (ou l'issue).
b) Eventualité
On appelle éventualité ou issue un résultat d’'une expérience aléatoire.
c) Univers
On appelle univers I'ensemble de toutes les éventualités d’une expérience aléatoire. On le note en
général Q (lire oméga).
d) Evénement
On appelle événement toute partie de l'univers.
Donnons les différents événements particuliers :
» Evénement élémentaire : c’est un événement constitué d’une seule éventualité.

> Intersection de deux événements : c’est I'événement noté "A et B”ou''A N B"' qui est

réalisé ssi les événements A et B sont simultanément réalisés.
> Réunion de deux événements : c’est I'événement noté "4 ou B ou''A U B"' qui est

réalisé ssi 'un au moins des événements A ou B est réalisé.

» Evénements incompatibles : c’est deux événements qui n’ont aucune éventualité en
commun.OnaANB = Q.
» Evénements contraires : c’est deux événements incompatibles et dont la réunion donne

I’univers. On note A I'événement contraire de A.
» Evénement certain : c’est un événement qui est toujours réalisé.

» Evénement impossible : c’est un événement qui ne se réalise jamais.

2) Définition et Propriété

Définition 9

/Soit Q 'univers associé a une expérience aléatoire. On appelle probabilité P toute application\
qui a tout événement A de Q associe le nombre réel P(A) € [0; 1]. Cette application est telle
que:

e Lasomme des probabilités des événements élémentaires vaut 1. Ainsi on a P(Q) = 1.
e La probabilité d’'un événement impossible vaut 0. Ainsi on a P(@) = 0.
e La probabilité d’'un événement est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires

K qui le compose. /

Propriété 5

e Soient A et B deux événements de I'univers ), ona P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
e SiAet B sontincompatibles alors P(AU B) = P(A) + P(B).
e soit A 'événement contrairede A,ona: P(A) = 1 — P(4).
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3) Equiprobabilité

Définition 10

Des événements élémentaires sont dits équiprobables lorsqu’ils tous la méme chance (probabilité) de se
réaliser.

Propriété 6

Soit ) I'univers associé a une expérience aléatoire. Dans le cas de I'équiprobabilité, la

card(A) _ mombre de cas favorables a A

robabilité d’'un événement A vaut : P(4) = =
P ( ) card(Q) nombre de résultats possibles

Exemple 8

On lance un dé non truqué numéroté de 1 a 6. On considere I'événement élémentaire A : “
obtenir la face 3" et I'événement B :”’obtenir la face 2 ou 3 ou 4”

1) Calculons P(A) et P(B).
2) Calculons P(AN B),P(A U B)et P(A).

Application 8

Dans un panier de 10 pommes, 3 sont pourries. On tire au hasard simultanément 2 pommes
du panier.

1) Déterminer le nombre de tirages possibles.
2) Calculer la probabilité de tirer :
a) Deux pommes pourries ;
b) Deux pommes dont une seule est pourrie ;
c) Au plus une pomme est pourrie.
COTTOCLTOMN e ettt e ettt e et ek e et st e et ettt
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TAF8

Huit coureurs dont 3 sénégalais et 5 étrangers participent a une course dont les 3 premiers sont
primés.

1) Quel est le nombre de podiums possibles?

2) Calculer la probabilité des événements suivants :
A" la course est gagnée par un sénégalais.”
B :”un sénégalais et un seul est sur le podium?

FIN
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SUITES NUMERIQUES

l. GENERALITES
Définition 1

On appelle suite numérique U ou (U,,) toute application de I'ensemble N (ou d’une partie
I de N) vers I'ensemble R. On lanote U:n — U(n) = U,,.

Remarque 1
e U, estappeléleterme derang0, U; le terme derang 1,...,, U, le terme de rang n.

e Lorsque I désigne I'ensemble de définition de la suite U, on peut la noter (U,,) ne;-
e Lorsquel = [ng; +o[ on peut noter la suite U par (Up)psn,-

e La notation (U,) désigne la suite et U,, désigne 'image de I’entier n.

e Une suite est déterminée par la donnée de son premier terme et de sa raison.

Exemple 1

1) Lasuite:2-5-8-11-14-17 - .... est une suite de premier terme 2 et de raison 3.
2) Lasuite:1-2-4-8-16—-32-64- ... est une suite de premier terme 1 et de raison 2.

Application 1
Donner le premier terme et la raison de la suite : 6 -9 —-12—-15-18-21 - ....
TAF1
Donner le premier terme et la raison de la suite : 3 -1 —(-3)— (-5) = (-7) = (-9) - ....
1) Différentes écritures d’une suite
a) Suite définie de fagon explicite : U,, = f(n)

Le terme général U,, est exprimé en fonction de n. Connaissant la valeur de n, on calcule
directement la valeur du terme U,,.

Exemple 2

bpe . 1
Pour tout n = 0 on définit la suite U,, = — Calculons Uy, Uy U, et U;.

Application 2

Pour tout n > 0 on définit la suite U, = 3n* + 2n — 1. Calculons Uy, U, U, et Us.

COVVCCELOVL: et eee e e et e eeee e e eeeeeeeaea e e sesteeaeaeeeaseeeaseneeeeaeanenses et aeeeee e sensesereeeeaenneneenens
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TAF 2
Pour tout n = 3 on définit la suite U, = In(n — 2). Calculer U3, U, Us et Us.

b) Suite définie de fagon récurrente : U,,,1 = f(U,)

Le terme général est exprimé en fonction d’un autre terme de la suite. Connaissant un certain

termes précédant U,,, on calcule la valeur du terme U,,.

Exemple 3

. . e Uy =
Soit (U,,)la suite définie par : { 2 , calculons les termes U; U, et Us;.

Up = Up ’

Application 3

. . PP . 1= —
Soit (Uy)la suite définie par : {Un =30, +2 calculons les termes U, Us et U,
COVVOCTLON ettt s e R b 8 e AR R e ettt et ettt et
TAF3

UO = 2

Soit (Uy)la suite définie par : {
Un

2)

Propriété 1

_ Un—1, calculons les termes U, U, et U;.

+1 — 2

Sens de variation d’une suite

-~

= Sipourtoutnel,U, <
= Sipourtoutnel,U, =
= Sipourtoutnel,U,

K I.

Soit (Uyp)ner Une suite numérique :

U1 alors la suite (U,,) est croissante sur I.
U, .1 alors la suite (U,,) est décroissante sur I.
U, .1 alors la suite (U,,) est constante ou stationnaire sur

Méthode 1

——
.
6 !'[llllllll—lu&l&l A AN AN AN VA S A N I AN A AN NN N A AN SO AN S A AN AN A LA LN N SRR NA RN

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on peut :

e Etudier le signe de U, .1 — U, puis comparer U, 1 et U,;
Un s -,
o ComparerU—+1 et 1 pour une suite a termes positifs.

n

»
Was e B A s s nas s ent



Il.  SUITES ARITHMETIQUES

Définition 2

On appelle suite arithmétique une suite de nombres ou on passe d’'un terme au suivant en
ajoutant toujours le méme nombre r appelé raison de la suite arithmétique.Ona:U,,1 = U, + T

Exemple 4
. Uo =3 . . . . .
1) Lasuite: . est une suite arithmétique de premier terme U, = 3 et de raison
Un+1 - Un + 2
r=2
. V; =10 . e . :
2) Lasuite: _ est une suite arithmétique de premier terme V; = 10 et de raison
Vn+1 - Vn -5
r = —=5.
Application 4
Ul = 1
Déterminer le premier terme et la raison de la suite arithmétique suivante : _ 1
Un+1 - Un + 2
TAF4
, . . . . 5 - . Ul =In=
Déterminer le premier terme et la raison de la suite arithmétique suivante :
n-1 — Un - lnz

Méthode 2

e NN NN N NN AN AN AN AN NN AN NN AN NN AN NN AN NN AN NN AN NN AN NN AN NN AN N EANNEEAENEEEEEEEEEEEEEEEEEN .,

Pour prouver qu’une suite est arithmétique, il suffit de montrer que pour toutn, U,y — U, =T
(la différence de deux termes consécutifs) est toujours égale a un nombre réel r (qui ne dépend
pas de n).

"
* R
S NN NI NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN EEEEEEEEEEE A

emarque 2

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r :

= Si r > 0alors la suite (Uy,) est croissante.
= Sir < 0 alors la suite (U,,) est décroissante.
= Sir = 0 alors la suite (U,,) est constante.

Propriété 2

U,=U,+n—-p)r
1) Relation entre deux termes d’une suite arithmétiques : ¥ pt( P)

= Sip=0,larelation entre le premier terme Uy et U,, est: U, = U, + nr.

= Sip=1,larelationentrele terme U ;etU,est:U, =U;+ (n— 1)r.
2) Formule permettant de calculer la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique :
Premier terme + dernier terme Uu,+U,

Sp=Up+Upi1+--+U,= 2 X nombre de termes =

X(n—p+1)
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" Sip=0,8,=Us+Us++ Uy =""0x (n+1).

" Sip=1,8,=Ui+Us++ Uy ="""2xn.

" Sip=3etn=10,S=U3+U4+...+U10=U3;U10x8.

Application 5
. . L . Uo =2
Soit (U,,) la suite définie par : {Un+1 —U,+5

1) Montrer que (U,,) est une suite arithmétique. Préciser sa raison et son premier terme.
2) Donner la formule explicite de la suite (U,,).
3) Calculer Sy.

Ill.  SUITES GEOMETRIQUES

Définition 3

On appelle suite géométrique une suite de nombres ol on passe d’un terme au suivant en
multipliant toujours par le méme nombre g(non nul) appelé raison de la suite géométrique.

Ona:U,;1 =qxU,.

Exemple 6
UO =2 1
1) Lasuite: __1,, estune suite géométrique de premier terme U, = 2 et de raisonq = =
Un+1 - EUn 2
Vo = W ) : .
2) Llasuite: { 0 est une suite géométrique de premier terme V, = 1 et de raison g = 3.
Vn+1 - 3Vn
Application 6
Donner le premier terme et la raison de la suite : _
Uns1 = —3Uy
TAF6
. . . Uy =2
Donner le premier terme et la raison de la suite : 1
Uny1 =€ Uy
Méthode 3
' . o o e 0} F
i Pour prouver qu’une suite est géométrique, il suffit de montrer que pour tout n, l’;—“ =q

n

(le rapport de deux termes consécutifs) est toujours égale a un nombre réel g (qui ne
: dépend pas de n).

Remarque 3

Soit (U,) une suite arithmétique de raison r a termes positifs:
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= Si g > 1 alors la suite (U,,) est strictement croissante.
= Si0 < g < 1alorslasuite (U,) est strictement décroissante.
= Siq =1 alorsla suite (U,) est constante.

Propriété 2

. , . , L U, = qn—p X Up
1) Relation entre deux termes d’une suite géométrique :

= Sip=0,larelation entre le premier terme Uy et U,, est: U, = q" X U,,.

* Sip=1,larelation entre le premier terme U, et U, est: U, = q*" 1 x U,.

2) Formule permettant de calculer la somme des n premiers termes d’une suite géométrique :

1_qnombre de termes l_qn—p+1
—— =U,X——— Pourtoutp< netq # 1

S,=U,+U, 1+ + U, = Premier terme X - % 1

. _gnt1
. S|p=0,sn=uo+ul+-~+Un=U0><11‘iq+.
. Sip=1,Sn=U1+U2+---+Un=U1><11__q:.

8

u S|p=3etn=10, S=U3+U4+~--+U10=U3><1_q

1-q°
Application 7
) . e . Uy =2
Soit (U,) la suite définie par : {Un+1 — 30,

1) Montrer que (U,,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.
2) Donner la formule explicite de la suite (Up,).
3) Calculer Sy.

IV. CONVERGENCE D’UNE SUITE

Définition 4

Une suite est dite convergente si elle admet une limite finie en +0. C’est-a-dire

li{rn U, =1 (L un nombre réel), on dit que la suite (U,,) converge vers L.
n—-+oo

Propriété 3
» Soit (U,) une suite géométrique de raison g, on a:
= Siq>1alors lim q" = +co.

n—-+oo

» Si—-1<qg<1alors lim q" =0.

n—-+oo
» Siq<-—-1lalors (q"™) n'apas de limite.
» Siq=1alors lim q" = 1.

n—-+oo
» Soit (U,) une suite arithmétique de raisonr,on a:

» Sir>O0alors lill‘l U, =+
n—+oo

= Sir<O0alors lim U, = —
n——+oo

FIN
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AUTRES EXEMPLES

N _/

ﬁésu‘mé des Définitions, Propriétés et Tt ﬁéore‘m} @ NOTES

\ AC )
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FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1. GENERALITES
Introduction
La fonction In est dérivable et strictement croissante sur ]0; +oo[ donc elle réalise une bijection de
10; +oo[ vers [n(]0; +oo[) = ] lirgl+ In x; lirp In x;[ = ]—o0; +oo[. Cette bijection est appelée
xXx— XxX—>+0o
fonction exponentielle népérienne.
Définition 1

On appelle fonction exponentielle népérienne, la fonction numérique notée exp(x) ou e*, définie de R
vers |0; +oo[ telle que e = 1 et (e¥)’ = e*.

Remarque 1

e Pourtoutx € R,onae* > 0.

{lna=b (:{ a=eb

a € ]0; +oo[ b € ]—o0; + oo
e x=0e*=1

e x>0oe*>1

e x<0ol<e*<