ANGLES ORIENTES ET TRIGONOMETRIE

W
o
ANGLES ORIENTES

Orientation du plan Angles orientés Le radian
Il existe deux facons et deux Dans le plan orienté, un angle Le radian (en abrégé rad) est
seulement de parcourir un cercle. orienté de sommet O est un une unité de mesure d’angles
On convient d’appeler sens positif couple de 2 demi-droites de choisie de fagon que ’angle
ou sens direct le sens inverse du méme origine ([0A4); [0B)). plat (180°) mesure m radians.
déplacement des aiguilles d’une Les deux demi-droites sont

. . , On admet que la longueur d’un

montre. appelées les cotés de I’angle.

+~—\ I/”_““w.- On distingue deux sens :

Sens direct  Sens indirect d’une montre.

Orienter un cercle c’est choisir le
sens de parcours pour ce cercle.

: » Le sens positif ou
trigonométrique qui est le
sens contraire aux aiguilles

» Le sens négatif qui est le
sens dans lequel tournent
les aiguilles d’une montre.

qui I’intercepte.

arc de cercle est proportionnelle
a la mesure de I’angle au centre

Le tableau de proportionnalité
ci-dessous permet de passer de
degrés radians et inversement.

Degrés 180

X

Radians T

a

On dit qu’un plan est orienté si tous
ses cercles sont orientés dans le
méme sens.

Une unité de longueur étant choisie, m

on appelle cercle trigonométrique

du plan orienté, tout cercle orienté ﬂ
dans le sens positif de rayon 1. ;

Sa circonférence est 2n v

Sur un cercle C un cercle de centre O et de rayon 1, le radian est la
mesure de I’angle au centre qui intercepte sur C un arc de longueur 1.

Un angle de r rad intercepte sur le cercle

C un arc de longueur .

Cet angle a aussi pour mesure 180°

Si I et M sont deux points d’un cercle de centre O de rayon R tels que la longueur de I’arc /M soit égal & £,

. e ) 3
alors la mesure en radians de 1’angle TOM est égale a =

7 Conversion de 45° enrad || Conversion de 2?" rad en degré
| = ¥ 180° — 7 180° —> 1
45° — x 27
180x = 457 o x = 25 7 ¥
T 180 xm = 180 x Zn S x = 180%2
X = - 3 3
4 x = 120°
On obtient le tableau de conversion suivant :
Mesure en 360° 180° 90° 60° 45° 30°
degrés
Mesure en 21 i T T T T
radians 2 3 4 6




Mesure principale d’un angle

Soit x un angle.

a est la mesure principale de x si
a € |—m; ] et il existe un entier
relatif k tel que x = a + 2km.

Etant donnés deux vecteurs non
nuls et v et @ la mesure

principale de I’angle orienté (U, V).

On appelle mesure de I’angle
orienté (u, ¥) tout nombre réel de
la forme @ + 2km, k € Z.

Exemple
E;E+2n=7”,z—2n=—5—n
3’3 3’3 3
§+4TL'=% sant des

Soient a; = —
-3 s

Q= =———5 =21

Denc ajet a, sent deux mesures
d’un méme angle erienté.

Soientx:4—"ety:7—”
3 3

Donc a et a; ne sont pas des
mesures d’'un méme angle oxienté.

Détermination de la mesure
principale

>  Méthede d’encadrement

Déterminons la mesure

. 431
principale de x = —
Soit a la mesure principale de
x. x=a+2knoa=x—

2km avec a € |—m; 7]

—n<asm
—n<437n—2k1rS7r
—71—43Tn<—2k7TS1r—4377r
§§k<§®2,57§k<3,57
Donc k = 3.

N 431 T
D’oua’=7—6n=;

> Méthode de ba divisien
idi

Déterminons la mesure principale de
_ —2019m _ 198w
4

—2016m—-31T
4
3
x = —504m — T"

b2
=
=
=)
'
=
Il

. —31
la mesure principale de x = -

............................

1085
3 (39

_ 198w _ 40mX5-2m
T 5 5

21

y = 40T — ?

. —27
la mesure principale de x = —

La mesuwre principale d’un
« nombire pair de 1 » est : (

La mesure principale de
2m; 4m; —16m est 0.

La mesuwre principale d’un
« nombive impair de T » est : T.

La mesure principale de
—m; 3m; 29m; —397m est m.
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Soient 1 et v deux vecteurs non nuls du plan.

> (W;u)=0et(w; —u) =m.

> Les vecteurs u et v sont deux vecteurs
colinéaires et de méme sens si et

seulementsi: (u; ¥) =0

> Les vecteurs u et v sont deux vecteurs
colinéaires et de sens contraire si et

seulementsi : (u; v) = .

—
il

Relation de Chasles

Soient i, ¥ et w trois vecteurs non nuls du plan.

W;w) = W;v) + (W; w)

Ungles orientés et vectewrs appasés

> W u)=-; v)

> (W, —v)=n+ ; V)
> (—u;v)=n+ ; V)
> (i —v) = W; v)

Soient i et v deux vecteurs non nuls du plan.




TRIGONOMETRIE

Cosinus, sinus et tangente d’un
nombe néel

Le plan est muni d’un repére
orthonorme direct (O,1,J).
(C) le cercle trigonométrique
de centre O.

Pour tout réel x, il existe un
unique point M de (C) tel que x
soit une mesure de 1’angle
orienté (OF; OM).

cos x est ’abscisse de M dans
le repére (O,1,J).

sin x est ’ordonnée de M dans
le repére (O,1,J).

Six# 2 +kn (k €TZ)

BLTET

Propriétés immédiates

Pour toutx € R,ona:
—1<cosx<1
—1<cosx<1

cos?x +sin?x =1

Vk € Z,cos(x + 2km) = cos x
Vk € Z,sin(x + 2km) = sinx
Vx € R— {7+ km (k € 7)}

tan(x + m) = tanx

Signe de cosinus et sinus

r
2

cosT = 0

cose < 0

-
ainr > 0 aAimr = 0

cose > 0

=
adrrr < 0
cosT <[

ainr < 0

Vx € lO;%J,Cosx =>0;sinx >0
Vx € E;n],cosx <0;sinx =0
3 .

Vx € [n;f] cosx <0;sinx <0

Vx € [%;271] cosx = 0;sinx <0

Exencice dapplication
V6+v2
4

1) On donne cos— =
12

a) Calculer sinl—"2
257

b) En déduire cos—
12

2) Calculer cos x sachant que

. 2
smnget§<x<n

1- a) Calculer sin%
sin? = + cos? = =1
12 12

2

. o T n V6+v2

sin=—=1-cos?—=1— (—)
12 12 4

. ,m _ 8-2v12 (JE—JE)Z
sin? = = 0 = (2
12 16 4

Ze 0;5] donc sin— > 0
12 2 12
T _ V62

D’ou|sin— =
12 4

251 s T
b) cos=— = cos (— + 27r) =cos—
12 12 12

25w _ V6+V2

12 4

2) Calculons cos x
2
. 2
cos’x=1-sinx=1-— (g)

Comme§<x<n;cosx<0

21
Donc cosx = —g

21
25

COET

— 1T

CAET

AATET

cos(—x) = cosx cos(m —x) = —cosx
sin(—x) = —sinx sin(m — x) = sinx
cos(m +x) = —cosx

sin(m + x) = —sinx

s .
CoS (E - X) =Sinx

. T
Sin (E - X) = COoSXx

T .
cos (E+x) = —sinx

. s
Sin (E + x) = COSX




Exencice d’application
Simplifier les expressions suivantes :
A = sin(m + x) + sin(w — x) + sin(—x)
B = sin(mr — x) + cos( 57 + x) + sin(4mw — x) +
cos( 8m + x)
C= sin(g—x) +cos(§+x) +sin(37"+x)

Corrigé
A = sin(m + x) + sin(w — x) + sin(—x)
A = —sinx +sinx —sinx

B = sin(mr — x) + cos( 57 + x) + sin(4w — x) +
cos( 8m + x)

B = sinx + cos(m + x) + sin(—x) + cos( x)

B = sinx — cosx — sinx + cos x

C= sin(%—x)+cos(§+x)+sin(3§+x)
C = cosx —sinx + sin(37”+x)
sin (37”+ x) = sin (—%+ x) = sin[— (g— x)]
i

. 3 .
sm(7+x) = —sm(;—x) = —COoSXx

C =cosx —sinx —cosx

C = —sinx

2 2
_T[et__n

Déterminons sinus et cosinus de : —g - 3

4
§
(%)
£
a T 2n _2m _r
3 3 3 3
cosa 1 _1 _1 1
2 2 2 2
sina V3 V3 e —V3
2 2 2 2
7 11
Ondonne: Z=rg+Z;, =L=2g-Z
6 6 6 6
. . 7 11
Calculons cosinus et sinus de ?” et T”
7 3
cos = = cos(m +E) = —cost = E
6 6 6 2
. I . T . T 1
sin— = sin( +E) =—sing=—=-
131 T T V3
cos=— = cos(2m 6) = cos( 6) =
. 13m . T . T 1
sin— = sin(2m — g) = sm(—g) =—3

Craduation du covcle b i

Faunules d’addition

Considérons le cercle trigonométrique suivant :

1T

aireh oo

cosd Cosl

—(cosb >Ccosa
u(sinb et v(sina

Calculons le produit scalaire u. v de deux
manieres :

D’une part : u.v = ||d|. ||?]] cos(a — b)

D’autre part : .V = cosa.cosb + sina.sinb
On en déduit que :

l]]. |¥|| cos(a — b) = cosa.cosb + sina.sinb
Comme le cercle est trigonométrique :

lull = 171l = 1

Donc: cos(a—b) = cosa.cosb + sina.sinb




» cos(a+b)
a+b=a-(-b)
cos(a — (=b)) = cosa.cos(—b) + sina.sin(—b)
cos(a — (—b)) =cosa.cosbh —sina.sinb
Donc: cos(a+ b) = cosa.cosb —sina.sinb

» sin(a + b)

sin(a + b) = cos[% — (a+ b)] carcos (— - x) = sinx

cos[g —(a+b)]= cos[(g —a) — b)]

cos[% —(a+Db)] = cos(g —a).cosb + sin(g —a).sinb

cos[g— (a+b)] =sina.cosb + cosa.sinb

Donc :sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb .g‘b"
» sin(a —b) @:&

sin(a + b) = sin(a + (—b)) Qo

sin(a + (—b)) = sina.cos(—b) + cosa.sin(—b)

Sin(a + (—b)) = sina.cosh —sina.sinb

Donc :sin(a — b) = sina.cosb —cosa.sinb

Résumé

cos(a—b) = cosa.cosb + sina.sinb
cos(a + b) =cosa.cosbh —sina.sinb
sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb
sin(a — b) = sina.cosb — cosa.sinb

tan a+tanb
tan (a+b) = ———
( ) 1-tana.tan b

tana—tanb

S (a n b) = 1+tana.tanb
Exemple :
71 T T 7 - .
Sachant que 53 + 3 Déterminons cosinus et
. 7
sinus de —
6
71T T T T
COS— = COS (— + —) cos—cos— - sm— sm—
12 4 3 4 3 4 3
Tm_ N2 1 V2 V3 _ V2-V6
COS—=—X=-——X—
12 2 2 2 2 4
. I . T T
Sin— = sin (— + —) sm cos— + cos— sm—
12 4 3 4 4 3
.7 2 1 2 3 2+V/6
51n—n=£x—+£x\/——=\/_ \/_
12 2 2 2 2 4
7t J2-6 . 7Tt \2+/6
COS— = et sin— =
12 4 12 4

Fouules de duplication

cos(a+ a) =cosa.cosa—sina.sina
cos(2a) = cos*a — sin®a
Orcos’a +sin?a =1 & sin?a =1 — cos?a
cos(2a) = cos*a — (1 — cos? a) = 2cos?a —1
cos(2a) = cos®*a — sin®a
cos(2a) = 2cos?a —1
cos(2a) =1 — 2sin’a
sin(a + a) = sina.cosa + cosa.sina

sin(2a) = 2sina.cosa

sin(2a) = 2sina cosa

1+cos(2a

cos(2a) = 2cos?a—1© cos?a = %

. . 1-cos(2a

cos(2a) =1 —2sin®a © sina = %
1+cos(2a q 1-cos(2a
cos? q = 11e0s2a) sin? g = 126520

2 2
Tnansfovmation de produit en senune

2
+b . a—b
cosa — cosb = —2 sm( ) sm( 2 )

(%57)

sina — sinb = 2 cos( )51 (—)

cosa + cosb = 2 cos (aT-I-b) Cos (a_—b)

sina + sinb = 2 sin( )

Tnansfeumation de produit en semme

cosacosh = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
sinasinb = — % [cos(a + b) — cos(a — b)]
sinacosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]

cosasinb = %[sin(a + b) — sin(a — b)]
Exercices

1) Déterminer la valeur principale de chacun des
angles suivants puis préciser, dans chaque cas

cosa et sina
373m | 2241 |

4 3’ 6 ' 4

358w . 931

2) Démontrer que pour tout réel a, ona:
a) (sina — cosa)? = 1 — sin(2a)
b) cos a + cos(a + 2?11) + cos(a + 4?”) =0

3) x est un nombre réel tel que cosx # 0

a) Démontrer que : 1 + tan®x =

cos?x
b) Sachant que tanx = S et x € ]0; g[

calculer cos x et sin x.

4) x est un nombre réel non multiple deg

sin3x cos 3x _

Démontrer que :
sinx CosXx




EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Equation du type cosx = a
» Silal|>1 (a€R)

L’équation n’admet aucune
solution.

» Sila] <1 (a€eR)

Il existe un réel tel que
cos a = a et I’équation devient :

x=a+ 2km

cosx:cosa(:{
X =—a+ 2knm

(k eZ)

Exemple : Résolvons dans R

1 b4
COSX = - COSXx = COSE

o

Equation du type sin x = sina

Equation du type tan x = tana

Soit a un réel donné.

sinx = sina &
{x=a+2k1t

XxX=mw—a+2kn BEL)

Exemple : Résolvons dans R

. 1 . T
Sinx = E & sinx = COSE

x=%+2kn

S - keZ
x=n—g+2kn
x:%+2kn

= keZ
x=%r+2k7r

Soit a un réel donné.

tanx =tanaso x=a+ knr
(k€eZ)

Exemple : Résolvons dans R

1
tan?x = =
3
V3
) tanx = -
tanx = -
3 V3
tanx = — —
3
tanx = tan =
o 6
TT.
tanx = tan(— g)
X =g+ km
= k€E€ETZ

s 51 _ _r
x =24 2k ey Sp =+ 2km; X+ 2km; k € 7} X =—Z+kn
(= € T b5
x=—§+2k7t Sp = {—¢ +km - +km; k € L}
T
5 — b3 G - 0““'
R—{_§+2kﬂ',§+2kﬂ',k€Z} “
EXERCICES D’APPLICATION

1) Résoudre dans ]—m; ], cos 2x = ‘/;

2) Résoudre dans | —; 7], tan(3x —3) = V3

3) Résoudre dans R : cos (Zx + g) = —sin3x
Conrection

1) cos2x = ?@ cos2x = cosg

@{2x=%+2kn {x=1—nz+kn

. kez
2x=—g+2kﬂ'

s
x——E+kn
xE]—n;n]@—n<%+ann

o-Ber<le 108<k<091
12 12

k € {—1;0}
e g1 W
Sik = 1,x-12 m=——0 @.

ik=0"r=2= O
SIk—O,x-12 S

&

—n<—l+kn3n@—ﬂ<ksg<:>
12 12 12
-091<k<108«e ke{l;0}

. T 11w
Sik=1,x=—-——+n1="
12 12
. T
Sik=0;x=——
12
T 11t n© 11w
S)-mm] _{_E’ T 12’12’ 12}

2) tan( 3x —g) =+/3 & tan(3x —g) = tan%

T T 51 T
®3x—z—g+k7'[<=>x—§+k§,kez

xE]—n;n]@—n<z—Z+k§Sn
©-T<k< e -341<k<258

2
ke{-3,-2-1;0;1;2}

. 31m . 191
Sik=-3;x=—— Sik=-2;x=——
36 36
. 71T . 51
Sik=-1;x=—— Sik=0;x==—
36 36
. 17w . 291
Sik=1;,x=— Sik=2;x=—
36 36
S _{_3171:__191'[._7_71:_5_11:.1711_2911}
|-mm] — 36’ 36’ 36’36’ 36 36

T

2x+§=3x+§+2kn x=—g—2kn

< T

o
2x+§=—3x—§+2kn x=—g+2kn

™

Sp = {—% — 2km; — =+ 2knm; k € 7}




Equation du type : a cosx + bsinx = ¢ Cos(x_E)=§@cos(x—E)=cosE
3 3

Soitr = Va? + b2 x—g——+2kn x=;+2k7r
- ke 2
Posons p(x) = acosx + bsinx x_EZ_E + 2kn X =g+ 2kn
p(x)zr(gcosx+ésinx) SR={E+2k7T; 2y 2km; k € 7}
T T 2 6 %
a R
cosf = - o ) &
Soit 6 € ]—m; 7] tel que : b (utres types d’équations N
sinf = - ) o
(x) = r(cos 6 cos x + sin O sin X)r Résolvons dans R, I'équation : §
pAx) = 2cos’x —5cosx+2=0 <

p(x) =rcos(x —0)
Posons X = cosx.

L’équation devient : 2X2 —5X +2 =10
Xy =6tX, =2

acosx+bsinx=cercos(x—0)=c
11 suffit donc de résoudre 1’équation :
cos(x—0) = ;

1 1 x =§+2kn
Exemple : Résolvons dans R,1'équation : Xy =;ecosx =7 =" 4 2
V3cosx + 3sinx =3 3
. ¢ X, = 2 © cosx = 2 : Pas de solution
(V3) +32=V12=2v3 g Su = {(— 2+ 2km; T+ 2km; k € 1)
V3 cosx + 3sinx = 3 S
& Exercice d’application -
V3 3 _ S app
Zd_[zfcosx-'_zfsmx] 3 § Résoudre dans R :
2\/_[ cosx+£smx] 3 a)\/§c053x+sin3x =1

b) 3sinx —4cosx =2
5 c)V3tan®’x + (V3 —1)tanx —1=10
2\/§C05(9C—§)=34:>cos(x—§)=73 d) —2sin?x +cosx+1=10

2\/_[cos§cosx + smgsinx] =3

INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

&10emp(ie2:sinx<—\/7§ Jnéquation avec cosinus
V2
_ . > Y2
On sait que sm——smﬂ——g f/xempéei.cosx_ P
2 On sait que CoS= = cos— = V2
4 4 2
—?"+ 2km < x < —§+ 2km
21 T
o+ 2hm < x <o 2k Sa= Ues|= 5+ 2km =S+ 2kn | _T 4 ok < x < T4 2km
5
R = Ukez E+2kn;?”+ an] Sg = Ukez [_%4_ Zkﬂ;%+ an]




. 1 le3
Exemple 2 : cosx < Exemp

. T -1 1
On sait que cos— = cos— ==
3 3 2 1

TT
cos(2x =) =3

i

Soit X =2x ——
4

Sik=-1,
25m 171
XE|=T i, N ]—m; ]
§+2k7r<x<5?”+2k7r
Sik=0,

S]R = UkEZ]g + Zkﬂ,s?n + ZkT[[

24" 24

Résoudre dans |—; ]

—§+2knsxs§+2kn

Iy 2km<2x-Z<I42km
3 4 3

— I 4 2km < 2x < Z+ 2kn
12 12

7
— T tkn<x<Z+kn
24 24

xe|-Z 0 )-mn) = [-E,E
-5l -5l

Sik=1,

[2311,3111: —m; TI] _ [223_471;7_[]
s=]m- v Sl v ]
Exencice d’application

Résoudre dans dans [0; 27|
a)\/fsin(Zx—g) <1

b) (cosx —%)(sinx + \/2_5) <0

24’ 24

RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE

Considérons le triangle suivant

&
N
&

» Formule d’AL KASHI

BC = BA + AC = AC — AB (relation de Chasles)
BC? = (AC —AB )" = AC? + AB? — 2AC X AB X cos 4
Donc a? = b? + ¢? — 2bccos A

De maniére analogue, on trouve aussi :
b%? = a® + ¢ — 2accos B
¢ =a?+b%—2abcosC

Exemple
Un triangle ABC est tel que AB = 66 m ,
AC =78 met ABC = 55°

Calculons BC
BC? =782 + 662 — 2 x 78 X 66 cos(55°)
BC ~ 67,3 m

» Calcul d’aire (A)

Base xHauteur ACXBH
A =
2 2
. ~ BH oA
sinA = A—@ BH = AB X sinA

ACXABXsin A
2

Donc A = bc sin A

De facon analogue, on a aussi :
1 . A 1 ..
A = EabsmC etA = EacsmB

1 . o~ 1 . o~ 1 . =
Donc|A =EbcsmA =EabsmC=EacsmB

- . e e 2
En multipliant cette suite d’égalités par —mona:

2A _ 2bc smA 2absinC _ 2acsinB
abc 2apc . 2abc A_ 2abc
2A _ sinA _ sinC _ sinB
E T a ¢ b

a b _ ¢

On conclut que : ind - smB - sme

Exencice d’application

Soit ABC un triangle :

1) AC = 6; A =60° C = 45°. Calculer AB.
2) AB = 4; A =60°et BC = 7. Calculer C.
3)AB =7,AC =9 et A = 60°.

Calculer I’aire de ABC. @"@
&'&
) S
QMW%
)AB=44 2)¢=30° 3A=2383




