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       Chapitre 1                  LES LIMITES 

   DEFINITIONS  

 ∀휀 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓     𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑙 < 휀           ⟺      𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎

𝑓 = 𝑙 

 ∀휀 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑙 < 휀      ⟺     𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 = 𝑙 

 ∀휀 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    −𝛼 < 𝑥 − 𝑎 < 0 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑙 < 휀   ⟺     𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎−

𝑓 = 𝑙 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓     𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹  𝑓(𝑥) > 𝐴            ⟺      𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎

𝑓 = +∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹  𝑓(𝑥) > 𝐴       ⟺     𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 = +∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    −𝛼 < 𝑥 − 𝑎 < 0 ⟹  𝑓(𝑥) > 𝐴    ⟺   𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎−

𝑓 = +∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓     𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹  𝑓 𝑥 < −𝐴          ⟺    𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎

𝑓 = −∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛼 ⟹  𝑓 𝑥 < −𝐴     ⟺    𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 = −∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    −𝛼 < 𝑥 − 𝑎 < 0 ⟹  𝑓 𝑥 < −𝐴  ⟺    𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑎−

𝑓 = −∞ 

 ∀휀 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 > 𝐵 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑙 < 휀          ⟺      𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 = 𝑙 

 ∀휀 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 < −𝐵 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑙 < 휀      ⟺       𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 = 𝑙 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 > 𝐵 ⟹  𝑓(𝑥) > 𝐴                ⟺        𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 = +∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 < −𝐵 ⟹  𝑓(𝑥) > 𝐴             ⟺        𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 = +∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 > 𝐵 ⟹  𝑓 𝑥 < −𝐴             ⟺        𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 = −∞ 

 ∀𝐴 > 0   ∃ 𝐵 > 0 ,  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    𝑥 < −𝐵 ⟹  𝑓 𝑥 < −𝐴          ⟺       𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 = −∞ 

  Propriété :    Si 𝑓 admet une limite , alors cette limite est unique.   

       𝑙𝑖𝑚
             𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 ⟺  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

 𝑓 𝑥 − 𝑙 = 0     ; 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ⟺ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

 𝑓 𝑥 − 𝑙 = 0 

 LIMITES USUELLES  𝑛𝜖ℕ∗  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥𝑛 = 0     𝑛𝜖ℕ∗  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 𝑥 = 0 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝑛 =  
+∞   𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑖𝑟      
−∞   𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 
1

𝑥
 = +∞  ;   𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−
 

1

𝑥
 = −∞ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

  𝑥 
= +∞ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

1

  𝑥 
= 0 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

1

𝑥𝑛  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 
1

𝑥𝑛  = 0 

 LIMITE D’UNE FONCTION POLYNOME – LIMITE D’UNE FONCTION RATIONNELLE 

Soit P et Q deux fonctions polynômes , 𝑎𝑥𝑛  et 𝑏𝑥𝑚  sont respectivement les termes du plus haut degré des P et Q. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑥0) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑃(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑎𝑥𝑛 = ∞ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑃(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑎𝑥𝑛 = ∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑃(𝑥𝑜)

𝑄(𝑥𝑜)
   , 𝑠𝑖  𝑄 𝑥𝑜 ≠ 0    𝑙𝑖𝑚

    𝑥→∞

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑎𝑥𝑛

𝑏𝑥𝑚
=  

   
𝑎

𝑏
      𝑠𝑖    𝑛 = 𝑚

  0      𝑠𝑖     𝑛 < 𝑚
  ∞     𝑠𝑖     𝑛 > 𝑚

  

    OPERATIONS SUR LES LIMITES FINIES ET INFINIE D’UNE FONCTION 

     Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonctions numériques et  𝑥0𝜖ℝ .  

𝑙𝑖𝑚
𝑥0

 𝑓 + 𝑔 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓 + 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑔 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

 𝑓 × 𝑔 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓 × 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑔 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

 𝑘𝑓 = 𝑘 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

 𝑓 =  𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓 

𝑙𝑖𝑚
𝑥0

1

𝑔
=

1

𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑔
 𝑙𝑖𝑚

𝑥0

𝑓

𝑔
=

𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓

𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑔
 𝑙𝑖𝑚

𝑥0

 𝑓 𝑛 =  𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓 
𝑛

 𝑙𝑖𝑚
𝑥0

 𝑓 =  𝑙𝑖𝑚
𝑥0

𝑓  

                      Remarque : ces opérations restent aussi valable quand x tend vers 𝑥0 à droite ou à gauche ou  +∞  ou −∞  . 
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   LES FORMES DETERMINEES : 

La somme Le produit Le quotient L’inverse Le composé 

∞  +  l = ∞ 

 +∞  +  +∞  = +∞ 

 −∞  +  −∞  = −∞ 

𝒍𝟏  𝒍𝟏 = 𝒍 

 𝒍 ≠ 𝟎  ∞ = ∞ 

∞   ∞ =  ∞ 

𝒂

∞
= 𝟎    ;     

∞

𝒂
= ∞ 

𝒂 ≠ 𝟎

𝟎
= ∞ 

𝟎

∞
= 𝟎    ;     

∞

𝟎
= ∞ 

𝟏

𝟎+
= +∞  

  
𝟏

𝟎−
= −∞   

𝟏

+∞
=  

𝟏

−∞
= 𝟎   

 +∞ = +∞ 

 +∞ 𝐧 = +∞ 

 −∞ 𝐧 =  
+∞ , 𝒏 𝒑𝒂𝒊𝒓      
−∞  , 𝒏 𝒊𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓

  

  LES FORMES INDETERMINEES : 

  +∞ +  −∞  𝟎  ∞ 
∞

∞
 

𝟎

𝟎
 

 LIMITES ET ORDRE 

𝑺𝒊  
 𝒇 𝒙 − 𝒍 ≤ 𝒈 𝒙    

  𝒍𝒊𝒎
  𝒙→𝒙𝒐

𝒈(𝒙) = 𝟎            
  , 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝒐

𝒇(𝒙) = 𝒍 𝑺𝒊  
𝒉(𝒙) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒈(𝒙)
𝒍𝒊𝒎
𝒙𝒐

𝒈 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙𝒐

𝒉 = 𝒍    
 , 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝒐

𝒇(𝒙) = 𝒍 

𝑺𝒊   
𝒇 𝒙 ≥ 𝒈 𝒙        

  𝒍𝒊𝒎
  𝒙→𝒙𝒐

𝒈(𝒙) = +∞    
     , 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔  𝒍𝒊𝒎

𝒙𝒐

𝒇 = +∞ 𝑺𝒊  
𝒇 𝒙 ≤ 𝒈 𝒙        

  𝒍𝒊𝒎
    𝒙→𝒙𝒐

𝒈(𝒙) = −∞   
 , 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝒐

𝒇(𝒙) = −∞ 

             Remarque : ces propriétés restent aussi valable quand x tend vers x0 à droite ou à gauche ou  +∞  ou −∞   

  LIMITES DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝒙)

𝒙
= 𝟏 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟏−𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒙
=

𝟏

𝟐
 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝒙
= 𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙)

𝒙
= 𝒂 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙 

𝒙
=

𝒂𝟐

𝟐
 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏(𝒂𝒙)

𝒙
= 𝒂 

 

                                     Techniques et Astuces : 

     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝟎

𝟎
   F.I : Pour lever cette indétermination, il suffit de factoriser 𝑓(𝑥) et 𝑔(𝑥) par (𝒙 − 𝒂)𝒏 puis simplifier . 

                                       En utilisant les identités remarquables , division euclidienne , méthode de HORNER… 

                               si  𝑓 ou 𝑔 est une fonction irrationnelle alors on multiplie le numérateur et le dénominateur par son conjugué .   

     𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

∞

∞
   F.I : Pour lever cette indétermination, il suffit de factoriser 𝑓(𝑥) et 𝑔(𝑥) par  𝒙 , 𝒙, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏  

                                          puis simplifier . 

                                              En utilisant la technique suivante :  𝑨(𝒙) =  …   
𝑨(𝒙)

 …  𝟐
    ;   𝒙𝟐 =  𝒙 =  

   𝒙  ,   𝑠𝑖   𝑥 ≥ 0
−𝒙  ,   𝑠𝑖   𝑥 ≤ 0

  

     

       𝒍𝒊𝒎
∞

 𝒇 + 𝒈 =  +∞ +  −∞    F.I : Pour lever cette indétermination, il suffitde factoriser 𝑓(𝑥) et 𝑔(𝑥) par le terme de plus  

                                             haut  degré ou  multiplier par l’expression  conjuguée .   

       Les fonctions trigonométriques + partie entière :  
              Pour lever une forme  indéterminée, on utilise les théorèmes d’encadrement  ou  faire un changement de variable   

             On rappelle que pour tout  𝑥𝜖𝐼𝑅  :   𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝟏 ;       𝒄𝒐𝒔𝒙 ≤ 𝟏      ;    𝒙 − 𝟏 < 𝐸 𝒙 ≤ 𝒙         

  On a les formules suivantes :  𝒔𝒊 𝒂 ∉ ℤ ∶ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝑬(𝒙) = 𝑬(𝒂) 𝒔𝒊 𝒂 ∈ ℤ ∶ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝑬(𝒙) = 𝒂   𝒆𝒕 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂−

𝑬(𝒙) = 𝒂 − 𝟏     
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   Chapitre 2               LA CONTINUITE 

 CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT   
       Soit  𝑓 une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert centré en un point 𝑥𝑜 . 

On dit que la fonction  𝑓 est continue au point 𝑥𝑜  si :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥𝑜) 

                                 ou    ∀휀 > 0   ∃ 𝛼 > 0 ;  ∀𝑥𝜖𝐷𝑓    0 <  𝑥 − 𝑥𝑜 < 𝛼 ⟹   𝑓(𝑥) − 𝑓 𝑥𝑜  < 휀  

 I.G : 𝑓 est continue au point 𝑥𝑜  signifie que la courbe (𝐶𝑓) est continue au point  𝑀 𝑥𝑜, 𝑓 𝑥𝑜   

             𝑓 est discontinue au point 𝑥𝑜  signifie que la courbe (𝐶𝑓) est discontinue au point  𝑀 𝑥𝑜, 𝑓 𝑥𝑜   

  Continuité à droite – Continuité à gauche 

       Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle  de la forme   𝑥𝑜, 𝑥𝑜 + 𝑟   où   𝑟𝜖ℝ∗
+ 

On dit que  𝑓 est continue à droite en 𝑥𝑜  si :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

+
𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥𝑜) 

        Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle  de la forme   𝑥𝑜 − 𝑟, 𝑥𝑜    où   𝑟𝜖ℝ∗
+ 

On dit que  𝑓 est continue à gauche en 𝑥𝑜  si :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

−
𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥𝑜) 

                   La fonction 𝑓 est continue en 𝑥𝑜   ⟺  𝑓 est continue à droite et à gauche en 𝑥𝑜  

 PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UN POINT 

         Soit  𝑓 une fonction non définie en 𝑥𝑜   𝑥𝑜 ∉ 𝐷𝑓    

On dit que  𝑓 admet un prolongement par continuité au point  𝑥𝑜  si :  𝑥𝑜 ∉ 𝐷𝑓  𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚
   𝑥→𝑥𝑜

+
𝑓 𝑥 = 𝑙 

       la fonction 𝑔 définie sur 𝐷𝑓 ∪  𝑥𝑜   par :  
𝒈 𝒙 = 𝒇(𝒙) 

𝒈 𝒙𝒐 = 𝒍      
   est appelée le prolongement par continuité  

             de 𝑓 au point 𝑥𝑜  ,et  continue en 𝑥𝑜 . 

  CONTINUITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE 
          Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle I 

     𝑓 est continue sur un intervalle ouvert I  si elle est continue en tout point de I . 

     𝑓 est continue sur  𝑎, 𝑏  si elle est continue sur  𝑎, 𝑏  et continue à droite en 𝑎 et continue à gauche en 𝑏. 

     𝑓 est continue sur  𝑎, 𝑏  si elle est continue sur  𝑎, 𝑏  et continue à droite en a .  

     𝑓 est continue sur  𝑎, 𝑏  si elle est continue sur  𝑎, 𝑏  et continue à gauche en b . 

 Propriétés  :.  les fonction polynômes et Les fonctions 𝑥 ⟼ 𝑐𝑜𝑠𝑥   𝑒𝑡   𝑥 ⟼ 𝑠𝑖𝑛𝑥  sont continues sur ℝ.    

                           Toute fonction rationnelle est continue sur tout un intervalle inclus dans son domaine de définition. 

                           La fonction   𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛𝑥    est continue sur ℝ −  
𝜋

2
+ 𝑘𝜋/𝑘𝜖ℤ  

                           La fonction   𝑥 ⟼  𝑥    est continue sur ℝ+.  

                           La fonction 𝑥 ⟼ 𝐸(𝑥)  est continue sur  ℝ − ℤ. 

 OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES 

         Soit 𝑓 et 𝑔 sont des fonctions continues sur un  intervalle I et k un réel, alors :  

        Les fonctions  𝑓 + 𝑔 , 𝑘𝑓  , 𝑓 × 𝑔 ,  𝑓  et 𝑓𝑛   sont continues sur l’intervalle I.      

        Si de plus 𝑔(𝑥) ≠ 0  pour tout réel x de  I , alors les fonctions  
1

𝑔
  et  

𝑓

𝑔
  sont continues sur l’intervalle I   

        Si 𝑓 est positive et continue sur I, alors   𝑓  est continue sur I . 

  Continuité de la composée de deux fonctions 

      Soit 𝑓 une fonction définie sur un intervalle 𝐼 et 𝑔 une fonction définie sur un intervalle 𝐽 tel que 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽,  

       et soit 𝑥𝑜  un élément de 𝐼. 

          Si 𝑓 est continue en 𝑥𝑜   et 𝑔 est continue en  𝑓(𝑥𝑜) ,alors la fonction  𝑔𝑜𝑓 est continue en 𝑥𝑜  . 

          Si 𝑓 est continue sur 𝐼  et 𝑔 est continue sur 𝐽 ,alors la fonction 𝑔𝑜𝑓 est continue sur 𝐼 . 

 Si 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓 𝑥 = 𝑙 et 𝑔 est continue en 𝑙 alors :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑔𝑜𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑙  
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   IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION  

    L’image d’un segment par une fonction  

       continue est un segment. 

    L’image d’un intervalle par une fonction  

       continue est un intervalle. 

    Si 𝑓 est continue sur  𝑎, 𝑏   alors :  

       ∃ 𝑚, 𝑀 𝜖ℝ2 , 𝑓  𝑎, 𝑏  =  𝑚, 𝑀  

        𝑓 est bornée :  𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 

       𝑀 = 𝑓(𝛼) est le maximum de 𝑓 sur  𝑎, 𝑏   

       𝑚 = 𝑓(𝛽) est le minimum de 𝑓 sur  𝑎, 𝑏   

 

   Soit 𝑓 une fonction continue et strictement   

    monotone sur un intervalle I , On a alors les   

    résultats dans le tableau ci-contre   

L’intervalle 𝑰 
       𝒇 𝑰    l’image de l’intervalle I  

𝑓 est strictement 

croissante sur 𝐼 

𝑓 est strictement 

décroissante sur 𝐼 

 𝑎, 𝑏   𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)   𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)  

 𝑎, 𝑏   𝑓(𝑎), 𝑙𝑖𝑚
𝑏−

𝑓   𝑙𝑖𝑚
𝑏−

𝑓 , 𝑓(𝑎)  

 𝑎, 𝑏   𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 , 𝑓(𝑏)   𝑓(𝑏), 𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓  

 𝑎, 𝑏   𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
𝑏−

𝑓   𝑙𝑖𝑚
𝑏−

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓  

 𝑎, +∞   𝑓(𝑎), 𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓   𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 , 𝑓(𝑎)  

 𝑎, +∞   𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓   𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
𝑎+

𝑓  

 −∞, 𝑎   𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 , 𝑓(𝑎)   𝑓(𝑎), 𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓  

 −∞, 𝑎   𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
𝑎−

𝑓   𝑙𝑖𝑚
𝑎−

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓  

 −∞, +∞   𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓   𝑙𝑖𝑚
+∞

𝑓 , 𝑙𝑖𝑚
−∞

𝑓  

  THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES  T.V.I 
   Théorème :  

        Si 𝑓 une fonction continue sur un intervalle  𝑎, 𝑏  alors, 

        pour tout réel 𝛽 compris entre 𝑓(𝑎) et 𝑓(𝑏) il existe au moins 

        un réel 𝛼 appartenant à l’intervalle  𝑎, 𝑏  tel que  𝑓 𝛼 = 𝛽 

   En d’autres termes : l’équation 𝒇 𝒙 = 𝜷 admet au moins une solution 

        dans  𝒂, 𝒃   pour tout  𝜷 compris entre 𝒇(𝒂) et 𝒇(𝒃). 

            
   𝒇 est continue sur  𝒂, 𝒃 

𝜷 ∈ 𝒇  𝒂, 𝒃              
    ⟹      ∃𝜶 ∈  𝒂, 𝒃   , 𝜷 = 𝒇 𝜶    

          Corollaire :   

                  
  𝒇 est continue sur  𝒂, 𝒃    

 𝒇 𝒂 × 𝒇(𝒃) < 𝟎                
⟹     L’équation 𝒇 𝒙 = 𝟎 admet au moins une solution dans   𝑎, 𝑏        

                                              Si de plus , la fonction 𝒇 est strictement monotone, cette solution est unique.                                   

                 
𝒇 est continue sur 𝑰   𝑒𝑡    𝜷 ∈ 𝒇 𝑰       

 𝒇 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑡𝑜𝑛𝑒 sur 𝑰      
⟹      ∃! 𝜶 ∈  𝒂, 𝒃   , 𝜷 = 𝒇 𝜶     

       

  Principe de la méthode de dichotomie 

    Soit 𝑓 une fonction continue sur un segment  𝑎, 𝑏  telle que l’équation 𝑓 𝑥 = 0 admet une solution unique 𝛼   

   dans  𝑎, 𝑏  .Pour déterminer un encadrement du nombre  , on calcule alors le centre  
𝑎+𝑏

2
  du segment  𝑎, 𝑏     

    puis son image 𝑓  
𝑎+𝑏

2
   par 𝑓 et on la compare à 0 . 

Si 𝑓(𝑎) × 𝑓  
𝑎 + 𝑏

2
 < 0 𝑓(𝑏) × 𝑓  

𝑎 + 𝑏

2
 < 0 

Alors un encadrement de 𝛼 de longueur  
𝑏−𝑎

2
 𝑎 < 𝛼 <

𝑎 + 𝑏

2
 

𝑎 + 𝑏

2
< 𝛼 < 𝑏 

 

  



Prof.Meziane Lafjij       Tél : 0671674078                                                                                         Page  6 

 

    FONCTION PARTIE ENTIERE 

            DEFINITION :  Soit x un nombre réel. 

                  La partie entière de x est le plus grand entier relatif  n  qui est inférieur ou égal à  x .  

                  On la note   𝑬 𝒙   ou   𝒙   ,    On à :        ∀ 𝒙 𝝐 ℝ    ∃𝒏𝝐ℤ   , 𝒏 ≤ 𝒙 < 𝑛 + 1 

            PROPRIETES : Soit x un nombre réel et n un entier relatif. 

      ∀𝑥 𝜖  𝑛 , 𝑛 + 1       ,   𝐸 𝑥 = 𝑛     ∀ 𝑝 𝜖 ℤ   , 𝐸 𝑝 =  𝑝 

     ∀ 𝑥 𝜖 ℝ   , 𝐸 𝑥 ≤ 𝑥 < 𝐸 𝑥 + 1  

     ∀ 𝑥 𝜖 ℝ    , 𝑥 − 1 <  𝐸 𝑥  ≤   𝑥           
 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ    ∃𝑟𝜖 0,1    , 𝑥 = 𝐸 𝑥 + 𝑟 

   ∀ 𝑥 𝜖 ℝ    ∀𝑝𝜖ℤ   , 𝐸 𝑥 + 𝑝 = 𝐸 𝑥 + 𝑝  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ     , 𝑥 ≤ 𝑦  ⟹ 𝐸 𝑥 ≤ 𝐸(𝑦) 

   ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ    , 𝐸 𝑥  +  𝐸 𝑦  ≤   𝐸 𝑥 + 𝑦  ≤   𝐸 𝑥 + 𝐸 𝑦 + 1 

        

            La fonction  𝑥 ⟼ 𝐸 𝑥  est continue sur   ℝ − ℤ  et définie sur l’intervalle   𝑘 − 1; 𝑘 + 1   par :  

                               
  𝐸 𝑥 = 𝑘 − 1  , 𝑥𝜖  𝑘 − 1 ; 𝑘  

 𝐸 𝑥 = 𝑘        , 𝑥𝜖  𝑘 ;  𝑘 + 1 
  

𝑙𝑖𝑚
 𝑥→+∞

𝐸(𝑥) = +∞ 

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑘

𝐸(𝑥) = ? 

Si  𝑘 ∉ ℤ , alors    𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑘

𝐸(𝑥) = 𝐸 𝑘  

𝑙𝑖𝑚
 𝑥→−∞

𝐸(𝑥) = −∞ Si  𝑘 ∈ ℤ , alors   
𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑘−
𝐸(𝑥) = 𝑘 − 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑘+

𝐸(𝑥) = 𝑘         
  

             La fonction  𝑥 ⟼ 𝐸 𝑥  est discontinue en  𝑥𝑜 = 𝑘  tel que  𝒌 ∈ ℤ 

               Sa courbe représentative sous forme d’un histogramme.  

     

 
  
 

  
 𝐸 𝑥 = −2  , 𝑥𝜖 −2; −1 

𝐸 𝑥 = −1    , 𝑥𝜖 −1; 0 

𝐸 𝑥 = 0       ,      𝑥𝜖 0; 1 

𝐸 𝑥 = 1         ,    𝑥𝜖 1; 2 

𝐸 𝑥 = 2        ,     𝑥𝜖 2; 3 
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    Chapitre 3             FONCTIONS RECIPROQUES 

  Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone 

      Théorème de la fonction réciproque 

           Si 𝑓 est une fonction continue et  strictement monotone sur un intervalle 𝐼 alors elle réalise  

          une bijection de 𝐼 sur l’intervalle 𝑓( 𝐼) 

            On dit que la fonction 𝑓 admet une fonction réciproque  𝑓−1  définie sur  𝑓( 𝐼). 

     Propriétés : 

          Si 𝑓 est une fonction continue et  strictement monotone sur un intervalle 𝐼  alors : 

          La fonction réciproque  𝑓−1 est continue sur 𝑓( 𝐼) 

             et à même sens de variation que la fonction 𝑓. 

          Les courbes représentatives de 𝑓 et 𝑓−1 dans un repère  

             orthonormé sont symétriques par rapport à la première  

             bissectrice ( c-à-d  la droite d’équation  𝑦 = 𝑥  )    

           ∀𝒙𝒇(𝑰)  , 𝒇𝒐𝒇−𝟏 𝒙 = 𝒙     ;    ∀𝒙𝝐𝑰  , 𝒇−𝟏𝒐𝒇(𝒙) = 𝒙 

           ∀𝒙𝒇 𝑰   ∀𝒚   , 𝒚 =  𝒇−𝟏(𝒙)   ⟺   𝒇(𝒚)  =  𝒙        

Alors  La courbe de  𝒇−𝟏 sur 𝒇( 𝑰) Si  La courbe de  𝒇 sur I 

 Passe par le point  𝐴’(𝑏, 𝑎) 

 admet une asymptote horizontale  d’équation  𝑦 = 𝑎 

 admet une asymptote verticale d’équation  𝑥 = 𝑎 

admet une asymptote oblique d’équation 𝑦 =
1

𝑎
𝑥 −

𝑏

𝑎
 

admet une tangente  horizontale au point 𝐴’(𝑏, 𝑎) 

admet une tangente  verticale au point 𝐴’(𝑏, 𝑎) 

 admet une tangente oblique au point 𝐴′(𝑏, 𝑎) de     

   coefficient directeur  
1

m
. 

 coupe la première bissectrice en un point H 

 passe par le point  𝐴(𝑎, 𝑏) 

 admet une asymptote verticale d’équation  𝑥 = 𝑎 
 admet une asymptote horizontale  d’équation  𝑦 = 𝑎 
admet une asymptote oblique d’équation  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 admet une tangente  verticale au point 𝐴(𝑎, 𝑏) 

 admet une tangente  horizontale au point 𝐴(𝑎, 𝑏) 
 admet une tangente oblique au point 𝐴(𝑎, 𝑏) de  

    coefficient directeur  m . 

 coupe la première bissectrice en un point  H 

    DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE 

          Soit 𝑓 une fonction continue et  strictement monotone sur un intervalle 𝐼  et  𝑎 𝜖 𝐼 .   𝑓 𝑎 = 𝑏   

        Si 𝑓 est dérivable en 𝑎 et 𝑓 ’(𝑎)  ≠  0  alors : La fonction réciproque  𝑓−1  est dérivable en 𝑓 𝑎 . 

                Et On a :       𝒇−𝟏 ′ 𝒃 =
𝟏

𝒇′ (𝒂)
=

𝟏

𝒇′ (𝒇−𝟏(𝒃))
 

         Si 𝑓 est dérivable sur 𝐼 et 𝑓 ’(𝑥)  ≠  0  pour tout 𝑥 𝜖 𝐼 alors :  𝑓−1  est dérivable sur 𝑓 𝐼 . 

             et On a  :     ∀𝒙 𝒇 𝑰   ,  𝒇−𝟏 ′ 𝒙 =
𝟏

𝒇′ (𝒇−𝟏(𝒙))
 

    ② FONCTION RACINE nième 
      Soit n un entier naturel non nul .  

    Définition : La fonction  𝑥 ↦  𝑥𝑛   réalise une bijection de ℝ+ sur  ℝ+.Sa fonction réciproque est appelée   

          la fonction  racine 𝒏𝒊è𝒎𝒆   et on la note    
𝐧

. Pour tout  𝑥 𝜖 ℝ+ ,  𝑥
n

  se lit  « racine 𝑛𝑖è𝑚𝑒  » de x . 

    Propriétés :  Soient   𝑎, 𝑏 𝜖ℝ+    et   𝑛, 𝑚 𝜖ℕ∗, On a :  

 𝑥
𝑛

=  𝑦 ⟺ 𝑥 =  𝑦n   𝑥
𝑛

 
𝑛

=  𝑥𝑛𝑛
= 𝑥  𝑎

𝑛
×  𝑏

𝑛
=  𝑎𝑏

𝑛
  𝑎

𝑛
×  𝑎

𝑚
  =  𝑎𝑛+𝑚𝑛 ×𝑚

 

 𝑥
𝑛

>  𝑦𝑛 ⟺  𝑥 >  𝑦 
 𝑎
𝑛

 𝑏
𝑛  =   

𝑎

𝑏

𝑛
  ;  𝑏 ≠ 0    𝑎

𝑚𝑛

=  𝑎
𝑛𝑚

 
 𝑎
𝑛

 𝑎
𝑚  =  𝑎𝑚−𝑛𝑛 ×𝑚

  ;  𝑎 ≠ 0  

 𝑥
𝑛

≤  𝑦𝑛 ⟺  𝑥 ≤ 𝑦  𝑎
𝑛

=  𝑎𝑚𝑛 ×𝑚
   

 

 

 
𝐧

:  ℝ+  ⟶ ℝ+ 

        𝒙 ⟼  𝒙
𝒏

 
 



 

     Continuité et Dérivabilité  de la fonction 
𝐧

 

           La fonction   
𝑛

 ∶  𝑥 ↦   𝑥𝑛
  est continue sur  ℝ+. 

           Si  𝑓 est une fonction positive et continue sur un intervalle I , alors la fonction    𝑓𝑛
  est continue sur I. 

          La fonction   
𝑛

 ∶  𝑥 ↦   𝑥𝑛
  est dérivable sur  ℝ+∗,et on a :      ∀𝒙ℝ+∗ ,   𝒙

𝒏  
′

=
𝟏

𝒏  𝒙𝒏−𝟏𝒏  

          Si  𝑓 est strictement positive et dérivable sur I , alors la fonction    𝑓𝑛
   est dérivable sur I. 

                  Et on a :   ∀𝒙 𝑰 ,   𝒇(𝒙)
𝒏  

′
=

 𝒇 𝒙  
′

  𝒇 𝒙  
𝒏−𝟏𝒏

 

    Puissance rationnelle d’un nombre strictement positif 

       Soit  𝑎 un réel strictement positif et r un nombre rationnel. On pose 𝑟 =
𝑝

𝑞
  avec  𝑝𝜖ℤ  et  𝑞𝜖ℕ∗ . 

       Le nombre  𝒂𝒓  est appelé la puissance rationnelle de nombre 𝑎 d’exposant  𝑟 . 

               On écrit :    𝒂𝒓 =   𝒂
𝒑

𝒒 =  𝒂𝒑𝒒
 

      Remarque :    Soit 𝑎 un réel strictement positif et  𝑛𝜖ℕ∗ −  1 . On a   :   𝒂
𝒏

= 𝒂
𝟏

𝒏     ( 𝒂 = 𝒂
𝟏

𝟐   ,  𝒂
 𝟑

= 𝒂
𝟏

𝟑 ) 

    Solutions de l’équation  𝒙𝒏 = 𝒂   dans ℝ . 

𝒂 ≥  𝟎 𝒂 <  0 
Signe de a 

Parité de n 

S =  − 𝑎
n

;   𝑎
n

  𝑆 =  ∅ n pair 

S =    𝑎 
n

  S =    ⎯ −𝑎
n

  n impair 

    Solutions de l’équation    𝒙
𝒏

 = 𝒂   dans ℝ 

𝑎 ≥  0 𝑎 <  0 Si  

𝑆 =  𝑎𝑛  𝑆 = ∅ Alors  

       Pour calculer  𝒇−𝟏 𝒙𝒐   on pose 𝒇−𝟏 𝒙𝒐 = 𝜶  tel que 𝜶𝝐𝑰, puis résoudre l’équation 𝒇()  =  𝒙𝒐 

       Pour déterminer  𝒇−𝟏 𝒙  on pose 𝒇−𝟏 𝒙 = 𝒚 tel que 𝒚𝝐𝑰, puis résoudre l’équation 𝒇(𝒚) = 𝒙 dans I 

       Conjugué –Factorisation 

          𝒂 −  𝒃 =
𝒂−𝒃

 𝒂+ 𝒃
  ;  𝒂

𝟑
−  𝒃

𝟑
=

𝒂−𝒃

 𝒂𝟐𝟑
+  𝒂𝒃

𝟑
+  𝒃𝟐𝟑    ;   𝒂

𝟒
−  𝒃

𝟒
=

𝒂−𝒃

 𝒂𝟑𝟒
+  𝒂𝟐𝒃

𝟒
+  𝒂𝒃𝟐𝟒

+  𝒃𝟑𝟒    .  

         𝒂 −  𝒃 =
𝒂𝟐−𝒃𝟐

𝒂+𝒃
 =

𝒂𝟑−𝒃𝟑

𝒂𝟐+𝒂𝒃+𝒃𝟐
 =  

𝒂𝟒−𝒃𝟒

𝒂𝟑+𝒂𝟐𝒃+𝒂𝒃𝟐+𝒃𝟑
= ⋯ =

𝒂𝒏−𝒃𝒏

𝒂𝒏−𝟏+𝒂𝒏−𝟐𝒃+⋯+𝒂𝒃𝒏−𝟐+𝒃𝒏−𝟏
 

        𝒂𝒏 − 𝒃𝒏 = (𝒂 − 𝒃) 𝒂𝒏−𝟏 + 𝒂𝒏−𝟐𝒃 + ⋯ + 𝒂𝒃𝒏−𝟐 + 𝒃𝒏−𝟏     

        𝒂𝒏 − 𝟏 =  (𝒂 −  𝟏) 𝒂𝒏−𝟏 + 𝒂𝒏−𝟐 + ⋯ + 𝒂 + 𝟏  

        𝒂𝒏 + 𝒃𝒏 = 𝒂𝒏 −  −𝒃 𝒏 =  𝒂 + 𝒃  𝒂𝒏−𝟏 − 𝒂𝒏−𝟐𝒃 + ⋯ − 𝒂𝒃𝒏−𝟐 + 𝒃𝒏−𝟏  𝒏. 𝑰𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓  

 مهارة     
 من أأٍن لك ىذا اًؼلم كلو ؟-  : اًشؼبي رحمو الله- كيي لأحد اًؼَماء

 بنفي الاغتماد: -                                         كال  

 و اًسير في اًبلاد                                                    - 

 و صبر وصبر الداد                                                         -  

 و بىور هبىور اًغراب                                                                - 

 

 𝑨(𝒙)
𝒏

=  …   
𝑨(𝒙)

 …  𝒏

𝒏
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③    FONCTION  ARC TANGENTE  

       Définition : La fonction  tan: 𝑥 ↦ 𝑡𝑎𝑛(𝑥)  est  une bijection de  −
𝜋

2
;
𝜋

2
  sur ℝ.Sa fonction réciproque est  

            appelée fonction  Arctangente  et on la note   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 
 

       Propriétés :  

      La fonction  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  est continue et strictement croissante sur  ℝ. 

        ∀𝑥𝜖ℝ  , −  
𝜋

2
< 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 <

𝜋

2
 

               ∀𝑥𝜖ℝ+   ,   0 ≤ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 <
𝜋

2
 

               ∀𝑥𝜖ℝ−   , −  
𝜋

2
< 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ≤ 0 

       ∀𝑥𝜖ℝ  ∀𝑦𝜖  −
𝜋

2
;
𝜋

2
   , 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑦  ⟺    𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑦  

        ∀𝑥𝜖  −
𝜋

2
;
𝜋

2
    , 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛 𝑥 ) =  𝑥 

        ∀𝑥𝜖ℝ    , 𝑡𝑎𝑛 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  =  𝑥 

        ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2   , 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑦 ⟺  𝑥 = 𝑦 

                                                𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 > 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑦 ⟺  𝑥 > 𝑦 

                                               𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 < 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑦 ⟺  𝑥 < 𝑦 

      La fonction   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  est impaire :  
                ∀𝑥𝜖ℝ  ∶ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 −𝑥 =  −𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 

      La fonction   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  est dérivable sur ℝ ,et on a : 

 ∀𝒙𝝐ℝ  ,  𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙  
′

=  
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
 

      Si  𝑢 est une fonction dérivable sur  I , alors la fonction   𝑥 ↦ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑢(𝑥)   est dérivable sur I. 

        Et on a :    ∀𝒙 𝑰  ,  𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒖(𝒙)  
′

=  
 𝒖(𝒙) ′

𝟏+ 𝒖(𝒙) 𝟐
 

  Tableau de quelque valeurs importantes : 
𝑥 0  3

3
 1  3 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 0 
𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

    Solutions des équations 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑎 ⟺ 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑎  𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑎 ⟺ 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑎 + 𝑘𝜋; 𝑘𝜖ℤ  
𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑎

𝑥𝜖  −
𝜋

2
;
𝜋

2
 
  ⟺  𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑎  

    Limites usuelles 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
𝜋

2
 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) = −

𝜋

2
 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)

𝑥
= 1 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑎

𝑥 − 𝑎
=

1

1 + 𝑎2
 

    Remarque :    ∀𝒙𝝐ℝ∗
+  , 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙  + 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 

𝟏

𝒙
 =  

𝝅

𝟐
    et     ∀𝒙𝝐ℝ∗

− , 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 
𝟏

𝒙
 = −

𝝅

𝟐
 

   Rappel : 

𝑡𝑎𝑛  
𝜋

2
− 𝑎 =

1

𝑡𝑎𝑛 𝑎 
 𝑡𝑎𝑛  

𝜋

2
+ 𝑎 =

−1

𝑡𝑎𝑛 𝑎 
 𝑡𝑎𝑛 𝑎 + 𝑘𝜋 = 𝑡𝑎𝑛 𝑎  𝑡𝑎𝑛 2𝑎 =

2𝑡𝑎𝑛 𝑎 

1 − 𝑡𝑎𝑛2 𝑎 
 

𝑐𝑜𝑠2 𝑎 =
1

1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑎 
 𝑡𝑎𝑛 𝑎 + 𝑏 =

𝑡𝑎𝑛𝑎 + 𝑡𝑎𝑛𝑏

1 −  𝑡𝑎𝑛𝑎  𝑡𝑎𝑛𝑏 
 𝑡𝑎𝑛 𝑎 =

2𝑡𝑎𝑛  
𝑎
2 

1 − 𝑡𝑎𝑛2  
𝑎
2 

 

𝑠𝑖𝑛2 𝑎 =
𝑡𝑎𝑛2𝑎

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑎
 𝑡𝑎𝑛 𝑎 − 𝑏 =

𝑡𝑎𝑛𝑎 − 𝑡𝑎𝑛𝑏

1 +  𝑡𝑎𝑛𝑎  𝑡𝑎𝑛𝑏 
 𝑐𝑜𝑠 𝑎 =

1 − 𝑡𝑎𝑛2  
𝑎
2 

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑎
2 

 

𝑡𝑎𝑛 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =
𝑡𝑎𝑛𝑎 + 𝑡𝑎𝑛𝑏 + 𝑡𝑎𝑛𝑐 −  𝑡𝑎𝑛𝑎  𝑡𝑎𝑛𝑏  𝑡𝑎𝑛𝑐 

1 −  𝑡𝑎𝑛𝑎  𝑡𝑎𝑛𝑏 −  𝑡𝑎𝑛𝑎  𝑡𝑎𝑛𝑐 −  𝑡𝑎𝑛𝑏  𝑡𝑎𝑛𝑐 
 𝑠𝑖𝑛 𝑎 =

2𝑡𝑎𝑛  
𝑎
2 

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑎
2 

 

 

𝑥 ⟼ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 : ℝ ⟶  −
𝜋

2
;
𝜋

2
  

      x      −∞                               + ∞ 

Arctan                                             
𝝅

𝟐
 

                     −
𝝅

𝟐
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     Chapitre 4           DÉRIVATION - ROLLE - T.A.F 

   DERIVABILITE D’UNE FONCTION EN UN POINT   

       Soit  𝑓 une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et 𝑥𝑜  un élément de  I . 

On dit que  𝑓 est dérivable en 𝑥𝑜  s’il existe un réel 𝑙  tel que :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝑙 

  Le nombre 𝑙 est appelé le nombre dérivé de la fonction  𝑓 en 𝑥𝑜  . il est noté  𝑓 ′ (𝑥𝑜) 

       Dérivabilité à droite – Dérivabilité à gauche 

       Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle  du type ouvert   𝑥𝑜, 𝑥𝑜 + 𝑟       𝑟𝜖ℝ∗
+  

On dit que  𝑓 est dérivable à droite de 𝑥𝑜  s’il existe un réel 𝑙  tel que :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

+

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝑙 

  Le nombre 𝑙 est appelé le nombre dérivé de la fonction  𝑓 à droite en 𝑥𝑜  . il est noté  𝑓𝑑
′(𝑥𝑜) 

        Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle  du type ouvert   𝑥𝑜 − 𝑟, 𝑥𝑜       𝑟𝜖ℝ∗
+  

On dit que  𝑓 est dérivable à gauche de 𝑥𝑜  s’il existe un réel 𝑙  tel que :  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

−

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝑙 

  Le nombre 𝑙 est appelé le nombre dérivé de la fonction  𝑓 à gauche en 𝑥𝑜  . il est noté  𝑓𝑔
′ (𝑥𝑜) 

La fonction 𝑓 est dérivable en 𝑥𝑜    ⟺    𝑓 est dérivable à droite et à gauche en 𝑥𝑜  ,avec 𝑓𝑔
′ 𝑥𝑜 = 𝑓𝑑

′ 𝑥𝑜  

    INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU NOMBRE DERIVE – LA TANGENTE A    

             LA COURBE D’UNE FONCTION 

          Si la fonction 𝑓 est dérivable en 𝑥𝑜  alors sa courbe représentative  𝐶𝑓  admet une tangente  T  au  

              point  𝐴  𝑥𝑜 , 𝑓(𝑥𝑜)  et dont le coefficient directeur est 𝑓 ′ (𝑥𝑜)  . 

              L’équation de la tangente  T  au point  𝐴 est donnée par :      𝐓  :  𝒚 = 𝒇′ 𝒙𝒐  𝒙 − 𝒙𝒐 + 𝒇 𝒙𝒐  

          Si 𝑓 ′ 𝑥𝑜 = 0   alors  la tangente  T  est horizontale, c’est-à-dire, parallèle à l’axe des abscisses.  

 Si 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= ±∞ 

alors la courbe  𝐶𝑓  admet une  tangente  verticale au point 𝐴  𝑥𝑜 , 𝑓(𝑥𝑜)      

c’est-à-dire, parallèle à l’axe des ordonnées. 

         Approximation affine d’une fonction dérivable 

         Soit 𝑓  une fonction dérivable en un point  𝑥𝑜   

           La fonction   𝑔 : 𝑥 ⟼ 𝑓 ′ 𝑥𝑜  𝑥 − 𝑥𝑜 + 𝑓 𝑥𝑜   s’appelle l’approximation affine de 𝑓 au voisinage de 𝑥𝑜   . 

             On écrit  alors : 𝒇 𝒙 ≃ 𝒇′ 𝒙𝒐  𝒙 − 𝒙𝒐 + 𝒇 𝒙𝒐  au voisinage de 𝑥𝑜  

      DERIVABILITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE 

       Définition : Soit  𝑓 une fonction définie sur un intervalle I 

          On dit que  𝑓 est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x de I.  

          On dit que  𝑓 est dérivable sur  𝑎, 𝑏  si 𝑓 est dérivable sur l’intervalle ouvert  𝑎, 𝑏   et 𝑓  dérivable à  

                droite en 𝑎 et à gauche en 𝑏  . 

        Propriétés : 

                    Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition. 

                    Toute fonction polynôme  est dérivable sur ℝ    

                    Les fonctions 𝑥 ⟼ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑒𝑡 𝑥 ⟼ 𝑠𝑖𝑛𝑥  sont dérivables sur ℝ. 

                    La fonction 𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛 𝑥  est dérivable sur ℝ −  
𝜋

2
+ 𝑘𝜋/𝑘𝜖ℤ      

                    La fonction 𝑥 ⟼  𝑥
𝑛

  est dérivable sur ℝ+∗  

                    La fonction 𝑥 ⟼ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  est dérivable sur ℝ.  

 

 Prof.Meziane Lafjij       Tél : 0671674078                                                                                         Page  10 



     OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVEES 

         Si 𝑓 et 𝑔 sont des fonctions dérivables sur un  intervalle I .et k un réel alors on à :  

       Les fonctions  𝒇 + 𝒈 , 𝑘𝒇  , 𝒇 × 𝒈 et 𝒇𝒏  sont dérivables sur l’intervalle I  . 

       Si de plus 𝑔(𝑥) ≠ 0  pour tout réel x de I , alors les fonctions 
𝟏

𝒈
 et  

𝒇

𝒈
 sont dérivables sur l’intervalle I   

       Si 𝒈 est dérivable sur I et  𝒇 est dérivable sur (𝑰) , alors 𝒇𝒐𝒈  est dérivable sur I et on a :   𝒇𝒐𝒈  ′ = 𝒈′ × 𝒇′𝒐𝒈 

        Si 𝒇 est dérivable sur I et  𝒇(𝒙) > 0 pour tout réel x de I, alors  𝒇𝒏
  est dérivable sur I et on a :    𝒇

𝒏   
′

=
𝒇′

𝒏  𝒇𝒏−𝟏𝒏  

        Si 𝒇 est dérivable sur I, alors la fonction   𝑥 ↦ 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒇 𝒙   est dérivable sur I et on a : 

                                          𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒇 𝒙    
′

=
𝒇′ (𝒙)

𝟏+ 𝒇(𝒙) 𝟐 

    APPLICATION DE LA DERIVATION : 

       La monotonie d’une fonction Soit 𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et 𝑎 un élément de I . 

               𝑓  est constante  sur  I   ⟺    ∀𝑥𝜖𝐼   , 𝑓 ′ 𝑥 = 0 

               𝑓  est croissante sur  I    ⟺    ∀𝑥𝜖𝐼   , 𝑓 ′ 𝑥 ≥ 0 

               𝑓 est décroissante sur  I  ⟺    ∀𝑥𝜖𝐼   , 𝑓 ′ 𝑥 ≤ 0 

      Remarques : 

           Si 𝑓 ′  est positive sur I et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors 𝑓 est strictement croissante sur I . 

           Si 𝑓 ′  est négative sur I et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors 𝑓 est strictement décroissante sur I . 

     Les extremums d’une fonction  dérivable  

         Si 𝑓′ s’annule et change de signe en a , alors  𝑓 admet un extremum en a . 

         𝑓 admet une valeur minimale sur I  en a  signifie que :  ∀𝑥𝜖𝐼   , 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) 

         𝑓 admet une valeur maximale sur I  en a  signifie que :  ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

    THEOREME DE ROLLE : 

            Théorème : 

              Si 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏  et dérivable sur 𝑎, 𝑏  , 

              telle que 𝑓 𝑎 = 𝑓(𝑏),   Alors :    ∃𝒄𝝐 𝒂, 𝒃    , 𝒇′ 𝒄 = 𝟎 

         Interprétation géométrique : 

         le théorème de Rolle fournit  l’existence d’un point  𝐶 𝑐 ;  𝑓(𝑐)  appartenant de  𝐶𝑓  tel que la tangente de  𝐶𝑓             

          au point 𝐶 est parallèle à l’axe des abscisse ou  à la droite (AB)  

      THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS  «  T.A.F » : 

          Théorème : 

              Si 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏  et dérivable sur 𝑎, 𝑏  , 

              Alors :     ∃𝒄𝝐 𝒂, 𝒃    , 𝒇 𝒃 − 𝒇(𝒂) =  𝒃 − 𝒂 𝒇′ (𝒄) 

        Interprétation géométrique : le théorème des accroissements finis  fournit  

           l’existence  d’une  tangente de  𝐶𝑓  qui soit  parallèle à la droite (AB)  

 

     INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS  «  I.A.F » : 

        Théorème : 

             Si 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏  , dérivable sur 𝑎, 𝑏  et  ∀𝒙𝝐 𝒂, 𝒃    , 𝒎 ≤ 𝒇′ 𝒙 ≤ 𝑴 

                      Alors :        𝒎 𝒃 − 𝒂  ≤  𝒇 𝒃 − 𝒇 𝒂  ≤  𝑴 𝒃 − 𝒂  

             Si 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏  , dérivable sur 𝑎, 𝑏  et  ∀𝒙𝝐 𝒂, 𝒃    ,  𝒇′ 𝒙  ≤ 𝒌  

                   Alors :          𝒇 𝒃 − 𝒇(𝒂) ≤ 𝒌 𝒃 − 𝒂  
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                                              TABLEAU DES DERIVEES USUELLES 

𝒇 𝒙  𝒇′ 𝒙  Domaine de dérivabilité 

a 0 ℝ 

𝒂𝒙 +  𝒃 𝒂 ℝ 

𝒙𝒏              𝑛𝜖ℕ  𝒏 𝒙𝒏−𝟏 ℝ 

𝒙
𝟏

𝒏                          𝑛𝜖ℕ∗  
𝟏

𝒏
 𝒙 

𝟏
𝒏
−𝟏 ℝ+∗ 

𝟏

𝒙
 

−
𝟏

𝒙𝟐 ℝ * 

 𝒙 
𝟏

𝟐 𝒙
  𝟎, +  

 𝒙
𝟑

 
𝟏

𝟑 𝒙𝟐𝟑   𝟎, +  

 𝒙
𝒏

 
𝟏

𝒏 𝒙𝒏−𝟏𝒏   𝟎, +  

𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒄𝒐𝒔 𝒙  ℝ 

𝒄𝒐𝒔 𝒙  −𝒔𝒊𝒏 𝒙  ℝ 

𝒕𝒂𝒏 𝒙  
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 
= 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙   ℝ −  

𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅/𝒌𝝐ℤ  

𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙  
𝟏

𝟏+𝒙𝟐  ℝ 

𝒌 𝒖(𝒙) 𝒌 𝒖′(𝒙) 𝑫𝒖′  

𝒖 𝒙  +  𝒗 𝒙  𝒖′ 𝒙  +  𝒗′ 𝒙  𝑫𝒖′ ∩ 𝑫𝒗′  

𝒖(𝒙) × 𝒗(𝒙) 𝒖′ 𝒙 × 𝒗 𝒙 +  𝒖(𝒙) × 𝒗′ (𝒙)       𝑫𝒖′ ∩ 𝑫𝒗′  

𝒖(𝒙)

𝒗(𝒙)
 

𝒖′  𝒙 ×𝒗 𝒙 − 𝒖(𝒙)×𝒗′ (𝒙)

(𝒗 𝒙 )𝟐   𝑫𝒖′ ∩ 𝑫𝒗′     𝒗 ≠ 𝟎  

𝒖(𝒂𝒙 + 𝒃) 𝒂. 𝒖′ 𝒂𝒙 + 𝒃  ℝ 

𝒖𝒐𝒗(𝒙) 𝒗′ 𝒙 . 𝒖′ 𝒗 𝒙   𝒙 ∈ 𝑫𝒗′  𝒆𝒕 𝒗(𝒙) ∈ 𝑫𝒖′   

𝒖𝒏(𝒙) 𝒏𝒖′ 𝒙 . 𝒖𝒏−𝟏(𝒙) 𝑫𝒖′  

 𝒖(𝒙) 
𝒖′ (𝒙)

𝟐 𝒖(𝒙)
 𝑫𝒖′     𝒖(𝒙) > 0  

 𝒖(𝒙)
𝟑

 
𝒖′ (𝒙)

𝟑 𝒖𝟐 𝒙 
𝟑

 𝑫𝒖′     𝒖(𝒙) > 0  

 𝒖(𝒙)𝒏  
𝒖′ (𝒙)

𝒏 𝒖𝒏−𝟏 𝒙 
𝒏

 𝑫𝒖′     𝒖(𝒙) > 0  

𝒔𝒊𝒏 𝒖(𝒙)  𝒖’(𝒙). 𝒄𝒐𝒔 𝒖 𝒙   𝑫𝒖′  

𝒄𝒐𝒔 𝒖(𝒙)  − 𝒖’(𝒙). 𝒔𝒊𝒏 𝒖(𝒙)  𝑫𝒖′  

𝒕𝒂𝒏 𝒖(𝒙)  𝒖′ 𝒙 .  𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒖(𝒙)  =
𝒖′(𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)
 𝑫𝒖′    et      𝒖(𝒙) ∈ 𝑫𝒕𝒂𝒏  

𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒖(𝒙)  
𝒖′ (𝒙)

𝟏 + 𝒖𝟐(𝒙)
 𝑫𝒖′  
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L’équation de la 

tangente 
Interprétation géométrique :  𝑪𝒇  admet Dérivabilité en 𝒂 La limite 

𝒚 = 𝒇′ 𝒂  𝒙 − 𝒂 + 𝒇 𝒂  
une tangente au point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   de 

coefficient directeur  𝒇′ 𝒂  

𝒇 est dérivable en 𝒂 et 
𝒇′ 𝒂 = 𝑳 

L 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 𝒚 = 𝒇 𝒂  

une tangente horizontale au point 

𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)    
𝒇 est dérivable en 𝒂 et 

𝒇′ 𝒂 = 𝟎 
0 

𝒙 = 𝒂 
une tangente verticale au point 

𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)    
𝒇 n’est pas dérivable en 

𝒂 
±∞ 

𝒚 = 𝒇𝒅
′ 𝒂  𝒙 − 𝒂 + 𝒇 𝒂  

une demi- tangente à droite au point 

𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   de coefficient directeur  𝒇𝒅
′ 𝒂  

𝒇 est dérivable à droite 
en 𝒂 et 𝒇𝒅

′ 𝒂 = 𝑳 L 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 

𝒚 = 𝒇 𝒂  
Une demi-tangente horizontale à droite 

au point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)    
𝒇 est dérivable à droite 

en 𝒂 et 𝒇𝒅
′ 𝒂 = 𝟎 

0 

𝒙 = 𝒂 

une demi-tangente verticale à droite au 

point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   dirigée vers le haut 

𝒇 n’est pas dérivable à 
droite en 𝒂 

+∞ 

une demi-tangente verticale à droite au 

point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   dirigée vers le bat 

𝒇 n’est pas dérivable à 
droite en 𝒂 

−∞ 

𝒚 = 𝒇𝒈
′ 𝒂  𝒙 − 𝒂 + 𝒇 𝒂  

une demi- tangente à gauche au point 

𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   de coefficient directeur  𝒇𝒈
′ 𝒂  

𝒇 est dérivable à 
gauche en 𝒂 et 𝒇𝒈

′ 𝒂 = 𝑳 
L 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂−

𝒇 𝒙 − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 

𝒚 = 𝒇 𝒂  
Une demi-tangente horizontale à gauche 

au point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)    
𝒇 est dérivable à 

gauche en 𝒂 et 𝒇𝒈
′ 𝒂 = 𝟎 

0 

𝒙 = 𝒂 

une demi-tangente verticale à gauche au 

point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   dirigée vers le bat 

𝒇 n’est pas dérivable à 
gauche en 𝒂 

+∞ 

une demi-tangente verticale à gauche au 

point 𝑨  𝒂 ; 𝒇(𝒂)   dirigée vers le haut 

𝒇 n’est pas dérivable à 
gauche en 𝒂 

−∞ 
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    Chapitre 5         LES FONCTIONS PRIMITIVES 

    DEFINITION 

        Soit 𝑓 et 𝐹  deux fonctions définies sur un intervalle I de ℝ . 

        On dit que la fonction 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur I  si : 𝐹 est dérivable sur I et   ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝐹’(𝑥)  =  𝑓(𝑥) 

 

 

    PROPRIETES 

        1- Toute fonction continue sur un intervalle I admet une fonction primitive définie sur cet intervalle . 

        2- Si 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur I alors les primitives de 𝑓 sur I sont les fonctions: 𝑥 ↦ 𝐹 𝑥 + 𝑐 ,  𝑐𝜖ℝ  

        3-Pour tout 𝑥0𝜖ℝ  et 𝑦0𝜖ℝ  , il existe une unique primitive 𝐹 de 𝑓 sur I vérifiant : 𝐹 𝑥0 = 𝑦0 

    OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES 

     - Si 𝐹 et 𝐺 sont respectivement des primitives des fonctions 𝑓 et 𝑔 sur un intervalle I  alors : 

           𝐹 + 𝐺  est une fonction primitive de la fonction  𝑓 + 𝑔. 
          Pour tout  𝑘𝜖ℝ ,  𝑘𝐹 est une fonction primitive de la fonction  𝑘𝑓. 

     -Si 𝐹 et 𝐺 sont des primitives de la fonction 𝑓 sur un intervalle I  alors : ∃𝑐𝜖ℝ  , 𝐹(𝑥)  =  𝐺(𝑥)  +  𝑐 

  TABLEAU DES PRIMITIVES USUELLES 

La fonction  𝒇 Les primitives de 𝒇  La fonction  𝒇 Les primitives de 𝒇 

𝒂 𝒂𝒙 + 𝒄  𝒖′ 𝒙 + 𝒗′ (𝒙) 𝒖 𝒙 + 𝒗 𝒙 + 𝒄 

𝒙𝒏 (𝒏𝝐ℚ∗ −  −𝟏 ) 
𝟏

𝒏+𝟏
𝒙𝒏+𝟏 + 𝒄  𝒖′ 𝒙 𝒗 𝒙 + 𝒖 𝒙 𝒗′ (𝒙) 𝒖 𝒙 𝒗 𝒙 + 𝒄 

𝟏

𝒙𝟐
 −

𝟏

𝒙
+ 𝒄  

𝒖′ 𝒙 𝒗 𝒙 − 𝒖 𝒙 𝒗′ (𝒙)

(𝒗(𝒙))𝟐
 

𝒖 𝒙 

𝒗 𝒙 
+ 𝒄 

𝟏

 𝒙
 𝟐 𝒙 +c  𝒖′ 𝒙 (𝒖 𝒙 )𝒏 (𝒏𝝐ℚ∗ −  −𝟏 ) 

(𝒖 𝒙 )𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
+ 𝒄 

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)  +  𝒄  

𝒖′ (𝒙)

(𝒖 𝒙 )²
 −

𝟏

𝒖 𝒙 
+ 𝒄 

𝒔𝒊𝒏(𝒙) − 𝒄𝒐𝒔(𝒙)  +  𝒄  
𝒖′ (𝒙)

 𝒖 𝒙 
 2 𝒖 𝒙 + 𝒄 

𝒄𝒐𝒔(𝒙) 𝒔𝒊𝒏(𝒙)  +  𝒄  
𝒖′ (𝒙)

𝟏 + 𝒖𝟐(𝒙)
 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒖(𝒙))  + 𝒄 

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)
= 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(x) 𝒕𝒂𝒏(𝒙)  +  𝒄  𝒖′ 𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝒖 𝒙 ) −𝒄𝒐𝒔 𝒖 𝒙  + 𝒄 

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙)
= 𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒂𝒏𝟐(x) 𝒄𝒐𝒕𝒂𝒏(𝒙)  +  𝒄  𝒖′ 𝒙 𝒄𝒐𝒔(𝒖 𝒙 ) 𝒔𝒊𝒏 𝒖 𝒙  + 𝒄 

𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) 
−

𝟏

𝒂
𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃)

+ 𝒄 

 𝒖′ 𝒙 (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒖 𝒙  =
𝒖′(𝒙)

𝒄𝒐𝒔²(𝒖 𝒙 )
 𝒕𝒂𝒏 𝒖 𝒙  + 𝒄 

𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃) 
𝟏

𝒂
𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝒄  𝒖′ 𝒙 (𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒖 𝒙  =

𝒖′(𝒙)

𝒔𝒊𝒏²(𝒖 𝒙 )
 𝒄𝒐𝒕𝒂𝒏 𝒖 𝒙  + 𝒄 

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒂𝒙 + 𝒃  
𝟏

𝒂
𝒕𝒂𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝒄  𝒖’(𝒙). 𝒗’ 𝒖(𝒙)  𝒖𝒐𝒗 𝒙 + 𝒄 

𝟏

𝒙
 𝒍𝒏 𝒙 + 𝒄  𝒖′ (𝒙)

𝒖 𝒙 
 𝒍𝒏 𝒖 𝒙  + 𝒄 

𝒆𝒙
 𝒆𝒙 + c  𝒖′ 𝒙 𝒆𝒖 𝒙  𝒆𝒖 𝒙 + 𝒄 

 

 

  

𝐹  est dérivable sur I  et  ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝐹’ 𝑥 =  𝑓 𝑥    ⟺       𝐹   est une primitive de 𝑓 sur I  
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    Chapitre 6            ETUDE DES FONCTIONS 

    CONCAVITE D’UNE COURBE – POINTS D’INFLEXION    

          Soit  𝑓 une fonction deux fois dérivable  sur un intervalle I 

       Si  𝑓 ′′  est négative sur l’intervalle I   ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝑓 ′′ (𝑥) ≤ 0 , alors la courbe  𝐶𝑓   

             admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives . 

       𝑪𝒇  est concave si elle est entièrement située au-dessous de chacune de ses tangentes. 

 

      Si  𝑓 ′′  est positive sur l’intervalle I  ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝑓 ′′ (𝑥) ≤ 0  , alors la courbe  𝐶𝑓   

       admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives 

       𝐶𝑓  est convexe si elle est entièrement située au-dessus de chacune de ses tangentes. 

 

 

      Si  𝑓 ′′  s’annule et change de signe en  𝑥𝑜  ,  

        alors le point  𝑰 𝒙𝒐; 𝒇(𝒙𝒐)   est un point d’inflexion de la courbe  𝐶𝑓 . 

    On appelle point d’inflexion de la courbe  𝑪𝒇  , tout point où elle change de concavité. 

 

    Cas particulier  :  Si  𝑓 ′  s’annule sans changer de signe en  𝑥𝑜  ,  

     alors la courbe  𝐶𝑓  admet un point d’inflexion d’abscisse 𝑥𝑜  :  𝐼 𝑥𝑜 ; 𝑓(𝑥𝑜)   

 

   LES BRANCHES INFINIES  ( voir le schéma  Page.13 ) 

   POSITION RELATIVE DE  ∆  PAR RAPPORT A  𝑪𝒇  

     Soit (D) une droite d’équation  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

      Si  ∀𝒙𝝐𝑰 , 𝒇 𝒙 −  𝒂𝒙 + 𝒃 > 0 , alors   𝐶𝑓   est au-dessus de la droite (D) .  

      Si  ∀𝒙𝝐𝑰  , 𝒇 𝒙 −  𝒂𝒙 + 𝒃 < 0 , alors   𝐶𝑓   est au-dessous  de la droite (D) . 

      Si  ∃𝑥𝑜𝜖𝐼  , 𝑓 𝑥𝑜 −  𝑎𝑥𝑜 + 𝑏 = 0 , alors le point  𝐴 𝑥𝑜 ; 𝑓(𝑥𝑜)  est le point d’intersection de  𝐶𝑓  et (D) 

 

   AXE DE SYMETRIE – CENTRE DE SYMETRIE 

       Le point 𝑰(𝒂, 𝒃) est un centre de symétrie de la courbe  𝑪𝒇  si :   
 ∀𝒙𝝐𝑫𝒇   ,  𝟐𝒂 − 𝒙 𝝐𝑫𝒇                    

 ∀𝒙𝝐𝑫𝒇  , 𝒇 𝟐𝒂 − 𝒙 + 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒃
  

       La droite d’équation 𝒙 = 𝒂 est un axe de symétrie de la courbe  𝑪𝒇  si :  
 ∀𝒙𝝐𝑫𝒇  ,  𝟐𝒂 − 𝒙 𝝐𝑫𝒇           

 ∀𝒙𝝐𝑫𝒇  , 𝒇 𝟐𝒂 − 𝒙 = 𝒇(𝒙)
  

لا بؼد ثوحيد الملامات                                         !... أأن اًىسور لا تجمع أأو ثعرح اؤ

لا بخوحيد اًرؤى و اًغايات                          ن ًنذج اؤ ق اًؼمي ًن ًؼمي باوسجام وً ...و نذلك فرً
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   Chapitre 7                LES SUITES NUMERIQUES 

 DEFINITION ET NOTATION  

   Définition:  Soit  𝑛𝑜  un entire naturel . On pose : 𝐼 =  𝑛𝜖ℕ /  𝑛 ≥ 𝑛𝑜  

    toute fonction numérique définie sur 𝐼 est appelée suite numérique  et notée  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼  ou  𝑢𝑛 𝑛≥𝑛𝑜
 

     -l’image de n par une suite   𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est appelée terme général de la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼  . 

       elle est notée 𝑢n   (se lit : 𝑢 indice n ) .  𝑢n  est appelé le terme général de la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼  

   Deux façons de définir une suite :  

     Suite explicite : Suite définie  par la donnée explicite de leurs termes.  

     Suite définie par récurrence : Suite définie  par la donnée du premier terme (ou des premiers termes) et  

         une relation permettant de calculer chaque terme en fonction de précédent (ou des précédents ) 

   Egalité de deux suites :      𝑰 = 𝑱   و     𝒖𝒏 =  𝒗𝒏       ⇔      (𝒖𝒏)𝒏𝝐𝑰 = (𝒗𝒏)𝒏𝝐𝑱 

   SUITES MAJOREES – SUITES MINOREES – SUITES BORNEES  

           𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est une suite majorée par  β          ⇔       ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛 ≤ 𝛽 
           𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est une suite minorée par  α         ⇔       ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛 ≥ 𝛼 

            𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est une suite  bornée par   α et β      ⇔      ∀𝑛𝜖𝐼 , α ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛽   
             𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est une suite bornée       ⇔          ∃𝛼 > 0   ∀𝑛𝜖𝐼  ,  𝑢𝑛  ≤ 𝛼   

  SUITES PERIODIQUES.    

               la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est  périodique de période  𝑝       ⇔    ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛+𝑝 = 𝑢𝑛  

 MONOTONIE D’UNE SUITE 

la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est croissante        ⇔   ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0     

la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est décroissante     ⇔   ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0     

la suite  𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼   est constante      ⇔   ∀𝑛𝜖𝐼  , 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛      

 N.B  - si  𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  est croissante , alors  𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  est minorée par le premier terme 𝑢𝑝     ∀𝒏 ≥ 𝒑 , 𝒖𝒏 ≥ 𝒖𝒑  

        - si  𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  est décroissante , alors  𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  est majorée par le premier terme 𝑢𝑝    ∀𝒏 ≥ 𝒑 , 𝒖𝒏 ≤ 𝒖𝒑   
 

 SUITES  ARITHMÉTIQUES – SUITES GÉOMÉTRIQUES 

 
 𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 Suite arithmétique de 

raison r et de premier terme 𝑢𝑝  

 𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 Suite Géométrique 

de raison q et de premier terme 𝑢𝑝  

Définition (∀𝑛 ≥ 𝑝)  , 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑟  ∀𝑛 ≥ 𝑝   ,    𝑢𝑛+1 = 𝑞𝑢𝑛 

Terme général 𝑢𝑛   ∀𝑛 ≥ 𝑝  , 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + (𝑛 − 𝑝)𝑟  ∀𝑛 ≥ 𝑝    , 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝.𝑞𝑛−𝑝 

Somme de termes 

consécutifs 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

=
𝑛 − 𝑝 + 1

2
(𝑢𝑛 + 𝑢𝑝) 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

= 𝑢𝑝

1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞
 

a , b et c trois 

termes consécutifs 
2𝑏 =  𝑎 + 𝑐 𝑏2  =  𝑎 ×  𝑐 

Propriété  

Caractéristique 2𝑢𝑛 =  𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 𝑢𝑛
2 =  𝑢𝑛+1 × 𝑢𝑛−1 

Cas particuliers 

 𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
  𝑞𝑘

𝑛

𝑘=0

= 1 + 𝑞1 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 =
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
 

𝑝 +  𝑝 + 𝑟 +  𝑝 + 2𝑟 + ⋯ + 𝑑 =  
𝑑 − 𝑝

𝑟
− 1  

𝑝 + 𝑑

2
   𝑎

𝑛

𝑘=𝑝

=  𝑛 − 𝑝 + 1 𝑎  𝑎

𝑛

𝑘=𝑝

= 𝑎𝑛−𝑝+1 

                             

𝒖𝒏+𝟏

𝒖𝒏
≥ 𝟏 ⇔  𝑢𝑛 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

𝒖𝒏+𝟏

𝒖𝒏
≤ 𝟏 ⇔  𝑢𝑛 𝒅é𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

Si :  𝒖𝐧 ≻ 𝟎  alors  
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   LIMITE D’UNE SUITE 

       Définitions  ∀𝐴 > 0   ∃ 𝑝𝜖ℕ   , 𝑛 ≥ 𝑝 ⟹   𝑢𝑛 > 𝐴 ⟺  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 = +∞ 

  ∀𝐴 > 0   ∃ 𝑝𝜖ℕ   , 𝑛 ≥ 𝑝 ⟹   𝑢𝑛 < −𝐴 ⟺  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 = −∞ 

  ∀휀 > 0   ∃ 𝑝𝜖ℕ   , 𝑛 ≥ 𝑝 ⟹      𝑢𝑛 − 𝑙 ≤ 휀 ⟺  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 𝑜𝑢  𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 = 𝑙 

     Limites des suites usuelles: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛𝑝
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

1

𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

1

 𝑛
= 0 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
 𝑛 = +∞  𝑝𝜖ℕ∗  𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑛𝑝 = +∞ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑛 = +∞ 

      

Limite de la suite  𝑎𝑛 𝑛  Limite de la suite  𝑛𝛼 𝑛  

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒂𝒏 =  

𝟎        ;    −𝟏 < 𝑎 < 1 
+∞        ;       𝒂 > 1        

𝟏        ;        𝒂 = 𝟏     
pas de limite  ;   𝒂 ≤ −𝟏

         𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒏𝜶 =   
  +∞      ;        𝜶𝝐ℚ+∗

𝟎        ;        𝜶𝝐ℚ−∗

  

  CONVERGENCE D’UNE SUITE     

              𝒖𝒏 𝒏𝝐𝑰  est une suite convergente   ⇔   𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼  est croissante et majorée 

                                                                        ⇔   𝑢𝑛 𝑛𝜖𝐼  est décroissante et minorée 

                   Tout suite convergente est bornée. ( La réciproque est fausse ) 

    CRITERES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE – LIMITES ET ORDRE      

   
𝒖𝒏 ≤ 𝒗𝒏          

  𝒍𝒊𝒎 𝒗𝒏 = −∞
 ⇒  𝒍𝒊𝒎(𝒖𝒏)  = −∞     

|𝒖𝒏 − 𝒍| ≤ 𝒗𝒏

𝒍𝒊𝒎 𝒗𝒏 = 𝟎
    ⇒    𝒍𝒊𝒎(𝒖𝒏)  = 𝒍 

   
𝒖𝒏 ≥ 𝒗𝒏           

  𝒍𝒊𝒎 𝒗𝒏 = +∞
 ⇒  𝒍𝒊𝒎(𝒖𝒏)  = +∞   

𝒘𝒏 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝒗𝒏               

  𝒍𝒊𝒎 𝒗𝒏 = 𝒍𝒊𝒎 𝒘𝒏 = 𝒍
 ⇒ 𝒍𝒊𝒎(𝒖𝒏)  = 𝒍 

  SUITES ADJACENTES  

             On dit que deux suites numériques (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛 ) sont adjacentes si une est croissante ,  

                l’autre est décroissante et 𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 0 

     Si (𝑢𝑛 ) et (𝑣𝑛 )  sont deux suites adjacentes , alors elles sont convergentes et ont la même limite   . 

      Si (𝑢𝑛 ) et (𝑣𝑛 )  sont deux suites adjacentes telles que (𝑢𝑛 ) est croissante et  (𝑣𝑛) est décroissante,  

        Alors :   ∀𝒏𝝐ℕ  , 𝒖𝒐 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝒗𝒏  ≤ 𝒗𝒐    (  𝑢𝑛  est majorée par  𝑣𝑜   et   𝑣𝑛   est minorée par  𝑢𝑜) 

                                𝒖𝒏                                                                                                                   𝒗𝒏  
                                                                                                                                                                                                      

                             uo  u1  u2                                                                               v2  v1   vo 

  SUITES DE LA FORME   𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)   ET  𝒗𝒏 = 𝒇(𝒖𝒏) 
      Si une suite  𝑢𝑛  est convergente vers   et 𝑓 est une fonction continue en    alors la suite  𝑣𝑛   

           définie par 𝑣𝑛 = 𝑓 𝑢𝑛  est convergente et sa limite est 𝑓(  ). 

      Soit 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼 telle que 𝑓 𝐼 ⊂ 𝐼,  

        et (𝑢𝑛 )𝑛≥𝑝  une suite définie par  𝑢𝑝𝜖 𝐼 et  𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛  

    Si la suite  𝑢𝑛  est convergente de limite 𝑙 et  𝑙𝜖𝐼 , alors 𝑙 est la solution de l’équation 𝑓 𝑥 = 𝑥 dans  𝐼 . 

 

...  اعمي في زمان فراغم كبي شغلك ...ثفىر في اهلراض مدثم ...حاسب هفسم في خَوثم                                    

ن لم جشغَيا بحق شغَخم بباظي وأأهظر ىي هفسم ... ثؼلم كبي أأن جسود                             ....   مؼم أأو ػََم ، فاؤ
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    Chapitre 8            FONCTIONS LOGARITHMES 

     FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE 

          1-1.Définition  

            La primitive de la fonction  𝑥 ↦
1

𝑥
  sur ℝ∗

+ et qui s’annule en 1 est appelée la fonction Logarithme  

               Népérienne, et on la note  𝑙𝑛  . 

                  le domaine de définition  est   0; +∞    et     𝑙𝑛(1) = 0   et    𝑙𝑛 𝑒 = 1               e ≃ 2.71  

                 la fonction ln est dérivable sur    0; +∞  et de plus    ∀𝑥𝜖 0, +∞    , (𝑙𝑛𝑥)’ =  
1

𝑥
> 0 

             la fonction ln est strictement croissante sur ℝ∗
+ 

        1-2.Propriétés :   ∀𝑎 > 0  ∀𝑏 > 0  ∀𝑛𝜖ℚ∗  

𝑙𝑛 𝑎𝑏 = 𝑙𝑛 𝑎 +  𝑙𝑛(𝑏) 𝑙𝑛  
𝑎

𝑏
 = 𝑙𝑛 𝑎 −  𝑙𝑛(𝑏)  𝑙𝑛   

𝑎

𝑏
  = − 𝑙𝑛   

𝑏

𝑎
   𝑙𝑛   

1

𝑎
  = −𝑙𝑛(𝑎) 

𝑙𝑛𝑎𝑛 = 𝑛 𝑙𝑛(𝑎) 𝑙𝑛   𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 =  𝑙𝑛 𝑥𝑘     ;  𝑥𝑘𝜖ℝ∗
+𝑒𝑡 𝑘𝜖 1; 2; … ; 𝑛  , 𝑛𝜖ℕ∗ 

𝑛

𝑘=1

 

 ∀𝑎𝑏 > 0      ,   𝑙𝑛 𝑎𝑏 = 𝑙𝑛 𝑎 + 𝑙𝑛 𝑏    ∀𝑥𝜖ℝ∗
+   ∀𝑛𝜖 2𝑘/𝑘𝜖ℕ     , 𝑙𝑛 𝑥𝑛 = 𝑛𝑙𝑛 𝑥  

𝑙𝑛 𝑎 > 𝑙𝑛(𝑏) ⟺ 𝑎 > 𝑏 𝑙𝑛 𝑎 < 𝑙𝑛(𝑏)  ⟺ 𝑎 < 𝑏  𝑙𝑛 𝑎 = 𝑙𝑛(𝑏) ⟺ 𝑎 = 𝑏 

       1-3. Solutions de l’équation  𝒍𝒏(𝒙)  =  𝒂  dans ℝ . 

            Soit   𝑥𝜖ℝ∗
+   ,  On a :         𝑙𝑛 𝑥 = 𝑎  ⟺      𝑥 = 𝑒𝑎      , alors     𝑆 =   𝑒𝑎    

      1-4. Les limites Usuelles et Fondamentales 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛 𝑥 = +∞ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑙𝑛 𝑥 = −∞ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑛 𝑙𝑛 𝑥 = 0− 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛 𝑥 

𝑥𝑛
= 0+ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑙𝑛 𝑥 

𝑥 − 1
= 1 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑙𝑛 𝑥 + 1 

𝑥
= 1 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙𝑛′ 𝑎 =

1

𝑎
 

       Remarques : 

               𝑶𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶ 𝒙 = 𝒕𝒏  , 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒙( 𝒍𝒏 𝒙)𝒏 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(𝒏 𝒕 𝒍𝒏 𝒕)𝒏 = 𝟎   𝒆𝒕 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+

(𝒍𝒏 𝒙)𝒏

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+
 𝒏  

𝒍𝒏𝒕

𝒕
  

𝒏

= 𝟎      

      1-5.Tableau de variations de la fonction ln 

     La fonction ln est une bijection de l’intervalle ℝ∗
+  vers ℝ. 

     L’équation  𝑙𝑛 𝑥 = 1 admet une unique solution dans ℝ∗
+ , on la note   𝑙𝑛 𝑥 = 1 ⟺ 𝑥 = 𝑒 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Le signe de ln(x) : 𝒙 0                1             +∞ 

 𝒍𝒏 𝒙           −      0           +  

   LA FONCTION 𝒙 ↦ 𝒍𝒏 𝒖 𝒙   

          Domaine de définition :          Si  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑢 𝑥    ,  alors   𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ /𝑢 𝑥 > 0  

                                                           Si  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑢 𝑥   , alors  𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ /𝑢 𝑥 ≠ 0    

 

 

La courbe de la fonction ln 

𝒍𝒏’(𝒙) 

+∞ 

𝒍𝒏 

  𝒙        0                1                +∞ 

                 −∞ 

 

                         1 

                          0           1             e 
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       Dérivée Logarithmique 

            Si 𝑢 une fonction dérivable et strictement positive sur I, alors la fonction 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛 𝑢 𝑥   est dérivable  

              sur I  et on a :      𝒍𝒏 𝒖 𝒙   
′

=
𝒖′ (𝒙)

𝒖(𝒙)
 

 

            Si  𝑢  une fonction dérivable et non nulle sur I, alors la fonction 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛 𝑢 𝑥   est dérivable sur I        

                 et on a :             𝒍𝒏 𝒖 𝒙   ′ =
𝒖′ (𝒙)

𝒖(𝒙)
 

       Limite de la fonction 𝒙 ⟼ 𝒍𝒏 𝒖 𝒙   

                    Si   𝑢 𝑥 ⟶ +∞   , alors   𝑙𝑛 𝑢 𝑥  → +∞ 

                   Si   𝑢 𝑥 ⟶ 0+     ,  alors   𝑙𝑛 𝑢 𝑥  → −∞ 

                   Si   𝑢 𝑥 → 𝑎    et ln est continue en 𝑎  , alors  𝑙𝑛 𝑢 𝑥  → 𝑙𝑛𝑎 

     FONCTION LOGARITHME DE BASE 𝒂 

               Soit  𝑎 un réel strictement positif et différent de 1.  

        La fonction logarithme de base 𝑎 est la fonction , notée par 𝒍𝒐𝒈𝒂 , définie sur ℝ∗
+ par : 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙 =

𝒍𝒏(𝒙)

𝒍𝒏(𝒂)
 

        Propriétés : ∀𝑥 > 0  ∀𝑦 > 0  ∀𝑟𝜖ℚ∗  

    𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑎 = 1 𝑙𝑜𝑔𝑎 1 = 0 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑎𝑟 = 𝑟 

𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 +  𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑦  𝑙𝑜𝑔𝑎  
𝑥

𝑦
 = 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑦  𝑙𝑜𝑔

𝑎
 

1

𝑥
 = −𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥  

𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥𝑟 = 𝑟𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥      𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 = 𝑦 ⟺  𝑥 = 𝑎𝑦      𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 > 𝑦 ⟺  𝑥 > 𝑎𝑦  

 

          La fonction logarithme de base 𝑒 est la fonction logarithme  népérienne car  :  𝑙𝑜𝑔
𝑒
 𝑥 =

𝑙𝑛 (𝑥)

𝑙𝑛 (𝑒)
= 𝑙𝑛 𝑥  

           Pour tout 𝑥𝜖ℝ∗
+ :   𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥  

′
=

1

 𝑥  𝑙𝑛 (𝑎)
 

          S i 𝒂 = 𝟏𝟎  alors La fonction logarithme de base 10 est appelée La fonction logarithme décimal,  

             on la note  Log  et on a : pour tout   𝑥𝜖ℝ∗
+ ,   𝑳𝒐𝒈(𝒙) =

𝒍𝒏(𝒙)

𝒍𝒏(𝟏𝟎)
    

                          𝐿𝑜𝑔 10 = 1         ;       𝐿𝑜𝑔(1) = 0     ,         𝐿𝑜𝑔 𝑥 = 𝑦    ⟺       𝑥 = 10𝑦  

   FONCTIONS PRIMITIVES 

 
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐   ;    𝑐𝜖ℝ   

1

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑑𝑥 =

1

𝑎
𝑙𝑛 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑐   ;    𝑐𝜖ℝ  

                
𝑢′ (𝑥)

𝑢(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 𝑢(𝑥) + 𝑐   ;     𝑐𝜖ℝ  

ق بين هلعخين ىو               –  اٌَف و الدوران – الا أأن ىناك من ًفضي – الخط المس خليم – أأن أأكصر ظرً

لى مبخغاه                          ق الأكرب والأنجح و الأربح       !...... ٌَوصول اؤ  !.... فاختر ًنفسم اًعرً

  !... أأن ػدم وحود حي كد ٍىون حلا                                              
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     Chapitre 9           FONCTIONS EXPONENTIELLES 

   FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE 

         1-1.Définition :   la fonction 𝑙𝑛 est une bijection de ℝ∗
+ vers ℝ , 

             La fonction réciproque  de la fonction 𝑙𝑛 est appelée la fonction Exponentielle népérienne ou la  

             fonction Exponentielle  de base 𝒆 ,et on la note  𝑒𝑥𝑝 . 

                   𝑒𝑥𝑝 1 = 𝑒  ;    𝑒𝑥𝑝 0 = 1 

     1-2.Propriétés :  ∀𝑥𝜖ℝ  ∀𝑏𝜖ℝ  ∀𝑛𝜖ℚ∗  

 ∀𝑥𝜖 ℝ  , 𝑙𝑛 𝑒𝑥 = 𝑥       ∀𝑥𝜖 ℝ∗
+  , 𝑒𝑙𝑛  𝑥 = 𝑥  ∀𝑥𝜖 ℝ  ∀𝑥𝜖 ℝ , 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝 𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑦  

𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦  𝑒𝑥−𝑦 =
𝑒𝑥

𝑒𝑦
 𝑒−𝑥 =

1

𝑒𝑥
 𝑒𝑟𝑥 =  𝑒𝑥 𝑟  𝑒𝑥 > 𝑒𝑦   ⟺  𝑥 > y 

𝑒𝑥 = 𝑒𝑦   ⟺  𝑥 = y 𝑒𝑥 = 1 ⟺  𝑥 = 0 𝑒𝑥𝑝   𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 =  𝑒𝑥𝑝 𝑥𝑘   ;     𝑥𝑘𝜖ℝ 𝑒𝑡 𝑘𝜖 1; 2; … ; 𝑛  , 𝑛𝜖ℕ∗ 

𝑛

𝑘=1

 

        Solutions de l’équation  𝒆𝒙  =   𝒂  dans ℝ . 

    si   𝑎 ≤ 0  ,  alors  𝑆 = ∅    

    si   𝑎 > 0  ,  alors  𝑥 = 𝑙𝑛 𝑎     

     1-3. Les limites Usuelles et Fondamentales 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

  𝑥 𝑒𝑥   = 0− 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑒𝑥

𝑥
 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

𝑒𝑥 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
= 𝑒𝑎  𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑥𝑛𝑒𝑥 = 0− 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥𝑛
= +∞ 

     Preuve : On pose : 𝒙 = 𝒏𝒕 

                        𝒍𝒊𝒎
  𝒙→−∞

𝒙𝒏 𝒆𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→−∞

 𝒏𝒕 𝒆𝒕 𝒏 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→−∞

𝒏𝒏 𝒕 𝒆𝒕 𝒏 = 𝟎− 

                    𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

 
𝒆𝒙

𝒙𝒏
 = 𝒍𝒊𝒎

𝒕→+∞

𝒆𝒏𝒕

 𝒏𝒕 𝒏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒕→+∞
 

𝒆𝒕

𝒏𝒕
 

𝒏

       = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→+∞

𝟏

𝒏
 
𝒆𝒕

𝒕
 

𝒏

=  
𝟏

𝒏
 

𝒏

𝒍𝒊𝒎
𝒕→+∞

 
𝒆𝒕

𝒕
 = +∞ 

      1-4.Tableau de variations de la fonction  𝒆𝒙𝒑 

          La fonction 𝑒𝑥𝑝 est dérivable sur ℝ , et    ∀𝑥𝜖 ℝ  ,  𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥  

          La fonction 𝑒𝑥𝑝 est une bijection de l’intervalle  ℝ  vers  ℝ
∗

+
. 

          Le signe de  𝑒𝑥𝑝 𝑥   :        ∀𝑥𝜖 ℝ  , 𝑒𝑥𝑝 𝑥 > 0 

         T.V de exp : 

 

 

 

 

 

𝒆𝒙𝒑’(𝒙) 

+∞ 

𝒆𝒙𝒑 

  𝒙          −∞                                   +∞ 

                 𝟎 

   𝒆𝒙𝒑 ∶   ℝ ⟼ ℝ∗
+  

             𝒙 ↦ 𝒆𝒙𝒑 𝒙 = 𝒆𝒙 

La courbe de la fonction 𝒆𝒙𝒑 



Prof.Meziane Lafjij       Tél : 0671674078                                                                                         Page  22 

    

      LA FONCTION :  𝒙 ↦ 𝒆𝒙𝒑 𝒖 𝒙   

               Domaine de définition 

                            Si   𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥𝑝 𝑢 𝑥  = 𝑒𝑢 𝑥    ,  alors    𝐷𝑓 = 𝐷𝑢  

           Dérivée de la fonction :  𝒙 ⟼ 𝒆𝒙𝒑 𝒖 𝒙   

               Si 𝑢  une fonction dérivable sur un intervalle I de ℝ, alors la fonction  𝑥 ⟼ 𝑒𝑢 𝑥   est dérivable sur I  

                   et on a :       𝑒𝑢 𝑥  
′

= 𝑢′ (𝑥)𝑒𝑢 𝑥  

            Limite de la fonction 𝒙 ⟼ 𝒆𝒙𝒑 𝒖 𝒙   

                    Si  𝑢 𝑥 ⟶ +∞       alors       𝑒𝑢 𝑥 ⟶ +∞ 

                    Si   𝑢 𝑥 ⟶ −∞           alors      𝑒𝑢 𝑥 ⟶ 0 

                    Si   𝑢 𝑥 → 𝑎 et  𝑒𝑥𝑝  est continue en 𝑎  , alors    𝑒𝑢 𝑥 ⟶ 𝑒𝑎  

    FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE 𝒂 

               Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1.  

           La fonction exponentielle de base 𝑎 est la fonction réciproque de la fonction 𝑙𝑜𝑔𝑎 , on la note 𝑒𝑥𝑝𝑎  ,  

               définie sur ℝ par : 𝒆𝒙𝒑𝒂 𝒙 = 𝒂𝒙 = 𝒆𝒙𝒍𝒏 𝒂  

                       ∀𝒙𝝐 ℝ ∶ 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒂𝒙 = 𝒙      ;      ∀𝒙𝝐 ℝ∗
+ ∶   𝒂𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙 = 𝒙 

           Propriétés : ∀𝑥𝜖ℝ  ∀𝑦𝜖ℝ  ∀𝑛𝜖ℚ∗  

𝑎𝑥+𝑦 = 𝑎𝑥𝑎𝑦  𝑎𝑥−𝑦 =
𝑎𝑥

𝑎𝑦
 𝑎−𝑥 =

1

𝑎𝑥
  𝑎𝑥 𝑦 = 𝑎𝑥×𝑦  

 𝑎𝑏 𝑥 = 𝑎𝑥𝑏𝑥    
𝑎

𝑏
  

𝑥

=
𝑎𝑥

𝑏𝑥
 𝑎𝑥 = 𝑦    ⟺       𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑦  

          La fonction 𝒆𝒙𝒑𝒂 est dérivable sur ℝ , et on a pour tout 𝑥𝜖ℝ :     𝒆𝒙𝒑𝒂 𝒙  
′

=  𝒂𝒙 ′ = 𝒍𝒏(𝒂)𝒂𝒙 

           Formes indéterminées  :   𝟏∞        
;       ∞𝟎       ;    𝟎𝟎 

    𝑵. 𝑩 ∶       𝒍𝒊𝒎 
                                𝒙→⋯

 𝒖 𝒙  
𝒗 𝒙 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→⋯

𝒆𝒗 𝒙 𝒍𝒏 𝒖 𝒙      ;       𝒍𝒊𝒎
                    𝒙→𝟎     

 
𝒂𝒙 − 𝟏

𝒙
 = 𝒍𝒏𝒂  ;  𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
 𝟏 +

𝒂

𝒙
 

𝒙

= 𝒆𝒂 

    FONCTIONS PRIMITIVES 

 𝑒𝑎𝑥 +𝑏 𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 +𝑏 + 𝑐   ;    𝑐𝜖𝐼𝑅   𝑢′(𝑥)𝑒𝑢 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑢 𝑥 + 𝑐   ;     𝑐𝜖𝐼𝑅  

  



   

    Chapitre 10               CALCUL INTEGRAL 

     INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE 

       Définition :  

        Soit 𝑓 une fonction continue sur un intervalle I , et soit a et b deux éléments de I.et F une primitive de 𝑓. 

        Le nombre réel  𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)  est appelé l’intégrale de la fonction 𝑓 de a et b ,et on le note   ∫ 𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
 

      On écrit alors :  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  𝐹(𝑥) 𝑎
𝑏 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎  

𝑏

𝑎
 ( se lit intégrale de f(x)dx de a et b ou somme de f(x)dx de a et b ) 

        Remarque : La lettre  x  peut remplacée par une autre lettre, on dit que la variable x est muette 

                        Ainsi on a : ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 𝑢 𝑑𝑢

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 𝑦 𝑑𝑦

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = ⋯

𝑏

𝑎
 

      Propriétés   

  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0    ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= − ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

𝑏
     ∫ 𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝑘 ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  ,pour tout 𝑘𝜖ℝ 

  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑐
  ( Relation de Chasles ) 

  ∫  𝛼 𝑓 𝑥 + 𝛽 𝑔 𝑥  𝑑𝑥 = 𝛼 ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ 𝛽 ∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥  

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 ( c’est la formule de linéarité ) 

  Si 𝑓 est impaire, alors ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0
𝑎

−𝑎
     Si 𝑓 est paire, alors    ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

−𝑎
 

  Si 𝑓 est périodique de période T, alors   ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑇

0

𝑎+𝑇

𝑎
 

     TECHNIQUES DE CALCUL D’INTEGRALES    

        2-1. Utilisation des primitives ( En utilisant le tableau des primitives des fonctions usuelles et leurs propriétés) 

        2-2. Intégration par partie : Soient 𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur   𝑎, 𝑏    , 

           Alors  pour tout  𝑎, 𝑏 𝜖𝐼2 on a :       ∫ 𝒖 𝒙 . 𝒗′ 𝒙 𝒅𝒙 =  𝒖 𝒙 . 𝒗 𝒙  𝒂
𝒃 − ∫ 𝒖′ 𝒙 . 𝒗 𝒙 𝒅𝒙

𝒃

𝒂
    

𝒃

𝒂
 

        2-3. Intégration par Changement de variable :  

        Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐼 et 𝑢 une fonction dérivable sur 𝐼 telle que : 𝑢′ est continue sur J et  𝑢  𝐽 ⊂ 𝐼  

          alors pour tout  𝛼, 𝛽 𝜖𝐽2 on a :          ∫ 𝒇 𝒖 𝒕  𝒖′ 𝒕 𝒅𝒕
𝜷

𝜶
=  ∫ 𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝒖(𝜷)

𝒖(𝜶)
    

            Si 𝑢 une bijection de 𝐽 vers I  , alors pour tout  𝑎, 𝑏 𝜖𝐼2 on a  :   ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 𝑢 𝑡  𝑢′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑢−1(𝑎)

𝑢−1(𝑏)
    

                (   En posant    𝑥 = 𝑢(𝑡)  c-à-d  𝑑𝑥 = 𝑢′ 𝑡 . 𝑑𝑡   et     
  𝑥 = 𝑎 ⟹ 𝑡 = 𝑢−1(𝑎)

  𝑥 = 𝑏 ⟹ 𝑡 = 𝑢−1(𝑏)
      ) 

     INTEGRATION ET ORDRE 
        3-1.Positivité et croissante – Intégrale et Valeur absolue :   

            Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur   𝑎, 𝑏   𝑎 < 𝑏   

 Si 𝑓 est positive sur  𝑎, 𝑏  , alors  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0
𝑏

𝑎
  Si 𝑓 est négative sur  𝑎, 𝑏  , alors  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 0

𝑏

𝑎
 

 Si 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥𝜖 𝑎, 𝑏  , alors  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥
𝑏

𝑎
∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥  

𝑏

𝑎
   ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 ≤ ∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

       3-2.Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment : 

          Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐼 et soit  𝑎, 𝑏 𝜖𝐼2 tel que  𝑎 ≤ 𝑏   

        Si  ∃ 𝑚, 𝑀 𝜖ℝ2  tels que pour tout  𝑎, 𝑏  , 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 , alors   𝑚 𝑏 − 𝑎 ≤  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 ≤ 𝑀 𝑏 − 𝑎   

        S’il existe un réel M tels que : pour tout 𝑥𝜖 𝑎, 𝑏  ;  𝑓(𝑥) ≤ 𝑀  , alors    ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  ≤ 𝑀 𝑏 − 𝑎  

                 Le nombre réel    𝝁 =
𝟏

𝒃−𝒂
∫ 𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝒃

𝒂
      est appelé la valeur moyenne de la fonction  f  sur  𝑎, 𝑏  . 
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          𝑆𝑖 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟  𝑎, 𝑏  , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   ∃𝜶𝝐 𝒂, 𝒃  , 𝒇 𝜶 =
𝟏

𝒃−𝒂
∫ 𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝒃

𝒂
   « Théorème de la moyenne »   

              𝑓 𝛼 =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ⟺

𝑏

𝑎
  𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 =  𝑏 − 𝑎 𝐹′ 𝛼  ( le T.A.F appliqué à la fonction F : 𝑥 → ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

𝑎
 ) 

      EXPRESSION D’UNE PRIMITIVE A L’AIDE D’UNE INTEGRALE 

        Propriété 1 : Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐼 et  a un élément de I . 

              La fonction  𝜑  définie sur I  par  𝜑 𝑥 = ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

𝑎
   est la fonction primitive de f  sur I s’annulant en a. 

             La fonction  𝜑  est dérivable sur I et on a :  ∀𝑥𝜖𝐼  ,  𝜑 𝑥  
′

= 𝑓 𝑥  

             Pour tout  𝑥𝑜𝜖𝐼 , on a :  

             𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝜑 𝑥 − 𝜑(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥 − 𝑥𝑜
  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

−  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥𝑜

𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥 − 𝑥𝑜
  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

𝑥𝑜

 = 𝜑′ 𝑥𝑜 = 𝑓(𝑥𝑜) 

           Propriété 2  

                  Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐽 et  𝑢 une fonction dérivable sur J telle que 𝑢  𝐽 ⊂ 𝐼 , 

                  Alors pour tout 𝑎𝜖𝐼 on a :   la fonction  𝐹 ∶ 𝑥 ↦ ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑢(𝑥)

𝑎
    est dérivable sur I  

                   Et  de  plus  :     ∀𝑥𝜖𝐼  , 𝐹′ 𝑥 = 𝑢′ 𝑥 . 𝑓 𝑢 𝑥    

       APPLICATION DU CALCUL INTEGRAL : CALCUL DES AIRES ET DES VOLUMES 
            Soit 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏  et  𝐶𝑓  sa courbe représentative dans un repère orthogonal. 

           L’aire 𝓐  du domaine délimité par  𝐶𝑓  , l’axe des abscisses  

          et les droites d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏  est donné par la formule :  

                   𝓐 =  ∫  𝒇 𝒙  𝒅𝒙 . (𝒖. 𝓐)
𝒃

𝒂
       𝒖. 𝓐 =  𝒊    𝒋  𝒄𝒎𝟐  

         L’aire 𝓐  du domaine délimité par les courbes  𝐶𝑓  et  𝐶𝑔   

          et les droites d’équations  𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏  est donné par la formule :  

                          𝓐 =  ∫  𝒇 𝒙 − 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 . (𝒖. 𝓐)
𝒃

𝒂
 

         Le volume  𝑽  du solide engendré par la rotation de la courbe 𝐶𝑓    

       autour de l’axe des abscisses un tour complet dans l’intervalle  𝑎, 𝑏  est: 

                 𝓥 = 𝛑 ∫ (𝒇 𝒙 )𝟐𝒃

𝐚
𝒅𝒙 . (𝐮. 𝓥)          𝒖. 𝓥 =  𝒊  𝟑𝒄𝒎𝟑  

         Le volume  𝑽  du solide engendré par la rotation de la courbe 𝐶𝑓    

      autour de l’axe des ordonnées un tour complet dans l’intervalle  𝑎, 𝑏  est: 

                         𝓥 = 𝛑 ∫ (𝒇−𝟏 𝒙 )𝟐𝒇(𝒃)

𝒇(𝒂)
𝒅𝒙 . (𝐮. 𝓥)        

 

       ENCADREMENT D’UNE INTEGRALE PAR DEUX SUITES. METHODE DES RECTANGLES   

          Soit 𝑓 une fonction continue sur  𝑎, 𝑏   𝑎 < 𝑏  . Pour tout ℕ∗ , on pose : 

   An =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 𝑓  𝑎 + 𝑘 

𝑏 − 𝑎

𝑛
  

𝑛−1

𝑘=0

       𝑒𝑡         Bn =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 𝑓  𝑎 + 𝑘 

𝑏 − 𝑎

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

  

             Alors les deux suites   An  et  Bn  sont convergentes et admettent une limite commune est ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 . 

                                           𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝐴𝑛  = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝐵𝑛 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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    Chapitre 11          EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

    EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE : 𝒚′ = 𝒂𝒚  𝑒𝑡 𝒚′ = 𝒂𝒚 + 𝒃   
         Soit a un réel non nul  , L’équation 𝑦′ = 𝑎𝑦  où l’inconnue est une fonction numérique y,  

         dérivable sur ℝ ( ou sur un intervalle de ℝ ) est appelée équation différentielle du premier ordre . 
 

L’équation différentielle La solution générale 

           𝑦′ = 𝑔 𝑥     𝑦 = 𝐺 𝑥 + 𝑐    où  𝑐𝜖ℝ  (𝐺 est une primitive de 𝑔 ) 

          𝑦′ = 𝑎𝑦        𝑎 ≠ 0            𝑦 = 𝑘𝑒𝑎𝑥     où    𝑘𝜖ℝ 

          𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏       𝑎 ≠ 0           𝑦 = 𝑘𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
    où    𝑘𝜖ℝ 

 
𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏       𝑎 ≠ 0 

𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜                         
           𝑦 𝑥 =  𝑦𝑜 +

𝑏

𝑎
 𝑒𝑎 𝑥−𝑥𝑜   −

𝑏

𝑎
 

 

   EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE  : 𝒚′′ + 𝒂𝒚′ + 𝒃𝒚 = 𝟎 

       Soit a et b deux réels , L’équation  𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0  où l’inconnue est une fonction numérique y, deux  

            fois dérivable sur ℝ ( ou sur un intervalle de ℝ ) est appelée équation différentielle du second ordre . 

       On considère l’équation différentielle :  𝐸   𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 

          L’équation caractéristique de l’équation  𝐸  est  𝑟2 + 𝑎𝑟 + 𝑏 = 0 , son discriminant est  ∆= 𝑎2 − 4𝑏 

Si Alors L’équation caractéristique admet La solution générale de  𝐸  

∆= 0 une racine double  𝑟 𝑦 =  𝛼𝑥 + 𝛽 𝑒𝑟𝑥          où     𝛼; 𝛽 𝜖ℝ2 

∆ > 0 Deux racines réelles distinctes 𝑟1 et 𝑟2 𝑦 = 𝛼𝑒𝑟1𝑥 + 𝛽𝑒𝑟2𝑥         où     𝛼; 𝛽 𝜖ℝ2 

∆ < 0 
Deux racines complexes conjuguées  𝑟1 et 𝑟2 

𝑟1 = 𝑝 + 𝑖𝑞  et  𝑟2 = 𝑝 − 𝑖𝑞   où     𝑝; 𝑞 𝜖ℝ2 
𝑦 =  𝛼𝑐𝑜𝑠 𝑞𝑥 + 𝛽𝑠𝑖𝑛 𝑞𝑥  𝑒𝑝𝑥   où   𝛼; 𝛽 𝜖ℝ2 

  Equations particulières  

L’équation différentielle              La solution générale  

                𝑦′′ + 𝜔2𝑦 = 0   𝑦 = 𝛼𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑥 + 𝛽𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑥    où     𝛼; 𝛽 𝜖ℝ2 

                𝑦′′ − 𝜔2𝑦 = 0   𝑦 = 𝛼𝑒𝜔𝑥 + 𝛽𝑒−𝜔𝑥         où      𝛼; 𝛽 𝜖ℝ2 

 

عم           ،... اسق غصنم مادامت فيو  رظوبة ،... أأحتهد في  لحاق اًكامَين مادام في اًوكت سؼة ،...أأهدم ػلى ما  مضى من ثفرً

ي غنها غبار اًخلصير  ... اذهر اًساػات اًتي ضاغت منم فىفى بها غضة         و اػلم أأهم تملك ظاكات هبيرة و كوى خفية تحخاج أأن حزً

شعب كل اًكلمات اًسَبَة غن هفسم  ... و أأذكى بىثير مما ثؼخلد ... و أأكوى مما ثخخَي ... فأأهت أأكدر مما ثخصور ... اًىسي  و      

احذر رفلاء اًسوء و كذلة ...  و أأبذل الأس باب  لك ،  ثق  بخوفيق  الله(...المادة صؼبة ...لا أأس خعَع ... أأنا فاشي ... ًست ذهَا  )       

...   حدد أأوًوياثم  ...  حياثم    أأحذف كلمة سوف من  ... هظم وكذم ...راحع ًوما بؼد ًوم ... أأد واحباثم ...  اًوكت       

لة  لاس خغلال  اًوكت أأن  ثبدأأ  الآن   ثذهر   أأن                      ...   أأحسن ظرً

ن  غــ    ۞۞۞۞۞   ػََم بؼمي اًَوم لا ثنذظر غـدا                       ن  ًوم  اًؼاحزٍ  ـدــــــــاؤ

 . ىو  في  الأخير رحلة.... اًنجاح  فىرا  ًبدأأ  و  شؼورا  ًدفع  و يحفز  و عملا  و  صبرا  ًترجم            

 وابدأأ رحَخم نحو ىدفم... وأأحب ...  فىر   : ـةــــــــــمذؼـ                                                     
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   Chapitre 12             NOMBRES COMPLEXES 

  DEFINITIONS ET NOTATIONS 

     Il existe un ensemble noté ℂ contenant ℝ ses éléments s’appelles des nombres complexes  qui vérifie : 

         L’ensemble ℂ contient un nombre non réel noté 𝑖 et qui vérifie   𝑖2 = −1 

        Tout nombre complexe 𝑧 s’écrit et de façon unique comme :  𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃   où 𝑎 et 𝑏 sont des réels . 

           L’écriture : 𝒂 + 𝒊𝒃  s’appelle la forme algébrique du nombre complexe  𝒛 

           Le réel 𝑎 s’appelle  la partie réelle de  z , notée  Re(𝒛)  et on écrit  𝑹𝒆 𝒛 = 𝒂 

           Le réel b  s’appelle  la partie imaginaire  de z , notée  𝑰𝒎(𝒛)  et on écrit  𝑰𝒎 𝒛 = 𝒃  

       On définit dans l’ensemble ℂ deux opérations appelées la somme et la multiplication qui ont les mêmes  

       propriétés que dans ℝ .   

              On a :      ℂ  =   𝒂 + 𝒊𝒃 /  𝒂 ; 𝒃 𝝐ℝ𝟐 𝒆𝒕  𝒊𝟐 = −𝟏        ℝ ⊂ ℂ     ℝ ∪ 𝑖ℝ ⊂ ℂ     ℝ ∩ 𝑖ℝ =  0       

      L’ensemble 𝑖ℝ  est une partie de ℂ , s’appelle l’ensemble des imaginaires purs ;   𝒊ℝ =   𝒊𝒃 / 𝒃𝝐ℝ   

  Remarque : L’ensemble des nombres complexes n’est pas ordonné. 

  Egalité de deux nombres complexes 

                                ∀ 𝑧; 𝑧′ ∈ ℂ2   ,    𝒛 = 𝒛′   ⇔    
𝑹𝒆 𝒛 = 𝑹𝒆 𝒛′ 

𝑰𝒎 𝒛 = 𝑰𝒎 𝒛′ 
     ;         𝒛 = 𝟎 ⇔    

𝑹𝒆 𝒛 = 𝟎
𝑰𝒎 𝒛 = 𝟎

  

  LES OPERATIONS DANS ℂ.  
     L’addition et la multiplication dans ℂ.  
        Soient  𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏  et  𝑧′ = 𝑎′ + 𝑖𝑏′ deux nombres complexes.  

            𝒛 + 𝒛′ =   𝒂 +  𝒂′  +   𝒃 +  𝒃′ 𝒊 
                𝒛 ×  𝒛′ =  (𝒂 +  𝒊𝒃)  ×  (𝒂′ +  𝒊𝒃′) =  𝒂𝒂′ +  𝒂𝒃′𝒊 +  𝒊𝒃𝒂′ +  𝒃𝒃′𝒊² =  (𝒂𝒂′ −  𝒃𝒃′)  + (𝒂𝒃′ +  𝒃𝒂′)𝒊 
 

  LE CONJUGUE  D’UN  NOMBRE  COMPLEXE. 

     Le conjugué du nombre complexe  𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏  est le nombre complexe noté  𝒛 , tel que  𝒛 = 𝒂 − 𝒊𝒃  . 
      Propriétés : (Règles de calculs) 

𝑧  = 𝑧 𝑧 + 𝑧′       = 𝑧 + 𝑧′   𝑧𝑧′    = 𝑧  𝑧′   
𝑧

𝑧′
 

     
=

𝑧 

𝑧′ 
  

1

𝑧
 

     
=

1

𝑧 
  𝑧𝑛    = (𝑧 ) 𝑛    𝑛 ∈ ℕ    

  𝑧 + 𝑧 = 2𝑥 = 2 𝑅𝑒(𝑧)     𝑧 − 𝑧 = 2𝑖𝑦 = 2𝑖𝐼𝑚 𝑧  𝑧. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 𝑧 = 𝑧′ ⇔ 𝑧 = 𝑧′  

𝑧 ∈ ℝ     ⟺     𝐼𝑚 𝑧 = 0   ⟺     𝑧 = 𝑧  𝑧 ∈ 𝑖 ℝ       𝑅𝑒 𝑧 = 0   ⟺    𝑧 = −𝑧  

  LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE. 

     Définition : Soit  𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un nombre complexe. avec 𝑎𝜖ℝ et 𝑏𝜖ℝ 

        Le nombre réel positif   𝒛. 𝒛   s’appelle le module de z , noté   𝒛   et on a :     𝒛 =  𝒛. 𝒛 =  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐                         

    Propriété :  

  𝑧𝑧′ =   𝑧 .  𝑧′       
𝑧

𝑧′
 =

 𝑧 

 𝑧′ 
    (𝑛 ∈ ℕ )  𝑧𝑛  =   𝑧 n   𝑧 =  𝑧  =  −𝑧  =  −𝑧   𝑧 + 𝑧′ ≤  𝑧 +  𝑧′  

   Si  𝑧 = 𝑎 ∈ ℝ  , alors  𝑧 =  𝑎  
 𝑧 = 1    ⟺     𝑧. 𝑧 = 1   ⟺    𝑧 =

1

𝑧 
 

   Si 𝑧 = 𝑖𝑏 ∈ 𝑖ℝ  , alors  𝑧 =  𝑖𝑏 =  𝑏  

L’INTERPPRETATION GEOMETRIQUE ET REPRESENTATION D’UN NOMBRE COMPLEXE 
   Affixe d’un point-Affixe d’un vecteur    
  Le plan (𝒫) est muni du repère orthonormé (𝑜, 𝑒1    , 𝑒2    )  ,Soit 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un nombre complexe.  

    Le point 𝑀  de coordonnées (𝑎, 𝑏) dans (𝑜, 𝑒1    , 𝑒2    )  est appelé l’image du complexe z et on écrit 𝑀(z). 
    Le nombre complexe 𝑧 est appelé l’affixe du point 𝑀, on le note 𝑨𝒇𝒇 𝑴  ou  𝒛𝑴 

    Le vecteur 𝑢   𝑎; 𝑏   s’appelle l’image du nombre complexe z et on écrit 𝑢   𝑧 . 
    Le complexe 𝑧 s’appelle l’affixe du vecteur 𝑢   𝑎; 𝑏 , noté  𝑨𝒇𝒇 𝒖     ou  𝒛𝑢    , on écrit  𝑨𝒇𝒇 𝑢   = 𝒛𝑢   = 𝒂 + 𝒊𝒃 

    Le plan (𝒫) s’appelle un plan complexe 

    L’axe (𝑜, 𝑒1    )  s’appelle l’axe des réels 

    L’axe (𝑜, 𝑒2    )  s’appelle l’axe des imaginaires 

   Pour tout M et M’ du Plan (P) on a : 𝐴𝑓𝑓  𝑀𝑀′           = 𝐴𝑓𝑓 𝑀′ − 𝐴𝑓𝑓 𝑀  
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  FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL 
     6-1.L’argument d’un nombre complexe non nul. 

        Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑜, 𝑒1    , 𝑒2    )   . 

       Définition : Soit 𝑧 un nombre complexe non nul et 𝑀 son image.  

          Toute mesure 𝜽 de l’angle orienté  𝑒1    , 0𝑀          s’appelle un argument  de z , 

           On le note  𝒂𝒓𝒈   et on écrit    𝒂𝒓𝒈 𝒛 ≡ 𝜶 𝟐𝝅    ou    𝒂𝒓𝒈 𝒛 = 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅 (𝒌 ∈ ℤ) 

      Propriétés 

(𝑒1    , 𝐴𝐵      )
          

≡   𝑎𝑟𝑔(𝑧𝐵−𝑧𝐴)  2𝜋  𝑎𝑟𝑔 𝑧𝑧′  ≡   𝑎𝑟𝑔 𝑧 + 𝑎𝑟𝑔 𝑧′  2𝜋  𝑎𝑟𝑔 𝑧  ≡ −𝑎𝑟𝑔 𝑧  2𝜋  

 𝐴𝐵      , 𝐶𝐷       
            

 ≡  𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
  2𝜋  𝑎𝑟𝑔  

𝑧

𝑧′
  ≡   𝑎𝑟𝑔 𝑧 − 𝑎𝑟𝑔(𝑧′ ) 2𝜋  𝑎𝑟𝑔  

1

𝑧
  ≡  −𝑎𝑟𝑔 𝑧  2𝜋  

 𝑢  , 𝑣       ≡   𝑎𝑟𝑔 𝑧𝑣    − 𝑎𝑟𝑔(𝑧𝑢   )  2𝜋  
𝑎𝑟𝑔 𝑧𝑛 ≡   𝑛 𝑎𝑟𝑔 𝑧  2𝜋  

𝑎𝑟𝑔 −𝑧 ≡  𝑎𝑟𝑔 𝑧 +  𝜋 2𝜋  

𝑧 ∈ ℝ∗    ⇔     𝐼𝑚 𝑧 = 0    ⟺      𝑧 = 𝑧         ⟺     𝑎rg 𝑧 = 𝑘𝜋  𝑘 ∈ ℤ      ⟺    𝑎𝑟𝑔 𝑧  0 𝜋   

𝑧 ∈ 𝑖ℝ∗   ⇔     𝑅𝑒 𝑧 = 0    ⟺       𝑧 = −𝑧      ⟺     𝑎𝑟𝑔 𝑧 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋   𝑘 ∈ ℤ    ⟺     𝑎𝑟𝑔 𝑧  

𝜋

2
 𝜋  

L’INTERPPRETATIONS GEOMETRIQUES 

 Interprétation géométrique L’écriture complexe 

La distance  AB Le module   zA − zB   

I est le milieu du segment   𝐴𝐵   𝐴𝑓𝑓 𝐼 = 𝑧𝐼 = 
 𝑧𝐴  +  𝑧𝐵

2
 

L’Affixe du vecteur  𝐴𝐵       𝐴𝑓𝑓 𝐴𝐵       = 𝐴𝑓𝑓 𝐵 − 𝐴𝑓𝑓 𝐴 = zB − zA  

La mesure de l’angle orienté  𝑒1    , 𝐴𝐵       
  𝑎𝑟𝑔 zA − zB   

La mesure de l’angle orienté (AC      , 𝐴𝐵       ) 𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
   

Les points A,B et C  sont alignés  
zB −zA

zC −zA
  𝜖 ℝ 

Les vecteurs 𝑢    et 𝑣   sont colinéaires  
𝑧𝑢   

𝑧𝑣   
 𝜖 ℝ    ou   𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝑢   

𝑧𝑣   
 ≡ 0 𝜋   

Les vecteurs  𝑢    et 𝑣   sont orthogonaux  
𝑧𝑢   

𝑧𝑣   
 𝜖 𝑖ℝ    ou   𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝑢   

𝑧𝑣   
 ≡

𝜋

2
 𝜋   

(AB)    (DC) 
zB −zA

zC −zD
 𝜖 ℝ    ou   𝑎𝑟𝑔  

zB −zA

zC −zD
 ≡ 0 𝜋  

(AB)  (DC) 
zB −zA

zC −zD
 𝜖 𝑖ℝ    ou   𝑎𝑟𝑔  

zB −zA

zC −zD
 ≡

𝜋

2
 𝜋  

Les points A,B ,C et D  sont cocycliques 
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
×

𝑧𝐶−𝑧𝐷

𝑧𝐵−𝑧𝐷
 𝜖 ℝ  𝑒𝑡 𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶 𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑖𝑔𝑛é𝑠  

𝐺 = 𝑏𝑎𝑟𝑦  (𝐴, 𝛼) ;  (𝐵, 𝛽) ;  (𝐶, 𝛾)  𝑎𝑓𝑓 𝐺 = 𝑍𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

𝛼 + 𝛽 + 
 

l’ensemble  𝐸  est le cercle de centre  A et de rayon R     𝐸 =  𝑀𝜖 𝑃  /   z − zA  = R   

l’ensemble  𝐸  est la médiatrice du segment   𝐴𝐵   𝐸 =  𝑀𝜖 𝑃  /   z − zA  =  z − zB    

l’ensemble  𝐸  est la droite (D)  passe par A et de 

coefficient directeur  𝑡𝑎𝑛𝜃 , excepté A 
 𝐸 =  𝑀𝜖 𝑃  /  𝑎𝑟𝑔 z − zA ≡ θ π   

ABCD est un parallélogramme zB − zA = zC − zD   ou     
zA +zC

2
=

zB +zD

2  

ABCD est un rectangle zB − zA = zC − zD  et  arg 
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐷−𝑧𝐴
   

𝜋

2
[] 

ABCD est un losange zB − zA = zC − zD  et   zB − zA  =  zC − zD  

ABCD est un carré    zB − zA = zC − zD  et   zB − zA  =  zC − zD   et  arg 
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐷−𝑧𝐵
   

𝜋

2
[] 

ABC est un triangle isocèle en A    zB − zA  =  zC − zA   

ABC est un triangle rectangle en A   𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 ≡

π

2
 π   

ABC est un triangle rectangle isocèle en A   𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 ≡

π

2
 π   et   zB − zA  =  zC − zA   

ABC est un triangle équilatéral    𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 ≡ ±

π

3
 2π   et   zB − zA  =  zC − zA   
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    6-2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul 

     Soit  𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏  un nombre complexe non nul, on a donc    z = r =  𝑎2 + 𝑏2  et    𝜃 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑧  2𝜋  

      Tout nombre complexe non nul 𝑧 à une écriture de la forme        𝑧 =   𝑧  𝑐𝑜𝑠𝜃 +  𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃  =    𝑟; 𝜃    

      Cette écriture s’appelle  la  forme trigonométrique  du nombre complexe non nul  , 

              Avec    𝑠𝑖𝑛 𝜃 =   
𝐼𝑚 𝑧 

 𝑧 
   =   

𝑏

𝑟
      ;     𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

𝑎

𝑟
=

𝑅𝑒 𝑧 

 𝑧 
        

            Remarque :   𝒂𝒓𝒈 𝒛 = 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 
𝒃

𝒂
  𝟐𝝅     𝒔𝒊 𝒂 > 0      ou     𝒂𝒓𝒈 𝒛 = 𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 

𝒃

𝒂
 + 𝝅 𝟐𝝅     𝒔𝒊 𝒂 < 0  

    Propriétés (Règles de calculs) 

  𝑧  =   𝑧′    ⟺       𝑟, 𝜃  =   𝑟′ , 𝜃′       ⟺      𝑟 =  𝑟′ 𝑒𝑡  𝜃 = 𝜃′ + 2𝑘𝜋,  𝑘ℤ  

𝑧   =   𝑟, 𝜃   =   𝑟, −𝜃  𝑧𝑛  =   𝑟, 𝜃 𝑛  =    𝑟𝑛 , 𝑛𝜃  𝑧  𝑧’ =   𝑟, 𝜃 ×  𝑟′, 𝜃′  =   𝑟𝑟′ , 𝜃 + 𝜃′  
1

z
=  

1

  𝑟, 𝜃 
=    

1

𝑟
, −𝜃  

𝑧

z′
=  

 𝑟, 𝜃 

  𝑟′, 𝜃′ 
=  

𝑟

𝑟′
, 𝜃 − 𝜃′  

 FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE 
     Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 𝜃  . 

       L’écriture  𝒓 𝒆𝒊𝜽  s’appelle la  Notation exponentielle  ou la  Forme exponentielle du nombre  z . 

                           𝑧 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃 =  𝑟, 𝜃 = 𝑟  𝑐𝑜𝑠𝜃 +  𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃       et     𝑒𝑖𝜃 =  1, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 +  𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃   

      Formule de Moivre  

                   ∀𝜃𝜖ℝ   ∀𝑛𝜖ℕ  ,  𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃    ;    1, 𝜃 𝑛 =  1, 𝑛𝜃  

      Formules d’Euler – Linéarisation 

         Pour tout réel 𝜃  :       𝑐𝑜𝑠𝜃 =
   𝑒𝑖𝜃+ 𝑒−𝑖𝜃

2
     et    𝑠𝑖𝑛𝜃 =

   𝑒𝑖𝜃− 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
   

                                  𝑒𝑖𝑛𝑥 + 𝑒−𝑖𝑛𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥     et   𝑒𝑖𝑛𝑥 − 𝑒−𝑖𝑛𝑥 = 2𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑥  

    ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ DANS ℂ 

      8-1. Les racines carrées d’un nombre complexe 𝒖 non nul. 

         Soit 𝑢 un nombre complexe non nul tel que : 𝑢 = 𝑎 + 𝑖 𝑏 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃    
       Les racines carrées de 𝑢  sont les solutions dans ℂ de l’équation   𝒛𝟐 = 𝒖  . 

             On pose :  𝑧 = 𝑥 + 𝑖 𝑦 = 𝜌 𝑒𝑖𝛼    tels que :  𝑥; 𝑦; 𝛼 𝜖 ℝ  et  𝜌𝜖ℝ+∗. 

       1°Méthode :  𝑧2 = 𝑢 ⟺  𝑥 +  𝑖 𝑦 2 = 𝑎 + 𝑖 𝑏 ⟺  
𝑥2 + 𝑦2 =  𝑎2 + 𝑏2

𝑥2 − 𝑦2 = 𝑎                
2𝑥𝑦 = 𝑏                       

 ⟺

 
 
 

 
 𝑥 = ± 𝑎+ 𝑎2+𝑏2

2

𝑦 = ± −𝑎+ 𝑎2+𝑏2

2

𝑥𝑦 =  
𝑏

2
              

  

      2°Méthode : 𝑧2 = 𝑢 ⟺  𝜌 𝑒𝑖𝛼 
2

= 𝑟 𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑧𝑘 =  𝑟𝑒𝑖 
𝜃

2
+𝑘𝜋 , 𝑘𝜖 0,1 ⟺ 𝑧𝑜 =  𝑟𝑒𝑖

𝜃

2   𝑒𝑡 𝑧1 = − 𝑟𝑒𝑖
𝜃

2    

      8-2 Résolution de l’équation : 𝒂𝒛𝟐 + 𝒃𝒛 + 𝒄 = 𝟎    𝒂 ≠ 𝟎  

∆ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

∆ = 0      𝑧 = 
−𝑏   

2𝑎
 

∆ ≠ 0 

∆ = 𝛼 =   𝛼 
2
      𝛼 > 0   

∆ =  𝛿 2 

     𝒛𝟏 =
− 𝒃 + 

𝟐𝒂
  

      𝒛𝟐 =
− 𝒃 − 

𝟐𝒂
  

    𝑺 =  { 𝒛𝟏 ;  𝒛𝟐 } 

 

        
𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 =

− 𝒃 

𝒂

𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 =
𝒄 

𝒂

   

 

∆ = −𝛼 =  𝑖 𝛼 
2
       

∆ = 𝛼 𝑖 =   
𝛼

2
(1 + 𝑖) 

2

       

∆ = −𝛼 𝑖 =   
𝛼

2
(1 + 𝑖) 

2

       

 =  + i  = (x + iy)
2
 

⟺  
𝑥2 + 𝑦2 =  𝛼2 + 𝛽2

𝑥2 − 𝑦2 = 𝛼                
2𝑥𝑦 = 𝛽                       
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     LES RACINES nème D’UN NOMBRE COMPLEXE  𝒂  NON NUL   𝑛𝜖ℕ∗ −  1    
           Les racines n

ème 
 de 𝑎  sont les solutions dans ℂ de l’équation  𝑧𝑛 = 𝑎 .      (   on pose   𝑎 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃     ) 

                                𝑧𝑛 = 𝑎  ⟺      𝑧𝑘 =  𝑟
𝑛

 𝑒𝑖
 +2𝑘

𝑛    avec  𝑘 𝜖   0,1,2, … ,  𝑛 − 1           

         Les racines n
ème 

 de l’unité  sont les solutions dans ℂ de l’équation  𝑧𝑛 = 1 .                         

                               𝑧𝑛 = 1  ⟺      𝑧𝑘 =  𝑒𝑖
2𝑘

𝑛    avec  𝑘 𝜖   0,1,2, … ,  𝑛 − 1   

         L’ensemble des racines n
ème 

 de l’unité est noté 𝑈𝒏 ,  

                et on a :    𝑈𝑛 =  𝑧𝜖ℂ /  𝑧𝑛 = 1 =  𝑒𝑖
2𝑘

𝑛   /  𝑘𝜖 0,1,2, … , 𝑛 − 1    et   𝑐𝑎𝑟𝑑𝑈𝑛 = 𝑛    

    Propriétés :  pour tout  𝑘𝜖 0,1,2, … , 𝑛 − 1  :  𝑧𝑘 =    𝑧𝑛−𝑘     

     La somme de n racines nème  de l’unité  est nulle . 

    Les racines nème  de l’unité sont représentées dans le plan complexe par les sommets d’un polygone régulier à  

         n coté inscrit dans le cercle trigonométrique, et dont l’un des sommets est le point d’affixe 1.Ce polygone  

         est symétrique par rapport à l’axe des abscisses .   𝑂𝑀𝑘 =  𝒛𝒌 =  𝒓
𝒏

      

   LES TRANSFORMATIONS USUELLES   𝒇 : 𝑴(𝒛)  ↦  𝑴’(𝒛’) 

La transformation 𝑓 Expression vectorielle Ecriture complexe 𝑓−1 

𝑡𝑢    : Translation de vecteur u   b  𝑀𝑀′          =  𝑢   𝑧’ =  𝑧 +  𝑏 𝑡−𝑢          

 Ω, 𝑘  : L’Homothétie de centre  

                 ω  et de rapport 𝑘             
𝛺𝑀′          = 𝑘 𝛺𝑀        𝑧’ − 𝜔 =  𝑘   𝑧 − 𝜔  −1  Ω,

1

𝑘
  

𝑅 Ω, 𝑘  : Rotation de centre     

               et d’angle 𝛼              
  

Ω𝑀 = Ω𝑀′                 

 Ω𝑀       , Ω𝑀′          ≡ 𝛼 2𝜋 
  𝑧’ − 𝜔 =  𝑒𝑖𝛼    𝑧 − 𝜔   𝑅−1 Ω, −𝛼  

𝑆Ω  :    Symétrie centrale de  

              centre (ω) 
𝛺𝑀′          = −𝛺𝑀        𝑧’ − 𝜔 =  −   𝑧 − 𝜔   𝑆Ω  

  Etude de la transformation 𝒇 qui transforme M(x) à  en 𝑴′(𝒛′) tel que : 𝒛′ =  𝒂𝒛 +  𝒃 

Si 𝒂 =  𝟏 𝒂 𝝐 ℝ∗ −  𝟏  𝒂 ∉  ℝ  𝒆𝒕  𝒂 = 𝟏 𝑎 ∉  ℝ 𝑒𝑡  𝑎 ≠ 1 

      Alors la 
transformation 

      𝑓 est  

une translation de 

vecteur 𝑢   , tel que 

𝐴𝑓𝑓 𝑢   = 𝑏 

L’homothétie de 

centre  ω  et de 

rapport  𝑘 = 𝑎   

 avec   𝜔 =
𝑏

1−𝑎
        

La Rotation de centre 

  𝜔 =
𝑏

1−𝑎
  et 

d’angle  = 𝑎𝑟𝑔 𝑎              

La composition de la 

Rotation 𝑅 Ω, 𝛼  et l’homothétie 

 Ω, 𝑘  , tel que : 𝑘 =  𝑎   , 

 = 𝑎𝑟𝑔 𝑎  et  𝑧𝛺 =
𝑏

1−𝑎
 

 

1 + 𝑒𝑖 = 2 𝑐𝑜𝑠  
𝜃

2
  𝑒𝑖 

𝜃

2
 
 1 − 𝑒𝑖 = −2𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜃

2
  𝑒𝑖 

𝜃

2
  = 2 𝑠𝑖𝑛  

𝜃

2
  𝑒𝑖 

 −

2
 
 

𝑒𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 = 2 𝑐𝑜𝑠  
𝛼−𝛽

2
  𝑒𝑖 

𝛼+𝛽

2
 
 𝑒𝑖𝛼 − 𝑒𝑖𝛽 = 2𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝛼−𝛽

2
  𝑒𝑖 

𝛼+𝛽

2
 
 

−𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) − 1 = 𝑒𝑖𝜋  𝑖 = 𝑒𝑖 
𝜋
2
 
 −𝑖 = 𝑒−𝑖 

𝜋
2
 
 

𝑐𝑜𝑠 + 𝑐𝑜𝑠 = 2 𝑐𝑜𝑠  
𝛼 + 𝛽

2
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼 − 𝛽

2
  𝑐𝑜𝑠 − 𝑐𝑜𝑠 = −2 𝑠𝑖𝑛  

𝛼 + 𝛽

2
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼 − 𝛽

2
  

1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 2 𝑠𝑖𝑛2  

𝜃

2
  𝑠𝑖𝑛𝜃 = 2 𝑠𝑖𝑛  

𝜃

2
 𝑐𝑜𝑠  

𝜃

2
  

  « . !!! فسموه بفلر وأأما اًبنت فسموىا هدامة الابنحزوحت اًبعالة باًثواني فولدا غلاما و غلامة فأأما    »: X ػلاكة    
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     Chapitre 13                ARITHMETIQUE DANS  ℤ 

 DIVISIBILITÉ DANS L’ENSEMBLE  ℤ     /   
    Soit 𝑎 et 𝑏 deux entiers relatifs. On dit que 𝑏 divise 𝑎  s’il existe 𝑘𝜖ℤ  tel que   𝒂 = 𝒌𝒃    et on écrit  𝒃/𝒂 

𝒃/𝒂    ⟺     ∃𝒌𝝐 ℤ  , 𝒂 = 𝒃𝒌 

      On dit aussi que 𝑎 est divisible par 𝑏 ou que 𝑎 est multiple de 𝑏 ou encore que 𝑏 est un diviseur de 𝑎. 

   Propriétés de la divisibilité :  Soit 𝑎 , 𝑏  , 𝑐 et 𝑑 des éléments de ℤ  . 

  𝑎/𝑎   ;   𝑎/−𝑎 

  𝑏/𝑎  et  𝑎/𝑐 ⟹  𝑏/𝑐 

  𝑏/𝑎  et  𝑎/𝑏 ⟹   𝑏 =  𝑎  

  𝑏/𝑎  et  𝑏/𝑐 ⟹ 𝑏/𝑎 × 𝑐  et  𝑏/𝑎 + 𝑐 

                            ⟹ 𝑏/𝛼𝑎 + 𝛽𝑐   𝛼, 𝛽𝜖 ℤ∗  

 𝑏/𝑎  et  𝑑/𝑐 ⟹ 𝑏 × 𝑑/𝑎 × 𝑐   

   ∀𝑘𝜖ℤ  ,  𝑏/𝑘𝑏 + 𝑎 ⟹ 𝑏/𝑎   

   ∀𝑛𝜖ℕ
∗
  ,  𝑏𝑛 /𝑎 ⟹ 𝑏/𝑎   

   𝑎/1  ⟹ 𝑎 = 1  ou  𝑎 = −1 

𝑎/0  ;   1/𝑎   ;  −1/𝑎 

𝑏/𝑎     ⟺   𝑎𝜖 𝐷𝑎 
𝑏/𝑎     ⟺   𝑎𝜖 𝑏ℤ 

𝑏ℤ =  𝑘𝑏 / 𝑘𝜖ℤ   

  𝑏/𝑎  et 𝑐𝜖 ℤ   ⟹  𝑏/𝑎𝑐 

  𝑏/𝑎   𝑛𝜖 ℕ    ⟹  𝑏𝑛 /𝑎𝑛  

  𝑏/𝑎   𝑛𝜖 ℕ∗    ⟹  𝑏/𝑎𝑛  
 

  DIVISION EUCLIDIENNE DANS    ℕ et  ℤ 
      Soit 𝑎 et 𝑏 deux entiers naturels tel que : 𝑏 ≠ 0 .  

             ∀ 𝒂, 𝒃 𝝐ℕ × ℕ∗  ∃!  𝒒, 𝒓 ℕ2   ,   𝒂 =  𝒃𝒒 + 𝒓  ;  (𝟎 ≤  𝒓 < 𝑏) 

     Soit 𝑎 et 𝑏 deux entiers relatifs tel que : 𝑏 ≠ 0 .  

         Il existe un unique couple  𝑞; 𝑟 𝜖ℤ × ℕ  tel que : 𝒂 = 𝒃𝒒 + 𝒓  et 𝟎 ≤ 𝒓 <  𝒃  

                ∀ 𝒂, 𝒃 𝝐 ℤ × ℤ∗   ∃!  𝒒, 𝒓  ℤ × ℕ  , 𝒂 =  𝒃𝒒 + 𝒓  ;  (𝟎 ≤  𝒓 <  𝒃 ) 

     Technique très importante : Tout entier naturel  n s’écrit sous la forme : 𝑛 = 𝑏𝑘 + 𝑟  et 0 ≤ 𝑟 < 𝑏 − 1 

           Tout entier naturel  n peut s’écrire sous la forme  2𝑘  ou  2𝑘 + 1  avec  𝑘𝜖ℕ 

          Tout entier naturel  n peut s’écrire sous la forme  3𝑘  ou  3𝑘 + 1 ou 3𝑘 + 2  avec  𝑘𝜖ℕ  

 CONGRUENCE MODULO  n    ≡   
       Soit 𝑛 un entier naturel non nul . 

      On dit que deux entiers naturels 𝑎 et 𝑏  sont congrus modulo n si  𝒏 divise  𝒂 − 𝒃, c’est-à-dire s’il existe un 

     entier 𝑘𝜖ℤ  tel que 𝒂 = 𝒃 + 𝒏𝒌. On écrit :  𝒂 ≡ 𝒃  𝒏       𝒂 ≡ 𝒃  𝒏 ⟺ 𝒏/𝒂 − 𝒃 ⟺   ∃𝒌𝝐 ℤ , 𝒂 − 𝒃 = 𝒏𝒌 

   Propriétés de la relation « Congruence modulo » :  Soit 𝑎 , 𝑏  , 𝑐 et 𝑑 des éléments de ℤ   

   ∀𝑎𝜖ℤ    :       𝑎 ≡ 𝑎 𝑛          ≡  Réflexive 

  𝑎 ≡ 𝑏 𝑛  ⟺  𝑏 ≡ 𝑎 𝑛         ≡  symétrique 

   
𝑎 ≡ 𝑏 𝑛  

𝑏 ≡ 𝑐 𝑛 
     ⟹  𝑎 ≡ 𝑐 𝑛      ≡  transitive 

  𝑎 ≡ 𝑏 𝑛   et 𝑘𝜖ℤ   ⟹  
𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏 𝑛           

𝑎 + 𝑘 ≡ 𝑏 + 𝑘 𝑛 
  

   
𝑎 ≡ 𝑏 𝑛  

𝑐 ≡ 𝑑 𝑛 
     ⟹   

𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑 𝑛  

𝑎 × 𝑐 ≡ 𝑏 × 𝑑 𝑛 
  

   
𝑎 ≡ 𝑏 𝑛  

𝑐 ≡ 𝑑 𝑛 
  ⟹ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑐 ≡ 𝛼𝑏 + 𝛽𝑑 𝑛  

  𝑎 ≡ 𝑏 𝑛   et 𝑝𝜖ℕ   ⟹ 𝑎𝑝 ≡ 𝑏𝑝 𝑛  

N.B     :     𝑛 ≡ 0 𝑛    ;    ∀𝑝𝜖ℕ
∗
 , 𝑎 ≡ 𝑏 𝑛     ⟹ 𝑝𝑎 ≡ 𝑝𝑏 𝑛  

 

L’ENSEMBLE DES CLASSES D’EQUIVALANCE   ℤ/𝒏ℤ     𝒏𝝐ℕ∗  
       Soit 𝑛 un entier naturel non nul  

 -  L’ensemble des entiers relatifs qui ont le même reste 𝒓 

de la division euclidienne par n est appelé  la classe 

d’équivalence  de 𝒓  et on la note   𝒓  ou   𝒓  . 
      𝒓 =   𝒙𝝐ℤ / 𝒙 ≡ 𝒓 𝒏  =  𝒓 + 𝒌𝒏 /𝒌𝝐ℤ  
    𝒙𝝐 𝒓 ⟺ 𝒙 ≡ 𝒓 𝒏 ⟺ 𝒙 = 𝒓 + 𝒌𝒏 ;   𝒌𝝐ℤ  
      𝒓𝟏 ≡ 𝒓𝟐 𝒏   ⟺   𝒓𝟏 ≡ 𝒓𝟐 
       ∀𝒙𝝐ℤ   ∃! 𝒓𝝐 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 − 𝟏  ∶ 𝒙𝝐𝒓  

      ℤ = 𝟎 ∪ 𝟏 ∪ 𝟐 ∪ … ∪ 𝐧 − 𝟏 

L’ensemble des classes d’équivalence : ℤ/𝒏ℤ     

         ℤ/𝒏ℤ =  𝟎 ; 𝟏 ; 𝟐 ; … ; 𝐧 − 𝟏    

Pour tout 𝒙 et 𝒚 de ℤ/𝒏ℤ on a :  

𝒙 + 𝒚 = 𝒙 + 𝒚      ;       𝒙 × 𝒚 = 𝒙 × 𝒚 

𝒙 + 𝟎 = 𝒙         ;      𝒙 × 𝟏 = 𝒙 
" + " et " × " sont associatives et commutatives 

" × " est distributive par rapport à " + " 
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    PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR- PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE 

        Soit a , 𝑏  , 𝑐  ,  𝑑  et 𝑚 des éléments de ℤ∗   

Le PGCD de 𝑎 et 𝑏 est le plus grand des diviseurs 

strictement positifs communs à 𝑎 et b , noté 𝒂 ∧ 𝒃 

ou 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂, 𝒃)  ou ∆(𝒂, 𝒃) . 
Propriétés :  𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑 ⟹  𝑑/𝑎 𝑒𝑡  𝑑/𝑏  

 𝑑/𝑎 𝑒𝑡  𝑑/𝑏 ⟹ 𝑑/𝑎 ∧ 𝑏  ;  𝑎/𝑏 ⟹   𝑎 ∧ 𝑏 =  𝑎   
 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎 =  𝑎 ∧  𝑏  
 𝑎 ∧  𝑏 ∧ 𝑐 =  𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐  

  𝑘𝑎 ∧  𝑘𝑏 =  𝑘  𝑎 ∧ 𝑏  

𝑎 ∧ 1 = 1 ;  𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎 ∧ 0 =  𝑎  ;  𝑎𝑛 ∧ 𝑎 =  𝑎  

 
𝑐/𝑎
𝑐/𝑏

    ⟹     
𝑎

𝑐
 ∧  

𝑏

𝑐
 =

𝑎 ∧ 𝑏

 𝑐 
  

 𝑎𝑛 ∧ 𝑏𝑛 =   𝑎 ∧ 𝑏  𝑛  

Le PPCM de 𝑎  et 𝑏  est le plus petit des multiples 

strictement positifs communs à 𝑎 et b , noté 𝒂 ∨ 𝒃 ou 

𝑷𝑷𝑪𝑴(𝒂, 𝒃)  ou 𝑴(𝒂, 𝒃) . 
Propriétés : 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑚 ⟹ 𝑎/𝑚  𝑒𝑡  𝑏/𝑚  
   𝑎/𝑚  𝑒𝑡  𝑏/𝑚 ⟹ 𝑎 ∨ 𝑏/𝑚  
   𝑎/𝑏 ⟹   𝑎 ∨ 𝑏 =  𝑏   
   𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 =  𝑎 ∨  𝑏  
   𝑎 ∨  𝑏 ∨ 𝑐 =  𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐  

    𝑘𝑎 ∨  𝑘𝑏 =  𝑘  𝑎 ∨ 𝑏  ; 𝑎 ∨ 1 = 𝑎  ; 𝑎 ∨ 𝑏/𝑎𝑏   

   
𝑐/𝑎
𝑐/𝑏

    ⟹  
𝑎

𝑐
 ∨  

𝑏

𝑐
 =

𝑎∨𝑏

 𝑐 
 

  𝑎𝑛 ∨ 𝑏𝑛 =   𝑎 ∨ 𝑏  𝑛  

 𝑎 ∧ 𝑏  𝑎 ∧ 𝑏 =  𝑎𝑏  𝑑 = 𝑎 ∧ 𝑏 ⟹ ∃ 𝑎′ , 𝑏′ 𝜖ℤ2 ∶  𝑎 = 𝑑𝑎′  𝑒𝑡  𝑏 = 𝑑𝑏′   𝑒𝑡   𝑎′ ∧ 𝑏′ = 1  

        Soit   𝑎, 𝑏𝜖ℤ∗ :             𝑎 ∧ 𝑏 = 1     ⟺     𝑎  et  𝑏  sont  premiers  entre  eux   

L’Algorithme d’Euclide:  
Soit 𝑎 et  b deux entiers naturels non nuls. 

Si  𝒂 = 𝒃𝒒 + 𝒓  et 𝟎 ≤ 𝒓 < 𝒃, alors :    𝒂 ∧ 𝒃 = 𝒃 ∧ 𝒓 

Lorsque 𝑏 ne divise pas a , le PGCD de 𝑎 et 𝑏 est égal au 

dernier reste non nul obtenu grâce à l’algorithme d’Euclide.  
   𝒂 ∧ 𝒃 = 𝒃 ∧ 𝒓𝟏 = 𝒓𝟏 ∧ 𝒓𝟐 = ⋯ =  𝒓𝒏−𝟏 ∧ 𝒓𝒏 

   𝑎 = 𝑏𝑞1 + 𝑟1  et  0 ≤ 𝑟1 < 𝑏 

   𝑏 = 𝑟1𝑞2 + 𝑟2  et  0 ≤ 𝑟2 < 𝑟1 

   𝑟1 = 𝑟2𝑞3 + 𝑟3  et  0 ≤ 𝑟3 < 𝑟2 

 

    𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−1𝑞𝑛 + 𝑟𝑛   et  0 ≤ 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1       

 

THEOREME DE BEZOUT - THEOREME DE GAUSS   

       Théorème    Soit  𝑎, 𝑏 𝜖 ℤ∗ 2 ,On a l’implication :       𝒅 = 𝒂 ∧ 𝒃 ⟹  ∃ 𝒖, 𝒗 𝝐ℤ𝟐  , 𝒅 = 𝒂𝒖 + 𝒃𝒗  

       Théorème de Bézout      ∀ 𝒂, 𝒃 𝝐 ℤ∗ 𝟐  :  𝒂 ∧ 𝒃 = 𝟏 ⟺   ∃ 𝒖, 𝒗 𝝐ℤ𝟐  , 𝒂𝒖 + 𝒃𝒗 = 𝟏   

        Théorème de Gauss            ∀ 𝒂, 𝒃, 𝒄 𝝐 ℤ∗ 𝟑    ,     𝒂/𝒃𝒄  𝒆𝒕  𝒂 ∧ 𝒃 = 𝟏    ⟺      𝒂/𝒄 

      Propriétés : ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖 ℤ∗ 3  et   ∀ 𝑛, 𝑚 𝜖 ℕ∗ 2  

𝑎 ∧ 𝑏 = 1 ⟺  𝑎 ∧ 𝑏𝑛 = 1  
 𝑎 ∧ 𝑏 = 1
 𝑎 ∧ 𝑐 = 1

    ⟺  𝑎 ∧ 𝑏𝑐 = 1 
 

𝑎/𝑐  
𝑏/𝑐   

   𝑎 ∧ 𝑏 = 1

    ⟹  a b/c 

𝑎 ∧ 𝑏 = 1 ⟺  𝑎𝑛 ∧ 𝑏𝑛 = 1    𝑎𝑏 ≡ 𝑎𝑐 𝑛  
𝑎 ∧ 𝑛 = 1 

     ⟺  𝑏 ≡ 𝑐 𝑛  

   L’EQUATION DIOPHANTIENNE :  𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄   

Solutions de l’équation :  𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄 Solutions de l’équation :  𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝟏   

a∧ b / c 𝑎 ∧ 𝑏/𝑐 𝑎 ∧ 𝑏 ≠ 1 𝑎 ∧ 𝑏 = 1 

𝑆 =  Ø 𝑆 =   𝑥𝑜 +
𝑘𝑏

𝑎∧𝑏
; 𝑦𝑜 −

𝑘𝑎

𝑎∧𝑏
   / 𝑘𝜖ℤ    𝑆 =  Ø 𝑆 =   𝑥𝑜 + 𝑘𝑏; 𝑦𝑜 − 𝑘𝑎 / 𝑘𝜖ℤ   

Le couple  𝒙𝒐, 𝒚𝒐   est une solution  particulière de l’équation  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐   
 

LES NOMBRES PREMIERS - THEOREME DE FERMAT 
    Soit 𝑝 un entier relatif .On dit que  𝑝 un nombre premier si :   𝑝 ≠ 1 et  𝐷𝑝 =  −1 ; 1 ; −𝑝 ;  𝑝   

          (  𝑝 est un nombre premier dans ℤ ) ⟺ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐷𝑝 = 4    

         Soit 𝑝 un nombre premier ,  Si   𝑝 ≠ 2   , alors   ∃𝑘𝜖ℤ∗   , 𝑝 = 2𝑘 + 1 

    L’ensemble des nombres premiers positifs est infini . sera noté ℙ   ;  ℙ =  𝒙𝝐ℕ 𝒆𝒕 𝒙 𝒑𝒓𝒆𝒎𝒊𝒆𝒓  

          ( n est un nombre non premier tel que 𝑛 ≥ 2 )   ⟺     ∃𝑝𝜖ℙ   , 𝑝 / 𝑛   𝑒𝑡  𝑝2 ≤ 𝑛     

          (n est un nombre premier )   ⟺   (n n’admet pas de diviseur premier dans  2;  𝑛 ∩ ℕ ) 
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      Propriétés :  Soit 𝑝 et  𝑞 deux nombres premiers ; a , 𝑏 et  𝑐  de ℤ   ;  𝑛𝝐ℕ∗    (       signifie ne divise pas ) 

𝒑/𝒂𝒃   ⟹ 𝒑/𝒂  ou  𝒑/𝒃 𝒑/𝒂𝒃   𝒆𝒕    𝒑 /  𝒂     ⟹ 𝒑/𝒂   𝒑/𝒂𝒏    ⟹ 𝒑/𝒂  ⟹ 𝒑 ∧ 𝒂 =   𝒑  

 
𝒂𝒄 ≡ 𝒃𝒄 𝒑 

  𝒑 ne divise pas 𝒄 
  ⟹ 𝒂 ≡  𝒑  

 𝒑 /  𝒂  ⟹ 𝒑 ∧ 𝒂 = 𝟏 𝒑/𝒂𝟏𝒂𝟐 … 𝒂𝒏  ⟹  ∃𝒊𝝐 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 ∶ 𝒑 /𝒂𝒊   

  𝒑 ≠  𝒑 ⟹ 𝒑 ∧ 𝒒 = 𝟏 𝒑/𝒑𝟏𝒑𝟐 … 𝒑𝒏   ⟹  ∃𝒊𝝐 𝟏, 𝟐, … , 𝒏 ∶ 𝒑 = 𝒑𝒊 

      Théorème de Fermat :         

                 1- Si 𝑝 est un nombre premier positif, alors      ∀𝒂𝝐ℤ   ,    𝒂𝒑 ≡ 𝒂   𝒑   

                 2- Si 𝑝 est un nombre premier positif, alors  pour tout 𝑎𝜖ℤ   :   𝒑 ∧ 𝒂 = 𝟏 ⟹    𝒂𝒑−𝟏 ≡ 𝟏   𝒑   

       Décomposition et Produit de Facteurs Premiers :  

           Tout entier  relatif   n distinct de 1 et -1  peut s’écrire et de façon unique sous forme : 

𝒏 = 𝜺 𝒑𝟏
𝜶𝟏 × 𝒑𝟐

𝜶𝟐 × … × 𝒑𝒌
𝜶𝒌 =  𝒑𝒊

𝜶𝒊

𝒌

𝒊=𝟏

  , tel que  𝑝𝑖  des nombres premiers  et 𝛼𝑖𝜖ℕ∗  휀 = 1  𝑜𝑢  휀 = −1  

   𝐏𝐫𝐨𝐩𝐫𝐢é𝐭é ∶  Si  𝑎, 𝑏 𝝐 ℕ∗ 𝟐  tel que 𝑎 =  𝑝𝑖
𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

   𝑒𝑡   𝑏 =  𝑝
𝑖

𝑖

𝑘

𝑖=1

 

                                Alors :    𝑎 ∧ 𝑏 =  𝑝𝑖
𝑖𝑛𝑓 (𝛼𝑖 ,𝛽𝑖)

𝑘

𝑖=1

     𝑒𝑡    𝑎 ∨ 𝑏 =     𝑝𝑖
sup (𝛼𝑖 ,𝛽𝑖)

𝑘

𝑖=1

  

             Le nombre de diviseurs positifs de 𝑎  :   𝑵 =  𝟏 + 𝜶𝟏  𝟏 + 𝜶𝟐 × … ×  𝟏 + 𝜶𝒏  

  SYSTÈMES DE NUMÉRATION 

        Théorème   Soit b un entier supérieur où égal à 2 . 

        Tout entier naturel non nul n  peut s’écrire de manière unique sous la forme :  

                                        𝒏 = 𝒂𝒎 𝒃𝒎 + 𝒂𝒎−𝟏 𝒃𝒎−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝟏 𝒃𝟏 + 𝒂𝒐 

         où   𝑎0 , 𝑎1 , …,𝑎𝑚   sont des entiers tels que : 𝑎𝑚 ≠ 0  et  0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑏 − 1   pour tout  𝑖𝜖 0,1,2, … , 𝑚  

         On écrit  :      𝒏 =  𝒂𝒎𝒂𝒎−𝟏 … … 𝒂𝟏𝒂𝟎(𝒃)
       

         et on dit qu’on a représenté le nombre n dans le système 

         de numération de base b . 

         Méthode de représentation d’un entier naturel non nul n 

             dans un système de numération de base b :  

             En utilisant la division euclidienne de n par 𝑏 

 

     Critères de divisibilité sur les nombres 2,3,4,5,9,11 et 25 dans le système décimal 

       Soit 𝑥𝜖ℕ∗  tel que  𝑥 = 𝛼𝑛𝛼𝑛−1 … … 𝛼1𝛼0(10)
=  𝛼𝑛 × 10𝑛 + 𝛼𝑛−1 × 10𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1 × 10 + 𝛼0 

       𝑥 ≡ 0 2    ⟺ 𝛼0 pair 𝑥 ≡ 0 3 ⟺  𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0

≡ 0 3  𝑥 ≡ 0 9 ⟺  𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0

≡ 0 9  

𝑥 ≡ 0 4 ⟺ 𝛼1𝛼0(10)
≡ 0 4  𝑥 ≡ 0 5   ⟺   𝛼0 = 0 𝑜𝑢  𝛼0 = 5  

𝑥 ≡ 0 25    ⟺     𝛼1𝛼0(10)
≡ 0 25     ⟺     𝛼1𝛼0𝜖   00, 25, 50, 75   

𝑥 ≡ 0 11  ⟺    −1 𝑖𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0

≡ 0 11   ⟺  𝛼0 + 𝛼2 + ⋯ + 𝛼2𝑝 ≡  𝛼1 + 𝛼3 + ⋯ + 𝛼2𝑝+1  11  

 
 
 

n      b 
a0    q0    b 
        a1   q1    b 
               a2   q2        
                                          
                                            b 
                                     am   0 
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𝑥 ≡ 0 11    ⟺    𝛼1𝛼0 + 𝛼3𝛼2 + 𝛼5𝛼4 + ⋯ + 𝛼𝑛𝛼𝑛−1 ≡ 0 11    

   7/𝑥   ⟺  7/ 𝛼𝑛 …𝛼1          − 2𝛼𝑜       13/𝑥  ⟺  13/ 𝛼𝑛 …𝛼1          + 4𝛼𝑜     

   17/𝑥   ⟺ 17/  𝛼𝑛 …𝛼1          − 5𝛼𝑜       19/𝑥  ⟺  19/  𝛼𝑛 …𝛼1          + 2𝛼𝑜     

   23/𝑥  ⟺ 23/  𝛼𝑛 …𝛼1          + 7𝛼𝑜       29/𝑥  ⟺ 29/  𝛼𝑛 …𝛼1          + 3𝛼𝑜     

   31/𝑥   ⟺   31/ 𝛼𝑛 …𝛼1          − 3𝛼𝑜       41/𝑥  ⟺   41/ 𝛼𝑛 …𝛼1          − 4𝛼𝑜     

 

L’ENSEMBLE   ℤ/pℤ  (  p est un nombre premier positif  ) 

           Soit p un nombre premier positif , On a : 

                           1-  ∀ 𝑥 𝜖 ℤ/𝑝ℤ −  0     ∃ 𝑦 𝜖 ℤ/𝑝ℤ −  0     ,   𝑥 × 𝑦 = 1   

                         2-  ∀ 𝑥 ; 𝑦  𝜖 ℤ/𝑝ℤ 2   ,   𝑥 × 𝑦 = 0 ⟺ 𝑥 = 0  𝑜𝑢 𝑦 = 0  

théorème de Wilson 

   Soit p un entier naturel , On a :               𝑝 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟      ⟺    𝑝 − 1 ! ≡ −1  𝑝  

Le théorème chinois 

      Solutions de système dans ℤ  :       𝑆   
  𝑥 ≡ 𝑎  𝑛  

  𝑥 ≡ 𝑏  𝑚 
  

      Si  𝑛 ∧ 𝑚 /𝑏 − 𝑎 , alors les solutions du système est :    

                  𝑆 =    𝑥𝑜 +  𝑛 ∧ 𝑚 𝑘  / 𝑘𝜖ℤ           où  𝑥𝑜   est une solution  particulière de système   

      Si  𝑛 ∧ 𝑚 ne divise pas   𝑏 − 𝑎   , alors :      𝑆 = ∅ 

    Théorème chinois  

               Si  𝑛 ∧ 𝑚 = 1 ,  alors les solutions de système   𝑆  est  :    

                 𝑆 =     𝛼𝑛𝑏 + 𝛽𝑎𝑚 + 𝑛𝑚𝑘  /𝑘𝜖ℤ   ;  𝛼𝑛 + 𝛽𝑚 = 1  ,  𝛼; 𝛽 𝜖ℤ2   

Infinité de nombres premiers 

    Théorème d’Euclide   :        L’ensemble des nombres premiers est infini. 

        Le plus grand nombre premier actuellement connu est un nombre de Mersenne. Il a été découvert 

        en 2008,  c’est    𝟐𝟒𝟑𝟏𝟏𝟐𝟔𝟎𝟗 − 𝟏 
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Karl Friedrich Gauss 
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    Chapitre 14           STRUCTURES ALGEBRIQUES 

   LOI DE COMPOSITION INTERNE. 

         1-1.Définitions et notations : Soit E un ensemble non vide.                                        𝑓 ∶  𝐸 × 𝐸  ⟶   𝐸 

          Une loi de composition interne sur E  est une application 𝑓 de E × E dans E .                     𝒙 ; 𝒚 ↦ 𝒇 𝒙 ; 𝒚  

         l’élément  𝑓 𝑥 ; 𝑦  dans E s’appelle la composée de x et y dans l’ordre par cette loi de composition interne 𝑓 

            et on le note :  𝒙 ∗ 𝒚  ou  𝒙 ⊥ 𝒚   ou  𝒙𝐓𝒚  ou  𝒙 ∨ 𝒚 … au lieu de 𝑓 𝑥 ; 𝑦  

                   ∗  est une loi de composition interne dans  E    ⟺         ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2   ,   𝑥 ∗ 𝑦  ϵ  E 

           On dit que l’ensemble E muni d’une loi de composition interne « * »  et on le  note  𝑬 ; ∗  

       1-2. parties stables pour une Loi de composition interne – Loi Induite 

        Soit   𝐸 ; ∗  un ensemble muni d’une loi de composition interne et F une partie non vide de E. 

            On dit que :       F est stable par  ∗   si    ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐹2  ,   𝑥 ∗ 𝑦 ϵ F 

           Si F une partie stable dans  𝐸 ; ∗  alors * est une loi de composition interne dans F et on l’appelle la loi 

              Induite  par  *  sur  F. 

      1-3. Propriétés des lois de composition interne 

            Soit   𝐸 ; ∗  un ensemble muni d’une loi de composition interne. 

        Commutativité :  La loi  * est commutative dans  E  ⟺    ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸2    , 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 

       Associativité :   La loi  *  est associative dans  E   ⟺    ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖𝐸3  , 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 

             Exemples :  L’addition et la multiplication dans  ℕ, ℤ , ℚ , ℝ  et ℂ  sont commutatives et associatives . 

      L’Elément neutre : (E ; ∗) admet un élément neutre si et seulement si :  ∃𝑒𝜖𝐸  ∀𝑥𝜖𝐸  , 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

           On dit aussi que  𝑒  est l’élément neutre pour la loi  ∗  dans E 

           Si  la loi ∗ admet un élément neutre dans E, celui-ci est unique . 

       Symétrique d’un élément :  Soit ∗ une loi interne sur E  possédant un élément  neutre 𝑒.  

           Soit x ∈ E :        x admet un symétrique  pour  ∗   ⇔     ∃𝑥′𝜖𝐸 ,   𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒 

            x  est  symétrisable  pour  ∗  si et seulement si  x  admet un symétrique pour ∗. 

           Si un élément  𝑎ϵE  est symétrisable , alors le symétrique de 𝑎  est unique. 

      Elément régulier (simplifiable) : 

           Un élément 𝑎 est régulier ou simplifiable dans  𝐸  ⟺     ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2  ,  
𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑦 ∗ 𝑎 ⇒ 𝑥 = 𝑦
𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦

  

  MORPHISME OU HOMOMORPHISME. 

     Soient  𝐸 ,∗  et  𝐹; 𝑇  deux ensembles munis de lois de composition  interne et 𝜑 une application de E dans F. 

     On dit que 𝜑 est un morphisme de  𝐸 ,∗  dans  𝐹;  𝑇  lorsque  :      ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2  :   𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝜑 𝑥 𝑇𝜑 𝑦  

     Si  𝜑 est bijective on dit que 𝜑 est un isomorphisme 

     Si E = F  et  ∗ = T ,  on parle  d’endomorphisme. 

     Si  𝜑 est un endomorphisme bijectif,  on parle d’automorphisme. 

     Propriétés  :     soit  𝑓  un  homomorphisme  de  𝐸 ,∗   dans   𝐹;  𝑇   alors : 

         1)  𝑓 𝐸  est une partie stable dans (F, T) 

         2)  si  *  est commutative dans  𝐸 ,∗  , alors T est commutative dans   𝑓 𝐸  , 𝑇  

         3)  si  *  est associative dans  𝐸 ,∗  , alors T  est associative dans  𝑓 𝐸  , 𝑇  

         4)  si  *  admet un élément neutre  e  dans  𝐸 ,∗  , alors 𝑓 𝑒  est un élément  neutre dans   𝑓 𝐸  , 𝑇  

         5)  si  * admet un élément neutre e dans  𝐸 ,∗  , et si x admet un symétrique 𝑥′ dans  𝐸 ,∗  , alors 𝑦 = 𝑓 𝑥  

             admet un symétrique dans  𝑓 𝐸  , 𝑇  c’est   𝑦′ = 𝑓 𝑥′   c-à-d    𝑓 𝑥  
′

= 𝑓 𝑥′  
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    GROUPE – SOUS-GROUPE . 
       3-1. Définition : Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (notée ∗). 

                                                                                  1)  ∗  est associative,  

        (G, ∗) est un groupe si et seulement si       2)  ∗  possède un élément neutre dans G  

        3)  tout élément de G possède un symétrique pour ∗ dans G.  

            Si de plus, ∗ est commutative, on dit que (G, ∗) est un groupe commutatif ou abélien. 
           Exemples :  ℤ; + , ℚ; +  , ℝ; +  , ℂ; + ,  ℚ∗;× ,  ℝ∗;×  ,  ℂ∗;×  , sont des groupes commutatifs 

       Propriétés des groupes :  Soit (G, ∗) un groupe  d’élément   neutre e  , Alors : 

        1) L’élément neutre dans G est unique .    2) Tout élément de G  possède un symétrique unique dans G.  

        3) Pour tout  𝑥, 𝑦 𝜖𝐺2 :   𝒙 ∗ 𝒚 ′ = 𝒚′ ∗ 𝒙′     (𝑥′ est le symétrique de x et 𝑦′ est le symétrique de 𝑦 dans (G, ∗) ) 

        4) Tout élément de G est régulier 

        5) pour tout   𝑎, 𝑏 𝜖𝐺2 ,  l’équation 𝒂 ∗ 𝒙 = 𝒃  admet une solution unique dans G qui est :  𝒙 = 𝒂′ ∗ 𝒃 

             En d’autres termes :    𝒂 ∗ 𝒙 = 𝒃 ⟺ 𝒙 = 𝒂′ ∗ 𝒃  et    𝒙 ∗ 𝒂 = 𝒃 ⟺ 𝒙 = 𝒃 ∗ 𝒂′    ( 𝑎′  est le symétrique de a) 

    3-2.Sous-groupe :  Soit  (G, ∗)  un  groupe  et  H une partie stable pour  (G, ∗) . 

        H est un sous-groupe de (G, ∗)  si et seulement si  (H, ∗) est un groupe. 

         H est un sous-groupe de (G, ∗)    ⟺     
  𝐻 ≠ ∅                                
 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐻2  , 𝑥 ∗ 𝑦 ′𝜖 𝐻

      où          𝑦′  est le symétrique de y dans (G, ∗) 

   3-3.Morphismes de Groupes :    Soit 𝑓  un morphisme du groupe  𝐺 ,∗  dans un groupe   𝐹;  𝑇  

       L’image du groupe  𝐺 ,∗  par le morphisme 𝑓  c’est  le groupe   𝑓 𝐺  , 𝑇  

       Si 𝑓 est surjectif ou isomorphisme, alors  𝑓 𝐺 = 𝐹. dans ce cas l’image du groupe  𝐺 ,∗  est le groupe  𝐹 , 𝑇  

           Si 𝑓 est un isomorphisme de  𝐺 ,∗  dans   𝐹;  𝑇  ,alors  𝐺 ,∗   et   𝐹;  𝑇  ont la même structure.  

   ANNEAU 

       4-1.Distributivité d’une loi sur une autre  

          Définition : Soit E un ensemble non vide muni deux lois de composition interne  « * »  et  « T »  .  

          La loi  𝑇 est distributive  par rapport à la loi ∗ dans E   ⟺   ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖𝐸3  ,  
  𝑥𝑇 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥𝑇𝑦 ∗  𝑥𝑇𝑧 

 𝑥 ∗ 𝑦 𝑇𝑧 =  𝑥𝑇𝑧 ∗  𝑦𝑇𝑧 
  

           Remarque :  Si on sait que T est commutative, une et une seule des deux  égalités ci-dessus suffit. 

      4-2.Structure d’Anneau 

         Définition : Soit A un ensemble non vide muni deux lois de composition interne  « * »  et  « T » . 

           On dit que   𝐴 ,∗, 𝑇  est un anneau lorsque : i)   𝐴 ,∗  est un groupe commutatif 

                                                                                  ii)  La loi T est associative et distributive par rapport  la loi *. 

               Si la loi T est  commutative , on dit que  L’anneau  𝐴 ,∗, 𝑇  est commutatif. 

               Si de plus ,T admet un élément  neutre , on dit que  L’anneau  𝐴 ,∗, 𝑇   est unitaire. 
       Notations 

         - On note en général la première loi + ( notation additive )  et la deuxième loi × ( notation multiplicative )   

         - On note  0 ou  0𝐴  l’élément neutre pour la loi  +  et on l’appelle le zéro de l’anneau A . 

         - On note 1 ou 1𝐴  l’élément  neutre pour  la loi × et on l’appelle l’élément unité de l’anneau A . 

    4-3.Les règles de Calcul dans un anneau 

          Soit  𝐴 , +,×  un anneau unitaire , on a les propriétés suivantes :  

             - Pour tout  𝑥𝜖𝐴 :   0𝐴 × 𝑥 = 𝑥 × 0𝐴 = 0𝐴    et     1𝐴 × 𝑥 = 𝑥 × 1𝐴 = 𝑥 

             - Pour tout    𝑥; 𝑦 𝜖𝐴2 :     −𝑥 × 𝑦 = 𝑥 ×  −𝑦 = − 𝑥 × 𝑦  

    4-4. Diviseurs de zéro - Anneau intègre  

         Soit  𝐴 , +,×  un anneau et  𝑎𝜖 𝐴 −  0𝐴 . 

         a est un diviseur de zéro dans l’Anneau A s’il existe 𝑏𝜖 𝐴 −  0𝐴   tel que : 𝑎 × 𝑏 = 0𝐴  ou 𝑏 × 𝑎 = 0𝐴 

      On dit que   𝐴 , +,×   est un anneau intègre s’il n’est pas réduit à zéro et n’admet aucun diviseur de zéro.  

                           𝐴 , + ,×  est un Anneau intègre  ⟺   ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐴2  , 𝑎 × 𝑏 = 0𝐴 ⟺ 𝑎 = 0𝐴  𝑜𝑢  𝑏 = 0𝐴  
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   CORPS 

     Définition :   Soit   𝐾 ; +; ×   un Anneau . 

      On dit que   𝐾 ; +;×  est un Corps si et seulement si tout élément non nul de K admet un inverse pour × dans K. 

                                                                                   1)   𝐾 , +  est un groupe  commutatif . 

                           𝐾 ;  + ; ×  est un Corps    ⟺         2)  La loi × est distributive par rapport à la loi + . 

                                                                                   3)   𝐾 −  0𝐾 ; ×   est un  groupe. 

               Si la loi ×  est  commutative , on dit que  Le corps  𝐾 ; + ; ×   est commutatif . 

   Propriétés : Soit   𝐾 ; +;×  un corps. On a les propriétés suivantes :  

           1) Tout élément a de 𝐾 −  0𝐾  est régulier pour l’opération × 

           2)  𝐾 , +,×  est un anneau intègre :   ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐾2     𝑥 𝑦 = 0𝐾  ⟺  𝑥 = 0𝐾   𝑜𝑢  𝑦 = 0𝐾  

           3)  Pour tout  𝑎 𝜖 𝐾 −  0𝐾   et  𝐾 , on a : 𝑎 × 𝑥 = 𝑏 ⟺ 𝑥 = 𝑎−1 × 𝑏  et    𝑥 × 𝑎 = 𝑏  ⟺  𝑥 = 𝑏 × 𝑎−1 

           4)  Solutions de l’équation   𝑎𝑥 = 𝑏 :     Si  𝑎 ≠ 0𝐾  , alors  𝑥 = 𝑎−1 × 𝑏 

                                                                       Si  𝑎 = 0𝐾  et  𝑏 ≠ 0𝐾  , alors   𝑆 = ∅ 

                                                                       Si  𝑎 = 0𝐾  et  𝑏 = 0𝐾  , alors   𝑆 = 𝐾 

 

 

 حوار بين اًؼلم و اًؼلي           
   ، فضي اًؼلي ػلى اًؼلمالأخرواًبؼض , فضي بؼضيم اًؼلم ػلى اًؼلي ,  اًؼَماء أأخذَفًلد                       

لد دار حوار ًعَف بين اًؼلي واًؼلم أأبدى كًلا منو                        الآخر فضله ػلى ماوً

 فمن ذا الذي منهما كد أأحرز اًشرفــا.......           ػلم اًؼَيم و غلي اًؼاكي اخذَفا  

 و اًؼلي كال أأنا اًرحمن بي غرفـــــا.......            فاًؼلم كال أأنا أأحرزت غاًذــــــو 

فصاحــا و كال ًـو  آهـــــــــو اثصفــــــــا.......            فأأفصح اًؼلم اؤ ـنا الله في كرأ  بأأً

 فلبي اًؼلي رأأس اًؼلم واهصرفـــــــا.......            فبان ٌَؼلي أأن اًؼلم سيـــــــــده 

 ًولا اًوحـــود ًكان اًكل منحرفـــــا.......            فناداىما اًخوفيق أأن اسمؼا و كفا 

اًؼلم بعيء اٌَزام، بؼَد المرام، لا ًدرك باًسيام، : في وصف اًؼلم وظَبة اًؼلم  : -رحمو الله- كال اًشافؼي              

لا في اًنفس، الآباءولا ًورث غن  ولا ٍرى في المنام،                  لا باًغرس، ولا ثغرس اؤ نما ىو شجرة لا ثصَح اؤ  والأغمام، اؤ

لى الحجر،                   لا بالاسدناد اؤ لا لمن أأهفق اًؼَنين، وحثا ػلى اًرهبخين، ولا يحصي اؤ لا بالدرس،ولا محصي اؤ  ولا جسلى اؤ

وصلة اٌََي باًَوم،  وكلة اًنوم،  وافتراش المدر،                 

 : وصَة من أأب لأبنائو             
  ، فباًؼلم ٌشرف اًوضَع و ًنبــــــو الخامي و ًؼَو الأركـــــاءثؼَموا اًؼلم                     

ن ننتم سوكة غش تم ثؼَموا اًؼلم                      ن ننتم وسعا سدتم و اؤ ن ننتم سادة فلتم واؤ  .  ، فاؤ

و ثؼَيمو لمن لا ًؼَمو .  ومذاهرثو جسبيح و اًبحت غنو جهاد، و ظَبو غبادة، فان ثؼَمو لله خش َة،ثؼَموا اًؼلم                     

 ، و مـنـار أأىي اًـجـنة و الأوس في اًوحشة ، لأهو  مـؼـالم  اًـحـلال و الحرام،وبـدله لأىله  كربة، صدكة                    

 .ء  و الدًَي ػلى اًسراء و اًضراء و اًسلاح ػلى الأغـدا، المحدث قي الخَوة و و اًصاحب في اًغربة                     

 :كال عمر ابن الخعاب رضي الله غنو                

 ثؼَموا اًؼلم و ثؼَموا ٌَؼلم اًسىينة و اًوكار و الحلم و أأخوف ما أأخاف ػََكم شح معاع                              

عجاب المرء بنفسو   .                             و ىوى مذبع و اؤ

 ويقنعُ بالدون من كان دونا .......   إذا ما علا المرءُ رام العُلا
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LES MATRICES CARREES D’ORDRE  𝒏  avec 𝒏𝝐 𝟐; 𝟑  

    1. LES MATRICES CARREES D'ORDRE 2  
      Définition : Une matrice carrée d'ordre 2 à coefficients réels est un tableau de quatre nombres  a,b,c et d,  

      On la  note    
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

         (Il n'y a pas de séparation verticale ou horizontale, contrairement aux tableaux)  

     l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 ,  On le note :      ℳ2 ℝ =    
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

  /  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ4  

    La somme et la multiplication et l’égalité de deux matrices A et B dans 𝓜𝟐 ℝ  sont définies par:  

          𝑀 = 𝑀′ ⟺  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 =  𝑎′ 𝑐′
𝑏′ 𝑑′

 ⟺  

𝑎=𝑎′
𝑏=𝑏′
𝑐=𝑐′
𝑑=𝑑′

  

         𝑀 + 𝑀′ =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 +  𝑎′ 𝑐′
𝑏′ 𝑑′

 =  𝑎 + 𝑎′ 𝑐 + 𝑐′
𝑏 + 𝑏′ 𝑑 + 𝑑′

  

         𝑀 × 𝑀′ =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

   𝑎′ 𝑐′
𝑏′ 𝑑′

 =  𝑎𝑎′ + 𝑐𝑏′ 𝑎𝑐′ + 𝑐𝑑′
𝑏𝑎′ + 𝑑𝑏′ 𝑏𝑐′ + 𝑑𝑑′

  

         La somme et le produit de deux matrices sont des lois de compositions internes dans ℳ2 ℝ  , 

                On écrit :  ℳ2 ℝ ; +   et  ℳ2 ℝ ; ×  

         La matrice :  0𝐴 =  
0 0

0 0
     la matrice nulle  est l’élément neutre dans    ℳ2 ℝ ;  +   

         La matrice :   𝐼2 =  
1 0

0 1
    la matrice unitaire  est l’élément neutre dans   ℳ2 ℝ ; ×  

    2. LES MATRICES CARREES D'ORDRE 3  

     Définition : Une matrice carrée d'ordre 3 à coefficients réels est un tableau de 9 nombres . 

     l’ensemble des matrices carrées d’ordre3, On le note : ℳ3 ℝ =   
𝑎 𝑎′ 𝑎"
𝑏 𝑏′ 𝑏"
𝑐 𝑐′ 𝑐"

 /  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′, 𝑎′′,b'', 𝑐′′ 𝜖ℝ9  

   La somme et la multiplication de deux matrices A et B dans ℳ3 ℝ   sont définies par:  

          𝑀 + 𝑀′ =  

𝑎 𝑑 𝑥

𝑏 𝑒 𝑦

𝑐 𝑓 𝑧

 +  
𝑎′ 𝑑′ 𝑥′

𝑏′ 𝑒′ 𝑦′

𝑐′ 𝑓′ 𝑧′

 =  
𝑎 + 𝑎′ 𝑑 + 𝑑′ 𝑥 + 𝑥′

𝑏 + 𝑏′ 𝑒 + 𝑒′ 𝑦 + 𝑦′

𝑐 + 𝑐′ 𝑓 + 𝑓′ 𝑧 + 𝑧′

  

         𝑀 × 𝑀′ =  

𝑎 𝑑 𝑥
𝑏 𝑒 𝑦
𝑐 𝑓 𝑧

 ×  

𝑎′ 𝑑′ 𝑥′
𝑏′ 𝑒′ 𝑦′

𝑐′ 𝑓′ 𝑧′
 =  

𝑎𝑎′ + 𝑑𝑏′ + 𝑥𝑐′ 𝑎𝑑′ + 𝑑𝑒 ′ + 𝑥𝑓′ 𝑎𝑥 ′ + 𝑑𝑦 ′ + 𝑥𝑧′

𝑏𝑎′ + 𝑒𝑏′ + 𝑦𝑐′ 𝑏𝑑′ + 𝑒𝑒 ′ + 𝑦𝑓′ 𝑏𝑥 ′ + 𝑒𝑦′ + 𝑦𝑧′

𝑐𝑎′ + 𝑓𝑏′ + 𝑧𝑐′ 𝑐𝑑′ + 𝑓𝑒 ′ + 𝑧𝑓′ 𝑐𝑥 ′ + 𝑓𝑦′ + 𝑧𝑧′

  

       La somme et le produit de deux matrices sont des lois de composition interne dans ℳ3 ℝ  , 

           On écrit :  ℳ3 ℝ ; +   et  ℳ3 ℝ ; ×  

       La matrice : 0𝐴 =  
0 0 0

0 0 0

0 0 0

     la matrice nulle est l’élément neutre dans  ℳ3 ℝ ; +   

       La matrice :   𝐼3 =  
1 0 0

0 1 0

0 0 1

    la matrice unitaire est l’élément neutre dans  ℳ3 ℝ ; ×  

    Propriétés : Soient A , B  et C trois éléments de ℳ𝑛 ℝ   où  𝑛𝜖 2; 3  

𝐴 + 𝐵 = 𝐴 + 𝐵 𝐴 + 0 = 0 + 𝐴 = 𝐴 𝐴 +  −𝐴 =  −𝐴 + 𝐴 = 0 𝐴 × 0 = 0 × 𝐴 = 0 

𝐴 +  𝐵 + 𝐶 =  𝐴 + 𝐵 + 𝐶 𝐴 ×  𝐵 × 𝐶 =  𝐴 × 𝐵 × 𝐶 𝐴 × 𝐼 = 𝐼 × 𝐴 = 𝐴 

              L’addition dans ℳ𝑛 ℝ   est commutative   et  associative . 

                La multiplication dans ℳ𝑛 ℝ   est associative 

               Dans  ℳ2 ℝ ; +   tout matrice  𝑀 =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

   admet un symétrique c’est la matrice :  −𝑀 =  
−𝑎 −𝑐
−𝑏 −𝑑

  

               Dans  ℳ2 ℝ ; ×   tout matrice  𝑀 =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

  telle que  det𝑀 ≠ 0  admet un symétrique c’est la matrice :  

𝑀−1 =
1

det𝑀
 

   𝑑 −𝑐
−𝑏  𝑎

 =  

𝑑

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
−

𝑐

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
−𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
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Groupes – Anneaux  –  Corps  (  Usuelles  ) 

Les ensembles lois internes La structure 

ℕ Ensemble des entiers naturels +      ;       ×  

ℤ Ensemble des entiers relatifs +      ;       × 
 ℤ; +  Groupe commutatif 

 ℤ; +;× Anneau commutatif, unitaire et intègre  

𝔻 Ensemble des nombres décimaux relatifs +      ;       × 
 𝔻; +  Groupe commutatif 

 𝔻; +;× Anneau commutatif, unitaire et intègre 

ℚ Ensemble des nombres rationnels +      ;       × 

 ℚ; +  et  ℚ∗;×  Groupes commutatifs 

 ℚ; +;× Anneau commutatif, unitaire et intègre 

 ℚ; +;×  Corps commutatif 

ℝ Ensemble des nombres réels +      ;       × 

 ℝ; +  et  ℝ∗;×  Groupes commutatifs 

 ℝ; +;× Anneau commutatif, unitaire et intègre 

 ℝ; +;×  Corps commutatif 

ℂ Ensemble des nombres complexes +      ;       × 

 ℂ; +  et  ℂ∗; +  Groupes commutatifs 

 ℂ; +;× Anneau commutatif, unitaire et intègre 

 ℂ; +;×  Corps commutatif 

𝑀𝑛 ℝ  
 

Ensemble des matrices carrées d’ordre  n 
𝑛𝜖 2; 3  

+      ;       × 
 𝑀𝑛 ℝ ; +   Groupe commutatif 

 𝑀𝑛 ℝ ; +;×  Anneau unitaire. 

ℤ/𝑛ℤ Ensemble des classes modulo n +      ;       × 
 ℤ/𝑛ℤ ; +  Groupe commutatif. 

 ℤ/𝑛ℤ ; +;×  Anneau commutatif et unitaire. 

ℤ/𝑝ℤ 
Ensemble des classes modulo p 

( p est un nombre premier ) 
+      ;       × 

 ℤ/𝑝ℤ ; +  Groupe commutatif 

 ℤ/𝑝ℤ ; +;×  Corps commutatif. 

ℝ𝑛  𝑋  
Ensemble des polynômes de degré inférieur 

ou égal à n 
+      ;       × 

 ℝ𝑛  𝑋 ; +  Groupe commutatif 

 ℝ𝑛  𝑋  ; +;×  Anneau commutatif et unitaire. 

𝒫 𝐴  Ensemble des parties d’un ensemble A ∪   ;  ∩  ;    △ 
 𝒫 𝐴 ;△  Groupe commutatif 

 𝒫 𝐴  ;△;∩   Anneau commutatif et unitaire 

𝑇𝑟  Ensemble des translations 𝑜    𝑇𝑟 ; 𝑜  Groupe commutatif. 

𝐻𝑜  Ensemble des homothéties de même centre O 𝑜    𝐻0; 𝑜   Groupe. 

𝑅𝑜  Ensemble des rotations de même centre O 𝑜    𝑅𝑜 ; 𝑜  Groupe commutatif. 

𝒯 Ensemble des transformations du plan 𝑜    𝒯; 𝑜   Groupe  

𝑉𝑛  L’ensemble des vecteurs du plan    𝑛𝜖 2; 3  +  𝑉2; +  et  𝑉3; +  Groupes commutatifs. 

 :   وكفـــــــة        

ذا كان  من اًصؼب ػََم أأن ثفيم كل شيء في الحَاة                                                           ..ػالم الأسرار…فىن مع مَنْ صنع الحَاة  ، اؤ

 حىسب كل شيء ..(هن مع الله  ) الله س بحاهو وثؼالى                                                   
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MORPHISME OU HOMOMORPHISME. 

         Soient  𝐸 ,∗  et  𝐹; 𝑇  deux ensembles munis de lois de composition  interne et 𝑓 une   

        application  de  E dans  F. 

                  Pour montrer que  l’application 𝑓 est un morphisme de  de  𝐸 ,∗  dans  𝐹;  𝑇  

                      Il suffit de montrer que :     ∀ 𝒙, 𝒚 𝝐𝑬𝟐  ,    𝒇 𝒙 ∗ 𝒚 = 𝒇 𝒙  𝑻 𝒇 𝒚  

   

PROPRIETES : 

                           𝑓 un morphisme de  𝐸 ,∗   dans  𝐹;  𝑇    

si Alors 

*  est commutative dans  𝐸 ,∗  T est commutative dans   𝑓 𝐸  , 𝑇  

*  est associative dans  𝐸 ,∗  T  est associative dans  𝑓 𝐸  , 𝑇  

*  admet un élément neutre  𝑒∗  dans  𝐸 ,∗  𝑓 𝑒∗  est un élément  neutre dans   𝑓 𝐸  , 𝑇  

un élément x de E admet un symétrique 𝑥′ 
dans  𝐸 ,∗  

𝑓 𝑥   admet un symétrique dans  𝑓 𝐸  , 𝑇  

qui est    𝑓 𝑥  
′

= 𝑓 𝑥′  

 

Si 𝑓 est bijective de 𝐸  dans 𝐹 

 

                               𝑓 est un isomorphisme de  𝐸 ,∗   dans  𝐹; 𝑇    

*  est commutative dans  𝐸 ,∗  ⟺   T est commutative dans   𝐹 , 𝑇  

*  est associative dans  𝐸 ,∗  ⟺ T  est associative dans  𝐹 , 𝑇  

*  admet un élément neutre  𝑒∗  dans  𝐸 ,∗  ⟹ 𝑓 𝑒∗  est un élément  neutre dans   𝐹 , 𝑇  

Un élément x de E admet un symétrique 𝑥′ 
dans  𝐸 ,∗  

⟹ 
𝑓 𝑥   admet un symétrique dans  𝐹 , 𝑇  

qui est    𝑓 𝑥  
′

= 𝑓 𝑥′  

𝑓−1 𝑒𝑇  est un élément  neutre dans  𝐸 ,∗  ⟸ 
𝑇admet un élément neutre  𝑒𝑇 dans 

 𝐹 , 𝑇  

𝑓−1 𝑦   admet un symétrique dans  𝐸 , 𝑇  

qui est    𝑓−1 𝑦  
′

= 𝑓−1 𝑦′  
⟸ 

Un élément y de F admet un symétrique 

𝑦′ dans  𝐹 , 𝑇  

 

            Rappel :   𝑓 est bijective de 𝐸 dans 𝐹   ⟺    ∀𝒚𝝐 𝑭  ∃! 𝒙𝝐 𝑬   , 𝒚 = 𝒇 𝒙  

                                              l’équation  𝑦 = 𝑓 𝑥  admet une solution unique x  dans E 
                                      𝑓 est bijective de 𝐸 dans 𝐹     ⟺    𝑓 est surjective et injective 

                                      𝑓 est surjective de 𝐸 dans 𝐹   ⟺    ∀𝒚𝝐 𝑭  ∃ 𝒙𝝐 𝑬   , 𝒚 = 𝒇 𝒙     ⟺   𝒇 𝑬 = 𝑭 
                                      𝑓 est injective de 𝐸 dans 𝐹    ⟺   ∀ 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 𝝐𝑬𝟐  , 𝒇 𝒙𝟏 = 𝒇 𝒙𝟐  ⟹  𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 
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STRUCTURES ALGÉBRIQUES : RÉSUMÉ  
∗  est une loi de composition interne dans E                ⟺          ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸2      ,   𝑎 ∗ 𝑏  ϵ  E  

S est une patrie stable de  𝐸 , ∗              ⟺         S ≠ ∅  ,   S ⊂ E  et  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝑆2 ,   𝑥 ∗ 𝑦 ϵ S            

𝜑 est un morphisme de   𝐸 ,∗  dans   𝐹 , 𝑇    ⟺    ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2  ,   𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝜑 𝑥 𝑇𝜑 𝑦       

La loi  *  est commutative dans E            ⟺                  ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸2    , 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎  

La loi  *  est associative dans E       ⟺         ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖𝐸3  , 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐  

𝑒  est un élément neutre de   𝐸 ,∗          ⟺           ∀𝑥𝜖𝐸     ,    𝑥 ∗ 𝑒 =  𝑒 ∗ 𝑥 =  𝑥     

       Soit 𝑒  est un élément neutre de   𝐸 ,∗  : 

                  un élément x admet un symétrique x’ dans  𝐸 ,∗    ⟺    𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑒     

Un élément 𝑎 est régulier ou simplifiable dans 𝐸   ⟺    ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2  ,  
𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑦 ∗ 𝑎 ⇒ 𝑥 = 𝑦
𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦

      

La loi 𝑇 est distributive par rapport à la loi ∗ dans E   ⟺  ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖𝐸3  ,  
  𝑥𝑇 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥𝑇𝑦 ∗  𝑥𝑇𝑧 

 𝑥 ∗ 𝑦 𝑇𝑧 =  𝑥𝑇𝑧 ∗  𝑦𝑇𝑧 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 𝑨 ,∗, 𝑻  est un Anneau intègre   ⟺     ∀ 𝒂, 𝒃 𝝐𝑨𝟐  , 𝒂𝑻𝒃 = 𝟎𝑨 ⟺ 𝒂 = 𝟎𝑨  𝒐𝒖  𝒃 = 𝟎𝑨  

 𝑯,∗    est un sous-groupe de  𝑮,∗   ⟺   
𝑯 ≠ ∅  𝒆𝒕  𝑯 ⊂ 𝑮          

 ∀ 𝒙, 𝒚 𝝐𝑯𝟐  , 𝒙 ∗ 𝒚′𝝐 𝑯
    où  y’ est le symétrique de y dans  𝑮,∗   

 bdans 

 

SCHEMA DES STRUCTURES 

ALGEBRIQUES 

  La loi * est associative dans E. 

 (E,)possède un élément neutre e 

Tout élément de E possède un  

      symétrique dans E pour la loi  * . 
 

 La loi * est commutative dans E. 

 𝑻 possède un élément neutre  𝒆𝑻 

tout élément autre que  𝒆∗  est  

      inversible pour la loi T. 

La loi T est commutative 

 𝑻 est distributive par rapport * .  

 La loi 𝑻 est associative dans E. 
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     Chapitre 15         ESPACES VECTORIELS REELS 

     ESPACE VECTORIEL RÉEL. 

             1-1.LOI DE COMPOSITION EXTERNE : Soit E un ensemble et K un corps                

               Une loi de composition externe de K sur E  est une application 𝑓  de  K × E dans E .             

                  l’image de  𝛼; 𝑥   par l’application  𝑓 notée  : 𝛼. 𝑥   ou   𝛼 𝑥  

                   Loi de composition externe sur E à coefficients dans ℝ   ⟺    ∀𝑥𝜖𝐸   ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼. 𝑦 ϵE 

        1-2. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL REEL 
            Soit  𝐸 un ensemble muni d’une loi de composition interne et une loi de composition externe à coefficients réels. 

                     𝐸 ; +;    est un espace vectoriel réel ⟺

 
 
 

 
 

 

   E; +  est un groupe commutatif                              

 ∀ 𝛼, 𝛽 𝜖ℝ2   ∀𝑥𝜖𝐸  ,  𝛼 + 𝛽 . 𝑥 = 𝛼. 𝑥 + 𝛽. 𝑥   

 ∀𝛼𝜖ℝ  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸2  , 𝛼.  𝑥 + 𝑦 = 𝛼. 𝑥 + 𝛼. 𝑦     

 ∀ 𝛼, 𝛽 𝜖ℝ2   ∀𝑥𝜖𝐸  ,  𝛼𝛽 . 𝑥 = 𝛼.  𝛽. 𝑥              

 ∀𝑥𝜖𝐸  , 1. 𝑥 = 𝑥                                                           

  

           Notations :  tout élément de E sera noté généralement  𝑥  

                              On utilise l’écriture 𝛼𝑥  au lieu de 𝛼. 𝑥  où  𝑥 𝜖𝐸  et 𝛼𝜖ℝ 

                                L’élément neutre de  E; +  sera noté 0   .C’est le vecteur nul de l’espace vectoriel E . 

             Règles de calcul dans un espace  vectoriel réel : 

0𝑥 = 0   𝛼0  = 0    −1 𝑥 = −𝑥   −𝛼 𝑥 = 𝛼 −𝑥  = − 𝛼𝑥   𝛼 𝑥 + 𝑦  = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦  

𝛼 𝑥 − 𝑦  = 𝛼𝑥 − 𝛼𝑦   𝛼 − 𝛽 𝑥  = 𝛼𝑥  − 𝛽𝑥   𝛼𝑥 = 0     ⟺  𝛼 = 0  𝑜𝑢  𝑥 = 0   

         1-3. SOUS- ESPACE VECTORIEL REEL 
               Soit  𝐸; +;   est un espace vectoriel réel et F une partie de E . 

                       𝐹; +;   est un sous-espace vectoriel de E    ⟺      

 𝐹 ≠ ∅                                    
 𝐹 ⊂ 𝐸                                    
  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐹2   𝑥 + 𝑦  𝜖 𝐹   

   ∀ 𝛼, 𝑥 𝜖ℝ × 𝐹    𝛼. 𝑥  𝜖 𝐹

   

 

               Propriété caractéristique 
 

                  𝐹; +;   est un sous-espace vectoriel de E   ⟺      
 𝐹 ≠ ∅                                                                  
 𝐹 ⊂ 𝐸                                                                  
  ∀ 𝛼, 𝛽 𝜖ℝ2   ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐹2    𝛼. 𝑥 + 𝛽. 𝑦  𝜖 𝐹

      

   

   FAMILLES LIBRES OU GENERATRICES  – BASES  
          2-1. COMBINAISONS  LINEAIRES :  
               Soit 𝑛𝜖ℕ∗ et 𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  des vecteurs d’un espace vectoriel réel  𝐸 , +,   et 𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛𝜖 ℝ . 

 Tout vecteur de la forme   1𝑥 1 + 2𝑥 2 + ⋯ + 𝑛𝑥 𝑛 =  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

 s’appelle  combinaison linéaire 

       des vecteurs 𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  ( ou combinaison linéaire  de la famille  𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  ) 

    Les réels 𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛  sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

        2-2. FAMILLES GENERATRICES – FAMILLES LIBRES – FAMILLES LIEES :  

            Soit E un espace vectoriel réel, 𝑛𝜖ℕ∗ et 𝐵 =  𝑥 1 , 𝑥 2  , … , 𝑥 𝑛  une famille de vecteurs de E. 

        On dit que le vecteur 𝑥  engendré par la famille 𝐵 =  𝑥  1 , 𝑥  2 , … , 𝑥  𝑛  s’il peut écrire comme combinaison  

            linéaire des vecteurs de cette famille . en d’autre termes :  ∃ 𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛 𝜖ℝ𝑛   , 𝑥 =  𝑖𝑥 𝑖
𝑛
𝑖=1  

       La famille B est une famille Génératrice de E  ⟺    ∀𝑥 𝜖𝐸   ∃ 𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛 𝜖ℝ𝑛   , 𝑥 =  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

      

 

 

𝒇 ∶  𝑲 × 𝑬  ⟶   𝑬 

 𝜶; 𝒙 ↦ 𝒇 𝜶 ; 𝒙  
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       B est une famille Libre de E    ⟺    ∀ 𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛 𝜖ℝ𝑛 ,  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0     ⟹   𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0 

 

       B est une famille Liée de E  ⟺  ∃ 𝛼1; 𝛼2; … ;  𝛼𝑛 𝜖ℝ𝑛 / 𝛼1 ; 𝛼2; … ; 𝛼𝑛 ≠  0; 0; … ; 0  𝑒𝑡  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0   

          B est une famille Liée de E , si elle n’est pas libre . ( on dit encore que les vecteurs sont linéairement dépendants ) 

         PROPRIETES :    Soit E un espace vectoriel réel 

                Une famille  𝑥       constituée d’un seul vecteur libre si , et seulement si , 𝑥     ≠ 0   
                Les éléments d’une famille libre sont deux à deux distincts. 

                Si une famille 𝐵 =  𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  est libre, alors toute famille contenue dans B est aussi libre . 

                Si une famille 𝐵 =  𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  est liée, alors toute famille contenue dans B est aussi liée . 

                𝐵 =  𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛  est liée, si et seulement si, l’un des vecteurs de B est une combinaison linéaire  

                   des n-1 autres.   
 

       2-3. BASE D’UN ESPACE VECTORIEL REEL – DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL  :  

                    Soit E un espace vectoriel réel, 𝑛𝜖ℕ∗ et 𝐵 =  𝑥 1  , 𝑥 2  , … , 𝑥 𝑛  une famille de vecteurs de E. 

                     La famille B est  une Base  de E, si c’est une famille Libre et Génératrice de E 
 

                La famille B est une Base de E ⟺        ∀𝑦 𝜖𝐸   ∃!  𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛 𝜖ℝ𝑛   , 𝑦 =  𝑖𝑥 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

           Les nombres 𝛼1 ; 𝛼2; … ; 𝛼𝑛  s’appellent les coordonnées ( ou composantes) du vecteur 𝑦  dans la base B , 

                 et on écrit  𝑦  𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛  𝐵  ou tout simplement  𝑦  𝛼1 , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛  

           Toutes les bases de E ont le même cardinal, ce cardinal est appelé la dimension de E et noté 𝑑𝑖𝑚𝐸  𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑛  

        PROPRIETES :   
            1-  Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et 𝐵 =  𝑖  ;  𝑗    une base de E. 

                 Soit  𝑢  ; 𝑣   une famille de vecteurs de E tels que 𝑢   𝑎 ;  𝑏   et  𝑣  𝑎′ ;  𝑏′    dans la base B , Alors : 

                 𝑢  ; 𝑣   est une base de E  ⟺   𝑢  ; 𝑣   est Génératrice de E  ⟺   𝑢  , 𝑣   est libre dans E  ⟺  det u  , v   ≠ 0 

           2-  Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et 𝐵 =  𝑖  ;  𝑗 ; 𝑘     une base de E. 

                 Soit 𝐵′ =  𝑢  ; 𝑣 ; 𝑤     une famille de vecteurs de E tels que 𝑢   𝑎 ;  𝑏; 𝑐   et  𝑣  𝑎′ ;  𝑏′ ; 𝑐′    dans la base B, Alors : 

                 𝐵′  est une base de E  ⟺  𝐵′ est Génératrice de E  ⟺  𝐵′ est libre dans E   ⟺  det 𝑢  ; 𝑣 ; 𝑤    ≠ 0 

     

    LES ESPACES VECTORIELS RÉELS LES PLUS IMPORTANTS 

L’ensemble La loi externe La structure 

ℝ  ∀𝑥𝜖ℝ   ∀𝛼𝜖ℝ , 𝛼𝑥𝜖ℝ  ℝ ; +;                 est un espace vectoriel réel 

ℂ  ∀𝑧𝜖ℂ   ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼𝑧𝜖ℂ  ℂ ; +;                  est un espace vectoriel réel 

ℝ2  ∀ 𝑎; 𝑏 𝜖ℝ2   ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼 𝑎; 𝑏 𝜖ℝ2  ℝ2 ; +;               est un espace vectoriel réel 

ℝ3  ∀ 𝑎; 𝑏; 𝑐 𝜖ℝ3   ∀𝛼𝜖ℝ , 𝛼 𝑎; 𝑏; 𝑐 𝜖ℝ3  ℝ3 ; +;               est un espace vectoriel réel 

𝒱2  ∀ 𝑢  ; 𝑣  𝜖𝒱2   ∀𝛼𝜖ℝ , 𝛼 𝑢  ; 𝑣  𝜖𝒱2  𝒱2 ; +;               est un espace vectoriel réel 

𝒱3  ∀ 𝑢  ; 𝑣 ; 𝑤    𝜖𝒱3   ∀𝛼𝜖ℝ , 𝛼 𝑢  ; 𝑣 ; 𝑤    𝜖𝒱3  𝒱3 ; +;               est un espace vectoriel réel 

𝑀2 ℝ   ∀𝑀𝜖𝑀2 ℝ    ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼𝑀𝜖𝑀2 ℝ   𝑀2 ℝ  ; +;         est un espace vectoriel réel 

𝑀3 ℝ   ∀𝑀𝜖𝑀3 ℝ    ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼𝑀𝜖𝑀3 ℝ   𝑀3 ℝ  ; +;         est un espace vectoriel réel 

ℱ 𝐼; ℝ   ∀𝑓𝜖 ℱ 𝐼; ℝ    ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼𝑓𝜖 ℱ 𝐼; ℝ   ℱ 𝐼; ℝ  ; +;        est un espace vectoriel réel 

𝒫𝑛 ℝ; ℝ   ∀𝑃𝜖𝒫𝑛    ∀𝛼𝜖ℝ  , 𝛼𝑃 𝜖 𝒫𝑛   𝒫𝑛 ℝ; ℝ  ; +;     est un espace vectoriel réel 
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    Chapitre 16              LES PROBABILITES 

    VOCABULAIRE DES PROBABILITES 

Notation Langage probabiliste Langage ensembliste 

Ω =  ω1; ω2; … ; ωn  Univers des possibilités L’ensemble des résultats possibles 

CardΩ = n Cardinal de Ω Le nombre des éléments distincts de Ω 

ωi Eventualité  Un élément de l’univers 

A ⊂ Ω Evénement  Une partie de l’univers  

A =  ωi  Evénement élémentaire L’événement formé d’un seul élément 

∅ Evénement impossible L’ensemble vide  

Ω Evénement certain L’ensemble  Ω 

A Evénement contraire de A Complémentaire d’une partie A 

A ∩ B = ∅ Les événements A et B sont compatibles A et B sont disjoints 

    PROBABILITE  D’UN  EVENEMENT  

       DEFINITION :   Soit  un ensemble fini et non vide. 

         On appelle probabilité définie sur l’univers  , toute application P de P() dans l’intervalle  0; 1  telle que : 

          i)  𝑃 Ω = 1       ii)  Pour tous événements incompatibles A et B  :   𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 =  𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵  

                Le couple  Ω; 𝑃  est appelé un espace probabilisé fini. 

       PROPRIETES :  Soit A et B deux événements de Ω .On a alors : 

𝑃 ∅ = 1   𝑃 Ω = 1   0 ≤ 𝑃 𝐴 ≤ 1 𝑃 𝐴 =  1 − 𝑃 𝐴  𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ≤  𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵  

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 =  𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  𝐴 ⊂ 𝐵 ⟹  𝑃 𝐴 ≤ 𝑃 𝐵  𝑃 𝐵 ∩ 𝐴 =  𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴  

Si  Ω =  ω1; ω2; … ; ωn    , alors    𝑃 𝜔1 + 𝑃 𝜔2 + ⋯ + 𝑃 𝜔𝑛 = 1 

     PROBABILITE  UNIFORME 

     Soit  Ω; 𝑝  un espace probabilisé fini tel que : Ω =  ω1; ω2; … ; ωn  

     On dit que Ω est muni d’une probabilité uniforme 𝑝 si et seulement si tous les événements élémentaires ont la  

     même probabilité  c-à-d  𝑝 𝜔1 = 𝑝 𝜔2 = ⋯ = 𝑝 𝜔𝑛 , dans ce cas :     ∀𝑖𝜖 1; 2; … ; 𝑛    ,   𝑝 𝜔𝑖 =
1

𝐶𝑎𝑟𝑑 Ω
 

                             ∀𝑨𝝐 𝒑 𝛀     𝒑 𝑨 =
𝑪𝒂𝒓𝒅𝑨

𝑪𝒂𝒓𝒅𝛀
= 

𝐧𝐨𝐦𝐛𝐫𝐞 𝐝𝐞 𝐜𝐚𝐬 𝐟𝐚𝐯𝐨𝐫𝐚𝐛𝐥𝐞𝐬

𝐧𝐨𝐦𝐛𝐫𝐞 𝐝𝐞 𝐜𝐚𝐬 𝐩𝐨𝐬𝐬𝐢𝐛𝐥𝐞𝐬
 

     PROBABILITE  CONDITIONNELLE 

     Soit p une probabilité définie sur un univers Ω , et soient  A  et B deux événements tels que  𝑝 𝐴 ≠ 0. 

     La probabilité de B sachant que A est réalisé est appelée la probabilité conditionnelle notée  𝑝𝐴 𝐵   ou  𝑝 𝐵/𝐴   

      et se lit   probabilité de B sachant A. On écrit :        𝑝𝐴 𝐵 =
𝑝 𝐴∩𝐵 

𝑝 𝐴 
 

      Formules des probabilités composées :    𝑝 𝐴 ∩ 𝐵 =  𝑝 𝐴 × 𝑝𝐴 𝐵 = 𝑝 𝐵 × 𝑝𝐵 𝐴  

          Formule de Bayes :     𝑝𝐴 𝐵 =
𝒑(𝑩)×𝒑𝑩(𝑨)

𝒑 𝑩 ×𝒑𝑩 𝑨 +𝒑(𝑩)×𝒑
𝑩

(𝑨)
 

     Formules des probabilités totales 
         Si 𝐴1 , 𝐴2 ,…, 𝐴𝑛  forment une partition de l’univers Ω et si pour tout i compris entre 1 et n , 𝑝 𝐴𝑖 ≠ 0  

          alors pour tout événement B on a ∶            𝑝 𝐵 =  𝑃 𝐵 ∩ 𝐴𝑖 

𝑛

𝑖=1

=   𝑃 𝐴𝑖 × 𝑃𝐴𝑖
 𝐵 

𝑛

𝑖=1

 

        Pour tout événements A et B de  Ω , on a :       𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴 = 𝑃 𝐴 × 𝑃𝐴 𝐵 + 𝑃 𝐴 × 𝑃𝐴 𝐵  
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       L’INDEPENDANCE 

           5-1. Indépendance des événements  

                     On dit que deux événements A et B sont indépendants si on a   :        𝒑 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝒑 𝑨 × 𝒑 𝑩   

          5-2. Epreuves indépendantes-Répétition d’une épreuve  

           Soit A un événement de probabilité p lors d’une éprouve aléatoire, et soit  𝑛𝜖ℕ∗. Lorsqu’on répète cette  

           éprouve n fois de manières identiques et indépendantes,  

           alors  la probabilité que l’événement A soit réalisé k fois est :    𝐶𝑛
𝑘  𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘      où    𝑘𝜖 0; 1; … ; 𝑛  

          LES VARIABLES  ALEATOIRES  

          6-1 .Définition    Soit Ω l’univers d’une expérience aléatoire . 

                   Une variable aléatoire définie sur Ω est une application X définie sur Ω à valeurs dans IR. 

                   L’ensemble des valeurs prises par X s’appelle le support de la variable aléatoire X , noté  𝑿 𝛀  

           6.2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire 
               Soit X une variable aléatoire et 𝑋 Ω  son support . 

             On appelle Loi de probabilité de X l’ensemble des couple  𝑥𝑖  , 𝑝𝑖     où  𝑥𝑖𝜖𝑋 Ω    et  𝑝𝑖 = 𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖  

                et on définit ainsi une loi de probabilité que l’on consigne en général dans un tableau. 

𝑥𝑖  𝑥1 𝑥2  …  𝑥𝑛  
               𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑛 = 1 
𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖  𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝑛  

 

 Espérance mathématique de 𝑋   : 𝐸 𝑋 =  𝑥𝑖𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥1𝑝1 + 𝑥2𝑝2 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑝𝑛  

 Variance mathématique de 𝑋   :  𝑉 𝑋 = 𝐸 𝑋2 −  𝐸 𝑋  
2

=  𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑥𝑖 − 𝐸 𝑋  
2

   𝑜𝑢 𝐸 𝑋2 =  𝑝𝑖𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

  Ecart-type de 𝑋     : 𝜍 𝑋 =  𝑉(𝑋) 

       LA LOI BINOMIALE 

             On considère une épreuve répété n fois dans des conditions identiques et indépendantes, 

         la variable aléatoire qui est égale au nombre de fois la réalisation de L’événement A pour les n épreuves  

             s’appelle  une loi binomiale de paramètre  n  et  p   où  𝑝 = 𝑝(𝐴),  notée 𝐵 𝑛, 𝑝 . 

        La probabilité d’obtenir k succès (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) est donnée par la formule : 

                           𝑝 𝑋 = 𝑘 = 𝐶𝑛
𝑘  𝑃𝑘(1 − 𝑃)𝑛−𝑘             où   𝑘𝜖 0; 1; … ; 𝑛  

                𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝             𝑉 𝑋 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝              𝜍 𝑋 =  𝑛𝑝 1 − 𝑝  

      FONCTION DE REPARTITION  

          Soit 𝑋 une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini   Ω; p  . 

          La fonction FX  définie sur ℝ par :  𝐹𝑋 𝑥 = 𝑝 𝑋 < 𝑥   est appelée la fonction de répartition de X . 

          Sa courbe représentative sous forme d’un histogramme 

          Soit la Loi de probabilité de la  variable aléatoire X définie par le tableau  

𝑥𝑖  𝑥1 𝑥2  …  𝑥𝑛  

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖  𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝑛  
         On a la fonction de répartition de X définie par :  

             Si  𝑥 ≤ 𝑥1  alors :  𝐹𝑋 𝑥 = 𝑝 𝑋 < 𝑥 = 𝑝 ∅ = 0 

             Si  𝑥1 < 𝑥 ≤ 𝑥2  alors :  𝐹𝑋 𝑥 = 𝑝 𝑋 = 𝑥1 = 𝑝1 

             Si  𝑥2 < 𝑥 ≤ 𝑥3  alors :  𝐹𝑋 𝑥 = 𝑝 𝑋 = 𝑥1 + 𝑝 𝑋 = 𝑥2 = 𝑝2 

                    .                                       . 

                    .                                       . 

             Si  𝑥 > 𝑥𝑛   alors :           𝐹𝑋 𝑥 = 𝑝 Ω = 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑛 = 1  
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                       SCHEMA DE DÉNOMBREMENT  

Nombres Spéciaux :    n ! , 𝑨𝐧
𝐩
  ,  𝑪𝒏

𝒑
 

𝑨𝒏
𝒑

 =   
𝒏!

 𝒏−𝒑 !
             𝑪𝐧

𝐩
  =  

𝑨𝒏
𝒑

𝒑!
  =  

𝒏!

𝒑! 𝒏−𝒑 !
 

𝑨𝒏
𝒏 = 𝒏! = 𝒏 ×  𝒏 − 𝟏 × … × 𝟐 × 𝟏  

𝑪𝒏
𝒑−𝟏

+ 𝑪𝒏
𝒑

= 𝑪𝒏+𝟏
𝒑

     𝑪𝒏
𝒑

= 𝑪𝒏−𝟏
𝒑

+ 𝑪𝒏−𝟏
𝒑−𝟏

 

     𝑪𝒏
𝟏 = 𝑨𝒏

𝟏 = 𝒏                   0 ! = 1 ! =1   

   𝑪𝒏
𝒑

  = 𝑪𝒏
𝒏−𝒑

                 𝑪𝒏
𝒏  = 𝑪𝒏

𝟎  = 𝑨𝐧
𝟎 = 1    

n=0   𝐂𝟎
𝟎 

n=1   𝐂𝟏
𝟎    𝐂𝟏

𝟏 

n=2   𝐂𝟐
𝟎    𝐂𝟐

𝟏    𝐂𝟐
𝟐 

n=3   𝐂𝟑
𝟎    𝐂𝟑

𝟏    𝐂𝟑
𝟐    𝐂𝟑

𝟑  

n=4   𝐂𝟒
𝟎    𝐂𝟒

𝟏    𝐂𝟒
𝟐    𝐂𝟒

𝟑    𝐂𝟒
𝟒 

.....            ……………….. 

n=n   𝐂𝐧
𝟎    𝐂𝐧

𝟏  … … … . .  𝐂𝐧
𝐧−𝟏    𝐂𝐧

𝐧 

 

(𝒂 + 𝒃)𝒏 =  𝑪𝒏
𝒌𝒂𝒏−𝒌𝒃𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 
 

𝑪𝒏
𝒑

=𝑪𝒏−𝟏
𝒑

+𝑪𝒏−𝟏
𝒑−𝟏

 

 

 

𝑝!

𝑘!   𝑝 − 𝑘 !
= 𝐶𝑝

𝑘 = 𝐶𝑝
𝑝−𝑘

 

 

  𝒌 𝑿 ;   𝒑 − 𝒌  𝒀     
                           p choix                 

 
 𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ +𝑛𝑖 !

𝑛1! 𝑛2! …  𝑛𝑖!
 

 

  𝑛1 𝑿𝟏 ;  𝑛2 𝑿𝟐 , … , 𝑛𝑖  𝑿𝒊    
          𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑖= p choix                 

 
𝒑!

𝟏!  𝟏! … 𝟏!
= 𝒑! 

 

  𝑿𝟏  ;   𝑿𝟐 ;  … ;  𝑿𝒑    

                  p choix                 

 

Au moins k signifie que  k ou k+1 ou ….ou p .   𝒌 ≤ 𝒂𝒖 𝒎𝒐𝒊𝒏𝒔 𝒌 ≤ 𝒑  

Au plus k signifie que k ou k-1 ou …ou 0 .   𝟎 ≤ 𝒂𝒖 𝒑𝒍𝒖𝒔 𝒌 ≤ 𝒌 

 

     Soit une situation de 

dénombrement nécessite p 

choix  𝐶1, 𝐶2 , … , 𝐶𝑝 . 

Si le chois 𝐶1 peut produire 

𝑛1 résultats possibles  et le 

chois 𝐶2  peut produire 𝑛2 

résultats possibles ….et le 

chois 𝐶𝑝  peut produire 𝑛𝑝  
résultats possibles   

 Alors le nombre de choix 

possible est : 

   𝒏𝟏 × 𝒏𝟐 × … × 𝒏𝒑  

 

 

 

 

𝑨𝒏
𝒑

=
𝒏!

 𝒏 − 𝒑 !
 

 𝒑 ≤ 𝒏  

 
 
 

 

 

 

𝒏𝒑 

 
 

 

 

 

 

𝑪𝒏
𝒑

=
𝑨𝒏

𝒑

𝒑!
 

 𝒑 ≤ 𝒏  
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                     CALCUL TRIGONOMETRIQUE 

TABLEAU DES VALEURS REMARQUABLES 

𝑥 0 
𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

3𝜋

4
 

5𝜋

6
 𝜋 

𝑠𝑖𝑛𝑥 0 
1

2
 

 2

2
 

 3

2
 1  3

2
 

 2

2
 

1

2
 0 

𝑐𝑜𝑠𝑥 1  3

2
 

 2

2
 

1

2
 0 −

1

2
 −

 2

2
 −

 3

2
 −1  

𝑡𝑎𝑛𝑥 0  3

3
 1  3  − 3 -1 −

 3

3
 0 

     ∀ 𝒙 ℝ   : − 𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ≤ 𝟏     𝒆𝒕   − 𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏(𝒙) ≤ 𝟏     ∀ 𝒙 𝑰𝑹 −  
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅, 𝒌𝝐ℤ   :  𝒕𝒂𝒏(𝒙) 𝝐 ℝ 

  RELATIONS  FONDAMENTALES 

 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 1     𝑐𝑜𝑠2 𝑥  =
1

1+𝑡𝑎𝑛 2  (𝑥)
 𝑠𝑖𝑛2 𝑥  =

𝑡𝑎𝑛 2  (𝑥)

1+𝑡𝑎𝑛 2  (𝑥)
 𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
  =

1

𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (𝑥)
 

  𝑐𝑜𝑠 −𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 2𝑘𝜋 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝜋 − 𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥   𝑐𝑜𝑠 𝜋 + 𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥  
𝑠𝑖𝑛 − 𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 2𝑘𝜋 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥   𝑠𝑖𝑛(𝜋 −  𝑥) =  𝑠𝑖𝑛(𝑥)     𝑠𝑖𝑛(𝜋 +  𝑥) = − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)     

𝑡𝑎𝑛 −𝑥 = −𝑡𝑎𝑛 𝑥  𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 𝑘𝜋) = 𝑡𝑎𝑛(𝑥) 𝑡𝑎𝑛 𝜋 − 𝑥 = −𝑡𝑎𝑛 𝑥   𝑡𝑎𝑛 𝜋 + 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥  

𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2
− 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −𝑐𝑜𝑠  

𝜋  

2
+ 𝑥   𝑠𝑖𝑛  

𝜋  

2
− 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛  

𝜋  

2
+ 𝑥   𝑡𝑎𝑛  

𝜋

2
− 𝑥 =

1

𝑡𝑎𝑛 (𝑥)
= − 𝑡𝑎𝑛  

𝜋  

2
+ 𝑥   

  FORMULES DE TRANSFORMATION DE BASE 

𝒄𝒐𝒔 𝒂 + 𝒃 = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔(𝒃) − 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒔𝒊𝒏(𝒃) 
𝒕𝒂𝒏 𝒂 + 𝒃   =

𝒕𝒂𝒏 𝒂 +𝒕𝒂𝒏 𝒃 

𝟏− 𝒕𝒂𝒏 𝒂 𝒕𝒂𝒏(𝒃)
 

𝒄𝒐𝒔 𝒂 − 𝒃 = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒔𝒊𝒏(𝒃) 

𝒔𝒊𝒏 𝒂 + 𝒃 = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃  
𝒕𝒂𝒏 𝒂 − 𝒃   =

𝒕𝒂𝒏 𝒂 −𝒕𝒂𝒏 𝒃 

𝟏+ 𝒕𝒂𝒏 𝒂 𝒕𝒂𝒏(𝒃)
 

𝒔𝒊𝒏 𝒂 − 𝒃 = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 − 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃  

    Déductions 

𝑐𝑜𝑠 2𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼  
         = 2𝑐𝑜𝑠2 𝛼 − 1 

           = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2(𝛼)   

𝑠𝑖𝑛 2𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑐𝑜𝑠2𝛼 =
1  +   𝑐𝑜𝑠(2𝛼)

2
 

𝑡𝑎𝑛 2𝛼 =
2𝑡𝑎𝑛(𝛼)

1 − 𝑡𝑎𝑛2(𝛼)
 𝑠𝑖𝑛2𝛼 =

1 −  𝑐𝑜𝑠(2𝛼)

2
 

 En posant : 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛  
𝑥

2
  𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 

1− 𝑡2

1+𝑡2  𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 
2𝑡

1+𝑡2 𝑡𝑎𝑛 𝑥 =  
2𝑡

1− 𝑡2 

 TRANSFORMATION DE SOMMES EN PRODUITS 

𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝑐𝑜𝑠𝑏 = 2𝑐𝑜𝑠  
𝑎+𝑏

2
 𝑐𝑜𝑠  

𝑎−𝑏

2
   𝑠𝑖𝑛𝑎 + 𝑠𝑖𝑛𝑏 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝑎+𝑏

2
 𝑐𝑜𝑠  

𝑎−𝑏

2
   1 + 𝑐𝑜𝑠𝑎 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝑎

2
   

𝑐𝑜𝑠𝑎 − 𝑐𝑜𝑠𝑏 = −2𝑠𝑖𝑛  
𝑎+𝑏

2
 𝑠𝑖𝑛  

𝑎−𝑏

2
   𝑠𝑖𝑛𝑎 − 𝑠𝑖𝑛𝑏 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝑎−𝑏

2
 𝑐𝑜𝑠  

𝑎+𝑏

2
   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑎 = 2𝑠𝑖𝑛2  

𝑎

2
   

 TRANSFORMATION DE PRODUITS EN SOMMES 

    𝑐𝑜𝑠 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑏 =
1

2
 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏)   𝑠𝑖𝑛 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑏 =

1

2
 𝑠𝑖𝑛 𝑎 + 𝑏 + 𝑠𝑖𝑛 𝑎 − 𝑏    

    𝑠𝑖𝑛 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑏 =
1

2
 𝑐𝑜𝑠 𝑎 − 𝑏 − 𝑐𝑜𝑠 𝑎 + 𝑏   𝑐𝑜𝑠 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑏 =

1

2
 𝑠𝑖𝑛 𝑎 + 𝑏 − 𝑠𝑖𝑛 𝑎 − 𝑏    

TRANSFORMATION DE L’EXPRESSION  𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃𝒔𝒊𝒏 𝒙   

                                  𝑎𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑏𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑎2 + 𝑏2  
𝑎

 𝑎2+𝑏2
𝑐𝑜𝑠 𝑥 +

𝑏

 𝑎2+𝑏2
𝑠𝑖𝑛(𝑥)   

𝑎𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑏𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑎2 + 𝑏2𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝛼  𝑎𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑏𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑎2 + 𝑏2𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝛽  

tel que : 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑎

  𝑎2+𝑏2
   et   𝑠𝑖𝑛𝛼 =

𝑏

  𝑎2+𝑏2
 tel que :   𝑠𝑖𝑛𝛽 =

𝑎

  𝑎2+𝑏2
   et  𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝑏

  𝑎2+𝑏2
 

  EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES  

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ⟺  
𝑥 = 𝛼 + 2𝑘𝜋   
𝑥 = −𝛼 + 2𝑘𝜋

  ,  𝑘𝜖ℤ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝛼 ⟺  
𝑥 = 𝛼 + 2𝑘𝜋        
𝑥 = 𝜋 − 𝛼 + 2𝑘𝜋

  ,   𝑘𝜖ℤ  

𝑡𝑎𝑛𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 ⟺ 𝑥 = 𝛼 + 𝑘𝜋  , 𝑘𝜖ℤ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋  𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑘𝜋  , 𝑘𝜖ℤ  

 

-x 

+x 
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                                FORMULAIRE 2         

        LES ENSEMBLES USUELLES :   ℕ ⊂ ℤ ⊂ 𝔻 ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ  

Ensemble des nombres Entiers Naturels ℕ =  0,1,2, … … . .   

Ensemble des nombres entiers relatifs ℤ =  … , −3, −2, −1,0,1,2,3, …   

Ensemble des nombres Décimaux 𝔻 =  
𝑎

10𝑛
 / 𝑎𝜖ℤ 𝑒𝑡 𝑛𝜖ℕ  

Ensemble des nombres Rationnels ℚ =   
𝑎

𝑏
 / 𝑎𝜖ℤ 𝑒𝑡 𝑏𝜖ℤ∗ , 𝑎 ∧ 𝑏 = 1  

Ensemble des nombres Réels ℝ : (les nombres rationnels  et  irrationnels ) 

Ensemble des nombres complexes ℂ  =   𝑎 + 𝑖𝑏 /  𝑎 ; 𝑏 𝜖ℝ2  ;  𝑖2 = −1  

      PROPRIETES 

Si Alors 

𝑛 = 2𝑘           ,  𝑘𝜖ℕ 𝑛  est un nombre  pair              

𝑛 = 2𝑘 + 1   ,  𝑘𝜖ℕ 𝑛  est un nombre  impair         

𝑛 = 𝑎2             ,  𝑎𝜖ℕ 𝑛  est un carré  parfait                 

𝑎2 < 𝑛 <  𝑎 + 1 2    ,  𝑎𝜖ℕ 𝑛  n’est pas un carré  parfait                   

𝑛 = 𝑏𝑞            ,  𝑞𝜖ℤ 𝑏  divise  𝑛     (  𝑏/𝑛 )  ou     𝑛 multiple   b   

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟   ,  0 < 𝑟 < 𝑏 b ne  divise pas  a                           

 𝑝 ≠ 1 et 𝐷𝑝 =   ±1 ;   ±𝑝   p est un nombre premier            

𝑎 ∧ 𝑏 = 1 𝑎 et 𝑏 sont  premiers  entre  eux    

      LES IDENTITES REMARQUABLES    

 (𝒂 +  𝒃)𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐 

 (𝒂 −  𝒃)𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐 

 (𝒂 + 𝒃)𝟑  = 𝒂𝟑 + 𝟑𝒂𝟐𝒃 + 𝟑𝒂𝒃𝟐 + 𝒃𝟑 

 (𝒂 −  𝒃)𝟑 = 𝒂𝟑 − 𝟑𝒂𝟐𝒃 + 𝟑𝒂𝒃𝟐 − 𝒃𝟑 

  𝒂𝟐 −  𝒃𝟐 =  𝒂 − 𝒃  𝒂 + 𝒃  

  𝒂𝟑 −  𝒃𝟑 =  𝒂 − 𝒃  𝒂𝟐 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐  

  𝒂𝟑 +  𝒃𝟑 =  𝒂 + 𝒃  𝒂𝟐 − 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐  

   𝒂 + 𝒃 𝒏  =  𝐂𝐧
𝐤𝒂𝒏−𝒌𝒃𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

     𝒂𝒏 − 𝒃𝒏 =  𝒂 − 𝒃  𝒂𝒏−𝒌−𝟏𝒃𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟎

 

   𝒂 − 𝒃 𝒏  =   −𝟏 𝐤𝐂𝐧
𝐤𝒂𝒏−𝒌𝒃𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

    𝒂𝒏 + 𝒃𝒏 =  𝒂 + 𝒃   −𝟏 𝒌𝒂𝒏−𝒌−𝟏𝒃𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟎

    𝒏 𝑰𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓  

Forme canonique :     𝑥2𝑛 ± 𝑎 𝑥𝑛 =   𝑥𝑛  ±  
𝑎

2
  

2

−    
𝑎

2
  

2

 ;    𝑥2 ±  𝑎 𝑥 =   𝑥 ±  
𝑎

2
  

2

−     
𝑎

2
  

2

 

        INEGALITES REMARQUABLES       

 𝑥 −  𝑦 ≤  𝑥 + 𝑦  ≤  𝑥 +  𝑦    L’inégalité triangulaire  𝑢  . 𝑣  ≤  𝑢   .  v        L’inégalité de Cauchy-Schwarz  

 𝑥 ≤ 𝑟   ⟺    −𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟   ⟺     𝑥 ∈   −𝑟; 𝑟    

 𝑥 ≥ 𝑟  ⟺   𝑥 ≤ −𝑟  𝑜𝑢   𝑥 ≥ 𝑟     ⟺    𝑥 −∞; −𝑟 ∪  𝑟; +∞  

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖ℝ+∗
2   ,  x     

2𝑥𝑦

𝑥+𝑦
      𝑥𝑦      

𝑥+𝑦

2
      

𝑥2+𝑦2

2
    y x   𝑎; 𝑏    ,     𝑥 −

𝑎  + 𝑏

2
    

𝑏  − 𝑎

2
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      SIGNE ET FACTORISATION DU TRINOME : 𝑷 𝒙 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 

𝑷(𝒙) 
Discriminant   ∆= 𝒃𝟐 – 𝟒𝒂𝒄     𝒂 ≠ 𝟎  

  0  = 0   0 

Solutions de P(x)=0 
S =    

−𝐛+ ∆

𝟐𝒂
 ;

−𝐛− ∆

𝟐𝒂
     

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 = −
𝒃

𝒂
    𝑒𝑡   𝒙𝟏 × 𝒙𝟐 =

𝒄

𝒂
 

S =   −
𝐛

𝟐𝒂
  S = ∅ 

Factorisation de P(x) 𝑷 𝒙 =  𝒙 − 𝒙𝟏  𝒙 − 𝒙𝟐  𝑷 𝒙 = 𝒂  𝒙 +
𝒃

𝟐𝒂
 

𝟐

 
 

Signe de P(x) 
x −∞             𝑥1                     𝑥2              +∞ 

P(x)       Signe de 𝒂     0     Signe de −𝒂     0           Signe de 𝒂                      
 

Signe de 𝒂 

 

   SIGNE DE BINOME   𝒂𝒙 + 𝒃    𝒂  𝟎  

𝒙 −∞                                          −
𝒃

𝒂
                                             +∞  

𝒂𝒙 +  𝒃          signe de  −𝑎                        0                        signe de 𝑎          

   DOMAINE DE DEFINITION D’UNE FONCTION : Soient P et Q deux polynômes 

𝑓 une fonction définie par : Domaine de définition de 𝑓 : 

𝑓 𝑥 = 𝑃(𝑥)  𝐷𝑓 = ℝ 

𝑓 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  ; 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)  𝐷𝑓 = ℝ 

𝑓 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛(𝑥)  𝐷𝑓 = ℝ −  
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 / 𝑘𝜖ℤ  

𝑓 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)  𝐷𝑓 = ℝ 

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥)  𝐷𝑓 =  0; +∞  

𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥   𝐷𝑓 = ℝ 

𝑓 𝑥 =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/𝑄(𝑥) ≠ 0  

𝑓 𝑥 =  𝑃(𝑥) 𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/𝑃(𝑥) ≥ 0  

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑃(𝑥)  𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/𝑃(𝑥) > 0  

𝑓 𝑥 =
𝑃(𝑥)

 𝑄(𝑥)
 𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/𝑄(𝑥) > 0  

𝑓 𝑥 =
 𝑃(𝑥)

 𝑄(𝑥)
 𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/𝑃(𝑥) ≥ 0 𝑒𝑡 𝑄(𝑥) > 0  

𝑓 𝑥 =  
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 𝐷𝑓 =  𝑥𝜖ℝ/

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
≥ 0 𝑒𝑡 𝑄(𝑥) ≠ 0  

 
   𝑓 𝑥  ; 𝑥𝜖𝐼

  𝑓 𝑥𝑜         
  𝐷𝑓 =  𝐷 ∩ 𝐼  ∪  𝑥𝑜  

 
   𝑓1 𝑥  ;    𝑥𝜖𝐼        

  𝑓2 𝑥  ;    𝑥𝜖 𝐽       
  𝐷𝑓 =  𝐷1 ∩ 𝐼  ∪  𝐷2 ∩ 𝐽  

 

 

نما أأهت أأيام ،كلما ذىب ًوم ذىب بؼضم      :اغخنم عمرك آدم اؤ  - حسن اًبصري رحمو الله-  ابن أ



Prof.Meziane Lafjij       Tél : 0671674078                                                                                         Page  49 

   

    SOMMES  - PRODUITS        

 𝑎

𝑛

𝑘=𝑝

=  𝑛 − 𝑝 + 1 𝑎        𝑘

𝑛

𝑘=1

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
         𝑘2

𝑛

𝑘=1

=
𝑛 𝑛 + 1 (2𝑛 + 1)

6
 

 𝑘3

𝑛

𝑘=1

=
𝑛2 𝑛 + 1 2

4
        

1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

=
𝑛

𝑛 + 1
  𝑞𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

= 𝑞𝑝
1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞
        

 𝑘(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

=
𝑛 𝑛 + 1 (𝑛 + 2)

3
  (2𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

=  𝑛 + 1 2  𝑎𝑥𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

 =   𝑎  𝑥𝑘              

𝑛

𝑘=𝑝

 

  𝑎𝑥𝑘 

𝑛

𝑘=𝑝

= 𝑎𝑛  𝑥𝑘   

𝑛

𝑘=1

  𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1 × 2 × 3 × … × 𝑛 = 𝑛!  (   𝑛 factorielle ) 

 𝑘 × 𝑘!

𝑘=𝑛

𝑘=1

=  𝑛 + 1 ! − 1  𝐶𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝐶𝑛
0 + 𝐶𝑛

1 + ⋯ + 𝐶𝑛
𝑛 =  1 + 1 𝑛 = 2𝑛          

  𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 

𝑛

𝑘=𝑝

=  𝑥𝑘  +

𝑛

𝑘=𝑝

 𝑦𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

   𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘 

𝑛

𝑘=𝑝

= 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑝   
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

𝑛

𝑘=𝑝

=
𝑢𝑛+1

𝑢𝑝
 

  𝑥𝑘  

𝑛

𝑘=1

   𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

 ≥ 𝑛   𝑥𝑘  𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

    𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

   𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

 =   𝑥𝑘𝑦𝑘 

𝑛

𝑘=1

 

   1 + 𝑥𝑘 

𝑛

𝑘=1

≥ 1 +  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

   ;  𝑥𝑘 ≥ −1  𝑝 +  𝑝 + 𝑟 +  𝑝 + 2𝑟 + ⋯ + 𝑑 =  
𝑑 − 𝑝

𝑟
+ 1  

𝑝 + 𝑑

2
  

      SOMMES DOUBLES 

 𝑖 𝑗 =

1≤ 𝑖,𝑗  ≤ 𝑛

 𝑖

𝑖=𝑛

𝑖=1

 𝑗

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

=  𝑖  
𝑛 𝑛 + 1 

2
 

𝑖=𝑛

𝑖=1

=
𝑛 𝑛 + 1 

2

𝑛 𝑛 + 1 

2
=

𝑛2 𝑛 + 1 2

4
 

 𝑖 𝑗 =

1≤ 𝑖≤𝑗  ≤ 𝑛

 𝑗

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

 𝑖

𝑖=𝑗

𝑖=1

=  𝑗  
𝑗 𝑗 + 1 

2
 

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

=
1

2
  𝑗3 + 𝑗2 

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

=
1

2
 𝑗3

𝑗=𝑛

𝑗 =1

+
1

2
 𝑗2

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

 

 
𝑖

𝑗
  =   

1≤ 𝑖,𝑗  ≤ 𝑛

 𝑖 

𝑖=𝑛

𝑖=1

 
1

𝑗

𝑗 =𝑛

𝑗 =1

  =  
𝑛 𝑛 + 1 

2
 

1

𝑗

  𝑗=𝑛

𝑗 =1
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    LES AIRES  - LES VOLUMES  

  La Forme Périmètre : P Aire ou Superficie : S 

 
 
 
 

 
 

𝑃 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 
 

𝑆 =
 × 𝑏

2
 

𝑆 =  𝑝 𝑝 − 𝑎  𝑝 − 𝑏  𝑝 − 𝑐  

𝑆 =
1

2
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶  𝑠𝑖𝑛𝐴  

𝑆 =
1

2
 𝑑𝑒𝑡 𝐴𝐵      , 𝐴𝐶        =

1

2
 𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶        

 
 

 

𝑃 =  𝐿 + 𝑙 × 2 
 

𝑆 = 𝐿 × 𝑙 

 
 𝑃 = 4 × 𝑐 𝑆 = 𝑐2 

 
 
 

 

𝑃 =  𝐿 + 𝑙 × 2 
 

𝑆 =  × 𝑏 

𝑆 =  𝐴𝐷      ∧ 𝐴𝐵        

 
 
 

𝑃 = 4 × 𝑎 𝑆 =
𝐷 × 𝑑

2
 

 
 
 

 

𝑃 = 𝐵 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 

𝑆 =
 𝐵 + 𝑏 × 

2
 

Hexagone régulière 

𝑅 = 𝑎 

𝛼 = 120° 𝑃 = 6𝑎 𝑆 = 𝑝𝑚 =
3 3𝑎2

2
 

 
 

𝑃 = 2𝜋𝑅 
 

 
 
 

𝑃 = 2𝜋𝑅 𝑆 = 𝜋𝑅2 

Domaine délimité par  𝐶𝑓  , 

l’axe des abscisses et les droites 

d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 

 

𝑆𝐴 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥  (𝜇A)
𝑏

𝑎

 

Domaine délimité par les 

courbes  𝐶𝑓  et  𝐶𝑔   et les 

droites d’équations  𝑥 = 𝑎  

et  𝑥 = 𝑏 

 

𝑆𝐴 =   𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  𝑑𝑥  (𝜇A)
𝑏

𝑎
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        S : Aire totale        𝐒𝐋 : Aire latérale        𝐒𝐁 : Aire de base         𝐏𝐁 : Périmètre de base  

La Forme Aire – Superficie : S Volume : V 

Parallélépipède rectangle 
 a : Longueur 
 b : largeur  
 c : Hauteur 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 2𝑆𝐵  

       = 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  

   𝑆𝐿 = 𝑃𝐵 × 𝑐 

   𝑆𝐵 = 𝑎 × 𝑏 

𝑉 = 𝑆𝐵 ×  = 𝑎 × 𝑏 × 𝑐 

Cube 
 a : Arête 
  
 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 2𝑆𝐵 = 6𝑎2  

   𝑆𝐿 = 4𝑎2 

   𝑆𝐵 = 𝑎2 

𝑉 = 𝑆𝐵 ×  = 𝑎3 

Tétraèdre  
 
 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 𝑆𝐵 

   𝑆𝐿 = 𝑃𝐵 ×  

   𝑆𝐵 = 𝑆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
 𝐵𝐷       ∧ 𝐵𝐶        

𝑉 =
1

3
𝑆𝐵 ×  

Prisme droit 
 
 
 
 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 2𝑆𝐵  

   𝑆𝐿 = 𝑃𝐵 ×  

   𝑆𝐵 = 𝑆𝐵𝐶𝐷  

𝑉 = 𝑆𝐵 ×  =
1

2
𝑎𝑏 

Cylindre droit  
 
 
 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 2𝑆𝐵  

   𝑆𝐿 = 𝑃𝐵 ×  = 2𝜋𝑅 

   𝑆𝐵 = 𝜋 . 𝑅2
 

𝑉 = 𝑆𝐵 ×  = 𝜋 . 𝑅2.  

Cône droit  
 
 
 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 𝑆𝐵 = πR m + R  

   𝑆𝐿 = 𝜋𝑅𝑚 

   𝑆𝐵 = 𝜋 𝑅2
 

𝑉 =
1

3
𝜋 . 𝑅2. 𝐻 

Sphère 
 
 
 

   𝑆 = 4𝜋 𝑅2
 𝑉 =

4

3
𝜋 𝑅3 

Pyramide régulière 

𝒑 :demi périmètre 

𝒑 =
𝟏

𝟐
𝑷𝑩   

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 𝑆𝐵 

   𝑆𝐿 = 𝑝𝑚 = 𝑝 𝑏2 −
𝑎2

4
 

 𝑆𝐵 = 𝑝𝑟 = 3𝑎𝑟  

𝑉 =
1

3
𝑝. 𝑟.  

 

h 

h 
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Coin droit 
rectangulaire     𝑆 = 𝑆𝐿 + 𝑆𝐵 

   𝑆𝐿 =
𝑎+𝑐

2
 42 + 𝑏2 +  2 +  𝑎 − 𝑐 2  

   𝑆𝐵 = 𝑎𝑏 

𝑉 =
1

6
𝑏 2𝑎 + 𝑐  

Tronc d’une pyramide régulière  
 
 
 
 
 
 

 

   𝑆 = 𝑆𝐿 + 2𝑆𝐵  

   𝑆𝐿 =   𝑎𝑖

6

𝑖=1

  

 

𝑉 = 𝑆𝐵 

Ellipsoїde 

 
𝑉 =

4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐 

 

       

ذا          . ،رأأى اًؼجائب و الهم الحكم  غذي اًلَب باًخذهر و سلي باًخفىر و هلي من اًفساداؤ

 .     منــــــــح الحكمـــــــة   من حرك فضول اًىـــــــلام          

 .        منــــــــح الخشـــــوع   من حرك فضول اًنظــــــــر         

 .      منــــــــح لذة اًؼبــادة   من حرك فضول اًعؼــــــام          

 .    من حرك فضول اًضحــــــم               منــــــــح اًيَبــــــــــة

 .       منــــــــح اٍبهــــــــــاء       من حرك المــــــــــــــــــزاح       

 .      منــــــــح حب الآخـرة      من حرك حب الدهيـــــــــــــا       

 . ًؼَوب هفسوالاؤصلاح  من حرك الاش خغال بغَوب غيره           منح 

  :كال اًشاغر        

وان ثفعمو ًنفعم ... حب اًرضاع  ... ان ثترنو شب ػلى ...  و اًنفس كاًعفي               
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SIGNES  ET  SYMBOLES 

ℕ Ensemble des nombres Entiers Naturels  ⟺ 
Equivalent à  ( Equivaut ) ( si et 

seulement si )  

ℤ Ensemble des nombres entiers relatifs  ∀ Pour tout  ( quel que soit )   

𝔻 Ensemble des nombres Décimaux  ∃ Il existe au moins 

ℚ Ensemble des nombres Rationnels  ∃! Il existe un seul (unique) 

ℝ Ensemble des nombres Réels     Valeur absolue 

ℂ Ensemble des nombres complexes  d =  
… …
… …   déterminant 

∅ Ensemble vide  ∆ Delta , Discriminant  

∈ Appartient à    𝑢    norme de 𝑢   

∉ N’appartient pas à   𝐴𝐵       Vecteur  AB 

⊂ Inclus   0   Vecteur nul 

⊄ n’est pas inclus   𝐴𝐵  Segment AB 

∩ Intersection    𝐴𝐵  Droite AB 

∪ Union   𝐴𝐵 Distance AB 

𝐶𝐸
𝐴  Le complémentaire de A dans E  𝐴𝐵  Arc  AB 

𝒫(𝐸) Ensemble des parties de E  𝑛! n factorielle 

= Egal    𝑎, 𝑏  Intervalle a b fermé 

≠ Différent    𝑎, 𝑏  Intervalle a b ouvert  

≃ Presque ( à peu près égal)   𝑎, 𝑏  Intervalle a b demi-ouvert à droite 

≡ congrue   𝑎, 𝑏  Intervalle a b demi-ouvert à gauche 

> Plus grand que (strictement supérieur à)  +∞ Plus infini 

≥ Plus grand (supérieur) ou égal à  −∞ Moins  infini 

< Plus petit que(strictement inférieur à)    𝑜, 𝑖 , 𝑗   Repère de plan 

≤ Plus petit(inférieur) ou égal à      parenthèse 

+ Plus      ,    Crochet , accolade 

− Moins   𝑠𝑖𝑛𝛼 Sinus de 𝛼 

× Multiplié par  𝑐𝑜𝑠𝛼 Cosinus  de 𝛼 

÷ Divisé par   𝑡𝑎𝑛𝛼 Tangente  de 𝛼 

⟹ Implique que   𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝛼 Cotangente   de 𝛼 

 𝒙𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏 Somme des n éléments 
𝒙𝟏; 𝒙𝟐; … ; 𝒙𝒏   𝒙𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒙𝟏 × 𝒙𝟐 × … × 𝒙𝒏 
Produit  des n éléments 

𝒙𝟏; 𝒙𝟐; … ; 𝒙𝒏 
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LETTRES GRECQUES  

Majuscule A B Γ Δ E Z Θ Λ 

Minuscule  α β γ δ ε ζ θ λ 

Prononciation  alpha bêta gamma delta epsilon zêta thêta lambda 

         

Majuscule M Π Ρ  Σ Φ Ψ Ω 

Minuscule  μ π ρ ς τ ϕ ψ ω 

Prononciation  mu pi rhô sigma tau phi psi oméga 

LOIS DE COMPOSITION   

Symbole   ∗ Σ ⊥ ∘ 
Prononciation  Etoile  Truc  Antitruc  rond 

 

  



 


