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LIMITES ET CONTINUITE

I- LA SITUATION D’APPRENTISSAGE
e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un

éléve et une lecture silencieuse des éléves), I'enseignant pourra s’assurer

que les éléves ont bien compris le texte.

e |l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers
une ou des questions du type :

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éléves
Contexte -De quel événement parle le -La variation d’un cm? de
texte ? phosphore en fonction de la
température.
-Quels sont les acteurs -les acteurs sont des éléves
principaux de cet événement ? de terminale.
-A quel moment se déroule -C’est pendant le cours de
I’événement ? physique-chimie.
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 s’agit d’un phénoméne
difficulté rencontrent les d’augmentation brusque de
éléves ? 35 mm?3 du volume autour
de 44°.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident d’étudier le
éleves ? comportement du volume de
phosphore.
-Comment s’y prennent-ils ? -IIs veulent prendre des
valeurs proches de 44° par la
gauche et par la droite.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthese de la situation
et présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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Il. DECOUVERTE DES HABILETES
ACTIVITE 1 : Limite d’une fonction en utilisant les limites de référence (Rappel)

o L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
limites de référence.
e Réponses aux questions de I'activité.

a) lim x> —6=+w car lim x? = +o
xX—-+00 x>+

b) lim x> —1=—-c0 car lim x5=-o
X——00 X—>—

¢) lim x*+3=+0 car lim x*=+4ow

X——00 xX—>—00

X—>+00 X3

d) lim ——1=0 car lim — =0
Xx—>+00 X

e) lim Vx+2=+o car lim vx=+w
X—+0co X—+00

2.
Colonne A Colonne B
;lcilg W " _» 0
chi_r% @ ] e +o0
lim =~ " I
}Cl_r}(l) COS;C—l 5 \. 1

3. Lalimite:d
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 1
a) 11m—=+oo b) llm—= —o0
-3 —3x-3
> <
Exercice 2
. 1
a) lim == =+ b) lim —- 5)2 =t
> <
Exercice 3
a) lim =% =1 p) lim X =1
x—0 X 2 x—0 Sinx

.I 8 Guide du professeur - Pyramide Maths T'°D



ACTIVITE 2 : Limite d’une restriction.

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’'une fonction en utilisant la
limite d’une restriction.
e Réponses aux questions de I'activité.

1) Comme x € R, \ {1} alors x est positif et alors x = (\/E)z; onadonc :

Ve-x _ Vx(1-vx)

_ Vx—x V=
x-1  (x+1)(x-1)

.Comme x € R, \ {1} alors, ety

R ACORE
3) hm‘/_ = lim (— ﬁ):—%

x—1 x—-1 x—1 Vx+1

* En multipliant numérateur et dénominateur par I’expression conjuguée de vx — x ,ona:

Vi—x  (x—x)x+x) x — x?
x=1  (-DEx+x) (x-1)Ex+x)

\F —x —x R L.
Ce qui donne apres factorisation et réduction : = ( méme limite)
- X+Xx
e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 4
VX+3-2 . 1 1
a) limZ —llmx+3—6 b llm =lim——=-;c¢
) x—3 x—3 xX—> ) —1 x-1 x—1Vx+3+2 4~ )
L lxl= X=2 _ 3. —
lim m-——= lim —-=—=.
x—-22x+4 x—>—2 2(x+42) x—-2 2 2
< <

ACTIVITE 3: Lien entre limite a gauche, limite a droite et limite d’une fonction en un
point
e L'objectif de cette activité est d’étudier la limite d’une fonction en un point.
e Réponses aux questions de I'activité.
l.
1) a) lim flx) = lim (—x2—1)=-2 donc L = -2
2
b) 11m fx) = 11m 3;T = llm (x—1)=-2 donc m=-2
2) f(= 1)
3) on déduit que: limlf(x) =-2 car l=m=f(-1).
xX—o—
I1.
1) Lafonction f n’apas d’image en O car 0 n’appartient pas a son ensemble de
définition qui est R \ {0}.

2) 11m f(x) = 11m x(xﬂ) ;et llmf(x) = 11m(— —+ ==

3) Onen dedu1t que lméf(x) = % car on a la méme limite a gauche et a droite en 0.
X—
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 5
1-F; 2-F ; 3-F.
Exercice 6

Pour x €] — 0; —2], soit x < —%,ona:f(x) =—2x —3et l_L;mzf(x) =1
X<—

f-2)=1

si x €] —2;+oo[ alors lim f(x) = limx+3=1
xS =2 x5 -2
On en déduit que limzf(x) =1.
x—>—

Exercice 7

; — TimaZ — 1. i o — 9. _
}%an(x)_;}inlx —1,}lz)rraf(x)—imx+1—2,f(1)—2.

lim £ (x) # lim £ (x) donc f n’admet pas de limite en 1.
< >

ACTIVITE 4 : Limites et opérations sur les fonctions (Rappel)

e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
opérations sur les fonctions.

e Réponses aux questions de I’activité.
a) Somme de deux fonctions

. X . . .
I. lim == limvx=+400 ; lim — x3=—-00 et lim —2x=—o0
xX—+00 VX xX—-+00 xX—+0co X+
. . X
2. lim (—x3 — 2x) = —oo; on ne peut pas conclure, pour lim (— - 2x)
x—+00 x—+00 \Wx

directement. On a une forme indéterminée.
b) Produit de deux fonctions
lim (ft)(x) =0; lim (gh)(x) = —c ; lim (gt)(x) = 4o ; lim (th)(x) =

xX——00 xX——00 X—>—00 X—>—00

—oo  lim (fg)(x) et lim (fh)(x) :on ne peut pas conclure pour ces deux
X——00 X——00

limites.(forme indéterminée)

¢) Quotient de deux fonctions

H R AR i FTY A PO
x—a \g
. - (Y () —
2 xl—lyl-Poof(x) xl—lyllloog (x) xl_1>r-Poo (g) (x) =0
. - T
om0 Jime@ i (Do Fl
= 400 = —00
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41 lim f(x) Am g0 | him (L)@ Fa
= 400 = 400

| @0 | G
=-2 et g(x)>0

6 | limf(x) =0
X—a

e =0 i (.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 8

lim f(x) = lim x? = +wet lim g(x) = lim 1=0 d’apres les propriétés sur la limite
x—>+00 xX—+00 xX—+00 X—+00 X

de la somme de deux fonctions, lirP (f + 9)(x) = +oo.
X—+00

Exercice 9

1 lim f(x) = —4
X——00

lim g(x) = —
X—>—00

Tim (Fg)(x) =+eo

lim f(x) =0
x—+00

lim g(x) = +o
x>+

Jim (fg)(x) FlI

Jim, 90 ==

Jim (£g)(x) =—o0

2

3 lim f(x) = 4+
X—o+00

4

lim f(x) = 4o
X——00

lim g(x) = -1
X—>—00

Jim (fg)(x) =—oo

Exercice 10

Comme }gr% flo) = —% et }Ciir%g(x) = —6 alors Lig(fg)(x) =9
Exercice 11

1-F;2-F;3-F;4-V

Exercice 12

Comme lirré fx)=0et lir% g(x) = 0, on ne peut conclure directement.
X X

. . —1+cosx . cos?x—1 . —sinx
lim (L) (x) = lim— =lim— = lim =0.
x—0 \g x—0 Sinx x—0 Sinx(cosx+1) x—0 cosx+1

Exercice 13

Comme lirr(l) fx)=0et lir% g(x) = 0, on ne peut conclure directement.
X X

i  1—cos®x _ /sinx
iy (1) 69 = 2 i (89)
x-0\g x-0 xtanx x>0\ X
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ACTIVITE 5 : Limite d’une fonction composée

o L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction composée .
e Réponses aux questions de I'activité.

5x+4

) h(x) = gof (x) = ==

. . . 5x+4
) limf(x) ; limg (x) et lim ="
. T 5x+4 . — i —
3) Ona 3161_1}3 gof(x) = }Cl_r)l(l] —5 = 2 donc )161_1:1;1) gof(x) }Clg}g(x) 2..
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 14
Détermine les limites suivantes : lim xsin( E) et Jim 2223
x>+ x x—0 X

« Corrigé :

a) Posons: u(x) = % ;v(x) = % et h(x) = vou(x) =

2
X
1.2 2\ _1
onadonc h(x) = S Xsin=~ d’ou xsin Z)=3 vou(x)
. . . (2 L1
par conséquent :  lim xsin (—) = lim = vou(x)
x—+00 X x—>+00 2

s . . . . (2 1
c’est-a-dire lim u(x) =0 et limv(x) =1 donc lim xsin (—) ==
X—+00 x—-0 X—+00 X 2

b) lim Landx — 1im3 3% eten posant : u(x) = 3x et v(x) = 4% ona:
x-0 X x—0
lim 223X — lim3vou(x)=3

x-0 X x—=0
Exercice 15
a) limlx2 +x+2=2 et)l(irr%\/Y=\/§donc lirré\/x2 +x+2=+2
xX—— — xX—
b) lim x>+ x +2 = 4o et _lim VX = +oodonc lim Vx2 + x + 2 = 40
xX—+00 X—+o00 X—+00
c) limx*+x+2= +ooetXlir1p VX = +oodonc lim VxZ +x +2 = 4o
X——00 —+00 X—>—00

Exercice 16
a) lim7x—1=-22e¢t lim |X|= 22 donc lim|7x — 1| = 22
x—--3 X->-22 x—-0
b) lim 7x—1=—o0 etXlim |[X]| = +co donc lim |7x — 1| = 4
——00 X—>—00

X—>—00

¢) lim 7x—1=+4wet lim |X| =+ donc lim |7x — 1| = +o
X—+00 X—-+00 X—+o
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ACTIVITE 6 : Limite par comparaison

e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
propriétés de comparaison.
e Réponses aux questions de I'activité.

a) Vx€]0; +oo[, —1<sinx<ldoncx—1<sinx+x<x+1
D’oux —1 < sinx +x
b) lim x —1 = +oo

X+

¢) On en déduit : lir)p sinx + x = +oo
X—+00

2.
a)Vx €]0; +oof,—1 < cosx < 1,0n obtient —%S - CZ?‘S% d’ou
1-2<1-2Z<142
X X
b) 11m1——=1 et 11m1+——1
x—>+00 x—>+00

¢) On en déduit que : 11m 1- g =1
X

e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 17
Détermine XHTmcosx + Vx , pour tout x €]0; +oo[
< Corrigé
pour tout x €]0; +oo[, —1 < cosx <1 d’ott Vx —1<cosx + Vx <1++x
et xgmm\/_— 1= +o donc lirpmcosx ++/x = 4+

Exercice 18

a) pour tout x €]0; +oo[, —1 <sinx <1 d’ou ——<%<—

><

. 1 1 sinx
or lim —== lim ==0donc lim — =0
X—+00 x X—+00 X X—-+00 X

b) pour tout x € R,3x + E(x) < 4x
or lim 4x = —oco donc llm 3x + E(x) = —oo.

X—>—00
ACTIVITE 7 : Déterminer la limite en utilisant le nombre dérivé
e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite en utilisant le nombre dérivé.
e Réponses aux questions de I'activité.

1. Posons: f(x) = sinx,ona: lim = lim fe-f) _ = f'(0)

x-0 X x—0 x—0
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sinx

Or f'(x) = cosx et cos(0) = 1 donc lim0 - = 1.
X
2. De méme en posant : g(x) = cosx on obtient : lirra Cosx;_l =0
X

tanx

et h(x) = tanx onobtient: lim =1

x-0

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 19

Posons f(x) =+xetpour x>0, f'(x)= %

On a alors : lim Yxt =lim feo-fy _ _ 1
x->1 1-x  x-1 —(x-1) 2

Exercice 20

Posons f(x) =vVx +5

Pourx > =5, f'(x) = 2\/%

Onaalors: lim Y22 =, iy [O/@ _ (=1
x—1 x+1 x-1 x—(-1)

. Vx+5-2 1

lim ————=-=

x-1 x+1 4

PROPRIETE ADMISE : Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

e L'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative la limite d’une
fonction monotone sur un intervalle ouvert.
e Réponses aux questions de I'activité.
a) f estune fonction croissante sur un intervalle | a; b [
1. On suppose que f estbornéesur Ja;b[ doncVxe]a;b[ ona:m< f(x) <
M avec met M, deux réels.
Ona: }(1_1;% f(x) =letl <M d’ou lalimite est finie.
<

Onaaussi: limf(x) = l"et I'<m d’ou la limite est finie.
xJa

2. On suppose que f est non majorée et non minorée sur |a;b | .

On suppose que lig% f(x) =1 et [ estréel, ce qui entraine que
X<

Vxela;b[ on a:f(x) <l donc f serait majorée, contradiction et donc
lim f(x) = +oo.
xZb
On raisonne de la méme maniére pour f non minorée sur | a; b [ et on en déduit que
limf(x) =—o0
xJa
b) f estune fonction décroissante sur un intervalle [ a; b [

On utilise le méme raisonnement en permutant les roles de a et b.
e Corrigé de 'exercice de fixation
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Exercice 21
a-Faux ; b-Vrai ; c-Faux ; d-Vrai

ACTIVITE 8 : Continuité en un point

e L'objectif de cette activité est d’étudier la continuité d’une fonction.
e Réponses aux questions de |'activité.
1

a) f(0)=2; g(0)=1
b) limf(x) = limf(x) = f(0) donc lim f(x)=f(0)
¢) }Cizr% gx) = -2+ g(0) ; }35%9(") = g(0)

On dit que la fonction f est continue au point 0 mais g ne 1’est pas.

2.
a) Comme p et q sont définies sur E  alors

VaeE, lim p(x) =p(a) et lim q(x) =q(a)
X—a XxX—-a
lim (p+¢@)(x) = limp(x) + limq(x) = p(a) + q(a) = (p + 9)(a)
X—a X—a xX—a
lim (p+q)(x) =({@+q)(a) dou p+ q est continue sur £
X—a
b) lim (pq)(x) = limp(x) X limq(x) = p(a) x q(a) = (pq)(a)
X—a X—a X—a
lim (pq)(x) = (pg)(a) d’ou p X q est continue sur E
X—a
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 22

lim f(x) =lim(—x) = 0; lim f(x) = Lig%f =0etf(0)=0
< < > >

}Ci_l:[(l) fx) = }Ci_r)r(l) f(x) = f(0) donc f est continue en 0.
< >

Exercice 23
xllrglf(x) =xlir111(x +1)=0et xllrglf(x) =xllr1112x —5=—-7etf(-1)=-7.
> < <

xllrzll fx) # lerzllf(x) donc f n’est pas continue en —1.
< >

Exercice 24

1et2.
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ACTIVITE 9 : Prolongement par continuité

e L'objectif de cette activité est de déterminer un prolongement par continuité d’une
fonction en un point.
e Réponses aux questions de I'activité.

D E=R\{1)
. 5 i PP o
2) lim fO) =lim3 =S =1; limf() = lim2 (

On a donc lim 1f(x) =l=1
xX—

x/f—l) -1

x—1

3) lim 1g(x) = lim 1f(x) =1 et g(1) = 1 donc g est continue au point 1
xX— X

On dit que la fonction g est le prolongement par continuité de f au point 1.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 25
1) OnaDr =R\ {2}et lirr% f(x) = 4 donc f admet un prolongement par continuité en
X

2.
2) Le prolongement par continuité de f est la fonction g définie par :
{pour x € R\ {2}, gix) = f(x)
9(2)

Exercice 26

f) = sins(jx)

1) OnaDy =R\ {0}et lin(l) fx) = E donc f admet un prolongement par continuité en
X

2.
2) Le prolongement par continuité de f est la fonction h définie par :
{pour x € R\ {2},h(x) = f(x)
h(2)

ACTIVITE 10 : Continuité sur un intervalle - Opérations sur les fonctions continues

o L’'objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives aux opérations
sur les fonctions continues sur un intervalle.

e Réponses aux questions de I'activité.

1) La fonction p est la somme des fonctions de référence (mondmes) continues sur R,
donc elle est continue sur R.

2) a.Comme fet g sont continues sur / alors

Vael, lim f(x)=f(a) et lim gx) =g(a)
Vael, lim (f+g)(x)= lim f(x)+ lim gk) = f(a)+g(a) =
X—a X—a X—a
F+9)(@
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Vael, lim (f+g)(x)=((+g)(@) dou f+g estcontinue surl.
X—a
b. Comme f est continue sur [, alors Vael, lim |f(x)|=|f(a)] d’ou |f]est
X—a
continue sur /.
c. Comme fet g sont continues sur / tel que g ne s’annule pas sur / alors

. fx) _ f@
Vael, ll)rcrl)a ( )(x) = )lc_)a 0 = e AVeC g(a) # 0.

Ona Vael, )lcllr(ll(g) (%) =(§) (a)

d. f étant positive et continue sur I, V a € I, lim /f(x) =./f(a) donc la fonction 4/ f est continue
x—=a
sur /.
e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 27

1-Vrai ; 2- Faux ; 3- Vrai

Exercice 28

Ensemble de définition : E =] — oo ; 3]\{ =2}

La fonction x — 3 — x est continue et positive sur E donc u(x) = v3 — x est continue
sur E. La fonction v(x) = x + 2 est continue et ne s’annule pas sur E ;

On en déduit que f = % est continue sur E.

ACTIVITE 11 : Image d’un intervalle par une fonction continue

o L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a I'image d’un
intervalle par une fonction continue.

e Réponses aux questions de I'activité.

1.
a) Vxel,ona: 1<x<4 cequidonne -5<-2x+3<1

Donc Vxe I, ona f(x)e[—5;1]

b) L’image de I par la fonction continue f est un intervalle
2.

Vxe[l;3],ona:1<x<3doncl<x*<9doul estunminorantde f et 9 est un
majorant de f sur [1; 3], or f(1) = 1 et f(3) =9 donc 1 et 9 sont respectivement le

minimum et le maximum de f sur [1; 3].
On conclut ([1;3]) =[1;9] .

e Corrigé de I'exercice de fixation
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Exercice 29

f estcontinue sur I, Vxel,ona: —2<x <0 cequidonne 0 <x?<4
soit—2<x?-2<2

Donc Vxe I,ona f(x)e[—2;2].

L’image de I par la fonction continue f est incluse dans I’intervalle I’=[-2 ; 2].

Exercice 30

Comme f est continue et croissante sur |—1; 3] et xllrzll f(x) =5etf(3) =19 alors
>

fa-1:3)) = ],}Lrglf(x);f(3)] =15;19]

Exercice 31
Comme f est continue et décroissante sur [7; 13]et f(7) = 0 et f(13) = —10 alors
f(7;13D) = [f(13); £ (7] = [-10; 0].
Exercice 32

1. Comme g est continue et décroissante sur [—3; —1]et g(—3) = 9 et g(—1) = 1 alors
9([=3;-1]) = [g(-1); g(=3)] = [1;9].

2. Comme g est continue et croissante sur [1; 4]et g(1) = 1 et g(4) = 16 alors
9([1;4]) = [g(1); g(H)] = [1;16].
ACTIVITE 12 : Continuité d’une fonction composée

o L’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a la composée de
deux fonctions continues sur un intervalle .
e Réponses aux questions de I'activité.

Soit w un élémentde 1. Ona: lim f(x) = f(w)
xX-u
g est continue en f(u), donc:a limf( )g(y) =g[fw)]
yor(u

On en déduit que : lirjrfl ugof (x) = gof (u) donc gof est continue en tout élément u de

I ¢’est-a-dire g est continue sur /.

e Corrigé de I'exercice de fixation
.I 18 Guide du professeur - Pyramide Maths T"*D



Exercice 33
1. V;2.V;3.F
ACTIVITE 13 : Théoréme des valeurs intermédiaires

e L’objectif de cette activité est de connaitre le théoréme des valeurs intermédiaires.
e Réponses aux questions de I'activité.

D’apres les résultats de I’activité 11,V x € [a;b]Jona:m < f(x) <M

donc f([a; b]) = [m; M] et I'intervalle d’extrémités f(a) et f(b) est inclus dans [m; M] . 1l
en résulte que tout réel ¢ compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent compris

entre a et b.

Deplussi c=0,onaf(a) <0< f(b), soit f(a) X f(b) <O0.On conclut que

I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution comprise entre a et b.

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 34
1. V;2.F;3.V
ACTIVITE 14 : Fonction continue et strictement monotone

e L’objectif de cette activité est connaitre les propriétés relatives aux fonctions
continues et strictement monotones sur un intervalle.

e Réponses aux questions de I'activité.

1. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait que tout élément de f(I) a au

moins un antécédent dans /. Comme f est strictement monotone (strictement
croissante dans notre cas) alors il existe un seul antécédent d’ou f réalise une bijection
de I vers f(I).
2. B
a) La fonction f est continue en tant que somme de fonctions continues sur / et elle est
strictement croissante donc ¢’est une bijection de I vers f(I) = [f(0);
li;r_l)mf(x) [ dou[1; +oo[=K.
b) C’est une bijection donc elle admet une bijection réciproque f~! définie de
f(I) =K vers I et f(x) =y entraine 1++/x =y soitx = (y — 1)? car et yeK ,
x>0 et y—12=0parconséquent f71(x) =(x—1)2=x2—-2x+1
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c) f~!est continue sur K en tant que fonction polynéme continue sur K
d) Pour tout élément a et b de K telsque a < bona: f1(a) < f~1(b) donc f*
est strictement croissante comme f .

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 35
a) f est continue et strictement décroissante sur ]1; +oof et
f(1; 400 = xlirllwf(x); }Cl_r}} f(x)] =10; +oo[ donc f est une bijection de ]1; +oo[
>
dans ]0; +oof.
b) Soity €]0;4+oo[, f(x) =y & ﬁ =y ¢’est-a-dire x = 1JrTydonc
f71:10; +00[ — ]1; +oo]

1+x
x

X —>

ACTIVITE 15 : Asymptotes (Rappel)

o L'objectif de cette activité est de déterminer les propriétés relatives aux asymptotes.

e Réponses aux questions de I'activité.

1. lim f(x) = 11m 3 —% : On dit que la droite d’équation y = —% est
X—>—00

—o0 1-2x

une asymptote & (C) en —oo ; elle est parallele a ’axe (OI) des abscisses.

llmf(x)—llm er3—+oo car: lim1—-2x=0et 1-2x>0; llmx+3——
x—>— % —2x x—»— x—>E
< < < <

On dit que la droite d’équation x = % est une asymptote a (C) et elle est paralléle a I’axe (OJ).

2. a)lim g@) = lim (x+1-2)=-o ;
X—>—00

X——00 x-1

2
lim gkx) = lim x+ 1——= +o0
x—+00 x— -1
b) lim g(x) —(x+1) = lim -2 -0
X——00 X—>—00 x-1
i - i _Z _
11g+wg(x) —(x+1)= h;?_l»m poury 0

e Corrigé des exercices de fixation
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Exercice 36

D

g = 1—00; =1[ U ]1; +oo[

1

2__
Vx €]1;+oo[,g(x) = "1 donc lirP g(x) = 2 donc la droite d’équation y = 2 est
X—+00

1=z

asymptote horizontale a la courbe (C) en +co.

1

Vx €]—o0; —1[, g(x) = — donc lim g(x) = -2 donc la droite d’équation
X——00
X2
y = —2 est asymptote horizontale a la courbe (C) en —co.
. o 21 . _ 1 . e
xll)rglg(x) = ;}1}111@ = xll)rgl(Zx 1) x e i donc la droite d’équation
< < <
x = —1 est asymptote verticale a la courbe (C).

llm gx) = llmﬁ = llm(2x 1) x \% = +oo donc la droite d’équation x = 1

>

est asymptote verticale a la courbe (C).

Exercice 37

Vx#0,g(x)—(2—-x)=-

lim [g(x) — (2—x)] = lim 1=0 donc la droite d’équation y =2 —x est
X—+00 X—+00 X

asymptote oblique a la courbe (C) en +co.

lim [g(x) — (2—x)] = lim §= 0 donc la droite d’équation y =2 —x est
X—>—00 X—>—00

asymptote oblique a la courbe (C) en —co.

ACTIVITE 16 : Branches paraboliques

Y
1. a) Le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a :

L’objectif de cette activité est d’interpréter [ lirJ_Il f(x) = +oo (resp. —0)] et
X—+00

LA (resp.—) ou lim [ _ 0]
X—>+oco X

Réponses aux questions de I'activité.
M-yo _ f(x)-0 — fx)

XM—X0o x—-0 X
- _ G 1
b) lim f(x)= 11m +x =40 et lim —= lim S5 +x= -0
X——00 X—>—0 X X—>—00

On dit que (C) admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe (OJ) en —co.
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YN-yo _ g(x)-0 _ gx)

2. a) Le coefficient directeur de la droite (ON) est égal a :
XN—X0 x—0 X

. T _ A [CINET I C 51
b) xl—l}lloog(x) B x1—1>I-Poo 2‘/; - © et xll»rlloo X xll»r?oo 2 X - xl—l>Too 2\/2 - 0

On dit que (C) admet une branche parabolique de direction celle de I’axe (OI) en +oo

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 38

Q) Jim f() = +o

b) lim f2= jim [x+ /1+iz]=+oo
x—+00 X x—+00 x

¢) lim f(x) =4coet lim I ~ 400 donc la courbe de la fonction f admet une
x—>+00 x—>+00 X

branche parabolique en +oo et de direction I’axe des ordonnées.

ACTIVITE 17 : Fonction racine n-iéme

e L'objectif de cette activité est de justifier que la fonction f suivante est une bijection

et d’identifier sa bijection réciproque.
fiRy = Ry
x— x"

e Réponses aux questions de I'activité.

On sait que f est une fonction mondme donc continue sur R, ; pour tout x ety éléments de

R, telsque x < y,ona:x™ < y™ d’ou la fonction f estcontinue et strictement croissante

sur R, ; elle réalise une bijection de R, vers f(R,) = R, =K

La bijection réciproque de f est appelée fonction racine n-iéme

Exercice 39

La fonction f est strictement croissante sur R, et la fonction x +— 3/x est la bijection
réciproque de f sur R, donc elle est aussi croissante sur R, .

ACTIVITE 2 : Fonction puissance d’exposant rationnel

e L'objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives aux puissances
d’exposants rationnels.
e Réponses aux questions de I'activité.
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pEZp €ZgqeNetq €N

Pl 1oop S
1) Ona: xa=x""a=xP)aetx? =x "a = (xP")a

1 1
Sir= s = %alors (xP)a = (xP")a

p!

2) Soitr € Q etr' € Q, il existe des nombres p,p’et q tels que r = g etr' = .

x4q q x 4 = xPxP’

p+pr\ 4 q\ptp’
(™) = (x q ) = (xq) = PP = xPxP!

On en déduit que (x"x™)9 = (x"*"")? donc x"x™ = x"t""

Exercice 40

N (103 7x2x5\3 2\ N 3x L 2 :
G NE C RNC) (R I N

2 3 2 3 1
d) 23x275= 2(5_3) = 215,
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Des questions d’évaluation

Question 1 : Comment calculer la limite d’une fonction dans le cas ou les opérations sur les

limites conduisent a une forme indéterminée ?

Exercice non corrigé

. X . 1 . Sinx .
a) lim = lim 7z X cosx = 1 car lim—— = 1 et limcosx = 1.
x—-0 tanx x—0 2—= x—-0 X x—0

b) limlLinnx =— <lim w> = —cos (g) =0
2

x—0 x=

0) lim & “*"2=11m<2— /iz+1>=1
x-0 x x-0 x

< Question 2 : Comment calculer la limite a I’infini d’une fonction contenant des

radicaux ?
Exercice non corrigé
a) lim+ (V4x%?+3 —5x)
X—+00

-on met sous le radical 4x? en facteur : ’4x2(1 + %) —5x

-on la propriété de la racine carrée d’un produit et la régle de la valeur

absolue : 2x( /(1+%) —5x = 2x( ’(1+%) —g)

. . , 3 5
-ona: 11;1_1)+00(\/4x2 +3 —5x) = lim 2x( [(1+53) —;)=—%
b) lim (V9x2—2+3x)

xX——00

-on introduit 1’expression conjuguée avant d’appliquer si nécessaire ce qui

précede :
> _ -2 , . > _
V9x? — 2+ 3x Torr2—r d’ou llg_oo(\/‘)x 2+ 3x) 0
+* Question 3 : Comment encadrer une solution a de I’équation f(x) = 0 avec
a€la;b[

Exercice non corrigé 1
méthode de dichotomie
f(0)>0;f(1) <0 doncBe]0;1[
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f(0,5) >0etf(1) <0donc Be]0,5;1]
f(0,75) < 0etf(0,5) >0 donc PBe]0,5;0,75]
£(0,625) > 0et £(0,75) < 0 donc PBe]0,625;0,75]
£(0,6875) < 0 et £(0,625) > 0 donc B €]0,625;0,6875[ d’ou f €]0,6;0,7[.
Donc I’équation (E ) : gxs — 4x3 + 1 = 0 admet au moins une solution fe 10 ; 1]
Exercice non corrigé 2
on utilisera la méthode de balayage
1) ae]0;1[ et f(x)=2x3+5x—1
f(0,1)<0; f(0,2)>0; dou a€]0,1;0,2[.

2) £(0,11) <0;£(0,12) <0; £(0,13) < 0; £(0,14) < 0; £(0,15) < 0; £(0,16) <
0;7(0,17) <0; £(0,18) < 0; £(0,19) < 0 et; £(0,20) >0 d’ott € ]0,19;0,20[.

Donc 1’équation 2x3 + 5x — 1 = 0 posséde une unique solution « tel que « € 10,19 ; 0,20[.
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Mes séances d’exercices
s Exercices de fixation
»  Limites de référence
Exercice 1
a)-F; b)-V; ¢)-F; d)-V

Exercice 2

2
. 1 1-cosx sinx 1 11
a) lim ——==—o00 ; b) 11m = lim ( ) X——==-=
x->=3 (x+3)3 2x2 x—>0 x 2(1+cosx) 44
<
0SX . X
¢) lim =% = lim (—) xXcosx =11
x—0 sinx x—0 \Sinx

= Limite d’une restriction

Exercice 3

T _ 2 _ . . x+1 — i 1 =l
2) xll)mz X+2 _xll)rzlz(x D(xF+4)=-32 ; b xlirzl1x3+1 xll)rzl1x2—x+1 3

x*-

Exercice 4

VxX+7- 11

a) llrﬂl | o =-2-2 b) Lllg x—2 }C_>2\/x+ +3 g g
x—
<

= Limite a gauche, limite a droite et limite d’une fonction

Exercice 5
n°3
Exercice 6

lim f(x) = 0etlim f(x) = /5 donc elle n’a pas de limite en -2.

xZ -2 x5 -2
Exercice 7

1- gapourlimitelen -1;
2- g n’apasde limite en 2.
= Limites et opérations sur les fonctions

Exercice 8

- 2_ = i —14+1)= : im YL
1 11;1_1)+mx [x] +vx xgrllwx(x 1+&) + © ; ZLIZIJ%M +0o0
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Exercice 9

Vx+1-2 . 1 1 . \/x2—1—«/§ x—-2 -2V3
a) lim =lim == b) lim lim =
x—3 X-3 x_>3\/x+ +2 4 xo>-2  X+2 xo— zx/x2 1+V3 3

2 im (= -
¢) lim—— = Ll_r)r(l)(, ) X (14 cosx)= 2.

x—0 1—cosx sinx
Exercice 10
1-F;2-V;3-F;4-V

Exercice 11

a)xl_i)Tw(\/x2+3—’2—C)— lim x( 1+%—%)=+00;

X—+00

1. 1

Vx2+x+1 . “JUrtaz

b) lim = lim —5%=-1; ¢ llm Vx2 —
X—>+o00 X~ X—+00 1—;

—5x=—o

= Limite d’une fonction composée

Exercice 12

) lim 2203 — i 5 5 260 _ 5,
x>0 X x—0 X
: 2 2
b) lim 1- cos§4nx) - lim (sm(4nx)) « 4™ =8n? ;
X—0 x x—0 4mx (1+cos(4mx))

S_f3

¢) Comme lim 2= =3et limVX =3 donc lim
x—+00 X+2 X-3 X—+00
Exercice 13

1. lim [ _2. 2 lim

x—0 x| x—+00 | 1+6x?

3- lim 3,/4— |x] =1
X—

Exercice 14

2+5x—3x2 1 .
—|=— ;3. lim+/4—|x| =1.
2 x—3

li in(2 z L
11;1_)Osm( x — E) —>
2x+1 1
x-0 | x+ 4 2
i —x2+3
_ —00
o 2x+1)
li ( ! ) 1
im  cos(—=
X—+00 24x
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= Limite par comparaison

Exercice 15

1. lirrl fx) =40 ; 2. liqu f(x) = —o0; 3. la limite de f est comprise entre 1,9 et 2
X—+00 X—+00

Exercice 16

1 f=get lim g(x)=—oo donc lim f(x)=—o0 F
X—Xg X—Xq
2 g=fet lim g(x)=—o donc lim f(x)=—o0 A%
xX—Xg x—xq
3 h<f<g, lim h(x)=-1 et lim g(x)=-0,9999 donc F
xX—Xo xX—Xo

lim f(x)=-1
X—Xg

4 [fl<get lim g(x) =0 donc lim f(x)=0 A%
X—Xq X-x¢

Exercice 17

, Vo _Vx . Vx N 1
—-1< < — <X < X dou—-— < < —
I. x>0,—-1< sinx <1donc = S Fsinx < d’ou o= <f(x) < =
2. lim f(x)=0
X—+00
Exercice 18
3
1. Comme lim ——==0 donc Ilim x) =2
X—+00 1+Vx xA>+oof( )
1 L1 L1 2 1 1
2. Posons:u = = etlim—=—o etlim—=+0c0;0na:x“cos-= —cosu avecu
X x-0 x x-0 x X u
< >
qui tend vers I’infini.
. 1 1 1 . 1
Comme —1 < cosu < lonobtient: — < Scosu<—; lim ——== lim =0
u u u Uu—>+0o u? u—>+oo U

(méme résultat en —oo0 ).
Donc lim f(x) = 0.
x—0
.3 .
3-lim 5 = 400 donc lim f(x) = +o
x—-0X x-0
= Limite d’une fonction monotone sur un intervalle

Exercice 19

e Si g est non minoré sur ]a; b[ alors g a pour limite —co a gauche en b.
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e Si f est minorée sur ]a; b alors f admet une limite finie a droite en a.
Exercice 20
D limfe) =m;
>

2) chl_r}gf(x) = +oo,
<
= Continuité en un point
Exercice 21

1. f n’est pas définie en 0 donc elle n’est pas continue en 0 ;

f estdéfinieen2;f(2) =0 et limzf(x) = 0 donc f est continue en 2.
xX—
2. g estdéfinieen-1;9(—1) =0 et lim 1g(x) = 0 donc elle est continue en 2
xX——
Exercice 22

I. lir?_)of(x) =—2 et f(0) # —2:donc f n’est pas continue en 0.
2. lir?_)lg(x) = % =g(1): g estcontinueen 1.
3. h(-1)=1; }i_)n_llh(x) = gi_)n_llh(x) =1=h(—1) donc h est continue en —1.
< >
Li_rgh(x) =4; ki_rgh(x) =0eth(2)=0.0na Li_rgh(x) * Lignzh(x) donc hn’a pas de
1irr<1ite en 2 donc e>11e n’est pas continue en 2. )

Exercice 23

f(=1) =5et lim 1f(x) =5;onobtient: 2—a+1=5 soit a= -2
x——
f(0O)=-1+b et lim 0f(x) =1;onobtient: 1 =—1+b soit b =2
X—
= Prolongement par continuité

Exercice 24
1-V ;2-F

Exercice 25

f est définie sur ] —4;16[ \ {0} et lim of(x) = —g
X—

Exercice 26

La limite a gauche en 0 est différente de celle a droite en 0 donc elle n’admet pas de
prolongement par continuité en 0.
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. . 21
1. f n’estpas définie en 1, de plus comme lim =—=10
x-1 x+1

donc lim . f(x) =2 parsuite f admet un prolongement par continuité en 1 .
X—

2. Soit h ce prolongement défini par :{h(x) =f@) sixel

h(1) =2
Exercice 28
1) f n’est pas définie en —1 et xll@1 f(x) = —oo donc f n’admet pas de prolongement
>
par continuité¢ en —1.
2) f n’est pas définie en 1 et chl_rg f(x) = —oo donc f n’admet pas de prolongement par

<

continuité en —1.

3) f n’est pas définie en O et lirr(l) f(x) =2 € R donc f admet un prolongement par
X—

continuité en 0.

= Continuité sur un intervalle — Opérations sur les fonctions continues
Exercice 29
f est une somme de fonctions continues sur ]0; +oo[ donc sur ]0; 5] .

= Image d’un intervalle par une fonction continue
Exercice 30

1-F ; 2-F ; 3-F
Exercice 31

fU0;1]) = [4;7]
Exercice 32

1. f([2;4]) = [0;4] ;
2. f([4;+oo]) = [0; +oo{;
3. f(Q=00;2)) =] — ;4]

= Continuité d’une fonction composée
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Exercice 33

f est continue sur R et g estcontinuesur R ; f(R) € R donc g est continue sur

f(R). En conclusion g o f est continue sur R .

Exercice 34

. .. 3 . 3

x > 2x — 3 estcontinue sur R et positive sur [5 ; +oo[ donc g est continue sur [E ; +oof
. 3

d’ou sur > +o0|.

= Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 35

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, contenant a et b deux éléments de I.
Tout nombre réel compris entre f(a)et f(b) a au moins un antécédent par f compris

entre a et b.
Exercice 36

1-F; 2-V; 3-V
Exercice 37

f(x) = x5 — 3x + 1 est continue sur R en tant que fonction polynome. £ (0) =
1 et f(1) =—1,onadonc f(0) X f(1) <0 donc f(x) = 0 admet au moins une solution

comprise entre 0 et 1.
Exercice 38
f(x) = x® — 3x — 1 est continue sur R en tant que fonction polyndme.

f(1)=-3 et f(2) =1,onadonc f(1) X f(2) <0 donc f(x) = 0 admet au moins une

solution comprise entre 1 et 2.

= Fonction continue et strictement monotone
Exercice 39
1-V;2-F; 3-V; 4-V; 5-F; 6-F
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Exercice 40

f est continue et strictement croissante sur ]0 ;1[ et f(] 0; 1[) =]1;+oo[=1. f réalise donc

une bijection de ]0 ;1[ sur |1; +oo[= 1.
Exercice 41
f est une bijection et 2 € ]1; +oo[ donc I’équation f(x) = 2 a une seule solution dans 10 ;1.
Exercice 42
1. g estune bijection strictement croissante sur | — oo; 0[ ;
g(] = 0[) =]0; 1[.
2. 1;6 10; 1[ donc g(x) = % a une seule solution dans ] — oo; 0[.
= Asymptotes
Exercice 43
les droites d’équations: y =3 etx =1
Exercice 44
1. lalimite de f en % est infinie donc : x = % est une asymptote verticale a (C).
2. Lalimite de f en I’infini est —; donc y = —% est une asymptote horizontale a (C).

Exercice 45

3

() = g0~ (~x-3) =

1 7 . .
> (m ) et ll)?l—oot(x) =0 donc ladroite

. . 3 . R , .
d’équationy = —x — 5 estune asymptote oblique a la courbe représentative de g.

Exercice 46

1. les droites d’équations : x =0 et y = —x + 1 sont les asymptotes.
2. les droites d’équations : x = 2 et y = —2sont les asymptotes

= Branches paraboliques
Exercice 47

1-F;2-V;3-V
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Exercice 48

a) lirp f(x) =+ ;b) lirp @ = +o0 ; ¢) La courbe représentative de f admet en
X—+00 X—+00

+o00 une branche parabolique de direction (0J).
Exercice 49

lim g(x) = 4o et lim 98 — 4o donc la courbe représentative de g admet en +c0 une
X—+00 X—=+00 X

branche parabolique de direction (OI) en +oo.
= Fonction racine n-iéme — Fonction puissance d’exposant rationnel

Exercice 50

1
a=Vbe=b=a’;b°=a < a =b.
Exercice 51

Vx eR;, f'(x) = ;onaVx € R%, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur

1.1
57 3xt
10; +oof.

Exercice 52

A=427=8V2

Exercice 53

10
B = 16?

Exercice 54
3
A=32
% Exercices de renforcement / approfondissement

Exercice 55

3
; — Tlim [y —3 = Cqim 9 o
1) xl—1>r-Poof(x) - x1—1>I-Poo x = teo ’ x1—1>r-}1:100 X - xgrpm\/m - 0
2) lirp f(x) =+mwet lir:l % = 0 donc la courbe représentative de g admet en 40
X—+00 X—+00

une branche parabolique de direction (OI) en +oo.
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Exercice 56

1 lim flx) = lim Vx2+1+x% =+ ;
X—>+00 X—+00

. x . VxZ+1+x? . 1
lim 9 = jjm U o gy 1+=5+x=+oc0.
X—>+00 X Xx—+00 X X—+00 X

fx)

2) Ona: lilP f(x) =+oet HIP - = +00 donc la courbe représentative de f admet
X—+00 X—>+00

en +oo une branche parabolique de direction (OJ) en +co.

Exercice 57
1. f estdécroissante sur [—5;5] et V x € [—5;5], f'(x) = 3(x — 3)2.

OnaVx € [-5;5], f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [—5; 5] d’ou f est une

bijection de [—5; 5] sur [-517; 3].

2. a) f est continue et strictement croissante sur [—5; 5] de plus f(—5) = =517 et f(5) = 3
soit f(—5) X f(5) < 0 donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a € [—5;5].
b) f(4,7) = —0,087 et f(4,71) = 0,000211 soit f(4,7) X f(4,71) < 0 donc
47 < a <4,71.
3. f est continue et strictement croissante sur [—5; 5] donc f est une bijection de [—5; 5] sur
[-517;3] or —1 € [—517; 3] donc I’équation f(x) = —1 admet une unique solution dans
[-5;5].

Exercice 58

lim [f(x) — (2x —3)] = lim 2520~ im _78 = 0 donc la droite d’équation
X——00 X

S-00 Xx2+5 X——00

y = 2x — 3 est asymptote a (C) en —oo.

g CBX+20 . -8 _ O
[fx)—(2x-3)] = xllToo — = xl—1>Too — = 0 donc la droite d’équation

lim
x—+00
y = 2x — 3 est asymptote a (C) en +oo.
Exercice 59
1.

o )lcilnlf(x) = 400 ;)lcilnlf(x) = —oo donc (D;): x = 1 est asymptote a (C).
< >

o xlllplf(x) =—00 ; xllrglf(x) = +o0 donc (D,): x = —1 est asymptote a (C).
< >
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e lim f(x)—(x+2)=0; 1ir+n f(x)—(x+2)=0donc (D3):y = x + 2 est
X—>—00 X—+00

asymptote a (C).
2.

Vx € [-3;—1[, f(x) — (x + 2) < 0 car (C) est au-dessous de (D3) sur [—3; —1[.
Vx €]1;3], f(x) — (x +2) <0 car (C) est au-dessous de (D3) sur]1; 3].
Vx€]-1;1], f(x) — (x + 2) > 0 car (C) est au-dessus de (D3) sur ]—1; 1].
Exercice 60

1. f'(x) = % Soit V x €] — 5; +oo[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur
1—5; +oo].
2. f est continue et strictement croissante sur | — 5; +oo].
De plus f(] — 5; +00[) = ]—o0; 2[, donc f est une bijection de] — 5; +oo[ sur | — 0; 2[.

2x-3

3. Vy€El-o2[f(=ye——=vy
3+ 5x
f@ =y e x5
fh]=00;2[ — ]=5; +oo]
3+ 5x
e 2—x
4. xl_i)rr_g f(x) = —oo donc la droite d’équation x = —5 est asymptote verticale a (C).
>

Zx_; = 2 donc la droite d’équation y = 2 est une asymptote

> xl—lﬂloof(x) - xl—lHloo x+
horizontale 4 (C) en +oo.

¢+ Situation complexe

Exercice 61

Hypothése de ABOU : f(£) < 11 & ? +10< 11

210-t
t

< 0donc f(t) < 11 pourt € ]210; +oo[

Hypothése de KONAN : V¢t > 1, f(t) > 10, il n’existe donc pas de temps long pendant
lequel f(t) = 10. En effet la droite d’équation y = 10 étant une asymptote a la courbe de la

fonction f, aucun temps ne peut correspondre & une température de 10 degrés. Le vendredi
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correspond a t = 24 X 60 = 1440 mn. Ainsi pour t € ]210; 1440[,on a f(¢t) < 11.
L’hypothése de Abou est donc celle qui est plausible.

Exercice 62
. . S . . . , . aR?
L’aire d’un secteur en radian : si « est en radian alors ’aire A = -

Posons EF = x et h la hauteur du triangle isoc¢le OEF.

L’aire du secteur OEF est : %

On a: OE=0OF=1.0na:x =2h tan(g) (relation trigonométrique dans un triangle
rectangle). On a aussi :h = cos(%) . Si’on désigne par S 1’aire du triangle isocéle OEF, on a
donc:S = h—x, soit S = h%tan (Z) ou encore S = cos (g) sin (2) On a donc S = ~sina.

2 2 2 2 2
Donc 1’aire comprise entre [EF] et I’arc EF est : % - ésina. Le probléme revient donc a

. . . a 1 . 1. . S L.
résoudre 1’équation : 5~ 5 Sina = -sina. 11 s’agit de donner une approximation décimale

d’une solution si elle existe de 1’équation : 2sinx — x = 0. Posons f(x) = 2sinx — x. La

fonction est continue sur ]0; 7|.

£(1,85) vaut environ 0,072 et £(1,9) = —0,007. £(1,8) et £(1,9) sont de signe contraire
donc 1,85<a<1,9

1,9 radian est une bonne approximation de a. En dégré on obtient environs 109 degrés.
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I- LA SITUATION D’APPRENTISSAGE
e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un

PROBABILITE CONDITIONNELLE
ET VARIABLE ALEATOIRE

¢éleve et une lecture silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer
que les éleéves ont bien compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une
ou des questions du type :

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éléves
Contexte -De quel événement parle le - D’augmentation
texte ? conditionnée d’argent de
poche d’un éléve.
-Quels sont les acteurs -les acteurs sont le pére et la
principaux de cet événement ? | mére d’un éléve de terminale
ainsi que ses amis de classe.
-A quel moment se déroule -A la maison puis en classe.
I’événement ?
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 doit gagner au moins deux
difficulté rencontre I’éléve ? parties consécutives contre
sa mere et son pere en
changeant d’adversaire a
chaque partie.
Téches -Que décident de faire les -Ils décident de déterminer
éleves ? s’il est probable que leur
camarade de classe gagne.
-Comment s’y prennent-ils ? -Ils se mettent a faire des
calculs.

Le professeur utilisera la tiche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et
présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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II. DECOUVERTE DES HABILETES
Activité 1 : Définition, conséquence d’une probabilité conditionnelle
e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une probabilité

conditionnelle.
e Réponses aux questions de I’activité.

Age 17 ans Autre que 17ans Total
sexe
Fille 14 10 24
Gargon 4 8 12
Total 18 18 36

1) Qest’ensemble des éléves de la classe et card(Q2) = 36
2) Calculons

__card (B) _ card(A)
a) P(B) B card(Q) b) P(A) card(Q)
_18 _
" 36 36
1 2
P(B) =~ P(A)=2

_ card(ANnB) _14 _7
¢) PANB)==7"002 =2 done P(ANB) =1

3-a) L’univers c’est les filles, il n’est pas le méme que dans la question 1.
On a: card(A) =24

_ card(ANB) _ 14 _7
b p= card(4) 24 donc p 12
P(ANB)
c) Comparons p et )
P(AnB) _ 7 3 _7 _PwnB)
Ona P(4) 18 X3 12 donc p P(4)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 1

1. P(A)=

P,(B) = - (probabilité d’obtenir une boule rouge dans 1’urne qui ne contient plus

NI on

que 4 boules rouges et 3 boules blanches)

2.0na: P,(B) =”ff(2f) donc P(ANB) = P(A) x P4(B) =2 x2=2

Exercice de fixation 2

P(RNG) 03

— =" =075
P(R) 04

PR(G) =
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Activité 2 : Arbre pondéré

e L’objectif de cette activité est de construire un arbre pondéré.

e Réponses aux questions de I’activité.

w
S
oS
Sl
W= Slm
wiN
ol

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 3

Arbre de pondéré

Exercice de fixation 4

1. arbre de probabilité

0,5 c

2. P5(A) =1—-(0,4+05)=0,1
3.P(DNB) =P(D) X P,(B) =0,7% (1—-(0,2+0,3)) =0,7x0,5=0,35
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Exercice de fixation 5

Arbre de pondéré

Activité 3 : Formules de probabilités totales

e [’objectif de cette activité est de calculer la probabilité d’un événement en utilisant la

formule des probabilités totales.
e Réponses aux questions de I’activité.

1.Ona: B=BNnQ=BnN (4, UAUA;U.. UA,)
=BNA) UBNADUBNA)U.. UBNA,
2.a) P(B)=P[(BNA;)) UBBNA,)U(BNA3;)U.. U(BNA,]
P(B) =P(BNA)) +P(BNAy)+-+P(BNA,)
Car(BNA)N(BNA)cC (A4, NA)et AiNA, =0
b) P(B) = P(A;) X P4,(B) + P(4;) X Py, (B) + -+« + P(4y) X Py (B)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 6

P(G)=P(GNR)+P(GNR)=P(GNR)+Pr(6G)xP(R)=0,3+ (0,6 x0,3) =0,48

Exercice de fixation 7

P(T) =PV NT)+P(TnV)=PWV)x P,(T) + Py(T) x P(V)
= (0,02 x 0,99) + (0,01 x 0,99) = 0,0296
Activité 4 : Définition de deux événements indépendants

e L’objectif de cette activité est de justifier que deux événements sont indépendants ou

non.

e Réponses aux questions de ’activité.
L.a) Q={(P,P);(P,F);(F,P);(F,F)}
b) A={(F,P);(F,F)}; B={(P,F);(F,F)} etAn B={(F,F)}

_ card(4) _ 2_1 | _ card(B) _ 2_1 _ card(AnB) _ 1
2.a)P (A) Tcard@ 4 2 ° P (B) T card() 4 2 etP (A n B) T card(Q) 4

Ona:P(A)xP(B)=%><§=% etP(AnB)=% donc P (AN B) = P(A) x P(B)
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e  Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 8
1. Faux ; 2. Vrai ;3. Faux ;4. vrai
Exercice de fixation 9
1

Ona: A={2,4,6}douP (4) = B={3,6}d’oup(3)=§

et AnB={6}d’ouP(AnB):%
de plus P(A)XP(B):%xézé:P(AnB)

donc les événements A et B sont indépendants.

Activité 5 : Propriété de deux événements indépendants

e [’objectif de cette activité est de justifier si A et B sont indépendants alors
Py (B) = P(B).
e Réponses aux questions de I’activité.

1. a) D’apres la définition de la probabilité conditionnelle on sait que
P(AnB)=PA)xP,(B) (1)
b) Si A et B sont indépendants alors P (A N B) = P(A) x P(B) (2)
¢) Par identification de (1) et (2) on a P(A) X P(B) = P(A) x P, (B) donc P, (B) = P(B)
2. D’aprés la définition de la probabilité conditionnelle on sait que
P(ANnB)=P(A) x P, (B)
Si P, (B) = P(B) alors P (AN B) = P(A) x P(B) donc A et B sont indépendants.
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 10
1. Vrai
2. Vrai
Activité 6 : Propriété et conséquence de deux événements indépendants

e [’objectif de cette activité est de connaitre la conséquence de la propriété de deux
événements indépendants.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. a) En appliquant la formule des probabilités totales avec { B ; B}, ona:

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D




P(A) =P(ANB) +P(ANB) =P(A) x P(B) + P(A) X P,(B) = P(A)(P(B) + P4(B))
b) Ona: P(A) = P(A)(P(B) + P4(B)) d’ou P(B)+ Py(B) =1 donc
P,(B) =1-P(B) = P(B)

2. Ona:P(ANB) = P(A) X P,(B) = P(A) x P(B) donc A et B sont indépendants.
3.0na:P(A)=P(ANB)+P(AnB)=PA) xP(B)+P(ANB)

Dot P(ANB)=P(A)—P(ANB) =P(A)—P(A) x P(B) =P(A)(1—-P(B))

Donc P(AN B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B) ainsi 4 et B sont indépendants.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 11

Ona:P(ANB)=0,28 = P(A) x P(B) donc les événements A et B sont indépendants

De plus P(A) = P(ANB) + P(A N B) c’est-a-dire P(A) = P(ANB) + P(A) x P(B)
D’ou P(A N B) = P(A)[1 — P(B)] Ainsi P(ANn B) = P(A) X P(B).
Par suite les événements A et B sont indépendants.

Exercice de fixation 12

P() =E02 =52 = 02 ctP(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB) = 0,6

Exercice de fixation 13
P(C)= P(AUB)=P(A) +P(B)—P(AnB)=(08+0,9) —(0,8%0,9) =098
Activité 7 : Définition d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de 1’activité.

l.a) Q = {PPP;PPF;PFP;FPP;PFF ;FPF; FFP;FFF}
b)card (1) =8

2.ona:

PPF ; PFP ; FPP — +15

FFF - —15

PFF ; FPF ;FFP - 0

PPP — +30

Les différents gains possibles sont : —15;0; 15 et 30
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 14
On considére une expérience aléatoire d’univers (). On appelle variable aléatoire
Toute application de Q dans R.

Exercice de fixation 15
1. Vrai

2. Faux

3. Vrai

Activité 8 : Notation et vocabulaire

e L’objectif de cette activité est de noter un événement en utilisant une variable
aléatoire.
e Réponses aux questions de I’activité.

l.a) (X = +15) = {PPF;PFP;FPP} ;b) (X = —15) ={FFF}
2.a)(X =0) ={PFF;FPF;FFP} ;b)(X = +15) ={PPF ;PFP;FPP;PPP}
3.(X=+30) ={PPP}

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 16
a) X=1)={2;4;6} ;b X=0={1;3}

0 X<1={1;3;5} ;d KX=2)=90
Activité 9 : Définition de la loi de probabilité d’une variable aléatoire

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une loi de probabilité.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. X(Q)= {-15;0;15;30}

2. P(x=15)=3

8
3. P(=0)=2; P(X=-15)) =1; P(X =30)) =+

4. L’application P qui a chaque valeur x prise par X associe la probabilité de 1’événement
(X = x) est telle que :

* P((0<Xx<15)=P((X=0)+P((X=15) =2+2=2

8
% P((-15<Xx<30)) =P((X =-15)) + P((X =0)) + P((X =15)) +
P((x=30)=1

+ P((Xx>30)=0
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Donc P est une probabilité définie sur {—15;0; 15 ; 30}.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 17

1. X(@)={0,1,2}

2. P(X=0):z—§:i Px=1 =28 -8 P(X:2):g—§: L

10 c2 10

Xi 0 1 2

Pi=P(X =x;) 3 6 1

Exercice de fixation 18
X@Q)={-2;0;1}

—_n =21 . —0)=2. —1=3
Px=-2)=1 ;px=0)=2; P(x=1)=1
Xi -2 0 1
P, =PX =x;) 1 2 3
6 6 6

Activité 10 : Espérance mathématique d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de 1’espérance mathématique

d’une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de I’activité.

Lo (m18) X240 X2+ (15) X2+ (30) x 7 = =2 =2 - 2

8 8 2"
_ P1X1+D2X2+D3X3+D4aXs _
20 p1Xg FPaXa F PaXzg FPaxy == ————carp; + P +p3+py =1
DP1tP2+P3+Ds

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 19
LEX) =0x>+1x>42x—=2_8_12
10 10

10 10 10 5
2. En moyenne le nombre de boule noire par tirage est égale a 0,8 soit environ 1 boule
noire.

Exercice de fixation 20
E(X)=-2%x01+4+1x05+ 6x0,07+9x%x0,06+ 10x 0,08+ 14 x 0,19 = 4,72

Activité 11 : Variance et écart-type d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la variance et écart-type

d’une variable aléatoire et les calculer.
e Réponses aux questions de I’activité.
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1. a) VX) = (—15—§)Zx§+(0—1§)2x§+(15—12—5)2x§+(30—12—5)2x§
675

4

b) W) = (((~15) x 2+ (00 x4+ (157 x 2+ (302 x 2 ) - (&)’
_ 675

¢)Ona: W(;() =VX)

2 o) =V
o(x) =18

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 21
V(X)=(-2)?%01+1x%x0,5+ 62x0,07+9%x 0,06+ 102 x 0,08 + 142 x 0,19
—(4,72)> = 31,24

o(X) =4,V(X) =558
Exercice de fixation 22
—(_ - 2 23 S s
1. EX)=( 2)><11+( 1)><11+ (0)x66+(1)><22+2><33
E(X) =017
22)V(X) = ((—2)2 x4 (P x 2402 x 2+ (12 xS+ ()7 x %) —(0,17)?

V(X) =135
b o(X) = 1,16

Activité 12 : Fonction de répartition d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de déterminer et construire la fonction de répartition
d’une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1) Si x<-1,F(x)=0;Si —1<x<0, F(x)=%=%;$i 03x<1,F(x)=§

4

Si 1Sx<3,F(x)=E; Si 3<x, Fx)=1

2) Représentation graphique de F
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 23

Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
F est définie par :

Si x<-15,F(x)=0

Si —15<x<0, F(x):0+%:§

. 1 3 4 1
Si 0Sx<15,F(X)—0+g+E—E—E
1 7

Si 15<x<30,F(x)=0++243=2
8 8 8 8

Si 30<x,F)=i+:=7=1

Représentation graphique
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Exercice de fixation 24

x; 0 1 2 | 3

— ey — 1 1 1| 1

P=PX =x) 2 2 2 7
4 ) )

Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
F est définie par :
Si x<0,F(x)=0

Si 03x<1,F(x)=§=§

Si 1<x<2,Flx)=2+i=2=1
44 4 2
Si 2<x<3,Fx)=2+24+1=2
44 4 4
Si 3<x,Fx)=341=%=1
4 4 4
Représentation graphique
¥y
14
—
-—
*——
5 7 6 5 4 5 21 d |t 2 514§ &t 8 vt

Activité 13 : Epreuve de Bernoulli- Schéma de Bernoulli

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une épreuve de Bernoulli et
d’un schéma de Bernoulli.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. Il y’a deux possibilités « PILE » et « FACE ».

2. Dans cette expérience, « lancer une piéce de monnaie équilibrée et noter le
résultat obtenu» est répété trois fois et les résultats suivants ne dépendent pas des
précédents.
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 25
1. Vrai ; 2.Faux ; 3.Vrai ; 4. Vrai

Exercice de fixation 26

L’expérience qui consiste a choisir un ordinateur parmi les 50 ordinateurs
est une épreuve de Bernoulli car il n’y a que deux issues possibles :
« L’ordinateur est en panne » ou « I’ordinateur n’est pas en panne ».

Comme I’expérience est répétée trois de fagon indépendante alors on a un schéma de
Bernoulli.

Exercice de fixation 27

L’expérience qui consiste a jouer une fois a la roulette
est une épreuve de Bernoulli car il n’y a que deux issues possibilités :
« la boule tombe sur le rouge » ou « la boule ne tombe pas sur le rouge »

Comme I’expérience est répétée vingt fois de fagon indépendante alors on a un schéma
de Bernoulli.

Activité 14 : Loi binomiale

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la loi binomiale de

paramétres n et p.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1. Un participant peut gagner : 0 partie, 1 partie, 2 parties ou 3 parties.
2.a) On a les possibilités suivantes : (SSS) ou (SSS) ou (5SS)
Comme les épreuves sont indépendantes on a :
p=8x18, 1y E><2><E+E><E><£=O,36
37737737 1 37737737 " 37737 7 37

b P =2 x () % (2) = 036

¢) On remarque que P = P’

om0 =ctx (5 x () = (5) =oas

PX=1)=Clx (g)1 x (;—3)2 =038
3

=3
Po=3 =7 (2) % (2) = (%) - 012
R Y/ 37/ " \37) 7

e Corrigé des exercices de fixation

18x192

X

Exercice de fixation 28

P(X = 6) = C& x (%)6 x (%)4 = 0,068
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Exercice de fixation 29

Le tireur atteint la cible ou n’atteint pas la cible il n’y a que deux résultats possibles, de plus
I’expérience est répétée trois fois de facon indépendante. Ainsi X suit une loi binomiale de
paramétres 3 et 0,7.

Activité 15 : Espérance mathématique et variance d’une variable aléatoire suivant une
loi binomiale

e L’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I’espérance
mathématique et la variance d’une variable aléatoire et de calculer I’espérance
mathématique, la variance et 1’écart type d’une variable aléatoire donnée.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. X suit la loi binomiale de paramétres 3 et g.

por=0 = et (2) ()
PX =1) = (5 x (37) ( )
por= = cix(2) x (2 )

P(X=3)=C}x (37 ()0 ()—012

Laloide X estdonc

18><19

=0,38

3y 19x182 19x182% =036

x; 0 1 2

P,=P(X =x,) 0,14 0,38 0,36 0,12

0,14+0,38+ 0,36 +0,12=1
22)E(X)=0x014+1x0,38+2x%x0,36+3x0,12=1,46

byona: E' = 3x§= 1,46 donc E(X) = E'
3.2) V(X) = (0% % 0,14 + 12 X 0,38 + 22 x 0,36 + 32 x 0,12) — (1,46)% = 0,74
b)Ona: V' = 3x§x£=0,74 donc V(X) =V’

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 30
1. EX)=3x%x0,7=21

2. V(X)=3x%0,7%0,3 = 0,63
3.6(X) = 0,79
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Exercice de fixation 31

1. Soit la réponse est juste soit elle n’est pas juste ; il n’y a que deux résultats possibles et
comme I’expérience est répétée dix fois de fagon indépendante alors X suite une loi

binomiale. La probabilité de succes est i.
Les paramétres de cette loi sont : 10 et %.
3. E(X)=10x;=25
V(X) =10 x5 x> =1875
o(X) =137
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DES QUESTIONS D’EVALUATIONS

Question 1 : Comment calculer des probabilités a 1’aide d’un arbre de probabilité ou
de la formule des probabilités totales ?

Exercice non corrigé

Soit les éveénements suivants :

M : «la personne est malade » ; T : « le test est positif ».

L’énoncé nous demande de calculer Pr.( M).

Cela nécessite de calculer P(U; N B) et P(B) a I’aide d’un arbre pondéré.

T

0,99 T
On en déduit :
P(T)=P(MNT)+P(Mn T)=099p+0,01(1—p) =0,98p+0,01
Par suite
_P(MNT) _ 099p _ 99p
Pr(M) = P(T) ~ 098p+001 98p+1

Question 2 : Comment déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire qui suit une
loi binomiale ?

Exercice non corrigé

1. La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres 10 et é .

. 1 _ ok 1 k 2 10—k
2.X suit B(10;3) done P(X =k) = ¢l x (3) x (%)

Question 3 : Comment calculer I’espérance mathématique et la variance d’une variable
aléatoire qui suit une loi binomiale ?

Exercice non corrigé

La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres 10 et % .( réponse exacte ou pas )
10 2 _ 20

1 1
donc E(X)—lOX;—? et V(X)—10><§ X;— 5
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MES SEANCES D’EXERCICES
Exercices de fixation
Probabilité conditionnelle
Exercice 1
1b ;2.a ;3.c;4b
Exercice 2

1. a) Construction de I’arbre pondéré

ER
20
4 V< 17 )
<5/ e
1 Z/C
5\]7 5
-,
5\5
80 _ 4 15 _ 3
b)ona:P(V)=m=E et PV(C)=E=5

4 3 3

b) P(VnC):%xé:%

Exercice 3
9 8 3
La)P(R) = ; Pr(B)=, ctPr(B)=
10
9 R < 2
< T o
i 3 P B
10\ B 10
< ,
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9 8 72 = 1 3 3
2.a) P(RnB)—EXE—m etP(RnB)—EXE—E
b) P(B)=P(RNB)+P(RnB)=42=22_2

100 © 100 100 4

Exercice 4

1. En appliquant la formule des probabilités totales avec { V ; V}ona:

P(C)=P(VnC)+P(|7nC)=%+—=i=§

25 25
PVAC) = 3
2. (V) =" =% =
5
Exercice 5
1.
0,1 / N
08 A 09
— e

-

0,2

~—,

s
02—

< 0
2. PBNS)=PB)XxPy(§)=(1-08)x(1-02)=02x08=0,16
3.PS)=P(BNS)+P(ANS)=0,16+0,8x09=0,16+0,72 = 0,88

\S_

P(BNS) _ P (BNS) _02x02

4. P(B)= P(S)  P(BNS)+P(ANS)  0,2X0,2+0,8x0,1

=033

Exercice 6

L’univers E est I’ensemble des boules des trois urnes.

Nous devons calculer P(R). Or Uy; U, et U; constituent une partition de E.
D’apres la formule des probabilités totales :
P(R)=P(U;NR)+PU,NnR)+P(U;NR)

Calculons ces trois probabilités ; il es clair que :

P(UY) = P(U,) = P(U3) =3

D’autre part, Py, (R) = é ( c’est la probabilité de tire une boule rouge dans I’'urne 1)

De méme Py, (R) =% et Py, (R)= é

1l en résulte :

P(UyNR) = P(Uy) X Py,(R) = § X == 11—8 et de fagon analogique, on a :
1
3

1
6
3_1
4

P(U, N R) = P(Uy) X Py, (R) = = X

T4
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1
P(Us N R) = P(Us) X Py, (R) =3 X3 =3

Finalement

1 1 1 5
PR =5+its=n

Exercice 7
1. Nombre d’issue possible
Si la premiére est bleue, le jeton tiré peut étre bleu ou rouge.
Si la premicre est rouge, le jeton tiré peut étre bleu ou rouge.
11y a 4 issues possibles.

2. Arbre pondéré

Z B < 3
< 3 2
5~ T
< ,
4 —
2 3
P(BD) = 2x:=5;  PBIY)=ixs=2;
3 2
P(Rb) = Ix2== ;P(R71)=Ix:==
3.P(A) =P(B,b)+P(R,1) = —+—==
Exercice 8
12 1 32 1
P(A) =5 =5:PB) = =3
4 1
P(AnB)=£=Z

P(A) X P(B) = -et P(ANB) = —
Donc A et B sont indépendants

1
P(ANB) _ 35 _ 1 _
=5= P(4)

Pg(A) = rE 1
3
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Exercice 9
A et B sont indépendants donc P(A N B) = P(A) X P(B)
Or P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
, 11 1
Dou - = 5+P(B) -PB)
4 =3
Donc EP(B) =3
3

Par suite P(B) = 3

Exercice 10
60 _ 2 78 _ 2 33
1. P(E)—a—g ’P(H)_E_EetP(E nH)—E—O,ZZ
OnaP(E) xP(H) =0,208 et P(E NH) = 0,22, comme P(E NH) # P(E) X P(H)
donc les événements « étudier ’espagnol » et « pratiquer le Handball » ne sont
pas indépendants
=20 _3 . =4 _3 =27 _
2. P(A) = 0T P(B) =0 =10 O P(A nB) =0 0,18
OnaP(A) x P(B) =0,18 et P(A nB) = 0,18, comme P(ANB) = P(A) x P(B)
Alors les événements « étudier I’anglais » et
« pratiquer le Basket » sont indépendants

Exercice 11

% + % + % + % = 1 donc le tableau détermine la loi de probabilité d’une variable aléatoire X

Exercice 12

1
a=-
3

Exercice 13
1.a) Soit Q I'univers de cette expérience aléatoire.

X est définie de Q2 dans R car a chaque éventualité on associe la somme des points qui est un
nombre réel.

Par suite X est une variable aléatoire.

b) Ona:X(Q) ={-1;0;1;2;3}

2. La loi de probabilité de X est donc

X; -1 0 1 2 3
P(X = x;) 8 12 10 4
36 36 36 36 36
Exercice 14
1. Faux ;2. Vrai ;3. Faux ;4. Vrai
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Exercice 15

1. La fonction de répartition F de la variable aléatoire X est définie par :
six<—-1,F(x)=0
2
si—le<1,F(x)=;

2
Sil<x<2,Fx)==+

7
2 4
ksiZSx,F(x)=7+7+

4 6
7 7
! 1
7

2. Représentation graphique de la fonction F

Exercice 16

I Dé noir
0 1 1 1 (2|2
Dé blanc

-1 -1 0 |0 [0 |1 1

-1 -1 0 |0 |0 1 1

0 0 1 1 1 12 |2

0 0 1 1 1 2 |2

1 1 2 |12 |2 |3 |3

1 1 2 |12 |2 |3 |3

X étant la somme des points obtenus, on a donc X(Q) = {—1;0;1;2;3}
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La loi de probabilité de X est donc

x; -1 0 1 2 3
P(X =x) 2 8 12 | 10 4
3 | 36 | 36 | 36 | 36

2.a) la fonction de répartition F de X est définie par : F(x) = P(X < x) , ainsi
six<-1,F(x)=0

2 1
i—1< F(x) = — = —
si <x<0,F(x) 36 =18
i0< <1F()—2+8—5
StE=xs B = 36736 18
8 12 11

2
11 < - — =
sil<x<2F(x) 36+36+36 T
2<x<3F) =40 42, 108
Ste s XSS =36 736736 736 9
s expoyo LB 12,10 4
S = ) = 3736736 736 ' 36

b) Courbe représentative de F

y
1 .
—
—
~—
o—
8 -7 -6 -5 | -4 -3 -2 -1 0 12 3 45671 8 x

Exercice 17
1.a) ;2.¢)

Exercice 18

2 8 12 10 4 —2+12+20+12 42 7
EQ) =(-DX2+0x2+ () x4 (@)xi3xts 20200227

36 36 6
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Exercice 19

La variance
2

2 8 12 10 4 7
V(X):( (—1? X4 (007 X 5=+ (1) X 5o+ (2 X 53 + (302 x5 )_(E)

V(X) = 2+12+40+36 49 _ 90 49 _ 41
36 36 36 36 36

L’écart type

_ - v
o(X) =V(X) = = ¢

Exercice 20
Ona:EX)=(1xp)+0x(A—-p)=p
VX)) =[1?xp+0*x(1-p]-p*=p—p*=p(1-p)
Exercice 21
1. E(X) =432 dounp =432 (1)
V(X) = 27,648 d’oit np(1 —p) = 27,648 (2)

27,648
= 0,64
43,2

De(l) et(Q)ona: 1—p =

2. 1-p =064 donc p=1-0,64= 0,36 parsuite n == =120

Exercice 22

oX)=15;ynp(1—p)=15; y25p(1—p)=1,5;
15
Vp(1—p) =+=103;
Jp(1-p)=03 & p-p*>=009
o pt—-p+009=0
Ona: A= 0,64 donc p=0,1 ou p=0,9

Exercice 23
La naissance d’un enfant conduit a deux issues soit I’enfant est un gargon soit c’est une fille

On a donc une épreuve de Bernoulli.
Exercice 24

Un éléve de cette classe est soit admis soit non admis, c¢’est une épreuve de Bernoulli comme
elle est répétée 60 fois de fagcon indépendante on alors c¢’est un schéma de Bernoulli.
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Exercice 25

La naissance d’un enfant conduit a deux issues soit I’enfant est un gargon soit c’est une fille.
Dans une famille de cinq enfants, cette expérience est répétée 5 fois de maniére identique et
indépendante. On a donc une épreuve de Bernoulli.

La variable aléatoire égale au nombre de fille suit une loi binomiale.

Exercice 26
1. Laloi de X est déterminée par : P(X = k) = CX, x (0,36)% x (0,64)2°°F
2.2) P(X = 3) = C3, x (0,36)3 x (0,64)'7 = 0,0269
b) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
= CJy X (0,36)° x (0,64)%° + C3, X (0,36)' x (0,64)'° + CZ, X (0,36)% X (0,64)'8
=0,000132 + 0,001495 + 0,007990 = 0,009617
OP(X=21)=1-P(X=0)=1-CJ %x(0,36)° x (0,64)2° =1—0,000132 = 0,999

Exercice 27
P(Xx=1)=03 doa C} x () x(1—-p)t=03
Donc 2p(1 — p) = 0,3 pars suite p>? —p +0,15=0
Ona: A= 0,4 donc p =0,18 ou p = 0,82

Exercice 28
1. E(X) = np = 2022 x%: 505

2. V(X)=np(1—p)=2022><i><;=154j

Exercice 29

1. Soit un joueur gagne soit il perd il n’y a que deux résultats possibles et comme
I’expérience est répétée 100 fois de fagon indépendante alors on a un schéma de Bernoulli.

Par suite X suit une loi Binomiale de paramétre 100 et 0,1.
2.a) P(X = 12) = Ci& x (0,1)'? x (0,9)%8 = 0,098
bP(X>1)=1-[P(X=0)+P(X=1)]
=1—[Co % (0,1)° X (0,9)1% + ¢ % (0,1) x (0,9)°°]
=1-(0,00002 + 0,00029 ) =0,99
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Exercice 30

1. a) Soit un joueur gagne soit il perd il n’y a que deux résultats possibles et comme
I’expérience est répétée n fois de fagon indépendante alors on a un schéma de
Bernoulli.

. . S . R 1
Par suite X suit une loi Binomiale de paramétre n et o

. . 1\k 9\"—k
b) Laloi de X est déterminée par : P(X = k) = C¥ x (R) X (E)

) =16

doncn = 43,70

2 PX21)=1-PX=0)=1-CIx ()

o\ , n(0,01)
1— (E) 20,99 dou n ="

ainsi la plus petite valeur de n est 44.
Exercice 31

1. Un éléve a soit 18 ans et plus soit moins de 18 ans, il n’y a que deux résultats possibles
comme 1’expérience est répétée 35 fois de fagon indépendante on a un schéma de Bernoulli
D’ou X suit une loi Binomiale de parameétre 35 et 1 — 0,67 soit 35 et 0,33

2.2) P(X = 10) = €32 x (0,33)*° x (0,67)%5 = 0,12
bP(X=2)=1-[P(X=0)+P(X=1)]=1- (00000008 + 0,0000140)
=0,99
3.E(X) =35%0,33 = 11,55
V(X) = 35x0,33 x 0,67 =7,73
Exercice 32

1. Dans ce stock une boite présente des traces de pesticide ou ne présente aucune trace de
Pesticides. Il n’y a que deux résultats possibles et comme 1’expérience est répétée 10 fois
de maniére indépendante nous avons un schéma de Bernoulli.

X suit donc une loi Binomiale de parametre 10 et 0,88.

2. P(X=10) = C{? x (0,88)1° x (0,12)° = 0,27
3PX=21)=1-PX=0)=1-C) %x(0,88)° x(0,12)1° = 0,62 x 10~°

Exercice 33

1. A un tirage on a soit une boule verte soit une boule rouge il n’y a que deux résultats et
deux seulement comme on en tire trois de fagon indépendante on a un schéma de Bernoulli,
. . e . . 1
par suite X suit une loi binomiale de paramétre 3 et "
3

2.0na:E(X)=3x+=2
4 4

1 3 9 9 3
V(X) _3XZXZ_E donc a(X) =.V(X) _J;_Z
Par suite E(X) = o(X).
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Exercice 34
1. La variable aléatoire nombre de réponses justes au QCM est une loi binomiale de

Kk 36—k
<(3)
4

. 1
de paramétres 6 et "

2. La loi de probabilité de X est: P(X = k) = Ck x G)

a) P(X=3)=C§><(i)3 x(2)3 =0,13

0 6
b) P(le):l—P(X:O):l—ng(%) x(%) =082
3, E(X)=6x§=§=1,5

En moyenne 1’¢léve répond juste a une question et demie.

Exercice 35
1. X suit une loi binomiale de paramétres 4 et %.

K 4—k
La loi de probabilité de X est: P(X = k) = Cf x (%) X (i)

a) P(X=2)=CZx (11—0)2 x (1;’0 )2 = 0,048

b) P(X>3)=PX=3)+P(X=4)

3 1 4 0
=cix () x(Z) +ax (%) *(5)
=0,0037

2. E(X):4><%:0,4

E(X) = 0,4 donc en moyenne dans cette famille il y’a moins d’un enfant qui présente
le caractere C.

Exercice 36
Notons : M : « I’individu prend le médicament »
G : « I’individu a une baisse du taux de glycémie »

1. Py(G) =08
2. P(G)=P(GNAM)+P(GNIT)=06%08+04x01=052

P(GNM) _ 0,6X0,8 _

3. P(M) = 78 = 2002 = 0,92

4. Chez un individu soit le taux de glycémie a baissé soit il n’a pas baissé. Comme
I’expérience est répétée 5 fois de fagon indépendante alors on a un schéma de Bernoulli
La probabilité d’avoir exactement k individus dont le taux de glycémie a baissé est
P, = CK x 0,52% x 0,485
a) Ainsi P, = C? x 0,522 x 0,483 = 0,29

b) 1-Py=1-CJ%x0,52°x 0,485 = 0,97

Exercice 37
1. sile numéro est 2 il gagne 2000; si le numéro est 3 il gagne 3000
si le numéro est 5 il gagne 5000 ; si le numéro est 1 il gagne —1000
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si le numéro est 4 il gagne —4000; si le numéro est 6 il gagne —6000
ainsi X () = {— 6000 ; —4000 ; —1000 ; 2000 ; 3000 ; 5000 }

2. Laloi de probabilité de X est donnée par le tableau ci-dessous.

x; —6000 | —4000 [ —1000 [ 2000 [ 3000 | 5000
P(X = x) 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
3.3) E(X) — 7600074000710006+2000+3000+5000 - _%

2 2 2 2 2 2 2
V(X) = 60002+40002+1000 Zzooo +30002+5000% (%) — 1516388888
b) Comme E(X) < 0 alors le jeu est défavorable au joueur
4. La fonction de répartition F de X
six < —6000,F(x) =0
si— 6000 < x < —4000, F(x) =
si—4000 < x < —1000,F(x) =

INO |-

si = 1000 < x < 2000, F(x) = 2
si 2000 < x < 3000, F(x) = 2
513000 < x < 5000, F(x) ==

si5000 < x,F(x) =1

Exercice 38

1. a) Il y’aune boule rouge parmi les 7 boules donc p(R,;) = %
11 y’a cinq boules non rouge parmi les 6 boules restantes donc p(R,) = 2

b) Arbre pondéré

N

=
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2.a) Au premier tirage :
Si elle est rouge, il gagne 10 000 francs
Si elle est jaune, il gagne - 5 000 francs
Au second tirage :
Si elle est rouge, il gagne 8 000 francs
Si elle n’est pas rouge, il gagne - 4 000 francs

Ainsi X(Q) = {-5000; —4000; 8000; 10 000}

b)ona:
P(X = —5000) = P(J) = %; P(X = 10000) = P(R,) = ;
P(X =—-4000) =2x2=22: p(x =8000) =2x1=2

7 6 21 7 6 21

la loi de probabilité de X est donnée dans le tableau ci-dessous

X; —5000 | —4000 | 8000 | 10000
PX=x)| 2 | 10 | 2 | 1
7 21 21 7

C) E(X) — —5000X6—4000X12:8000XZ+10000X3 — _@

Lo 8000
Sur un grand nombre de partie le joueur perd en moyenne -

Comme E(X) < 0 le jeu est défavorable au joueur

2 2 2 2 2
d) V(X) — 5000“%x6+4000 ><102+18000 X2+10000°X3 (&700) — 3383674,69

3. La fonction de répartition F de X est :

six < —=5000,F(x) =0

6
si — 5000 < x < —4000,F(x) = 21

[ — 4000 < x < 8000, F(x) = — + -0 _ 16

st sX ) =TT 21

18000 < x < 10000, F(x) = 0 4 2 = 18

st SX A=A
3

18
siZSx,F(x)=H+H=1
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Exercice 39

1- Arbre pondéré

D

Ql

E

2-a) Cette probabilité est : P(D NEN 0)= 0,8><0,75X3l =0,2. Car la probabilité d’un chemin est

le produit des probabilités sur ce chemin.
b) Cette probabilité est : P(D NEN 0) = O,8X0,75><3i = 0,4. Car la probabilité d’un chemin est
le produit des probabilités sur ce chemin.

3- Pour étre admis a ce concours, il faut étre admis sur dossier ou bien étre passé par 1’écrit,
subir I’oral et étre admis a 1’issue de ’oral. La probabilité cherchée est : P(D) + P(D NEN 0)
qui vaut 0,6.
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Exercice 40

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
1- P(A)=>.
_i
2- P(B)=<.
_ _ P(AnB) . _1
3- P(0) = Pp(A) =22 P(O) =3,

Exercice 41

Soit :

Ui I’événement : « Tirer une boule de 1'urne Ui » ;

Uz I’événement : « Tirer une boule de 'urne Uz » ;

R I’événement : « Tirer une boule rouge » ;

N I’événement : « Tirer une boule noire ».

La répartition des boules dans 1’urne fournit les probabilités suivantes :
PUIR) =2 5 Pui(N) =2 ; Pua(R) = = et Pua(N) = 3.

Le d¢ étant parfaitement équilibré, on a : P(Ur) = % ; P(U2) = §

Tous ces résultats sont résumés dans 1’arbre pondéré ci-dessous :

P(N) = P(NNU1) + P(NNU2)
=P(U1)x Pui(N) + P(U2)x Pu2(N)

X

Wk

24
5

wIN
o=
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11
2- Cette probabilité est : Py(U;).

Ona: Py(Uy)= —P(Ull);;ljl(m
6
Py(Uy) = PER

Exercice 42

On considére les événements suivants :
H : « la personne choisie est un homme » ;
F : « la personne choisie est une femme » ;
P : «la personne choisie présente le caractére P ».
On a les probabilités suivantes :
P(H)=0,45; P(F)=0,55; P(P/H)=0,04 ;P(P/F)=0,05.

1. Détermination de la proportion de personnes qui présentent le caractére P.
P(P) = P(H) P(P/H) + P(F) P(P/F)
P(P) = 0,45%0,04 + 0,55%0,05 = 0,0455 ; soit 4,55 % des personnes de cette population.
2. 1l s’agit de déterminer P(H/P).

P(H) P(P/H)

P(H/P) = W = 0,4
Exercice 43

On considere les événements suivants :

M : « la personne choisie est malade » ;

T : « la personne choisie est testée positif » ;

On en déduit les événements suivants :

M : « la personne choisie est saine » ;

T : « la personne choisie est testée négatif ».

On a les probabilités suivantes :

PM)=0,03;

Pwm(T) est la probabilité qu’une personne malade soit testée positif : Pm(T) = 0,95 ;
P3; (T) est la probabilité qu’une personne saine soit testée positif : P37 (T) =0,1.

1- a) Cette probabilité est P(MNT)
P(MNT) = P(M)xPw(T) ; POMNT) = 0,03x0,95 = 0,0285.
b) Cette probabilité est P(M NT)
P(M NT) = P(M)x P3 (T) ; P(M nT) = 0,97x0,1 = 0,097.
¢) Avec la formule des probabilités totales appliquée & {M ; M}, ona:
P(T) = P(MNT) + P( NT) ; P(T) = 0,0285 + 0,097 = 0,1255.

2-a) Cette probabilité est P (M)
P(MNT) 0,0285

Pr (M) = G ; Pr (M) =oizss 0,2271.
3. Cette probabilité est Py (M)

= P(MNT = 0,097
Pr (M) = (P(T)) s Pr (M) =555 = 0,7729.

On pourrait remarquer que : Py (M) = 1—Pp(M).
4. Cette probabilité est P7(M)
B _ P(MNT)
Pr(M) =200 )
Avec la formule des probabilités totales appliquée a {T ; T},ona:
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P(M) = P(MNT) + P(Mn T) ; d’ott : P(MN T) = P(M) —P(MNT) = 0,03—0,0285 = 0,0015.
Pr(M) =2 — 0,0017.

1-0,1255
5. Cette probabilité est P7(M)

Pr(M)=1—Pz(M) ; P#(M) =1 —0,0017 = 0,9983.

Exercice 44

1) A chaque régle choisie au hasard, il y a deux issues possibles : la régle présente un défaut
avec une probabilité constante égale a 0,1 ou bien la régle ne présente aucun défaut une
probabilité de 0,9 car le tirage est supposé fait avec remise. Il y a répétition de 8 épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le
nombre de régles présentant un défaut suit donc une binomiale B(8 ; 0,1).
2) P(A) =P(X=0)=0,9%=0,43.
P(B) = P(X=2) = €2(0,1)?(0,9)%=0,149.
P(C)=1-P(A) =0,57.
3) E(X)=28x0,1=0,8. L’arrondi d’ordre 0 du résultat est 1.

En moyenne 1 régle sur 8 Choisies au hasard présente un défaut au contrdle.

Exercice 45

1. Le nombre de cas possibles : CZxCZ = 100.
Pour avoir un cas favorable a E : tirer exactement 1 boule blanche dans chaque urne ou bien 2
boules blanches dans une seule des deux urnes. Soit au total:

C3xC3 + CIXCE + C2xC24+CExC2=46.D’ou : P(E)= % = 0,46.
2. a) Les valeurs prises par X sont: 0;1;2:3 ;4.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,03 0,24 0,46 0,24 0,03
b) E(X) =2.

Le nombre moyen de boules blanches tirées est 2. Le gain par boule blanche tirée étant de 600
F, le gain moyen est de 2x600 —1500 qui est —300. La gain étant non nul, le jeu n’est pas
équitable.

3. On peut considérer la variable aléatoire Y = 600X—1500. Cette variable aléatoire donne
le gain du joueur. E(Y) = 600E(X) —1500 = —300.
Sur un grand nombre de tirages qui donnent lieu au jeu, ce jeu n’est pas favorable au joueur car
le gain obtenu est négatif (perte).
On considére les événements suivants :
B : « tirer exactement deux boules blanches »
Ui : « tirer une et une seule boule blanche de Ui »

_ P(BNUy) | _3
P(B|Uy) = AR P(B|Uy) =
4. Soit I’événement succes S : « tirer deux boules blanches ».
2
La probabilité d’un succés est : P(S) = %: %.
5

La variable aléatoire X prenant pour valeurs le nombre de succés au cours des 10 tirages suit
une loi binomiale de paramétres 10 et %.
La probabilité cherchée est P(X > 2).
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P(X >2) = 1-P(X =0) —P(X=1).
P(X 22) = 1=(H)1 —CH()1(5)° = 0.851.

Exercice 46

1))
a) Pour réaliser A, on doit tirer une boule blanche de I’urne Ui et la remettre dans I’urne Uz
puis tirer une boule blanche de I’'urne Uz et la remettre dans U1 ou bien tirer une boule noire
de I’'urne U et la remettre dans I’urne Uz puis tirer une boule noire de 1’urne Uz et la remettre
dans U1.

PA) =L x4 Zx

2 3 n+2
nt3 4 n+3 4

sdou: P(A) =3 ().

n+3

b) Cette limite vaut 41 .
2) Pour réaliser B, on doit tirer une boule noire de I’urne Ui et la remettre dans I’urne Uz
puis tirer une boule blanche de I’urne Uz et la remettre dans Ui.

P(B)= ——x2;d’oi: P(B) = 4(;3).

3)a) D’apres les trois cas décrits dans 1’énoncé, les gains algébriques du joueur en franc peuvent

étre : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20. C’est pour n supérieur a 10, que le joueur peut espérer gagner.
b) Les valeurs prises par X sont : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20.

La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k —20 n—20 2(n —10)
P(X=k) n 3 n+2 6
an+3) |4 ) 4(n+3)

3n%-62n-240

c) E(X) =
4(n+3)
d) E(X) est strictement positive si et seulement si 7 est supérieur ou égal a 25.
Dés que l'urne U7 contient au moins 25 boules blanches, le jeu est favorable au joueur.

Exercice 47

1) Tous ces résultats sont résumés dans ’arbre pondéré ci-dessous :

2)a) v
P(V)=P(VN A) + P(VN B)
= P(A)xPA(V) + P(B)xPa(V)
=0,47%0,9 + 0,53%0,8
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P(V)=0,847.
b) Cette probabilité est : Pv(A)

Py(A) =20 py(a) = 247X09 223 (it environ 50 %.
P(V)

0,847 847

3. La personne choisie vote effectivement le candidat A si elle affirme voter le candidat A et
dit la vérité ou affirme voter le candidat B et ne dit pas la vérité.

Cette probabilité est : P(AN V) + P(BN V)

P(ANV)+PBN V)=0,47x0,9 + 0,53x0,2 = 0,529.

4. En une demi-heure, on répéte 10 expériences de Bernoulli indépendantes dont la probabilité
de succes est 0,4. La variable aléatoire X qui compte le nombre de personnes qui accepte de
répondre au cours de la demi-heure suit une loi binomiale de paramétres 10 et 0,4.

On a : E(X) = 10x0,4 = 4. Cela signifie que I’institut de sondage espére en une demi-heure
obtenir 4 personnes qui acceptent de répondre a I’enquéte. Or : % = 300, donc Iinstitut de

sondage doit prévoir en moyenne 300 demi-heures, soit 150 heures pour parvenir a 1’atteinte
de son objectif.

Exercice 48

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’ordinateurs tombés en panne parmi les 100
disponibles.

Les 100 ordinateurs tombant en panne de fagon indépendante avec une probabilité de 0,01 a
chaque panne, la variable aléatoire X suit une loi binomiale de probabilité de paramétres 100 et
0,01.

1. La probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe en panne est : P(X = 0).
P(X=0)=(1-0,01)1%; P(X =0) = 0,366.

2. La probabilité qu’au moins un ordinateur tombe en panne est : P(X > 1).

PX>1) =1-P(X=0)=0,634.

3. La probabilité qu’exactement trois ordinateurs tombent en panne est : P(X = 3).

P(X =3)=C3,(0,01)3 x (0,99)°7 ; P(X = 3) =0,061.

4. La probabilité qu’au plus trois ordinateurs tombent en panne est : P(X < 3).
P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3);

Ona:P(X=1)=Cl(0,01) X (0,99)°°=0,37;

P(X =2) = C%,(0,01)2 x (0,99)°8 =0,185.

P(X <3)=0,366 + 0,37 + 0,185 + 0,061 = 0,982.

5. X suivant une loi binomiale de paramétres 100 et 0,01, le nombre moyen d’ordinateurs qui
tombent en panne dans cette entreprise est 100x0,01 = 1.

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D




Exercice 49

Arbre de probabilité

A

190 000
B 290 000
G R 900000
_____—— A 90000

G
B 190 000

2) Ona: P(;(R):l_(i*'L):l 420212(2)

70 ' 490 " 490
3)a) voir figure

R - 10 000

b) X(Q) ={-10000;90 000;190 000 ;290 000 }

4)a) ona: PG(A)><P(c;)+P(Bnc7)=El5 donc

Pe(d) = (o~ o X o) x50 = 2o - L =2

125 490 50

125 10 10

b) ona: PG(R)XP(G)+P(A05)=% donc
13 1 49 13 7 6
Pe(R) = (22— = x 2) x50 =

500 70 50

10 10 10

5) a) la loi de probabilité de X

Ona P(X=-10000)= P(G) x Pg(R) = 22520 _1%

490 " 50 ~ 500

Et P(X=290000)= P(G) X P;(B) 510><(

9 1
1-2)=
10 500

X =x —10000 90 000 190 000 290 000
PX =x) 182 13 1 1
500 500 125 500
b ) Calculons I’espérance mathématique E (X).
10 000x482+13x90000+4X190000+290000 _ — 2600000
EX) = 500 -

=—-5200
500

Sur un grand nombre de parties le joueur perd en moyenne 5 200
De plus comme E (X) < 0, le jeu est défavorable au joueur
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Exercice 50

1. Vrai

2. vrai

3. Faux
Situations complexes
Exercice 51

Identification du probléme a résoudre

11 s’agit de donner une argumentation au fabricant sur le bénéfice qu’il espére avoir basée sur
ton cours de mathématiques.

Modélisation

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de consoles conformes parmi les 400 produits
et vendus par mois. Le fabricant faisant réaliser un test de conformité, dans les mémes
conditions, sur chacun de ses objets fabriqués, X suit une loi binomiale dont le succes est « la
console de jeu est conforme » avec une probabilité de 0,93.

Calcul du bénéfice

L’espérance de la variable aléatoire X est 400x0,93 = 372. Cela signifie que le fabricant espere
produire et vendre mensuellement 372 consoles conformes. Le nombre de consoles non
conformes que le fabricant espére produire et vendre est : 400 —372 = 28.

Le montant total des ventes en FCFA est donc : 290 000x372 + 150 000x28 = 112 080 000.
Le cott total de la production des 400 consoles en FCFA est : 160 000x 400 = 64 000 000.

Le bénéfice en FCFA que le fabricant espere réaliser est : 48 080 000.

Solution a la préoccupation du fabricant

Le bénéfice espéré par le fabricant de 45 000 000 FCFA est inférieur a 48 080 000 FCFA.

Il n’a donc pas a s’inquiéter. Il lui suffira de suivre ses activités correctement et il n’y aura pas
de probléme.

Exercice 52

Option 1 Y suit la loi binomiale de paramétre 4 et
1
Soit X la variable aléatoire égale au 2"
norpbre de « faces » obtenu a I’issu des P(Y=3) + P(Y = 4)
trois lancers. 1 1
. = (5’ x ()
X suit la loi binomiale de paramétres 3 et 3 2 2

1
24
+(3)
1 1
P(X =2) = C3(3)?x ()’ 5
2 2 P(Y = P(Y=4) = —
3 V=3 +PI=4 =
PX =12) = 3 Conclusion
Option 2 g >%.Donc je choisis I’optionl.

Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de « faces » obtenu a I’issu des
quatre lancers.
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I- LA SITUATION D’APPRENTISSAGE
e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et

une lecture silencieuse des ¢éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves
ont bien compris le texte.

DERIVABILITE ET ETUDE DE
FONCTIONS

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des
questions du type :

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éléves
Contexte -De quel événement parle le - I s’agit de la mise en place
texte ? d’un systéme de collecte des
eaux de pluie sur un mur.
-les acteurs sont le proviseur
'Q_uel.s Somdles aCt,eu‘rS ) et les ¢leves d’une classe du
principaux de cet événement ? Iycée.
-Ou se déroule I’événement ? .
-Dans un lycée.
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 s’agit de chercher la
difficulté rencontrent les position du point M sur le
éleves ? mur afin de minimiser la
longueur des tuyaux a
acheter.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident de minimiser la
éleves ? longueur totale des tuyaux.
-Comment s’y prennent-ils ? -Ils étudient une fonction.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et
présentera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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II. DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Dérivabilité d’une fonction a gauche (respectivement a droite) en un point.

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une fonction dérivable a
gauche (respectivement a droite) en un point.
e Réponses aux questions de I’activité.

D 1im 227D i —x? = —4 et 1im 22T @ = jim k2 = 4
x-2  x-2 X2 x->2  x=2 x—2
< >
2) Jim [2TD i [/ @)
xX—2 x—2 xX—-2 x—2
< >
3)
yl
54
41
© 34
21 (Td) (Tg)
14
Lo 1 A R R

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 1

a est / la tangente & droite de f en a

B est L B le nombre dérivé de f a droite en a
(D) est le nombre dérivé de f a gauche en a
(A) est la tangente a gauche de f en a

Activité 2 : Tangente et demi-tangente verticale.

e [’objectif de cette activité est de justifier que la représentation graphique d’une
fonction f admet une demi-tangente verticale en un point.
e Réponses aux questions de I’activité.
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(C

—
o4
w4
S
&1
o

=

14
L FOO-fO) _ -1 FOO—£(0) 1 _
2. Jl(l_r)r& 5 —Ll_r%ﬁ = —ooet }(1_% 5 chlr(lw_ +o0 donc la courbe (C) admet
< < > >
une tangente verticale au point 0.
3.
f(x)

a) Le coefficient directeur de la droite (OM) est :

b) La «position limite » de la droite (OM) lorsque x se rapproche de plus en plus de 0
par valeurs supérieures ou inférieures est la droite (0)).

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 2
o) {Vx € ]—oo; —1[ U [1; +oo[, f(x) = Va2 — 1
na:
Vx€[-11],fx) =v1—x*

T A2 ACO N TR e S g .

= = —o0
x—1 x-1 x—1 x—-1 x—1,/1-x?
< < <
L fO)-f@) g VRZ-1 o x4l
ng—>rnl x-1 %@)1 x-1 }l—n»ll ot
> >
lim F-f) _ —w et lim f-f) _ +oo
x—1 x-1 x—1 x-1
< >

Donc la courbe (C) admet au point d’abscisse 1 une tangente verticale.

Activité 3 : Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle [a; b]

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivabilité
d’une fonction sur un intervalle.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. lim f(x; g(o) =lim—= 11m\/_ =0; 0 € R donc f est dérivable a droite en 0.
> >
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- — 2
2. lim L2 D _ iy B i X 3 ;E € R donc f est dérivable a gauche en 1.
x->1 x-1 x=>1 x-1 x-1 xVx+1 272
< <

3. f estdérivable sur ]0; 1[ et f est dérivable a droite en 0 et f est dérivable a gauche en 1
donc f est dérivable sur [0; 1].

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 2

vxe[-1;1], f(x) =1 —x*

o Etudions la dérivabilité de f a droite en —1 et a gauche en 1

FGO-f@ _ 1-x% . -1-x

lim lim —— = lim = —oo donc f n’est pas dérivable a gauche en 1.
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1,/1-x?
< < <
. x)-f(1 . V1-x2 . 1-x ot \ .
lim LO97D = iy 2 iy = 400 donc f n’est pas dérivable a droite en 1.
x—-1  x+1 x—-1 x+1 x—-1vV1-x2
> > >

e La fonction u: +— 1 — x? est dérivable sur |—1; 1[ et u(]—1; 1)) = 10; 1]
De plus la fonction x — ~/x est dérivable sur ]0; 1[
Donc Vu est dérivable sur |—1; 1[.
On en déduit que f = vu est dérivable sur |—1; 1]

Activité 4 : Dérivée d’une fonction composée

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivée d’une
fonction composée.
e Réponses aux questions de ’activité.

Partie I

. a)Vx €RA(x) =9x? + 12x + 4
b) Vx € R gof(x) = g[f(x)] = g(B3x +2) = (3x + 2)?
Donc V x € R, h(x) = gof(x)

2. VxeER f'(x) =3;VxeR g'(x) =2xet Vx € R h'(x) =18x + 12
a) VXER f'(x) X g'(f(x)) =3 x2(3x +2) = 18x + 12
b) Vx€eR R (x) = f'(x)x g'(f(x))

glf )]-glf (xo)] , FOI—f(x0) _ glf ()]-glf(xo)l —
3. a) FO)—f(x0) X X—Xo - x—%Xo T(x)

b) f est dérivable sur / et x, € I donc f est continue en x,.
Donc lim f(x) = f(x)
X-Xg

C) xli_)l’)r(ln T(x) = lim glf )]-glf (x0)] X F)—f(x0) — g’(f(xo)) X f,(xo)

x-xg  fO)=f(x0) X—Xo
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Partie 11
u'(x)
2 /u(x)
Vx€eLh,(x)=ru()[ulx)]?
Vx el h's(x) =—u'(x) xsin(u(x))
Vx el h,(x)=u'(x) X cos(u(x))
o Corrigé de ’exercice de fixation

Vvxel,hi(x)=

Exercice de fixation 4
1. VxER, f'(x) =8Q2x —1)3
2. Vx €R, f'(x) = —2sin(2x — 3)

3. vx e R\ {-2},f'(x) =3 (4x—1),(ﬂ)2 —gx_2 (4x—1)2

x+2 x+2 (x+2)* \ x+2
2
£ = 27 (4x—1)
(x+2)* \ x+2
2x _ x

4. VxER,f'(x) =

2Vx%2+3  Vx%+3

Activité 5 : Nombre dérivé de la bijection réciproque

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivée d’une
fonction composée.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. ayVbelLfofX(b)=>b
bV b el (fof 1) (b) = 1.
2. VbeL(fof )(b) = (f ') x f'If1(b)]
3. (Y x f'If ()] = 1 donc si f'[f 7 (b)] # 0 alors (f~1)'(b) =

1
frlf~r )]

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 5

Calcul de (f 1) ()
. f)=x3eta=1
Vx € R, f'(x) = 3x?
Ona:f(1)=1doncf (1) =1
FFAW)=f 1) =3et3#0
1 1

1 o L(F-1y — ==
Donc et f~* est dérivableen 1 eton a: (f )'(1) = =R

2. f(x) =ﬁ eta=0

1

Vx € [0, +00[,f (x) = m
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Ona: f(0) =0donc f71(0) =0
FF0)=f'(0)=1et1#0

-1 - . —1y/ _ 1 _ l _
Donc et £~ est dérivable en O etona : (f ~1)"(0) —fr(f—l(o)) - 1

Activité 6 : Dérivées successives

e L’objectif de cette activité est de connaitre les nouvelles notations des dérivées
successives.
e Réponses aux questions de I’activité.
1) Vx€R,f'(x)=6x5+5x*—20x3 + 2x
2) Vx ER,f"(x) =30x*+20x3 — 60x2 + 2
3) Vx€R, f®(x) = 120x3 + 60x2 — 120x
4) VxR, f®(x) =360x2 + 120x — 120
vx €R,f®(x) =720x + 120
VxER,fOx) =720
Pourn=>7,Vx € ]R,f(”)(x) =0

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 6

(x)—2x6+3x —5

d =12x5 + 6x ; 2L = 60x* + 6 ; LL = 240%3 d—f = 720x2

ar f(x)

La plus petite valeur de I’entier n pour laquelle =0est7.

Exercice de fixation 7

D fx)=x*+3x2+1
Y4 +6x; TL=12x+6

2) flx)=x3+4x2+2

& =3x? +12x,d2—6x+12,m—6,%—0
3) f(x) = sinx

d a? a?
o cosx ; aer_ —sinx ; i —CoSx
dx dx? dx3

4) f(x) = cosx

af _ . da*f _ a’f _ . d*f _
E_ —smx,ﬁ— —COSX,F— smx,ﬁ— cosx
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Activité 7 : Point d’inflexion
e L’objectif de cette activité est de déterminer un point d’inflexion d’une courbe
représentative d’une fonction.

e Réponses aux questions de ’activité.
L

1. La courbe traverse la tangente (D) en A dans le cas de la figure 1.
2. Figure 1: (Cf) est au-dessous de (D) sur ]—oo; af et (Cf) est au-dessus de (D)
sur ]a; +oo.
Figure 2 : (C;) est au-dessous de (D) sur R.
1L

. VX€ER, f'(x) =3x%+4x
Vx€eR,f'(x) =6x+4

2. af'®)=0ex=—>:
b) ¥ x € |—o0; =2, /() <OetVix € |25 400, f7(x) > 0

3. Vx€ ]—00; —%[,f”(x) < 0 donc(C;) est au-dessous de (D) sur]—OO; —g[
Vx€ ]—é; +00[,f”(x) > 0 donc (Cf) est au-dessus de (D) sur]—g; +00[.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 8
flx)=2x3—-3x2+1

f est deux fois dérivable sur R.

Ona:f'(x) =6x%—6xetf"(x) =112x— 6

x |- +oo

2
£ - 0

+

f"'(x) s’annule en % en changeant de signe donc le point de (C) d’abscisse % est un point

d’inflexion de la courbe (C).

Exercice de fixation 9

fl) =x*

f est deux fois dérivable sur R.

Ona: f'(x) =4x3et f"(x) = 12x2

vV x € R,x% > 0, donc f"'(x) ne change pas de signe sur R, alors la courbe représentative de
f n’admet pas de point invariant.
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Activité 8 : Inégalité des accroissements finis

o [’objectif de cette activité est de déterminer un point d’inflexion d’une courbe
représentative d’une fonction.
e Réponses aux questions de I’activité.

. Vx€elab], m<f'x)sM
1. La fonction g définie sur [a; b] par : g(x) = f(x) — mx
g est dérivable sur Ja; b[ etona:Vx € ]a; b[,g'(x) = f'(x) —m; donc g’ est positive sur
[a; b].
La fonction g est croissante sur [a; b], donc g(a) < g(b).
On en déduit que : f(a) —ma < f(b) —mb ; donc m(b —a) < f(b) — f(a).
2. La fonction h définie sur [a; b] par : h(x) = Mx — f(x)
h est dérivable sur Ja; b[ etona: V x € Ja; b[,h'(x) = M — f'(x) ; donc h' est positive sur
[a; b].
La fonction h est croissante sur [a; b], donc h(a) < h(b).
On en déduit que : Ma — f(a) < Mb — f(b) ; donc f(b) — f(a) < M(b — a).
3. D’aprés les questions 1 et2, m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b —a)
. VxelLlf)l<M
Vx €l —M < f'(x) £ M; D’aprés les résultats précédents, on a :
Vx€l[a;b]: —M(b—a) < f(b) —f(a) <M —a)
Dot |f(b) — f(a)| < M|b — al

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 10

Soit f(x) = cosx

Vx€ER,f'(x)=—sinx

V x € [a;b], |f'(x)| < 1, d’aprés le théoréme de ’inégalité des accroissements finis, on a :

|f(b) — f(a)| < |b — al, donc |cosb — cosa| < |b — al.
Exercice de fixation 11
’ _ 1 1.
D F@) =5 0] < s

) 1
Fel <45

|v401 — v400| < ﬁ |401 — 400] ;
V201 — v400| < - donc
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Bl -

1 1
_E+20<V401<E+20

Soit 19,975 < V401 < 20,025
Un majorant de I’erreur commise en remplagant v401 par 20 est 4—10.

Activité 9 : Etude d’une fonction rationnelle

Exercice de fixation 12
2x2-3x+3
x2-2x+2"

La fonction g de R vers R définie par : g(x) =

e Ensemble de définition

L’ensemble de définition de la fonction g est : R.
e Limites
lim g(x) =2et liKP g(x) = 2 donc la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale
X—>—00 xX—+00

a la courbe représentative de g en —oo et en +oo.

o Dérivée
La fonction rationnelle g est dérivable sur R.
' _ x(=x+2)
VXERg'(x) = (x2-2x+2)?

e Sens de variation
V x € ]—00; 0[ U ]2; 4+oo[, g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur]—oo; 0[ et
sur |2; +oo].
vV x €]0;2[, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]0; 2[.
vxe{0;2},g'(x) =0.
e Tableau de variation

x —o0 0 2 +oo
g - 0 + 0 —
2 5
9(x) \ / 2 \
3
2 2

e Représentation graphique

3 (Ce)

11
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Activité 10 : Etude d’une fonction trigonométrique

Exercice de fixation 13
f(x) = cos (g — 3x)
Dy =R
Vx € R, cos (g - 3x) = sin(3x) donc f(x) = sin(3x)
e Périodicité
Vx€eR,f (x + 2?”) = f(x), donc f est périodique de période Z?r[, on peut donc réduire son
étude a I’intervalle [0 ; z?ﬂ] et compléter sa représentation graphique grace a la translation de

vecteur %”ﬁ et de la translation de vecteur — %”W
o Dérivée
Vx€R,f'(x) =3cos(3x)
e Etude du signe de la dérivée
k2w T k2

T T
Sl ——F—<x < —+—
Vx€R,3cos(3x) =0 6+ 3 _x_6+ 3 (kez)

Donnons les solutions de f'(x) = 0 sur [0; 2?”]

Pourk =0,x € [0; %]

Pourk=1,xE[E;2—n
2’ 3

sdui . L T i
On en déduit que : VxE]O, 6[U]Z, 3[,f(x)>0
vxel o], f'() <0

6’ 2l

e Variations de f

T,
'3

3 [et f est strictement décroissante sur

f est strictement croissante sur ]0; %[ et sur]

el

e Tableau de variations

x 0 T T 2m
6 2 3
') + 0 - 0 +
1 0

e 0/' \_1/’
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e Représentation graphique

¥

Exercice de fixation 14
k(x) = tan (g - Zx)

e Périodicité
Vx€eERk (x + g) = k(x), donc k est périodique de période g, on peut donc réduire son
étude a ’intervalle [O s g] et compléter sa représentation graphique grace a la translation de
vecteur %m et de la translation de vecteur —gm

e Dérivée

-2
Vx€eREK (x)=

cos? (% - Zx)

e Etude du signe de la dérivée
VxeRKk'(x) <0

e Variations de f

. A . 5t 57 m
f est strictement décroissante sur ]0; E[ et sur ]E H E[

e Tableau de variations

NS

x 0 —

f'0) - -

) \ 00 \
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e Représentation graphique

Des questions d’évaluation

Question 1 : Comment étudier la dérivabilité d’une fonction en un point lorsqu’elle est
définie a gauche et a droite en ce point ?

» Exercice non corrigé
Ona::
3-x -1

.
= lim ¥ — = lim —————— = lim =1

o lim f®I® -
-3 x—3 x-3 x—3 (x-3)(2-x) x—32-x
< < <

x—3 x
<
Donc f est dérivable a gauche en 3 et f’g(3) =1
- 3_ 3_ —_ 2
fx)-f(3) = lim x3-28+1 _ im x3-27 = lim (x=3)(x“+3x+9)

e lim

x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 x-3
> > > >

lim £/ lim (x2 +3x +9) = 27

x—3 x-3 x—3
> >

Donc f est dérivable & droite en 3 et f',(3) = 27.
e f,B3)% f’g(3) donc f n’est pas dérivable en 3.

Question 2 : Comment justifier que la courbe représentative d’une fonction f admet un
point d’inflexion ?

»> Exercice non corrigé
e Calculons f" la dérivée seconde de f
vxe[0;m], f'(x) = 1+ tan®(x)
vxe[0;m], £ (x) = 2(1 + tan?(x))tan(x)
e Résolvons dans ]—%%[ I’équation f"'(x) = 0.
Ona:f"(x) =0 2(1+tan?*(x))tan(x) =0 S tanx =0 x =0
e Etudions le signe de "'
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f" s'annule en 0 et Ve |-2;0[, () < 0 et vxe |0; 2], f/(x) > 0

e f" s’annule en 0 en changeant de signe donc le point O(0; 0) est un point
d’inflexion de (C).

Question 3 : Comment calculer le nombre dérivé de la réciproque d’une bijection en un

point ?

» Exercice non corrigé

1. Résolvons I’équation f(x) = \/2—5
Ona: f(x) = —@sznx-?@x=g

2. Caleulons f'(3)
vxe |0, 2], £ () = cosx

1'(5) =cos® =3

£' (%) # 0 donc " est dérivable en %2,
3. Calculons (f‘l)’(‘/;).

F- 1)( 2) = ()

=2

Mes séances d’exercices

Exercices de fixation
Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite.
Exercice 1

1. Faux.
2. Vrai
3. Faux
4. Faux

Exercice 2

Etudions la dérivabilité de g en 2.

Ona:g(2) =4

Vxe]—; 2], g(x) = x% — x + 2 et Vxe[2; +oo[, g(x) = x? + x — 2
g(x)-g(2) —lim x%-x+2-4 _ lim x2-x-2 —lim (x-2)(x+1) _

e lim = llm(x +1)=3
xX-2 x-2 xX-2 x-2 x-2 x-2 x—>2 x=2
< < < <
. x)-g(2 . x%+x-2-4 . x%+x-6 . (x=2)(x+3 .
o 1imZE9D _ iy =lim = Jjm &2 )=11m(x+3)=5
xX-2 x—2 x-2 x=2 xX-2 x-2 xX-2 x—2 X2
> > > > >
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lim £9079®@ i, 4= g(Z) donc g n’est pas dérivable en 2.
X2 x-2 x-2 x—
< >
Exercice 3

Etudions la dérivabilité de f en 0.

— 2 - 2
o lim OO _ gy TSIy, XOTH) lim(x%+3) =3
x-0 x x-0 X x-0 x x-0
< < < <
o lim [0SO _ gy 320101 11m— =lim3 =3
x-0 x x-0 x x-0 x X—
> > >
Li_r}()) @)= f(o) = Ll_}o f(x) SO — 3 done f est dérivable en 0.
< >

Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle.
Exercice 4

1. Faux.
2. Faux
3. Vrai

Exercice 5

Etudions la dérivabilité de f sur [—1;0].
e Dérivabilité de f a droite en -1.
s lim L9OED gy GEDVHT e T+ T =
Ona: fim =n— =Am g = im Ve 1=0
>
Donc f est dérivable a droite en —1.
e Les fonctions x = x + 1 et x = x + 1 sont dérivables en 0. Donc f est dérivable

en 0.
e Lafonction : x — (x + 1)vx + 1 est dérivable sur ]—1; 0[. Donc f est dérivable sur
1-1;0[.

D’ou f est dérivable sur [—1; 0].
Tangente - tangente verticale.
Exercice 6

Faux
Faux
Faux
Vrai.

L -

Exercice 7

(X) f(1)

Calculons )Lim puis donnons une interprétation graphique du résultat obtenu.

>
limw= lim =% = lim = 400

x—1 x-1 x—1 x-1 x—1vVx—-1
> > >
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Donc la courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.

Dérivées successives

Exercice 8
1.0) 2.b) 3.a)

Exercice 9
Calculons la dérivée 3°™ de f sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants :
. f(x)=3x*-5x2+7;I=R.
VxeR, f'(x) = 12x3 — 10x
vxeR, f''(x) = 36x% — 10
vxeR, f®(x) = 72x

2. f(x) = 2sinx — 3cosx; I =R.
VxeR, f'(x) = 2cosx + 3sinx
VxeR, f''(x) = —2sinx + 3cosx
VxeR, f®(x) = —2cosx — 3sinx

3. f(x) =ﬁ;1=]l;+0°[

. ' —__1
Vvxe]l; +oof, f'(x) = e
n —_— 2
vxe]l; +oof, ' (x) = e
. G(x) = ——2_
Vxe]1; +oof, f3)(x) T

Dérivée d’une fonction composée

Exercice 10

COLONNE A COLONNE B
Uow \ | * u' Xv'ou
=1

vou /\ / ru'u
Vu .\/‘ —u'sin (u)

r \/. T T
u ./ \' U XUWorw
cos (u) ./ \‘ %

2

sin (u) o— | » u'cos(u)
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Exercice 11

1.b) 2b)  3a)

Exercice 12
Calculons la dérivée de f sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants :
1. f(x)=sin(3x—4);I=R.
VxeR, f'(x) = 3cos(3x — 4)
2. f(x)=(-2x+5)°;I=R.
VxeR, f'(x) = 6 X (=2)(—2x + 5)° = —=12(—2x + 5)°
3. f(0) =Vx2 +1;1=]0; +ool.

1 2
Vxe]0; +oof, f'(x) = % x 2x(x2+ 1)t = gx(x2 +1)73

’ _ 2x
Vxe0; +oof, f'(x) = o
4. f(x) =cos*x;I=R.

VxeR, f'(x) = 4 X (—sinx)cos3x = —4sinxcos3x
Inégalités des accroissements finis

Exercice 13

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, a et b deux éléments de I tels que
a < b.S'il existe des nombres réels m et M tels que pour tout x élémentde [ a; b ],
m< f'(x) <M ,alors m(b—a) < f(b)— f(a) <M(b—a).

Exercice 14

Justifions que : g <f(a) < %

vxe[0; a],% <f'(x) < %

En appliquant I’inégalité des accroissements finis sur [0; a]
Ona:i(a—O) < f(a) — f(0) Si(a—o)

Donc % < f(a) < g

Exercice 15

Soit la fonction f dérivable et définie sur R par : f(x) = sinx
VxeR, f'(x) = cosx

VxeR, [cosx| < 1
Donc VxeR, |f'(x)| < 1.
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Soit xeRR, en appliquant ’inégalité des accroissements finis sur [0; x] ou [x; 0], on a :

lf () = f(O < 1lx—0].

D’ou [sinx| < |x|.
Point d’inflexion

Exercice 16
Sur la FIGUREL1 le point A est un point d’inflexion de la courbe (Cf).
Exercice 17

Déterminons un point d’inflexion de la courbe (C).

VxeR, f'(x) = —3x% + 6x

VxeR, f"'(x) = —6x + 6

Ona:f'"(x) =0 —-6x+6=0=x=1.

Vxe]—oo; 1[, f'"(x) > 0 et Vxe]l;+oof, f""(x) <0

f" s’annule en 1 en changeant de signe donc le point A(1; 0) est un point d’inflexion de (C).

Exercice 18

1. Faux 2.Vrai 3.Faux 4. Vrai.

Nombre dérivée de la réciproque d’une bijection en un point

Exercice 19
1. Faux 2.Vrai 3. Vrai 4. Vrai

Exercice 20

s

Ona:f(%) =%doncf"1 G) ==
r(r@)=r@=1
f' (f_l G)) # 0 donc f 1 est dérivable eni

v (Y 1 12
Done (f )(E)_fr(g)_ﬁ_ﬁ
2

Exercice 21

Calculons (g~1)’ (— i)

Résolvons 1’équation g(x) = —%
1 x-1 1 2
g(x)——§=’2x+1——§<=3x—3——2x—14=)x—§

Calculons g'(g).
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g (A= 3 —3x2B_2
Ona:g (s) T @y 3Xa =
g (g) # 0 donc g1 est dérivable en —%.

127

Ona: (g7 (-3) = FIE S

Exercices de renforcement/ approfondissement
Exercice 22

La fonction f: x = +/x est dérivable et définie sur [1000; 1001]
) = L
¥x € [1000;1001], f'(x) = ;=

1 1

En appliquant I’inégalité des accroissements finis sur [1000; 1001], on a :

1 1

< £(1001) — £(1000) <

241001 241000
1 1
done ;=== + £ (1000) < f(1001) < ;== + f(1000)

, oo 1 1
Douﬁ+ 1000 < 1001Sm+\/1000

Exercice 23

1. Démontrons que Vx € [0; %] ,1<g'(x)<2

Vx € [0; %],g'(x) =1+ tan’x

g est strictement croissante sur [0; %] donc tan(0) < tan(x) < tan(%)
Dot0<tanx <1=1<1+tan’x <2

Do vx € [0;5],1< g'(x) <2

2. Pour tout x € [0; %], on applique I’inégalité des accroissements finis sur [0; x] et on
obtient : 1(x — 0) < g(x) — g(0) < 2(x — 0) d’ou x < tanx < 2x
Exercice 24
- L X<y X
Démontrons que Vx € [0,2],1 +‘@S 1+x<1 +2
La fonction f:x = V1 + x est dérivable et définie sur [0; é]

. A ey = 1 1 ' 1
Ona.‘v’xE[O,z],f(x)—zm =< f(0) <3
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Pour tout Vx € [O; %] , on applique I’inégalité des accroissements finis sur [0; x] et on
obtient : %(x -0)<f(x)—f(0)< %(x -0)

Dot =<VI+x-1<3

On en déduit que Vx € [O;ﬂ,l +%$ﬁ$ 1+’2—C

Exercice 25

1. a) Tableau de variation de h.

1

Vx € [1; 4o, h'(x) = e

Vx € [1; +oo[, h'(x) < 0 donc h est strictement décroissante sur [1; +oo[

x 1 +o0

h'(x) -

h(x)

b) Soit la fonction g dérivable et définie sur [1; +oo[ par: g(x) = h(x) — x

Vx € [1; 4o, g'(x) = h'(x) — 1

Vx € [1; +oo[, g’'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur [1; +oo].

g est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[ et g([1; +oo[) = ]—o0; 1].

Or 0 € ]—oo; 1] donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1; +oo].
On en déduit que I’équation h(x) = x admet une unique solution a dans [1; +oo[.

2. a) Démontrons que : Vx € [1; +oof, |h'(x)| < %

Vx € [1;+ool [N ()] = 5=

Donc Vx € [1; +oof, |h'(x)] Si
b) Soit x € [1; +oo[, on a aussi & € [1; +oo[.

or Vx € [1; +oo], %

1
<
2xVx —

Comme Vx € [1;+oo[, |h'(x)]| < %, en appliquant 1’inégalité des accroissements finis sur
[x;a] ou [@;x] ona: |h(x) — h(a)| < % [x — al

Dot |h(x) - al <5 lx -«

Exercice 26

1. Dérivées premicre, deuxiéme et troisiéme de chacune des fonctions f et g.
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vx € -1 1 f'(x) = —

-1

vx €]-1;1[g'(x) =

(1-x)? (1+x)?
" — 2 _1. " — 2
vx € l-LALf" () = vx €l-L1Lg"0) = s
1] FO(x) = 8 11 g® ) = —2
vx € ]-1;1[ fP(x) =T vx €]-1;1[ g (x) Tt

2. Dérivées niéme de f et g (n = 1)

n!
o Vx€]|-1; 1[,f(n)(x) = (1—x)n+1
(—1)"xn!
e VxE€E ]—1.' 1['g(n)(x) = (1-x)n+1t

Exercice 27

1. Déterminons a et b.

Vx€ER,f'(x) =3x>+2ax+b

Ona:f'(0)=b=-3
ff=f(-1)e3+2a+b=3-2a+b=a=0

On obtient : { ba_=_03

2. Variations de f
Vx ER,f'(x) =3x>-3=3(x+1Dx-1)

donc f(x) =x3—3x+1

ff)=0=x=—-1oux=1

e [ est strictement croissante sur |—oo; —1[ et sur ]1; +oo[
e [ est strictement croissante sur |—1; 1[

3. Construction de (C).

Y
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Exercice 28

1. Détermination de a

a-4
(2x+1)?

Vx € R\{—%},f’(x) =

La tangente a la courbe (C) au point d’abscisse 0 est paralléle a la droite (D) : y = —5x + 2 si
et seulement si f'(0) = =5

Onobtient:a—4=-5&a=-1

2. Tableau de variation de f pour a = —1
S P
Ona:Vx €ER\ {_E}’f (x) = G
Vx € R\{—é},f’(x) <0
x —m; _i +oo
f'(x)
f®

Exercice 29

1. Détermination de a et b
, _ x?-2x-a-b
Ona:Vx e R\ {1}, f'(x) = BT
f'(=3)=0
f(=3)=1

(C) admet au point de coordonnées (—3; 1) une tangente horizontale donc {

. . a+b=15 X . \ fa=7

Ce qui donne : {—3(1 th=_13 le résolution de ce systéme donne : { b—38
, _ x?+7x+8
D’ou f(x) = —

, _ x?-2x-15 _ (x+3)(x-5)
2.vx e R\ {1}, f'(x) = o = e

1) + [

1N
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Exercice 30

l.a) Dy = ]—00; 0[ U ]0; 1[ U ]1; +oo[

b) lim f(x) = +o0 s lim f(x) = —oo ; lim f(x) = —o0 ; lim f(x) = +o0 5 lim f(x) =§
< >

< >
i =1
et XEwa(x) ==
c) Les asymptotes : les droites d’équations x = 0 ; x = 2 et x = %
2. Caleul de f'(x)
vx € R\ {0;2}, f'(x) =
3. a) Variations f.
e ffX)=0e=x=1
e Vx€]-o0;0[U]0;1[f'(x) >0
o Vx€|1;2[U]2;4[f'(x) <0
Donc f est strictement croissante sur ]—oo; 0[ et sur ]0; 1[
f est strictement décroissante sur ]1; 2[ et sur ]2; +oo[

—3x+3
x%(x-2)?

b) Tableau de variation de f.

/
é

x —oo 0 1 2 +oo
x 7
fi(x) ;
.
fx) /
.

4. Représentation graphique de f.

1
|
!
1
!

}

|

|

|

‘ C
| \
/ \

Q

PR
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Exercice 31

l.a) Dy = ]—00; 2[ U ]2; +oo]
b) lim f(x) = —o0 ; lim f(x) = 400 ; lim f(x) =4+ et lim f(x) = +oco.
X2 xX-2 X——00 X—+00
< >

¢) lim [f(x) —(—x+3)] =0et lirP [f(x) — (x — 3)] = 0 donc les droites d’équations
X——00 X—+00
y = —x+ 3 ety = x — 3 sont asymptotes a (C) respectivement en —oo et en +0o.
2. a) Dérivabilité de f en 3.

Ona: hmw = —2 etlim Fe)-r(3) =0
x>3  x-3 x—3 x-3

lim L9 ® 4 1 f(x):g@ donc f n’est pas dérivable en 3.

x—3 x-3 x-3 X
< >

b) Calcul de f'(x).

Vx € ]-00;2[U]2;3], f(x) = —x + 3 + —
Ona: ) -2
Vx € [3; 4o, f(x) =x-3+=

Vx € |—0;2[U]2; 3], f'(x) = -1 _ﬁ

, ey g1 (x=3)-1)
Vx €]3;+oo[, f'(x) =1 r T

Donc

c) Sens de variation de f

e Vxe]-;2[U]2;3[f'(x) <0
e Vx€]3;40[f'(x) >0
Donc f est strictement décroissante sur |—oo; 2[ et sur 12; 3[
f est strictement croissante sur ]3; +oo[

d) Tableau de variation de f

Fix) - - 1: +

PN
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3. Construction de (C).

R

Exercice 32
l.2) Dy = ]—00; 2[ U ]2; +oo[
b) lim f(x) = 4+ ; lim f(x) =+ ; lim f(x) = —wet lim f(x) = +oo.
sz x;z X——00 xX—+00
2. a) Variations de f.
Calcul de f'(x).
Vx € ]-02[ f(x) =x -3 -5
Ona: X2
Vx € ]2; +oo[, f(x) =x=3+_—

Vx €]—00;2[,f'(x) =1+ L

Donc “
_ ) = 1 - L o GmDE-D
Vx €12 4ol f'0) =1-n ="

e Vx€]-00;2[U]3;+oof, f'(x) >0
o vxe]23Lf'(x)<0
Donc f est strictement croissante sur |—oo; 2[ et sur |3; +oo[.

f est strictement décroissante sur ]2; 3[ .
b) Tableau de variation de f.
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Exercice 33
Calculons si possible le nombre dérivé a gauche et a droite, en x, de la fonction f définie par:
1. f(x)=-3x2+7|x| enxo=0

— —3x2_ —3x—
ona: lim LZ07O _ iy BT iy XD iy (=35 —7) = —7
x—0 X x—0 X x—0 X x—0
< <

<
Donc f’g(O) ==7

f)=fO) . -3x%4+7x  x(=3x+7)
lim = lim = lim

x—0 X x—0 X x—0 X
> >

= lim (—3x+7) =7
> >
Donc f',(0) =7

|x+2]

2. f(x) = o enxo=-2
Ona:
@-1(0) = -1 _1
o limZL = lim *X = lim_— ==
xXx—=2 x+2 X—=2 x+2 x—=2x-1 3
< L < <
1o —
Donc f g( 2) 3
Lﬂ
e lim fG-fO _ e =1 _ __1
x—-2 x+2 X—=2 x+2 x—-2x-1 3
> L > >
Done f*,(=2) = -3
3. fl)=4xlx—1] enxy=1
Ona:
. limMZIim—‘/x(_MZIim_—xz
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1/x(—x+1)
<

< <
Donc f n’est pas dérivable a gauche en 1.

lim fQ-r@ _ lim NELCs DI lim ——— =

. = =
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1,/x(x-1)
>

> >
Donc f n’est pas dérivable a droite en 1.

Exercice 34
1) Démontrons que fonction f est dérivable en 1 et calculons son nombre dérivé en 1.

Ona: lim =
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x-1

Donc f est dérivableen L et f'(1) = 6

JACILI(C) T, 3x%+5-8 _ lim 3&=DE*D i 3x+1)=6
x-1

2) Déterminons une équation de la tangente (T) en A a (Cf).
M:y=fOE-D+fD)

y=6(x—-1)+8
y=6x+2
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3) Construis la courbe (Cf) et trace tangente (T).

Exercice 35
e Dérivabilité de f en 0.

x3

ona: lim Z927O _ i = im —x? =0
x—0 x x—0 x x—0

< < <
Donc f’g(O) =0

— 3
lim 22O _ i = Jim x2 =
x—0 x x—0 x x—0

>

> >
Donc f',(0) =0

f’g (0) = f',(0) , on en déduis que f est dérivable en 0.

e Dérivabilité de g en 0.

Ona: lim 969-6
' 0

.—x? .
=lim —=1lim—x=0
xX— x—0

X x—0 x
<

< <
Donc g'g(O) =0
limwzlimx—zzlimxzo
x—0 X x—0 x x—0

> >
Donc g',(0) =0

g’g (0) = g',(0) , on en déduis que g est dérivable en 0.

e Dérivabilité de h en 0.

Ona:
limw:limmzliml+i:+m
x—0 x x—0 x x—0 Vx

> > >
Donc h n’est pas dérivable en 0.
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Exercice 36
D f(x) = §x3 + 3x2 —%x— 5
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = x? + 6x —2
2) f(x)=3x—4+——

2x+7

f est définie et dérivable sur R\ {— g}
N 4
Vxe]R\{—E},f x)=3-——=

(2x+7)?
3) f(x) =2x—cosx
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = 2 + sinx
3x2-x+2
4 f) ==
f est définie et dérivable sur R\ {%}
_ (6x-1)(3x-1)-3(3x%-x+2) __ 18x%-9x+1-9x%+3x—6

VxeR \ {%},f’(x) = =

(3x-1)2 (3x-1)?
' _ 9x%-6x-5
f@ =520

I
5) fl)= /2 -
f est définie sur ]—2; 2] et dérivable sur |—2; 2[.
Vxel=2;2[ f'(x) = ——2—
(2+x)2\/%
6) f(x) = cos3(x? —2x)
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = 3 x [cos(x? — 2x)]" cos?(x? — 2x)
f'(x) = —=3(2x — 2)sin(x? — 2x)cos?(x% — 2x)

7) f(x) =xV3x—2

f est définie sur E ; +00[ et dérivable sur E ; +oo[,

2 3 3x
VxE]—;+00[. ") =V3x—24+4xXx——=V3x—2+——
3 ' 2V3x -2 2V3x -2

9x—4

1) =377=

8) f(x) _ (Zx—l)?

x+1
f est définie sur ]—oc0; —1[ U E +00[ et dérivable sur |—oco0; —1[ U E, +00[

VXE]—OO:—l[UE;HO[,f'(x):é( 3 )(2»1)‘%_ 2

x+1)2/ \ x+1 - 23 [2x—1
=

Exercice 37
2x2+1
x2+3

On consideére la fonction g définie de R vers R par : g(x) =
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1) Déterminons l'ensemble de définition de g.

Dy =R

2) Calculons la dérivée de g et donne son ensemble de dérivabilité.

g est une fonction rationnelle définie sur R donc g est dérivable sur R.

. , _ 4ax(x®+3)-2x(2x?+1) _ 4xB+12x—4x3-2x _ 10x
Ona:VxeR,g'(x) = (2+3)? T GEer (e
3) Calcule les nombres dérivés de la fonction g en -2 et 3.
oy _ _10X(=2) _ -20
Ona:g'(-2) =5y =%

reay _ _10x3 30 _ 5
9@ = (32+43)2 144 24
4) Détermine une équation de la tangente a la courbe de g au point d'abscisse -2.
M:y=9'Dx+2)+9(=2)

’ —20 9
Ona:g(—2)=4—9 etg(—Z)z;
Done (T):y = =25 (x +2) +
__2 23
Y="% 49

Exercice 38
1) Donnons I'ensemble de définition de f.
f est une fonction polynéme donc : Dy = R.
2) Calculons les limites aux bornes de son ensemble de définition.
lim f(x) = lim x*—2x24x—2= lim 23 = — oo
xX——00 X——00 2 xX—>—00
lim f(x) = lim x* —2x24+x—2= lim 23 =+ oo
xX—>+00 x—+00 2 X400
3) Etudions le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
VxeR, f'(x) =3x%2 —x — 2
ffx)=0=3x2—-x-2=0
A= (-1)2—4x3x(=2)=25
A> 0 donc I’équation f'(x) = 0 admet deux solutions :
1-5 2 1+5

n=gE=opean=-m=1
Ve |00, = 2| U [1; 4o, () 2 0
Donc 5
ve[-41].r@ <o

4) Déduisons le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
f est strictement croissante sur R.
Tableau de variation de f.

=
2
e -3 1 +co
f(x)
+ 0 - 0 +
50 oo
o 327
e \
5
—m -3
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5) Déterminons les extrémums relatifs de f.

2 . ipi s 50
e fadmeten — 3 un maximum relatif égal a — P

.. oz N 5
e fadmeten 1 un minimum relatif égal a — 3

Exercice 39
1) Déterminons l'ensemble de définition de f.

Dy =R\ {2}
2) a- Calculons : }Cl_rg f(x)et Ll_rg f(x) puis interprétons graphiquement les résultats.
< >

. o XEex-2 . 2 _ 1
lm £ = I 5% = e +x = 2)

< < <

i = im (x2 —2)= im-— = —
}CILI% f(x) = —oo0 car }Clg%(x +x—2)=4et }Clg% oy 0,
< < <

. o XEX=2 . 2 _ 1
I £ = i 5 = Iy 2= 2)x

> > >

i = im (x2 —2) = im—— =
}CILI% f(x) = 400 car }CILY%(X +x—-2)=4et }Cli‘l% =t
> > >

La droite d’équation x = 2 est une asymptote a le courbe (Cf).
b- Calculons lirP f(x)et lim f(x).
X—+00 X——00
lim f(x) = lim x3 =40 et lim f(x) = lim x3 = -
X—+00 X+ X——0 X——00
3) Déterminons les réels a, b et ¢ tels que VxeDf, f(x) =ax+ b + %

x=2

_ (ax+b)(x—2)+c _ ax?+(b—2a)x+c—2b

c
vxeDf, f(x) =ax+b += Py o
a=1 a=1
Par identification on a : { b—2a=1 & {b =3
c—2b=-2 c=4
donc VxeDf, f(x) =x+3 +ﬁ

4) a- Démontre que la droite (D) d'équation y = x + 3 est une asymptote a la courbe (Cf)
en +oo et en —oo,

x—+00 X—2

lim (f(x) ~(x+3)) = lim -
X—+00
et lim (FO) —(x+3) = lim ===0
X—>—00 X——00 X—2
donc la droite (D) d'équation y = x + 3 est une asymptote a la courbe (Cf) en +oo et en
—oo.
b- Etudie les positions relatives de (Cf) et de la droite (D).

vxeR\ {2}, f(x) — (x +3) = =

x-2
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Tableau de signe

x —oo 2 +o0

fxX)—(x+3) - +

o Vxe]—o0; 2[, f(x) — (x + 3) < 0 donc (Cf) est au-dessous de la droite (D) sur
=05 2.

o Vxe]2;4oof, f(x) — (x + 3) > 0 donc (Cf) est au-dessus de la droite (D) sur
12; +ool.

5) a- Démontre queVxeDf , f'(x) = );(c:;)
VxeR\ {2}, f(x) = x + 3+
4 (x—2)2-4 _ x(x—4)

vxeR\ {2}, f'(x) =1— T e aa?
b- Détermine le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
VxeR \ {2}, (x — 2)? > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x(x — 4).
ff)=0=x=00ux=4

x —o 0 2 4 +oo

G B

[

Vaxe]—o0; 0[ U ]4; +oo[, f'(x) > 0

vxel0;2[ U ]2;4[, f'(x) <0
c- Déduis-en le sens de variation de f puis dresse le tableau de variation de f.
e f est strictement croissante sur ]—oo ; O[ et sur ]4 ; +00[.

e [ est strictement décroissante sur |0; 2[ et sur ]2; 4[

) ¥ ¥

AN D

6) Détermine une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d'abscisse 1.
M:y=fOE-D+fD),f' D) =-3etf(1)=0

y=-3(x—-1)=-3x+3
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7) Détermine si possible les extrémums relatifs de f.
e f admet en 0 un maximum relatif égal a 1.
e f admet en 4 un minimum relatif égal a 9.

8) Construisons (Cf), (D) et (T).

Exercice 40

1) Vérifie que AH =
Le triangle ABH est rectangle en H.
Donc sinABH = i—: etona:mesABH = g

D’ou AH = ABsinABH = a x sin%

a3
>

Donc AH = aTs.
2) Démontre que MQ = x+/3.

Le triangle MBQ est rectangle en Q.
Donc tanMBQ = Z—s etona:mesMBQ ==

3
D’ou MQ = BQ X tanMBQ = x X tang

Donc MQ = x+/3.
3) Exprimons l'aire du rectangle MNPQ en fonction de x.
A(x) = Aire(MNPQ) = PQ x MQ
Ona:BQ =PC =xdonc PQ =a—2x
D’out A(x) = xv/3(a — 2x) = —2v3x? + a/3x
A(x) = —23x? + aV/3x
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4) Déterminons la position du point Q pour laquelle l'aire du rectangle est maximale.

L’aire du rectangle est maximale si A'(x) = 0.
Or A'(x) = —4v3x + a3
Ona:cfl’(x)=0<:)x=%
Vxe]O;%[,c/l’(x) >0 et Vxe]%;a[,c/l’(x) <0
Donc A atteint son maximum pour x = %.
D’ou la position de Q est telle que : BQ = %
5) Calcule alors l'aire maximale du rectangle MNPQ.

a*\3

l'aire maximale du rectangle MNPQ est : A (%) =

Exercice 41
1. Etudie la continuité de f en 3.

f est définicen 3 et f(3) = 2
Ona:lirréf(x) = lirgxlx— 3[+2=2=f(3)
X—. x—.

Donc f est continue en 3.

2. Etudie la dérivabilité de f en 3. Interpréte graphiquement le résultat.

Ona: lim 297G _ |y XO=O4272 _ y) 22003 gy = -3
x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 x-3 x—3
< < <

<
Donc f’g(3) =-3

lim fO-fB3) _ lim x(x=3) _ 3
xX—3 x-3 x—3 x-3
> >
Donc f',(3) =3
f’g(3) # f',(3) donc f n’est pas dérivable en 3.

3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

{Vxe]—m; 3LF(x) =—x2+3x+2
Vxe]3; +oof, f(x) =x2 —3x + 2

{Vxe]—OO; 3Lf(x) =—2x+3
Vxe]3; +oof, f'(x) = 2x — 3

Vxe]—o0;3[ f'(x) = —2x +3
ffx)=0=x :%
Donc Vxe]—oo;%[ U13; 40 f'(x) > 0
Vxe]S;B[,f’(x) <0
On en déduit que :
e f est strictement croissante sur]—OO;;[ et sur ]3; +ool.
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e f est strictement décroissante sur ]E ; 3[

+oo

[ + +

%w

Q

2
Fon

4. Trace (C).

Exercice 42

1. Etudions la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat
L fOO-f0) . xP-2vx . 2\ _
Jim P22 = i S5 = i (- ) = —o»

> >

>
Donc f n’est pas dérivable en 0.
La courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
2. Calcule les limites de f(x) et L;) lorsque x tend vers +oo puis interpréte
graphiquement les résultats.

lim f(x) = lim x?—2vx = lim Vx(xvx —2) = +
X—+00 X—+00 ) xX—+00
lim 9 — iy 22

x—-+oo X

. 2
Am = lim (x =) = e

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
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3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
/ 1 _ 2xvx-
Vxe]0; +oof, f'(x) = 2x — N %xl
Vxe]0; +oo[,+/x > 0 donc le signe de f'(x) est celui de 2xv/x — 1.

f’(x)zO@xziE

Donc Vxe]O; S\E [,f’(x) <O0et Vxe]i/% ;+oo[,f’(x) >0

. 4 . 31 . . 31
f est strictement décroissante sur]O; \/; et strictement croissante sur] \/; ;+00[

4. Trace (C).

Exercice 43

1. Déterminons 1’ensemble de définition de f
2. Etudie la continuité de f en 0.
f estdéfinicenOet f(0) =0
Ona: ’lci_r)r(l)f(x) =0=f(0)
Donc f est continue en 0.
3. Démontre que (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente dont on précisera une

équation.
Etudie la dérivabilité de f en 0.
_x_
Ona: lim L@ _ Jim =3 — Jim =1
x—0 X x—0 x x—01-x
< <

Donc f’g(O) =1
lim 29O _ jin L =1
x—0  x x—0 x+1

> >
Donc f',(0) =1
f’g(O) = f',(0) =1 donc f est dérivableenOet f'(0) =1
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D’ou (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente (T) de coefficient directeur 1.

M:y =f'(0)(x—0)+f(0)

y=x
4. Etudions la parité de fet donne une interprétation graphique du résultat.
VxeR, —xeR et f(—x) = =- =—f(x)

|- x|+1 |x[+1
Donc f est impaire.
Le point O est un centre de symétrie de (C).
5. Calculons la limite de f en +oo. Interpréte graphiquement le résultat.

11m f(x) = lim == lim =1
x—+00 x+1 X—+00 X
Donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote a (C) en +oo.

6. Etudie les Variations de f sur [0; +oof et dresse le tableau de variation de f.
Vxel0; +oof, f(x) =
Vxe[0; +oof, f'(x) = (x+1)2
Vxe[0; +oof, f'(x) > 0 donc fest strictement croissante sur [0; +oo].

x+1

X 0 +o0
f'(x) +
1
fx)
0

7. Trace la courbe (C).

Exercice 44
1. Etudions la continuité de f'en 2.

Dy =R\ {~1}
f estdéfinieen2et f(2) ==
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X2 4|x— ZI 4

1 = f(2) donc f est continue en 2.

11m flx) = 11m

2. Etudions la dérivabilité de f en 2. Interpréte graphiquement les résultats.

2_x+2 4

. x)-f(2 -3 . 3x—1 5
Ona:llmf f@ _ Jim =15 = iy ==
x— x=2 xXx—2 x-2 x—2 3(x+1) 9
< 5 < <
Donc f' (2) ==
FOO-f2) _ ixoa s 3x+5 11
. X -3 . X
lim = lim &3 = ==
x—2 x-2 Xx—2 x-2 x—2 3(x+1) 9
> > >

Done f',(2) = %
f’g(Z) # f',(2) donc f n’est pas dérivable en 2.
La courbe (C) admet deux demi-tangentes : une demi-tangente a gauche de coefficient directeur z

. N . . . 11
et une demi-tangente a droite de coefficient directeur >
3. Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

xZ-x+2 _
11m fx) = EmwT = —o0
x2-x42
lim f(x) = xg+m? = +o00
x%+|x-2|
11m fl) = 11m T
x2+|x-2| _
11m f(x) = 11 =t
>

4. Etudions les variations de f et dresse son tableau de variation.
Vael—o0; —1[ U ]—1;2[, £ (x) = 2=

x+x2

Vxe|2; +oof, f(x) = ™

x2+2x-3

vxel—oo; —1[U]=1;2[ f'(x) = =7
. ’ _ x?+2x+3
Vxe|2; +oof, f'(x) = D)y’
’ _ x%4+2x-3
o Vxe|—oo;—1[U]-1;2[, f'(x) = )
vxel—oo; —1[U]-1;2[f'(x) =0 = x?+2x—-3=0 (x—D(x+3)=0
vxe]—oo; —1[U]-1;2[f'(x) =0 = x =1oux = -3
Donc Vxe]—oo; =3[ U 11; 2[f'(x) > 0 et Vxe]-3; —1[U ]-1; 1[, f'(x) < 0
f est strictement croissante sur |—oo; —3[ et sur |1; 2[
f est strictement décroissante sur |—3; —1[ et sur |—1; 1|

, x242x+3
o Vxe]2;+oof, f'(x) = i
Vxe]2; +oo f'(x) =0 = x2+2x+3=0
A=2%2—4x1x3=-8,A< 0 donc Vxe]2; +oo[, f'(x) >0
f est strictement croissante sur ]2; +oo[
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x —o0 -3 -1 1 2 +o0
(%) + 0 - o 0 + +
-7 +o00 +0oo
f@)
—o0 —o0 1
5.
a) Démontrons que les droites (D1) et (D2) d’équations respectives y = x — 2
ety = x sont asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .
i = lim = =
Jim [fG) ~ (= 2)] = Jim =0
. - i 2 _
xl—lgloo[f(x) -l = xl—IHIoo preiall
Dongc les droites (D1) et (D2) d’équations respectives y = x — 2
ety = x sont asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .
b) Etudions la position de (C) par rapport a (D1) sur | — co; —1[U] — 1; 2].
Vxe]—o0;~1[U]-1;2], f(x) = (x = 2) = ;5
vxe]—oo; —1[, f(x) — (x —2) <0
vxe]-1;2], f(x) —(x—2) >0
Donc (C) est au-dessous de (D1) sur | — o0; —1[ et au-dessus de
(D1) sur] —1;2]
c) Etudions la position de (C) par rapport a (D2) sur [2; +oo].
2
Vxe[2; ool f(x) —x = ——
Vxe[2; +oof, f(x) —x <0
Donc (C) est au-dessous de (D2) sur [2; +oo.
6. Tragons (D1), (D2) et (C).

.~ Ly

Qi\
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Exercice 45

Partie A
1. Justifions que I’ensemble de définition de fest | — co; —2]U[—1; +oo].
xeDf & x* +3x+220 (x+D(x+2) =0
x —00 -2 -1 +o0
(x+1)(x+2) + 0 - 0 +

Donc Dy = | — 00; =2]U[—1; +oo].

1. Etudions la dérivabilité de f en —1 et en —2 puis interprétons graphiquement les

résultats.
Ona:
e lim fx)-f(-1) — lim V(x+1)(x+2) — lim (x+1)(x+2)

x—-1 x+1 x--1 x+1 x->=1 (x+1)/(x+1)(x+2)
> > >

lim f)-f(=1) — i x+2 = 4o

x--1 x+1 x->=1,/(x+1)(x+2)

>

>
f n’est pas dérivable en —1.
La courbe (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse —1.
lim fO-fCED _ lim Vx+1)(x+2) lim (x+1)(x+2)

x—>=2 x+2 x>=2 x+2 x-=2 (x+2)y/(x+1)(x+2)
< < <

li fl)-f(-1) — x+1 —

x—>=2 x+1 x==2,/(x+1)(x+2)
< <

f n’est pas dérivable en —2.
La courbe (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse —2.

2. Calculons les limites de f en — oo et en +oo.

lirll fx) = lirll Vx?2+3x+2=+wet lim f(x) = lim Vx2+3x+2 ==+
X400 xX—+00 X—>—00 X——00

3. Etudions les variations de f et dresse son tableau de variation.

froN . 2x+3

\'/xe]—oo, _2[ U ]_11 +O°[:f (X) - 23\/m
f’(x)=0(:)2x+3=0<:>x=—;
Donc Vxe]—o0; —2[, f'(x) < 0 et Vxe]—1;+oo[, f(x) > 0
On en déduit que f est strictement décroissante sur |—oo; —2[ et strictement croissante sur
1-1; +ool.

X —00 -2 -1 +o0
f'ex) - +
400 ;00
f)
0 0
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4. Démontrons que les droites (D1) 1y = —x — %et D):y=x+ % sont asymptotes a
(C) respectivement en —oo et en + oo .

lim [fG) = (—x =] = lim VaZ+3x+2+x+3
X—>—00 X—>—00

2

lim [fG) - (~x =] = lim ——=—+2=0
x—>—00 2 X>—00 _ 1+%+xiz_1 2

2

i _ Al = g 2 —x=3
xl—1>r-zloo [f(x) (x+ 2)] = xll@w x*+3x+2-x—3
3+= 3

. 3 .

lim [f(x)—(x+)|= lim —Z——--=0
x—»+eo[ 2 ] X——00 1+;3<+x%+1 2
Donc les droites (D1) : y = —x — get D2):y=x+ ; sont asymptotes a (C)
respectivement en —oo et en + oo .

5. Démontre que la droite (A) d’équation x = — 2 est un axe de symétrie de (C).

VxeR , —3 _xeD, & -2+ xeD
2 f 2 f

Ona:f(—g—x)= xz—i 6tf(—§+x)= xz_i

f (— % - x) =f (—S + x) donc la droite (A) d’équation x = — % est un axe de symétrie de
©.

6. Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

)y = f/©Ox + £(0) = Zx ++2
y= ‘/2—7x+\/7

7. Trace (D), (D2),(T) et (C).

(R1)
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Partie B
Soit g la restriction de f a [-1 ; oo [.
1. Démontrons que g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.
g est continue et strictement croissante sur [-1 ; +oo [ et g([—1; +oo[) = [0; +oo[.
Donc g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.

2. Justifions que la bijection réciproque g~ de g est dérivable en V2 etcalcule
(9 W2).
Ona:g(x)=V2ex=0
’ -1 — ’ —_ ‘/E
Donc g (g (\/i)) =g'(0) = >
g (g‘l(\/i)) # 0 donc g1 est dérivable en V2.
(7Y (VD) = o5 =2

g10)

Exercice 46
1. Démontrons que f est une bijection de IR sur un intervalle K que ’on précisera.
’ _ 1
VXE]R,f (X) = W
VxeR, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R.
f est continue et strictement croissante sur R et f(R) = ]0; 2[
Donc f est une bijection de R sur ]0; 2[.
2. Justifie que la bijection réciproque ! de f est dérivable en 1 et calcule (f~1)'(1).
Ona: f(0) =1donc f1(1) = 0.
1 F-1 _ £ _ 1 —
@) =f (‘D—m—l
F/(f~1(1)) # 0 donc £~ est dérivableen L etona: (f1)'(1) =
3.

1
F1IOFw) 1

a) Trace (C).

——

-

LG

b) Trace (C’) la courbe représentative de f~1. (voir figure)
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Exercice 47

1. Etudie la dérivabilité de f en 0.

lim LOIO _ pyp 22X _ (1 - i) =+
x—0 x x—0 x x—0 Vx.
> > >

Donc f n’est pas dérivable en 0.
2. Interprete graphiquement le résultat obtenu.

La courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
3. Démontre que f est une bijection de [0 ;1] sur [0 ; 1]

. ) =1 — Lyt
VxelO; 1] f'(x) =1 - =="7=

vxe]0; 1], f'(x) < 00 donc f est décroissante sur ]0; 1].
f est continue et strictement décroissante sur [0; 1] et £([0; 1]) = [0; 1]
4. Démontre que pour tout x € [0; 1],f o f(x) = x.

vxe[0;1], f o f(x) = f(F (X)) = fF() — 2/f(x) + 1

or f(x) = (Vi - 1?)

Donc

vxe[0; 1], fo f(x) =x — 2x +1—2 /(\/5—1)2+1=x—2x/§+1—2|\/§—1|+1

feofG)=x—2Vx+1-2(—Vx+1)+1=x ,car[Vx—1| =—Vx +1
vxe[0;1], f o f(x) = x

5. Déduis en la bijection réciproque f~* de f.
Ona:Vxe[0;1],f o f(x) = x donc f o f =Id, donc f!=f
6. Construis (C).
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Situations complexes
Exercice 48
Détermination de la valeur exacte de 8 qui minimise la longueur totale des tuyaux.

Calcul de g'(6)

—5+10sin6
cos*6

vo € |0;2],9'(0) =
Variations de g

yw)=0c:—5+1mm9=0¢¢9=§
Done v6 € 0;%[,9'(6) <0 etvo € |5;5[,g'(0) > 0

N . I3 . s . . T s
D’ou g est strictement décroissante sur ]0 ;g[ et strictement croissante sur ]E ;;[.

Tableau de variation de g

=) A

6+ 5\’3

La valeur de de 8 qui minimise la longueur totale des tuyaux est %.

Exercice 49

Le bénéfice est défini par la fonction B telle que :
vx[0; 60], B(x) = 3x — f(x) = —x? + 84x
Calculons B'(x)

vx[0;60], B'(x) = —2x + 84
B'(x)=0=x=42

Tableau de variation de B.

x 0 42 60
B'(x) + 0 =
1764
B(x) / \
0 60
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Le Bénéfice est maximal pour une production journaliére de 42 parapluies.
Ce bénéfice est de 1 760 000 Francs.

Exercice 50

Détermination de 1’age a partir duquel la concentration en anticorps maternel du bébé est
inférieure a 1 g/1.

Calcule de la dérivée de f

vx € [0;12], f'(x) = 12In(0,75) x 0,75*

Vvx € [0;12], f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur [0; 12]

Tableau de variation de f

x 0 12
1) -
12
f()
a2,

Représentation graphique de f

Résolution graphique de I’inéquation f(x) < 1
Graphiquement, I’inéquation x € [0; 12], f(x) < 1 a pour ensemble de solutions [8,64; 12]

Donc I’age a partir duquel la concentration en anticorps maternel du bébé est inférieure a 1
g/l est environ 8ans 8 mois.
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PRIMITIVES

I- Situation d’apprentissage
e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une

lecture silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien

compris le texte. Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots

ou expressions difficiles pour un éléve de terminale. Toutefois le professeur donnera la

parole a ses ¢leves afin de s’assurer que tout le monde a compris le texte.

o Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des

questions du type :

Constituants de la
situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
¢éleves

Contexte

Ou et quand se déroule la
scéne ?

Lors d’une expérience
menée par des éléves,
portant sur I’efficacité
d’un bactéricide.

Circonstances

Indique la raison pour
laquelle tu es sollicité ?

Pour vérifier I’efficacité
du bactéricide : sachant
qu’il est jugé efficace si
apres son introduction, le
maximum de la
population de bactéries est
inférieur a 460 000.

Tache

Qu’as-tu décidé de faire
apres avoir été sollicité ?

Face a mes difficultés, j’ai
décidé de former un
groupe de travail afin
d’effectuer des recherches
sur la question.

Le professeur profitera donc de la tadche énoncée par ses éléves pour faire faire la synthése
de la situation et annoncera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la
situation durant tout le déroulement de la legon.

Réponse a la préoccupation posée dans la situation

e Signede [’

/() = —103t? + 3 x 103t + 10* et £(0) = 103.
Calcul du discriminant, on sait que A= b? — 4ac. On trouve A= 49 x 10°
A> 0 alors f' admet deux zéros distincts x; et x5.

On trouve x; = 5etx, = —2.
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Commet =>0donc f'(t) =0 &t=5

Tableau de signe de [’

0

¢
f'(®)

e Sens de variation de f

vt € [0;5],f(t) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 5[.

vVt € ]5;+oo[, f'(t) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]5; +oo[.

e Détermination de la formule explicite de f
f" est continue sur [0; +oo[ donc f' admet une primitive f sur [0; +oo|.

103

Vit € [0;+oof, f(t) = ——t3 +

3

3x103

t> +10* +c,c€R

£(0) =103 & ¢ = 103

103

f(0) =10° & vt € [0;+oof, f(t) = —

e Tableau de variation

3x 103

3+ — t? +10*t + 10°

0

+oo

t
JHG)

+

f@®

103 /

@

\

fG) =

o Interprétation des résultats

140500

Le maximum de la population de bactéries est atteint 5 heures aprés 1’introduction du
bactéricide et vaut environ 46833 bactéries.

Or 46833 < 460 000 donc le bactéricide est efficace.
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Découverte des habiletés
Activité 1 : Primitive d’une fonction (Voir page 105)

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une primitive d’une fonction
continue.

e Réponses aux questions de 1’activité

1) VxER F'(x) =3x2—14x+ 3

2) Vx €R F'(x) = f(x)

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 1 (page 105)

F est dérivable sur]0; +oo[, donc Vx € ]0; +oo[, F'(x) = f(x) . Ainsi F est une primitive de f
sur ]0; +oof.

Exercice de fixation 2 : (page 105)

Associe chacune des fonctions de la colonne A a sa primitive sur R dans la colonne B.

Colonne A Colonne B
7x6—8x+6 o Lo 3x +2
—21x2 o| | e x>+3x—-5
2x+3 -~ x” —4x*+6x—9
3 o« e -7x3 -1

Activité 2 : Primitive et fonction continue sur un intervalle.

® ] ’objectif de cette activité est de justifier qu'une fonction admet une primitive sur un
intervalle.

® Réponses aux questions de I’activité

1. f est définie de R vers R par (x) =
1
s +eo]

La fonction g: x +— 2x — 1 est continue sur]%; +00[ etg (E +00D =]0; +oo.

1 . .
7> Justifions que f est continue sur

V2x

La fonction h: x — +/x est continue sur [0; +oo] et ]0; +o0[ < [0; +oo].
La fonction h: x +— iest continue sur ]0; +oo[. Donc la fonction f = lohog est continue sur
1
[f5+<2]
L. 1
2. g est dérivable sur ];; +00[.

Ona:Vx € E, +00[,g'(x) = ﬁ donc g est une primitive de f sur E, +00[

V2
e Corrigé de ’exercice de fixation
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Exercice de fixation 3 :

X
x241
continues sur R donc f et u admettent une primitive sur R.

Les fonction f:x » x3 — 1 etuix » ont pour ensemble de définition R et sont

La fonction h: x + v/x a pour ensemble de définition R* et est continue sur R*donc h
admet une primitive sur R*

Activité 3 : Primitives d’une fonction ( page 106)

L’objectif de cette activité est de déterminer les primitives d’une fonction sur un
intervalle.

Réponses aux questions de ’activité

. F et G sont des primitives de f sur I donc

{F'(x) =f(x), Vxel

G'(x)=f(x), vx €l douvx el F(x)=G"(x)

2. Vxel, G'(x)—F'(x)=0

()

Vxel, Gx)—F(x)=c,ce R
Vx€el, G(x) =F(x)+c,c€ R

Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 4 (page 106)

f, h et t sont des primitives de g sur R.

Exercice de fixation 5 (page 106)

VxE]R{,G(x)=x3—3—3x+5

Vx € R, H(x) ="3—3—3x—100

Activité 4 : Primitive prenant une valeur donnée en un point donné

L’objectif de cette activité est de déterminer la primitive d’une fonction prenant une
valeur donnée en un point donné .

Réponses aux questions de ’activité

1. vx€l,G(x) =F(x)+c,c€eR

a)OnaGla)=be=c=—-F(a)+b

Onobtient G(a) =b = G(x) =F(x)—F(a)+b

b) La fonction G définie par G(x) = F(x) — F(a) + b est I’'unique primitive sur I qui
prend la valeur b en a.

Corrigé de I’exercice de fixation
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Exercice de fixation 6 (page 107)

La fonction f est continue sur R, f admet donc une primitive F sur R.
Vx € R, F(x) =ix4— 5x +c, avec c €R

Déterminons la primitive de f sur R qui s’annule en —1.
F(-1)=0& ~(-1)*=5(-D+c=0

On obtient ¢ = —%donc F(x) = ix“ —5x——

Exercice de fixation 7 (page 107)

1) Déterminons la primitive G de f sur R qui prend la valeur 5 en 0.
G(x)=x*>—-x+5
2) Déterminons la primitive H de f sur R qui prend la valeur% en—1.

H(x) =x%—x— %
Activité 5 : Primitives des fonctions usuelles.

e L’objectif de cette activité est de connaitre les primitives des fonctions usuelles.
® Réponses aux questions de I’activité.
1. D =R,Dy; =R, D, =R*, Dy, =[0;+[, D, =R, D, =R,

Dy =R\ {Z+kn} ke

2. af'x)=a, gx)=x" h'(= —%, m'(x) = %, n'(x) = sinx ,

p'(x) = cosx et q'(x) = 1+ tan®x.
b)

e f'est continue sur R.

e g’ est continue sur R.

e R’ est continue sur |—oo; 0[ et sur ]0; +oo[
e m' est continue sur ]0; +oo[.

e n'est continue sur R.

e p'estcontinue sur R.

e ' est continue sur les intervalles du type ]—% + km; §+ kn[ ouk €ZR.

3. a) Une primitive de x = a sur R est la fonction f:x - ax
xn+1

b) Une primitive de x — x™ sur R est la fonction g: x ~ —

o 1 . 1
¢) Une primitive de x + - sur R est la fonction : x = — p

d) Une primitive de x — \/i; sur R est la fonction m: x = 2v/x
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e) Une primitive de x = sinx sur R est la fonction n: x = —cosx
f) Une primitive de x + cosx sur R est la fonction p: x = sinx
) Une primitive de x + 1 + tan®x sur R est la fonction q: x — tanx

Corrigé de ’exercice de fixation

Exercice de fixation 8 (page 107)

Fonction f Primitive F
-2 —2x+c
x5 6
? +c
1 1
x? x
: o
sinx —CcoSsx
cosx sinx
1+ tan?x tanx

Activité 6 : Opérations sur les primitives ( page 108)
® [’objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer les primitives des
. ’ ’ nr _ w ur
fonctions de la forme u’ + v', u'u" (r # —1), = r+1) T
e Réponses aux questions de I’activité.

4
) a Fx)=x*+xetG(x) = XT
b-h(x) =x3+2x+1onaH(x) =§+x2 +x
c- Ainsi on remarque que : H(x) = F(x) + G(x)
2) a-j(x) =k(2x+1)
b- La primitive J de j sur R : J(x) = kx? + kx

c-Ona:kF(x) = k(x?+x) = kx?+ kx donc V x € R, J(x) = kF(x)

3) a1 = WG s m' () = 55 () = T () = w@eos(u():

q'(x) = u' (@)sin(ux)).

n+1 !
b- u'(x)u™(x) a pour primitive i€ RCHCD)

n+1 un(x)
!
% a pour primitive 24/ u(x) ; u'(x)cos(u(x)) a pour primitive sin(u(x)) R
ux

u'(x)sin(u(x)) a pour primitive —cos(u(x)).

1 .
(n-Dun-1(x) ’

a pour primitive —
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e Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice de fixation 9 ( page 108)
2 3
a) VX ER F(x) = x?— coSx ;b) Vx € R, F(x) =%+ 2vx ;

¢) Vx € R, F(x) = sinx + cosx

Exercice de fixation 10 ( page 108)

2_ 4
) Vx €]0; +oof, F(x) = £=210
1
2) 2Vx €]0; +oo[ F(x) = -5~

3)Vx € ]0; +oof, F(x) = 2vV2x + 3;
4)Vx € ]0; +oof, F(x) = sin(—3x) ;
5)Vx € ]0; +oo[, F(x) = —Cos(x\/§ - 7)

DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment justifier qu’une fonction f est une primitive d’une
fonction g ?

e Correction de I’exercice non corrigé ( page 112)

f est dérivable sur R, Vx € R, f'(x) = 3x% + 7. On constate que Vx € R, f'(x) = g(x)
donc f est une primitive de g sur R.

Question 2 : Comment justifier qu’une fonction f admet des primitives sur un
intervalle I donné ?

e Correction de I’exercice non corrigé (Page 112)
f est une fonction polyndme, elle est continue sur R donc f admet des primitives sur R.

Question 3 : Comment déterminer la primitive F d’une fonction f qui prend la
valeur b en un point a ?

e Correction de I’exercice non corrigé (Page 113)
Déterminons les primitives F de f.
Ona:F(x)=2Vx—1+4c¢, c€R
Déterminons la valeur de ¢ pour laquelle F(2) = 3.
Ona:F(2)=3donc2v2—1+4+c¢=3
¢ = 1. Ainsi la primitive F de f qui prend la valeur 3 en 2 est F(x) = 2vx — 1 + 1.
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MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation

Exercice 1 (Page 114)

Vx€R,f'(x) =4x3+ 6x2 —2x + 7.0n constate que ¥ x € R, f'(x) = g(x) donc f est
une primitive de g sur R.

Exercice 2 (Page 114)

Les primitives de f sur R sont les fonctions G et P.

Exercice 3 (Page 114)

Les fonctions g: x + |x| et h: x + 1 sont continues sur R donc la fonction f = g + h est
continue sur R. On en déduit que f admet des primitives sur R.

Exercice 4

Les fonctions qui admettent une primitive sur leur ensemble de définition sont : f, h etu

Exercice 5 (Page 114)
Tout autre primitive de g est de la forme : x — G(x) + ¢, c € R.

4 4 4

Lesfonctions:xHix —-x2+27, xr—>43x —x2+13et:x-—>%x — x? — 41 sont
donc trois autres primitives de g sur R,
Exercice 6 (Page 114)

1) Vx€R,F'(x) =5x*
Vx €R,F'(x) = f(x) donc F est une primitive de f sur R

2) Quatre autres primitives de f sont: x +— x5+ 15; x +— x5; x — x5 —2030;
x — x5-1

Exercice 7 (Page 114)
Déterminons la primitive F de f sur R qui s’annule en 0.

OnaF(x) =x3—x2+5x+c, ¢ €Rtel que F(0) = 0. On obtient ¢ = 0 donc
F(x) = x3 — x? + 5x.

Exercice 8 (Page 114)

Les primitives F de f sur ]0; +oo[ sont de la forme F(x) = gxz —x— xiz +c, ceR
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F(1)=0 ®§—1—1+c=0,0ntrouvec=§

- =32 1,1
DoncF(l)—O(:F(x)—zx x—5+;
Exercice 9 (Page 114)

1) VX€ER, F(x) =x?>+x
1
2) Vx €ER, F(x)—g

2
3) Vx €]0;+w[, F(x) ==+ 2Vx
4) Vx €eR, F(x) = —cosx — 2sinx

Exercice 10 (Page 114)

1)V x €]0;+oo[, F(x) =x74+c,ce R

2)Vx €]0;+0o[, F(x) = ;—;+c,c ER

3)Vx €]0;+oo[, F(x) = —cos(x) + ¢c,c € R

4)V x € ]0; +oo[, F(x) = sin(x) + ¢,c € R

5)V x €]0; 4+, F(x) = 2Vx + 2x + c,c ER
6) V x € ]0; +oo, F(x) =x3—3—§—2x+c,cE]R{
 Opérations sur les primitives

Exercice 11 (Page 114)

a) V x € ]0;+oo[, F(x) = cos(=3x) +c,c ER

b)Vx €]0;+o,F(x) =2V2x+1+c,c€eR

)V x €]0;+oo,F(x) = 1_5+C,CE]R

2x
2 3
d) V x € ]0; +oo[, F(x) =@+c,c ER

Exercice 12 (Page 114)

x2—x+6)*

a)VxE]0;+00[,F(x)=( " +c,c€ER

1
2(x2+3x+2)?

b)V x €]0; +oo[, F(x) = — +c¢c,ceR
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c)Vx €0+, F(x) =2Vx2+x+1+cc€eR

cos3(x)
3

d)Vx€]0;+o,F(x) = — +c,c€ER

Exercices de renforcement/ approfondissement

Exercice 13 (Page 114) ( Dans le manuel, corriger la numérotation des questions dans
I’énoncé de I’exercice)

1- Faux ; 2- Vrai ; 3- Vrai ; 4- Vrai
Exercice 14 (Page 115)

1 VxER,F(x)=%3+2
2) VXE]0;+OO[,F(x):2\/;+4
3) VxE]0;+oo[,F(x):_§_1

4
4) Vx €]0;+0o[F(x) = %xg +100
5) Vx €]0;+[,F(x) = _$+ 700

6) Vx€RF(x)=—cos(x)
Exercice 15 (Page 115)

1) Vx €R,F(x) =—49x% + 5x

2) VxE]—§;+00[,F(x)=—3x1+1
3) VxE]%;+w[,F(x)=5m
4) Vx €€R F(x) =sin(x?—-1)
5) VxElR,F(x)=§(x2—x+5)%

Exercice 16 (Page 115)

La fonction g définie par g(x) = 3x? — 4x + 7 est continue sur R, donc g admet une
primitivesur R. Vx € R,G(x) = x> —2x?2 + 7x + c,c € R.

G(1)=3oc=-3
G()=3 VxeRG(X)=x3—-2x2+7x—3

Exercice 17 (Page 115)

La fonction g définie par g(x) = cos(3x) — %COS(X) est continue sur R, donc g admet une

primitive sur R. V x € R, G(x) = gsin(fs’x) - isin(x) +c,c€eER.
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[S=N
NN

G(%):O«:c:

T 1 1 V2
G (Z) =0 VxeRGx) = §sm(3x) —Esm(x) +E

Exercice 18 (Page 115)

1- Déterminons trois nombres réels a, b et c tels que

— _c
pour tout x > 1, h(x) = ax + b + ——;

ax3+(b—2a)x%+(a—2b)x+b+c

pour tout x > 1, h(x) =

(x—1)?
Par identification, on obtient :
a=2
b=-3
c=2

2
pour tout x > 1, h(x) = 2x — 3 + w2

2- h est continue sur ]1; +oo[ donc h admet une primitive H sur ]1; +oo[.
2
Vv x €]1; +oof, H(x) = x? —3x—m+c,c €R
H2) =0oc=4

2
HR2) =0 Vxell; +00[,H(x)=x2—3x—m+4

Exercice 19 (Page 115)

I- Dy = {x € R/3 —x = 0} doncDy = ]—o0; 3].
2- La fonction F définie par F(x) = (ax? + bx + c)v/3 — x est dérivable sur ]—oo; 3[.
-1

V x € ]—0; 3 F'(x) = (2ax + b)V3 — x + (ax? + bx + ¢) =
—5ax? + (12a — 3b)x + 6b — ¢

Vx €]—o0;3[,F'(x) =

2V3 —x
P —2x2+6x
OnaVx €]—o0;3[, f(x) = xv3 —x. Ainsi Vx € |—00;3[, f(x) = ==
—5a=-2
Vx €]-0;3[F(x) = f(x) ©{12a-3b =6
6b—c=0
_2
=3
Vx€]-o3[F'(x) =f(x) = b=_§
1
=73

2
V x € ]—00; 3[, F(x) =§(x2—x—6)\/3—x+c,c ER
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3 F(-1)=0ec==

F(-1)=0&S Vx€]—x;3[,F(x) =§(xz—x—6)\/3—x+%

Exercice 20 (Page 115)
1- Vx € R,sin3(x) = sin(x)(1 — cos?x)
vV x € R, sin®(x) = sin(x) — sin(x)cos?(x)
2- La fonction h définie par h(x) = sin®(x) est continue sur R. h admet donc une
primitive sur R. V x € R, H(x) = —cos(x) + %cos3(x) +c, c€R.
3 Him) =2ec=0
H(m) = % S Vx€eRHKX) =—cos(x) + §c053(x)
Exercice 21 (Page 115)

3 6

La fonction f définie sur R par : f(x) = cos>x sin®x.
f est continue sur R donc f admet une primitive F sur R.
Vx€R,f(x)=(1-sin?x)cosxsin®x
vV x € R, f(x) = cosxsin®x — cosxsin®x
Vx€ERF(x) = %sin7x - gsin"x
Exercice 22 (Page 115)
f de [0; 1] dans R définie par f(x) = E(x)
f n’admet pas de limite en 0 donc f n’est pas continue en 0.
f n’admet pas de limite en 1 donc f n’est pas continue en 1.
f n’est ni continue en 0 ni continue en 1 donc f n’est pas continue sur [0; 1].
Exercice 23 (Page 115)
Justifions que F(x) = x|x| est une primitive de f(x) = 2|x| sur R.
o Vx€]-;0[F(x) =—x?
F est dérivable sur |—o0; 0[ et V x € ]—o0; O[, F'(x) = —2x = 2(—x) = 2|x|
donc F est une primitive de fsur |—oo; 0.
e Vx€[0;+of F(x) = x?
F est dérivable sur [0; +oo[, V x € [0; +oo[, F'(x) = 2x = 2|x|
donc F est une primitive de fsur [0; +oo].

En conclusion, la fonction F définie par F(x) = x|x| est une primitive de fsur R.
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Exercice 24 (Page 115)
a) Vx€]0;+oof, f(x) =x3+x%2+3
4 3
Ainsi V x € ]0; +oo[, F(x) =%+%+3x+c, ceR
43

F(1)=0@C=—E

x4 x3 43
F(1) =0 Vx€]0;+o[,F(x) =T+?+ 3x_E
b) VxR, f(x) = 2x* + 4x?
AinsiV x € R, F(x) =§x5 +§x3+c,cE]R
F0)=0=c=0
Donc F(0) =0<=>Vxe1R,F(x)=§x5 +§x3
o Ve | Fo)=——+c

sinx

F(§)=1=>c=1+\/7

T

s 1
FH)=1eovre|nl[ Fi=-o—+1+2
d) Vx €RF(x) = sin*(x) +c

F(m)=0=c¢=0

Donc F(m) =0 & F(x) = %sin“(x)

Exercice 25 (Page 115)

1) Vx € R,m(x) = cos(2x)
DoncVx € R,M(x) = %sin(Zx)
VxeERnkx) =1
DoncVx € R, N(x) =x

2) a- cos(4x) = cos*(x) + sin*(x) — 6cos?(x)sin?(x)
b-V x € R, t(x) = cos(4x)
Vx ERT(x) = %sin(4x)
3) ¥x €RA®) =5 (n(x) - t(x))
Vx €€ERH() = % - %sin(élx)
Vx €R f(x) = §(m(x) +t(x) + 3h(x))
Vx€ERF(x)= isin(Zx) + %sin(élx) + %x
Vx€R gx) = f(x) —mx)
DoncVx € R,G(x) = —%sin(Zx) +$sin(4x) + sx
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Exercice 26 (Page 115)

5
I- VxR F(x) =22
7
2 VxERF(x) = (Zx:)
2_ 6
3- VxER,F(x)zw

4- Vx €ERF(x) = —icoszx

Exercice 27 (Page 115)

1 1
1) Vx € ]—Z;-I—oo[,F(X) T T Tiax
4 2
2) Vx € ]—00, 5[.F(x) = 34-39
1
) Vx €3+, F(¥) =~ 5

Exercice 28 (Page 116)
- Vxe]—§;+oo[,F(x)=2\/4x+1
2- VxE]—oo;%[,F(x)z—%VZ—%c
3- VxERF(x)=2Vx?+x+1

4- CommeVx€ER —1<sinx<1ldoncl<2+sinx<3
OnaVx € R,2 + sinx > 0 donc f est continue sur R et admet une primitive F sur R.

Vx € R F(x) = 242 + sinx
Exercice 29 (Page 116)
1- g est dérivable sur ]0; +oo[
vx €]0; +oo[, g'(x) =2V
2- Vx €]0;+00[, f(x) = gg’(x) donc Vx € ]0; +oo[, F(x) = gg(x).
Vx € ]0; +oo[, F(x) = gx\/;

Exercice 30 (Page 116)

1. Déterminons les réels a et b tels que

a b

Vx ER\N{-1}f(0) = 5 + oo

ax+a+b
(x+1)3

vx € R\ {-1},f(x) =
Par identification on obtient : a = 3 et b =1

v e R\ {-1},f(x) =

3 1
(x+1)2  (x+1)3°
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2. Déterminons une primitive F de f sur ]—1; +oo[

-3 1
vx € ]-1+eol FQ) = -2

Exercice 31 (Page 116)

3. Déterminons les réels a, b et c tels que
vx e R\ {-2},f(x)=ax+b+

c
(x+2)2°

¢ _ ax®+(4a+b)x?+4(a+b)x+4b+c

ax + b+ s 2

On obtient par identificationa = 2,b = =3 etc =5

5
vx € R\ {-2},f(x) = 2X—3+m.

4. Déterminons la primitive F de f sur ]—2; +oo[ telle que F(0) = 3
Vx € ]—2; +oo[, F(x) :x2—3x—%+c, ceR
FO)=3oc= %

_9. =2 3y 1
Vx € |-2;+oo[, F(x) = x* — 3x 13

Exercice 32 (Page 116)

b
1. Déterminons les réels a et b tels que : Vx € R\ {—1},f(x) =a+ D2
a+ b ax*+2ax+a+b
(x+1)2 (x+1)2

Par identification, on obtient :
a =3etb=1c’est-a-dire :

1
(x+1)2

vx e R\ {-1},f(x) =3+

2. Vx €]-1;4oo[,F(x) =3x—ﬁ+c, ceR

F(2)=—1<:»c=—?

F2)=-1e FG)=3x———-2
Exercice 33 (Page 116)
Vx€R, h(x) =f(x)+gx)
vV x € R,h(x) = (2x + 1)(cos?x + sin?x)

Vx€eERA(x)=2x+1
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VxERH(X)=x*+x+c,cER
H(-1) =0 ©c=0

H(-1)=0 @ H(x) =x%>+x

Exercice 34 (Page 116)

13 _ 3x2+12x—1
1) VXE]—2,+OO[,3 (x+2)2—w

13

DoncV x € ]_2; +O°['g(x) =3- (x+2)2

2) Déduisons-en la primitive G de g sur |—2; +oo[ telle que G(1) = 4
Vx€]-2;+0[,G(x) = 3x+%+c, ceR

G)=4=c= —13—0 c’est-a-dire :
13 10
G(1)=4 4:>G(x)—3x+m—?

Exercice 35 (Page 116)
Vx € R,f(x) = cos?(x) et g(x) = sin?(x)
. Vxe Rmx) = f(x) —gx)

Vx € R,m(x) = cos(2x) donc M(x) = ésin(Zx)

Vxe Rnkx)=f(x)+g)

Vx€ Rn(x)=1doncVx€ RN(x)=x
m(x) = f(x) — g(x)
n(x) = f(x) + g(x)
vVxe R f(x)= %(m(x) +nx))etvx e R gx) = %(n(x) —m(x))
Ainsi ¥ x € R,F(x) =5 (M(x) + N(x)), on trouve x € R,F(x) = ;sin(2x) +5

etVx € R, G(x) = %(N(x) - M(x)), ontrouve x € R,G(x) = g - isin(Zx)

2. On obtient le systéme { d’ou on tire

Exercice 36 (Page 116)

L (x+3)(x?+2x+1D)+1=x34+5x2+7x+4
1
2. VXE]—OO,—l[,f(x) —X+3+(X+—1)2
f est continue sur |—oo; —1[ donc f admet une primitive F sur |—oo; —1[.
x? 1
Vx € |—oo; —1[,F(x) = 5+ 3x -
3. Vx€]-oo;—1[,G(x) =F(x)+¢, ceR
G(—2) =5 F(—2)+c¢=5o0nobtientc =8

2
Vxe]—oo;—1[,6(x)="7+3x—ﬁ+8
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Exercice 37 (Page 116)

1. Déterminons les réels a et b tels que :

Vx € 11; +oof, f (x) = —= :

(x—1)2 + (x+1)2°
a(x+1)?+b(x-1)?

Vx € ]1;4+oo[, f(x) = 1)

(a+b)x%+2(a—b)x+a+b
vx € ]1; +00[,f(X) = (x2-1)2

Par identification

donc

3
{a+b=1 a=y
2(a—b) =1 p=1

4

3 1
4(x-1)2  4(x+1)2

On obtient : Vx € ]1; +oof, f(x) =

2. f estcontinue ]1; +oo[
3

— -1
Vx € ]1, +oo[, F(X) = 4(x-1) + 4(x+1) te

FQ)=0oc= g
-3 -1 5
4(x-1) + 4(x+1) +3

F2)=0&s F(x) =

Situations complexes

Exercice 38 (Page 116)

e Signede f’
f'(®) = —103t% + 3 x 103t + 10* et £(0) = 103.

Calcul du discriminant, on sait que A= b% — 4ac. On trouve A= 49 x 10°
A> 0 alors f' admet deux zéros distincts x; et x;.

On trouve x; = 5 et x, = —2.

Commet > 0donc f'(t) =0 &t=5

Tableau de signe de f*

t 0 5 400
f'@®) - 0 +

e Sens de variation de f

vt e [0;5]f'(t) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 5[.
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vVt € ]5; +oo[, f'(t) < 0 donc f est strictement décroissante sur |5; +oo[.

e Détermination de la formule explicite de f
f" est continue sur [0; +oo[ donc f" admet une primitive f sur [0; +oo[.
103 3x 103

Vt€[0:+°°[.f(t)=—7t3+ t2+10* +c,c€R
f(0) =103 & ¢ = 10°
103 3 x 103
f(0)=10° & Vte[0;+oof f(t) = _Tt3 +Tt2 +10% + 103
e Tableau de variation
t 0 5 +00
f'(® + —
f(5)
103 —o0
f(5) = 252 £(5) ~ 46833

e Interprétation des résultats

Le maximum de la population de bactéries est atteint 5 heures aprées 1’introduction du
bactéricide et vaut environ 46833 bactéries.

Or 46833 < 460 000 donc le bactéricide est efficace.
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FONCTIONS LOGARITHMES

SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une
lecture silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien
compris le texte. Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots
ou expressions difficiles pour un éléve de terminale. Toutefois le professeur donnera la
parole a ses éléves afin de s’assurer que tout le monde a compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des
questions du type :

Constituants de la | Exemples de Réponses possibles des éléves
situation questions possibles
Contexte Ou et quand se M. Kouassi a acheté une voiture neuve a
déroule la scene ? | 8.000.000 de francs CFA le premier
Janvier 2020 .
Circonstances Indique la raison Le concessionnaire affirme que, compte

pour laquelle tu es | tenu des innovations technologiques,
cette voiture perd 8%de sa valeur par
an.

M. Kouassi a décidé de donner sa
voiture a sa fille Henriette

lorsqu’elle vaudra moins que le quart de
son prix initial.

Au cours d’une discussion, ta camarade

sollicité ?

Annick Henriette se demande en quelle
année la voiture lui reviendra .N’ayant
pas la solution

Téche Qu’as-tu décidé de | Partageant ’inquiétude d’Henriette,
faire aprés avoir été | vous décidez d’exprimer la valeur de la
voiture au bout de n années puis
d’effectuer des calculs afin de répondre
a sa préoccupation.

sollicité ?

Le professeur profitera donc de la tache énoncée par ses éleves pour faire faire la
syntheése de la situation et annoncera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible
se référer a la situation durant tout le déroulement de la legon.

Corrigé
= Détermination du prix de la voilure en 2020+n :
On pose u, = 8000000 francs CFA le prix de la voiture en 2020 ;

Notons u, le prix de la voiture en 2020 + n

1
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On a: u, = 8000000(0,92)"

Comparaison du prix au quart de son prix initial :

d’ou u, < E(SOOOOOO) < 8000000(0,92)™ < 2000000 < 4(0,92)" < 1
< (0,92)" < 0,25
< 11n(0,92) < In(0,25)

1n(0,25)
1n(0,92)

=1

< n > 16,6223

Donc on prend n =17

Conclusion

La voiture lui reviendra en 2020+17 =2037

Découverte des habiletés :

Activité 1 : Définition de la fonction logarithme népérien

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction

logarithme népérien.

e Réponses aux questions de I’activité

1. Ona: f(1)=f(1)+f(1) d’ou f(1)=0
2. Pour tout x élément de] 0 ; + oo, g(x)=f(a)+{(x)-f(x)

g(x)=f(a)
Donc g est une fonction constante.
a) g est dérivable sur] 0 ; + co[car f est dérivable sur] 0 ; + oo[.
b) pour tout x élément de] 0 ; + oof, on a g'(x).= af (ax)-f(x)
©) g'(l)=af "(ax 1)-f*(1)=af (ax)-f*(x)
4. Onpose f’(1)=k
D’aprés 2) g est constante d’ou g’(x)=0 et avec 3)b) ona : af’(a)-f’(1)=0

Or f’(1)=k alors g’(1)=af’(a)-k=0 d’ou k=af’(a) donc f ’(a):g ; ainsi par extension on a

, pour tout réel x >0, f° (X):S
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. oo k .,
Par conséquent, f est la primitive de x+— i sur] 0 ; + oo[qui s’annule en 1.

e Corrigé de I’exercice de fixation

7_‘A-I

! ‘"J Exercice 1 :

1.F;2.V;3.F; 4F

Activité 2 : Conséquences de la définition

e L’objectif de cette activité est de connaitre la dérivée, le sens de variation et les
conséquence de la variation de la fonction logarithme népérien.

e Réponses aux questions de ’activité

1. Ona:D;,=]0;+ oo

2. D’apres la définition, In est la primitive sur ] 0 ; + oo[ de la fonction :

x - % qui s’annule en 1, donc In est dérivable sur] 0 ; + oo.

VXE]O0;+ oo, ln'x=§ ori >0 alors In est strictement croissante sur ]0 ; + oof.
4, Ona:a<b < Ina<linb

a =b < Ina=Inb

5. Inl=0

6. Ona:Inx<0 &0<x<1
Inx >0 &x>1
Inx=0 & x=1

e Corrigé des exercices de fixation

i ’"J Exercice 2

1. F; 2.V ;3. F ; 4F ; 5F ; 6V; 7F

4l M
Exercice 3

a)Comme 7 > 5 alors In7 > In5 ;
b)ona: 29 < 45 donc In29 <In4+/5
c) ona: \/§>§ donc Inv3 > ln%
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Activité 3 : le nombre e
e L’objectif de cette activité est de connaitre le nombre e I'unique antécédent de 1 par la
fonction logarithme népérien.
e Réponses aux questions de I’activité
1. La fonction In est continue et strictement croissante sur]0 ; + co[alors elle réalise une
bijection de]0 ; + oof sur In (]0 ; + oo[) = R donc In est une bijection de 0 ; + o[ sur
R.
2. Comme 1 € R alors 1 admet un antécédent unique par In.

Activité 4 : Propriété fondamentale

e L’objectif de cette activité est de connaitre la propriété algébrique fondamentale de la
fonction logarithme népérien et
e Réponses aux questions de I’activité

1) fest dérivable sur]0 ; + oo[car In I’est aussi et VX€E]0 ; + oofon a :
=1
Peo=1
2) Ainsi f est aussi une primitive de x +— i sur]0 ; + oo[donc VYx€]0 ; + cofon a :

f(x)=Inx +¢,c € R;orf(l) =In(a)=Inl+c .
Comme In1=0 alors ¢ = Ina donc VYx€]0 ; + oo[, f(x) = Ina +Inx

e Correction de I’exercice de fixation

sl

Exercice 4

Exercice de fixation
1.v, 2.F; 3.V ;4. F

Activité 5: Conséquences de la propriété fondamentale

e L’objectif de cette activité est de connaitre les autres propriétés algébriques de la
fonction logarithme népérien et utiliser les propriétés algébriques de la fonction
logarithme népérien pour transformer une écriture.

e Réponses aux questions de I’activité

1. Onpose:1=b X%d’oﬁ Inl =In(bx %)

0 =1Inb +In (% ), d’aprés la propriété fondamentale donc In (% )=-Inb
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2. Onpose: %2 a X % d’ou In (g ) =Ina + In (%) d’apres la propriété fondamentale ; or In
(;)="-Inbdonc In (5 ) = Ina -Inb
3. Poura=bona:In(a?)=In(axa)
= Ina +lna
=2lna
D’une fagon générale, pour toutr € Q , In (a”) =r Ina

e Correction des exercices de fixation
Exercice 5

1.

a)lnd+In7 = In (4x7) = In28 b)Inv3 +Inv12 = In(v3 X V12 ) =In(+/36 =In 6

OIn7 - In21 =In () =Inz=-In3

2.0na:In(1+V2) + In(v2-1) = In [(1+V2) (v2-1)] = In[ (vV2)>-12] = [n(2-1)
=Inl=0

Exercice 6

1.v, 2F; 3V; 4F; S5F

Exercice 7 : ( A supprimer car évalue les mémes habiletés que I’exercice 5)

a) Ind+In5=In(20) ; b) Inv3 +Inv12 = InV36 = In6 ; ¢) 1n8+1n% =In2
Activité 6 : Limites aux bornes de son ensemble de définition

e [’objectif de cette activité est de connaitre les limites de référence aux bornes de
I’ensemble de définition de la fonction logarithme népérien.
e Réponses aux questions de I’activité

1. On a: VX€E]0 ; + o[, In (i) =-Inx

2. La fonction x+— In (%) est la composée de la fonction
X i et de la fonction x —Inx

3.0na: )}ii‘%%zﬂm et xl_i)n+1wlnx:+oo

D’apreés la propriété de la limite des fonctions composées, on déduit que lin}) Inx = -0
X—
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4. La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe de In.

5. Tableau de variations de la fonction In.

X 0 +o0
1 +
X
Inx +o0
B /

Activité 7 : Représentation graphique de la fonction In

e L’objectif de cette activité est de connaitre la représentation graphique de la fonction
logarithme népérien et la limite de référence : lim fnx
X—+0o X

e Réponses aux questions de ’activité
1. Ona::(T;):y=1In’(1) (x-1)+Inl et (T,):y=In’(e) (x-¢) tlne

y=1(x-1)+0 y=§-§+1

X

y=x-1 y=7

2. Vx€]0 ;toof , Inx < f <x et Inx <x-1<x donc la courbe (C;,,) est en dessous de (T;) et
(Te) .
3. a)Ona:VxE]0;+oo[;O<%lnx< Vie o< m7x<¥
Inx 2

S0<—<L E

a) Comme lim Z —0alors lim %=

X—+co \/} xX—+0w X
b) Lacourbe (C;,) admet une branche parabolique de direction (OI) en +oo .
¢) Voir dessin

. . 0l . o . - .
-2 -1 0 /1 @ 3 4 5

-2

-3{

e Correction des exercices de fixation
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Exercice 8 (7)
a) La courbe ( C;;,) admet une branche infinie en +oo ;
b) La courbe ( C;;,) admet une branche parabolique de direction (OI) en +oo .
Exercice 9 (8)
C’est la courbe de la figure 1

Exercice 10 (9)

a) lim (x —Inx) = 11m x(1- —) +00 car llm x= 400 et 11111 % =0
X—+00
b) 11m (lnx + —) +oo0 car llm Inx=+oet lim —=0
x—+00 Inx
c) llm(lnx + —) = - oo car llm Inx=- et lim—=0
—0 x-0 Inx

Activité 8 : Autres limites

e [’objectif de cette activité est de connaitre les autres limites de référence.
e Réponses aux questions de I’activité

(_

LTe)
50—

1. a)On peut écrire : xInx = est la composée des fonctions :

x

®

Inx
X - etxl—»T

b) Comme lin}] % —+ooet lim 2%=0 donc en utilisant la propriété de la limite des
xX—

X—+w X

fonctions composées, on obtient : lm}) xlnx =0
X

Inx Inx-In1
2.0na:—= —doullm
x—1 x—1

Inx—In1

=n’(1)=1
done lim 2% =1
x—1x-1
3) On pose X=x+1; quand x— 0 ; X—1etx=X-1
InX

=lim —=1
X—1X-1

. In(x+1
Ainsi lim In(x+1)
x—0

e Correction des exercices de fixation

Exercice 11

1) On a: x(1-Inx) = (x- xIn x) or lin}) xln x=0 et lin}) x =0
X— X—
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Donc lim x — xinx = 0.
x—0

2)Ona: lim xinx =0et lim x + 1=1 donc lim 22— ¢
x—0 x—0 x—0 x+1

xlnx inx . .
3)Ona:—==x(=—);or lim x=1et lim
x—1 x—=1 x—1 x—1

Inx

1

x-1
Donc ;Lml% =1

Exercice 12
1.V ;2.F ;3.V

Activité 9 : Equations et inéquations faisant intervenir la fonction In.

e [’objectif de cette activité est de résoudre des équations ou inéquations faisant
intervenir la fonction /n

e Réponses aux questions de I’activité

a) Soit V I’ensemble de validité :

2
3x—2>0 x>3
XEV ©{x—-1>0 &1 x>1 donc V=]1;+ oof
4x+2>0 x> _1
2

b)
Soit x €] 1;+ oo
In (3x-2) +In(x-1) = In (4x+2) &> In [(3x-2) (x-1)] = In (4x+2)
¢) On a: In [(3x-2) (x-1)] = In (4x+2) & (3x-2) (x-1) = 4x+2
< 3x>-9x =0
& 3x(x-3)=0
< x=0oux=3

o Vérification :

0 ¢ Vet3eVdonc Sp= {3}
2.

a) Soit V ’ensemble de validité :
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2

3x—2>0 x>3
XEV ©jx—-1>0 &1 x>1 donc V=]1;+ oof

4x+2>0 x>—1

b)

Soit X €] 1;+ oof
In (3x-2) +In(x-1) < In (4x+2) & In (3x-2) (x-1) < In (4x+2)
¢)Ona:in (3x-2) (x-1) < In (4x+2) & 3x%-9x <0

& 3x (x-3) <0
< 3x%-9x <0
< 3x (x-3) <0
< x€]0; 3[

Ona:Sr=VnN]0;3[

=]1;3
e Correction d]es exe[rcices de fixation
Exercice 13
1:{1};2:{0};3:{-2}
Exercice 14
L:]-oo -1 5 2:]0 5400 53 {}
Exercice 15

Ona:1- (E)n > 095 1-0,95>3)" 0,05 >C)"
. 4 ’ ’ 4 ’ 4

& In(0,05) >nin ()

1n(0,05)

<n> 3
In(®)

<n> 1041

Donc le plus petit entier naturel est : 11
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Activité 10 : Fonctions du type : Inou ou Inlul

e [’objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer les dérivées
des fonctions du type : Inou et Ino|u| ; de connaitre et de déterminer les
primitives des fonctions du type : %’,01‘1 u est une fonction dérivable non

nulle.
e Réponses aux questions de ’activité

a)  On sait que In est dérivable sur ]0 ;+oo[ ; de plus Vx € I, u(x) €]0 ;+oo[ donc Inou
est dérivable sur I .

- i s 1w
b) Ainsi (Inou)’=u X -

a) Inolvl est dérivable sur toute partie de J sur laquelle v ne s’annule pas .
b) Ona: (Inolvl )= 5 In(v?) )’
=1xoxvxt
2 v

vr

¢) Les primitives des fonctions de la forme %’ sont les fonctions de la forme : In

(Iv(x)l+c, ¢ étant une constante.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 16
1:]-0032[ 5 2:]-00:0[; 3:R\{-3}

Exercice 17

Exercice 18
1.V 2.F; 3.F; 4.F
Activité 11 : Fonction logarithme de base a (a>0 et a#1)

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction
logarithme de base a (a > 0 et a # 1) et la définition de la fonction
logarithme décimal.
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e Réponses aux questions de ’activité
1. Comme In est une bijection sur]0 ; + oo[, alors f;, est une bijection de]0 ; + oo[ vers R .

2. Comme In est dérivable sur]0 ; + oo[, alors fyest dérivable sur]0 ; + oof.
3. Soit a et b deux réels strictement positifs.
On a: fi(ab) =kin (ab)
=k (Ina +lnb)
= klna +kInb
= fi(a)*f(b)
Donc fj, vérifie la propriété fondamentale

4.a)Ona: fi(a)=1 < kin(a) =1

1
In(a)
1
In(10)
e Correction des exercices de fixation

b) Pour le cas a=10,ona: k=

Exercice 19
; 3F; 4.V, 5. V.
Exercice 20
La bonne réponse est : d)
Exercice 21
La bonne réponse est : a)
e Questions d’évaluation
Correction de I’exercice non corrigé

Calcul la limite de f en 0.
On a f(x)=2lnx + 1dou lim f(x) = lim : (2xInx + 1)
x x—0 x—0 X
Donc lim f(x) = 4+oo car lim - tooet lim (2xInx +1)=1.
x—0 x—0Xx x—0
Calcul la limite de f en +oo.
Onaf(x)=2lnx +>d’ot lim f(&) = lim (lnx+ )
X X—+00 X—+00 X

Donc lim f(x) =+ car lim 1-0et lim (2Inx) =400 .
X—+o X—+00 X X—+00
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v Question 2 : Comment calculer (Inou)’ , aprés avoir détermine son ensemble
de dérivabilité ?

Méthode
Pour traiter cette question, on peut procéder comme suit :

e On détermine I’ensemble de dérivabilité D de la fonctionb u .
e Onrésout I’inéquation : X€ D, u(x)>0 .

e On applique la formule (Inou)’ = u;’ .

Exercice

Détermine ’ensemble de définition de la fonction f telle que : f(x)= In (-x).
Corrigé

On a : f(x) est du type f(x)=In (u(x)) avec u(x)= -x ; or pour f(x)= In (u(x)) c'est-a-dire f =
Inou : x€ Dy < u(x) >0, donc on a : —x >0 soit x <0, par suite D=]-c0 ; O[.

Exercice

Détermine le plus grand ensemble sur lequel la fonction g définie par:  g(x) =1n (;;2 )

est dérivable puis calcule g’(x).

Corrigé

Soit la fonction rationnelle u définie par : u(x) = ;%

La fonction u est dérivable sur R-{-2} ;

On résout I’inéquation: x€ R-{-2} , u(x) >0

Onax€ R-{-2},u(x) >0 < x€]-2;1[donc g est dérivable sur]-2;1[
On applique la formule :( Inou)’= u:’

-3
, -3 , @ 3
Pour XE]-2;1[ ,u (X) = m donc g (X) = 2:;’2 = m

2+x

Correction de I’exercice non corrigé
Soit la fonction k définie par : k(x) = In(y/1 — x?) .

Détermine le plus grand ensemble I sur lequel k est dérivable, puis calcule k’(x) pour tout x
¢élément de 1.

Soit la fonction rationnelle u définie par : u(x) = v1 — x?
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La fonction u est dérivable sur |—1; 1]
On résout I'inéquation: x€ ]—1; 1[, u(x) >0
Or x€ |—1;1[, u(x) >0 donc k est dérivable sur]-1;1[

On applique la formule :( Inou)’= %’

—-2X

Pour xE]-1;1[, u’(x) = 2]% donc k’(x) = f/_i;{ = 1__;

Question 3 : Comment déterminer les primitives des fonctions du type : % ?

Méthode
Pour traiter cette question, on peut procéder comme suit :

% Identifier u qui est le dénominateur ; son exposant doit étre 1.
%+ On calcule u’.
% On réécrit la fonction en fonction de u et u’.

ur
4 On retrouve la forme -
Exercice

. . o 1 .
Détermine les primitives sur]-co ;g[de la fonction f'telle que :

1

f(X) - 5x—1
Corrigé
Ici, on prend u(x) = 5x-1 ; on a u’(x)=5 d’ou f(x) =§ X 5x5_1
5 u(x)

Donc les primitives sont : F(x) = % In (15x — 11)+c ; ¢ € R soit
F(x) =3ln (1-5x) +c ; ¢ € R sur]-o0 %[.

Correction de ’exercice non corrigé

Déterminons les primitives sur]-co;1[de la fonction f telle que f(x)—x: -

3x?
x3-1

Ici, on prend u(x) = x3 — 1 ; on a u’(x)=3x? d’ou f(x) :§ X

E))

1
==X
3 u(x)
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Donc les primitives sont : F(x) = ; In(1x® —1D)+c;cER
Vx € |—o0; 1[,x3 —1< 0
Donc F(x) = iln (1-x3) +c; ¢ € Rsur]-00 ;-1 [.

o Mes séances d’exercices
v Exercices de fixation
“+ Définition et propriété algébriques de la fonction logarithme
népérien.
Exercice 1
2. F;2.V;3.F;4F;5V;6.V

Exercice 2

1. B; 2.C; 3.B
4+ Equations comportant des logarithmes.

Exercice 3

a)
v Soit V I’ensemble de validité :
XEVS 1-x>0
o x<l1
Donc V=]- o ; 1]
v' Résolution
Soit X un élémentde V ;ona:
In(1-x) =0 & In(1-x)=In1
1-x=1
=x =0

Comme 0 €V alors S = {0}
b)

v" Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 4-x >0 et x-1>0
S x<detx>1
< x€e]l ;4]
Donc V=]1;4[
v Résolution
Soit x un élément de V ; on a :
In (4-x) = In(x-1) & 4-x =x-1
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¢)

a)

Comme % €V alors S = { %}

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x2-5x+4 >0 et x2-x-6 >0
e x<loux>4etx<-2oux>3
S x<-2oux>4
D’ou V =]-00;-2[U] 4 ; + oo
v Résolution
Soit x un élément de V ; on a
In(x2-5x+4) = In(x>-x-6) & In(x2-5x+4) = In(x2-x-6)
& x2-5x+H4= x2-x-6
& -4x=-10

Or =V done S = {}

Exercice 4

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x>0
Donc V=]0;+oo [
v" Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
(x*-1)Inx =0 & x2-1=0 ou Inx=0
< x=lou x=-1 oux=1
v’ Vérification
Ona:-1¢Vetl€eVdoncS= {1}

b)

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV &S x5 >0etx-2>0
& x >Setx>2
S x>2
Donc V=]2;+ o[
v Résolution
Soit x un élément de V ; ona:
In(x+5) = 2In2-In(x-2) < In(x+2)+In(x-2)= 2In2
& In[(x+2)(x-2)] = In4
S x24=4
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< x>-8=0
& x=2v2 ou-2v2
v Vérification
Ona:2v2 €V et-2v2 &V donc S = {22 }

<)

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV x>0
Donc V =]0 ;+oo [

v Résolution
Soit x un élément de V ;ona:
Inx=1ex=¢

Comme e€V alors S = {e}
Exercice 5
1. A; 2.B; 3.C
Exercice 6

a) R*;  Db)]-00;-2[ U] 05+ oof ; ©)] 0+ oof

4 Inéquations comportant des logarithmes
Exercice 7
a)

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 24+3x>0etx-1>0

<=x>_73 etx>1
Donc V=]1;+ o[

v Résolution
Soit x un élément de V ;ona:
In(2+3x) <In(x-1) & 2+3x < x-1
S x<- 3
2
3
S x €~

Donc S=VNJ-o0; -z[: o

.II 148 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



b)

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x>0
Sx<0

Donc V =]-o0 ; 0]

v" Résolution
Soit X un élémentde V ;ona:
In(-x) 2 0 < In(-x) =1nl
o -x>1
S x<-1
& x €] -]

Donc S = VNJ-00 ;-1[=]-00 ;-1

Exercice 8

a)
v Soit V ’ensemble de validité :
XEV & 1-x2>0
< xe -1 1]
Donc V =]-1; 1
v" Résolution
Soit X un élément de V
Ona:ln (1-x?) > 1< In (1-x2) >Ine
= 1-x2>e
& -x*+1-e >0

Comme le discriminant A = 4(1-¢) < 0, alors S= {}

b)
v Soit V ’ensemble de validité :
XEV &x2-4e*>0 et 3x >0
& X€]J-00 ;-2e [U] 2e;+ oofet x> 0
x> 2e
Donc V =] 2e;+ oo[

v Résolution
Soit x un élémentde V;ona:
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In(x?-4¢?) < 1+In (3x) & In(x*>-4¢?) < Ine +In3x
<In(x>-4e?) < In (3ex)
< x>-3ex-4e* <0
Le discriminant A = 25¢> d’ou1 v/A = 5e ainsi les racines du polynéme sont : -¢

et 4e donc x €]-e ;4e[

S=VnN]-e;4e [=] 2e; 4e [

4 Limites de référence et limites aux bornes de I’ensemble de
I’ensemble de définition d’une comportant des logarithmes
Exercice 9
1. C; 2A; 3A; 4B

Exercice 10

. Inx Inx
a) lim —= 11m + oom—+oo car 11m =0 et—>0
x—+oo Inx x
X
. . . . Inx
b) 11m (x —Inx)= lim x(1- —)= toocar lim x=+ooet lim —=0
X—«+00 X X—+00 x—+00 X
c) lim nx_
x—+00 x3

Exercice 11
. X+1 . 1
m = lim In(~+
2) )I(Loln( x) ;chol (x D

. 1 .
=+oo carlim (1 + )= +oo et lim Inx=+oco
x—0 X x—0

. —Inx
b) = lim ———
x—11-x*  x—1 (x—1)(x+1)
-1 ,Inx
= lim — (—)
x—1x+1 x—1
1 . Inx
= —carllm—:-—etllm =1
x—1X+1 2 x—1x—1

¢) lim Vxlnx = lim xilnx =0
x—0 x—0
4 Dérivée d’une fonction comportant des logarithmes.

Exercice 12

1. B; 2.B; 3.C

Exercice 13

2x—-2

Q) FRO=7=; bgE=-%; JhE-mo—
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4 Primitives d’une fonction du type“:’

Exercice 14

a) F(x)=In(x-4)+c;ce R
b) F(x)= gln x3-1)+c;ceR
¢) F(x)= %(lnx)2+c ;cER

d) F(x)=3In(-3x-1)+5In(-x+2)+c ; c€ R

Exercice 15
1.C; 2.B; 3.B

+ Définition et propriété de la fonction logarithme de base a

4+ Exercice 16
1.V; 2.F; 3.F; 4F; 5V; 6V

Exercice 17

2) log,(4x 5 )=1og,(2)

b) logs(5)=logs )
c) log,(5% 8)=1og,(40)

v’ Exercices de renforcement /Approfondissement
Exercice 18

In(v3 +1) + In(v3 -1) = In[(v/3 +1) (/3-1)]

=1In(3-1)
=1n2
a) In(2+v3) +In(2- v3) = In[(2+V3) (2- V3)]
=1In(4-3)
=1Inl
=0

b) In2+n(2+vZ) HIn[(2+/2 + VZ ) (2- V2 + V2 )] = In2+HIn(2+VZ)+In(4- 22 )

= [n2+In(2+v/2)+n(2- V2 )
= In2+In(4-2)
=In2+In2

=2In2
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Exercice 19

1) 1n(§)=-1ne:- 1 ;ln(\/E)I%lne=§;ln(e\/E)Zlne-Fln(\/E):;;
In (%) =In (V) - Ine =2 1=-1

2) Ona:ln(e3)-In(e*)=3lne—2lne=3-2=1

5tn (5) + 4In(eVe) = - 5+ 4x2=1
e

Exercice 20

xlnx . n. .
a) lim —== lim —5=+cocar lim Inx=+co et
x—+00 X+1 X—+o00 1+= X—+00

. 1, _
m (1+2D=1

lnx _In(/%)? _ 2In(/x) B 2In(/x) _
b)Ona: f(x) = N N alors 11m f(x) xl_)+oo N 0 car
lnx

lim x =+ et llm i =0

X—+00

1

o . 1 nasd) N
c)Ona: xl_l)rpQQf(x) _xl—l>rPoo xIn(1 +-) xlle T 1 car x1—1>11100X 0et
lim In(1+x) _ 1
x—0 x
2y In(x2)+In(1+> 2y In(l+3
d)Ona: f(x) = 1n(1+x ) _In(x )xzn( . =1n§; ), n(x2 ln(x ) —1n(1+

Donc lim f(x) =0
x—+00

2

1~ ) L1

=—x donc lim f(x) = 1car lim—=0
Tnx x—0 x—0 lnx

Inx-2

2.8) f(x) =

Inx+1 1+

x+1

b) f(x) = xln(—) xIn(x+1)- xInx donc llm f x)=0

) Vx > 0, f(x)= ln(1+x) ln(i:x)

In(1+x)_
X X

comme 11m == +o0 et llm 1 alors

>
lin}) f (x)=+oo ( Dans I’énoncé préciser pour ce cas que x > 0)
xX—

Exercice 21

(x+1)(2x2-5x+2) = 2x3-3x2-3x+2
2. a)Posons X =Inx
On a: 2X3-3X2-3X+2 =0 & (X+1) (2X2>-5X+2) =0
& X=-10u2X>-5X+2=0
S X=-louX=1ouX=4
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o x=eloux=ecoux=e*
Donc S={e71;e;e*}

b) (I) : In(3x-2) —In(2x-3) < 2Inx & 2x3-3x>-3x+2 = 0
& x€]-1; 1]U[4 ;+oo[
Donc S =]-1 ; 1]U[4 ;+oo[

Exercice 22

a) Ensemble de validité : V = ]0; +oo[ X ]0; +oo[
-X+2Yy=4 X=-2 x= e ?
3X+Y = -5 {Y=1‘:'{y=e
=1 . . . .
J;;i/ 2 d’ou x ety s’ils existent sont solutions de 1’équation :
X2-X-2=0 X=2ou X = - 1 donc les couples solutions sont : (2 ;-1) et (-1 ; 2).
¢) Ensemble de validité : V = ]0; +oo[ X ]0; +oo[

Posons : X =Inx et Y = Iny ,ona:{

b) On obtient le systéme : {

3
xy = -2
On pose : X =Inx et Y = Iny ; on obtient le systéme : L{ v 27 d’ou :é etY=-

2

1 1
3ouX=3etY=- % donc les couples solutions sont : (ez ;e~3) et (e3 ;e 72).

Exercice 23

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x-2>0
& x >2 donc V =12 ;+oof
e Résolution
Soit x un élément de V ; ona :
(x-2) In(x-2)=0 & x-2=0ou In(x-2) =0 = Inl
& x=2o0ux=3
Comme 2 ¢Vet3 €V donc S={3}

b)

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV &S x+2>0etx-2>0
& x>-2 etx>2doncV=]2;+ oof
e Résolution
Soit x un élément de V ; on a :
In(x+2)+In(x-2) = In(45) <In[(x+2)(x-2)] = In(45)
& x2-4=45
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=x>-49=0
e=x=T7oux=-7
Comme 7 € V et—7 &V donc S = {7}

c)
e Soit V I’ensemble de validité :

XEVeS xt4>0etx-2>0et5x-4>0
<:>x>-4etx>2€tx>§ doch:]g ;+ oo

e Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
In(x+4) +In(x-2) = In (5x-4) <In[(x+4)(x-2)] = In(5x-4)
& (x+4)(x-2) = 5x-4
& x2-3x-4=0
& x=-loux=4
Comme— 1€V et4 €V doncS= {4}

d)
e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x+1 # 0 et x+5#0
S x#-letx#-5 donc V=R\{-1;-5}
e Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
In (Ix+11) +In (Ix+51) = In15 < In(I(x+1)(x+5)I =1n15
< |(x+1)(x+5) =15 =115l
& (xt1)(x+5) =15 ou (x+1)(x+5)=- 15
S={-3-v19;-3+/19}
Exercice 24
a)

e Soit V I’ensemble de validité :

XEV & 2-3x>0
4:>x<§ doch:]-OO;g[
e Résolution
Soit x un élément de V ; ona :

In(2-3x) = 0 < In (2-3x) = Inl
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a)

<)

d)

< 2-3x

wir |V

& x <
1
& X €]-00;7]

- R TR
S=Vne] - 002] =] - o0r}]

Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 2x-e > 0
@x>§doch:] §;+00[
Résolution
Soit x un élément de V ;ona :
In (2x-e) = 1 & In (2x-¢) =Ine
& 2x-e>e
< x = edonc XE [e;+oo]
S=VN[e;+oo[=[e;+ o[

Soit V I’ensemble de validité :
XEV S 2-x>0etx+4 >0et3x12 >0

S x<L2etx>-4detx > —2

Done V =}- % 2[

Résolution

Soit x un élément de V ; ona:

In(2-x)+In(x+4) >In(3x+2) < In[(2-x)(x+4)] > In(3x+2)
S(2-x)(x+4) >3x+2
& x2+5x-5 <0
= x €]-6;1]

S=Vnl6;1[=]-2; 1

Soit V I’ensemble de validité :
XEVS xt2>0etx24>0
Sx>-2etx<-2oux>2

Donc V =] 2 ; + oo

Résolution
Soit x un élément de V ;ona:
In(x+2) < In(x?>-4) & x+2 < x>-4
& X €]- 00; - 2]U[3 ;+oo[
S=V N]-o0;-2]U[3 ;too[ =]2;+ oo

Guide du professeur - Pyramide Maths T*D 155 I.



Exercice 25

—1+ln(2x)

a) Px)=

b -2 vE)

c) f(x)=-1-In(1-x)
1+inx

d) F(x)=2x0"

e) f() lnx(lnx 2)

Exercice 26
a)

e Les primitives de f sur]g ;+ oofsont : F(x) = - ; In(2x-3)+c;c€R
e ona:F2)=-3 & - glan =-3
Sc=-3
Donc F(x) = - = In (2x-3)-3
b)
e Les primitives de fsur] 1 ; + oo[ sont : F(x) =In (Inx)) +c ; c € R
e Ona:F(e?)=2In2 & In (Ine?)) +c = 2In2
& In2+c =2In2 d’oti c = In2

Donc F(x) == In (Inx)) +In2
<)
e Les primitives de f sur ]0 ;+oo[ sont : F(x) = é(lnx)2+c ;;CER
e Ona: F(e):% = %(1ne)2+c = %

oc=1
Donc F(x) = ;(lnx)z-%—l

Exercice 27

1. Ona'a=l'b*3etc=8

2. Ona:f(x)= HF - 1— d’ou les primitives sur =] 1 ; +oo[ sont les fonctions F : x+— x —
3In (3x-1) +8In(x-1) +k ; k étant une constante.
F(2) =222 alors 2-3In5+k = 222
k=-243In5+22°
k= a@
11in5

Donc F(x) = x-31n (3x-1) +8In(x-1)-2+——
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Exercice 28

l. xEDpe=x>0etlx#0
S x>0etx# 1

Donc Dy =] 05 1[U] 1 ; + oo

2. Ona:
e 1¢ Df
xlnx
. llm fx)= llmli
Inx
=lim —x —
x—1 x-1
=-lcar lim —x=-1et lim m—x—l
x—1 x—1x-1

Comme - 1€ R alors on peut prolonger f par continuité en 1.
g =fl)ix ¢
g = -

est - o et la limite a droite en 1 de

3. Notons g ce prolongement ; g est définie par : { Dy

g)-g(1)
x-1

On a: la limite a gauche en 1 de %

est + co donc g n’est pas dérivable en 1.

4. Graphiquement, la courbe représentative de g admet au point d’abscisse 1 une tangente
verticale.

Exercice 29

1) Ona: f(14x) +f (1) = 8 I =g =5 (1),
2) On conclut que la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé

admet un centre de symétrie le point A (1 ;-1).

Exercice 30

Désignons par uy = 500000 le capital initial et u, le capital au bout de n années ; n > 1. On
a:u, =500.000 (1,06)"
Pour acheter le terrain, il faut que : u,, = 1250.000 soit 500.000 (1,06)™ = 1250.000 d’ou n

In@5) soit n >15,793 donc n =16
= In(1,06)

11 pourra acheter ce terrain au bout de 16 années.

Exercice 31

. a)ona: llm = llm —xlnx-—x 0
c) hest derlvable en (0 et h 0)=
d) lirr}) h(x)= lim llenx—éxz= 0= h(O) donc h est continue en 0.
X—

e) lim ﬁ— 11m —xlnx- —xf llm —x (lnx-—) +00
x—+00 X x—+
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f) Interprétation graphique :
e Lacourbe (C)admet au point d’abscisse 0 une tangente horizontale
e Lacourbe (C)admet une branche parabolique de direction (OJ) en +co
2. a)hest dérivable sur I’intervalle] 0 ; + oo[ et h’(x) = x (Inx- 1)
a) h est décroissante sur [0 ; e] et h est croissante sur [e ; +oo[
b) Tableau de variation

X 0 e +o0

h’(x) - 0 +

h(x) 0 +oo
=

3
3. On résout I’équation h(x) =0 d’oux=0oux=e+ doncily adeux points

3
d’intersection O (0; 0) et K ( e%; 0)

4. Equation de la tangente (T) :
Cyv = xt
(T)ry=-x+;
5. Construction de (T) et (C).

Exercice 32 ( Dans I’énoncé le numéro de la question 1. N’est pas mentionné )

1. On a: S(en décibels) = 10log(10000)= 40

2. Ona:I1=/yn(10%°) =10"*2In (10%%)
=10""1n10 =23. 10~ 2 Watt/m>

3.0na:1=10713In10 =23.10"'* Watt/m?

Exercice 33

1. Calculons I’énergie E libérée au foyer de chaque séisme :
e Séisme de magnitude 3 :
Ona: logE = 11,4+1,5(3) =11,4+4,5=15,9 donc E=e!>°n10
e Séisme de magnitude 7 :
On a: logE= 11,4+1,5(7)= 11,4+10,5 =21,9 donc E= 219010
Comme 21910 > 1591110 qonc un séisme de 7 est plus puissante qu’un séisme de
magnitude 3.
2. L’énergie E libérée par un sé¢isme de magnitude 4 est telle que : logE=17,4.
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Désignons par E’ et M respectivement 1’énergie libérée et la magnitude du séisme
de Skopje en 1963 ;ona: E’> 1000 E < logE’ > log (1000

E)
< 11,4+1,5M = log1000+logE
< 11,4+1,5M = 3+17,4
< 11,4+1,5M = 20,4
SM=6
Donc la magnitude du séisme de Skopje en 1963est au moins 6.
3. Soit E;, E, et E3 les énergies libérées respectives des séismes de Skopje, de Los

Angeles et de Lisbonne. On a :
Ey= e204In10 ; | — o22,651n10 o |, — o249
Ona: E; < E,<E;

Exercice 34

Dans tout le probléme, on se place dans un repére orthonormé (O, I J). L’unité graphique

est 2cm.
Partie I : Etude d’une fonction g.

Soit g la fonction définie sur]0 ; + co[par : g(x)= xlnx-x+1 et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni du repére (O, L, J).
1. Etude des limites de g en 0 et +oo .
limg(x) =1 et lim g(x) = lim x(lnx -1 +1) =400
x-0 x>+ X—+00 X
On suppose que g est dérivable sur]0 ; + oo.
2.
a)Etudie les variations de g.
e Dérivée de g
Vx € ]0; +oof, g'(x) = Inx
e Vx€]0;1[, g’ (x) < 0donc g est strictement décroissante sur ]0; 1[
Vx € ]1; +oo[, g’'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]1; +oo[
b) Déduis —en le signe de g(x) en fonction de x.
0 est le mininum de g sur ]0; +oo[ donc Vx € ]0; +oo[, g(x) = 0
Partie II : Etude d’une fonction f.

Soit la fonction f définie sur]l ; + co[par : f(x) = ﬁln X

1. Etudie les limites de f en +ooeten 1.
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2.

Inx—In1

limf(x) =lim——=1In'(x) =1
lim f(x) = lim —— (x)

. Ll . I

lim f(x) = lim === lim ——Xx—==0
x—+00 x—+00 x—1 x—+00 x—1 x
Dresse le tableau de variation de f.

Vx € ]0; +oo, ' (x) = —2L&

x(x—1)?

Donc Vx € ]0; +oof, f'(x) <0

X

1

f'(x)

f

. Trace la courbe représentative (Cy) de f dans le repere (O,LJ) .

Partie I11 : Etude de I’équation f(x) =%
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1. Démontrons que 1’équation f(x)= 2 admet une unique solution notée « et que
3,5< a <3,6.

f est continue et strictement décroissante sur ]1; +oo[ et f(]1; +oo[) =]0; 1[
Or% € ]0; 1[ donc I’équation f(x)= % admet une unique solution a dans ]1; +ool.
De plus £(3,6) < % < f(3,6) = f(3,6) < f(a) < f(3,6) donc 3,5< a <3,6.

2. Soit la fonction h définie sur]1 ; + co[par : h(x) = 1nx+§x+§
a)Démontrons que a est solution de 1’équation : h(x) = x.

Ona:h(x)=x<:>lnx+1x+l=x<:>lnx=l(x—1)4:>m—x:l
2 2 2 x-1 2

hx)=xo f(x) = % donc «a est solution de 1’équation : h(x) = x.

b) Etudie le sens de variation de h.
Vx € ]1; +o[,h'(x) = %+%

Vx € ]1; 4oo[, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur ]1; +ool.

¢)On pose I=[3 ; 4].
Démontrons que pour tout X ¢lément de I, on a : h(x)€l et Ih’(x)| < Z ;
o h((3;4]) = [h3); h(H)] = [1n3 + 2; 14 + 5 or [n3 + 254 + ]
[3; 4] donc h([3;4]) < [3; 4]
On en déduit que : Vx € I, h(x) € ]
e Ona:|h(x)|= E+%|
vx€e[3;4],3<x<4donci<i<idond<h(x) <2
4= x"3 4 6
Donc : Vx € I, |h'(x)] $§

Up=3

3. On définit pour tout nombre entier naturel n , la suite (u,) par : {u
n+1=h(uy)

Justifions successivement les trois propriétés suivantes :

a)Pour tout nombre entier naturel n , lu,,, -al< %lun-a\ .
On sait que : Vx € I, |h'(x)| < z , a € [ et pour tout entier naturel n , u,, € I. En
appliquant ’inégalité des accroissements finis, on a :
|h(utn) = h(@)] < 2 [ty — al or h(tty) = sy et h(@) = @
Donc luy,q -al< glun-al
b)Pour tout entier naturel n, lu,-al< (Z)”.

. 5
Pour tout entier naturel n, lu,, -al< glun-al
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5 5 5
Donc lu; -al< gluo—a\ 3 luy -al< E\ul—al e s luy, —al< E\un_l—a\
En multipliant membre a membre ces inégalités on obtient :
5
[Uup-al< (g)"luo —alor—06<uy—a<-05=|uyy—al<1

. 5
Donc Pour tout entier naturel n , lu,-al< (g)".

c)La suite ( u,) converge vers .

. 5
Pour tout entier naturel n , lu,-al< (g)”.

. 5\" .
Or lim (—) =0donc lim u, =«
n—+co \6 n-+oo

4. Déterminons un nombre entier naturel p , tel qu’a partir des majorations
précédentes , on puisse déduire que u,, est une valeur approchée de a & 1073,

Ona:lu,-al< G <107 < pin (3) < In(107%)

in(1073)
~m)

in(1073)

Indique une valeur décimale approchée a 1073 prés de .

v’ Situations complexes
Exercice 35

Lors d’un festival de musique organisé a I’intention des meilleurs éléves d’une classe de
terminale, les organisateurs utilisent une sono qui donne 110 décibels au premier rang des
invités a 10 m. Estimant le niveau sonore trop élevé, les riverains situés a 500 m du lieu du
spectacle ne souhaitent pas recevoir un niveau sonore supérieur a 70 décibels.

Monsieur Konan, organisateur principal du spectacle souhaite vérifier si le niveau
sonore pergu par les riverains est conforme a leur veeu. Il se tourne toi.

A T’aide d’une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a
la préoccupation de Monsieur Konan.

NB : le niveau sonore exprimé en décibels et I’intensité sonore exprimée en Watt/m? sont liés
par la relation :

S (en décibels) = 10log (IL) ou I désigne Iintensité sonore et I, = 1012 Watt/m?
0

L’intensité sonore est inversement proportionnelle au carré de la distance.

.I 162 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



Corrigé
Introduction :
Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser la proportionnalité et logarithme décimal ;
Je vais :

= Calculer le coefficient de proportionnalité
= Calculer I’intensité sonore |

= Déterminer la valeur de S

= Comparer S et 70

Développement :

= Calcul du coefficient de proportionnalité :

On ala formule : [ = % Xk ou k est le coefficient de proportionnalité et d est la distance.
Ainsi pour d = 100 m et I = 110 décibels, on obtient k =1 X d*> d’ou k=110 X100 = 11000.

= Calcul de ’intensité sonore I :

0,044

Pour d =500 m, on a: I =—— x11000 = 0,044 W/m? alors S= 10 log (~—=2)
500 10

= Détermination de la valeur de S :

0,044
10-12

On a : alors S= 10 log ( ) donc S = 10 log (44x 10%) = 106 décibels

= Comparaison de S et 70 :
Ona: 106 > 70

Conclusion

Comme 106 > 70 alors le niveau sonore pergu par les riverains n’est pas conforme a leur
veeu ; donc M. Konan doit revoir son installation.

Exercice 36

Dans le cadre de la lutte contre le réchauffement climatique, un pays décide de réduire de 8%
chaque année sa consommation de charbon estimé en 2019 a 10.000 tonnes.

Lors d’une conférence de presse, le Ministre des Eaux et Forets estime que cette lutte sera
considérée comme gagnée si le pays réduit avant I’année 2030, sa consommation de charbon
a moins de 2000 tonnes.

Ayant assisté a cette conférence de presse, ton papa sceptique, te demande si oui ou non, le
pays gagnera la lutte contre le réchauffement climatique.
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Donne ton avis en le motivant grace a tes connaissances mathématiques.
Corrigé
Introduction :

Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser : les suites géométriques et le logarithme
népérien ;

Je vais :

= Déterminer la consommation de charbon en 2019 +n ;
= Comparer cette consommation a 2000 ;

Développement :
= Détermination de la consommation de charbon en 2019+n :
On pose uy = 10000 tonnes la consommation de charbon en 2019.
Notons u, la consommation de charbon en 2019+n :
Ona:u;= uy-0,08uy, d’ou uy =0,92 u,
u,=(0,92)> u,
Ainsi de suite, on obtient : u,= 10000(0,92)"

= Comparons cette consommation a 2000 :

1n(0,2)

On a: 10000(0,92)" <2000 < n>
1n(0,92)

<n> 19,320
Donc n =20 ; ce qui correspondant en 2039.
Conclusion

La consommation de charbon sera a moins de 2000 tonnes en 2039. Par suite, le pays ne
gagnera pas la lutte contre le réchauffement climatique en 2030.

Exercice 37

M. Kouassi a acheté une voiture neuve a 8.000.000 de francs CFA le premier Janvier 2020.
Le concessionnaire affirme que, compte tenu des innovations technologiques, cette voiture
perd 8%de sa valeur par an.

M. Kouassi a décidé de donner sa voiture a sa fille Henriette
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Lorsqu’elle vaudra moins que le quart de son prix initial. Henriette, étant impatiente, se
demande en quelle année la voiture lui reviendra. N’ayant pas la solution, elle te pose son
probléme.

A T’aide d’une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a
la préoccupation de ta camarade Henriette.

Corrigé
Introduction :

Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser : les suites géométriques et le logarithme
népérien.

Pour ce faire, je vais :

= Déterminer le prix de la voiture en 2020+n ;
= Comparer ce prix au quart de son prix initial ;.

Développement :
= Détermination du prix de la voilure en 2020+n :
On pose u, = 8000000 francs CFA le prix de la voiture en 2020 ;
Notons u, le prix de la voiture en 2020 + n
On a: u, =8000000(0,92)"

= Comparaison du prix au quart de son prix initial :
d’ou u, < i(8000000) < 8000000(0,92)" < 2000000 < 4(0,92)" <1

& (0,92)" < 0,25

& 1 1n(0,92) < In(0,25)

In(0,25)
1n(0,92)

& n>

< n> 16,6223
Donc on prend n= 17

Conclusion

La voiture lui reviendra en 2020+17 =20374DS6&dé  x%éx6/
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NOMBRES COMPLEXES

I. LA SITUATION D’APPRENTISSAGE
® Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des éléeves), I'enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

e |l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :
Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éléves
Contexte Quand se déroule la Apres avoir participé a un

situation ?

concours de
Mathématiques

Circonstances

-Qu’est ce que I'éléve veut
savoir?

-Que pensent certains

-il veut déterminer un
nombre dont le carré est
égal a —5.

-lls estiment qu’un tel

éléeves ? nombre n’existe pas.

Taches -Que font les éléves ? -lls exposent cette
préoccupation au
professeur de

mathématiques.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et présentera
le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le déroulement
de la legon.
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1l. DECOUVERTE DES HABILETES
ACTIVITE 1 : I’ensemble des nombres complexes, Forme algébrique d’un nombre complexe

o L’objectif de cette activité est de connaitre I'ensemble des nombres complexes et de déterminer la
forme algébrique d’'un nombre complexe.
® Réponses aux questions de I'activité.
1- Je justifie que le probléme peut se traduire par I’équation xx(10 —x) =40
Soit x et y deux nombres tels que leur somme soit égale a 10 et leur produit a4 40, on a :
x+y=10etx xy=40doncy=10—x d’ouxx(10 —x) =40
2- Je résous dans R I’équation : x x (10 — x) = 40.
xx(10-x)=40 © x>~ 10x-40=0, A=100-160=—60 donc A< 0 d’ou S, = .

3- Je montre que les quantités 5++-15 et 5—+/-15 de Cartan vérifient I’équation xx(10 — x) = 40

Pour x=5++_15 ona (5+J—T5)(10—(5+J—T5)):(5+J—T5)(5—J—Ts):25—(—15):40
Pour x=5-+-15 ona (57\/775)(107(57\/7_5)):(57\/775)(5+\/7T5):257(715):40

Donc les quantités 5+ J=15 et 5-4-15 de Cartan vérifient I’équation xx(10 —x) = 40
4- a) Je démontre que i est solution de ’équation x*>+1=0.
Pourx=ionai’+ 1= -1+1=0 donc i estsolution de I’équationx® + 1 = 0.
a) Je détermine la valeur de i*.
i*=(??=(-1)*=1 car i’=-1.Donci*= 1.
5- Je détermine un nombre qui:
a) Elevé au carré est égal a — 4 : ce nombre est 2i.
b) Elevé au carré est égal a — 2 : ce nombre est i\/f .

c) Elevé au carré est égal a — 15 : ce nombre est i\/g .
6- Les solutions proposées par Cardan :

544715 =5+44715 =5+i15 et 5-y—15=5-+/1715 =5-i/15.

Exercice 1
1-

Nombres | N

it ltdiS]
eltlialtallal’=]
MR [HR R B
KRR KB

2| &
E=N
=y
I
>
>

Py
SRR RIE
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Exercice 2
Pour z=2i, Re(z) =0 et Im(z)=2.
Pour z=-10, Re(z) =-10 et Im(z)=0.
Pourz=1+3i, Re(z)=1 et Im(z) =3.
Pourz= 0, Re(z) =0 et Im(z) =0.
Pour z=-5i, Re(z) =0 etIm(z)=-5.

Activité 2 Egalité de deux nombres complexes

e L’'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I'égalité de deux nombres
complexes.

® Réponses aux questions de I'activité.

a=a

b=b

Sia=a’etb=b’alorsz=a+ib=a’ +ib’=2".

Réciproquement, siz=2’, alors a + ib=a’ +ib’. Donc a —a’ =i(b - b’).

Justifionsque:z=27' & {

Supposons par 1’absurde que b #b’.
Alorsona: £=% —;
b-b'

Ora, a’, b, b’ sont des réels, donc Z:—Z: € R. Donc ieRR. cela est absurde. Donc b = b’.

Par conséquent a —a’ =0, soita=a’.

e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 3
Je détermine le nombre réel x tel que 1 + xi = 1 + 2i
x étant un nombre réel alors on a :
1=1
x =2
Activité 3 : Opposé d’un nombre complexe

® L'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I'opposé d’'un nombre complexe.

1+xi=1+2i<:>{ ox=2

® Réponses aux questions de I'activité

Soit a’ et b’ deux nombres réels tel que :z’ =a’ +1b’

ztz=a+a +i(b+b’).Doncz+z=0a+a’=0 etb+b’=0donc a’=-aeth’ =-

Ainsi z’ existe etz =-a—ib =-z.
e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 4

L’opposé de :
e -3iest3i
e 2+5iest-2-5i
e Sest—5

Activité 4 : Somme de deux nombres complexes, multiplication de deux nombres complexes.
® L'objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la somme, au produit de deux

nombres complexes.
® Réponses aux questions de I'activité
1- Donnons Re(z), Im(z), Re(z"), Im(z")

Re(z) =a
Im(z)=b
Re(z) =a’
Im(z") = b’
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2- Calculons z + z' et faisons une conjecture
z+z =a+ib+a' +ib'=a+a +i(b+b")

3- Calculons z X z' et faisons une conjecture
zxz =(a+ib)(a' +ib)=axa +axib'+ibxa +ibxib'=(aa’'—=bxb)+i(laxb +bxa’)
zxz =(ad' —bxb)+i(axb +bxa)

e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 5

a) z1+tz2=03-20))+(4+5)=-1+3i

b) zixz2= (3 -2i)(-4+5i1)=-2+23i

¢) 3z1=9-3i

d) z22=(-4+5i)*=-9-40i

Activité 5 : Inverse d’un nombre complexe
e |’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I'inverse d’'un nombre complexe.
® Réponses aux questions de I'activité

1 —a) Je détermine la forme algébrique de (3 + 2i)(3 - 2i)
(3+2i)(3-2)=32— Qi) =9-(-4)=13
Donc (3 +2i)(3 -2i)=13

b) Je détermine la forme algébrique de A=

342
4o 1 _ 3-2i =3—21‘ donc _3 2
3+2( (3+2i)(3—2i) 13 13 13

2-a) Je détermine la forme algébrique de (a + ib)(a — ib)
(a +ib)(a —ib) = a®> — (ibY = a* + b?

b) Je détermine la forme algébrique de 4=

a+ib
1 (a-ib)  a-ib
_a+ib_(a+ib)(a—ib)_a2—([b)2
a b

= ——i
a+b at+b°
e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 6

A 2 P
a) Jécrisz = % sous la forme algébrique.
1

2 2x(-3) _ 62

TR T Gx(3) 9 s

b) Jerésous dans C ’équation : (3 —2i)z—-2i=1i

Activité 6 : Puissance entiére d’un nombre complexe
e L’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a la puissance entiére d’'un nombre
complexe.
® Réponses aux questions de I'activité

P=zxz=(1420)( 142i) =1 4 +4i =-3 +4i
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25= 2hxz= (2Pxz= (- 3 + 4iy2x(1 + 2i) = 41 - 38i
1 13-4 -3 4.

= = = i
2 3+4i 9+16 25 25

o Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 7

2 2 2 4 2
1+i\/g =(lj - ' +2il><—3:—l+i—3donc l+i£ = —1+i\/§ =—l—i£
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 18

(140 =2 et (1+)’ :((1+i)2)2 — (21 =4
Activité 7 : Conjugué d’un nombre complexe

o L’'objectif de cette activité est de connaitre la définition du conjugué et les propriétés relatives au
conjugué d’un nombre complexe.
® Réponses aux questions de I'activité

1- Je détermine la forme algébrique de z+z , z—z et zxz
z+z=(a+ib)+(a-ib)=2a
z—z=(a+ib)-(a—ib)=2bi
Z><2:(aﬂ'b)x(afib):aZ+l72

2- a) Si z =z alors z est un nombre réel.

b) Si z=—z alors z est imaginaire pure.

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 8

1-3i=1+3i ; 6=6 ; 4i=—4i ; 3+5i=3-5i
Activité 8 : Produit nul

e L'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative au produit nul de deux nombres
complexes.

® Réponses aux questions de I'activité

v Je suppose que z” = 0 et je montre que zx0 =0
zxz’ =zx(2’ + 0)
=zXz’ 4+ zx0 donc zx0 =0
v Réciproquement je suppose que zxz’ =0
- Siz =0 alors nécessairement la propriété est vérifiée quelque soit la valeur de z’.

. 1 . 1 1
- Siz#0alors — existe eton a z'=7(z><z')=7><0=0 doncz'=0
z z z
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Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 9
(z+3-5i)(3z-5+i)=0©2z+3-5i=0 ou 3z-5+i=0

& z=-3+51 ou z=§—li donc S. = é—li 5 —3+5i0
3 3 S13 03

Activité 9 :Module d’un nombre complexe
o L’'objectif de cette activité est de connaitre la définition du module et les propriétés relatives au
module d’un nombre complexe.
® Réponses aux questions de I'activité

a) Je calcule z, le etz, xg
7%z, =(2+5i)(2-5i)=4+25=29
22x%z(—l+2i)(—1—2i):l+4:5
b) J’en déduis la valeur de \/ﬁ et \/ﬁ
zlle=29:\/q><_;l=J2—9
zzxg=5:\/ﬁ=\/§

©) zxz=(a+ib)(a—ib)=a’+b
Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 10

|-2+3i|= ,/(72)2 +(3)2 =+/4+9 donc |-2+3i| =13
1+i| =1 +1% =141 donc [1+]=+2

‘1—i\/§‘:,’(1)2+(—\/§)2 =1+3 donc ‘l—i\/?_":Z

|-2,5=2.5;  |4,2015=4,2015 ; |-2=2 ; [2021]=2021

Activité 10 :Affixe, Point — image, Vecteur-image

e L'objectif de cette activité est de connaitre I'affixe, le point-image et le vecteur-image d’un nombre
complexe.

® Réponses aux questions de I'activité 7

On obtient la figure ci-contre. .
1- Soit H le milieu de [AC] et K le milieu de [BD]. é

A le point associé au nombre complexe z1 =-2 + i donc A(-2 ;1)
B le point associé au nombre complexe z2 =-2i donc B(0 ;-2). :
C le point associé au nombre complexe z3 =35 donc C(5 ;0). :
D le point associé¢ au nombre complexe z4 =3 + 3i donc D(3 ;3). 5

H est milieu de [AC] donc x,, = % =% et y, = % :% d’ou H(%,%) on en déduit que le

. . 3 1.
nombre complexe associ¢ au point Hest z,, = 3 + 51 .
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K est milieu de [BD] donc x; =% =% et yy =L2y‘) =% d’ou K(%%) on en déduit que le

. . 3.1,
nombre complexe associé au point K est z, = 5 + El

- of) o =

3- Nature du quadrilatére ABCD.
Les points H et K ont les mémes coordonnées. Donc ABCD est un quadrilatére dont les diagonales
se coupent en leur milieu donc ABCD est un parallélogramme.

e On peut aussi constater que AD = R’, donc ABCD est un parallélogramme.

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 11

1- Le point - image de 2 — 3i est Mi(2 ;-3)
Le point - image de — 2i est M2(0 ;-2)

Le point - image de 4 est M2(4 ; 0)

2- L’affixe du point A(1 ;-4) estza =1 —4i
L’affixe du point B(-3 ; 2) est zs = -3 + 2i
L’affixe du point C(0 ;-2) est zc =—2i
L’affixe du point D(-5; 0) estzp = —5

~(2
3- Le vecteur - image de 2 — 3i est u( 3j
. . ~(0
Le vecteur - image de -2i est v )
. —~(4
Le vecteur - image de 4 est w 0
(=2
4- L’affixe du vecteur u ) estz=-2+1
~(-3
L’affixe du vecteur v 0 estz=-3

—~(0
L’affixe du vecteur w( 4J estz=-4i

Activité 11 : Argument d’un nombre complexe
e L'objectif de cette activité est de connaitre la définition d’un argument d’un nombre complexe non
nul.
® Réponses aux questions de I'activité

Soit 6= (&;@). L’angle 6 est déterminé par :

X v
cosf =—=L

O404= 04=2 etx,=1 ,y,=1
sin@ =24

04
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Donc 04 2 0= £+2k7r mes(;;a) =z
pss 2 i [
sinf =4 =——

o4 2

Soit 6'= (;,073’) L’angle 0' est déterminé par :

X,
cosf'=—EL 2 2

OB op = [%) +(f] ~1etx,= —% V= 73
sin@' =25

OB

0056'207%:_% 2 2

Donc = 9:—”+2k7r mes(ﬁ;@):—”.
g Ve ‘/§ 3 3
sin @ :7

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 12

z1=2i donc ‘z]‘:Z etArg(z1) = % X
z2=-4donc |z,|=4 et Arg(z,)=7.
z =2-23i donc ‘z3‘=4et Arg(zs):—g.

Activité 12 :Forme trigonométrique d’un nombre complexe
e L’'objectif de cette activité est d’identifier la forme trigonométrique d’un nombre complexe non
nul.
® Réponses aux questions de I'activité

. ‘z‘ =\a’ +b’

a
oSl = ——=
s Na* +b? .
e Soit®=Arg(z)ona: y o a=|zcos® et b=|z|sin0
sinf =

\Ja* +b*
*  Onen déduit que z =|z|(cos@+isin6)

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 13

1- a) et b) Module, argument et forme trigonométrique des nombres complexes

z‘ =1et arg(z) =% donc Fcos(%)ﬂ'sin(%)

o8 oy v e )

z|=2 etarg(z):% donc z:Z(COS(%]Hsin(%D_
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2
a-k
b-j

Activité 13 :Arguments d’un produit et d’un quotient de nombres complexes
o L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés des arguments de nombres complexes
non nuls.
® Réponses aux questions de I'activité

Je démontre que arg(zz')=arg(z)+arg(z')+2kz
Soit z et z” deux nombres complexes de formes trigonométriques z = r(cos0 + isinf) et z’ =r’(cosd’ +
isinB’).
2z'= rr‘(cos O cos §'—sin Osin '+i(cos Fsin §'+cos 6'sin 0))
=rr'(cos(0+0")+isin(0+6"))
Donc arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) + 2kn

e Je démontre que arg(lj =—arg(z)+2kx
z

1 1 . 1 1 . 1
—=—(cos@—isin@)=—=—(cos(—0)+isin(—0))doncarg| — |=—arg(z)+2kx
L )= =1 (cos(-0) isin(-6)) doncarg| £ | g2
o Je démontre que Pour n € N, arg(z™) = narg(z) + 2kn
o Pour n> 0, on applique le raisonnement par récurrence a la premiére propriété eton a :

arg(z") = narg(z) + 2kn

—n

z

o Pourn<O,ona: z"= L (lj donc arg[lj =-n arg(l) +2kr =narg(z)+ 2k
z z z
Ainsi pour tout entier relatif n, arg(z” ) =narg(z)+2krx.

e Je démontre que arg [i.j =arg(z)—arg(z')+2kx
z
z 1 1 1 , z \
—=zx—orarg| zx— |=argz+arg| — |=argz—argz' donc arg| = |=arg(z)—arg(z')+2kzx
z z z z z
Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 14
1. Déterminons un argument de chacun des nombres complexes :

arg($j=—arg(l+i)=—%
arg[«/?ﬂ']=arg(ﬁ+;)_arg(1—i)=”_[_ﬂj_ 5z

1-i

2- Déterminons un argument de z2 et z73
n

arg(z?) = 2arg(z) = 2 x g =

— 0ou

4
m_ 31
8 4

arg(z™%) = —3arg(z) = -3 x
—37

arg(z™3) = arg (Z%) = —arg(z®) = —3arg(z) = -3 x g =—
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Activité 14 : Forme exponentielle d’un nombre complexe
o |’objectif de cette activité est d’identifier la forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul.
® Réponses aux questions de I'activité

e -3i=3(cos(m) + isin(m)) ; \/§+i = 2[005(%)+isin(%)j ;- 5=5(cos(m) + isin(m))
Si on pose € = cos(0) + isin(@) alors ona; -3i=3¢™ ; x/§+i =2¢° ; —5=5e"

Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 15

1- a) Faux
b) Vrai
2-
o -7i=Te"

o l—i=+2¢*

3
o -4-4i=4a2e "
Activité 15 : Formule de Moivre
e |'objectif de cette activité est de connaitre la formule de Moivre.
® Réponses aux questions de I'activité

1- Je détermine le module et un argument du nombre complexe z.
z=cosa +isino.. Donc |z|=1 etarg(z)=a

2- Je détermine le module et un argument de z".

2=

z" :‘z‘" or ‘z‘:l donc

On sait que

De méme arg(z") =narg(z) donc arg(z”) =na
Onaainsi (cosa+isina)’ =cos(na)+isin(na)
D’une maniére générale si z = r(coso. + isina) alors pour tout entier relatif n, on a :
z" = 1"(cos(na)+isin(na))
Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 16
‘L_L e arg(L_L]__ﬁ done L L _ %
NN NI RN AN

1 i \2022 _m\2022 P
Donc(———) =(e 4) =e2 =i
vz V2

Activité 16 : Les formules d’Euler
e |’objectif de cette activité est de connaitre les formules D’Euler.
® Réponses aux questions de I'activité

n sait que el® = isina et e”* = —isi onc
(6] t e'® = cosa + isina et e™'* = cosa — isina d
ia+e—ia L. . _: 3 eia_e—ia
et 2isina = e'* — e™'* = sina =

. » e
2cosa = e'* + e7'* = cosa = %
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Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 17

1- Vrai ; 2—-Faux ; 3—Vrai ; 4-Faux ; 5-Vrai

Activité 17 : Racine n**™ d’un nombre complexe.
e L'objectif de cette activité est de déterminer les racines carrées et les racines 7™ d’un nombre
complexe
® Réponses aux questions de I'activité
I3 I3 . 2 .
1- Je résous I’équation z” =1 —z\/g

e Utilisation de la forme trigonométrique

{3

|z =7 et Arg(z) = 0 on a z = r(cos(0) + isin(0)) donc z*=r*(cos(20) + isin(20))

=2 r=2
zz=1—i\/§® =
29=—§+2kﬂ' 0:—%+kﬂ avecke{O;l}

Donc les solutions de 1’équation sont : z, = \/E[cos(fg) +isin (—%D et z, = ﬁ[cos(%} +isin [%D

2- Je détermine les nombres complexes z tel que z° =1
Soit 0 et  deux nombres réels tel que |z| = (> 0) et Arg(z) =0 +2km.
=1’ =1doncr’ =1 et 36=2kxd’ou
r=1
0 :Zk—” avec k e {0;1;2}
Pourk=0ona®=0donczo=1

2
Pourk=1ona 6=1donc z, =¢ * :cos(%{Jﬂ'sin[z{]:—%ﬂ'g:]’

2z
i 2 . 2 1 .3
Pourk=2ona 6=2donc z,=¢ °* =cos(—?ﬂj+ism(——”)=— —i——=j

3 2 2
Les racines cubiques de 1 (I’unité) sont: 1; j =—%—i§ etj> = —%+i§.

On vérifie que 1+ + 2 = 0.
3- Je détermine les nombres complexes 7 tel que z* = 2\/5 (1 +i )

a) Calcule le module et un argument de 22 (1+i)
|22 (14+1)| = 4et Arg(Z«/E(lH’)):% ,

b) En posant z = re® calcule z*
Soit 0 et » deux nombres réels tel que |z| = » (+>0) et Arg(z) = 0 +2kn. Alors z* = r#e*0
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¢) Résous I’équation z* = 22 (1+1)

=4
2 =22(1+i) =
( ) 40:%+2kﬂ avecke{0;1;2;3}
T (7
Pour k=0, 1z, =+2| cos| — |+isin| —
our ona: z, '\/—[ (16j i [16)]

Pourk=1,0ona: z =«/§[cos[9—”j+isin[?—zjj
Pourk=2,0na: z,= ﬁ[cos(—%]ﬂ'sin(—%]]

T . T
Pour k=3, 1z, =+/2| cos| —— |+isin| ——
our ona: z \/_[ [ 16] i ( 16))

Ainsi les solutions de I’équation z* = 2\/5(1+i) sont

Aol () - Ao(3)
\/E(cos[flls—g}risin (7115—6”)} et ﬁ(cos[f%j +isin (f%n;

Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 18

a) Je détermine les racines 5™ de 16\/5 (1 —i)

Soit le nombre complexe z = re®® , r et @ des nombres réels, > 0.
1652 (1-1) =1642(+2) =32 et drg(16v2(1-1)) =7

Déterminer les racines 5% de 1652 (1-1i) revient a résoudre I’équation z’= 1682 (1-).

Soit z=pe'® o |z =p et Arg(z)=0 (p et O des nombres réels tel que p > 0)
V4 T 2km
50 =——+2knr O=——+——
2= 16§2(1-i) & 4 < 20 5

p =32 p=2

Pourk=0 ona: 6 =——— donc z, =2¢'®

I

Pourk=1 ona: Q:Edonc zI:Zel%
20
3z 2z
Pour k=2 ona:H:Tdonc z,=2e*
1
Pour k=3 0na:0:—127—g donc z; =2e %

L
Pourk=4 ona: 0:72—7(; donc z, =2e

I 3z A7z 9z

Donc les racines 5™ de 16\/5(1—i)s0nt2e45 ; 2¢ 0 ; 2¢ 4 ; 2¢ M ; 2¢ M.
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b) Détermine les racines 3™ de 2i3-2

On considére un nombre complexe tel que z = re'® avecr et 0 des réels, 7> 0.
‘25\/5—2\ = 2‘1\/3—1‘ ~4et drg(2iV3-2) :%”

=4 r=3/4
Doncz® = 2ix3-2 & 207 27 2kr
el e

=
30 +2km 9= 3

2
Pourk=0 ona: 9:27” donc z():i/Ze o

— 87 3 iy
Pourk=1 ona: 0:? donc ZII\/4_8 o

_r
Pour k=2 ona: 9:74{ donc zzzi/Ze ?

2 s s

Donc les racines 3°™ de 2i\/§—250nt Yae ; Y4e ; Yae

Activité 18 : Equation du second degré dans C
® L'objectif de cette activité est de résoudre une équation du second degré dans C
® Réponses aux questions de I'activité

Soit I’équation az> + bz +c =0

2
Onaaz’+bz+c=ua (z+i) 7b—42ac
2a 4a

Posons A =5b"—4ac
. . b
e SiA=0, alors (E) a une solution double : e
a
e SiA#0,alors A admet deux racines carrées 8 et — 8.

R bY b-4ac bY & b+5 b-5
Donc az*+bz+tc=al|z+— | — —|= al|zt+— | —— |=a||z+ z+
2a 4a 2a 4a 2a 2a
-b+6 ; -b-0

e .
a 2a

Ainsi (E) a deux solutions

Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 19
a) (En:z22-2z+2=0
A=(-2)%-4x2=-4= i)

2+2i . 2-2i
= =1+i et z,=

z =1-i donc S.={1+i;1-i}
b) (E2):z>—(3+5i))z—4+7i=0

A=(3+5i) —4(-4+7i)=2i

Je détermine les racines carrées de 2i.

Soit 8 un nombre complexe tel que 8 = 2i

Posons & = x + iy avec x et y des nombres réels.
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xz_y2:0
82=x2—y*+2xyi . Donc §*=2i=>{x*+1*=2 << x=lety=1oux=-1 et y=—1Ainsi

2xy =2
Onad=1+iet 8=-1—i eton vérifie que (1+i)*>=2i.
3+5i+(1+i 3+5i—(1+i
Les solutions de (E2) sont donc z, =%=2+3i et zz=$=l+2i

Dol Sc= {2+3i; 142i}

Activité 19 : Vecteur du plan
e L'objectif de cette activité est de calculer la distance AB, déterminer I’affixe du vecteur AB et
connaitre la mesure d’un angle orienté.
® Réponses aux questions de I'activité

1- a) Je calcule z5—zaet|z, —z,|

z8—za=(2-3i)— (1 +2i) = 1 - Sidonc|z, —z,|=V1+5> =426

b)Je calcule les coordonnées du vecteur AB.

E(i_l jj E[l—SJ donc I’affixe du vecteur AB est z;=1=5i
c)D’apreés les questions précédentes zg —ga=1—-5iet z; =1-5i donc z; =z, -z,
d) AB=m=\/% et ‘ZB —ZA‘ =26 on constate que |z, —z,|=A4B.

2- Je justifie que mes(al;ﬂ?) =Arg(zy—z,)+2kx

On sait qu’il existe un unique point M tel que OM = AB. Donc zm = zB — za car zo = 0.

Ainsi mes(@; ﬂ?) = mes (&; OW) or mes (&; OW) = Arg(z, )+2kn .
Par ailleurs on sait quezm = zB — za donc mes(ﬁ;@) =Arg(z;—z,)+2kzd’on
mes(a;A—B) =Arg(zy—z,)+2kx

Zp —Zc

Je justifie que mes(ﬁ;@) = Arg( ]+2kﬂ' , keZ

Zp—2Z,
On sait que mes(ﬂ?;CT)) = me‘s(a,@) —mes(a; E)
Or mes(a;ﬂ?) =Arg(z;,—z,)+2kmet mes(a;a)) = Arg(z,) —zo)+2kr.

Zp—2Zc

Donc mes(A—B;C—D) =Arg(zp,—z.)—Arg(z; —z,)+2knr = meS(E;C—D) = Arg( j+ 2k

Zp— 2y

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 20

a) Je calcule AB, AC et BC.
zB—zAa=1+i-2+i=-1+2i doncAB=‘zB—zA‘=\/§
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zc-za=1+23+i(1+43) -2 +i= 1423 +i(2+3) done

sz\:‘4+2\/§+1'(2+\/§)‘:\/(71+2«/§)2+(2+\/§)2 =25 don 4C=2\5
z—z= 1423 +i(143) - 1 -i= 203 +if3 done |z, —z,| = (23) +(3) =I5
dod BC= 15

b) Je determine Arg Za7%
Zo—Zg

Z,—2, 2—i—-1-i 1-2i (

= donc Arg
Zc—2Zp 1+2\/§+l(1+\/_)*1*l 2\/§+l\/_ \/_

\ 3

2]

[\S)

¢) J’en-déduis la nature du triangle ABC.
Z,—2Z, 4 .
Arg =——donc le triangle ABC est rectangle en B.

Zc T2

Activité : 20Configuration de base dans le plan
o |’objectif de cette activité est de connaitre la caractérisation complexe d’une droite, d’'une demi-

droite, d’un cercle et de la médiatrice d’'un segment
® Réponses aux questions de I'activité

1- Justifions que M appartient a la droite (AB) < Arg (ZM ZA) kmaveck € Z
M € (AB) = AM = kAB

=3 mes(m, m) = mes(m, kﬁ)

= mes(m, m) = kmes(m, ﬁ)

Sarg(Zy —Zy) =arg(Zg —Z,) +kmk €z

Sarg(Zy —Zy) —arg(Zg —Z,) =kmkez

& Arg (ZM ZA) =kmaveck €Z

2- Justifions que M appartient a la demi-droite [AB) < Arg (Z"” Z") =2kmaveck€Z

M € [AB) < AM = kAB
= mes(ﬁi, W) = mes(w, kﬁ)
= mes(m, W) = kmes(m, ﬁ)
sarg(Zy—2y) =arg(Zg —7Z,) + 2km;k €z
earg(Zy—2,) —arg(Zg —7Z,) =kmk ez
= Arg (ZM ZA) =2kmaveck € Z
Za
3- Justifions que M appartient au cercle de centre A et de rayonr < |Zy, — Z,4| =r(r e R})
MeCAr) o AM =r

S |Zy —Zy| =7 (rERY)
4- Justifions que Mappartient a la médiatrice du segment [AB] < |Zy — Z,| = |Zy — Zg|

Mappartient 4 la médiatrice du segment [AB] < AM = AB
S |Zy —Zal = 12y — Zg|
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Corrigé des exercices de fixation
Exercice 21

1
2.
3.
4

<m< <™

5.
Exercice 22
1. Justifions que le point K appartient a la droite (AB)

K € (AB) & Arg (%) =kmaveck €Z
BT4A
Aarg (%) =4rg (:Z:zil) =Arg(2)=0=0xm

2. Déterminons I’ensemble des points M dont I’affixe z vérifie : |z| = 3

|zl =3 = |Zy —Zp| =3
& M appartient au cercle de centre O et de rayon 3

3. Déterminons ’ensemble des points M dont I’affixe z vérifie :

a) |z—2—-i|=2
lz=2—-il=2z-Q+)|=2|zy —24] =2
& M appartient au cercle de centre A et de rayon 2

b) |z+1-2i|=|2+i—2|
lz+1=2il=24i—-z|=|z+1-2i=|-z-2-D|e=|z+1-2il=|z-2 -1
elz-A+20=lz-QC+ Dl < |Zy — Zpl = |Zy — Zal

& Mappartient a la médiatrice du segment [AB]

DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment résoudre une équation du second degré dans C
Exercice
Résolvons dans C: z> + (3i —4)z+1—-7i=0
Son discriminantest: A= (3i —4)2 —4x1(1—7i) = -9 — 24i+ 16 — 4 + 28i = 3 + 4i
Déterminons les racines carrées de A= 3 + 4i
Enposantz = x + iy on a: z* = x* — y? + 2ixy et|z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|* = x* + y*
A=3+4i; |[A|=y32+42=V9+16=V25=35

x> +y*=5
72 = A& {xz — y% = 3 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x2 =8alorsx? =4 =
2xy =4
x=2o0u x=-2
Pourx =2; y=1 etPourx=-2; y=-1
Alors les deux racines carréesde Asont:6 =2+i et-o0=-2-1i
_ -b-o _ 4-3i-2-i _ —bto _ 4-3i+2+i

Z, = =120 et Z, = =3-i
2a 2 2a 2

Sc={1-2i;3-i}

Méthode
Exercice non corrigé
E): 2 +2+52+2z+46=0
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a) Je justifie que i«/i est solution de (E).
4 3 2
(1«/5) +(z\/§) +5(iJ§) +2(z\/§)+6 =0donci2 est solution de (BE).
b) Détermine les réels a, b et c tels que : z* + 73 + 522 + 27+ 6 = (22 + 2)(az* + bz + ¢)
Lorsqu’on effectue la division euclidienne par z* + 2 on obtient :
AP 452422+ 6=(P+2)(P+z+3)
c) Je résous I’équation (E) dans C.
Je résous d’abord 1’équation : 22 +z+ 3 =0

) L .
A=1-12=-11=(iy/i1) donc ZIZM , zzzli’m
2 2
=1+l —=1-i/11
L’ensemble des solutions de 1’équation (E) est donc : S.. = {iﬁ;iﬁ;-?/—;zl\/—}

Question 3 : Comment linéariser une expression trigonométrique ?
Exercice non résolu

- N - _ .
1- cos® e +e " e* +3e" +3e™ +e ™ 2cos3x+6cosx
- x= = =
2 2} 8
i i N2 i, i \? 1 4
2 sin® reos’x=| &€ et +e _ 1-cos4x
2i 2 8
3 4 Faen) et ae™ +4(€’2x +67’2x)+6 cos4x+4cos2x+3
- cos'x= = _
2 16 8
4 sin’ {e"‘ —e”"] 2isinSx—10isin3x+20isinx sin5x—5sin3x+20sin x
- x= = =

32i 16

Question 4 : Comment Etudier une configuration géométrique avec des complexes
Exercice non résolu
1- Je justifie que O, A et B sont alignés.

mes (@, @) =Arg [Z—”J +2km
Z4

zy, —1-2i

Zs

z, 3+6i 3

Z4

L = Arg( ] = 7 donc les points O, A et B sont alignés.

2- Je démontre que les points A, B et C appartiennent 2 un méme cercle de centre E(1 ;2)
EA=|z,—z,|=[2+4i|=20

EB=|z,~z,|=|-2-4i| =20

EC =|z. —z,|=|-4+2i| =20

On a donc EA = EB = EC donc A, B et C appartiennent au cercle de centre E et de rayon 245.
3- Je détermine ’affixe du point D tel que B soit le symétrique de D par rapport a A.

B est le symétrique de D par rapport a A donc A est le milieu du segment [BD]. Donc

z, :%:% =2z, -2, =z, =2(3+6i)—(~1-2)=T+14i
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z—1+2i

4- Détermine ’ensemble des points M tels que Arg( 3
Z—

j:%um, (keZ).

z—=142i 1-2i-z

3 soit H et G les points du plan d’affixes respectives 1- 2i et 2.
z— -z

z=1+2i 1-2i-z z

Alorsona; _InTEZ G oy Arg(MHJ=72[+k7r©mes(MG;MH)=72r+k7r
Zuc

z=2 2-z Z—Z Iy

donc M appartient au cercle de diamétre [GH]. L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [GH].

MES SEANCES D’EXERCICES
Exercices de d’application

Ensemble des nombres complexes-Forme algébrique d’un nombre complexe
Exercice 1
1-b) ; 2-¢)
Exercice 2
a)

Exercice 3

Re(z))=0 etIm(zi) =1; Re(z2) =7 et Re(z2)=-9 ; Re(z,) =_?5 etIm(z,)=

[FSH ]

Exercice 4
1- 2+ (3 -x)i estunréelsix=3

1
2- (2x-—1) +4i est imaginaire pure si 2x — 1 = 0 c’est-a-dire x = 3

Exercice 5
1- B;2-A;3-C;4-C;5-B;6-A;7-C.
Egalité de deux nombres complexes
Exercice 6
2+ (x—-Di=24+iox—-1=1ox=2
Pourx =2;onaZ=2+Q2-1)i=2+1i
Opposé d’un nombre complexe
Exercice 7
Les opposés des nombres
L’opposé de Z; est —17 + 9i
L’opposé de Z, est V/2i
L’opposé de Z; est 5+ 6i
Somme de deux nombres complexes
Exercice 8
1) Zy+Z,=2+i+3+2i=5+3i
2) Zy+Z,=—4+3i+5-8i=1-5i
32, +Z,=-1-i—-7-17i=-8-18i
Produit de deux nombres complexes
Exercice 9
1) Z:Z,=Q2+1)B+20)=6+4i+3i—2=4+7i
2) Z,Z, = (=4 +3i)(5—8i) = —20 + 32i + 15i + 24 = 4 + 47i
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3) Z1Z,=(-1-)(-7-17) =7+ 17i+ 7i — 17 = —10 + 24i
Inverse d’un nombre complexe
Exercice 10

1 1-i 1 1.
1) il i
1+i (1+i)(1-i) 2 2
1 —4-3i —4 3 .
2) T T T aar g AT o T o2
—4+3i  (—4+3i)(-4-3i) 25 25
1 —8-8i 1 1.,
3) Pl Rl 4
—8+8i  (1+i)(1-i) 16 16

Puissance d’un nombre complexe

Exercice 11
Ecrivons sous forme algébrique les nombres suivants
(2+3)?=4+12i—9=-5+12i

1 _ 1 _ 5 12
(Z+30)? —5+12i 169 169"
A+D)*=((1+)H*=2i)*=-4

(2+30)2=

et 1 1
R o TR
Exercice 12
(403 — [4X100+3 — _;
{2030 — ;4X507+2 — _q
2022 — j4X505+2 — _q
{2001 — j4X500+1 — ;

Produit nul

Exercice 13
DNZXZ' #0eZ+0etZ'#0
2)2Z' =0 Z=00uZ =0
OrZ'#+0doncZ =0

Exercice 14
Résolvons dans C
Bz—-2-)(z+2))=03z—2—-i=00uz+2i=0
©3z=24+iouz=2
oz=2+liouz=2i

33
2 1. .

S(C ={§+§l;21}

Conjugué d’un nombre complexe

Exercice 15

Ona
e 0=0
o 1+4+1=1-i
o 1+4+1=1-i
e 7=7
e —19=-19

e 3—41=3+4i
e —38+61=-38-6i
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Exercice 16
z € Cdonc z = a + ib avec (a; b) € R?
zzZ = (a+ ib)(a — ib) = a? + b?
Comme a? + b? > 0 et Im(z2) =0
Alors zZ € R,

Exercice 17
Calculons dans chacun des cas
1) z+z2=2%x3=6
z—Z=2iX2=4i
z2Z=3%+22=9+4=13

2) z+7=2%x7=14

z—Z=2ix1=2i

z2Z=7>+12=49+1=50
Exercice 18

z+72 =2+31-1+51=1+81=1-8i

22 =2 +3)(—1+5)=—2+101—31—15=—-17+ 71 = =17 = 7i

(z—)zz- 2-3i _(2-3)(-1+5) _—2+10i+3i+15 13 13

.11
7 —1-5i 26 26 “26726' 7277

o

Module d’un nombre complexe
Exercice 19
I- ¢) ; 2-b)
Exercice 20
Déterminons le module de chacun des nombre complexe

[3+4i|=+/32+42=V9+16=V25=5
|6 — 8i| = /62 + (—8)2 = V36 + 64 = V100 = 10

NVZ+7i = |(V2) + (V7)' =vZ+7 =9

Exercice 21
L’équivalence est incompléte car si z’ = Zalors |z| = |Z'| siz’ = —Z alors |z| = |Z|

Exercice 22
M+i]=y12+12=+2
1—il=y12+(-1)2 =2

Donc1+ietl—iontle méme module
Exercice 23

Calculons

|z| = |z| =2

-2zl =1z] = |z| = 2

|zz'| = |z| x |Z|=2%x3=6
1 1 1

H=mr-2

2] - 2l _2

Zl |z 3
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Affixe, point-image et vecteur image

Exercice 24
1) L’affixe du point A est —7 + 5i
2) L’affixe du point B est 3i
3) L'affixe du vecteur i est —3 + 9i

Exercice 25
1)Le pointimage de 1 + i a pour coordonnées (1;1)
2)Le point image de —3i a pour coordonnées (0; —3)
3)Le vecteur image du nombre complexe 7 a pour coordonnées (7; 0)
4)Le vecteur image du nombre complexe 1 + i a pour coordonnées (1 ;1)
Exercice 26
L’affixe du vecteur AB est —2 + 3i — 1 — i soit =3 + 2i
L’affixe du vecteur BC est 4 + 3i + 2 — 3i soit 6
L’affixe du vecteur AC est 4 + 3i — 1 — i soit 3 + 2i
Exercice 27
Soit a + ib I’affixe de B
Ona: a+ib+4-3i=1+i
Soita+4+i(b—3)=1+i
Dou a+4=1etb—-3=1
a=—-3eth=4%
Donc B(—3;4)
Exercice 28
1.VRAI
2.VRAI
3. FAUX
Exercice 29
1)L’affixe du point I, milieu de [PQ], est le nombre complexe
2) W + ¥ a pour affixe 1 — 2i + 3 + 4i soit 4 — 2i
3PQ =14+5i—1+il=|3+6i| =v32+62 =9 +36=145=35
Exercice 30
1. Le vecteur 3w a pour affixe 3(2 + 3i) soit 6 + 9i
2. Le vecteur 2w — 3 a pour affixe 2(2 + 3i) — 3(4 — 5i) soit 4 + 6i — 12i + 15i

soit —8 + 21i

1-i+445i . 5 .
— soit 3 + 2i

Argument d’un nombre complexe

Exercice 31
ARG(1) =0
ARG(D) =7
ARG(-D) =~
ARG(-1) =m

1,V3,\_m

ARG(;+501) =5

Exercice 32
a)VRAI
b)FAUX
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Forme trigonométrique d’un nombre complexe
Exercice 33

o |1+iVv3|= /1z+(v§)z=ﬁ=z

Ona cosf@ =%etsin9 =§donc9 =§

e V3-3il=J(V3) +32=V3+9=2V3

0nac059=%etsin9=—§donc9=—g
o |-VZ-i/6|=V2+6=v8=22
Onacose———etsmB-——donc@——%ﬂ

Exercice 34
Déterminons la forme trigonométrique des nombres complexes
1.]1 —i] = VZ; soit 8 =ARG(Z)

cos 8 =getsin9 = —gdonce =—%

doncl—i= \/f(cos (—E) + isin (— E))
2.]V3 = 3i| = 2v3; soit § = ARG(Z)
Onacos @ =%etsin6 = —?donc@ = —g
doncv3 —3i =2v3 (cos (— g) + isin (— g))
3. |-V2 +iV6| = 2vZ ;soitd = ARG(Z)

Onac056=—letsin9=§donc 9=2?"
21
—\/_-l-l\/_—Z\/_(COS( )+151n(3))

Exercice 35
Déterminons un argument de chacun des nombres complexes suivants :
arg(zz") =%—§+2kn = —f—2+ 2km;k €EZ

arg(ﬁ) = —arg(2) + 2kn = —§+ 2kn;k €L

arg(g) = arg(z") — arg(z) + 2kn = —g - % + 2km = —Z—Z +2km;k€EZ
arg(i) =%+§+2kn=i—:+2kn’;k EL

arg(z?) = 2arg(z) + 2kmr = 2 X E+ 2k = E+ 2kn;k €T

arg( )—2>< +3 T4 2kn =

Exercice 36
Ecrivons chacun des nombres sous forme trigonométrique
o l@+20)(A—i)| =4etarg((2+20)(1 — i) =7 — 7 + 2k = 0+ 2kn
donc (2 + 2i)(1 —i) = 4(cos0 + isin0)
\/—+L| -1

T
2

+§ —+2kn kez

Arg(%)=§—§+2kn:—§+2kn

donc ‘/_z—:rl = cos (— E) + isin (— g)

Yorive| _ 2v2 _ g
2(1-1)

Tz
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V6—iv2 _ T Fid _
arg(z(l_i)) = _Z+Z+2kﬂ = 12+2k7'r

donc \f(:f = cos (%) + isin (%)
e lA-DH=n-i*=(2)" =4
arg((1—0*) =4x (— %) + 2km = + 2k
donc (1 — i)* = 4(cos(m) + i sin(m))

Exercice 37

o (s () osn(2)) =B~ 1) = i

¢ 2o ¢ isn(E) =221 iz

¢ 3feos @) tsn() =3(2+2) =22 4

Forme exponentielle d’un nombre complexe
Exercice 38
Les nombres complexes écrits sous forme exponentielle
1.2e%
3.7¢7%0
Exercice 39
Ecrivons sous forme exponentielle

a)2(cos( )+Lsm( ))=2ei2Tn

a

b) |1+i|=\/_etArg(1+i)=Z donc1+i=\/§el§
c)|3+1\/_|—2\/_etArg(3+L\/_)——donc3+l\/_—2\/_e‘_

Exercice 40
Ecrivons sous forme trigonométrique

T .. T 7
CcosS—+isin— ey z 2z iz 7 7

1)%2‘3} _e[lz xj —e 12 —cos—ﬁ—lsu‘ll
cos7+isin7 elg 12 12

5 {z-z .2
1+l\/_ 2e _ :ﬁe[s 4):\/5612 :ﬁ[cos%ﬂsinlj

1+i i 12
4 \/—e 2
LT, V4 Sz .. 5w
sma—zcosa cosE—zsmE {751751) o S .
3) =e' 2 P =¢ 6 =cos——isin—
N A Vid 5r ST 6 6
Sin-—+icos— €OS—+isin——

12 12 12

4)— 2(cos( )+Lsm( )):Z(COS(_E)-"ism(_%))

Formule de Moivre
Exercice 41
Ecrivons sous forme trigonométrique

D1+ L'\/'a_’)z = (Zeig)z = 4ei5 =4 (cos( ) + lsm( ))
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\3 23
2)(%) = (\Z%) = (ﬁe_i%)3 = Zﬁe_i% =22 (cos (— E) +isin (— %))
=3 _m\3
D(EE) - (25 - (26%) = e = o cos(5)  15n(5)
Exercice 42
a)(cos x + isinx)? = cos 3x + i sin 3x
= cos® x + 3i cos? x sinx — 3 cos x sin® x — i sin® x
= cos® x — 3 cos x sin? x + i(3 cos? x sin x — sin x)

3

Par identification on a :
cos 3x = cos® x — 3 cos x sin? x
b) On a cos 2x = 1 — sin? x donc

cos 2x + cos 3x = 1 — sin® x + cos® x — 3 cos x sin?

x =1+ cos®x — sin? x (2 + 3cos x)

Formules d’Euler

Exercice 43
crivons sous forme algébrique
E fi lgéb
13 r-
e'3+e™'3 1
1) =cos-—=-
2 2
5 _e 5
)= Z=sinZ=2
20 6 2
i3 EEL 3n A
et +ete = 2cos - =—2xX"= -2
erci
Exercice 44

Ecrivons sous forme trigonométrique
i ig ig iﬁ —iﬁ iﬂ iﬁ —ig ) ig
De+1=ez2e2tez2Xe 2=ez2(ez+e 2 =2(cos(5))xez
[
Comme cos 5)> 0 alors

e +1=2cos (g) (cosg +isin§)
2 2 2

2)e? —1= Elg (e‘ig - e_ig) =2 (sin (g)) X elg = 2sin (g) ei(g%)

Orsin(g)>0donc

2
; 0 6 m 0 w
i0 _ — . e e - P e e
e 1 Zsm<2) [cos(2+2)+151n<2+2)]

e ¥ +1= e_‘g (eig + e_ig) =2 (cos (g)) X e_ig = 2cos (g) (cos (— g) + isin (— g))

Linéarisation
Exercice 45
Linéarisons

; i< 3
elX+e—LX 1 . . i . i i
- ) - E(el3x 4 3ei2Xpi 4 3pixp-i2X | o l3x)

1) cos®x = (
1, . . . . 1
=3 [e3% + e73% + 3(e™ + e7™¥)] = §(2 cos 3x + 3 cos x)

_1 3 +3
—4cos x 8cosx
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o,
. elx_e—lx elx+e—lx 1 . _ 2
2) sin? x cos? x = (T) (T) =_§(312x_e i2x)
= L (2cos4x —2) = — = cos 4x +~
= —g2cos4x = —gcosdx + 7

eix+e—ix)4‘

2

3) cos*x = ( L [e1* + e=i% + 4(ei2¥ 4 ¢7i2%) 4 6]

16

1
=E(2cos4x+8c052x+6)

eix;;_,—iX)S - ﬁ [ein — mi5x _ 5(ei3x + e—i3x) + 10(ei2x _ e—in)]

4)sin®x = (
1
= ﬁ(Zi sin 5x — 10i sin 3x + 20i sin 2x)

—1'5 5'3+5'2
—1651nx 16smx 851nx

Résolution d’équations dans C

Exercice 46
Déterminons les racines carrées de chacun des nombres suivants

x2+y?=1
Dix?—-y2=0
2xy =1
2 1 . _\/7 _ V2
x“=- soitx=—oux=——
2 2 2
Six=Zy o o sy, _ 2
ix=—,y=— et six=—-—;y=—-
Les racines carrées de i sont §+i§et—g—i;
¥ +y2 =42
24 x2—y%2=1
2xy =1
5 1+2 itx = 142 _ V12
X% === soitx="—p—oux= 7
o2 2 Lo 12 V2
Six = 7 ,y—zmetsm— 7 ;Y = ik
Les racines carrées de 1 + i sont 1Jrﬁ+ 2 iet— 22 i
V2 24/1+v2 2 2V1+V2
x> +y?=2
3){x% —y2 =43
2xy =1
2_2+\/§S itx = 2+V3 _ V243
x% ==—=Soitx = —=—oux = 7
Lo V243 J2-V3 L 2+V3 2-3
Six = 7 Yy = 7 etsix = — 7 Yy =— 7
. . . 243 23, 243 23,
Les racines carrées de v/3 + i sont 7 + 7 iet— 5 T a L

Exercice 47

Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants
; 2kn

1=edoncz, =e"3;ke(0;1;2)

. . 1, .V3 1 .V3
les racines cubiques de 1 sont : 1; -3 + =5 =5 =i
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T (T 2KT
i =e'2 donc z;, = el(?+T);k €(0;1;2)
x/§ 1. 3

. . . 1. .
les racines cubiques de i sont : — + = Sh—— it

1+L—\/_e4d0nczk—\/_e(12 3)kE(Olz)

LT 1 31'[ 1 .—77'[

les racines cubiques de 1 + i sont : 26e 12; 2ee 4 ; 2ee 12
Exercice 48
Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants

1)1—e‘°donczk—e 3 kE{OlZ}

1i\/§
2 2

V3,

Les racines cubiques de 1 sont 1; — E +i 5

’

2)1—i=\/§e_i1donczk=236( =t 3) ; ke {0;1;2}

1 71[ 1 .91
Les racines cubiques de 1 — i sont Zee 12 ;26e'12 ;26 12

i 1 i(5+ﬂ)
3)—2 =2e™doncz, = 23e\s" 3/;k€{0;1;2}
1 .7 1, 1 LT
Les racines carrées de —2 sont 23e's ;23e'™ et 23¢ '3

4

S5

Exercice 49
1=¢l donc les racines quatriéme de 1 sont les nombres complexes de la forme

Ze=eli sk €{0;1;2;3)
Smtzk—e( ) ; k €{0;1;2;3}
iT

T . _
Les racines quatriémes de 1 sont: 1; 'z ;e ;e "2
C'est-a-dire 1;i; —1; —i
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Exercice 50
Les racines n-iéme d’'un nombre complexe non nul sont les nombres complexes

de la forme Zk—’V_e( =), ;k€e{0;1;2; ;u.sn—1}
a zrz) a z(n 1)11)

Ona z, = Yrel %) 7, = Yreliti) . Z,_, = Yrel s

Zo+Zy+ -+ Z,_ 1—\/—en(1+en+(e nn)z+“'+(el%n)n 1)

=0

Exercice 51
Vérifions
1. a)ona: 1+j+j=0doncj=-1—j
b) j?=J doncj? = jJ
Orj3=1doncjj=1
¢) j2=1donc(j3)?2=12douj ¢ =
2)j2021 = j3X57341 — jcqr 3 = 1
Exercice 52
Résolvons dans C

1) A= -3 = (iv3) ainsi Z = i

uzZ= 2
SC:{—1+i\/§;—1—i\/§}
2 2
2)A=3+4i=(2+i)2ainsiz=%ouz=$

Z=3—iouZ=1-2i

—1+iV3
— 0
2

Sc={3—-1i;1-2i}
_iV3-2+i
ouZz ==

3)A=3—4i=(2—1i)%ainsi Z = l\/_+2 :

-1+V3 J‘
2

7= jouz=284

—-1+v3 [ 1+v3 |
Sc = { > - > + l}
Nombre complexe et configuration du plan
Exercice 53
DIZ-il=2e|Zy—2Zyl=20uZ,=i
L’ensemble des points M est le cercle de centre A et de rayon 2
DIZ-1+2i=Z+2-ile|Z-A-2)|=1Z—-(-2+)|
& |Zy—Zgl =12y —Z;| © BM =CM

OuZp=1-2ietZ,=-2+1i
L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [BC].
Exercice 54
Ona:

Zc—Zy _V3+i_1 V3

Z -7, 2 2772
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Ona

e = |5~ Bil=1 o % =1 4B = AC et Arg(4B; AC) = -~

Donc ABC est un trlangle équilatéral de sens indirect.
Exercices de renforcement / approfondissement

Exercice 55

D

2)Zgp=2i+3—-i=3+1i

3 .. . 3 .
Zﬁ=§—3l—21=§—5L

3 9 )
Zgp = —3+l——+3l —§+4L
Zyms = 2(— 3+l—21)——6—2i

. —3+i+2i . —3+3i
3)I a pour affixe —,— soit

Exercice 56
Ecrivons sous forme trigonométrique

Dab = 6(cos G+ %) +isin G+%)) = 6(cos£+ isinz)
ab? =18 (cos—+ LSll’l—)
a’b =12 (cos +Lsm—>

b 3
FZZ(COS(—Z)'FLSIH( E))

2)Déduisons -en la forme algébrique

3
ab—6<2+§z)=3+3i\/§

a_azb 12( . 71) 2\/§+1, _\/§+1.
b ab? 18 Cose tsing)=3{7 34 = 3!

Exercice 57

D|U| =vZetarg(1—i) =
V| = 2etarg(\/§—i) = -
22) UV =Q0-D(3-i)=V3-i+iV3+1=1+V3+i(-1+3)
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) _ T T
D’autre part UV = 2v2 (cos - Tisin 12)

2b)ona:UV =UV donccosln—zz etsin— =

Exercice 58
a)(cosx + isinx)* = cos4x + i sind x

= cos* x — 6 cos? x sin? x + sin* x + (4 cos® x sin x — 4 cos x sin® x)
Ainsi cos 4x = cos* x — 6 cos? x sin? x + sin* x
b)cos 5x + cos 6x
= cos®x — 10 cos® x sin? x — 5 cos x sin* x + cos® x — 15 cos* x sin? x — 15 cos? x sin* x — sin® x
c)sinx — sin 2x + sin 3x — sin 4x

= sinx — 2sinx cos x + 3 cos? x sin x — sin® x — 4 cos® x sinx + 4 cos x sin® x

Exercice 59

Linéarisons
1) cos* x = i(Z cos 4x + 8cos 2x + 6)

cos? xsin®x = —%(2 sin 5x — 2 sin 3x — 4 sinx)
cos®x — sin*x = lcos 5x +icos 3x +icosx - icosx —lcos 2x + i
24 24 23 23 2 23

2)Déterminons les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants
Z=2i

x2+y?=2

x2—y2=0

2xy =2

x*=1doux=1oux=-1

Six=1,y=1;six=-1,y=-1
Les racines carrées de 2isont1+iet—1—1i

Z=3+4i
x2+y?=5
x?—y2=3
xy =2
x>=4.Dolix=20ux=-2
Six=2,y=1;six=-2,y=-1
Les racines carrées de 3 + 4isont2 +iet—2 —i

Z =8+6i
x2+y%2=10
x?—-y?2=38
xy =3
x>=9doux=30oux=-3
Six=3,y=1;six=-3,y=-1
Les racines carrées de 8 + 6i sont3 +iet—3 —i

Z=5-12i
x2+y?2=13
x2—y?=
xy = —6
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x?=9doux=30ux=-3
Six=3,y=-2;six=-3,y=2
Les racines carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et —3 + 2i

Z =-=7+24i

x?+y?2 =25

x2—y?=-7

xy =12
x2=9dotux =30ux=-3
Six=3,y=4;six=-3,y=-4
Les racines carrées de —7 + 24i sont 3 + 4i et —3 — 4i
Exercice 60
1) Résolvons dans C
A= (201 cos 0)” — 4 x 220 = (i20*1sin )
Z = 2%(cos 8 +isin®) ouZ = 2%[cos(— 6) + i sin(—6)]
S¢ = {29(c05 6 +isin®);2%[cos(—0) + i sin(—@)]}
2)O0AB est équilatéral & 22:%?9 =et5 o 020 = ot5 & 20 = gou 20 = —g
©0=2oufg=-2
6 6

Exercice 61
1) Résolvons dans C
Soit a cette solution réelle ona:
a®—a’?—-a—-2+i2-a)=0
2—a=0eta®—a*—a—-2=0donca =2
AinsiP(Z)=(Z-2)(Z*+Z+(1—-1))
A= =3+ 4i = (1 + 20)?
Z=1+iouZ=—i
Sc={2;-1—-i;1i}

2.a)
)
5 -
Za-7, 2-i —142i . N ,
2b) A= = - = — =i, d’ou le résultat
Zp—-Zc  -1-2i 1+i
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Exercice 62

D ona: (Z2+1)(Z?-4)=27*-32%-4

2) Résolvons dans C
(B)®Z°+1=00uZ?-4=0o7Z>=-10uZ?=4
o Z=iouZ=—-iouZ=2ouZ=-2

S¢ ={i;—;2; -2}

3) figure

4)Zgz=2+ietZg =2+ idoncBA =CD
D’out ABCD est un parallélogramme de plus % = %i = %i et%i € iR*
D™4B

Donc (AC) L (BD) par suite ABCD est un losange.

Exercice 63

Soit ib cette solution imaginaire pure
ona:—b?+2b+i(—b3+5b>—-10b +8) =0dou b = 2
Ainsi P(2) = (Z — 20)(Z2 + (1 - 30)Z — 4)
A=8—6i = (=3 +i)?

7= —1+32i—3+i ouZ = —1+32i+3—i

Z=-2+4+2iouZ=1+1i

Se=1{2i;-2+2i;1+ i}

Exercice 64

1) Déterminons les racines cubiques de 1

Ona: Z3=1

o [ 1 N A3 1 A3

E A R R A

Les racines cubiques de 1 sontdonc 1 ; —% + i? et — i - i?
2)2-13=8-12i—6+i=2—11i
3)Déduisons Les racines cubiques de 2 — 11i
Onaz3=2-1li & 73 =(z—1)3@(£

z=@2-)xtouz=@2-)(-1+i)ouz=2-n(-1-i2)

3
) = 1daprés 1)
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scz{z_irzT”i@m)l, Zzﬂ(g_ﬁ)i}

Les racines cubiques de 2 — 11i sont2 —i; Zh/— ( + \/_) iet— \/— + C - \/§)i

Exercice 65

Da = ; x 243 (cos (— %) + isin (— g)) =93 (cos (— g) + isin (— g))
2.a)0Onaa = 9v3e

Les racines cinquiémes de a sont les nombres complexes de la forme

7 = o3l k€ (0,12, 3; 4)

b) représentation graphique des racines cinquiémes de a

Exercice 66

1)Z e Reoarg(Z) =kn;keZ
@arg(—z(z 2)) km @arg((z 2)

)=kﬂ
ZZB)=k1r ouZy=ietZy=2
ZA

:)arg(
:)mes(MA ;W) =kn

Ainsi I'ensemble des points M est la droite (AB) privée des points 4 et B
2)Z € iR <@arg(Z) = g + km
@mes(m;m) =g+krr;k €EZ

L’ensemble des points M est le cercle de diameétre AB privé des points A

Exercice 67

f(Z)_Z+l
1)f(b)=1+2i=>%=1+2i=>b(1+i)=2—i=>b=i—:=1_23i
Df@) —i=——i=—

or|f(2)—il= m——etarg(f(Z)—i) =arg(ﬁ) =—arg(Z +i)=—a

Ainsi f(Z) —i = ;(cos(—a) + isin(—a))
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3a)Z, = —
F@) —il =Vie |f(2)-Z] =2 e |ZL+1| V2o |Z+i] =g@ \Z - 2, =§
L’ensemble (C) des points M est le cercle de centre A et de rayon g
b) arg(f(Z) — i) = %+ 2kt & arg(ﬁ) = %—i— 2kn & —arg(Z +1i) = %+ 2km
S arg(Z -2, = —%—i— 2kn © Mes(ﬁ:l‘]/f) = —%+ 2km;k €Z

L’ensemble (T) des points M est la demi-droite de repére (4; e;) privée de A
avec mes(l_f;_e:l') = —%

ona:|f(h)—il=|1+2i—i|=|1+i] =v2 doncB € (C)

d’autre part arg(f(b) —i) = arg(1+1i) = % doncB € (T)

par suite B appartienta (C) eta (T')

Construction de (C) eta (T)

Exercice 68

Démontrons que Z est un réel

1+iZ|=1-iZ|l @ |1+iZ|?=1-iZ]? e (1-i2)(1-iZ) =1 —iZ)(1 +iZ)
S1—iZ+iZ+ZZ=1+iZ—iZ+ZZ©2Z-2iZ=02i(Z-2)=0
o7-7I=07=7Z

DoncZ € R

Exercice 69

Ecrivons sous forme algébrique

1) 23(‘19 x d(%) = 2@i(¥‘%) = 2ei7 = 2i

2288 2 () J2pm 2
(T") 3¢ =3¢ =73
LT
-l 5 .
32 25 ) 22 22y
3ot (%) 3 3 3
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Exercice 70
Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants

) tan 6—i sin6—icos 6 cos f+isin 6 cos f+isin 6 elf i(260-m)
= = = = — =e
tan@+i sin@—icos® —cos@+isin® cos(m—-6)+isin(m—0)  eilm@=6)

= cos(20 — ) + isin(20 — m)
= cos B e ® = cos O (cos(—0) + isin(—0)) car cos§ > 0

) 1 _ cos 0
1+itan 6 cos O+isin 6

. . . . . 0 _0 ) : (8 8
3)eld + e20 = ¢i9(1 + ¢¥0) = ¢if (e‘ze_Lz + e‘zeLZ) = el [elz (e‘z + e_LZ)]
20
= 2cosf e 2 comme cosf > 0, alors

i0 2i0 36 (30
e + e = 2cosf (cos (7) + isin (7))
\1titané _ cosf+isinf _ elf

= e2 = c0s(20) + isin(26)

/1-itan® ~ cosf-isin®  e-if

Exercice 71
Déterminons les racines quatriéeme de 81

4
Ona: Z*=8le7t=3*s (g) = 1 or les racines quatriéme de 1 sont 1; —1; i et —i

DoncZ=3%x1louZ=3X%X(—1)ouZ =3XiouZ=3Xx(-i)
Les racines quatriémes de 81 sont 3; —3; 3i et —3i
Construction des points images

Exercice 72
1) Déterminons les racines n-iéme de —i

—iT _iT
Ona —i=-e zainsi Z"=¢e 2
(e
Zy=e\V o n)ke{0;1;2;.... ;n—1}
Déterminons les racines n-ieme de 1 + i
Ona:1+i=+2e's ainsiZ" =+2e'
1 i(L;,&)
Zy =2zme\an” n Lk €{0;1;2; ... ... ;n— 13}

2.a) calculons
(94i)?=81—1+18i =80+ 18i
2.b) Résolvons dans C
(E)eZ?+(7-1)Z—-8-8i=0avecZ = z°3
A= (7—-0)?+4(8+8i)=49—1—14i+32+32{ =80+ 18i = (9 +i)?
—7+i+9+i ~7+i-9-i

AinsiZ=T=1+iouZ=f=—8
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Deplusona:
(E):z3=1+iet(E,):2°=-8
Résolvons (E;)

(E)):z8 —\/—e4doncZk—26e(12 3) ik € {0;1;2}

1 171‘[
DouZ—Zée 120uZ—269 4 ouZ—Zae 12

Résolvons (E,)
(Ey): z% = 23¢™ donc 2, = 266+, k €{0;1;2}
D'ou Z = 2¢" 3ouZ—2e”T0uZ—2e 3 —2e 5

1 T[ 1 171'[ T

Sc = {269 12; 26’ ;26e’1z. 2e 3;2e™;2e” ‘3}
Exercice 73
Déterminons les entiers naturels tels que (1 + i\/§)n soit un nombre réel positif.

Ona (1 + i\/§)n =2"e's
Donc (1+iV3)" € R, & = 2kn & n = 6k;k € Z,

n=6k;k€e€Z,

Exercice 74

1+7 1+7
= (1_Z)©(1+Z)(1—Z)—(1—Z)( 1-7)
S1-7+4+2-22=-14+7+2+2Z <277 =2
e Z7=1
@Jﬁ:l
e |Zl=1
Exercice 75
la) Z=Re(Z)+ilm(2)

Ona: |Z]= J(Re(Z))Z + (Im(2))* et [Z]=0
Si Re(Z) <0,alorsRe(Z) < |Z|
Si Re(Z)=0,alorsona
2 2 2 2 2
1Z 2= (Re(2))" = (Re(2))" + (Im(2))" — (Re(D))" = (Im(D))
or (im(2))’ = 0 DoncRe(Z) < | Z |
Par suite pour tout nombre complexe Z ona: Re(Z) < |Z |

b)Re(Z) = | Z | siRe(Z) = 0 etJ(Re(Z))2 + (Im(2))" = Re(2)

d'ouRe(Z) =0et Im(Z) =0
2a)ona:|Z; + Z,1? = (Zy + Z,)(Z, + Z)
= |Z,1* +1Z,|* + 2 Re(Z; x Z5)(1)
Ordaprés l.a)ona: Re(Z; X Z,) <|Z; X Z,|(2)
Dot Re(Z; X Z,) < |Z;1|Z,|
De(1) et (2) on obtient: | Z; |2 + |Z,|? + 2Re(Zy X Z5) < | Z,1|? + |Z,1? + 2| Z,11Z5]
| Zy + 251 <1 Zy|* + 12,17 + 21 24112,
| Zy + 2517 < | Z4 1 + 12517 + 2| 24| Z,]
| Zy + Z,12 < (| Z4| + 12,))*
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Par suite | Z; + Z,| < | Z;| + | Z,]|
b)Si Z,=A1Z;avecA >0
on a d'une part
|Zy+Zy| = 1Zy +2Z1| = 11+ A||Z4] = A+ 1)|Z4]
et d’autre part
| Z1l +1Za| = 1Z1] + 12 Z1] = 1Zo] +1Z 1A T = 11+ 2121 ] = (1 + A)]Z4]
Donc Si Z, = 1Z; avecA > 0 alors | Zy + Z,| = | Z4| + | Z,]
3.a) Pour n=2 ona |Z; +Z,| <|Z;| +1Z,]
Supposons qu’il existe un entier naturel n > 2 tels que
| Zy+Zy+ o+ Zy| S | Zy + | Zo) 4 - 4] Zy|
et montrons que
| Zy+ Zy 4 oA Zngal S | Zo + 1Zo] + o+ Zpya]
ona: |Z;+Z,+ ...+ Zy| < |Zy) +1Z,] + .. +1Z,]
dou |Zy+Zo+ it Zpl + | Zngal < 1 Zol + 1Zo] + -+ Zol + | Zpga|(D)
or|Zy +Z,+ .+ Zpy| <12y + 2o+ o+ Z,| +1Z,441(2)
doncde (1) et (2) on déduis que
|Zl +Z,+ "--+Zn+1| = |Z1| + |Zz| + o Zn+1|
En conclusion
Pour tout entier naturel n > 2,ona
| Zy+ Zy+ i+ Zpl S | Zy| + | Zo) + o 4] Zy

b) on suppose que Z;; Z,; ....et Z, sont tous non nuls
Sl existe des réels A;; 1,; 13, ...., 4, tous strictement positifs tels que pour tout
k=1,...,nonaZ, = AZ;
dunepart |Zy +Z,+ ..+ Zy| =M Z1+ A Z1 + o+ A, Z4|

=[(h+ A+ ot ) Z4l

=4+ L+ 4+ AN Z4]
D'autre part | Zy| + |Zy| 4+ ..+ Zpl = | A Zol + | A Z4 | + - ] A Z4]

= Ml Zol + Al Zyl + o4 2l Z4

=M+ L+ 4+ AN Z4]

Parsuite |Z; +Zy+ ..+ Zy| = | Z1| + | Z5| + .. 4] Zy

EXERCICE 76
1) L’'impédance complexe Z est égale a
1 . V3
L= g+ Zy+Zc =R+jlw+——= R+ + Y3 w22
TORT AL L= RTIIW LA, = 2 "t ) cw
_plw o1 Lwv3 V3 2CRw — LCw? — 1+,LCWZ\/_—\/§
T2 T 2ew T T2 T2ew) T 2Cw ' 2Cw
La partie réelle de 'impédance complexe Z estdonc R w1 _2CRw-low-1
2 2Cw 2Cw

2) larésistance X correspond a la partie imaginaire de Z
Lwy3 V3 _ LCw?V3 -3

Onadonc X =
2 2Cw 2Cw
3) L’'impédance de I'association correspondant au module de Z
_ Lw 1 . (LwV3 V3
ona l2 = R =5 = 55 + (%52 =55
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AN

_|(2cRw — Lew? — 1 2+ LewV3 — V3\
- 2Cw 2Cw

1
= m\/(zmw — Lew? — 1)2 + (LCW2V3 — x/§)2

4) Le déphase entre I'impédance et le courant est

¢ =arg(Z)
3 2CRw — LCw? — 1 v LCw2y/3 — /3
$=am 20w . 20w
- 2 _
Ona cos g = 2CRw — LCw? -1 ot
J( 2CRw — LCw?2 — 1)2+( LCw2V3 — ﬁ)z
) LCw?V3 — /3
sing =

2

\/(ZCRW — LCw? — 1)2 + (LCw2V3 — /3)

EXERCICE 77
1) Détermination de I'impédance complexe
Iy X Z,
Tt Z,
RjLw (- %+ %) Rw (- 1+ %) Rw

_R+jLW_R+(__+l£)Lw (R—iLW)"'i(#)

D’ou I'impédance de I'association est

|Z|—| (_§+ig)RLW |_ ‘(_%+i§)RLW| 3 |—§+i§||RLWI
| TR v R [ T pa e
RLw _ RLw

2 2 JRZ —RL L w)2
N = T
2 2
2) Détermination de déphase ¢
Ona ¢ =arg(Z)

(‘%“@) RLw _RLw + iLRwy3 (=RLw + iLRWY3)((2R - Lw) — iLwv3)

etz = 1 w3\ i = 2

(R_ELW)H( ) (2R - Lw) +ilwv3 (2R —Lw)? + (Lwy3)

L (~RLw + iLRwV3)((2R - Lw) — iLwy3)
d'ou ¢ =arg 5
(2R —Lw)Z + (Lwv/3)

3a) l'amplification d’un filtre est égale au module de la fonction de transfert
Oor T= dou T = ! !

1+jRCw 1+(— e ig)RCw (1——R6w)+z(RCW‘/_)

1 1 1

Donc|T | =

|(1——Rc )+ (RCW‘/—)| J(l_%RCW)z +<M)2 = Ji—Row + (Rew)?

2

b) ¢ = arg(T) = arg (QTL(RCW(D = —arg ((1 - -RCw) (RCW‘f)>
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Exercice 78

1- Le nombre complexe z étant solution de I’équation (E), je justifie que —z et Z sont aussi
solution de (E).
(B):z*=-
Pour —zon a: (-z)* = z* = -4 donc (-z)* = -4, on en déduit que —z est solution de (E).
— —_4 T — —\4 —
Pour z ona: (z) = (z)4 =—-4=-4donc (z) =—-4, on en déduit que z est solution de (E).
2- a) J’écris le nombre complexe z sous forme exponentielle.

z0=1+i, z(,‘:\/i et Arg(z(,):% donc z, =24 .

b) Je vérifie que z est solution de (E).
T 4
() = [«/Eel"j =4¢" =—4=(z,)" =4 donc 2o est solution de (E).

3- Je déduis des deux questions précédentes trois autres solutions de I’équation (E).
2o est solution de (E) donc —zo=-1 -1 et zT) =1-i sont aussi solutions de (E).
4- Je justifie que z, =—1+43.

z

i
: [ — 3
On sait que z'-z. =e 3 (z—2z.)

E
z,—z.=e ?
E c

5- Je détermine I’affixe de F

(zp-20) =z =zp+e 3 (~l+i+1+i)=—1—-i+3+i doncz, =—1+3

=
, £ -
zr est ’image du nombre complexe zp. Donc z, —z. =e *(z,—z.)=>z, =z.+e (z,-z.)

1-
z, =—1—i+[;—i\/zgj(l—i+l+i)jzf =—l-i+l-iV3 =z, ==i(1+43)

6-Je démontre que 2472 est un nombre réel.
247 %
zA—inl"'i_(_l""/g) 2-B3+i 1 Z,—2Z 1 z,—- 2

= = donc = d’ou = est un réel.
Z= 2 1+i+i(1+J§) 1+i(2+J§) 2443 z,-z, 243 z,-z,

7- Justifie que les points A, E et F sont alignés.

-z _ 1
—Zr 2+\/§

déduit que les points A, E et F sont alignés.

ﬂ]=2kﬂ avec k€Z on en

ZA
z

D’aprées la question précédente,

4 24" 2F

eR+ donc Arg[

Situations complexes

Exercice 79
arg( )=g+kn,keZ<:> arg(Z_Zi)=£+kﬂ,k€Z

z—1+4i z—(1-1) 2
= mes(m;m)=g+kn ,k€Z olzy=2ietzg=1-1i

z—2i

mes(m'/;—TW_B’) =Z + kn donc Mes(m; W) =Z ou Mes(m; W) =-Z
2 2 2

Par suite, I'ensemble des points M est le cercle de diamétre [AB] privé des points A et B
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Exercice 80

Les sommets d'un hexagone sont les points images des nombres complexes solution de
L'équation (E) : Z®=1.Eneffet Z6 =1 & Z° =

.(2km
Les solutions sont les nombres complexes de la forme Z;, = el(T) ;k €{0;1;2;3;4; 5}soit

Jkm
Z,=e3;ke{0;1;2;3;4; 5}
iZ frd i —2iZ —iZ
Donc Zy=1;Z,=e3;Z,=e 3 ;Z;=e";Z,=€e “3etZg=¢e 3
SiM,y; My ; M, ; M3 ; M, et Ms sont les points images respectives des nombres complexes Z, ; Z; ;
Zy; Z3; Zyet Zg,alors My ; My ; M, ; M3 ; M, et Mg appartiennent au cercle de centre O et de rayon
1, donc mes(OMk ; 0Mk+1) = gpar suite OMy M, est un triangle équilatéral.

Connaissant A ici M, le triangleOM, M, ., étant équilatéral on utilise le rayon pour placer
successivement sur le cercle a partir du point A les autres points M, ; M, ; M3 ; M, et Ms.
Ainsi nous avons construit I'hexagone My M;M, M3M,Ms..
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7

I. LA SITUATION D’APPRENTISSAGE

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET
FONCTIONS PUISSANCES

Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une
lecture silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien

compris le texte.

11 pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des

questions du type :

Constituants de la

Exemples de questions

Réponses possibles des

aider I’étudiant stagiaire a
trouver la réponse a sa
préoccupation ?

situation possibles éleves
Contexte -Ou se déroule la -A I'infirmerie de mon
situation ? établissement.
-Qu’a fait I’étudiant -1l a donné un
stagiaire ? médicament a un patient
-Par quelle fonction est qui I’a pris aussitot
modélisée I’évolution de | -Par la fonction
la masse de médicament | M(t)= 50.e~075¢
dans le sang ?
Circonstances -Que veut faire I’étudiant | -I1 désire visualiser
stagiaire ? I’évolution de la masse M
Que fait-il pour cela ? en fonction du temps.
-Comment procéde-t-il ? | -1l sollicite mon
professeur de SVT qui a
son tour nous associe.
Téaches -Que font les éléves pour | -1Is font des recherches

sur les fonctions
comportant la fonction
exponentielle népérienne.

Le professeur utilisera la tiche énoncée par ses ¢leves pour faire la synthese de la situation et
présentera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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II. DECOUVERTE DES HABILETES
ACTIVITE 1 : Définition et propriétés fondamentales

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition et les propriétés de la fonction
exponentielle népérienne.
e Réponses aux questions de I’activité.
1. La fonction exp est définie sur IR (car la fonction In réalise une bijection de
]0; 4+oo[ dans IR)
2. La fonction exp a un signe strictement positif, car la fonction exp réalise une
bijection de IR dans ]0; +oo].
exp(Inx) = x pour tout x strictement positif.
In(exp(x)) = x pour tout nombre réel x.
exp(0) = 1etexp(l) =e.
In(e™) = In(In(r)~1) = r et exp(r) = exp(In((In(r)™%) = e”
Vy €]0;+o[,Vx € IR, e* =y © x = Ilny
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1
1. v, 2. F;, 3.V ;, 4 F; 5F; 6.V; 7.F;8V,; 9.V

A

ACTIVITE 2 : Propriétés algébriques

o L’objectif de cette activité est de connaitre et utiliser les propriétés algébriques de la
fonction exponentielle népérienne

e Réponses aux questions de I’activité.

1. a+b=1In(e*?)eta+b = Ine® + Ine® = In(e® x e?).
Donc : In(e®*?) = In(e® x eP) ; par suite : 4P = % x e?.

2. eaxe“‘:e“‘“:eo=1donce‘“=eiaoue“=e—fa

_ — _ _ 1 _ e
3. e%h = ea+(=h) = ¢® x =P Comme e b=e—b,donce“ b=;.

4. Ona:ln(e™) =raetln((e*)") = rIn(e?) =ra. Donc : In(e™) =In((e®)") ; par
suite : (e4)” =e™%.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 2

a) e*; b)e?’; c)e’=1; de?
Exercice 3

a) e®;b)e?
ACTIVITE 3 : Sens de variation de la fonction exponentielle
e L’objectif de cette activité est de connaitre le sens de variation de la fonction
exponentielle népérienne et les propriétés d’égalités et d’inégalités.
e Réponses aux questions de I’activité.
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1. a) Comme la fonction exp est la bijection réciproque de la fonction In et que la
fonction [n est croissante donc la fonction exp est croissante sur IR.
b) Ona:e?=e? & Ine® = Ine® © a = b (car la fonction In est bijective)

2. a)e® < e’ = Ine® < Ine’ = a < b (car la fonction In est croissante ; la fonction
exp est aussi croissante)
be?<l=e?<e’>a<0

Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 4

a) F; b)V; ¢)F; dV.

ACTIVITE 4: Limites, dérivée et représentation graphique de la fonction exp

L’objectif de cette activité est de connaitre les limites de références de la fonction
exponentielle, la dérivée de la fonction exponentielle et de construire la représentation
graphique de la fonction exp.

Réponses aux questions de ’activité.

Courbe représentative de la fonction exp :
y |
/
/

2. La fonction exp est définie comme bijection réciproque de la fonction In ; or la

fonction [n est dérivable sur ]0; +oo[ d’ou la fonction exp est dérivable sur
In(]0; +oo[ ) = IR.

o o 'dx_d(ln(y))_l P S
Posons : y = exp(x), donc: x =In(y).Ona: 5o Ty d’ou _Zi = =c’est-a
P . d(exp(x) _
dire : o=V = exp(x). Soit : — = exp(x).

On conclut que : (exp)’(x) = exp(x).
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3. a) Tableau de variation de la fonction In puis celui de la fonction exp.

x 0 X —o
+o00 400
(Inxy * (exp(x)’ +
Inx — exp(x) —
+o00 400
—» 0

b) lim e*=0et lirJP e* = +oo (Revoir la numérotation en 3.b)
X——00 X—+00
4. a) (Cy) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +o0. Donc :

X
1ir11 e; = +oo (Rectifier la numérotation)
X—+o00
X_,0 x_
£ = (e¥)(0) = ¢® = 1;donc: lim = = 1.
x-0 X

.e*-1 .
b) lim — = lim
x-0 X x-0

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 5
a) —; b)0; ¢) +oo; d)I; e) +oo; f)+oo.
Exercice 6
Construction de /- x — e ™.
Soit (C’) la courbe représentative de la fonction f'et (C) la courbe représentative de la
fonction x — e*.

(C’) est I’image de (C) par la symétrie orthogonale d’axe (OJ).
(C’) est en rouge.

ACTIVITE 5: Ensemble de définition et dérivée des fonctions du type : e*

e L’objectif de cette activité est de connaitre I’ensemble de définition et la dérivée des
fonctions du type e* .

e Réponses aux questions de I’activité.
x € Dy © x € Dy, autrement dit : Dy = D,,.
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2. La fonction u est dérivable sur K donc la fonction e* est dérivable sur K comme
composée de fonctions dérivables sur K.

3. '™ =e*pu(x) = (e“("))' = (u(x))’ x () o(u(x)) = u'(x)et®
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 7
Bonne réponse : b)

Exercice 8

, o x4l , _ 2. , _ 1 Ly (3x2-2x+3)e3¥~1
a) ') =2e""15 b) g'(x) =4xe™; ) K'(x) =—je7; ) 5om—

ACTIVITE 6: Equations faisant intervenir la fonction exp.

e L’objectif de cette activité est de savoir résoudre des équations faisant intervenir la
fonction exp.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1. X=e%X>0doncE, =IRete? —2e* =15 o X? —2X = 15.

On obtient X2 — 2X — 15 = 0. A= 64. X =— 3 ou X = 5. Soite¥ = —3 ou e* = 5.
Ona:x = In5. Donc S = { In5}.
2. On peut effectuer un changement de variable et appliquer la propriété :

et =el @ a=b.

Exercice 9

a) E, =IR. e% —5¢* = 0 & e¥(e?* — 5) = 0. Done S = {=°}.

b) Ey =IR.e** =2 DoncS= {—="2}.
. . 1
¢) Ey =IR €% = e & e = 2. Soit S = {= + 2km; = + 2km, k € Z }

d) B, =IR.e™ = 2¢* & e = Donc S = {—2}.
e) E,=IR.e?* —3e*+3=0& X?2-3X+3=0,avec X = e*,X > 0. Donc S =0.

f) E, =IR.e3*(e**3 —1) =0.Donc S = {-3}.
ACTIVITE 7: Inéquations faisant intervenir la fonction exp.

o L’objectif de cette activité est de savoir résoudre des inéquations faisant intervenir la
fonction exp.
e Réponses aux questions de 1’activité.
E, =IR.X=e%X >0donc2e?* —3e*—2<0©2X?-3X-2<0.
262X —3e¥ — 2 < O@Z(e"—Z)(ex+§) <o.
D’apreés le tableau de signes : S =] — oo; In2].
e Corrigé des exercices de fixation
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Exercice 10_(Renuméroter) pas 11 plutot 10

a) E, =IR.X=e* X >0alors:E, =IRet 3e?* —16e*+5>0 &
x _ x_1
3(e 5) (e 3) > 0.
D’apres le tableau de signe : S =] — 0o; —=In3] U [In5; +oo].

b) E, =IR. e2%+3 < In3. Donc S _] —3+ln(ln3) [
2
e2*+1
©) -, <-LlE, =IR* et — lr1<0e X —=—; < 0.Donc: S =]-c0;0[.

d) E, =IRet2e?**! —3e* + 1< 2e & (Ze)ez" —3e*+ (1 —2¢e)<0.
X = e* X >0alors: (2e)X* —3X + (1 —2e) < 0. A= 16e? —8e +9 > 0. On

a X = 3—\/16(&‘z 8e+9 3-Vi6e?-8e+9 .y v _ 3+V16ZZ—89+9 )
Done § =] — o0; In(Fr2t—2 HV16eZ “Betoy

4e

ACTIVITE 8: Primitive de u'e"

e [’objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer une primitive d’une
fonction de la forme u'e®.

e Réponses aux questions de I’activité.

a) Casl) f'(x) = —5e‘5erg Soit G une primitive de g : g(x) = %f’(x) donc :
G(x) = —f(X) R
Cas2) f'(x) = —smxe“’s" . Soit G une primitive de g : g(x) = —f'(x) donc:
G() = —f(x) = e,
Cas 3) f'(x) = 6(x — 1)e3**~6*~11_Soit G une primitive de g : g(x) = %f’(x) donc:
G(x) = —f(x) 1 p3x2—6x— 11
Cas4) f'(x) =u (x)e"("). Soit G une primitive de g : g(x) = f'(x) donc:
G(x) = f(x) = u'(x)e"®.

b) Conjecture : Sur un intervalle K, toute fonction de la forme u'e* admet pour primitive
une fonction de la forme e* + ¢, c € R.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 11 _(Renuméroter) pas 12 plutot 11

a) Soit F une primitive de f sur IR. Ona: F(x) = e**2,
b) Soit G une primitive de g sur IR. Ona: G(x) = e* + 1.

¢) Soit H une primitive de h sur IR. On a : H(x) = %exz““‘“ —3.

Exercice 12 (Renuméroter) pas 13 plutot 12

etanx e]-2 _[ Ona:F(x) = 1 etanx,

Soit f(x) =

2cos*x
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ACTIVITE 9: Définitions et propriétés algébriques de la fonction exponentielle de base
a(@>0eta+1)

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction exponentielle de
base a ainsi que ses propriétés algébriques et d’utiliser ces propriétés pour effectuer
des calculs.

e Réponses aux questions de ’activité.

1. exp, est définie sur IR.
2. a) a*+y = ext¥ina _ pxilnatylna _ oxina y pylna — olna® y Jna” _ ;x « ¥

— - — 1
b)l1=a’=a**=a*xa*donca™ =—
a
c)a* = e(x-yina _ pxina-ylna _ pxina y o-ylna — plna* y ,na™
. - _ 1 a*
Parsuite a*™ = a* xa™” =a* X = =—
ay  a¥
d) (%)x — exln(%) = eXlna—xinb _ pxina y o—xinb — plna* y ,Inb™*
o Ox o x —x _ x oy L _ a_x
So1t(b) =a*xb*=a Xor =
e) Il faut rectifier la formule dans le document.
(ab)* = eXln(ab) — pxlna+xinb _ pxina y oxinb _ olna” y oInb*
Soit (ab)* = a* x b*
f) (QX)y — eyln(ax) — exylna = a*.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 13 (Renuméroter) pas 14 plutot 13

— oxln2 . _ o xn®) _ —xin2 . _ Byx — xined
a) f(x)=e ;b glx) =e"" =e ,c)h(x)—(g) =e %,

Exercice 14 (Renuméroter) pas 15 plutéot 14

V3in6 = ln6‘/§; In7™ = wln7; V2In5 = In5V2,

Exercice 15 (Renuméroter) pas 16 plutét 15

2) 227 =4x27%; b) (F; 0) 7 =49 x 77
ACTIVITE 10: Etude de la fonction exp, et propriétés de comparaison

e L’objectif de cette activité est d’étudier la fonction exponentielle de base a (limites,
variations et représentation graphique)
e Réponses aux questions de I’activité.
1. Soit f(x) = a* = e*™® D; =R.Ona: f(x) > 0 quelque soit x. De plus la fonction
exponentielle étant bijective, donc la fonction exp, est une bijection de IR sur ]0; +oo].
2. Limites en fonction de la valeur de a. Puisque a > 0 et a # 1, donc :
Poura > 1, lim a* =0et lim a* = +oo.
X——00 x—+00

Pour0<a<1, lim a* = +wet lim a* = 0.
X——00 xX—+00
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3.a) La fonction exp, est dérivable sur IR comme composée de fonctions dérivables sur R.

(expa(x))’ = (e*"?)’ = Inae*™®  Donc (expa(x))’ = lna X a*.

b)Pour 0 < a < 1,lna < 0:doncpourx €RR, (expa(x))’ < 0; d’ou la fonction
exp, est strictement décroissante sur R.

¢)Poura > 1,lna > 0: donc pourx € R, (expa(x))’ > 0 ; d’ou la fonction exp,
est strictement croissante sur R.

4. Tableau de variation :

Pour0<a<1 Poura >1

X —00 X —00

—o +oo
!
(expa(®)) - (expa () *
€XPq +o \ exp, / 400
0

0 5. Branches paraboliques :

exlna

X
e Si0<a<1: lim a* =+ et lim £ = lim
X——00

X——00 X X——00

. En posant X = xlna, ona:

X
lim —— = — oo. Donc la courbe de exp, a une branche parabolique de direction

celle de (OJ) en —co.

exlna
—— En posant X = xlna,ona:

. . . a* .
e Sia>1: lim a* =+4owet lim —= lim
xX—+00 x—+00 X X—+0o0

X
lim f = + oo. Donc la courbe de exp, a une branche parabolique de direction

X—>+oomx
celle de (OJ) en +oo.
6.2)a* = a¥ © e = Y% < xina = ylna & x =y.
b)Si0<a<1,ona:a*<a’ o e’ < e’ < xina < ylna
S x—y)lna<0
Sx—y>0carlna<0
S x>y,
b) Sia>1lona:a*>a” e > Y% & xlna > ylna & (x — y)lna >0
S @x—y)na>0 ©x—y>0carlna>0
S x>y,
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 16 (Renuméroter) pas 17 plutdt 16

Soit f(x) = 5% = e*"5,

Ona: lim f(x) =0; lim f(x) =+cet lim &
X——00 X—+00 x—+00 X

= 400,

La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

La courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oco.
Sens de variation :

Vx€ER,f'(x) =In5e*™5 > 0 donc f est strictement croissante sur R.
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Ona:

Exercice 17 (Renuméroter) pas 18 plutot 17

E, =IR. 2X9¥—5x3*+2=0o 2X 3% —5x3%+2=0.Posons X =3% X>0.
n2 -In4

Ona:X=2oux=2 Soit S = {—;—}.
4 n3" In3

Exercice 18 (Renuméroter) pas 19 plutot 18

Ey=IR. 2X9¥ —5x3*+2>0 & 2x 3% —5x3¥+2 > 0. Posons X =3% X>0.

Ona2X?—5X+2=0pour X =~ouX = 2. Soit x = 22 ou x = %,
4 in3 in3
5 \ . . —In4 n2
D’aprés le tableau de signes, on obtient : S =] — oo; s [u] s’ +oo[.

Exercice 19 (Renuméroter) pas 20 plutot 19

Ey =R 2 <27% & 2% <1 e <% < 2xIn2 < 0.Donc S =] — w;0].

Exercice 20 _(Renuméroter) pas 21 plutot 20

Ey =IR. 0,5* > 6 & x[n0,5 > In6 orIn0,5 < 0. Donc S =] — o0; - [.

Exercice 21

(Renuméroter) pas exercice 22 plutot exercice 23 a supprimer ici et a déplacer en
exercice de fixation de Pactivité 12

ACTIVITE 11: Propriétés algébriques et étude de la fonction puissance

e L’objectif de cette activité est d’étudier la fonction puissance (limites, variation et
représentation graphique) et d’utiliser les propriétés algébriques de la fonction
puissance.

e Réponses aux questions de I’activité.

(Modifier I’ordre des questions 1 et 2)
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1. Ensemble de définition : Ona :f (x) = x% = e*™ alors Dy = ]0; +oo[.

2. f(x)=x%= elnx® — galnx

3. f estdérivable sur]0; +oo[ comme composée de fonctions dérivable sur]0; 4-oo.
Vx €]0; +oo[, f'(x) = (alnx)'e®™* ; soit f'(x) = %x“ = qx® 1.

4. Signe de f'(x)
Pourx > 0,sia < 0, alors f'(x) < 0. Pour x > 0,si a > 0, alors f'(x) > 0.

5a)Sia >0, f(x) =x%=e%"™ Ona: lirp f(x) = +oet chir%f(x) = +o00.
xX—+00 -
>
b)Sia <0, f(x) =x% =¥ et liI_P f(x)=0et Lin(l)f(x) = +00.
xX—+00 —
>

6.a) Comme pour a < 0 lir+n f(x) = 0 donc la courbe de f admet une asymptote
X—+00
horizontale d’équation y = 0 qui est I’axe (OI).

b)Pour0 <a <1l,ona: lim f(x)=+cet lim L9 Jim x@ 1 = lim e@Dinx =g
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X—+00

car ¢ — 1 < 0. Donc la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OI) en +co.

c¢)Poura > 1,ona: lim f(x) =+oet lim IO — lim x@ 1 = lim e@ D% = 4 o5 car
x—-+00 x>+ X X—+00 xX—+c0

a —1 > 0. Donc la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +co.

7. Tableau de variation de f.

Poura < 0: Poura > 0:
x 0 x 0
+00 +o0o
JHO) — f'x) +
foo e fol
+
0 8. Courbe de la 0

. . 21
fonction f pour & prenant les valeurs respectives : — 353 ¢t V2.

/ (C_ % ) n
/ €D »
‘ e g €
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ACTIVITE 12: Etude des fonctions du type : x — (u(x))*

o L’objectif de cette activité est d’étudier les fonctions puissances du type x — (u(x))* (limites,
variations et représentation graphique).

e Réponses aux questions de ’activité

e Cette activité est traitée sous forme d’exemple.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 22 (Renuméroter) pas 23 plutot 22

1- F;2-V;3-V.

Exercice 23 (Renuméroter) pas 24 plutot 23. C’est I’exercice qui a été déplacé

o Soit f(x) = (2x — 1)'2. Revoir I’intervalle d’étude : pas ]0; +co[ mais dérivable
sur ]% ; oo,

e _
X

e Ona:limf(x)=0; lim f(x) =4ocoet lim +oo
X—+00 X—+00

1

x5
>

e Lacourbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

e Lacourbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
e Dérivée: f est dérivable sur ]%; +oo[ et Vx € ]%; +oof, f'(x) = 2v/2(2x — 1)V 1.
etf'(x) =0 sur]%; +oo[.

. . 1
e f est strictement croissante sur | > +ool.

e Ona: /

Exercice 24 (Renuméroter) pas 25 plutdt 24

a) gx) = \/7(—23—296)(1 + e—ZX)ﬁ ;1 b) g'(x) =In2(2x — e ¥)(x? + e7¥)n271
c) g’(x) =In2(3e* — e *)(3e* + e~¥)n2-1,

ACTIVITE 13: Primitives de u'u*
o L objectif de cette activité est de déterminer des primitives des fonctions du type u'u®.
e Réponses aux questions de ’activité
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(u(x))
a+

1. La fonction : x +— ——— a pour dérivée la fonction : x — (u(x))'(u(x))%.

(u(x)**t

2. Une primitive sur I de la fonction :x — (u(x))'(u(x))* est la fonction : x — —

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 25 (Renuméroter) pas 26 plutot 25

a) f(x) = (e¥)+"2 = (e¥)'(e*)!™? , donc une primitive sur R de f est la fonction :

(ex)1+ln2
X — =
1+ In2
b) g(x) = (1 —3e 3*)(x + e73¥)"1*m3 donc une primitive sur R de f est la
fonction : x +— e
’ In3 '

ACTIVITE 14: Croissance comparée des fonctions : x — Inx,x — e* et x —
a
x
e [’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la croissance
comparée des fonctions logarithme népérien, exponentielles et puissances et d’étudier
les limites sur la croissance comparée.
e Réponses aux questions de I’activité

lim 2% = Jim %% x2 = 0 (Poser X = x%)
xX—+00 X X-+o0 X
lim < = lim (—)"‘ X—5 =+ (Poser X = )

x—+00 X% X400 X

lim x%lnx = lim = XinX = 0 (Poser X = x%)
x;O X;»Oa

1

lim x%e™ = 11m e—x=0

X—+00 -
xa

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 26 (Renuméroter) pas 27 plutot 26

A 63x+1_ex eX E2JC+1
lim

3 = lm 3
x—>+00 Xx°—1 X—+00 X (1-

rl=te.

.I 216 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



111. DES QUESTIONS D’EVALUATION

e Question 1 : Comment déterminer I’ensemble de définition des fonctions du type
et®?

Solution de I’exercice non corrigé

g(x)= eﬁ. Dy =10;4[ U]4; +oo[

e Question 2 : Comment résoudre une équation comportant des exponentielles ?
Solution de ’exercice non corrigé
S={—V1 + In3;V1 + In3}

e Question 3 : Comment résoudre une inéquation comportant des exponentielles ?
Solution de ’exercice non corrigé

S =1 o0 = Z[U]Z; toof.

e Question 4 : Comment résoudre une équation du type ae?* + be* + ¢ =0?
Solution de ’exercice non corrigé

S = {In5}

IV. MES SEANCES D’EXERCICES
» Exercices de fixation
o Propriétés algébriques de la fonction exponentielle népérienne
Exercice 1
1.V, 2F; 3V, 4F; 5F; 6V, 7F; 8V; 9V
Exercice 2
A=3:B=1 C=3e:D=le;E=lezouE =

x+1

1/ F=5 3 _ g=2. 7=
6\/—, ~G=5%=125;H=—; 1

x=2"
Exercice 3

R=e%; S=e72%;T=e*;U=e*;V=¢"%%,
Exercice 4
2
a) In(e73)=-2:b)e™ 1 =2 ¢) e — 3¢ =222
d) eln* ‘1) +eIn(=2x+3) = 2 _ 2y 4 2.

e Résolution d’équations et inéquations comportant exponentielle

Exercice 5
a) S = { }5b) Sir = {In2};c) Sg =P ou{};d) Sig ={0};€) S = {——
) Sir = {0}

Exercice 6

—1+In3

}:

a) Sir ={0;In2};b) S;g ={0};c) S;g = {In2;In3};d) Sr = {In4}.
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Exercice 7

a) S =]

Exercice 8

a) Sir =] —0; 0] U [In2; 4+o0[; b) Sir = @; ¢) [In3; +oo[; d) Sjr =] — o0; In2].
e Résolution de systémes d’équations comportant exponentielle dans IR X IR

1+ln3

+oo[ ; b) Sip =]6; +00[ ; ¢) Stk =]7; +00[ ; d) Spp =] — 003 =3 [

Exercice 9
a) Srxir = {(In4;0)};b) Sirx1r = {(0;0); (In2; —In2)};
©) Sirxir = {(=5;3);(3; —5)}.
e Calcul de limites d’une fonction comportant exponentielle

Exercice 10
= lim (x? +e*) = 4o
x—>+00

. i — 4e%) = i _4ety _

5= 09 =l x(1- ) = =
2x_

= lim &2=0

x—+00 €3¥+1
= lim (x2—x+1)e™*=0
xX—+o

5—e™X

- lim — = —

x—>—00 1+€2%
2x

- e“t—-1

= lim =2
x>0 X
. xeX

= lim =
x—0e*-1

e Calcul de dérivées d’une fonction comportant exponentielle

Exercice 11
a) f(x)= (2x + 1)e™. f est dérivable sur IR et : f'(x) = e"‘(—Zx +1).

2%

b) g(x) = . g est dérivable sur IR\ {0} et g'(x) = m
1-x%e*
©) h(x) - T (1+xeX)?

= Calcul de primitives d’une fonction comportant exponentielle
Exercice 12

a) f(x) =2xe3** " gurIR; f(x) = %U'(x)eu("). Soit F une primitive de f sur IR.

Ona:F(x) _l€3X +1

b) 90 = e sur |0; +eo[ 5 g(x) = 1

Ona:G(x) = ElnIZx + e72*| — 1. De plus comme Sur ]0; +oo[, 2x + e~2* > 0 alors
G(x) = éln(Zx +e72%) — 1.

Soit G une primitive de g sur ]0; 4oo[.
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Exercice 13

a) a=1leth =—4.
b) Vx €IR, f(x) = e* — ;2:3. Soit F la primitive de f sur IR qui s’annule en 0.

F est sous la forme : F(x) =e* —41In(e* +3) +c,c € Ret F(0) = 0.
On obtient : F(x) = e* — 4In(e* + 3) + 4ln4 — 1.

> Exercices de renforcement/Approfondissement
Exercice 14

1. On vérifie que : P(1) =0 et P(-3) =0.
2. a) Ona:P(x)= (x — 1)(x + 3)Q(x). Donc P(x) = (x — 1) (x + 3)(x + 7)(x — 2).

b) Les solutions de 1’équation P(x) =0 sont : § ={1; 2; —7; —3}.
3. Les solutions de I’équation : e** + 7e3% — 7e?¥ — 43e* + 42 = O sont : S ={0; In2}.

Exercice 15
a) Démontrons que f est continue en 0.
Ona: Dy =IR. 0 € Dy. Calculons la limite de f en 0.

limx =0
lim £(x) = lim == = lim x X —— = lim x X - = 0 5’
= = _— = . -1 -1
lim £) =lim o = limx x s = limaox g = Ocard e, =11
x x-0 5 1
Comme lin(1) f(x) =0 = f(0) donc f est continue en 0.
X
b) Dérivabilité de f en 0.
X lirré -1=-1
. —fO) _ o Te® 1 -1 x>
lim 290 © — jiy = = Jim = lim = = —1 car o¥i1
x>0 x—0 x-0 X x—>01-e*  x-0&1 P E lim =1
x-0 X

Donc f est dérivable en 0.

Interprétation graphique : La courbe de f admet au point d’abscisse 0 une tangente de
coefficient directeur —1.

Exercice 16

1. 3* =1 E, =IRetxIn3 = Inl,donc:S={0}.

2. 2**1 =8 o E, = IRetxIn2 = 2In2 ,donc : S = {2}

3. 2 =31 o F, = Retxin2 = (x + 1In3 , donc: S = {—=—}
4.

32% = 23 & E, = IR et 2xIn3 = (In2)3x, donc : S = {0}.
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5. 3+3ZTX=9"4=>EV=IRet(3")2—2><3X—3=0.OnposeX=3xavecX>0.

Donc la solution est : {1}
6. (x+3)*=1e E, =] —3;+oo[ etxIn(x + 3) = Inl. Donc : S = {0; —2}.

7. 43 235 & Fy = IRet (x + 3)In4 > 5xIn3 . Donc : S =] — o0 2]
8. 2* <2 < E, =1RetxIn2 < —xIn2 . Donc: S =] — o0; 0].

In>-31l
9. 2x 1023 x 10— 5 =0 & E, = [Ret 10%*3 =2 Donc : S = {%}.

10.22"+3—3)(2"”1+1=0(:>EV—IRet8><(2")2 6x2*+1=0.
En posant : X = 2% avec X > 0. On obtient : 8X? — 6X + 1 =0.0na:X=§ouX=i
. Cela équivauta : x = =1 oux = —2. Soit S = {—1; —2}.

Exercice 17
a) lim ¥ = +oocarm > 1.

x—>+00
b) lim 1072* = 11m 1 (107 2)*=0car1072 < 1.

X—+00
¢) lim 5% = 11m ex IS = 4 oo,

xX—>—00 xX—>—00

. L : 13 . 1

d) lim 3*x= lim ex ~ =1car lim -=0.

x—>—00 x>—00 X——00 X

X X

¢ lim Z = lim 22 = llm x e*(1="5) Enposant: @ =1 —In5 < 0et X=xa,on

x—400 5% X——co XIN5 —+00

X
a:x=2X.Six— +00,alors X » —c0. Ona: lim LxeX =0.Donc lim X = 0.
a Xo—coa x—+00 5%
Exercice 18
1. f(x) = 5%+ 2x = e*"5 + 2x. Les primitives F de de f sur IR sont de la forme :

F(x) = éS" + x2 4+ c; c € IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = %5" +x2% —
1.

2.f(x) =5 ¥ = pHn5 s primitives F de de f sur IR sont de la forme :

F(x) = ln\/_\/— + c; c € IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = W_\/_
3.f(x) = 3% = 37% = ¢7*3, Les primitives F de de f sur IR sont de la forme :

1

1 L. -1
F(x) = 73 X3 T ¢3¢ €IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = 7 X
4f) =-m=— % e*(n3-In2) [ es primitives F de de f sur IR sont de la forme :
Fx) = — ln2 zx — + ¢; ¢ € IR. Une primitive F de f sur IR est :
F(x) = —— +e.

In3-In2 21+1
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Exercice 19
x
f6) =32

e Ensemble de définition de f : Dy = IR
e Ensemble de dérivabilité de f : IR
e Dérivée et variations de f : Ona: f(x) = xe

f est dérivable sur IR et f'(x) = e™™3(1 —xIn3). f'(x) =0 & x = %

—xIn3

. . 1 . . 1
f est strictement croissante sur | — oo; %[ et f est strictement décroissante sur | o +ool.

e Calcul de limite aux bornes de Dy.

-xln3 — —o0,

lim f(x) = lim == lim xe
x—>—00 x—>-03%  x->-00

(On pose X = —xIn3. Lorsque x - —,X — +ooetona: xliIP —%Xex = — )

lim f(x) = lim == lim xe ™" =0,
x—+0o x—+00 3 x>+
(On pose X = —xIn3. Lorsque x = +0,X — —oco et on a: Xlim —%Xex =0)
Interprétation graphique : La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale en +oo a la
courbe de f.

e Tableau de variation de f :

X —oo

JH0) ¥ b -
E)

e Représentation graphique de f: (Cf)

e

Exercice 20

1) f(x) = x+/x donc f'(x) =§\/§

s X , _1 ;Z—L—L
2) f(x) =3Vx=ux3 doncf(x)—3x3 = IT R
3) f() =gz = =xTdonc f'(x) = 3
) f@) =g =Tg=x3doncf 1) = o
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4) f(x) = VI + sinx donc f'(x) = e

3y (hsinn)”
5) f(x) \/1+X dOan(X)—m

Exercice 21

D) G =V o f() = x5 done f(x) = =

2) flo) = xe\/' © f)=x2 done f'(x) = (” <

3) fGo) = <=>f(x) = 7% done f/(x) = =

4) f(x) = (:; f(x) =x¢"173 donc f'(x) = (e — 1 — In3)xe~271n3,
Exercice 22
Les primitives de f sont les fonctions F telles que :

1. f(x)= —(:f(x)—x 2,donc: F(x) = ¢_

2. fx)=(@1 —x)_§ = —U’U_E,donc $F(x) = —5(1 —x)Vl1—x+c¢,c€IR
5 5
3. () =x(x? = 1): =5 U'Us,donc: F(x) = (x* = D22 —1+¢,c €IR.

1U’ 2 1
4, = =35, donc: F(x) = -3 +cc€eIR
fx) P S onc: F(x) m=toc
5. f(x) = —@f(x)—x 2,donc: F(x) = ——‘;-I—C,CEIR.

Exercice 23

x3 eX
1. lim —X—Ocar 11m = =+
X—+00 € o0 X

2. lim (¥ —x?) = llmx (——1):+oo

x—+00

3. llm (lnx —x%) = llm x (m—x - 1) —00,

2% exlnz xln2
4. lim —=0car lim — = lim In2 ><— = +o0. (En posant X = xIn2)

XxX—+00 X X—+00 x X—+00
e?x e?

5. lim ——Ocar 11m —><2 ——+00

x—+00 Inx o 2X
6. lim (x + 1)%e* = +oo

xX—+00
7. lim x(Inx)® = +o

x—+00
8. lim x3e* = 4+

xX—+0oo

X . ex X3 ex x3

9. lim = lim =X = 400 car llm — =+oet lim =1

x40 x3+1  xotoox3 T x3+1 o0 x3 x—+00 x3+1
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Exercice 24
1. Ensemble de définition et limites aux bornes :

Dy = IR* ou Dy =] — ; 0[U]0; +oo.

. . e?* . .

lim f(x) = lim — =0car lim e?* =0et lim e* —1=—1.
X——00 x——o00 e*—1 X—>—00 X——00

. . e?* . e* . x . 1
lim f(x) = lim = lim — = +4ocar lim e* = +ooet lim 1 ——==1.
X—+00 x—+oe¥=1  x—+too 1 x—+00 x—+00 ex
ezx ezx 1 627( 1

limf(x) =lim—— =lim— X = —oocar lim— = —oco et lim —= 1.
xaof( ) x-0eX-1  x-0 x e*-1 x—=0 x x>0 €1

< < < x <
limf(x) = lim -~ = lim ° X —— = +00 car lim - = +o0 et lim s = 1
imf(x) = lim = lim— X —— = 4+ car lim — = +oo et lim =1.
x—>0f x—0eX—1 x=0 x eX-1 x=0 x xo0 €71

> > > x > x
2. Ona:f(x)—(1+e¥) =——et lim [f(x) = (1 +e")] = lim L —o.
- X—+00

x>+ eX¥—1
Donc (T') :y = 1 + e* est une asymptote a la courbe de f en +co.

e

Position de (C) et de (T') :

f)—A+e*)>0=e*-1>02e*>1 x>0.
Donc, (C) est au-dessus de (I') sur ]0; +oof, et (C) est en dessous de (I') sur ]—oo; 0[ .
3. Variations de f et représentation graphique :

1y — €KX ) o N x o
VXEDf,f(X)—W. f'(x) =0 & e* —2.Soitx = [n2.

f est strictement décroissante sur ] — oo; O[ et sur ]0; [n2].
f est strictement croissante sur ]In2; +oof.
Tableau de variation de f:

x —o0 n2 +o0
JE9] - - +
0 +oo +00
—oo | 4
Représentation graphique :
g =2

. , _ e
M:y=1+e* Soitg(x) =1+e* .Ona: XLITOQQ(X) =toet lim =
lim g(x) =1
X—>—00'
(I') admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
(T') admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en —oo.

=+ donc:

g'(x) = e* > 0et g est strictement croissante sur R.
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Exercice 25

Partie A

1- Calculons les limites : lirp gx) =—cet lim g(x) = 1.
X—+00 X—>—00

2. Dérivée g'(x) : Vx €IR, g'(x) = —x(2 + x)e*.
3. Sens de variation et tableau de variation de g:
g est strictement décroissante sur | — c0; —2[ et sur |0; 4-oo[.

g est strictement croissante sur | — 2; 0[.

Tableau de variation de g :

X —o -2 0 +oo
g - [ - ] +
glx) |1

\He_z / ! \%

4. g est continue et strictement décroissante sur ]0,7; 0,71[ , donc g réalise une bijection de

10,7;0,71[ sur g(]0,7;0,71[). Ona: g(0,7) = 0,01 et g(0,71) = —0,025.

Comme g(0,7) X g(0,71) < 0, donc I’équation g(x) = 0 admet une solution unique «
telle que :

0,7 <a<0,71.

5. Signe de g(x) :

g(=2) ~ 0,45 > 0.

g(—2) est le minimum de g sur | — oo; 0[, donc Vx €] — 0; 0[,g(x) = g(—=2) = g(x) > 0.

g est continue et décroissante sur ]0; +oo[ et a €]0; +oof.
Soit x €]0; a[= x < a d’ou g(x) > g(a) or g(a) = 0 donc g(x) > 0.
Soit x €]a; +o[= x > a d’ou g(x) < g(a) or g(a@) = 0 donc g(x) < 0.

En conclusion : {

Vx €] —oo;af,g(x) > 0.

Vx €la;+oo[,g(x) >0

.II 224 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D




Partie B :

1. Variationde h: h(x) = 1+ xe* et D, = IR.

o Dérivée h'(x) de h(x): h est dérivable sur IR et h'(x) = (1 + x)e”*.

o Signe de h'(x) etsens de variationde h : h'(x) =0 & x = —1 care® > 0.

Donc V x €] — oo; —1[, h'(x) < 0 donc h est strictement décroissante sur | — oo; —1].
V x €] —1;+40o[,h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur | — co; —1][.

e Signe de h(x) : D’apres le tableau de variation de h, h(—1) est le minimum de h sur IR. Or
h(-1)=1-e"1=0,63>0.DoncVx €IR, h(x) > 0.Doncx €IR, 1+ xe* # 0;
d’ou Dy =1R.

2.0na: xlir}lwf(x) = —oo et xl_i}rp(ﬁf(x) =0.
Interprétation graphique: Comme xl—i>IPoo f(x) = 0, donc la courbe de f admet une asymptote

horizontale d'équation y = 0.

. . 7 _ g
3. a) Démontrons que : Vx €IR, f'(x) = Txey
L. B _ 1(+xeM)-(eF+xeMx _ 1-x’e* _  gx)
f est dérivablesur IR etV x € 1R, f'(x) = o) = oxe = Gae

b)Vx €EIR, f'(x) = (13;(:;))()2 , donc le signe de f'(x) est celui de g(x) carV x € 1R,
(1 +xe¥)?>0.

Vx €l—oo;al, f'(x) >0
Donc : { I [ f, )
Vx €]a;+oof,f'(x) <0
f est strictement croissante sur | — oo; a[ et f est strictement décroissante sur ]a; +oo[.

Tableau de variation :

X —o o +ow

100 + ] -
0 I f(@) _
— 0

4. Démontrons que la droite (A) :y = x est asymptote a (Cs) en +00.

et lim —x%e* =0
i — = i = xX——0
et xllrpw [f G = (] xllr}lw 1+xe* 0 car lim 14 xe* =

X—>—00

—x?e*

Ona: f(x)—(x)=

1+xe*
Dongc, la droite (A) est asymptote oblique a (C) en +oo.
5. Calcul et encadrement de f (@) :
¢ f (0() = 1+ae®
e Encadrons f(a) : on obtient : 0,29 < f(a) < 0,30.
6. Représentation graphique de (Cr) :

_ a_1 -
org(a) =0= ae®* = - Donc, f(a) = v

a
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Partie C :
1.a) Justifions que k est une bijection

Vx € [a;+oo[, k(x) = f(x). k est donc continue et strictement décroissante sur[a; +oo] ;

donc k réalise une bijection de [a; +oo[ sur k([a; +o0]) = ]0 1+a]

b) Tableau de variation de k= : Les fonctions k et k™! ont le méme sens de variation.

x 0
(k1) () -

Kl(x) |+
* \ a

2
— o a
2.a) Prouvons que k™1 n’est pas dérivable en Py

Ona: k() =-==x=a.0n k(@) =) = =22 = 0 car g(a) = 0.

(1+ae%)?
2
On conclut que : k™1 n’est pas dérivable en 1‘1—“

b) Calcul de k(1) et prouvons que k= est dérivable en 1—;

S or - —— # 0, donc la fonction
(1+e) (1+e )

Ona: k(l)—f(l)——etk D=fO=—xF

1 1 _ 1 (a+e)?
k=1 est dérivable en— et (k™ )(1+e)_ =

(1+e)*

c¢) Tracé de (Cp-1)

La méthode consiste a tracer la premiére bissectrice (la droite d’équation (D) : y = x) eta
construire suivant I’intervalle donné, I’image de la courbe (Cy) en utilisant la symétrie axiale
d’axe (D).
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Exercice 26

1. Sens de variation de h :
Ona:h'(x) =1+ %ei et h'(x) > 0,donc h est strictement croissante sur IR.
2. Calcul des limites :
Ona: lim h(x) = —wet lim h(x) = +oo.
X——00 X——00

3. hest continue et strictement croissante sur IR en particulier sur | — 0,71; —0,7[. De plus:
h(—0,71) = —0,0088 et h(—0,7) = 0,0047. Comme h(—0,71) x h(—0,7) < 0, donc
I’équation h(x) = 0 admet une solution unique a appartenanta | —0,71; —0,7[.

4. Justifions le signe de h(x) sur IR.

h est continue et croissante sur IR avec h(a) = 0.
Six €] —w;a[= x < a,d’ou h(x) < h(a);orh(a) = 0,donc h(x) < 0.
Six €]a; +oo[= x > a, d’ou h(x) > h(a); or h(a) = 0,donc h(x) > 0.
En conclusion : {V x €] — ool h(x) <0
V x €]a;+oo, h(x) > 0.
Partie B :

1.a) Démontrons que : f(a) = =2 —a — g.
Ona: f(a) = a+ 4)e7% —a;orh(a) =0= e% = —i.
. 1 4
Par suite : f(a) = a +4) (—;) —a=-2-a-_.
e Encadrementde f(a). Ona: 4,3 < f(a) < 4,4.

X
2.a) Calcul de f'(x) et démontrons que f'(x) = —h(x)e 2
f est dérivable sur IR et f'(x) = —xe 2—1.0na: f'(x) = —e 2 (x + eE) =—h(x)e z.
b) Variations de f
f est strictement croissante sur | — oo; o[ et strictement décroissante sur ]a; +oo].

3.a) Calcul de limites en —co et interprétation graphique :

Ona: lim f(x) =—coet lim UCISY
X——00 xX—o—0 X

Interprétation Graphique : La courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction celle de
(OJ) en —oco.
b) Limite de f en +00:Ona: lirP f(x) = —oo.

X—+00

¢)Ona: f(x) —(—x) = (2x + 4)e_Jz£ et xl_i)r_noo[f(x) — (=x)] = 0. (On peut développer

(2x +4)e 2 et effectuer un changement de variable en posant X = — E.) Donc (A) est
asymptote oblique a (Cy) en +oo.
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4.a) Tableau de variation :

X
£ + [0 -
f(x) P (O

b) Construction

|

I

Exercice 27

Partie A
l.ayOna: lim f(x) = —2, donc la courbe (C) admet une asymptote horizontale
X—>—00
d’équation : y = —2.
b) 11 suffit de développer f(x) , puis mettre xe?* en facteur.
c¢) En utilisant la derniére forme de f(x), on obtient : lir+n f(x) =+ooet lirP % = +o0.
X—+ X—+00
Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo .
2. a) Démontrons que f'(x) = 2xe*(e* — 2) . (Il faut rectifier dans le manuel car erreur)
f dérivable sur IR et f'(x) = 2xe?* — 4xe* = 2xe*(e* — 2).
b) Tableau de variation de f:

x —00 0 n2
+00
f'x) + [0 - [ o +
ol T
-2 f(n2)

f(0)=15etf(ln2) =1,2
3. a) Démontrons que la courbe (C) coupe 1’axe (OI) en un point d’abscisse a.
e f estcontinue et strictement croissante sur | — oo; 0[ , donc f réalise une bijection de
] —o0;0[ sur] — 2;1,5[. Comme 0 €] — 2; 1,5[, donc la courbe (C) coupe I’axe (OI)

en un unique point d’abscisse a (o € ] — 00; 0[ ).
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e Sur]0; 4oo[, f admet un minimum en In2 qui est f(In2) = 1,2 > 0. Donc la courbe

(C) est au dessus de 1’axe (OI). Il n’y a pas de point d’intersection de (C) avec (OI).
e On conclut que (C) coupe I’axe (OI) en un unique point d’abscisse « tel que a € | — oo; 0].
b) Démontrons que : a €] — 1,7; —1,6][.
Ona:]—1,7;—1,6[c] — o;0[, donc f est strictement croissante sur | — 1,7; —1,6][.
Deplus: f(—1,7) = —0,10 et f(—1,6) = 0,014. Comme f(—1,7) X f(—1,6) < 0, donc
a€]—-1,7;-16[.
4.a) Tracé de la courbe (C) :

b) Nombre de solution de 1’équation (Ey) :f (x) = k.

- Sik < —2, alors I’équation (Ej) n’admet pas de solution ;

-Sik €]—2;1,2[U]1,5; +oo[ , alors 1’équation (E) admet une solution unique m (m € IR) ;

- Sik €]1,2;1,5[ alors 1’équation (E}) admet deux solutions réelles.

5. a) H est dérivable sur IR et H'(x) = f(x) + 2. Donc H est une primitive sur IR de la

fonction : x — f(x) + 2.

b) Déterminons F, la primitive de f sur IR qui s’annule en —1.

Ona:H'x)=f(x)+2>=>f(x)=H'(x)—2,donc F(x) =H(x) —2x +c,c €IRet F(—1) = 0.
x 1 17

Donc : F(x) = (;— ;) e?* +4(2 —x)e* + 2x -5

Partie B :

1. a) Ensemble de définition de g : Dy = [0; +oof.
b) Justifions que : Vx > 0, g(x) = f(Inx).

Ona:Vx >0,e2"% = y2 et e"* = x, d’ou: f(Inx) = (lnx -1

E) e?* — 4(lnx — 1)e™* — 2
= Inx(x? — 4x) —é(x2 —8x +4)
Donc : Vx > 0, g(x) = f(Inx).
2.a) Etude de la continuité de g en 0.
Ona: chiga gx) = )l(ig(l) f(nx) = Xlim f(X) = —2 (d’apres le résultat de la question 1 de la partie A).
> >
Comme Li_r}r(l) g(x) = —2 # g(0) alors la fonction g n’est pas continue en 0.
>
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b) Etude de la dérivabilité de g a droite en 0.
lim £979© _ ;40 _

x-0 x-0 x>0 x
> >

Interprétation graphique : La courbe (Cy) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente

—o0. Donc, la fonction g n’est pas dérivable en 0.

verticale.
c) xlir:lmg(x) = +4ooet xl_i'r:lm% = 400,
Donc la courbe de g admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
3. Variations de g et tableau de variation de g
Vx>0,9'(x)=(f(nx)) = (Inx)' x f'(Inx) ; donc Vx>0, g'(x) =2(x —2)Inx.
g est strictement croissante sur ]0; 1[ et sur |2; +oo] .
g est strictement décroissante sur |1; 2.
Tableau de variation :

X 0 1 2 +oo
g [] + b - b +

9(x) (1) oo
o — T iy —

g(1)=15etg(2) =4—-4In2 = 1,2.

4.a) Encadrement du point d’intersection de (Cy) avec I’axe des abscisses

(C4) coupe I’axe (OI) implique que g(x) = 0 & f(Inx) = 0,donc Inx = a. Soit x = e®.
Ora €] —1,7;—1,6[. D’ou: e* €le”7; e 10.

b) Construction de (C,) et de la tangente en 0.

Exercice 28
Partie A
1. lim f(x) = lim 2%¥(2—2%) = —wet lim f(x) = lim (e®+Din2 — gxinty = ,
x—+00 x—-+oo X—>—00 X——00
Comme lim f(x) = 0, donc la courbe (C) admet une asymptote horizontale en —oo
xX——00
d’équation y = 0.
22)Ona: f(x) = 251 — 4% = 2%(2 — 2%) = e¥I"2(2 — e¥I12),
b)Ona: f'(x) = 2 In2 e¥"?(1 — e*"?),
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Vx € R, 2 In2 e*™2 > 0, donc le signe de f'(x) est celui de 1 — e*"2,
c) Tableau de variation de f:

x —o0 0
“+o0
f'(x) + 0 -
0N IO

3. Représentation graphique :

F0)=1£(-1) =3;£(1) = 0;f(2) = 8.

Partie B
Numéroter 1. Résolution graphique :

(Ep:f(x) = % ox~-—-loux= % Donc S = {—1;%}.
(E):if(x)=—2x= ; Donc S = {;}.
2. Déterminons les solutions exactes de (E;) et (E;)
(ED: fx) = 3 © 2% x 2 —2%% — % = 0. Posons X = 2%, donc (E;): —X2 + 2X — % =0

In3

Donc:S={— 1——1}
(Ey): f(x)=—2(:>2"><2—22x+2=0. Posons X = 2%, donc (E,): —X? +2X +2 =
Donc:S:{w}.

. in2
Exercice 29

1. F;2.V;3.F;4.F
Exercice 30

2) S={n3;0)}; bS=0; 0©S={IC)E)};

—1+ [1+44(e3tn7) -1+ [1+44(e3tn7)
In(

d)S=={(1 +In7 + 2In(—, ) ~In(——, )
¢ S= {(ln (6 \/_6)’1n (6+\/_6)) (In (6+\/_6) (6 \/_))}
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Exercice 31
l.a) On a: P(1)=0. Donc 1 est une racine de P.
b)S ={1;2;-3}
2. Déduis les solutions dans IR de I’équation :
a) S={0;In2}
b) S=[0;[n2].
Exercice 32
1. B;2.C;3.A;4.B
Exercice 33
f(x) = e7™*_ D, =]0; +oo[. Notons (C) la courbe représentative de f.

o;{in& fx) = Xlim eX = 400, donc (C) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
| —+00

. x>l_i)r+noo flx) = Xl_i}r_nw e*X = 0, donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.
e Dérivée et sens de variation :
f est dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) = —ie‘l""‘ Ore™'™ > (et —i < 0 sur ]0; +oo],
donc f'(x) < 0. Par suite, f est strictement décroissante sur ]0; +ool.
Tableau de variation de f:

X 0
+0o0
Ji€3) -
o) fro—ouor
0

Représentation graphique :

Exercice 34
1 eX4+1-1 3eX
. Vx €IR, f(x) = 3(1 _e"+1) - 3( eX+1 ) T e¥41
2. Les primitives F de f sur IR sont : F(x) = 31In(e* + 1) + ¢,c € IR. Or, F(0) = 0 donc la
primitive cherchée est : F(x) = 3In(e* + 1) — 3In2.
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Exercice 35
a) 5% —57% = 6. Posons : X =5%, X >0 alors 57% = 2 Onobtient: X2 —6X—1=0.

X
b

3\2 2
b) 4% +6% =9 & exind 4 exln(4><%) - exln(4><(5) ). Soit 1 + exln(%) - exln(%)

In(3+V10)
In5

S={

Posons : X = exln(%), X >0.Onobtient: X? —X —1=0.A=5.
1+/5.
S- {l"l(né) )
Exercice 36
Etude et représentation graphique de fonctions :
I. f(x) =x%5.0na:f(x)= xi= Vx3.
Dy =[0,+oo[. f(0)=0et xl_i)r+nwf(x) = +oo. De plus xl_i}rpmg = 0. Donc la courbe
représentative de f admet une branche parabolique de direction celle de (Ol) en +co.
f est dérivable sur ]0, +oo et f'(x) = zx—o,zs. f est strictement croissante sur ]0, +oo[.

Tracé de la courbe représentative de f :

2.f(x) = (0,5)*.Ona: f(x) = e*n05

Dy =IR. f(0)=1; lim f(x) =+ et lirP f(x) =0.Deplus lim % = o0,

X——00 x-+00 x——00
Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ)
en —oo et une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oco.
f est dérivable sur IR et f'(x) = In0,5e*"%5 = [n0,5(0,5%); or [n0,5 < 0. f est donc
décroissante sur IR.
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Tracé de la courbe représentative de f :
T N

\

\

S

¢ -3 -2:-1.4d i1 X

3f(x) =2*—2.0na: f(x) — eXIn2 _ 9
Dy =IR. f(0) =—1; lim f(x) =—2et lim f(x) = +oo. Deplus,
X——00 X—+00

lim 22 = 4o
x>+ X
Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction celle
de (OJ) en +oo et une asymptote horizontale d’équation y = —2 en —oo.

f est dérivable sur IR et f'(x) = 2e¥"2 = 2(2%) = 2**1, Or f'(x) > 0, donc f est
croissante sur IR.
Tracé de la courbe représentative de f

Exercice 37
e* -3
fl) = er—1
1. Ensemble de définition : Dy = IR * ou Dy =] — oo; 0[U]0; +oo].

2. a) xl_i)IIlmf(X) =3et xl_i)lllmf(x) =1.
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Interprétation graphique:
Comme lim f(x) = 3, donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 3
X—>—00
en —oo,
Comme lir+n f(x) =1,donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +oo
xX—+00

b. }ciér}]f(x) = +ooet }cig?)f(") = —co.

Donc (C) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

3. a) f est dérivable sur IR * et f'(x) = 207

(e*-1)*
f est strictement croissante sur | — oo; [ et sur ]0; +oo].
b) Tableau de variation de f:

X —00 0
+o00
') + +
f) +
X . / /
3 —00

4. Tracé de la courbe de f

Exercice 38
Partie A
P (x)=2e%* —5e* +2
1. Les solutions de I’équation P (x) = 0 sont: {%; 2}.
2. Ona:P(X)=2X2—5X+2= Z(X—%)(X—2);doncP(x)=Z(e"—%)(e"—Z).
En dressant le tableau de signes de P (x)= 2 (e" - i) (e* — 2), on obtient le résultat

demandé.
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Partie B

f(x):2x+1+ex_1
1. Ensemble de définition : Dy = IR *= ] — 00; 0[U]0; +oo[
2. a) lim f(x) =—ooet 1irll f(x) = +oo.
X——00 X—+0oo

b) }Cig% f(x) =—oet }(i_r)r(l) f(x) = +oo.
< >

Donc la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

eX  _ 2(e¥-1)’-e* _ 2e?*-5e¥+2 _ P(x)

3. a) f estdérivable surIR *et f'(x) =2 —

b) Signe de f'(x)

P(x)
(eX-1)2’

fllx) =

or (e*¥ — 1)% > 0 donc le signe de f'(x) est celui de P(x).

V x ] = 00; —=In2[U]In2; +oo[, f'(x) > 0

D’apreés question 2 de la partie A: { Vx]—n2; 2], f'(x) < 0

c¢) Tableau de variation de f

- (X1’ T (e*-1?

x —0 —In2 n2 +o
f'(x) + o - - | o +
0 f(=In +o0 +o0

—oo — Q\‘_oo ‘ S f(n2) —

f(=In2) = -2 —2n2; f(In2) = 1 + 2In2.
4a)Ona: f(x)—2x+1) = L et lim [f(x) — 2x+ 1)] = lim
eX—1 x>+ x—+00
droite (D) d’équation y = 2x + 1 est asymptote oblique a (C) en +oo.
b) Position relative de (C) et (D) sur ]0; +oo].

Ona: f(x) — 2x+1) = —

ex—-1’
sur 0; +oof.

e¥—1

T (e

= 0. Donc la

Or, sur ]0; +oo[, e* — 1 > 0. Donc (C) est au-dessus de (D)

52)Ona: f(x)—(2x) =1+ —L et lim [fx)—(2x)] = lim 1 +ﬁ = 0. Donc la
X—>—00 X—>—00 -

eX—1
droite (D”) d’équation y = 2x est asymptote oblique a (C) en —oo.
b) Position relative de (C) et (D) sur | — oo; 0[.

. _ 1 e
Ona: f(0) - @0 =1+ =2
est en dessous de (D) sur | — oo; 0[.

6. Construction de (C), (D) et (D”)
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_ be* _ (ax+b)e*—ax _ 1 _ (2x+1)e*-2x
7.a) f(x) =ax+ it f)=2x+1+ prorie Par
identification, on obtient: a = 2 etbh = 1.
b) Primitives F de f sur ] — o0; 0[
OnaVx €] —o0;0[ f(x) = 2x+ej—i1,donc F(x) =x%>+Inle*—1|+¢, c €IR.

Ore*—1<0sur | —o0;0[. Donc F(x) =x?+In(1—e*) +¢, c €IR.
o)F(-1)=1&c=1-In(e —1)donc: F(x) =x%+1In(1—e*)+1—In(e — 1).

Exercice 39 :

f(x) = x?e™*.
1. Dérivée : f est définie et dérivable sur IR et f'(x) = x(2 — x)e™*.
2. Ona: xlir}lwf(x) = +oo et xlirllmf(x) =0.

Tableau de variation de f :
[

—o0 0 2 +om

X
f') - 0 + { : -
f(x) | +oo 4e”
\,, 0 \' 0

3. Tracé de la courbe de f :

-

B
[

o
——
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4. Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = — g eg. Soit @ un nombre réel de I’intervalle
I =[-1;0].

Démontrons que f(a) = f(2) & g(a) = a.

f(@) = f(2) équivaut a : a?e™% = 22¢7% & a? = 4e~2e* . Soit a? = ;ize“.

Dot (@?): = (e,
|a |=§e% ora < 0donc a= —Se% = g(a). Par conséquent : f(a) = f(2) © g(a) = a.
5.a) Démontrons que g(I) est inclus dans I.
g est continue et dérivable sur IR en particulier sur I. Donc : g'(x) = —ie%. g est donc
strictement décroissante sur [.
I=[~1;0]alors g(1) = g([~1;0]) = [->; —%e_%]. Soit g(I) = [—0,73; —0,69].
Comme —1 < —0,73 < —0,69 < 0 alors g(I) est inclus dans /.
b) Démontrons que | g'(x)|< i.

1 _x -1 X L1 2L 1 X 1
VxEI,—leSOdonc—;S;SO(:)ez < ez <1.Son—;ez >—;ez >—;.
Comme Vx € I, —% <g'(x)< é ;donc Vx €1, |g' ()] < %

¢) Déduisons que : Vx € I, |g(x) — «a ‘S §| x—al
On sait que Vx € I, |g'(x)] < é et g étant continue et monotone sur /, d’apres le théoreme
des accroissements finis, on a : |g(x) —g(a) ‘s §| x — a|.
Org(a) = a,donc: |g(x) —a |S §| x—al.
6. a) Démontrons que |u, — a |S ein| uy — al.
Ona:uy; = g(uy)etu, €L Enposant: x = u, ona: g(x) = g(u,), donc :
lgt) —al <= Ix—al & |gu) —al <= Ju, —a
Soit |upyq — | < i |lu, — af
Par itérationon a : |u; — a| < é |lup — a|

1
luz —al <2 Juy —a

1
ftn =l < Jun-1 — al
En faisant le produit membre a membre des n inégalités ci-dessus et aprés simplification

on obtient : |u, — a| < (i)" |lug — al , donc |u, —a| < einluo —al.

/ . 1
b) Déduisons que : |u, — a| <o

. 1 1 1
Onsaltquelun—alSg—n|u0—a|;or—1SaSOetu0:—E:—ESuo—aS

N R

. 1 1 1 1
Soit [ug — a |< 7 Donc |u,, — a| < = X E,danc: |lu, —al < Zom

—6 1 6. . 106
o) luy —al <1076 == < 10 ,501tn21n(—):>n213,12.
2en 2
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Soit n = 14. Le plus petit entier naturel cherché est : 14.

» Situations complexes

Exercice 40
Pour répondre a la préoccupation du styliste, je vais utiliser les fonctions exponentielles.
- Je détermine d’abord le chiffre d’affaires annuel en 2010
- Je détermine ensuite le nombre de magasins correspondant au chiffre d’affaires a
atteindre
- Enfin, a partir de la représentation graphique de la fonction f, je détermine 1’année.
e Chiffre d’affaires annuel en 2010
Soit C, le chiffre d’affaires annuel en 2010. On a pour 5 magasins,
C, =164 000 x 300 x 5 F =246 000 000 FCFA.

e Je détermine ensuite le nombre de magasins correspondant au chiffre d’affaires a
atteindre

Soit y le nombre de magasin correspondant au chiffre d’affaires de 3 936 000 000 FCFA. On
3936000 000X 5

a:y = = 80 magasins.
Y 256 000 000 g

e Représentation graphique de f et détermination de I’année
f est continue et dérivable sur [0; 20]. Soit f'(x) = (1 + 0,2x)e®?*~1,
Sur [0; 20], f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 20].

Tableau de quelques valeurs :

X 0 |4 8 10 14 15 20
f(x) |5 [8,27]18,57 32,18 | 89,69 | 115,83 | 406,3
Représentation graphique de f(x) = 5 + xe%2*~1
E
/
!
/
J
/
o
)
/ '
7
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Echelle : sur (OI) : 1 cm pour 2 ans. Sur (OJ) : lem pour 10 magasins.

Graphiquement, pour f(x) = 80, alors x = 13,55.

Je peux donc affirmer que le chiffre d’affaires sera supérieur a 3 936 000 000 FCFA aprés
14 ans. Donc I’année correspond a 2024.

Exercice 41

Pour déterminer I’heure du crime, je vais utiliser les fonctions exponentielles. Je vais :
- Résoudre des équations comportant des exponentielles pour déterminer les constantes
Acetk.
- Résoudre une équation comportant exponentielle pour déterminer la durée écoulée
apreés le décés ( t en heures).
- Conclure en déterminant I’heure exacte du crime.

e Détermination de A et k
- Soitt = 0, le moment ou le médecin légiste prend la température du corps ; on a :
f(0) =32 & Ae® + 20 = 32. Soit A = 12.

- Soitt = > le moment ou le médecin légiste prend a nouveau la température du corps ;

ona:

: -3 : 11
f(E) =31 & 12¢72" + 20 = 31. Soit k = —2In(3).

11
Finalement on obtient la fonction : f(t) = 122Gt 4 20

e Durée écoulée apres le décés ( t en heures).
Soit At la durée ou le temps avant ’arrivée du médecin légiste c’est-a-dire avant le décés.

11 InZ
Ona: f(At) = 37 & 122G 4 20 = 37. Soit At = ;(1123). Donc : At = —2h.
n

Iy a donc 2 h écoulées avant la prise de température du corps.
On peut conclure que le crime a été commis ce mercredi 01 Avril a 8 H.
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NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

LA SITUATION D’APPRENTISSAGE
Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions

du type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éleves

Contexte Ou et a quel moment se Dans un lycée apres
déroule la situation ? observation d’une ceuvre
d’art réalisée par un ancien
¢éleve de terminale.
Circonstances -Qu’affirme I’auteur de cette | Il affirme avoir utilisé une
ceuvre? similitude directe pour
construire le tableau.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident d’étudier les

éleves de terminale D de
I’année en cours ?

similitudes directes et de
construire des figures.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et
présentera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout
le déroulement de la legon.

I1. DECOUVERTE DES HABILETES
ACTIVITE 1 : Nombres complexes, distances et angles

e L’objectif de cette activité est de savoir calculer des distances et des mesures d’angles
orientés en utilisant les nombres complexes.

e Réponses aux questions de I’activité.

1) a) z;=1+i

b) AB=2
) mes(z?;@):%Jern [keZ]

2) a) (E;CT)):(E;aHﬁ;cT)):(ﬁ;@)—(ﬁ;ﬂa).
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b)
mes(ﬂi’;@)=mes(ﬁ;@)—mes(ﬁ;ﬁ)+2k7z [k GZ]
=arg(z, -z, )—arg(z; —z,)+2kz [k eZ]

= arg(ﬂj +2kx [k € Z]

Zp—2z,

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1
) zz=2z,—z,=1+i

2) AB=|z,-z,|=+2

3) Mes(ﬁ;ﬁ):%.

Exercice 2
a) Dans I’énoncé, prendre z, = 2-i3 et z,=-1 N
mes(15:CD) - g{;

Zp T2y

J+2kﬁ_arg[;+fij+2kﬂ—Z+2k7r (kez).

b) mes(AT?;@) —arg[zD_ZC]+2k7z—arg[;+\/2g ‘]+2k7r—§+2k7z, (kez).

ZpTZ4
Exercice 3

Mes(ﬂ?;ﬂ?)=—%

ACTIVITE 2 : Caractérisation complexe de points alignés.

e L’objectif de cette activité est de pouvoir justifier I’alignement de trois points en utilisant les
nombres complexes.
e Réponses aux questions de I’activité.

1- A, B et C sont alignés < mes(ﬂ?;z’) =kx [k S Z]

= arg(ﬁj =kx [k S Z]

Zp—Zy

Zo—2Z,

2- Prendre dans 1’énoncé.

ZpT 2y

Z.—2Z .
A#C alors =4 cR
Zp T2y
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 4

" b-a 1
c—-a 2
b—a

2- € R alors les points A, B et C sont alignés.

c—a

ACTIVITE 3: Caractérisation complexe des triangles particuliers.

e L’objectif de cette activité est d’utiliser les nombres complexes pour caractériser des triangles
particuliers.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1- ABC est un triangle isocele en A et mesA =« (a *km, ke Z)

Zo—2Z,
Zp— 2y

=1.

a) ABC est un triangle isocele en A alors AB = AC, ce qui donne

b) mesA=a (0<a<r),onaalors arg(zC_ZA]:a+2kﬂ ou arg[zc_z"j:—a+2k7z

Zp T2y Zp—2,

avec [k € Z]

“Z4 ZcTZ4 _ & Zc T2, —ia

. Z,
¢) La forme exponentielle de —< est donc ou —~==¢
Zp—Zy Zp—Zy Zp T2y

2- ABC est un triangle équilatéral.
_AC_
AB

a) Ze T2 1

Zp T2y

b) arg(ZC_ZAj=mes(E‘;ﬂ3)=§+2kﬁ ou arg(zc_ZAJ=mes(R‘;ﬂ3)=—§+2kﬂ'

ZB - ZA ZB — ZA
avec [k € Z].
Zc—2 iZ Zo—Z -iZ
c) Les résultats précédents permettent d’avoir : <“—4 =¢ 3 ou “—4L=¢ ?
Zp =2y Zp =2y

3- ABC est un triangle rectangle en A
a) (AB) L (AC) =3 mes(E;E') =%+kﬂ' [k S Z]

Zp T2y

@arg(ﬁj=%+kﬂ [k EZ]
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Z.—z
b) On en déduit que ~“—4 iR".
Zp—Zy

4-  ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

ABC est un triangle rectangle alors d’apres la consigne 3,

Zp T2y ZpTZ4
avec beR".
. . by \ . -z
Le triangle ABC est isocéle en A alors d’aprés la consigne 1, [<<—24|=1 et
Zp—Zy
Z.—2Z .
€ A=l olib=1eb=1cb=1 ou b=-
Zp—Zy
. . L - s ZcT24 _ ;.  ZcT 2y ;
Ainsi, ABC est un triangle rectangle et isocele en A équivaut a =i ou =—i.
Zp T2y ZpTZy

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 5

Zp—2Z

1) mes(ﬂ?;AC) arg( ]+2k7r arg(- 3z)+2kﬂ——5+2k7r[keZ]

B A

2) On en déduit que le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice 6
1 b-a l &
c—a 2 2
1 i -i%
2) b-a 5 £ =e 3, alors le triangle ABC est équilatéral.
c—a

ACTIVITE 4 : Caractérisation complexe de 1’angle droit.

e L’objectif de cette activité est d’utiliser les nombres complexes pour justifier I’orthogonalité
de deux droites.

e Réponses aux questions de 1’activité.

) (AB)L(CD)@mes(E;FD)z%H’m [keZ]

z
@arg(
Zp T2y

LZC]:%HW [kez].

2) Prendre Zp7 ¢ jans 'énoncé.
—Z
A
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. Zp—Zp oo
On en déduit que : =2—C &/R".

Zp—2Zy

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 7

D

c—a 1,
=—i

b—a 3

c—a

2) ciR’ alors (AB)i(AC)

-a
ACTIVITE 5 : Caractérisation complexe de points cocycliques.

e L’objectif de cette activité est d’utiliser les nombres complexes pour justifier que quatre
points sont cocycliques.
e Réponses aux questions de I’activité.

1

~

On justifie

mes(a;a?):mes(m;m)+kﬂ<:>arg[zﬁ_zcj:arg(zg_zD]+k7r [keZ]

Z47 2 47 Zp
Zp—Zn Z,—2Z,
<:>arg( z Lj—arg{ 5 DJ:]{II
2472 Z47%p

2) arg[zgizcjfarg[zg_z[’}:kﬂ alors arg[ﬁ:ﬁ]:kﬂ [keZ].
z z

4" Zp Zy7 % Z47%p

‘z—z z—z‘ Z,—z, Zy—Z " o
3) Posons r=|"2—C:Z8_D 4lors £"C:Z8 "D = ye!" = ycos(kr). On en déduis que

Zy—Zc Z,7Zp

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 8

c—a . d—a
=1 et
-b

=—i

o o
IS
U

d-a
d-b

=—-1eR" donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

o
S
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Exercice 9

Q d 9_6 ,ona:g dﬁaeR ce qui donne ;
~b d-b c-b d-b
ca =krx keZ] c’est-a-dire arg| —— cra = +ket
c—b b c—b a’—b
arg(c Z] (d Z]+k7r c>mes BC AC) mes(ﬁ;@)+k7z [keZ]
c—

p=> mes(CB;a)=mes(ﬁi;a)+kﬂ [k eZ]

Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

ACTIVITE 6 : Ecriture complexe des symétries.

e [’objectif de cette activité est de caractériser les symétries a partir de leurs écritures
complexes.
e Réponses aux questions de I’activité.

M (21) b M(Z)
it~ R
i * \aw)
Ma(z2) M'(Z')
Ms(z3)

e Symétries par rapport aux axes du repere
1) a) Voir figure
b) Voir figure
c) M' S (M),ona:M'(a;fb) etdonc: z'=%
2) a) Voir ﬁgure
b) M, =S, (M), ona: M (~a;b)etdonc: z=-%

e Symétrie par rapport a un point
1) a) Voir figure
b) M,=S,(M), ona: M,(-a;—b) etdonc : z,=-z
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2) a) Voir figure
b) Voir figure
¢) My;=S,(M), ona: QM, =—QM et donc: z,=—z+20

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 10
1.F ; 2F ; 3V ; 4F , 5V
Exercice 11 ¢)

Exercice 12
L’écriture complexe de la symétrie centrale de centre Q d’affixe 1 +iest: z'=—z+2+2i.

Exercice 13

3 3
Z'=—z+ 2(5 - ij ; f est donc la symétrie centrale de centre Q d’affixe 3 —i.

ACTIVITE 7: Ecriture complexe d’une translation.

e [’objectif de cette activité est de déterminer 1’ écriture complexe d’une translation.

Réponses aux questions de I’activité.

’
=z —Z

Zir
2. Z'=z+b
3. f=z+b=>Z—z=b=>z =z, > MM =i=>M =1, (M)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 14 z'=z—-1-2i

. . - 1
Exercice 15 g est la translation de vecteur w d’affixe 75+ i.

ACTIVITE 8: Ecriture complexe d’une rotation.

e L’objectif de cette activité est de déterminer 1’écriture complexe d’une rotation.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. QM=‘Z—W‘ et QM'=‘ZI—M‘
QM' = QM

2. Soit r la rotation de centre Q et d’angle 6. M' = r(M) =4 .
mes(QM;QM )=9+2lm, [keZ]
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mes(QW;QM) O+2kx alors arg( j 0+2kx [keZ]
-w

3. Z/’“"=‘Z*“"=QM/=1 et arg(Z,_wj=0+2k7r [k eZ] alors =—2 = ¢".
z—w ‘zfa)‘ QM z-w z—

4 D29 _go o Z=e’z+(1-¢")o
-

5. L’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle 0 est z' = ¢’ fz.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 16 z'=¢ z= (; +,~‘/2§jz

Exercice17 z'= (f;] z+3i= eﬂ?z +3i

3J’

f est la rotation de centre Q d’affixe 3+ ——+ ? et d’angle —%

ACTIVITE 9: Ecriture complexe d’une homothétie.

L’objectif de cette activité est de déterminer I’écriture complexe d’une homothétie.
. Réponses aux questions de 1’activité.

Lozgn=2-wet zg —k(z a))

2. hest ’homothétie de centre Q et de rapport k.

M'=h(M)o QM =kOM <2 -o=k(z-w).

3. Z=kz+(1-k)w
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 18 z'= —%z

. . =3+i
Exercice 19 fest I’homothétie de centre Q d’affixe ; et de rapport k = 7.

ACTIVITE 10: Similitude directe.

o L’objectif de cette activité est de définir une nouvelle application du plan dans le plan.

e Réponses aux questions de I’activité.

L hor(Q)=h[r(Q)|=h(Q)=Q et roh(Q)=r[h(Q)]=r(Q)=
2. a) hor(M)=h(M,).Donc hor(M)=M'=h(M,)=M = QM =kQM, = QM'=kQM,
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Or M, =r(M)=QM,=QM ; Onen déduis que QM =kQM .
b) M,:r(M):mes(W;W):ﬁ.D’autrepart
(m;m):(@;w)+(gﬁ;w) et M'=h(M,)=OM =kQM, ctk>0, alors
WI et QM sont colinéaires de méme sens, et donc mes(W];W)=0

Alors mes(@;QM'):mes(@;QMl):9+2k7z [keZ].

r(M)=M

3. a) ( ) M N, = MN (propriété caractéristique de la rotation)
r(N)=N,
h(M,)=M'

M'N'"=kM N, (propriété caractéristique d’un homothétie) et comme k >0,
H(N)=N'
MN'=kM,N,

MN'"=kM,N,

alors M'N'=kMN
M,N, = MN

b) (W;MN') = (1\7\/;M1N1 )+(M1N1 ;MN') or MN'=kM|N, et k>0alors les vecteurs
MN" et M|N, sont colinéaires de méme sens ; ce qui donne (M1N1 ;MN’) =0.
D’autre part d’apres la propriété caractéristique de la rotation (M—N s MN, ) =0.

On adonc : (W;MN')ZB.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 20 1.Vrai ; 2. Vrai

Exercice 21 AC:%AB=§ et Mes(ﬂ?;%)=—%

Exercice22 1.F ; 2F ; 3V ; 4V

ACTIVITE 11: Ecriture complexe d’une similitude directe.

e L’objectif de cette activité est de déterminer 1’écriture complexe d’une similitude directe.
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e Réponses aux questions de I’activité.

a) Z'=eigz+(1—eiﬂ)a)
b) Z=k+(1-k)w
2. a) Soitles points M (z), M,(z,) et M'(z")les points tels que (M) =M, et h(M,)=M".
r(M)=M, &z ='z+(1-¢")o
( )=M' <z =lkz, +(1-k) ; ce qui donne :
|:e z+(1-¢" :|+(l—k)a):keig(z—a))+w

=ke"” (z—a))+a)

b) 2/ =ke”z+ (1 —keig)a) . Alors Iécriture complexe de hor est sous la forme z'=az+b avec :

a=ke” et b=(l—kem)a)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 23 Z' :(1+i)z+1—i

Exercice 24 z'= (1 +i\/§)z + \/§(27i) est I’écriture complexe de la similitude directe S de

centre Q d’affixe 142i, de rapport k =2 et d’angle 6 = % .

ACTIVITE 12: Images de figures simples par une similitude directe.

e L’objectif de cette activité est de déterminer I’image d’une figure simple par une similitude
directe.
e Réponses aux questions de I’activité.

I) On sait depuis la classe de seconde C que :

- L’ image d’une droite par une rotation et par une homothétie est une droite.

- L’image d’un cercle (C ) de rayonr :
»  Par une rotation est un cercle de rayon r.
» par une homothétie de rapport k est un cercle de rayon ‘k‘ r

- L’image d’un segment [AB] :
» Par une rotation est un segment [A’B’] tel que A’B’ = AB.
» Par une homothétie de rapport k est un segment [A’B’] tel que A’B’ = ‘k‘ AB.
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Ainsi si S est une similitude directe de rapport k telle que S =hor, alors:

10

L’image d’une droite par la similitude directe S est une droite.
L’image d’un cercle de rayon r par la similitude directe S est un cercle de rayon k.

L’image d’un segment [AB] par la similitude directe S est un segment [A’B’] tel que
A’B’ = k AB.
Une équation de la droite (D”) est y = 2.

Corrigé des exercices de fixation
Exercice 25 Une équation de (D’) est: x+y=0

Exercice 26  L’image du cercle (C) par la similitude S est le cercle (C”) de centre O’
d’affixe 3 et de rayon 5. Une équation de (D) est: (x — 3)% + y? = 25.

I11. DES QUESTIONS D’EVALUATION
Question 1 : Comment déterminer la nature et les éléments caractéristiques d’une
transformation du plan définie par son écriture complexe.

Solution de ’exercice non corrigé
1) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est I’homothétie de rapport —

3 et de centre le point Q d’affixe —%

2) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la similitude directe de
centre le point Q d’affixe — 1, de rapport 2 et d’angle orienté —% .

3) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la symétrie centrale de
centre le point Q d’affixe 17% .

4) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la rotation de centre O et
d’angle orienté 2{

5) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la translation de vecteur
i d’affixe —3—2i.
6) La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la rotation de centre O et

d’angle orienté —% .

Guide du professeur - Pyramide Maths T*D 251 I.



e Question 2 : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par son centre (), son angle orienté 0 et son rapportk ?
Solution de ’exercice non corrigé

1) L’écriture complexe de Sest: z'= [;—iﬁ]z

;. 1. .
2) L’écriture complexe de S est : z' = 5 iz+3+i.

e Question 3 : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par son centre £, un point et son image ?

Solution de I’exercice non corrigé

1) L’écriture complexe de T est: z' = %iz+3 +i.

2) L’écriture complexe de T est: z :(l—i)z+1+2i .

e Question 4 : : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par deux points et leurs images ?
Solution de ’exercice non corrigé
L’écriture complexe de Sest: z'=—iz.

e Question 5 : Comment déterminer le rapport et I’angle orienté d’une similitude directe
définie par son centre , un point et son image ?
Solution de ’exercice non corrigé

g et d’angle 6 = _ .

S est la similitude directe de centre O, de rapport k = B
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IV. MES SEANCES D’EXERCICES

» Exercices de fixation
Nombres complexes, distances et angles
Exercice 1

a) AB=2 et mes(ﬁ;T):_g
b) AB:Z\/E et  mes ";—B)z_f
c) AB=23 et mes(ﬁ;AB

Exercice 2

AB=10; AC=+10 ; BC=22.

ABC est un triangle isocele en A.

Exercice 3

1 a_czﬁJri
b-c 2 2

i

2) Mes(ﬁ;ﬁ)

SN

Exercice 4

1) Mes(ﬁ;z’):

[SAE]

2) Mes(ﬁ;ﬁ):—%

Caractérisation complexe de points alignés
Exercice 5

zZ,—z *
A B GR
247 %¢

Exercice 6
=—4+4i

4 €R" alors les points A, B et C sont alignés.

=-5+5i.

Zis S

ZiB _
Zic

Exercice 7
ZcT 2,
Zp =24

=—1eR" alors les points A, B et C sont alignés.

Caractérisations complexes des triangles particuliers.
Exercice 8 Réponse ¢
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Exercice 9

. L . . Z,—zZp .
= Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si ~<4—£ = ou
Z, 7ZC

z,—Zz .
4" %8 _

247 2¢

. ST . Z,—zZ iz =i
= Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si —4——2 6{63 ;e 3}.

Zy

Exercice 10
Le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice 11 i ]
c-a_, 2|
9.7

Exercice 12
1. Voir figure
Zc—2y : . N —1t
——= =1 alors le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
Zp T2y
e Caractérisation complexe de ’angle droit.
Exercice 13

zZ,—Z .
Z4 7B iR
Z, -2

*

Exercice 14
c—b 711,
a-b 2

2. Les droites (AB) et (BC) sont perpendiculaires.

e Caractérisation complexe des points cocycliques.

Exercice 15

Z,~Zy Zp—Zg Z,~Zp Zp—Z

eR" et 4 BT 7D RS

Les bonnes réponses sont : :
Z,—Zc Zp—Z¢ Z,—Zo Zp—Z¢

Exercice 16
OA=0B=0C =2 alors les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

Exercice 17
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o (2]

b— b—-d .
a : e R alors les points A, B, C et D sont cocycliques.
c—a) \c—d

o Ecriture complexe des symétries.
Exercice 18

Z-w=—(z-0)

Exercice 19
a) z'=—z+242i ; b) Z'=—z ; ¢) Z'=—z+2+46i

Exercice 20

Prendre dans I’énoncé b) ,z' = e~z — 2 + 6i
. 1

a) Symétrie centrale de centre Q d’affixe 5 —i

b) Symétrie centrale de centre Q d’affixe —1+3i
¢) Symétrie centrale de centre O.

Exercice 21 Dans cet exercice, écrire plutét z' = ¢z dans I’énoncé.

1. S est la symétrie centrale de centre O.
2. Laffixe de I'image du point Q(1—i) est le point Q'(—1+7).

Exercice 22

1. S est la symétrie orthogonale d’axe (O;ﬁ).

2. Laffixe de I'image du point A(1+) estle point A’ d’affixe 1—i.

3. L’affixe de I’antécédent du point B(—Z —i) est le point B, d’affixe —2+i.

e Ecriture complexe d’une translation.
Exercice 23
1. L’écriture complexe de Test z'=z—1+2i.

2. Par T, I'image du point A est le point A'(—4+3i) et 'image du point B est le point B'(l —i)
Exercice 24
L’écriture complexe de la translation T qui transforme A en Best z'=z—1+2i.

Exercice 25

a) Translation de vecteur u (1 -3i )

b) Translation de vecteur (3 +i )

¢) Translation de vecteur u (i )
i(—1-2i).

d) Translation de vecteur
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Exercice 26
1) T est la translation de vecteur u d’affixe —3+2i .

2) Si on désigne par (C) le cercle de centre O passant par le point A(l+i), par O et A les
images respectives des points Oet A, ona O'(*S + 2[) et A(*Z +3i) .
Alors I’image de (C) par T est le cercle (C') de centre O passant par le point A4’

Exercice 27
(D'): 2x—y+2=0

e Ecriture complexe d’une rotation.
Exercice 28
Z-w=¢"(z-w)

Exercice 29

Z/—[1+i\/§JZ

2 2

Exercice 30
1. Z'=—iz—-2+2i
2. z.=3+3i

Exercice 31

z' =[—\/§+i\/25]z—3+2i

2

Exercice 32

1. f estlarotation de centre Q(Z) et d’angle orienté —%.

2. Laffixede O est 2—/3 +1.

e Ecriture complexe d’une homothétie.
Exercice 33
1. Homothétie de centre O et de rapport 3.

2. Homothétie de centre Q(4—2i ) et de rapport % .

3. Homothétie de centre Q(4l+3i ) et de rapport 2.

Exercice 34
1. a) o=-1-i
Z'—w

b) =2

z—w
2. Hest]” homothétie de centre Q d’affixe @ =2 et de rapport 2.
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Exercice 35

Z'=-2z4+3-3i
Exercice 36

13 5.

1. zZ=—z+———i

2 2 2

2. Qapour affixe 3—5i

e Similitude directe : définitions et propriétés.

Exercice 37
1.F ;0 2V ; 3.V ;o 4V ; 5V

Exercice 38
1. Vraie car son écriture complexe est z' =—z

2. Vraie.
3. Vraie.

Exercice 39
Soit S une similitude directe d’écriture complexe z'=az +badmettant deux points invariants
AetB. A=S(d)oz,=az,+b ; B=S(B)ozy=az,+b

az,+b=z,

La résolution du systéme { nous donne a=1 et b=0

azy+b=z,

Ce qui donne z' =z . Alors S est I’application identique.

Exercice 40
l.vrai ; 2.faux ; 3.vrai 4 .vrai

e [Ecriture complexe d’une similitude directe.
Exercice 41
Z-w=ke’(z-w)

Exercice 42

=2; k=2 ; 9:%

Exercice 43

L . 31 3
a) f est la similitude directe de centre Q(g—gi ), de rapport k = \/5 etd’angle 8 = Tﬂ

b) f est la translation de vecteur u d’affixe 2—i .

L . V3
¢) f estla similitude directe de centre O, de rapport k =3 et d’angle 8 = -5

d) f est larotation de centre Q(f;i j et d’angle 6= %

-4 2
e) festune similitude directe de centre Q(? +gi j , de rapport k =2 etd’angle 6 = % .
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Exercice 44
1) Z'=—iz—1-i
2) Z'=-3iz-2-2i

3) z':(—\/f—i\/f)z—«/er(H«/E)i

e Image de figures simples par une similitude directe.
Exercice 45
l.faux ; 2.faux ; 3.vrai 4 .vrai ; 5.vrai

Exercice 46

(D) : (71+\/§)x7(1+\/§)y+1+\/§:0

Exercice 47
(C) est le cercle de centre O et de rayon 6. Donc : (C’) :x? + y? = 36.

o Déterminations d’une similitude directe.
Exercice 48
Prendre comme énoncé :
Justifie qu’il existe une unique similitude directe S de centre A transformant B en C.
Détermine I’écriture complexe de S.

Les points A, B et C étant distincts deux a deux, il existe une unique similitude directe S de
centre A transformant B en C.
S a pour écriture complexe : z' =iz +2

Exercice 49
2z 3
z,=let zy=e 3 = _E +i7 . Les points A et B sont distincts alors il existe une similitude directe

2r
S de rapport 2 et d’angle ? qui transforme A en B.

Exercice 50
Dans la question 1 : Justifie qu’il existe une unique similitude directe S qui applique A
sur D et B sur C.

1. A#B et C# Dalors il existe une unique similitude directe S qui applique A sur D et B sur C.
DC
2. Lerapportde Sest k= B =+/2 et ’angle de S est
0= mes(ﬂ?;m) =arg ZeTH 2
Zp—2, 4
3. a) L’écriture complexe de Sest: z' = (1 +i)z+ 1+i.

b) Le centre de S est le point Q d’affixe —1+i.
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Exercice 51

AC  AB2
= LerapportdeSest: k=—=—-—=42
PP AB AB 2

= L’angledeSest: O= mes(ﬁ;ﬁ) :%

»> Exercices de renforcement/Approfondissement

Exercice 52

1. Voir figure

a) 2% :l+ 'ﬁzei
z,—z. 2 2

b) ABC est un triangle équilatéral.

3. a) Soit Q le centre de (F)

= Le triangle ABC étant équilatéral,

2.

ona QA+QB+QC=0 ce qui donne

1
zQ:f(ZA+ZB+ZC):0.Alorslecentrede : FE Y

(F)est le point O.

= Lerayonde (F) est r=04=2.

¢) Voir figure
Exercice 53 Résoudre dans CxC

N See :{(7«/§+i;71+i\/§)}

2. m=2 cos(s—ﬂjﬂ'sin(sij et n=2 cos[z—”jﬂ'sin(z—”) .
6 6 3 3
n

3. a) H:l et Arg[ﬁj:—ﬁ
m m 6

b) Mes(OW;W) = 7% et MON est un triangle isocéle en O.

Exercice 54 PRENDRE 1 cm pour unité graphique B

1. Voir figure gy |
d-a .

=i < .
b—a \

2. a)

b) Le triangle ABD est rectangle isocéle en A. t
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d—a d-c i

1 .
3, : =——=——¢e R, alors les points

b-a b-c -3i

A, B, C et D sont alignés.

4. Désignons par (F) le cercle circonscrit aux triangles ABD et BDC.

Le triangle ABD étant rectangle en A, le centre Q de (F) est le milieu du segment [BD].

Z, :M:{‘afﬂ. Le rayon du cercle (F) est r=04=5.
2

Exercice 55
—_— c—a Vs
1. Mes(AB;AC):Ar (—j:Ar 2i)=—.
& b—a g( ) 2
2. zy=z,+1+i=3; zp=zy+1+i=4+31 ; z.=z +1+i=-3+2i

'

3. Mes(ﬁ;A'C'):Ar (C _a]:Ar 2)=Z%
8|y )= Are(2)=3

4. La translation f conserve les mesures des angles orientés.

Exercice 56

1. a) OA=OB =2alors les points A et B sont sur un cercle de centre O et de rayon 2.
b) Voir figure

2. 1 estlarotation de centre A et d’angle —% alors I’écriture complexe de 7; est
z'=—iz+(1—i\/§)+i(l+\/§).

7, est la rotation de centre A et d’angle %alors I’écriture complexe de 7, est

z':iz+(1+x/§)+i(—1+\/§).

Ainsi : C=1;(0) & ze ==izy +(1=i3) +i(1+43) = (1-iv3) +i(1++3)

D=r(B)ez,=iz +(1+«/§)+i(—1+\/§)=(1+2«/§)+i\/§

Exercice 57

1. a) Voir figure
b)

azc_ —i alors le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
a—
2. a) soit @ 'angle der.

Comme C=r(B) alors 0= meS(E;R‘) =arg(—i)+2kn = —%+2k7r
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b) L écriture complexe derest z' =—iz+2+2i.
c) Dzr(C)@zD =iz, +2+2i=3+i
3. (H) est le cercle de diamétre [BC] alors
(IT") =7 (IT) est le cercle de diamétre I:r(B)r(C):I =[cD].

Exercice 58
1. a) Voir figure

b) L’écriture complexe de rest z' =iz+1+i.

9) B:r(A)<:>ZB:iZA+1+i<:>ZA:—1+3i

Pl S S Rl Y S
d-b 2 —-a
c-b c-a

1 .
: =——eR alors les points A, B, C
d-b d-a 4

et D appartiennent a un méme cercle (C ).

D’autre part, B:r(A)alors EA=EB et EB:\/g

Onaaussi iz,+1+i=-1-i=z. alors C:r(D)etdonc EC=ED et EC=+5.

Ona: EA=EB=FEC=ED= ‘\/g Donc (C) est le cercle de centre E et de rayon \/g
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Exercice 59

c—a . .
1. a) =i alors le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
-a

b) L’aire du triangle ABC est AABC = AB;AC = m;\/ﬁ =5cm’.

2. a) A, B' et C' sont les images respectives des points 4, B et C par I’homothétie h et

(AB) L(AC), alors (4'B') L(A'C’") car h conserve I"orthogonalité.

b) A =2"xA =20cm’.
ABC ABC

Exercice 60
1. fest la similitude directe de rapport JE , d’angle %et de centre Q d’affixe 2.
2. M(z)e(D)e|1+i)z-2]=2 = |z-1-i|=V2 = AM =2
Alors (I")est le cercle de centre A(1+1) et de rayon /2 .

3. (C)estle cercle de centre € et de rayon 1. Alors I'image (C’) de (C ) par fest le cercle de centre
f(Q) et de rayon 2x1=+2. f(Q) ayant pour affixe —141i.

Exercice 61
1. a) Décriture complexe de 7 est z' =iz +1+i.
b) B=r(A) o zy =iz, +1+i=-2
o) C=r(D)&z =id+l+ied=-2+2i

2. a) Voir figure
b) B:r(A)alors Q4=0B et QB=+/5
C:r(D)alors QD =QC et QC:\/E

Ona: Q4=QB=QD=0QC=+/5
alors les points A, B, C et D appartiennent a

un méme cercle de centre € et de rayon «/g .
3. a) zgz=—4iet zgz=2i .Ona: AC =—-2BD donc les droites (AC) et (BD)sont paralléles.

b) AD=|z,~z,|=N2 et BC=|z.~z,|=+2

c) (AC ) /! (BD) et AD = BC alors le quadrilatére ADBC est un trapéze isocéle.
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Exercice 62

3,3 B 1\
Lot i = x| ot ——i
4 4 2 (2 2
ﬁ i £ *+£l—£ et arg £+§i =arg ﬁ +arg l-+—£i =2 2%kn
4 4 2112 2 2 4 4 2 2 2 3
Alors £+ii=£€i§.
4 4 2
2. a) I, =|Z,.|= £+%l grn et }’0:‘20‘21 ; alors (rn)estune suite géométrique

. 3 .
de raison > et de premier terme 7, =1.

o g4g]

3

n
c) O4,=|z,|=r, =(2J et donc lim O4, =0.

Exercice 63
1. a) S est la similitude directe de rapport \/E ,

d’angle % et de centre Q d’affixe 1.

b) Pour tout point M #Q, z'=(1+i)z—i < z

’

mes(@;MM’)=arg(z —

2. a) Voir figure

b) L’image de la droite (D) d’équation y =x par S est |’axe (0;17).

3. a) Résolvons I’équation zxz' =1

zxz'=1e z><|:(1+i)z—i]:1<::>(1+i)z2 —iz—1=0et la résolution de cette équation

. 1 1.
donne les solutions : z, =1 et z, = _E+El .

11
Ainsi en posant B le point d’affixe —E+Ei, ona B#Q et z;xz, =1.
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1
b) z,xz, =1z, =— =—1—i. Voir figure.

Zp
4, Z57%0 57 %0 _ 1R alors les points Q, ¥, B et B' sont cocycliques.
Ip —Zg Zp Iy
Exercice 64
1 —  — - —_— . _
1. ﬁ AB= AB=\2ii et AD=v ; alors dans le repére orthonormé direct (A;u ;v)
(\/— ) D(O;l) et C(«/E;l)‘ Ce qui donne z, =\/§, Ze =\/§+i et z,=i.

S(D):C<:>J§+i:ai+b et S(C):B@ﬁ:a(«/f+i)+b

ai+b=2+i 2 NG)

Et le systéme permet d’avoir a=—i— et b=—+i.
a(ﬁ+i)+b=ﬁ 2 2

On a donc : :—l£2+£+

Na

2. Dans cette question, poser: z'=—; B z+ B3 +i

Le rapport de T est g et ’angle de T est —% .

Z,tzZg

v[&5

3. Lemilieu I dusegment [AB] a pour affixe z, =

Soit B’ I'image de Bpar T,ona: z, = \/2_ +£+ —g

=z, alors B'=1.
2

4. On constate que S=T".

T est une similitude directe d’angle —% .
D’aprés la question 1) T(D)=C et T(B)=1I donc mes(ﬁﬁ) = —% done (DB) L(CI).

Exercice 65

1. a) Ona: (1—i«/§)z—\/§—i=(1—i\/§){z—lﬁj/ﬂ:(l—iﬁ)(z—i).Alors
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Me(r) e |(1-i3)z=3 -1 =6 = [1-iB]l~1=6 = 2z~ =6 = |-~ =3
b) (T) est donc le cercle de centre A et de rayon 3.
2. a) L’écriture complexe de la similitude directe S est de la forme z'=az+b
0=S(A)ez,=az,+b<=0=ai+b et C=S(B)<z.=azy+b<—4i=a3+b.

ai+b=0

aBBb=—di permet d’avoir  a=1-i3 et b=—~3-i.

Et la résolution du systéme {

On adonc : z’=(1—i\/§)z—«/§—i.
b) Le rapport de S est /1=‘l—1\/§‘=2 ; ’angle de S est 9=arg(l—l\/§)=—§+2kﬂ' (keZ).

b -B3-i B

L’affixe du centre Q est z, = —— =——d
® 1-a i\/g

3

3. a) (r) est le cercle de centre A et de rayon 3, alors (C) = S(r) est le cercle de centre S(A) =Aet
derayon 2x3=6. Ona z, :(17i\/§)xiﬂ/§7i:0 alors A = 0.

(C ) est donc le cercle de centre O est de rayon 6.

b) Voir figure.

4. a) Voir figure
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QC =2QB

b) S(B)=C al . .
) ( ) aon mes(QB;QC)=—§

QD =20B alors QD =2QB et les vecteurs QB et QD sont colinéaires de méme sens, alors
QC=QD
. 7 - Ainsi, QCD est un triangle isocéle ayant un angle de 60°, alors le triangle
mes(QD;QC) = _5
QCD est équilatéral.

5. a) rest larotation de centre Q tel que r(C) =D, alors ’angle de r est mes (Q—C,Q—D) =

Wy

N

. 1.
L’écriture complexe de r est donc z' = {2+ i 2]z+ b avec

b—(\/ngi](li\/g]—ﬁJri.Cequi donne : z'—[;+i\/§]z+\/§+i.

3 2 2 3 2 3

b) r(C)=D alors zD—[;+if](_4i)+\/§ .77\/3:

Exercice 66

1. P(l\/g):() et P(*ix/g):O alors il existe un polynome du second degré Q(Z)telque.
P(z):(zfixlg)(eri\/}T)Q(z):(f+3)Q(z)
Et on obtient : Q(z) =z —6z+21
2. P(z):0<:>z:i 3 ou z=-i3 ou z*—6z+21=0.
Et 22 ~6z+21=0 < z=3-2iy3 ou z=3+2iy/3.Donc
Se={-i3 ;i35 3-2i3 ; 3+2i3}.
3. a) Voir figure
b) B:S(OW.)(A) alors z, =—z, =—i3
C:h(Q;z)(A)<:>@:2@ alors ZC=2(ZA—ZQ)+ZQ=3+2i\/§
D=t2AB~(C)©@=2E alors zD=2(ZE—ZA)+zC=3—2i\/§.

ZpTZ4

c) =—i3 €iR" alors le triangle ACD est rectangle en A.

Z.-2z,

Zp—2Zg \/?_a

. Z,—2, Z,—Z . )
d) Ona =2—"8 —_ " cequidonne ~2—4:"2 "B —3cR" alors les points A, B, C et D
Z.— 2, Zo—2, Zo—Zg

appartiennent & un méme cercle.
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a) E=S,(D)alors zEzsz:73+2iet0na:ﬂ—l—i\/§ a5

Zp—zy, 2 2
b) 272 05 alorsle triangle BEC est équilatéral.
Zp ~Zp

&

T

[
L

Exercice 67

1. a) T est une similitude directe alors son écriture complexe est sous la forme z'=az+b.

T=S(A,_;r;a)alors a=reé“=uet z, :L:b:(l—u)zn .
A, =T(An_2)<:>z” =az, ,+b=uz,, +(1—u)z,,_|. Ondonc: z,=uz, , +(l—u)z

n-1"

b) Démonstration par récurrence

e Pourn=2, ona: z, :uzo+(1—u)z1 =z, —uz, cequidonne z, —z, =—uz =—-ui
1 . . I
Et (—u) i=-ui. Onabien: z, —z =(—u) i
. S k.
e Soit k>2, supposons que z, —z,_, =(—u) i et démontrons que z,,, —z, =(—u) i.
o,
Zen—z =uz +(1-u)z, -z, =uz_ —uz,=-u(z,—z_,), orz,—z,, =(-u) i alors
k=1 ., k.
Z =z =—ux(—u) i=(-u)i.
. n-1 .
Conclusion Vn>2, z,—z, =(-u) i.

c) Onsaitque: Vn2>2,
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Pour n=3 z,—2, —(—u)zz
Pour n=4 Z,— 24 —(714)31

Pour n-1 Z,,—2,,= (—u)”’2 i
Pour n z,—z,, = (—M)H i

En additionnant membre @ membre ces égalités, on obtient :

z,—z =(—u)I i+(—u)2i+(—u)3i+..,+(—u)"7li

:i[(—u)l +(~u) +(~u)’ +...+(-u)""}

4 1_(_u)n71
=l|:(—u)><1(u):|

:i|:(—u)><1_5jruu)”:|

n-1
Dot z, P el )
I+u

2. a) Onsaitque z,=0; z,=i; z,—z =—uz =-ui alors 22:i(17u).

z, #2z, et z, #z alors A # A, et A, # A, dons il existe une unique similitude directe S telle que :
AI:S(AO) et AZ:S(AI).
b) Déterminons les ¢éléments caractéristiques de S

Le rapportde Sest: A _A4 _|m-a| \—fu‘\ _
A4, ‘Zl _Zo‘ ‘l‘

L’angle de S est: ezarg(zz72‘}:arg[;m'j:arg(*u):a+7r
Eaa) 1

L’écriture complexe de S est donc de la forme z' = re" ™™z +b=—re“z+b=—uz+b

A =8(4,)alors z, =—uz,+b, ce qui donne b=i.Onadonc 2’ =—uz+i.

. i
Soit Q le centre de S, alors z, = ——.
+u

Lo . i
En résumé, S est la similitude directe de rapport r, d’angle « + 7 et de centre Q d’affixe ——.
+u
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c) Démontrons par récurrence que VneN, 4, =S (AW) .
e Onsait que 4, =5(4,)
e Soit k €Z, supposons que  A,,; =S (4, )et démontrons que A4, =S(4,,,).
On sait d’aprés la question 1.a) que Vn>2, z =uz, , +(1—u)z
Alors
Zpp =UZ T (1 —U)Zy SUZ A2 UL = UL FUZ 2,

n-1°

Or A, =S(4,) alors z,,, =—uz, +i, ce quidonne uz, +z,, =i.
Onadonc z,,, =—uz,, +i.Ainsi 4.,,=5(4,,)
e Onconclut que VneN, 4, =S(4,).

n

3. a) Démontrons par récurrence que VneN, 4, =S, (Ap )
e S, ¢tant I’application identique ona: 4, =S, (Ap)

e Soit k €Z, supposons que 4,,, =S, (Ap) et démontrons que 4., , =S, ., (AP).

A, =5, (Ap)3 S(A,Hp ) =508, (Ap) =S (Ap ) , or d’aprés la question 2.c)
S(4,.,)=4,
e Onconclutque VneN, 4, =S, (AI, )

epnt = A, 5 cequidonne 4, =S, (Ap )

b) Démontrons que H est une homothétie

Pour azz, u=re*
4

Ona: §;=80S,=8cld, =S ; S,=808 =808

Donc S4:SoS3:So(SoSz):(SoS)oS2:SoSoSoS‘

S, est la composée 4 fois de la similitude directe S de centre Q(;j rapport r, d’angle
+u

5 -3
O=a+r= % +7= 7” = T” +2km. Alors S, est la similitude directe de centre ., d’angle

40=-37=rx—4x derapport r*. S, =S(Q ;r";/r)= H(Q ;—r“)

4) a) Démontrons que les vecteurs Q4

L et A A, sontorthogonaux

. _a i . .
Ona:z, A =re“z +(l-re )ZQ ;alors :

n

i ic i i
z,,-z, e zn+(1—re )zg—zn e zn—z”+(1—re )ZQ

Z,,—2o 1€’z +(1 —re'” )ZQ -z, re“z, —re“z,
(rem —l)z —(re'” —l)z (reia —1)(2 -z )
_ n Q _ n Q
- io io - io
re“z, —re“z, re (znfzg)
N2 E
ia —e* -1 .
_re“ -1 _ 9 s S
re'” J2 L 1+i
N2
2
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Zn+l _Zn

z V4

=i

el T Q0

Alors les vecteurs QA et A A sontorthogonaux.

b) Voir construction
c) Calculde Q4,

vn € > QAn+l = zn+| —Z”

_ io _ ia _
—‘re zn+(1 re )zQ z,

:‘rei" (z, —ZQ)‘ =r|z, - zq|

2
(QAH) est une suite géométrique de raison £et donc Vrne , Q4 = QAO(
2

d) Déduisons lim Q4,

V2
2

5) Pour tout entieri,ona:

<lalors lim Q4, =0.

n—>+ow

A4, =]z, 2= ‘(re’”zi + (1 —re* )zQ ) - (”emZH + (1 —re )zﬂ)

i+

= ‘re"Z (zi —ZH)‘

z; 72:‘71‘
V2

= 7 A4

=r

V2
(Aj.Ai+1 )est donc une suite géométrique de premier terme Ale est de raison 7 D’olu

P R

i+ 2

L, est donc la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison

ﬁ}lﬁl

1 2

1_[
2
Onadonc: L =————=<—, Ona lim L = =

" / noton " 2

2 -
2

s
5
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» Situations complexes
Exercice 68
Pour répondre a cette préoccupation, je vais utiliser les similitudes directes.
Je vais :

- Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S qui permet de déterminer
le deuxiéme carré image de premier carré.

- Déterminer I’écriture complexe de S.

- Utiliser la similitude directe S pour construire les autres carrés.

Notons OABC le premier carré. Selon le tableau présenté, le second carré sera OA’B’C’ ou les points A’, B’ et
C’ sont respectivement les images des points A, B et C par S. On a donc S(O) = O. O est donc le centre de S.

’

A .
S(A)=A’ et S(B)=B’ alors le rapport de S est k = % et son angle est 8 = mes(OA;OA’).

1
Le triangle OAB est rectangle isocéle en A et A’ est le milieu de [OB], alors OA' = EOB et OB= OA\/E s

NG

ce qui donne 04" = 70/1 etdonc k = g . D’autre part 6 = mes(a;ﬂ) =% .
o 2 T
S est donc la similitude directe de centre O, de rapport k = 7 et d’angle 6 = R

2 i 1 1
L>écriture complexe de S est donc z' = %e dz= [5+5ijz
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Exercice 69

Préoccupations du pére
e Le nouveau champ est triangulaire car il est le transformé de 1’ancien champ par une similitude directe.
e L’aire du nouveau champ est égale a I’aire de 1’ancien multiplié par le carré du rapport de la similitude
directe soit : 2°x2,5=10ha .
e Le plan du nouveau champ s’obtient grace a la construction de I’image du triangle ABC par la
similitude directe S.
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SUITES NUMERIQUES

I. LA SITUATION D’APPRENTISSAGE

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éleves pour faire la synthése de la situation et présentera
le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le déroulement

Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un €éléve et une lecture
silencieuse des ¢leves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éleves

Contexte Ou et a quel moment se Pendant la préparation des
déroule la situation ? festivités de fin d’année de la
promotion terminale.
Circonstances -Que veut faire le président -il veut faire un placement
de la promotion terminale ? | d’argent.
-Que lui propose le -le banquier lui propose deux
banquier ? options de placement
d’argent ».
-Que veut connaitre le
président de la promotion ? -11 veut connaitre 1’option la
plus avantageuse pour
obtenir 400000 en plagant
300000.
Taches -Qu’affirme le major de la -1 affirme que le probléme

promotion ?

-Que décident de faire les
¢éleéves de la promotion pour
aider leur président ?

peut étre résolu a 1’aide des
suites particuliéres.

-ils décident de faire des
recherches sur les suites
arithmétiques et
géométriques.

de la legon.

II. DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Suites majorées

L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est majorée.

Réponses aux questions de I’activité

. 1
Pour tout entier naturel non nul, n = 1 donc . <1

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul n, un< 1.

Corrigé des exercices de fixation
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Exercice 1
Pour tout entier naturel n, n < n + 1 donc ﬁ <1

D’ou % < 3. Par conséquent la suite (u,) est majorée par 3.
ACTIVITE 2 : Suites minorées

e L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est minorée.
e Réponses aux questions de Iactivité

Pour tout entier naturel non nul, n = 1 donc % > 0. Ainsi %+ 2>22.

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul, v, = 2.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 2
. 2 2
Pour tout entier naturel non nul n, - > 0donc: o= 1>-1.

D’ou v, = —1. Par conséquent la suite (7,) est majorée par -1.
ACTIVITE 3 : Suites bornées

e L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est bornée.
e Réponses aux questions de I’activité

. 1
Pour tout entier naturel non nul, n > 1 donc . =>0.

. 1
De plus , pour tout entier naturel non nul - <1

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul : 0< u,, < 1.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 3
Pour tout entier naturel n, —1 < w, < 1.
Par conséquent, la suite (wy,) est bornée.

ACTIVITE 4 : Raisonnement par récurrence

e [’objectif de cette activité est de savoir mener un raisonnement par récurrence.
e Réponses aux questions de I’activité
1. uy= 2. Or 2< 3,donc uy, < 3.
u, <3
%uk <1
%uk +2 <3, donc ugyq < 3.
2. Ainsi, pour tout entier naturel n,u, < 3.
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 4
Soit P(n): «u, = 3"-2»
- Vérifions que P(0) est vraie.
Ona3’—2=-1=nu.
- Supposons que P (k) est vraie pour un entier naturel k > 0 et démontrons que P(k + 1) est
vraie.

.I 274 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



P (k) vraie signifie que u;, = 3%- 2.
Onaugy, =3u, + 4

Uepr =33B%-2) +4

Upyq = 3FF1 - 2,
Donc P(k + 1) est vraie.

- Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, = 3" - 2.

Exercice 5

nn+1
ety o

Soit P(n) :«1+2+3+-4+n = 2

- On vérifie que P(1) est vraie.
- Supposons que pour un entier naturel k > 1, P(k) est vraie et démontrons que P(k + 1) est

vraie.
Ona:l+2++k+k+1="LDqp41
14+2+-+k+k+1 = k(kﬂ);rz(kﬂ) = (k+1)2(k+2) , donc P(k + 1) est vraie.

n(n+1)

- Ainsi pour tout entier natureln > 1,1+2+3+ -+ n = 5

ACTIVITE 5 : Sens de variation d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est monotone.
e Réponses aux questions de ’activité

Partie 1

1. Ona:VneN,n<n+1.
La suite (u,)nen €St strictement croissante, donc:n <n+1 = u, < Upyq -
2. a) Onsuppose que:Vn € N,u, < uyyq-
Soitm € N.
Démontrons par récurrence que : Vk € N*, u,, < Upyip.
Soit la proposition P (k): < Uy, < Upsi >-
- Vérifions que P(1) est vraie.
Sachant que : Vn € N,u, < upiq,0na: Uy, < Upyyq. Donc P(1) est vraie.
- Supposons que pour un entier naturel q (q = 1), P(q) est vraie c’est-a-dire : Uy, < Upaq -

Démontrons que P(q + 1) est vraie c’est-a-dire : Uy, < Upmygs1 -
vn € N, u, <upyq. Dol Uy < Upgger -
On obtient : Up, < Upig < Umsqs1 -
D’ou P(q + 1) est vraie.
Ainsi: Yk € N*, u,, < Uik
b) Le résultat précédent revientadire: VmeN, VneN, m<n = u, <u,.

Donc la suite (U, )pey €t strictement croissante.
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Partie 11

I. Untl—un=7:
- Sir > 0, alors la suite ( un) est strictement croissante.
- Sir <0, alors la suite ( un) est strictement décroissante.
- Sir =0, alors la suite ( un) est strictement constante.

n+1 n_

2. a) vnr1 —va=voq"" —voq" = q"vo(q-1).
b) lorsque vo > 0 :
-si g > 1 alors la suite (vn) est croissante ;
- 51 0< g < 1 alors la suite (vn) est décroissante ;
- si ¢ = 1 alors la suite (vn) est constante.
- siq < 0, alors la suite (vn) n’est ni croissante, ni décroissante.
lorsque vo < 0 :
-si g > 1 alors la suite (vn) est décroissante ;
-s1 0< g < 1 alors la suite (vn) est croissante ;
-si ¢ = 1 alors la suite (vn) est constante.

- sig < 0, alors la suite (vn) n’est ni croissante, ni décroissante.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 6
1-F 2-V. 3-F

Exercice 7
1
= e
Upyq — Uy > 0, donc la suite (Uy,) ey €St croissante.
Exercice 8

VneEN, upq —u,

1. La suite (vn) est croissante.
2. La suite (vn) est décroissante.
3. La suite (va) est décroissante.

ACTIVITE 6 : Limite infinie d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite infinie d’une suite numérique.
e Réponses aux questions de I’activité

n 1 2 3 4 5

Un 3 5 9 15 23
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2. Démontrons par récurrence ona : vV n € N*,u, > 2n.
Soit la proposition P(n) : «u, > 2n».
- Vérifions que P(1) est vraie.
u; =3et2X1=2.0na3>2c’est-a-dire:uy >2x 1.
- Supposons que P (k) est vraie pour un entier naturel k( k = 1) , ¢’est-a-dire u;, > 2k.
Démontrons que P(k + 1) est vraie, ¢’est-a-dire w44, > 2(k + 1).
Onaugy =2k +uy
Ugpr — 2(k+ D) =y, — 2
Or: u—2>2k—2
u—2>2(k—1)=0,cark > 1.
Alors: u, —2 > 0.
Par suite : w4 — 2(k+1) > 0.D’ou : upyq > 2(k + 1).
Donc P(k + 1) est vraie.
Ainsi: Vn € N, u, > 2n.
D’autre part, on a : uy=3 et2 X 0 = 0, alors uy > 2 x 0.
On conclut que pour tout entier naturel n, u,, > 2n.

3. OUL, il suffit de prendre n assez grand.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 9
1. F 2.V

ACTIVITE 7 : Limite finie d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite finie d’une suite numérique.
e Réponses aux questions de I’activité

a)

b) la suite (Un) converge vers 3.
e Corrigé des exercices de fixation
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Exercice 10
1. F 2.V

ACTIVITE 8 : Limite d’une suite définie par une formule explicite

o [’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite définie par une formule
explicite.
e Réponses aux questions de I’activité
1. lim f(x)= -2
Xx—+oo

5
. =2+
2. Duy =2+

o)l o = =2

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 11
1- V 2- F

Exercice 12

En posant : N = L ,onobtient lim u, = lim =1.
n n—-+oo
ACTIVITE 9 : Limite d’une suite géométrique

e ’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite géométrique.
e Réponses aux questions de ’activité
1. vy=vy%xq"
2. Sig>1lety, > 0,alorslimv, =
Sig>1letv, <0,alorslimv, = —oo.
Si-1< g < 1, alors limv, = 0.
Sig= 1,alorslimv, = 1.
Si g < —1, alors la suite (v,,) n’a pas de limite.

|
+
8

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 13
im (B)y=0 ;  lim (—4(
n-+oo

"= -0 .
n-o+o = 2

V12
)

Exercice 14
57[_211

o Grrsn) =

ACTIVITE 10 : Limite d’une suite du type u,, = n*

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite du type u, = n*.

e Réponses aux questions de I’activité
Si x< 0, alors limu, = 0.
Six=0, alors limu, = 1.

Si > 0, alors lim u,, = +oo.

e Corrigé des exercices de fixation
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Exercice 15
1- A 2- C

Exercice 16

lim v, =0
n-+oo

Exercice 17

lim w, = +oo
n-+oo

ACTIVITE 11 : Croissance comparée des suites n%, a" et Inn

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés des croissances comparées.

e Réponses aux questions de 1’activité

Pi: R Inn _ Inn 1
1. Remarquer que Priinie X oy
Inn _Ina

a —_—

n “ 17 e ey
P> : Remarquer que i ean( noa ) et en considérant les conditions initiales, conclure.

et en considérant les conditions initiales, conclure.

Inn _Ina

n% _na L, L. s
P3: Remarquer que P e”m( noa ) et en considérant les conditions initiales, conclure.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 18
a)  lim (”3 n? J=0 b lim (ZE)=—w

no+oo \2071  nx2n n—o+0o0 n

Exercice 19

a) limu, =+oc0 b)limu,=0 ¢limu,=0 d)limu, =0

ACTIVITE 12 : Propriétés de comparaison

e [’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés de comparaison.
e Réponses aux questions de 1’activité

F:) IR alors lim u,, = +oo.

b)ceennnnen alors lim v,, = —oo.
alors limu,, = L.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 20

1'nl_i>Too(nZ +(—1") = 4 2. ngglw(n +sin(n)) = +o
Exercice 21

1. lim $h®_ 2. 1im &2

noto N no+o n?
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ACTIVITE 13 : Limite d’une suite monotone

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite monotone.
e Réponses aux questions de I’activité

a)...........alors lim u, = [ (I est un nombre réel)

[+) IR alors limu,, = [ (I estun nombre réel)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 22

-V 2-F 3-V 4V

Exercice 23

1- On vérifie que uy < 3.
On suppose que pour un entier naturel k = 0, u;, < 3 et on montre que Uy < 3.
On tire la conclusion.

_ (un_3)2

6—uy,
Upy1 — Uy = 0, donc la suite (u,,) est croissante.
3- La suite (u,) est croissante et majorée par 3, donc elle est convergente.

2= Upy1 — Uy

ACTIVITE 14 : Suite définie par une formule de récurrence du type u, .1 = f(u,)

e [’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite définie par une formule de
récurrence du type u,+1 = f(uy) -
e Réponses aux questions de I’activité

9

1. f (x) = ez

2. a) Représentation graphique de la fonction f dans le plan muni du repére (O, L, J).
b) Construction des quatre premiers termes.
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c¢) La suite (un) est croissante et majorée par 3, donc elle converge vers une limite [ < 3.
3-a) Onau,,q = f(uy,), avec f(x) = é .
La suite (u,,) converge vers [ telle que [ < 3. Sachant que u, = 2, alors (u,) est a valeurs
dans [2; 3].
La fonction f est continue sur [2; 3].

Ona: lirP u, =1 et lin}f(x) = f(l) , car f est continue en [, élément de [2; 3].
n—-+oo X

D’ou: lim f(u,) =f®.
n—+o00
D’autre part : lim wu,,q =1, car lim u, =1.
n—+oo n-+oo

o s . 9
Par unicité de la limite d’une suite convergente,ona: [ = f(l). Donc: [ = s

b) En résolvons I’équation on obtient [ = 3.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 24
Soit [ la limite de la suite (un). [ est solution de 1’équation Wi+1=1.
En résolvant 1’équation on obtient | = 3 —2v2Z oul= 3 + 2v2.

Comme uo = 1 et que (un) est une suite a termes positifs croissante, alors | = 3 + 2v/2.

111. DES QUESTIONS D’EVALUATION
e Question 1 : Comment démontrer qu’une suite est minorée, majorée ou bornée ?

Solution de I’exercice non corrigé

Pour tout entier naturel nonnul n,ona: —1 <

Ona:-1< v, < 1 donc la suite (v,) est bornée.

e Question 2 : Comment étudier le sens de variation d’une suite numérique ?

Solution de I’exercice non corrigé

La suite (u,) est a termes positifs.
Un4r _ M

Un n+2 "

Sachantquen < n+2,ona nn: < 1. Donc la suite (u,) est strictement décroissante.
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e Question 3 : Comment démontrer qu’une suite numérique est convergente ? Et comment
calculer sa limite ?

Solution de I’exercice non corrigé

1. Raisonner par récurrence
2. ayu; =1
b) Utiliser les différentes étapes de la démonstration par récurrence.

3. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.

2x+1
x+3

Soit [ la limite de la suite (u,) . [ est une solution de I’équation x =

-1-/5 _ -1+/5
—

En résolvant cette équation on obtient x = ou x

—1+V5
Comme u, = 0,onadonc: | = ——.

IV. MES SEANCES D’EXERCICES
» Exercices de fixation
e Représenter les termes d’une suite sur I’axe (OI)
Exercice 1

Exercice 2
Utiliser la méme le méme procédé.

e Démontrer par récurrence
Exercice 3

Soit P(n) : «uty =5 X (" ».

up=5et 5x (g)0 = 5 donc P(0) est vraie.
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Supposons que pour un entier naturel k > 0, P (k) est vraie c’est-a-dire u, = 5 X (g)k et
démontrons que P(k + 1) est vraie.

Uppr = %uk oru, =5x (g)k donc w44 =§>< 5 X (g)".

doll Uy = 5 X (KL, Ainsi P(k + 1) est vraie.

Par conséquent : Vn € N,u,, =5X (g)" .

Exercice 4
Veérifier que 2< u, < 4.
Supposer que pour un entier k > 0, 2< uy, < 4.
Démontrer que 2< uyyq < 4.
Conclure.

Exercice 5
Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence
Exercice 6
Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence

Connaitre la définition d’une suite minorée, majorée ou bornée
Exercice 7

_ 13(n-1)

~ a(sn-1)

1
Onaun+z
up = 3, doncug = —= (1)
¥ne N ,n—1>0et5n—1>0.Donc:Vn€ N,y +7 = 0. (2)

De (1) et (2), on tire que la suite (u,,) est minorée par %1 .

Exercice 8
On vérifie que uy < 2.
On suppose que pour un entier naturel k > 0, uj, < 2 et on démontre que Uy, < 2.
Ona,u, < 2doncuik2%
-1 -t

ug ~ 2
1 _1
1-—<-<2,doncuy <2.
up = 2

Ainsi, la suite (u,,) est majorée par 2.

Exercice 9

Vne N, & >0 Aussi—= =3 - ——<3.
n+1 n+1 n+1

Alors : 0 < u, < 3. D’ou la suite (u,) est bornée.

Exercice 10

Remarquer que 2" < 3" donc Vn € N, 2" —3" < 0.
On conclut que la suite (u,,) est majorée par 0.
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e Etudier le sens de variation d’une suite numérique

Exercice 11

-3

a) Yne€Nu, —u, < 0, donc la suite (u,) est strictement décroissante.

= @@ty
b) Etudier le sens de variation sur [0; 400 de la fonction f définie par f(x) = iz:
La suite (u,) a le méme sens de variation que la fonction f.
¢) Etudier le sens de variation [0; +oo[ de la fonction g définie par g(x) = %

La suite (u,,) a le méme sens de variation que la fonction g.
d) La suite (u,) est positive.

n
Ona: VneN* % = (nlﬂ) < 1. Donc, la suite (u,) est strictement décroissante.
n

Exercice 12

a) Etudier le sens de variation sur [2; 4+oo[ de la fonction f définie par f(x) = l;—zx , puis

conclure.

X

b) Etudier le sens de variation sur [0; +oo[ de la fonction g définie par g(x) = xe? , puis

conclure.

3"(2n-1) . . .
C) Uppp —Up = D > 0, donc la suite (u,) est strictement croissante.
Exercice 13
; 1 ., _ _z2n+l

a) Vne N u, 1 —u, = nrD) >0etvy — vy Eo? > 0.

Donc les suites (u,,) et (v,) sont croissantes.

. 1

b) Soit w, = u, X v, = es

En étudiant le sens de variation sur ]0; +oo[ de la fonction h définie par h(x) = x—13 R

on conclut que la suite (w,,) est strictement décroissante.

e Connaitre la définition d’une suite convergente
Exercice 14
1-v 2-V 3-F 4-V

Exercice 15

a) limu, = 1, donc la suite (u,) est convergente.

b) limu, = 1, donc la suite (u,,) est convergente.

c) Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc la suite (u,,) est convergente.
d) limu, = e?, donc la suite (u,) est convergente.

Exercice 16
limu, = +o0 ; limv, =—o00 ; limw, =0.

e Connaitre les propriétés de comparaison
Exercice 17
limu, = —oc0 ; limv, = +oco.
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Exercice 18
I- vne N, |2—-(-D" <3

[2-(-1)"| 3 3
= < =
nmn+1 T nvn+1 < nn

Ainsivn € N |u,| <

vne N,

3

nvn’

2- limu, = 0.

Reconnaitre une suite arithmétique ou une suite géométrique

Exercice 19
vn € N,u,;; —u, =1 donc la suite u est une suite arithmétique.

Exercice 20

u 2 . S
vne N, Z—“ =3 donc la suite u est une suite géométrique.
n

Exercice 21

Les données raménent au systéme d’équations : { w7 =4
u, +5r=-2

En résolvant le systéme on obtient u; = =17 et r = 3.

Exercice 22

Les données raménent au systéme d’équations : { Uo + 47 =8
Uy +7r =-—1

En résolvant le systéme, on obtient uy, = 20 et r = —3.

Onau, =20 — 3n donc uy5 = —25.

Donc Si5 = -40.

Exercice 23
Sn = (n+1)X u":—un , donc (n+1)x _723 = —138.

n+1= 12,doncn = 11.

Exercice 24

On sait que u, = 4 X (%)". En résolvant I’équation 4 X (%)" = i, on obtient n = 4.

Exercice 25

S]O:ix(zll_l) =w_

3

Exercice 26
¢ Il s’agit de la somme des 11 premiers termes de la suite géométrique de raison et de

. 3 1\
premier terme 1. Donc § = 3 [1 - (E) ]

¢ Il s’agit de la somme des 15 premiers termes de la suite géométrique de raison 2 et de
premier terme 1. Donc R = 215 — 1.

Exercice 27

Soit up , uq et ut les termes consécutifs d’une suite arithmétique telle que :
Up +ug+uc=51 et up X ug X ur=4301. De ces données on obtient :
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up + 7 =17 avec r la raison de la suite et 172 — r? = 253.
Dou:r=6our =—6.
Pourr = 6,u=11, uqg=17 et ur=23.

»> Exercices de renforcement/approfondissement

Exercice 28

a) Ona:w=qui,uz = q*u . us=qu etus = q*uy,donc
— 4 2_ (.2 2,2
Uy Xus = qF Xu“=(q° Xuy)*=uj.
b) En utilisant les données, on montre que :

> uz=E ,U3 =5,u, =5qetug = 5¢?

U ==
1= 50 p

Up + U3z + Uy =32—5.C0mmeu3 =5,0na>+5q = 22_5
En résolvant cette équation, on obtient ¢ = % ouq = 2.
Ainsi : sionprend g = %,alorsul =20,u, =10,u3 =5,u, =§etu5 =Z;
sionprend g = 2, alors u, =;, U, =§,u3 =5,u, =10, ug = 20.

Exercice 29

u, =3—4n
a)S, =(n+1)(3-2n).
b) §$'=(n—1)(—-1-2n).

1. La suite u est une suite arithmétique.

2. uy =-1etu, =-5

3. Upyq — U, = —4 < 0 donc la suite u est strictement décroissante.
4.

5.

Exercice 30

1. La suite u est une suite est une suite géométrique.
3 3
2. up; =c-etuz=-.
272 37,

U 1 . ’ .
3. Ona ;‘—“ =5<1 donc la suite u est décroissante.
n

4w, =3x ML

1

5. Sa=6(1-(2)).

2

6. a)Ona: v, —v, = —In2, donc la suite v est une suite arithmétique de raison -I[n2 et de
premier terme v; = [n3.

b) v, = lnu,, donc u, =e’n

P=e" xe"2X..Xe"n
P = gVitvattvn

pP= en[ln3+—(1_2)mz]
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Exercice 31

1. Représentation graphique

- 5
2. a) On vérifie que Uy < -
. 5 . 5
On suppose que pour un entier naturel k > 0, U, < S eton démontre que Uy, < PR
On tire la conclusion.
b) Ona U,,; — U, > 0 donc la suite (U,) est croissante.

. . . 5
La suite (U,) est croissante et majorée par > donc elle est convergente.
3 . . .
3. a) On montre que V11 = EV" donc la suite (V;,) est une suite géométrique de raison

z et de premier terme %5 .
-5 3 -5 3\" 5
b) Vn=7x(§)"et Un=7x(g) +E.

¢) limU, = ;

Exercice 32

Lu=i+2 o v,=14v2

1 . S o1 .
2. Montrer que V41 = 3 V,, , donc la suite I est une suite géométrique de raison et de premier

terme Vy = %

= () =

Ona: lim U, =+oo, donc la suite U est divergente.
_VZ[42 1\+1 nn+1)
4 Som = 7[7(1 -() )+T]
lim Sy, =+ oo.
n—+oco "

Exercice 33

a) §,=1;5,=5; S3=14; S, =30.
b) Spe1= S+ (m+1)2%.

Q) S =1- 1a+D)EX14D)
6

Supposons que pour un entier naturel k > 1, S
_ (k+1)(k+2)(2k+3)

_ k(k+1)(2k+1)
—

Montrons que Sy p
On sait que Sgyq = Si + (k + 1)?

k(k+1)(2k+1)
Sirr = T2 4 (ke + 1)?
_ (k+1)(k+2)(2k+3)
Sk+1 - e -
n(n+1)(2n+1)

Ainsivn € N* S, = p
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Exercice 34
Uy=1=2° U, =2=21.
Supposons que pour un entier naturel k > 1, U, = 2¥ et Uy, = 251,

Démontrons que : Uy, = 2K+2,
Uitz = SUpyy — 6U

Ugyp =5 x 2K+ — 6 x 2

Upsz = 2¥(10 - 6)
Uz = 2K x 4= 2k+2

Ainsi: Vn €N, U, = 2™

Exercice 35

Soit r la raison de cette suite arithmétique.
y=x+retz=x+2r.

En exploitant les données, on obtient x + 7 = 3 etr? = 16.

Onar=4our = —4.

I
N

Sir =4,alorsx=—-1;y= 3etz
Sir = —4,alorsx =7,y = 3etz = —1.
Exercice 36

1. Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence.
2. Vpyp = _7117" donc (v,,) est une suite géométrique.

3. vy = =X (5)" donc lim v, = 0,

4. u, =11+_—2;:L donc limu,, = 1.

Exercice 37

1 . / ras . 1 .
. Voo = 2 V;, donc ( V) est une suite géométrique de raison et de premier terme V; = 1.
1

n
2. V= (2) , donc lim }, = 0.
3. Ona:U, =9e",donclimU, = 9.

Exercice 38

1. —Déterminer V4
-Effectuer V11 - V,

1
- Montrer que V41 -V, = 3

.I 288 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



2.V

1,11
§+5n72(n+1).

1 5 s 2
OnaUn=V——2d0u Un=m—2.
3.limU, = —2et liml,, = +oo.

Exercice 39

1. Construction des 5 premiers termes.
1 1 1
2.a)Upyq = EU" —3etU, = ;Un_l —3,donc Upyq — Uy = E(U" —Up_1).
b) La suite ( U,y — Uy) est par définition une suite géométrique de raison % de premier terme -5.
Donc Upyq — U, = =5 X% (%)".
¢) Upy1 — U, < 0 donc la suite (U,) est strictement décroissante.

3.a) On pourra démontrer par récurrence que : Vn € N*, U, + 6 = %(Un_1 + 6).
1 1\2
b) Ve N, Uy+6= WUy +6)=(3) Uny +6).

U, +6= (%)3 (Ups +6) =...= G)n Upn +6) = (%)n Uy + 6).

c) D’aprés 3.b),ona: limU, = —6.

Exercice 40

1. Vy=—In2
3
2. V1 = ln(; Un+1)

3
Vn+1 = ln(; Un)2

Vpgr1 =2X ln(g U,,) =2V, donc la suite (},) est une suite géométrique de raison 2.
3. V,= —In2x 2"
4. limV, = —oo.
5. u, = éeV" ,donc limU, =0
6. a)Sy=Vox o =In2x(1-2").

b) T, =2e% x2e" x ..x 2eVn1
3 3 3
T, = (é)n X gVotVit +Vn_q — (g)n X eSn

2 _on
C) Tn — (E)n X e(l 2 )ln2.
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Exercice 41
1-a) Utiliser un raisonnement par récurrence.
b) Uppq — U, = Up(e™Yn — 1) < 0, donc la suite (U,) est décroissante.
¢) La suite (Uy,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente. Sa limite est 0.
2- Démontrer par récurrence que : Vn € N, Upyq = €752,

Comme la suite (U,,) converge vers 0, alors (U,,1) converge également vers 0, donc la suite (S,,)
converge vers +oo.

Exercice 42

2 2
Démontrons par récurrence que pour tout entiern > 1, 13+ 23 +33 + ...+ n3 = @
2 2 2 2
e 13=1, #=1.D’01‘1: 13=#
. 43 3 3 3 _ k%(k+1)?
e Supposons que pour unentierk (k > 1): 1°+2° 4+ 3° + -4+ k> = —
2 2
Démontrons que : 13 +23 +33 + -+ (k+1)% = w
k2(k + 1)?
PB+2+33 4+ +k3+(k+1)3 :¥+(k+1)3
_ k2(k+1)%+4(k+1)3
4
_ (k+1)?[k2+4(k+1)]
4
_ (k+1)%(k?+4k+4)
4
_ (k+1)?(k+2)?
=
n2(n+1)2

Donc: Yvn>1,134+234+33+...4n3 = -

Exercice 43

Démontrons par récurrence que pour tout entier natureln =1, 1 X2+ -+ n(n+1) = n(n%)(n”) .
Ona:1x(1+1)=2et 2DED :2.D’oﬁ:1x(1+1):w.
Supposons que pour un entier naturel k (k > 1) ,ona: 1 X2+ -+ k(k+1) = UGDIGON
Démontrons que : 1 X 2 + -+ k(k+ 1)+ (k+ 1)(k +2) = w

k(k+1)(k+2)

Ona:1x2+-+k(k+1D)+k+1)(k+2)= +k+1D(k+2)

3
k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)

I1x2+-+k(k+1D)+(E+Dk+2)= 3

(k+1)(k+2)(k+3)

1x24++kk+1D)+k+1D)(k+2)= 3

nn+1)(n+2)

Donc, pour tout entier natureln =1, 1 X2+ -+ n(n+1) = 2
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Exercice 44

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 32" — 1 est un multiple de 8.
e 32%0 —1 =0. Donc, 32%% — 1 est un multiple de 8.

Supposons que pour un entier naturel k (k = 0) , 32¥ — 1 est un multiple de 8.
Démontrons que 32¢*+1 — 1 est un multiple de 8.

Ona:320+D) _ 1 =9 x32k _1=9x32k_94+8=9x(3%k-1)+8.

Or : 3% — 1 et 8 sont des multiples de 8. Donc, 9 X (32% — 1) + 8 est un multiple de 8.
Par suite, 32+ — 1 est un multiple de 8.

Donc, pour tout entier naturel n, 32" — 1 est un multiple de 8.

Exercice 45

L gy = %”n- Donc, (v,) est une suite géométrique de raison§ .
2. a) limv, =0
b) u, = v, + 3, donc lim u,, = 3.

Exercice 46

. Upyq —Up = 3 , donc la suite (u,,) est une suite arithmétique de raison % et de premier
terme uy, = —5.
Donc:vVne€e N, u, = —5+§n.
Représentation graphique
Up+uyg

Uy + Uy +Uy + Uy =21 X——== 210.
Exercice 47
Up—q + Uppr = 2Uy ,pourn =1.Donc: upyq — Uy = Uy —Up—1, pourn = 1.
Ainsi, la suite (u,) est une suite arithmétique.
Exercice 48

1. uy =4 et =12—3.
2. a)dp4y = %dn , donc la suite (d,,) est une suite géométrique de raison 1—52 et de premier terme
dy = 6.
— Syn
b) d, = 6x ()
5 n
c)Vne N, 6 >0et (E) >0,donc:vVne N,d, >0.
d) limd, = 0.
3. a) Effectuer u,,, — u, et conclure , puis effectuer v,,,; — v, et conclure.

d . . .
b) ?" > 0, donc la suite (u,,) est strictement croissante.

—d . . L
T” < 0, donc la suite (v,,) est strictement décroissante.
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c) La suite (u,) est strictement croissante , donc : uy < uy < -+ <up_; <u, (1)

Aussi,ona: u, <v, (2)
La suite (v,) est strictement décroissante , donc : v, < v,_1 < - <v; <vy (3)

De(l),(2)et(B)ona: ug<u; < <uUpq <Uy <V < Vpq < <y <V

D’ou: uy < u, < v, <vy.

d) La suite (u,) est strictement croissante et majorée par v, , donc la suite (u,) est
convergente.

La suite (17,) est strictement décroissante et minorée par u, , donc la suite (v,,) est

convergente.

. 24 5\"
a) Pour tout entier naturel n, u,, = 7( - (ﬁ) ) +2
38

b)limun:§ et limvnzlim(un+dn)=7 .

Exercice 49
1. a) Vx €]0; +oof, f'(x) = % > 0. Donc la fonction f est strictement croissante sur ]0; +ool.

Tableau de variation de f

X 0 +o0
f'x) +
4
f()

-00

b) Tracé de (C) et de (D)
¢) Construction de ug, uy, u, et us.
2. a) f est continue et strictement croissante sur [2; 3], donc f([2;3]) = [f(2); f(3)] = E, 3]

Or [2;3] cl2;3] done : £(12; 3))C [2; 3].
b) Utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer que : Vn € N, 2 <u, < 3.

3— -1 . .
c)Ona:uyy —u, = (11"13# > 0, donc la suite (u,) est croissante.
n

d) La suite (u,,) est croissante et majorée par 3 donc elle est convergente.
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3. a) Déterminer I’expression de v, 4.

Montrer que 222 =2 puis conclure.
v, 3’
n

n
b) vy =—(3) . done limv, = 0.
u, = :Z_j , donc limu,, = 3.

Exercice 50

1. u; =3 et u, =10.
2. a) up=0etu, > 1.
Supposons que pour un entier naturel k > 1, u;, = k et montrons que uy,; = k + 1.

Ona:u, =k
3uy = 3k
Bup —2k =k
Bupy—2k+3=2k+3>k+1do0 upy 2k+1.
Donc:vn €N, u, =>n.
b) limu, = +oo.
3. VvneN, uyyq —up = 2(u, —n) + 3.
Or:vn€eN, u, —n>0.Donc:uyy —u, =3=0.
Donc la suite (u,,) est croissante.
4. a) vy4q = 3u, — 3n + 3 = 3v,, donc la suite (v7,) est une suite géométrique de raison 3 et de
premier terme 1.

bu,=v,+n—1,orv, =3"donc u,=3"+n-—1.

Exercice 51

1. pouruy =050onau; =0,6.

1 1 -1 L1 . e L-1 .
2. — — = —, donc la suite (—) est une suite arithmétique de raison — et de premier terme —2.
Vn+1  Un 2 VUn 2
1 —4-n -2
3, —=——,doncvy, = —.
vy 2 44n

u, = v, + 1. Comme limv, = 0, on a limu,, = 1. Ainsi, la suite (u, ) converge vers 1.

4. Apres plusieurs reproductions, la population sera constituée uniquement de souris noires.
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Exercice 52

1. Démontrer par récurrence que : Vn € N, 0 < u, <5.
2. Upyq — Uy > 0, donc la suite (u,,) est croissante.

De plus, elle est majorée par 5. Donc, elle est convergente.

3. a) Utilisation de I’inégalité des accroissements finis en considérant la fonction f telle que :

f(x)=+Vx+6.
Montrer que f'(x) < %

Ensuite on a :|f (u,) — f(3)] Sglun —3|,dou |uyy; — 3| S§|un - 3.

1 1 1
luy — 3] X Juy — 3| X ... X |u,, — 3| £§|u0—3|><§|u1—3|><...><§|un_1—3|

n
Donc: |u, —3| < G) |ug — 3.
n

Doir: |u, -3 <3(3)

b) limu, = 3.

» SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 53

Pour aider monsieur YAO, je vais utiliser mes connaissances sur les suites numériques.

Pour cela, je vais :

- déterminer une suite numérique (u,) qui donne le salaire de M.Yao 4 la n-iéme année du
premier contrat et en déduire le salaire 4 la 9°™ année ;

- déterminer une suite numérique (v,) qui donne le salaire de M.Yao a la n-iéme année du
deuxiéme contrat et en déduire le salaire a la 9™ année ;

- comparer les salaires a la 9°™ année dans les deux contrats et conclure.

e Soit u, le salaire a la n-iéme année avec le premier contrat.

Ona:u; = 750000 et u, g = u, + —u, = 1,04u,.

4
100
Dans ce cas, le salaire évolue comme une suite géométrique de raison 1,04.
Le salaire a la n-iéme année est donné par 1’expression :

Uy = uq X (1,04)"1 = 750000 x (1,04)™ 1.

A la neuviéme année, le salaire avec le premier contrat sera :

Uy = 750000 X (1,04)8 ~ 1026427.

e Soit v, le salaire a la n-iéme année avec le deuxiéme contrat.
Ona: v, = 750000 et v,,; = v, +30000.
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Dans ce cas, le salaire évolue comme une suite arithmétique de raison 30000.
Le salaire a la n-iéme année est donné par 1’expression :
v, = v; +30000(n — 1) = 750000 + 30000(n — 1).
A la neuvieme année le salaire avec le deuxieme contrat sera :
vg = 750000 + 30000 x 8 =~ 990000.

e Ona:ug > vy ,donc le premier contrat est le plus avantageux pour monsieur YAO.
Exercice 54

Pour dire si la déclaration de mon camarade de classe est juste ou non, je vais utiliser les suites
numériques. Pour cela, je vais :

- Identifier la suite numérique qui décrit I’évolution de la pandémie ;
- Déterminer la somme S(t) des t + 1 premiers termes consécutifs de cette suite numérique ;
- Déterminer le plus petit entier t tel que S(t) = 10000 et conclure.

o Identifions la suite numérique qui décrit I’évolution de la pandémie.

Ona: f(t) =120t + 1,t € N.
f est une suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 120.

e Déterminons la somme S(t) des t + 1 premiers termes consécutifs de la suite f.
Ona:S)=f0)+ f()+ -+ f(t)

t+1

S@®) =—[f(0) + f(©)]

t+1
2

S0 =22 (120¢ + 2) = 60t2 + 61t + 1, avec t > 0.

e Déterminons le plus petit entier t tel que S(¢t) = 10000.
S(t) = 10000 = 60t% + 61t — 9999 > 0.

—61+12403481

Sachant que : t > 0, on obtient : t > 20

La plus petite valeur de I’entier naturel t est 14.
Le couvre-feu interviendra 14 jours apres la déclaration du premier cas de COVID-19 dans ce pays

Donc, ’affirmation du camarade de classe n’est pas juste.
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EXERCICE 55
Soit po le prix d’un article en 2014 et pn, son prix en 2014 + n
Entre 2014 et 2017, le taux d’inflation annuel étant de 6%, on a successivement :
p1 = 1,06 po (prix en 2015), p2 = (1,06)* po ((prix en 2016), p3 = (1,06)* po (prix en 2017)
Entre 2017 et 2019, le taux d’inflation annuel étant de 7%, on a donc :
pa= 1,07 p3,soit pa = 1,07(1,06)* po (prix en 2018), ps = (1,07)*(1,06)* po (prix en 2019),
Entre 2019 et 2020, le taux d’inflation annuel étant de 7,5%, on a donc :
ps = 1,075(1,07)%(1,06)° po (prix en 2020),
Entre 2020 et 2021, le taux d’inflation annuel étant de 8%, on a donc :
p7=1,08x1,075(1,07)%(1,06) po (prix en 2021),
Entre 2021 et 2022, le taux d’inflation annuel étant de 8%, on a donc :
ps=1,1x1,08x1,075(1,07)%(1,06)> po (prix en 2022).
On adonc : ps=1,74144617632 po,
1,74144617632 > 1,6 ; donc le cott de la vie est élevé dans ce pays. Coulibaly a raison.
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CALCUL INTEGRAL

Traitement de la situation d’apprentissage

e Aprés la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une lecture
silencieuse des éléves), I’enseignant va procéder a I’explication éventuelle des mots difficiles.
Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots ou expressions difficiles pour
un ¢éléve de Terminale D. Toutefois le professeur donnera la parole a ses éléves afin de s’assurer
que tout le monde a compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :
Constituants de la | Exemples de questions Réponses possibles des éléves
situation possibles
Contexte Ou et quand se déroule la | La scéne se déroule dans un
scéne et qui en sont les | établissement secondaire.
acteurs ? 11 s’agit d’un exposé en Histoire-
Géographie sur les infrastructures
routieres réalisées en Chine.
Les acteurs sont les éléves de la
promotion Terminale.

Circonstance Indique la difficulté a Les ¢éléves de la promotion de Terminale
laquelle les éléves sont sont fascinés par les informations
confrontés. données par les ingénieurs et découvrent

une expression mathématique qu’ils ne
comprennent pas.

Tache Qu’est ce que les éléves de | Les éléves de la promotion de Terminale
cette promotion de décident de faire des recherches sur le
Terminale décident de calcul d’aire.
faire ?

Le professeur profitera donc de la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et
annoncera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le
déroulement de la legon.

Découverte des habiletés

Activité 1 : Définition de ’intégrale
Corrigé de Pactivité 1

1. G(b)—G(a) =F()+c—F(a)—c=F(b)—F(a).
2. Ona:G(b) —G(a) = F(b) — F(a), donc le nombre réel F(b) — F(a) est indépendant la primitive
choisie.
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Exercices de fixation

Exercice 1
xF()-Fla)  OG(a)-F(®) x G(b) - G(a) x[F(©)]5, OFM®I;

Exercice 2

La fonction f'étant continue sur I’intervalle /, elle admet au moins une primitive sur /..
X, étant un élément de /, il existe une et une primitive de f sur I qui s’annule en x,.
Or F est une primitive sur / de f qui s’annule en x,. D’ou le résultat.

Exercice 3
Calcule :

a) f25(2t —1Ddt=[t?—t]5=18.
b fy e =[5 = 5
o fy t2de=[513 =1

d) f;%dt = —n2.

Activité 2: Propriété de linéarité de I’intégrale

Corrigé de P’activité 2

1. Une primitive sur / de la fonction « f + f g est la fonction < F + 8 G.

2. f:[°< f(©) + Bg(®)ldt = [ F(£) + BG(D)]G = x F(b) + BG(b) — (x F(a) + BG(a))
= (F(b) - F(a)) + ,B(G(b) - G(a))

=oc [7 f(6)dt + B [ g(t)dt.
Exercices de fixation
Exercice 4
a) [(f(©) —29(®))dt = -

g2’ f(ode + [ g(t)de 02 [’ f(ode - [ g(t)dt
02— [ f(©)dt + f) g(t)dt x [ f(t)dt -2 [7 g(t)dt.

b) [2(af(©) - pg())dt = ..

OB, f(Odt +af, g(©)de ; O (a-p (J; F©dt + J} g®)dt)
O+ A ([ Fydt - f) gvyat) xaf’ f(t)dt - B[’ g(t)dt.
Exercice 5

2
altes n

.4

©) JE(sin?x)dx + [Zcos?x)dx = [2(sin®x + cos’x)dx = [zdx = >

.I 298 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



Activité 3: Relation de Chasles
Corrigé de Pactivité 3

Loa) [f@d=F@©@-F@ b [ f©dr="F®)-F@.

2. [SF@dt+ [ f(©)dt = F(c) = F(a) + (F(b) = F(c)) = F(b) - F(a) = [ f(t)dt.
Exercices de fixation

Exercice 6
3

f 2|t + 1|dt = 17.
-2

Exercice 7

3
f 2|x — 1|dx = 13.
-2

Activité 4: Intégrale et inégalités
Corrigé de activité 4
1. a) F estune primitive de f sur [a; b]. Donc : Vx € [a; b], F'(x) = f(x).
Or: f = 0 sur[a; b] , donc F est croissante sur [a; b].
b) F est croissante sur [a; b], donc: a < b = F(a) < F(b).
¢) F(a) < F(b) = F(b) — F(a) = 0.
Donc : f: f(x)dx = 0.
2. a) f<gsurla;b]l.Dou:g—f =0sur[a;b].
D’aprés la question 1 : g — f = O sur [a; b] = f(f(g —f)(x)dx = 0.

b b b
b) [ (g-Hdx=20= [ glx)dx— [ f(x)dx=0.
Done: [} f(¥)dx < [, g()dx.
Exercice de fixation
Exercice 8

. 2d 2d
En intégrant sur [1;2],ona: 0 < [ < fZ

1% -hm
Or: flzj—; = [2vx]?=2v2 -2, donc: 0 < In2 < 2v/2 - 2.
Exercice 9

z
. . . I} n \ = .
a) La fonction x + sinx est continue et positive sur [0; 3 ],d’ou: f02 sinxdx > 0.

. . s yoy 1
b) La fonction x — x* est continue et négative sur [-2; —1],d’ou: [_ x*dx <0.

Activité 5 : Inégalité de la moyenne
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Corrigé de Pactivité 5

L. vee[ab], m< f(t) <M.Dou: [ mde <[’ f(t)dt < [ Mdt.
On en déduit que : m(b — a) < [ f(t)dt < M(b - a).
2. Vte[ab], |f®OI<M, dou: —-M<f(t) <M

D’apreés la question 1, ona: —M(b —a) < f: f®)dt <M — a).
Donc : |fabf(x)dx| <M(b —a).

Exercices de fixation

Exercice 10
La fonction x +— sinx étant continue sur [0 ; %], et pour tout nombre x, |sinx| < 1. | fOE sinxdx|< %
Or:Z <2, donc |[2sinxdx| < 2.
2 0
Exercice 11
2
Vx € [e;e?], 1<In?x < 4. Dou: 1(e?—e) < f: In?xdx <4(e? —e).
2
On obtient donc : e(e — 1) < f: In?xdx <4e(e—1).

Activité 6 : Valeur moyenne d’une fonction

Corrigé de activité 6

N =

1

2
X2

1 1
2 112

u XJ; fl)dx =6 Xﬁ p” dx=12[—;]1=12(—2+3)=12.
3 3

3

SV

B
2
Exercice de fixation

Exercice 12

L 11,1
1. 3 2. 2(e e ™) 3.

w N

Activité 7 : Technique de ’intégration par parties
Corrigé de I’activité 7
b b b
f (uv)'(t)dt =J. u(t)v'(t)dt + f u'(t)v(t)dt
a

a a

or [Pv)' @®)dt =[5 = [u®v®)]}
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On en déduit que : [} w(O)v'(O)de + [ u' (Ov(D)dt = [u(®)v(D)]5.
Donc : fab u(t)v'(t)dt = [u(®)v()]s — fab u' (Hv(t)dt.

Exercices de fixation

Exercice 13
u(x) = x, uUx) =1
v(x) =vV2x+1, v(x) = §(2x + 1)2
3 3 3 5
Jy xV2x+ T = [ (22 + 13216 — [ 5 (22 + 1) dae= [5 (2 + D2l — - [(2x + 13055

folxv2x+ 1dx:¥+i.

15

Exercice 14

u(x) = Inx, u'(x) :%
XZ

vrix)=x, vk)= T

fle xlnxdx = [%2 Inx|§ — fe Ldx

12
e _ox? e x2,_ €% 1
J| xlnxdx = [ Inx]f = [1i=— +
Activité 8 : Technique du changement de variable affine
Corrigé de I’activité 8

1. On sait que : (F(oc t+ ﬁ))’ =« F'(<t +B).
F étant une primitive de f sur I, alors : F' = f.
On en déduit que : (F(oc t+ [z’))' = f(xt+p).

2. f:f(cxHﬁ)dt:E F(oct+/3)]b=§(p(ocb+ﬁ)— F(<a+p)).

xb+f
xa+f *

Enposant:u =xt+f,ona: F(xb+p)— F(xa+p)=[Fw)]

b+
= [rars 2f@ du.
xa+f

s (b _ 1
Dou.faf(oct+ﬁ)dt—[;F(u)] a8 =
Exercices de fixation
Exercice 15
Posons:u =x + 1.

[§ gmpdx = J{ (= Pdu = Guvulf - [2vulf =3
0 Vx+1 1 Vi 3 1 1=3-
Exercice 16

Posons : u = 2x — 3.
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2 4q. 1l 4. 122
Jo@x=3)*dx =_ [ jutdu=—.
Activité 9 : Propriété de I’intégrale d’une fonction paire ou impaire
Corrigé de P’activité 9
0 a a

L [ f®dt+ [ f)dt = [_ f(t)de.
2. Siu = —t,alors:du = —dt. Donc : dt = —du

Pourt = —a, u=a.

Pourt =0, u=0.

Ainsi: [° f(©)dt = — [ f(~wdu = [} f(~w)du.
3. Ona: [° f(Odt = [° fOdt + [} f(D)dt = [} f(~wdu + [ f()dt.
e Si f estpaire, alors : f(—uw) = f(w).

Drou: [°, f(D)dt = [ f(~wdu = [ fwdu = [} f(O)dr.
Ainsi: [° f(0dt = [° f(O)dt + [} fOdt = [} f©)dt + [} f(©)dt = 2 [} f(t)dL.
e Sif est impaire, alors : f(—u) = —f (w).
Do : [ f(t)dt = [;' f(—w)du = — [} fw)du = — [;' f()dL.
Ainsi: [ f(®)dt = [° fO)dt + [} f(©)dt = — [ f(®)dt + [ f(O)dt = 0.
Exercice de fixation

Exercice 17
a) La fonction : x — sinx cos*x est continue sur [—g ; g] et elle est impaire, donc :
f_gz sinx cos*x dx = 0.
2
b) La fonction : x ~— xvVx2 + 9 est continue sur [—2; 2] et elle est impaire, donc :
f_22 xVxZ +9dx = 0.

¢) La fonction : x +— |x| est continue sur [—1; 1] et elle est paire, donc :

1 1 1 1
I |x|dx=2f0|x|dx=2f0xdx=2><5=1.
Activité 10 : Propriété de I’intégrale d’une fonction périodique
Corrigé de I’activité 10

L 2T e = [F fe+ Tydx = [F feodx = [F Foa.
B+T

2 ) [P r@de = [f foat
Do : ff:TTf(t)dt = £ f@®adt + fff(t)dt +f£+Tf(t)dt = fff(t)dt.
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On obtient : [, f(6)dt + flf”f(t)dt =0.
On en déduit que : — f:”f(t)dt =— flf”f(t)dt.

Donc: [“*T f(e)dt = f” F(t)dt.

b) Sif = 0, alors I'égalité précédente devient : [* f(D)dt = [} f(t)dt.
Exercice de fixation

Exercice 18

f2n+2n

. am L L L.
o2, Sinxdx = [, sinxdx, car la fonction sinus est périodique de période 27.

2n .,
a) [ sinxdx = I

b) [ 02 " cosxdx = f::”“ cosxdx = ["_cosxdx, car la fonction cosinus est périodique de période 27.
Activité 11 : Fonctions du type : x — f; f®dt
Corrigé de Pactivité 11

L () = [ f(t)dt = F(x) — F(a).
2. a) x€1, ¢'(®¥) = (F(x) = F(@) = F'(x) - 0 = f(x).
Donc, ¢ est une primitive de f sur /.
b) ¢(a) =F(a) —F(a) =0.
Exercice de fixation

Exercice 19

t t
La fonction t = ——— est continue sur R. Il en résulte que la fonction x = [*——dt définie sur R est
Vi+et 0 Jitet

t
’unique primitive de fonction t » —— définie sur R et qui s’annule en 0.
que p Tiret q

Activité 12 : Calcul d’aires
Corrigé de Pactivité 12

1. L’aire du rectangle de dimensions OI et 0J est Ol X O] cm?, soit xy cm?.
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b) Pour tout x € [0; 2], f;(x) > 0.
o JlA@®dt = [ tdt = Etz]z =2-0=2.

d) L’aire de la surface délimitée par la courbe (Cfl)’ I’axe (OI) et les droites d’équations

2x2 o .
x=0etx=2est:%=2 (en unités d'aire).

base xhauteur )

(onrappelle que l'aire d'un triangle est: 2

3. a)

b) Pour tout x € [—1;1], f2(x) < 0.

0 = [ f(Odt = [}, - t?)dt = [t —?]il =1-1-(1-F)=2.
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4. a)

~~
C
Q

1-x2

b) Pour tout x € [1;e], f(x) — g(x) =£_ x =

X
Pourtoutx € [1;e],1—x2<0 et x>0,dou f(x)—g(x)<0.
Donc, pour tout x € [1; €], f(x) < g(x).

e?-3

0 [{lg@® - F@de = [} (e =2)de =[S - lnt]: =7

Exercices de fixation
Exercice 20

L’unité d’aire est 3x2 cm?. La fonction f étant continue et positive sur [1 ; 2], I’aire en unité d’aire est :
2 ., 11 .
[[G2 + x = 2)dx, soit — u.a. Ce qui donne : 11 cm?.

Exercice 21

L’unité d’aire est 4 cm?. La fonction f étant continue et négative sur [-2 ; 0], 1’aire en unité d’aire est :

0 . .
- f_z(x2 + x — 2)dx, soit ? u.a. Ce qui donne : ? cm?.

Exercice 22

Cette aire, en unité d’aire, vaut : f;(g () — f(x))dx.

Ce qui donne 9 u.a.

Activité 13 : Calcul approché d’une intégrale par la méthode des rectangles
Corrigé de Pactivité 13

1. L’aire du rectangle R; est: f(x;)(xj41 — X;).

2wy = NI ) Ot — ) = N5 F ) (52) = 2250 £ () = 220y £ (a + 224).
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Exercices de fixation

Exercice 23

ayn = 10, flzidx

La fonction f'qui a x — i est continue positive et décroissante sur [1 ; 2].
10 9

S s [ adr s oY f(1 4

10,1f( 00 = 1xx—10,0f( 09
= =

0,668771403 <[} = dx <0,718771403.
Dot : 0,668 <[ ~dx <0,72.
0,694 est une valeur approchée de de flz i dx 426x1073 prés.

b)n=20, [, e dx.

. FEY —x2
La fonction fquia x — e™™

est continue positive et décroissante sur [0 ; 1].

202f(—z)<f e<dx < %2;«%)

Ona: 0,73086782 < f01 e dx < 0,76247385.
Dlo: 0,73 < [} e~ dx < 0,77
0,75 est une valeur approchée fol e dx a2x1072 pres.

¢) n =15, méthode identique

Exercice 24

2k
Zk 0 COS —”

a) S, :l(1+coszz+m+coszﬂ)

S, = —Zk ocost == —Zk Of( ) avec f(x) = cosznx.
1 11 1 1 t
lim S, —f cos?mxdx =J. (—+—c032n'x) dx = [ x+— sznZﬂx]
n>+oo R o \2 2 2 41

Ji(l L2 . n )_ign _k
b) S = 11(\/12+n2 +\/22+n2 + +\/n2+n2) nzk:o\/kzﬂlZ
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X

—lyn kK _Iyn __w _lym k -
Sn‘n2k=°m‘nzk=0m =22 f () avee f0 = 2

1y, 1
n]_l)IPOOSn =J; ﬁdx == [\/xz + 1]0

lim S, =v2-1.
n—-+oo

Des questions d’évaluation

Question 1 : Comment calculer une intégrale du type f: cos™x sin"xdx ?

Corrigé de I’exercice non corrigé
a) L’exposant de sin2x est impair.
On a: sin32x cos?2x = sin2x sin?2x cos?2x.
= (sin2x) (1 — cos?2x) cos?2x.
sin®2x cos?2x = sin2xcos?2x — sin2xcos*2x .

Une primitive sur [—%; n] de la fonction : x +— sin32x cos?2x est la fonction :

1 1
X — —gcos32x + 1—000552x.

fn'Sz sz—[l 2 4 Sz]n— !
nSln X cos“Lx ax = 6COS X 1OCOS X_E— 15"

b) On va linéariser cos*x

2
cos*x = (cos?x)? = (@) = i(l + 2c0s2x + cos?2x) = i(l + 2cos2x + —1+CZS4X)

3,1 1
cos*x = S +5c0s2x + cosdx.

[Fostx tr = [ (3 Leosz + Loostn) = [2 + Leinza + L snts]
7_[COSJC X = _%8 ZCOS.X 8cosx x—8x 45mx 3ZSlTlX_g

3t 1 (371)_911 1
T32 4"

f% *x dx =+
2O EH Ty 16

Question 2 : Comment calculer une intégrale du type f: In(kx +p)dx?
Corrigé de I’exercice non corrigé
Onpose: u(x)=mm@2-x) ; ona: u'(x)= %

v'(x)=1 v(x) =x
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Ona: [ In(2—x)dx = [xin(2 -], — [}, ~=dx.

2

-X
Or:—=1- .
2—x 2—x

Donc, une primitive sur [—1; 1] de : x +— % est la fonction: x — x + 2In(2 — x).
Ona: f_ll n2—-x)dx = [xIn(2 —x)]%; — [x + 2In(2 — x)]L,
f_ll nR-x)dx =[(x —2)In2 —x) — x],.
J!, (2 - x)dx =33 -2.
Question 3 : Comment déterminer a I’aide d’une intégrale, des primitives de certaines fonctions

du type fg ?

Corrigé de I’exercice non corrigé

x Int

= dt.

On va effectuer une intégration par parties pour expliciter F.
1

La primitive F est définie par : F(x) = [

e

Posons: u(t) =Int ; ona: u'(t) = pE
v'(t) =tiz v(t) = —%.
Doi: (o = [~ - [ (~g)ae = [ - ] = [

—Inx—-1

Flx) === +2

Mes séances d’exercices

» Exercices de fixation

Exercice 1
N° Affirmation Réponse
1 | F; et F, étant deux primitives d’une fonction f sur un

intervalle [a; b], telles que : Vx € [a; b], F;(x) = F,(x) + 8. Faux
Ona: [F(x)]} # [F(0)]] .

2 | F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle [—1; 3].

Si: fflf(x)dx =5 alors F(-1) =5—-F(3) Faux
3 | L’intégrale ff#dt est égale a 1. Vrai
4 L’intégrale f01 e*dx estégaleal —e. Faux
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Exercice 2

I t4 _F - _Z
2 _ o2t 12217 __ 2(2v2-1)
2. [[tdt =[] tadt = [3 tz]1 ==
1 t? b
3. [ (t+Ddt = [—+ t]_1 =2.
in3
4. et = [ "] =4

> fl 2t— 1dt - [ln(Zt - D] = in(2e - 1).

z 3 3
— 3 —
f03 costdt = [smt]0 ==

7. f(?sin (Bt - E) dt = [—gcos (St - g)]g =%

*

0 3
G _dt PR E
8. f% — = [tant] 1-5.
Exercice 3
Réponse
Ne Affirmation Vrai | Faux
1. | f est une fonction continue sur R.
.t N Faux
Ona: [ " f(Bx)dx =3[ " f(x)dx
2 T m
’ f sin2xdx = Zf sinx cosxdx
0 0 .
Vrai

3. | f est une fonction continue sur [1; 3].

Si: fff(x)dx = 2, alors : ff Gf(x) - x) dx =—1, | Vrai

4. Jlnz 2e%% flnz e?*Inx 5 Faux
f m3 Inx+2 2

x
3 IMx +2

Exercice 4

4 4 4
f(—4f+5g)(t)dt:—4f f(t)dt+5fg(t)dt=—4xz+5x(—1):—
1 1 1
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Exercice 5

1. f [2cosx — 3sinx]dx = 2 f6 cosxdx — fﬁsmxdx = 2[smx]6 + 3[Cosx] =2x- + 3 (£— 1)

2 . _ 334
Je[2cosx — 3sinx]dx = —.

2. f( +4x)dx_5f dx+4f xdx_5[ﬂ +4[1 2] =5(2-1)+2(16—1) = 35.

T

T T bt
5 1- cost 1,5 1 7z 11 . 2 T
2 2 2 2
sin’xdx = —dx = dx —-= cos2xdx = [—x] —= [— sm2x] =-—
f” fg f 2I—§ 27l 212 T3
6

=l

6

L
T T T T —_
2 cos?xdx — 2 sin?xdx = (2(cos?x — sin? — [z =1-]2=
4. fo cos“xdx fo sin“xdx fo (cos?x — sin*x)dx fo cos2xdx [2 sin2x . 0.
Exercice 6

Lo 2 4

Exercice 7

f:f(t)dx = J:f(t)dt+£bf(t)dt=£bf(t)dt—fcaf(t)dt.

Exercice 8

e? 1 e?
f f(x)dxzf e"dx+f ;dxz[e"](l,+[elnx]§2=e—1+2€=33—1.
0 0 1

Exercice 9

T

T 3 T
1. [Z%lsinx|dx = f_og(—sinx)dx + [Z sinxdx = [cosx]’x + [—cosx]? = ;
3 3 3

2 [La-11—e*dx=[°(1- (e - D)dx+ [, (1 - (1 —e™))dx
3.

f_ll(l —|1—e™|)dx = f_Ol(Z —e™)dx + fole‘xdx =Rx+e ™% +[-e*i=4—¢ —é.
4, ff VaZ —4x + 4dx = fflx —2ldx = f12(2 —x)dx + f23(x —2)dx

2 3

N ae A adx =[x - 2] 4+ [2-2] =1

2
Exercice 10

Faux
Vrai
Vrai
Faux

LS
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Exercice 11

— —3)2
Vx € [2;5], x—ﬂzﬁ.
X X
2
Or:Vx € [2;5], g 3) > 0.
Doi: Vx € [2;5], x — &2 > 0.
On en déduit que : fzs (x - o 9) dx =0, donc: f xdx = fs 204
Exercice 12
vx € [Z rzr] 4cosx 20T o fx) < 2ocosx 36c0sx D’Oﬁ:fn 4cosxd < 2 cosx J-Z 36cosxdx.
T T T
. . [4sinx]z 2 COSX 36sinx]2
On obtient : [T:IE < EZ 7(1.96 < [T]E .
6 6 6
2 z 18
, . . - COSX
On en déduit que : — < %2 = dx<—.
Exercice 13
Ona:lnTZS mTXS f3lnzdx<1<f3m3
3
Ainsi [—x] <I< [l"—3x]
2 2
o<
3 2
On sait qu i< In2 , donc : 12
2 6~ 3
In3 < In4, donc : m73 < In2.
Onobtient: * <Z2<1<™2<in2.
Exercice 14
1 L ozt B
Vx € [0,2], 1< — = J’ . On en déduit que : ZSfO T Szﬁ'
V3 _ 3 1 r oax V3
LA < (2 < XZ
Or.zﬁ_2 Donc.z_f0 —= =5

Exercice 15
1 d
3. m= —gfc f(x)dx
Exercice 16
u= 1f3e)3_cdx = [egr =e—1
370 0 '

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D




1

1 2 1
2 T
s us
3 7z (—sinx 3 3 3in2
3. u= —f3 tanxdx = —;f03 — ) dx = —=[In(cosx)|§ = =
1i[-17*
o=l ==L, =

17 1,17 1 1 2 )
S k=T 10f10 g(x)dx——fo \/ﬁdx_;[z“x_ ] ?(4—3)=§.

Exercice 17

Lettre b).

Exercice 18

1. Faux
2. Faux
3. Vrai
4. Vrai

Exercice 19

1. [ In2xdx

Posons : u(x) =In2x ; ona: u'(x) =% .
vx)=1 v(x) = x.

€ € —1)n2+2
fl In2x dx = [xIn2x]] —fl ldx = [xIn2x — x]] = %
e € e €
2. le(x — Dinxdx
Posons: u(x) =lInx ; ona: u'(x)=
vx)=x-1 v(x) ==—x.

[0 Dinedx = [(£ - x)ina], ~ [} (G- 1) e = (- x) mx =L 4 2] =1,

8 «x
3. [, X
Posons: u(x) =x ; ona: u'(x)=1.

v'(x) = \/% v(x) =2Vx + 1.

= [2xvx + 1]: - f: 2Vx +1dx = [ZxVx +1- %(x + 1)%]: ==

n s T T
4. [7 — dx = [xtanx]j - f‘* tanx dx = [xtanx]" + ¢ (%) dx = [xtanx]; + [In(cosx)];
™ w  2ln2 n—In4
=it =t =1-TE=E.
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5. f2(1 = x)cos4x dx
Posons: u(x)=1—x ; ona: u'(x)=-—
v'(x) = cosdx v(x) = %sin4x,
ﬁ(l — x)cosdx dx = E 1- x)sin4x]§ + ifo; sindx dx = E (1 — x)sindx — 11—6cos4x]z =0.

6. f: lnxd

Posons : u(x) =Inx ; ona: u'(x)= % .
v(x) =2 v(x) = —1.
e Inx Inx]® mx 1€ nx+11¢>  2e-3
= ] e e
€ x xle x lg e

7. f_l(x+1)ez"dx
Posons: u(x) =x+1 ; ona: u'(x)=1.

v (x) = e?* v(x) = iez" .

1 1 1 1,1 1 1 1 1 _
[+ De* dx == [E (x+ 1)(32"]_1 - Ef_lez" dx = [E (x +1)e?* — Zez"]_l = 1(362 +e72).

Exercice 20

1. f:xzsinx dx
On pose : u(x) = x? ; ona: u'(x)=2x.
v'(x) = sinx v(x) = —cosx.
m T
f x%sinx dx = [—x%cosx|T + 2f xcosx dx
0 0

SoitJ = f:xcosx dx.

Onpose: f(x) =x ; ona: f'(x)=1.
g'(x) = cosx g(x) = sinx.
Ona:J = [xsinx]§ f sinx dx.

D’ou: fonxzsinx dx = [—x?cosx]|F + 2] = [—x%cosx]% + 2[xsinx]F — 2 fonsinx dx

™ . .
J, x%sinx dx = [-x?cosx + 2xsinx + 2cosx]§ = n? — 4.

2. f_ol(x + 1)%e * dx
On pose : u(x) = (x + 1)? ; ona: u'(x)=2(x+1).
v(x)=e* v(x) = —e7*

0 0
f (x+1)%e¥dx =[-(x+1)%e ™%, + 2[ (x+ De *dx
-1 -1

Soit | = f_ol(x + Ve *dx

Onpose: f(x) =x+1 ; ona: f'(x)=1.
gx)=e* gx) = —e*
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Ona:J=[-(x+ e 1% + [ e ¥ dx.
Do : [7 (x + 1)%e ™ dx = [-(x + %], + 2
SO e+ D2 dx = [~ (x + 1)%e 1% + 2[~(x + e ], + 2 [ e ¥ dx
Jo e+ D%e ™ dx = [—(x + D% — 2(x + De™ — 2¢7]%,
[ (e + 1)%e dx = [(—x* — 4x — 5)e™™]°; = 2e — 5.

3. fle x(Inx)? dx

On pose : u(x) = (Inx)? ; ona: u'(x)= leﬂ .
v'(x) =x v(x) = x;
e 2(] 27¢ e
J’ x(Inx)? dx = [ﬂ] —J. xInx dx.
1 2 1 1
Soit J = [{ xInx dx
Onpose: f(x) = Inx ; ona: f'(x) :i .
2
g =x 90 =%

e
Ona:j= [x2;nx]l —%ffxdx.

e
D’ou : fle x(Inx)? dx = [@] -J
1

e _ [x%(nx)? € imx]€ 1 e
J; ny? dx = [5] - [59] +5 fxax

[ x(inn)? dx = [EURE e et

4. fon e*cosx dx
Onpose : u(x) =e* R ona: u'(x)=e*.
v'(x) = cosx v(x) = sinx.

fon e*cosx dx = [e*sinx]T — fon e*sinx dx
Soit J = e*sinx dx
Onpose: f(x) =e* ; ona: f'(x)=e*
g'(x) = sinx g(x) = —cosx.
Ona:J = [—e*cosx|T + f:e"cosx dx.
D’ou : fone"cosx dx = [e*sinx]T —]

fon e*cosx dx = [e*sinx]T — [—e*cosx]% — fon e*cosx dx
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Zf:e"cosxdx = [e*(sinx + cosx)]§ = —e™ —1 .

—e" -1

m
J e*cosx dx =
0 2

Exercice 21

1 t
1. fO mdt

Onpose: u=2t+1.

. Ona:t=%(u—1).
o dt=1du
2

e Pourt=0u=1
Pourt =1, u=3.

Lou-
Do et = ;S x =3 (=)

0 (2t+1)% ut 1 u3 u* 4 _ﬁ ﬁl
1 1 1 1 1
Z(_E a—(—#;))
1 t 5
J‘0 (2t+1)* dt = 162"
2. [lta—-vdt
Onpose: u=4-—t.
e Ona:t=4-u.
o dt=-—du
e Pourt=1, u=3
Pourt =2, u=2
(20— 5 dp = — (P04 — S du = (2 (b — 45y = [ 2e°]° _ 3138
Donc: [ t(4—t)%dt = — [[(4 —wu’du = [ (u®—4u°)du = - 3]3— L

3. [0 tVT+edt

Onpose: u=1+t.

e Ona:t=u-—1.
e du=dt.
e Pourt=-1, u=0

Pourt=0, u=1
3,1

0 1 1 3 B 2 5 o % 4
Donc: [ tVI+tdt = [[(u—DVudu = [ (uZ—uZ)du— [guZ—;uZ]O———.

15
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4.

1t
o ot

Onpose: u =1+ 2t.

. Ona:tz%(u—l).
o dt=1du
2

e Pourt=0,u=1
Pourt=1, u=3

1 3
g = P et = 13 (= L) = [P — =1
Donc:: f, Tt = X o <=3k (uz ﬁ)du—4[3u2 zﬁL T3
Exercice 22
Onpose : u = at.
e Ona: tzg, d’oﬁ:dtzidu
e Pourt=a, u=a?
Pourt = b, u = ab.
Done: [l 1dt =[5 ——xtdu = [ ——x>du= [} ——du= [ idt.
t a a a u t
Exercice 23
N° Affirmation Vrai | Faux
; . 0
1| Si g est paire, alors f_aag(x)dx =2[ g(x)dx. F
2 | Si g est paire, alors f_oag(x)dx = foag(x)dx. v
3 | Si g est impaire, alors f_aa(g(x) —1)dx = a. F

Si g(x) = tanx, alors [*x g(x)dx =0
4

Exercice 24

1.

. 3 . . .
La fonction : x — ——— est continue sur [—2; 2] et elle est impaire.

Vaxt+1
Donc : f_zz%dx =0.

. Lafonction : x — (|x| — 5)sinx est continue sur [—%; %] et elle est impaire.

Donc : f_gl (]x| — 5)sinxdx = 0.
6

. . . m T .
Les fonctions : x +— sin7x et x — cos2x sont continues sur [— 7 Z] et elles sont respectivement

impaire et paire.

L T 3
Donc : [* (sin7x — cos2x)dx = =2 [# cos2x dx = [~sin2x]§ = —1.
4
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m T . .
[—— ; —] et est impaire.
8’8

tan2x d — 0

Donc : f 8

. 1-e2% . . .
5. La fonction : x — — est continue sur [—1; 1] et est impaire.
1+e2%

1 1-e?*
Donc : fl " ezxdx= 0.
3 xIxI xIxI 3 x|x|
6. I feer @ fl el vl
Or, la fonction : x — |:—+|1 est continue sur [—1; 1] et est impaire. Donc : f B li:i dx = 0.
... 3 xlx| 3 xlx| _ (3 x_z . . _
Ainsi : [7 |x|+1dx = e dx = [ —dx, car: Vx € [1;3], |x| = x.
s n .3 xlxl _r3 _ 1 _ 3 _
Dou: [°) |x|+1dx_f1 (x 1+~ )dx—[ x+ln(x+1)]l—2+ln2.

Exercice 25

La fonction : x + In(cos2x) est continue sur [—%; g] et est paire.
Donc : : [% In(cos2x)dx = 2 J& In(cos2x)dx = [# In[(cos2x)*]dx = [? In (@) dx.
8

Exercice 26

1. La fonction : x = cos2x est continue sur R et périodique de période 7.

31
D’ou: fn cos2xdx = fn " cos2xdx = f: cos2xdx.

2. La fonction : x + sin2x — cos2x est continue sur R et périodique de période 7.
4T

k3
D’ou : fz,, (sin2x — cos2x)dx = f3 (sian — cos2x)dx = [3(sin2x — cos2x)dx
3

s T
= [3.sin2xdx — [*rcos2xdx
3 3
La fonction : x + sin2x est impaire et la fonction : x +— cos2x est paire.

Onaalors : [, sin2xdx =0 et [*ycos2xdx = 2 [3? cos2xdx.
3 3

4T

Donc : fzn (sin2x — cos2x)dx = —2 f3 cos2xdx.
3

Exercice 27

1. La fonction : x = cos4x est continue sur [— ?n e g] et périodique de période g .

Doi: K = [ & cosdxdx =K = [ & ZE cosdxdx = fs,, cos4xdx.
6 6 2 3
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T I,z ki
2. K = [% cos4xdx = f_13+2 cosdxdx = [? cosdxdx.
3 3

Exercice 28
x 12
F(x) =f e 2" dt.
1

Exercice 29

1. vxe]-1;1[g'(x) =
2. g(0) = 0.

1
1-x2 °

Exercice 30
1. a) 2. ¢)

Exercice 31

A= fozf(x) dx X u.a.= 4f022—xdx = 4[In(x? + 1)]3 = 4In5.

x2+1
A = 4In5 cm?.

Exercice 32

La fonction f est négative sur [—1; 0] et positive sur [0; 1].

.II 318 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



A(D) = (— f_olf(x) dx + folf(x) dx) Xu.a.=2 (f_ol(—xz —2x)dx + fol(xz + 2x) dx)

3 0

22w 42[Z4x) =-2(t-1)+2(i+1) =4
A(A) = 4 cm?.

Exercice 33

Pour tout x element de [2; 4], f(x) <x — 2.

A= f(x—Z f(x))dxxua—

2 (- 1)2 = [x 1]
A(A) = gcm2

Exercice 34

Pour tout x element de [—1; 0], f(x) =2x + 1.

A= f_ol(f(x) —(2x+1)dxxu.a=—4 f_ol xe *dx .

On va utiliser une intégration par parties.

Onpose: u(x) =x ; ona: u'(x)=1
v'(x)=e* v(x) = —e”
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0 0
f xe ¥ dx = [-xe ¥]%; +f e*dx = [-xe™* —e ¥, =[(—x — De™*]°;, = —1.
1 -1

Donc: A =—4x(—1) = 4.

A =4 cm?.

Exercice 35

1. V 2.V 3.V 4. F 5.V 6. F

Exercice 36

Ona: 238, f(x) < [y f()dx <22FE, f(x).

5

0,6

?Z f(x) =0,1[f(0,1) + £(0,2) + £(0,3) + f(0,4) + £(0,5) + £(0,6)]
i=0

1 1 1 1 1 1
=-2x01 [ln(0,1)+ln(0,2) m(03) ' In(04) ' In(05) ln(O,G)]

1 + 1 1 1
n(o, 2) n(0,3) n(0,4) n(0,5) n(0,6) ln(O 7)

=-2x01[—
On en déduit que : 1,27557597 < f f(x) dx < 1,74945173.
Exercice 37

1. La fonction f:x +— 2 1 est continue, positive et strictement croissante sur [—1; 4].

+
On a: %Z?=0f(xi) < f_lmdx < 52321 f (.

9

5

152,60 =
i=0

05[f(=1) + f(=0,5) + f(0) + (0.5 + fF(D +fF(LE + f(D + f(25) + f(3) + f3,5)].

10
5
EZ flx) =
i=1

0,5[f(=0,5) + f(0) + f(0,5) + f(1) + f(L5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5) + f(4)].
On obtient ’encadrement : 6,69612 < K < 8,20999.

6,69612;—8,20999 — 7,453055 ; 8,20999;6,69612 — 0,756935

Donc, une valeur approchée de K a 7,57.1071 prés est : 7,453055.
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» Exercices de renforcement /Approfondissement
Exercice 38
1. Vx € R F'(x) = f(x). Donc F est une primitive de f sur R.
2. f_olxze" dx = [(x? — 2x + 2)e*]%, =2 —S.

Exercice 39

2

e? 1 1€ 3
L fe t(lnt)3 dt = fe (znt)3 dt = [ Z(Znt)z]e T8
1
2. fo (x?=1)Bx—x3+1)°dx = [—i(3x —x3+ 1)7] = —%

2 2x _ _ _

3. 1) e dx = I odx = 362 + 1)] =3(¥5-1).

4. f_ol (2x + 1) sinx(x + Ddx = f_l (2x + 1) sin(x? + x)dx = [—cos(x? + x)]°; = 0.
1

5 11 ld_ 1 1 ld_ ES
. f% x—zexx——fl — ) exdx = |-ex|, = e’ —e.
2

6. [2dx=[In(e*+ D =In (e ).

0 eX+1

1
7. f_ll 2x%2(1—x3)?dx = —gf_ll(—3x2)(1 —x3)%dx = [—g(l - x3)3]_1 = 1’76

e (Inx)? _ [Unx)3 € 1
5. J; Sax= 2] =

1 342
9. JyCe+ DVRZF 2% dx =3[ 2x + ) + 200 dx = [ (2 + 20| =222,

_——f (\/ -1—-+vVx+ )dx_ [(X—l)Z——(x+1)] 6V6+22— 16

10. f3 ﬁhﬁ 3

dtz—fz —e~t dt:[ 1 ]2: 1 1

0 (e~t4+2)* 3(e~t+2)3])  3(e72+2)3 81"

ll.fom

r
sinszt]4 _ 1
o 10°

5 ) _1 z .4 _
12. [ cos2tsin*2t dt = - [# 2cos2tsin*2t dt = [ m

e’ 1 e
13. [ e dt= [2vint—1 o=

1 x4l _ 101 4xte _1
145 mervaees 9% = 3o g 6 =312 + 4x + 35 =

4 _COSX 1 % —2sinx 1 —Zsinx% i
15. f s dX = _Efﬁ (—2cosx) e dx = —E[e &= >

2

l 5 e _ 39

16. fl:3 Z_x;xd [in(e™™ + X)) = =
2

17. f 2 = [In(lnx)]¢” = In(ine?) — In(Ine) = In2.
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T
2 _sin2x _ ( ZSlnxcosx) _ 7 5
18. f 1+cos7-x - J‘E 1+cos?x = —[In(1 + cos x)]% 2 .
Exercice 40
VtE[O ] —<cost< 1.D’ou: %Scoszts 1.0nad0nc:1§mszt52,

En appliquant ’inégalité de la moyenne sur ’intervalle [x; y].

1

x coszt

On obtient : 1(y — x) < dx < 2(y —x).

[tant]) < 2(y — x).

tany — tanx < 2(y — x).

tany—tanx

On en déduit que : <y-—x.
Exercice 41
fol xV1—x dx
Onpose: u(x)=x ; ona: ukx)=1
3
v'(x)=v1l—x v(x)z—g(l—x)i

1 2 3l g 1 3 2 3 4 51t
fx\/l—xdxz[——x(l—x)f] +—f (1—-x)zdx = ——x(l—x)f——(l—x)f]
) 3 0 3/, 3 15 0

1
4

f xV1—xdx =—.

0 15

s
7 p-2x
2. [ze **cosxdx

On pose : u(x) =e=%* ; ona: u'(x)=-2e7%* .
v'(x) = cosx v(x) = sinx.
T n T
JEe **cosx dx = [e"**sinx]} + 2 [7 e * sinx dx
Soit | = fge‘z"sinx dx
Onpose: f(x) =e™2* ona: f'(x)=-—
g'(x) = sinx g(x) = —cosx.

Ona:J=[—e 2"cos;\c]z—2}'26‘2"cosxdx

D’ou : fge‘z"cosx dx = [e‘z"smx] + 2]
T T i L3
JEe *cosxdx = [e‘z"sinx]g +2 ([—e‘z"cosx]f) —2[ze cosx dx)

n T
5 J2e ™ cosx dx = [e7**(sinx — 2cosx)]; = ™™ + 2.

e 42

i
Jee P cosxdx =

3. fle x2Inx dx
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Onpose : u(x) = Inx ; ona: u'(x) =% .

v'(x) = x? v(x) = %3

e x3inx]® € x?
f x%inx dx = [ —f —dx.
1 3], L3

f"’ 2 d — Blx  x3]° 3 [ 5 (lnx 1)]
x*nxdx = |— sl =¥ 53 E
1 1

e 2e3+1
flenxdx= .
1 9
e in(1+u)
4. [ G
Onpose: f(u) =In(1+u) ; ona: f’(u)=ﬁ .
rey 1 -
IW =5 gw) =-12
ein(1+w) In(1 +uw)® e 1
=[50 [
, A 4+uw)? 1+u L )] A+w?
cin(1+uw) _ ln(1+u)+1e_ln2+1 n(1+e)+1
. (1+uw)? T+u | 2 1+e

Exercice 42
L. folxx/l —x dx
Onpose: u=1-—x.

e Ona: x=1-u.

o dx=-—du

e Pourx=0 u=1
Pourx=1, u=0

Donc : folxw/l —x dx = fol(l —wVudu = fol (u% — u%) du = Eu% —éug]o = %.

2. folx(l —x)" dx, ou n € N*,
Onpose: u=1-—x.

e Ona: x=1-u.

o dx=-du

e Pourx=0 u=1
Pourx=1, u=0

Donc : folx(l —xX)" dx = — flo(l —wutdu = fol (u™ —u™Vdu = [ﬁu"“ - ﬁu

1

1
J;x(l—x)" dx:m
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Exercice 43
Soitx > 0.
x Int

Ona: ¢(x) =f1 —dt. Donc: ¢'(x) =%et (1) =0

t+1
Le signe de la fonction [n est connu sur ]0; +oo[. On obtient le tableau de variation suivant :

= =
+

@'(x) -

o(x)

Exercice 44

1. Vte[0+f, t+1=1,dou:—<1.
1 t?
vt € [0;+oof, ——(1—-t) =

1
1+t

2
Ona:Vt € [0; +oo[, ﬁzo,d’oﬁzl—ts
On obtient donc : Vt € [0;+oo[, 1 -t < ﬁ <1
2. D’aprés la question 1, ona: Vx € [0; 4+oo[, fox(l —t)dt < foxﬁdt < fox 1dt.

X
Ce qui donne : [t - étz] < [In(@A+ 0] < [t]s .
0

Donc : Vx € [0; +oo[, x —%xz <kh(x+1)<x
Exercice 45

1. Vx €R, cos*2x = g + §c054x + %Cos8x.

2. Calculons : foz(l — x) sin2x cos32xdx.

Onpose: u(x) =1-x ; ona: u'(x)=-1.

v'(x) = sin2x cos32xdx v(x) = —=cos*2x.
8

Ona: [#(1 - x) sin2x cos®2xdx = [—%(1 - x)cos“Zx]Z - %J‘OZ cos*2x dx.
0
T T
[t 4.t _1ra(341 1
= [ 5 (1 —x)cos 29(]0 5 f04 ( a3 cos4x + 5 cosSx) dx

i

= [— 11 = x)cos*2x — 2 x — = sindx — LsinSx]Z
8 64" 64 512 0
f%(l ) sinzx cosaudx = 22237
— x) sin2x cos32xdx = ———.

. 256
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Exercice 46

1. Calcul de fozn cos*x dx

On utilise : 2cosx = e™* + e~ et la formule du bindme de Newton.
16cos*x = ¥ 4 43X~ X 4 21X p—21X 4 foixo=3Ix 4 p—4ix
16cosx = (e*™ + e~4%) + 4(e?* + e72%) + 6

Donc : cos*x = %cosl}x + écost + % .

2

. 2r 1 . 1 . 3 3n
Par suite : [ cos*x dx = [—sm4x + =sin2x + —x] =—.
0 32 4 8" lp 4

27 371,
f cos*xdx = —.
0 4

2. Calcul de [Z sin®x cos®xdx

Ona: sin®xcos?x = sinx(1 — cos?x)cos?x = sinxcos?x — sinxcos*x
T

us =
= 1 1 2

JE sinx cos?xdx = [—5 cos3x + Ecossx]
0

2

ks
[2 sin3x cos®xdx =
0 15

us
3. Calcul de [Z sin®x cos*xdx

2 2 4

Ona: sinxcos?x = (1 — cos?x)cos?x = cos*x — cos*x
1+cos2x

(l cos4x + L cos2x + 3)
2 8 2 8

sin’xcos?®x =

n

m
Par suite: 2 sin’x cos®xdx = T

us
4. Calculde [Zsin®2xdx

On a: sin®2x = sin2x — 2sin2xcos?2x — ;(—ZsinZX)cos"Zx

z . 1 1 3 1 5 2
sin°2xdx = |—=cos2x + - cos>2x — —cos’2x
0 2 3 10 0

e

f sin®2x dx = 8
0 T 15
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Exercice 47

1 vxe [n_n’] F10x) = —sinx sin®x—3cos?x sin?x __ —sin*x—3(1-sin?x)sin®x __ 2 sin*x—3sin’x
’ 6’2l’ sinéx sinéx sinbx

2 3

sin2x  sin*x’

Donc : Vx € E;g],f’(x) =

2. a) D’aprés 1,ona: fgf’(x) dx = 21 — 3J.
6

Droi: 21 3] = [F(TE = £ (Z) — £ (£) = —4v3.

g

b) I= fgsi;x dx = [—Cotanx]g = [— Zf:ﬂ% =+3.
¢) 21—3] =—4/3etl =+/3.
On en déduit que : | = ? .

Exercice 48
I. Vx ER", g(x) = —i+xfil .
2. ffg(x) dx = ff (—§+ Xfil) dx = [-lnx + In(x* + 1] = [ln (xz:l)]: = lng.
Exercice 49
1. Vx €]2;400[, h(x) =x+3— (x—42)2 .

3
2. [PhGyde= [ (x+3-—)dx = [962—2+3x+£1 = 18.

3 (x—2)2

Exercice 50
1
I, :f x"e*dx, n €N
0
1. Iy= fole"dx =e—1
1
I =f xe* dx
0

A T’aide d’une intégration par parties, on obtient :

L=[(x-1e*ls =1

2. Iy = f01 x"leX dx
Onpose: u(x) =x™t ; ona: u'(x)=m+1)x" .

v'(x) =e* v(x) = e*
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1
Ly = [x"e*li — (n+ 1)f x"e* dx.
0

Iyyy=e—(m+1DI,.

3. ] = [](3 + 207 — 2x + DeXdx = Iy + 2, — 21 + I
Ona: [y=e—-1; 1L =1; ,=e—2ly=e—2; Iz3=e—3l,= —2e+6.

Donc: J=e—1.

Exercice 51
1. I+K = ffn(COSZx cos4x + sin2x sindx) dx = f_”n cos2xdx =2 fon cos2x dx = [sin2x]T
I+K=0.
us . . T s 1 .
I—K = [__(cos2x cos4x — sin2x sindx) dx = [ cos6xdx = 2 [ cos6x dx = 3 [sin6x]%
I—K=0.

2. I+K=0etI-K=0.Dou:I=K=0.

Exercice 52

1. a) La fonction : t — e—: est continue sur ]0; +oo[ , car étant quotient de deux fonctions continues sur
10; +oo]. Par suite, la fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée F' est définie sur ]0; +oo[
par: F'(x) = %

F' étant strictement positive sur ]0; +oo[ , alors F est strictement croissante sur ]0; +oo].
b) F(1) = 0, par suite F est négative sur ]0; 1] et positive sur ]1; +oo[ .
X e

t
2. a) Pour tout nombre réel strictement positif x, on a : Inx = fl " dt.

e

Par suite : f(x) = flx ¢ -

Donc, f est négative sur ]0; 1[ et positive sur |1; +ool.

b) D’aprés 2.a),ona:Vx € |0;1[, F(x) < lnx (i)
Vx €]1;40o[, Inx < F(x) (iQ)

1 . t- . "
dt. Or, la fonction : t +— % est continue et positive sur ]0; +oo[.

De (i),ona: limF(x) =—o , car: limF(x)=—co.
x;>0 X:O

De (ii),ona: lim F(x) =+oo , car: lim F(x) = +oo.
x—+00 x—+00

3. a) (T:y=-e(x—1).
b) (C) est en-dessous de (T) sur ]0; 1] et (C) est au-dessus de (T) sur ]1; +oo].

Indication : Etudier la fonction le signe de la fonction H telle que : H(x) = F(x) — e(x — 1).
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4. a) Pour démontrer que : V t € [1;+oo[, et > % t? , il faut étudier le signe de la fonction ¢ définie sur
[1; +oo[ par: ¢@(t) = et —% t2.

b) En utilisant la question 4.a), on obtient : V x € [1; +oo[,

Fx) _
Tx

F@) o e(x*-1)
x T 4x

On en déduit que :  lim +oo
x—>+00

¢) La courbe (C) admet en +oo une branche parabolique de direction celle de (0)).
5. Construction (T) et (C).

Exercice 53

a) Le triangle ABM étant rectangle en M, on a : AM = 2Rcosf.D’ou AM? = 4R?cos?6.
Par suite, AM? est une fonction de 8 définie sur [0; %] dont la valeur moyenne
est: E—iofof 4R%c0s%0 dO, c’est-a-dire 2R?.
2
b) Le triangle ABM étant rectangle en M, et H le projété orthogonal de M sur (AB),
ona:AM? = AH x AB.
Le point H appartenant au segment [AB], on a : AM? = 2Rx, ou x € [0; 2R].
Par suite, AM? est une fonction de x définie sur [0; 2R] dont la valeur moyenne

est: ;fZR 2Rx dx, ¢’est-a-dire 2R?.
2R—070
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Exercice 54

™
1. a) I+]=f0n (x—l)dx:[x;—x]oznz;zn.

by I—]= f: (x — 1cos2x dx

Posons: u(x)=x—1 ; ona: u'(x)=1

v'(x) = cos2x v(x) = ésian.
T T
Ona:l—] = E (x— 1)sir12x]0 — %fon sin2x dx = E (x — Dsin2x + icost]O.
I—]=0.
n?-2m
2. Onale systéme : {1 t==
I-j=0
n?-2m

Onendéduitque: ! =] = "

Exercice 55
La primitive F de f sur ]—oo; 3] qui s’annule en 2 est définie par : F(x) = fzx tV3—tdt.
Explicitons F a I’aide d’une intégration par parties.

Onpose: u(t)=t

; ona: u'(t)=1

V') = V3= () =23 -0
Ona: F(x) = [-2t3 - t)g]z +2 @-0rde=[-2tGB -0 - 23~ tﬁ]:.
FG) =~2x@3 -2 - 2@ -x)i+ 2.

3 5
Dongc, les primitives de f sur ]—oo; 3] sont de la forme : x +— —éx(3 —x)2 — % B-x)z+c,ouc€eR.
Exercice 56

1

2
1. K= [lznx—lln(x+ 2) + ] =lm2-lma+i- (lln1 —Lin3 +1)
4 4 1 4 4 8 4 4 6.

2(x+2)
g=m3_m2_ 1
4 4 24
2 Inx
2.8 L= f1 (x+2)3
Onpose: u(x)=Inx ; ona: u'(x) =% .
r — 1 _ 1
vi(e) = (x+2)3 v(®) = 2(x+2)2 "

Inx 2 1,2 1 Inx 2 1 n2 1
Ona: L= [_ 2(x+2)2]1 + Efl x(x+2)2 de = [_ 2(x+2)2]1 tiKk=-5+zK
b) L= _m2 1 s Sm2 1

32 ' 2 8 32 48
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Exercice 57

1. La dérivée f” de f'est continue sur le segment [a ; b] donc est bornée sur ce segment. Il existe donc un
nombre réel M strictement positif tel que pour tout x appartenant a I’intervalle [a ; b], |f(x)| < M.

2. D’aprés ’inégalité des accroissements finis, |f(w) — f(a)| < M|u — al,
pour tout u appartenant a [ ; b]. Ce qui donne : |f(w) — f(a)|<M(u — a).

_ N2
En intégrant, on obtient : f: |f(x) = f(a)|dx < M%.

(i+1)(b—a)
3. a) En utilisant I’égalité de Chasles, on a : f F)dx =Y :l-(,,_a’)‘ f)dx.

b n-1 (l+1)(b a) n-1
_ dy—R. = d b—a b—a.
Lo [ e 255 220
= i=
_fb()d . _n—l'f LD (B-a) o b—a ( +b—a,)
_afxx "= I fx)dx nfa —
i=0 | n
b n-1[  (+D0-a) b—a a+(i+1)T(Lb—a)
=| f(x)dx —R, = . f(x)dx—f(a+—i)J ) dx
fa " = a+l(b;a) n a+@
B b ; B n-1 (L+1)(b a) ] a+(i+1)15b—a) b—a ]
_Lf(x) ;vc—Rn—.0 f -0 f(x)dx — iv-a) f(a+ " l) x
= n
b n-1 (l+1)(b a)
—a.
= af(x)dx—Rn Z +1(b o f(x)—f( l)]dx.
i=0
c) Ona:
n-1 (1+1)(b a)
—a.
|En|s2f 00 re-r( )| dx.
i=0
1 -
Or d’aprés 2), ona: f b a(H ) |f(x) — f(a+bTai) |dx<M(b2 az) ,
—a)2
donc en sommant les n termes, on a : |E,| < M%.
4, f(x) = e*",
Ona:vx €[0;1],|f'(x)| < 2.
Pour M = 2, il faut prendre > 10*.
Un calcul a la main serait trés fastidieux pour déterminer : —Z o f(a + e l) pour a = 0;
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b =1 et n = 10* pour la fonction donnée. L utilisation de calculatrices programmables ou d’ordinateurs
s’avere trés nécessaire a ce moment.

Exercice 58
Loa) lim fG)=1.

Jim 76 = -1,

2 2 2
x x“4+1-x
VxZ1—2—

1 _ Vx2+1 _ Vx2+1 _ 1
b) vx € R'f () = x2+1 - x2+1 T 24+ 1)VaZH1

c) Vx€eR,f'(x)>0.

Tableau de variation de f

X —Co +co

@ +

fx)

=il

2. Tragons (C) dans le repére (0,1,)).

a
3. Jl=6f0\/§f(x)dx=6f0ﬁ\/%dx=[6\/x2+1]03=6cm2.
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Exercice 59

1. K= fone" cos2x dx

Onpose : u(x) =e* ; ona: u'(x)=e* .
v'(x) = cos2x v(x) = %sian.
1 o1 ("
K= [—e"sian] ——f e*sin2x dx
2 o 2J,
Soit] = [ e*sin2x dx.
Onpose: f(x) =e* ; ona: f'(x)=e"
g'(x) = sin2x glx) = —icost.

1 T 1w 1 T o1
Ona:jJ = [——e’%‘ost] +=["e*cos2x dx = [——e"cost] +-K.
2 o 270 2 0o 2

K_[lx_Z]”l_[lx,z]”l[lx 2]”+1K

—Zesmxo 2]—Zesmxo 2 2ecosx0 SK )
T

5K = [1e"sin2x+le"c052x] =ler 1

4 2 4 0

-

4 4
Donc:K:e”—_1
2. a)I+]=[e*dx=e"—1=5K.

-] = fone"COSZxdx. Dou:l—] =K.

. . (I+]=5K
b) Onrésout le systéme : { I—J=K
On obtient : I=@ et ]=@
Exercice 60
_1 271 1
1.h==[In(1+x ]O—Ean.
2 -

2. La fonction qui a x associe définie sur [0; 1] est continue et positive, il s’en suit que pour tout

1+x2
entier naturel n non nul, I,, > 0.

3. Ona:vx€[0;1], 1< 1+x2 <2 Dob:samso<xm,

T 14+x27
11 1
f Ex"dxslnsf x™dx.
0 0

1

<I .
n+1

2n+1) — M

On en déduit que : <

4. a) x appartient a [0; 1].
xMHL XM s
1+x2£ ﬁ D’ou: In+1 < In-

Pour tout entier naturel n non nul, on a:
Par suite, la suite (I,) est décroissante.
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b) (I,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
D’aprés 3, elle converge vers 0.

Exercice 61

1. Soitn = 2.

2 2
I, = f sin"x dx = J‘ sinx X sin™ 1x dx.
0 0

n—1 n-2

Onpose: u(x) =sin™x ; ona: u'(x)=m-—1)cosxsin"*x .

v'(x) = sinx v(x) = —cosx.
T 2
I, = [~cosxsin" 'x]d + (n —1) | cos®x sin" 2x dx.
0

hs T
2 2
=(n- 1)f (1 — sin?x) sin"2xdx = (n — 1)[ (sin™2x — sin™x) dx.

o . 0
2 2

I,=(Mm-— 1)[ sin®2xdx — (n — l)f sin™x dx.
0 0

Donc:vn=>2, [, =(n—1,_,—(n—-1DI,.

us
= s
2. a) 10=f02dx=;.
b) D’aprés l,ona: [, =1y —1,.D’ou: IZ=%10=%,
31r

I, =3I,—-31,.Dou: I, = 12 =5

Exercice 62

= [(Int)2])n-
=2n-1.
2. (I,) est non bornée, car elle n’est pas majorée.
3.Ona:VnEN*,I—"=2—l.
n n
Donc, la suite (1;”) converge vers 2.

4. En utilisant l’égalité de Chasles, on a :

Zlk—f —dt—[(lnt) 1" =

Exercice 63

e %31 _ e3-1
1. Iozflxzdx:[?L: -

2. I = fle x2lnx dx.
Onpose: u(x) =Inx ; ona: u'(x)=

v'(x) = x? v(x) =

ml>< ><|>—~

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D




1_x3lnxe 1J‘e 24 NI CEES
1773 3] T T3 T

3. I, = ff x2(Inx)" dx, oun € N*,
Dou: Iy, = ff x?2(Inx)™* 1 dx.

Onpose: u(x) = (Inx)™* ; ona: uw'(x)=Mmn+ 1))1—C(lnx)" .

v'(x) = x? v(x) = §

3(1 n+17€ 1 e
Iy = X ()™ -(n+ 1)f x2(Inx)" dx.
3 |, 3 )

341 + (n+ DI, = [x3(Inx)" e,
3l +(n+ 1D, =e.

e3-2] . 5e3-2
L. Onobtient: I, = o

4. Ona:3L,+2l, =e3.Dou: I, =
5. Démontrons que : Vn €N, [, = 0.
3_
e I =%.Donclo > 0.

e Vx€[le], x2=0, Inx =>0. D’ou:Vn € N*, x?(Inx)" > 0.
On en déduit que : Vn € N*, [,, > 0.

Ona:lp=0et:VneN", [, >20.Donc::vn€N, I, > 0.
6. D’aprés3,ona:Vvn € N*, 3L, + (n+ DI, = e3.
3

3

e
Dou: VneN*, [, =— ——1,,4.
T 41 pr L

3

D’apres la question 5,ona: vn € N*, Elnﬂ >0, d’ou: — mlnﬂ <0.
. e3 3 e3
e’ 3 < £
Ce qui donne : T Iy < -
. e3
Donc : Vn € N*, [, < —.
n+1
3 e3
* e .
7. Ona:vneN', 0<[, <—.0Or: lim =
n+1 n-+0 N+ 1
D’aprés le théoréme des gendarmes: ~ lim I, = 0.

n—+o

» Situations complexes
Exercice 64
Pour répondre a la préoccupation du maitre d’ceuvre, le calcul intégral.
Je vais :
- traduire a I’aide d’une intégrale ’aire de la surface OABC ;

- calculer cette intégrale et conclure.
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2
e L’aire de la surface OABC en métre carré est donnée par : fosso (1:? - % + 125) dx.
2 3 2 550
e Ona: J-Osso (1:% - E + 125) dx = [4:00 - % + 125x]
Cette intégrale vaut environ 65599.
Pour la couverture de la surface OABC, il faudra 65599 m? de grillage.

0

Exercice 65

Pour calculer la nouvelle superficie, je vais utiliser le calcul intégral.

Je vais :

- calculer I’aire du champ de mais ;
- traduire a I’aide d’une intégrale 1’aire du champ d’igname et la calculer ;
- déterminer la nouvelle superficie de la parcelle du cultivateur.

e L’aire du champ de mais en unité d’aireest: e X 1 = e.

e L’aire du champ d’igname en unité d’aire est donnée par : I (2—Inx)dx

e

Calculons f:z(Z — Inx)) dx.

e? e? e?
J. 2 —Ilnx))dx = f 2dx — f Inx dx.
e e e
eZ
J, 2dx =2e? - 2e.

2
A l’aide d’une intégration par parties, on obtient : f: Inx dx = [xInx — x]¢° = e2.

2
Donc : f: (2 — Inx)) dx = 2e? — 2e — e? = e? — 2e.
e Lanouvelle superficie 4 du champ du cultivateurest: A =e + e? — 2e = e? —e.
Sachant que ’unité d’aire est 1 hm?, A vaut environ : 5 hm?.

Exercice 66

Pour calculer le nombre moyen y,, de personnes contaminées sur les 30 premiers jours, je vais utiliser le
calcul intégral.

Je vais :

- écrire I’expression de u,, sous forme d’une intégrale.
- calculer cette intégrale en utilisant deux intégrations par parties.

e Donnons y,, sous forme d’une intégrale.

1 30 1 30 X
Ona: =5~ [ fl)dx = [ x?esdx.

e A Taide de deux intégrations par parties, calculons py,.
Onpose: u(x) =x% ; ona: u'(x)=2x.
v'(x) = e30 v(x) = 30e30.

X

30 x x 130 30
J- x%e30dx = [30x2eﬁ] - 60J. xe30 dx.
0 0 0
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Soit: K = f030 xe30 dx.

Onpose: f(x) =x ; ona: f'(x)=1
g = e% g = 30e%.
x130 30 X x x7130
Doit: K = [30xew] * —30 [ €3 dx = [30xe3 — 900e3]
.30 5, X 2130 x x %730
Ainsi: [ x%es0dx = [30x2e30]0 — 60K = [30x2e30 — 1800xe30 + 54000930]0

30 x x 130
f x2e30 dx = [(30x2 — 1800x + 54000)@] .
0 0

1 30 x x 130
By === | x2eS0dx= [(x2 — 60x + 1800)eﬁ] = 900e — 1800.
30 J, 0

L’arrondi d’ordre 0 de p,, est 646.

Donc, le nombre moyen y;, de personnes contaminées sur les 30 premiers jours est 646.
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I. LA SITUATION D’APPRENTISSAGE

STATISTIQUE A DEUX VARIABLES

Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des ¢leves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éleves

Contexte Quand se déroule la Aprés que le riche
situation ? entrepreneur ait offert [’une
de ses entreprises a son fils.
Circonstances -Que veut faire le fils ? Y -11 veut connaitre le chiffre
arrive-t-il ? d’affaires de son entreprise
en 2023 et 2024. Mais il n’y
arrive.
-Comment procéde-t-il ? -1l me sollicite.
Téches -Que fais-je pour I’aider a -Je me rends au CDI de mon

trouver réponse a sa
préoccupation ?

lycée pour faire des
recherches sur les séries
statistiques a deux variables.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et présentera le
plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le déroulement de la
legon.

II. DECOUVERTE DES HABILETES
ACTIVITE 1 : Série statistique double

e [ ’objectif de cette activité est d’identifier une série statistique double.
e Réponses aux questions de ’activité.
1- a) La population étudiée est : les patients d’un médecin.
b) L’effectif total est : 5
2- a) Les différents caractéres étudiés sont : la taille et la masse.
b) Types de chaque caractére : Taille : quantitatif discret, Masse : quantitatif discret.
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1
1. Faux; 2. Vrai;

3. Vrai ; 4. Faux.

ACTIVITE 2 : Distributions marginales en X eten Y

e [’objectif de cette activité est de connaitre et d’établir les distributions marginales d’une série
statistique.
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e Réponses aux questions de I’activité.

Tableau 2

X 59 62 65 68 71 74
Y
165 1 0 1 2 0 0
168 0 1 0 0 0 0
171 0 0 1 2 0 0
174 0 1 1 0 1 2
177 0 0 0 1 1 0
Tableau 3
X 59 62 65 68 71 74
Effectif (n;) 1 2 3 5 2 2
Fréquence (f; en %) 6,67 13,33 20 33,34 | 13,33 | 13,33
Tableau 4
Y 165 168 171 174 177
Effectif (n;) 4 1 3 5 2
Fréquence (f; en %) 26,66 6,67 20 33,34 | 13,33

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 2
Série des fréquences marginales en X ; Série des fréquences marginales en Y

X 9 14 20 Y 6 12 18
Effectif 19 34 21 Effectif (n;) | 27 18 29
(n;) Fréquence (f; | 36 ,49 | 24,32 | 39,19
Fréquence | 25,68 45,94 28,38 en %)

(fien %)

ACTIVITE 3 : Nuage de points — Point moyen

e [’objectif de cette activité est de représenter un nuage de points et calculer les coordonnées du point
moyen puis de placer ce point moyen sur un graphique.

e Réponses aux questions de I’activité.
1. Représentons les 10 points M;(x;; ¥;)

¥

1ET

L5

.I 338 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



2. Moyennes :

X =

9+12+5+6-}-9+14-+3-}-6+12+14-_9

10

10+13+8+10+13+17+5+8+ 16+ 16

y =

Ona:G(9;11,6).

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 3

=116
10

1. Nuage de points : Sur (OI) : 1cm pour 5 ; Sur (OJ) : 1cm pour 10.

7

2. Coordonnées du point moyen G. On a : G(20,5 ;80,6). Voir figure.

ACTIVITE 4: Covariance d’une série statistique double

e L’objectif de cette activité est de calculer la covariance d’une série statistique double.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. Ona:G(9;8,2).

2. a)Je compléte le tableau.

X, [8 [7 [9 [10 [11
Y, |5 |6 [10 |11 |9
XY, [40 [42 [90 [110]99

381

b) Somme des X;Y; est égale a : 381 ; Donc T = - = 76,2.
c)T—-XY =762-9%x82=24.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 4

1.F;2.F;3.V;4.F;5F

Exercice 5
Cov(X;Y)=77

Exercice 6

Cov(X;Y)=1,57
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ACTIVITE 5: Droites de régressions

e L’objectif de cette activité est de déterminer une équation de la droite de régression linéaire et une
équation de la droite de régression de X en Y.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. Pi(x1,y1); Ki (x1, axi+ b), donc : PiKi=./(y; —ax; — b)?=|yi—a;x — b]|
2.
a) Onpose:S=X",(y; —ax; — b)?
b) S=(y;—ax; — b)?+ (yo —axy — b)’*+ .. +(y, —ax, — b)?
S =1 —ax;)’ =2b(y; — axy) + b + (v, — axz)* =2b(y, — ax;) + b’ +
+ (v, — ax,)? —2b(y, — ax,) + b?, en regroupant les termes identiques,
Ona:S=nb*—2bY" (y; —axy) + e, (i — ax)?.
¢) S estun trindme du second degré en b du type : a b> + b + 3.
S est minimal pour : 2b o + f = 0 (dérivée nulle) soit : b= M

N y—ax: n o
d) Ziz 1(y‘ ax) _ Zis 1y‘— DI 1x‘ .Onadonc:b=y —axX.

(D):y=ax+b,commey = ax + b , donc le point moyen G (X ; y) appartient a la droite (D).
3.

a) Remplacons b par sa valeur : y —ax
S=XLivi—ax; =y + ax)? soit S=EiL [y —F + a(x —x)]*

S=1 —PP=2a(y1 = §) (1 = X) +@*(x, = X+ (2 = §P-2a(y, =P (x; =)+ a*(x, —
f)z oA On - }7)2_2“0’11 Nl —%0+ az(xn - J?)2~

On met en facteur a® et —2a et on ajoute les termes indépendants du nombre réel a.
On obtient : S =a* ¥, (x; — £)* —2aXL (v — ¥) (0 — %) + Ty (i — )%

b) S est un trindme du second degré en a du type : aa® + Pa + S ot o= X1, (x; — X)? ;

32—22?:1(}& y) (xl_x) etd= Z l(yl }7)2

. __B IO (%)
S est minimal pour a zo SOt a et
¢) En multipliant le numérateur et le dénominateur de a par %, on obtient :

_ cov xy)

v(x)
4. En minimisant la somme S’= Y (x; —a'y; — b’ )%, on reprend le méme raisonnement que

précédemment et on montre que la droite d’ajustement (D”) de x en y a une équation du type : x =a’

_ cov xy)

+b
yt+boua’ ")

. (L enseignant pourra constituer des groupes de travail et laisser le soin a ses

éleves de retrouver cette formule)

e Corrigé de I’exercice de fixation
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ACTIVITE 6: Coefficient de corrélation.
o L’objectif de cette activité est de déterminer le coefficient de corrélation d’une série.
e Réponses aux questions de I’activité.

_I0eP (D
n

(cov (x,y))?

) Or cov(x, y)

1. Enprenant le carré de 7,ona: r* =

i, (xi=%)?

n

, d’ou le résultat.

v(x) =

2. S=a ¥ (x; — B)? =2a¥, (v — ) (xp — B) + T, (0 — V)2
a) S estun trindme du second degré en a du type : aa® —2a P+ 3§

oto=Y", (x; — %)% ;remarquons que: a>0; B=X",(y; — ) (x; — %)
etd=YL, (i —¥)%

Soit A’ son discriminant réduit. On a A’ = p>—a. 3,

soit : A’ =[ XL, (v; = §) (6 — D= Xiea (i — O T (i — 7 )2

S’étant une somme de carrés, ona : S >0 et donc A’ <0, soit :

[ X =) (o = DP= X (i — B2 X (v — 7)*<0.

= . . = 3 i) Gi=D)12
[ZE102 =) O = DP-Eki (- D2 EiL (i - ¥)*< 0= Lo E S e rsle sl

b) Si|r| =1, on démontre que S = 0. (il suffit de remplacer a par sa valeur minimum dans
Uexpression de S sous [’hypothése 1’ = 1,
Soit : [ X1 (y2 = ¥) (x2 — X)]7 = Liti (i — 0?2y (v = )P

S = 0 signifie que V i, yi = axi+b, donc tous les points du nuage sont alignés.

On démontre dans ce cas que les droites d’ajustement (D) et (D) coincident.

3 a= cov (x,y) ota’ = cov (x,y) sonadonc: aa’ = cov (x,y) cov (x,y)
v(x) v(y) v(x) v(y)

L (cov ) (cov (xy)?
Onadone : aa” === = v OI?

Exercice 8

1. V;2.F;3.V;4.V (Supprimer la question 4 : répétition de 1)
Exercice 9

Ona:r = 0975368 .1l y a une forte corrélation linéaire entre les caractéres X et Y car |r| > 0,87.
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II1. DES QUESTIONS D’EVALUATION
e Question 1 : Comment représenter un nuage de points d’une série statistique double dans un
repére orthogonal ?
Solution de ’exercice non corrigé
On considere les points : M;(1; 18) ; M,(2; 20) ; M5(3;19) ; My (4;17) et M5(5; 22).
On choisit 1’échelle approprié : Sur (OI) : 1 cm pour 1 ; Sur (OJ) : 1 cm pour 1. Origine du repére : O
(0; 15) .On obtient le graphique suivant:

e  Question 2 : Comment déterminer le point moyen d’un nuage de points ?
Solution de I’exercice non corrigé

Ona:

_ 0+1+2+3+4+5

X = 3 =25

_ 280+225+180+100+98+95

y = =163

6
Ona:G(2,5;163)
e Question 3 : Comment déterminer une équation de la droite d’ajustement linéaire par la
méthode des moindres carrés ?
Solution de ’exercice non corrigé
On obtient : (D) :y = 0,4758x + 6,2203 et (D’) : x = 1,35y — 3,3.
e  Question 4 : Comment calculer le coefficient de corrélation linéaire et I’interpréter?
Solution de ’exercice non corrigé

On obtient : ¥ = —0,956. Interprétation : Puisque , |r| €[0,87; 1] donc la relation linéaire entre X et Y est
forte. Dans ce cas, un ajustement linéaire est envisageable.
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IV. MES SEANCES D’EXERCICES
> Exercices de fixation
Série statistiques double - fréquences marginales
Exercice 1
Les tableaux qui définissent une série statistique double : tableau 2 et tableau 4.
Exercice 2
e Le tableau des fréquences marginales de T :

T 14 15 16 17 18

Fréquence en % | 20,83 20,83 22,92 18,75 16,67
e Le tableau des fréquences marginales de Z :

Zz 13 14 15 16

Fréquence en % 27,08 16,67 29,17 27,08

Exercice 3
e  Le tableau des fréquences marginales de X :

X 15 20 25 30

Fréquenceen % | 25 25 25 25

Le tableau des fréquences marginales de Y :

Y 7 3 12 8

Fréquenceen % | 25 25 25 25

Nuage de points - point moyen

Exercice 4

Sur (OI) : 1em pour 500 FCFA ; Sur (OJ) : 1 cm pour 5 jours.
X O TN OO UL SOV TUUUE TOUTE SOVE Ut OOVt SOV IS

Exercice 5
Les coordonnées du point moyen G de cette série statistique double est : d) G(4 ;6).
Exercice 6
Soit x; la vitesse en Km/h et y; la consommation en litres L.
Ona:X =105etY =8,5. On obtient : G(105 ; 8,5).
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Exercice 7

1) Nuage de points :

2.a) Coordonnées du point moyen G:
Ona:X =75et¥ = 3,5 Onobtient: G (7,5;3,5).
2.b) Plagons le point G : Voir courbe.

e Covariance
Exercice 8
1. Coordonnées du point moyen G:
Ona:X =103,6etY =11. Onobtient: G (103,6 ; 11).
2. Calcul de la covariance : cov(X;Y) = % XY, — XY,

Donc cov(X;Y) = =29,6.
Exercice 9

Ona:X =45000et¥ = 2,6. Onobtient cov(X;Y) = 2 000.
e Droites de régression
Exercice 10
Réponse exacte : d)
Exercice 11

Regroupons les étapes de calcul dans un tableau.

X, |4 6 |8 10 |14 |20 |zx~e 762
Y, |14 8§ |13 |16 |50 |40 |3v, =14l s 14
6
X;Y; 56 48 104 | 160 | 700 800 | X X;Y= lzx ¥ = 1868
1868 N2 XY=
5 = 1028
X; 16 36 64 100 | 196 400 | ¥ X;%=812 V) = —
Par suite : cov(X;Y) =208, 52266 128 o B Done (D) 1y = 22y - 28
36 1028 514 3078 514 3078

ou(D):y = 2,3988x — 1,2879
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Exercice 12
Ona:X=68;Y=4;V(Y)=2ctcov(X;Y)=-1
On obtient : (D*) : x = —%y +8,8.

o Coefficient de corrélation linéaire
Exercice 13
Le coefficient de corrélation linéaire est : b) 7 = 0,051.
Exercice 14

OnaT =1285; ]J=6,75; V(T) =1,25;V(J) = 2,1875 et cov(T;J) = 1,375.
On obtient : » = 0,832.

» Exercices de renforcement/Approfondissement

Exercice 15

1. Le point moyen a pour coordonnées (X ;¥): Ona:X =2,;0r ¥ =573 X +516,2. Alors :
¥ = 630,8.Donc G (2 ; 630,8).

2. Déduction de la Valeur de I’inconnue « :
Ona:Y = %(2463 +a),orY = 630,8 donc & = 5Y — 2463 = 691.

3. Déterminons I’année:
On détermine le rang x pour y connu :
Pour y = 1433, 0na: 1433 = 57,3x + 516,2. Soit x = 16.
L’année correspondante est : 2017 + 16 = 2033.
Donc le chiffre d’affaires de I’entreprise atteindra 1 433 000 000 FCFA en 2033.

Exercice 16

1. Je détermine les notes a et 5 :
Ona: X=i(36+a),or)?= 10 donc a = 4.
Et¥ =i(22+ﬂ),or}7= 9 donc 8 = 14.

2. Je détermine le coefficient de corrélation linéaire :
Ona:V(X)=30.V(Y) =13 etcov(X;Y) = 19. Donc » = 0,962.

La relation entre les caractéres X et Y est forte et positive. Cela traduit que plus un candidat a de bonnes
notes en musique, plus il a de bonnes notes en dessin.

3. Je détermine une équation de la droite de régression de Y en X.

Ona:a=£etb=§.D0nc(D):y=1—9x+§.
30 3 30 3
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Exercice 17

1) Je détermine le nuage de point associé a la série (M ;T).

2.a) Je calcule la masse moyenne M : M = 3,21.
b) Je calcule la taille moyenne T : T = 54,1.
3) Une équation de la droite de régression de (D).

Les valeurs du caractére M sont rangées dans 1’ordre croissant. On partage la série en deux séries d’effectif 5

chacune.
Série 1 m; [ 2,426 N ACYHER)
t, |45 |47 [48 [80 |51
Série 2 m; [3313,5]3,6]3.8]4
t; |52 |53 |54 |55 |56
Point moyen G, (mg; t;) Point moyen G, (my; ;)
my = 2,78 ett; = 54,2 m, = 3,64 ett, =54
donc G,(2,78;54,2) donc G, (3,64 ;54)
. _ Y6, Y6, _ 1 — 117211
On obtient : (D) = (G;G,) avec a = ﬁ =— b=y —aXs = 160

. 1 117211
Soit(D):y = X + 160

ou (D) :y = —0,232x + 54,264.

4.a) Je calcule le coefficient de corrélation et j’interpréte :
Ona:: V(M) =0,25489. V(T) = 86,09 et cov(M; T) = 1,089. Donc » = 0,232.

7 & [0,87; 1]. La relation linéaire entre la masse M et la taille T des nouveaux nés est tres faible.
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b) Une équation de la droite (D) de régression de Y en X.
Ona: (D):y = 4,272x + 40,386
5.a) Calcul de la taille si la masse est 4,7 Kg.
Ona(D):y =4,272 x 4,7 + 40,386 ; La taille est donc : 60,46 cm.
b) Calcul de la masse du nouveau-né :
Pour y =60 cm ona: 60 = 4,272x + 40,386. Soit x = 4,59 Kg.
Exercice 18

1. Nuage de points

2. Coordonnées du point moyen G : G( 2425 ;205).

3. a) Equation de (D) par la méthode des moindres carrés :
(D):y =—0,074x + 384,701

b) Tracé de (D) : Voir figure : Pour x = 2900 alors y = 170,1. On a : M(2900; 170,1)
On trace alors : (GM) = (D).
4. Calcule du coefficient de corrélation et interprétation :
7 =-0,992.
Comme : —1 < 7~ < —0,87 donc la relation linéaire entre les caractéres X et Y est trés forte et négative.
Exercice 19

1. Les coordonnées du point moyen G sont : On a : G(42,2; 149).

2. Equation de (D) par la méthode des moindres carrés : (D) : y = 0,473x + 129,041

3. a) Calcul du diamétre du tronc si la taille est 47 m : Pour x = 47 onay = 151,27. Le diamétre
du tronc est estimée a 151 cm si la taille est 47 m.
b) Calcul de la taille du tronc si le diamétre est 170 cm. Pour y = 170, 0ona x = 86,594 cm. La
taille du tronc est donc d’environ 86,6 cm.

Exercice 20

1. Déterminons Cov(X;Y) : Cov(X;Y) = 65.
2. Déterminons V(X) puis V(Y):Ona: V(X):% et V(Y)=1500.

3. Déterminons le coefficient de corrélation 7~ : on a : 7 = 0,98. 7~ € [0,87; 1]. La relation linéaire
entre X et la Y est trés forte
4. a) Déterminons une équation de la droite de régression de Y en X.

Ona:(D):y=$x+92.

b) Déterminons une équation de la droite de régression de X en Y.
13 116
Ona.(D).x—ﬁy—E.

5. Une estimation du chiffre d’affaires au bout du mois :
Pour x = 8 onay = 270,286 milliers de FCFA. Donc au bout du 8°M mois, le chiffre d’affaires
atteindra 270 286 FCFA.

8 éme
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Exercice 21

1. Nuage de points.

2. Coordonnées du point moyen G : on a : G(39 ;31).

3. Calcul de V(X), V(Y) et de Cov(X;Y) :

Ona: V(X)=56,20; V(Y)=118,20 ; Cov(X ;Y) = —81,20.

4. Calcul du coefficient de corrélation linéaire : ona : 7 = —0,99. # € [-1; —0,87]. La relation
linéaire entre X et Y est trés forte et négative. Cela signifie que plus le montant du forfait augmente
plus le nombre de client diminue.

5. Une équation de la droite de régression de Y en X est: (D) : y = —1,44x + 87,35.

6. Déterminons le nombre de clients pour un montant de 6000 FCFA.

Pour x = 60ona y = 0,95 = 1. Pour un montant de 6000 FCFA, on obtient un seul client.

Exercice 22

1. Nuage de points :

2. Coordonnées du point moyen G : on a : G(15,14 ;557,14).

3. Justifions que V(X) = 61,92 et V(Y) = 32480,73.

On applique les formules de la variance et on trouve V(X) = 61,92 et V(Y) = 32480,73.

4. a) Calcul du coefficient de corrélation linéaire : ona : v = 0,99. 7~ € [0,87; 1]. La relation linéaire
entre X et Y est tres forte et positive. Cela signifie que plus ’ancienneté est élevée, plus la prime
percue est élevée.

5. Une équation de la droite de régressionde Yen X : Ona: (D) :y = 22,85x + 211,19.

6. Déterminons la prime pour une ancienneté de 30 ans.

Pour x = 30,0ona:y = 896,69. La prime s’él¢ve donc a 896,69 euros.

Exercice 23

1. A partir du graphique, dressons le tableau statistique :
x|113]14 |5 |78 |9
yi |01 ]1,5]25]4]45[4

37 175

2. Coordonnées du point moyen G : on a : G(7 ;W)’ soit G(5,29 ;2,5).

3. Justifions qu’une équation de la droite de Y en X est (D) : y = 0,59x — 0,62.
Ona: V(X)=7,02;Cov(X:;Y)=4,13;a=0,59¢tb =—-0,62.
Donc, ona: (D) :y = 0,59x — 0,62.

4. Six = 2alorsy = 0,56. On a: M(2;0,56). Alors (D) = (GM).

Exercice 24 (Exo 25)

1. Nuage de points.

2. a) Coordonnées du point moyen G : on a : G(3,5 ;57,12).
b) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire : on a : 7~ = 0,96.
¢) Comme 7~ € [0,87; 1], donc on peut envisager un ajustement affine.

3. a) Je justifie qu’une équation de la droite de régression de Y en X est On a :

(D) :y = 1,96x + 50,27.

q =20 _ 1938 _ 1 96eth =y —a¥ = 57,12 — 1,96 x 3,5 = 50,26.
V(X) 5,25
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Donc (D) : y = 1,96x + 50,27.

Exercice 25 (Exo 26)

1.
2.

Coordonnées du point moyen G : on a : G(44 ;132,5).

Détermine le coefficient de corrélation linéaire : ona : 7 = 0,74. Comme 7~ ¢ [0,87; 1], donc il
existe une faible relation linéaire entre X et Y. Il n’est pas approprié¢ d’envisager un ajustement
affine.

Exercice 26 ( Exo 27)

Déterminons la covariance de la série : Cov (X ;Y) = —125,67.

Coefficient de corrélation et interprétation : 7~ = —0,96. Comme |#~| € [0,87; 1] donc il y a une
forte corrélation linéaire entre X et Y. Plus la valeur de X croit, plus la valeur de Y correspondant
décroit.

Déterminons une équation de la droite de régression Y en X : Ona: (D):y = —18,85x + 135,4

4. Déterminons une équation de la droite de régressionde XenY : Ona: (D’) : x = —0,049y + 6,93

Exercice 27( Exo 28)

3.

Nuage de points.
Je justifie que les coordonnées du point moyen G sont définis par G(5,63 ; 7,75).

3 1 3 1
X= XxetY =3y,

Je justifie que V(X)=4,18 , V(Y) = 8,44 et Cov(X ;Y) = 5,37.

V(X) = Xx? - X2 etV(Y) =X y% — V2 cov(X,Y)= s Xy, — X.¥

4. a) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire : on a : # = 0,90.

b) Interprétation du résultat : Comme 7~ € [0,87; 1] alors il y a une forte corrélation linéaire entre le
nombre de travailleur et la superficie exploitée. Autrement dit, plus la superficie exploitée est grande,
plus le nombre de travailleurs est élevé.

5. a) Je justifie qu’une équation de la droite : (D) : y = 1,28x + 0,54.

Y=ax+baveca=COV(X,Y)eth =y —ax.

b) Tracé de (D) : Si x = 3, alors y = 4,38. M(3 ; 4,38) et (D)=(GM).

6. Estimation :

Pour y = 16, ona: x = 12,078. Donc pour 16 ha de superficie exploitée, il faudra 12 travailleurs.

Exercice 28(Exo 29)

1.

a) Nuage de points . On pourra prendre :

Abscisse : 1 cm pour 5 ans. Ordonnée : 1 cm pour 50 000 FCFA.

Origine du repére : le point de coordonnées (20 ; 600).

b) Coordonnées du point moyen G : on a : G(36 ;831). (Voir courbe)

Déterminons la covariance de cette série : On a Cov(X ;Y) = 1024.

Déterminons le coefficient de corrélation linéaire et interprétons le : ona : 7~ = 0,75.

Comme € [0,87;1], donc il y a une faible corrélation linéaire entre les caractéres X et Y. Le salaire
n’est pas forcément li¢ a I’age.
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Exercice 29(Exo 30)

1. Nuage de points : On pourra prendre :
Abscisse : 1 cm pour 2. Ordonnée : 1 cm pour 3.
Origine du repére : le point de coordonnées (8 ;9).
2. Les moyennes et écarts types : Ona: X = 14,04 ; ¥ = 19,06. V(X) = 20,3304 donc oy = 4,5 et
V(Y) = 59,1704 donc oy = 7,69.
3. Déterminons une équation de la droite de régressionde Y en X. Ona: (D) :y = 1,69x — 4,64.
4. Détermine y pour x = 23,2. Pour x = 23,2, ona:y = 34,57.

Exercice 30 (Exo 31)

Rectifier : 248 ménages

Remplacer 500 ménages par 248 ménages.

1. Distribution marginale du nombre d’enfants : | Y 1 2 3
Fréquence en % | 58,06 | 15,73 | 26,21

2. Distribution marginale des dépenses annuelles :

X Entre 0 et 100 | Entre 100 et 200 | Entre 200 et 300
Fréquence en % | 53,23 21,37 25,40
71437436

3.a) Proportion des ménages d’un enfant : YRR 100 = 58,06 %

b) Proportion des ménages dont la dépense annuelle en fournitures scolaires est comprise entre 100 000

FCFA et 200 000 FCFA : :% x 100 = 21,37 %

Exercice 31(Exo 32)

1. Déterminons la valeur de «.
Ona:y=ax+baveca=9eth=0,6.0rb =y —ax.
Ona:¥=16¢et y= 55% Par suite : 0,6 = 2% — 9 x 1,6. Soit @ = 20.

2. Déduisons le coefficient de corrélation linéaire.

Onsaitque 72 =a xa oua' = “’;E’Y()‘” =222 = 0,09. On obtient 72 = 9 x 0,09 = 0,81. Done 7 = 0,9.

Exercice 32(Exo 33)

1. Etablissons le tableau donnant les valeurs de z; en fonction de ¢;.
Ona:z; =lIny;ett; = Inx;

t; 10,59 11 11,28 11,51 11,93 12,42 12,89
Z; 10,31 10,52 10,64 10,73 10,92 11,17 11,37
2. Représentons le nuage de point de la série (¢;; z;) . On pourra prendre :

Sur (OI) : 5 cm pour 1 ; Sur (OJ) : 5 cm pour 1. Origine du repére : M,(10; 10).
3. Déterminons une équation de la droite de régression de Z en T.

Onsaitque (D):z=at+b.Ona:T =11,46;Z = 10,72 ; Cov (Z ;T) = 0,16 ; V(T) = 0,36.

Soit (D) : z = 0,46t + 5,43.
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4. Déduisons une relation entre X et Y.
On sait que : z; = Iny; et t; = Inx; donc z = 0,46t + 5,43 signifie que :
Iny = 0,46lnx + 5,43. Ainsi Iny = Inx%*® + Ine>*3. Soit Iny = In(e54% x x04).
Enfin : y = €543 x x046,

5. Déterminons les dépenses mensuelles pour un salaire de 20 000 FCFA.

Pourx =200000na:y = 2171193 FCFA. Donc pour un salaire mensuel moyen de 20 000 FCFA , les
dépenses mensuelles moyennes alimentaires sont estimées a 21 710 FCFA.

Exercice 33(Exo 35)

1. Nuage de points de la série (x;; y;). On pourra prendre :
Sur (OI) : 1 em pour 1 ; Sur (OJ) : 1 cm pour 180. Origine du repére : M, (0; 180).
2. Nuage de points de la série (x; ¥) avec x’ = Inx . On pourra prendre :
Sur (O]) : 1,5 cm pour 0,5 ; Sur (OJ) : 1 cm pour 500. Origine du repere : M, (0; 198).

Soit le tableau donnant les valeurs de y; en fonction de x';.

x'; |0 In2| In3 | Ind | In5 | In6 | In7 | In8 | In9 | In10 | In11 | [n13

y; | 198 | 881 | 1256 | 1489 | 1804 | 1983 | 2104 | 2247 | 2312 | 2468 | 2541 | 2639

3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série (X';Y)
Ona:7» =0,999.

4. Une équation de la droite de régression de Y en X’ est:
D) :Y=972,26X" + 200,95.
5. Déduisons une relation entre X et Y de forme Y = alnX +b.

OnaY=97226X"+ 200,95 or X' = InX donc : Y =972,26InX + 200,95 d’ou a = 972,26 et b=200,95.

Exercice 34 (Exo 36)

1. Nuage de points :On pourra prendre:
Abscisse : 1 cm pour 1 mois. Ordonnée : 1 cm pour 2 notes.
2. Les coordonnées du point moyen G : Ona: X = 3 ;¥ = 10,8. Donc G(3 ;10,8).
3. Déterminons la variance et I’écart type de chacune des séries X et Y.
Ona: V(X)=2donc gy =2 = 1,41 et V(Y) = 3,76 donc g, = 1,94.
4. a) Calcul de la covariance : Cov(X ;Y) = 2,6.
b) Coefficient de corrélation linéaire : 7~ = 0,95
5. Equation de la droite de régression Y en X. Ona: (D) :y = 1,3x + 6,9.
Six =0, alors y = 6,9 alors M(0 ;6,9) et (D)=(MG).
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Exercice 35 (Exo 37)

1. Interprétation du nombre 7 du tableau : c’est le pourcentage (ou la proportion) des véhicules dont la
puissance est 25 CV et la durée des pneumatiques est de 4000 Km.
2. a) Extrait des séries marginales X et Y puis valeurs de X et de Y.

X; 20 |25 |30 Vi 2 |3 |4
Fréquence | 38 |32 |30 Fréquence | 30 | 31 |39
X=25etV =3

b) Nuage de points des 9 points de coordonnées (x;; y;). On pourra prendre :

Sur (OI) : 1 cm pour 5 CV. Sur (OJ) : 1 cm pour 1000 Km. Le point M, (15; 0) étant pris comme 1’origine du
repere.

¢) Tracé de (D) et détermination d’une équation de la droite (D).

La droite passe le plus pres possible des points du graphique de coordonnées (25 ; 3) et (30 ; 4).

4-3 1 1 1
Ona: (D) .y—ax+baveca—30_25—getb—3—g(25)——2.D0nc.(D) y=cx—2.

3. a) Coordonnées du point moyen G. On a ; G(25 ; 3).
b) Calcul de la variance de X et de Y. On a : V(X)= 16,67 et V(Y) = 0,6819.
¢) Calcul de la covariance. On a : Cov(X ;Y) = —2,614.
d) Déterminons une équation de la droite de régression Y en X. On obtient :
(D):y=-0,16x + 6,91.
e) Déterminons une équation de la droite de régression X en Y. On obtient :
(D) : x = —3,83y + 36,44.

4. Calcul du coefficient de corrélation 7. Ona : » = —0,77. Comme 7~ € [—1; —0,87]. Il existe une faible
relation linéaire entre les deux caractéres X et Y. Il va sans dire qu’un ajustement linéaire n’est pas
envisageable ou la modélisation n’est pas adéquate.

» Situations complexes

Exercice 36(Exo 38)

Suggestion : Prendre le tableau ci-dessous car le tableau du document donne : r = 0,02.
Le modele linéaire n’est donc pas adéquat pour faire des analyses avec justesse.
On doit normalement s’arréter et faire des recommandations.

Taille 150 160 165 170 179
Poids 50 55 57 60 70

Pour savoir si la sensibilisation a été efficace ou non, je vais utiliser les statistiques a deux variables. Je vais
orienter ma démarche comme suit :

- Je calcule le coefficient de corrélation linéaire et je détermine la droite de régression de Y en X si
possible

- Je détermine le poids pour une taille de 185 cm

- Je conclus quant a la préoccupation de I'ONG.
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o Je calcule le coefficient de corrélation linéaire et détermine une équation de la droite de régression de

YenX
Soit (D) cette droite telle que : (D) : y = ax + b aveca = % eth=Y —aX.
- Jecalcule X puis Y.
S a Yy
Ona: X =214 = 820 _ qeagemet 7 = 222 = 22 _ 54 kg
N 5 N 5
- Je calcule V(X), V(Y) puis cov(X ;Y)
5 2 —
V(X) = E#" -x2= 136—52"6 — 164,82 = 94,16
V(Y) = 44,24
5 v ——
Cov(X ;) = E=L21 _ X7 = 62,68
- leule le coefficient ¢lation lindaire : 7 = -e i)
Je calcule le coefficient de corrélation linéaire : r OV

Ona:r=2097.

- Jexprime 1’équation de la droite (D) :
(D):y =0,67x +51,3.

e Je détermine le poids pour une taille de 185 cm.
Pour x = 185,ona y =0,67x + 51,3 = 72,65 Kg.

Ainsi une personne ayant la taille de 185 cm a un poids estimé a 72,65 Kg. Puisque ce poids est inférieur a
90 Kg, donc la sensibilisation a été une réussite.

Exercice 37(Exo 39)

Pour trouver la date, je vais utiliser les statistiques a deux variables. Je vais orienter ma démarche comme
suit :

- Je calcule le coefficient de corrélation lingaire et je détermine la droite de régression de Y en X si
possible

- Je détermine le rang pour 3000 adhérents.

- Je donne une estimation de la date.

o Je calcule le coefficient de corrélation linéaire et détermine une équation de la droite de régression de
YenX

Soit (D) cette droite telle que : (D) : y = ax + b avec a = co;;é;(;}') eth=Y —akX.
- Jecalcule X puis ¥.
_ gtz o oyz g,
Ona: X =225 =78 _ g5 o7 = Zi=wdt - 18890 _ 459y 947,
N 12 N 12
- Je calcule V(X), V(Y) puis cov(X ;Y)
— Eilzzl xi* 72 650 2
V(X) =225 X2 = 22— 657 = 11,917
V(Y) =96 124,181521
TiaXdi oo
Cov(X ;Y) = ==L — X7 = 102542,
- Je calcule le coefficient de corrélation linéaire : r = %

Ona:r = 0,95809.
Le modéle linéaire est justifié pour faire les estimations car 0,87« |r| « 1
Mais si on continue :

Guide du professeur - Pyramide Maths T*D 353




- Jexprime I’équation de la droite (D) :
On obtient : a = 86,048 et b = 1014,84.
Donc : (D) : y = 86,048 x + 1014,84.
e Je détermine le rang du mois pour y = 3000.
Pour y = 3000, on a: x = 23,07. Le rang cherché est environ 23.

Ainsi la date probable de réception de ce don est prévue pour novembre 2019.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Découverte des habiletés
Activité 1 : Notion d’équation différentielle
Corrigé
f est une primitive de g sur ]0; +oo[ = Vxe]0; +oo[ , f'(x) = g(x).
F1@) =g@) = f'(x) =2, xe]0; +oo]
= f(x) =2lnx+kk €IR
fle)=0=2k= -2
D’ou la fonction f est définie par x€]0; oo , f(x) = 2lnx — 2.
Exercices de fixation
Exercice 1
Corrigé

Toute équation dont I’inconnue est une fonction de R vers R, dans laquelle apparaissent ’inconnue et des
dérivées successives de 1’inconnue s’appelle une équation différentielle.

Exercice 2
Corrigé

y4+4=0;y"4+2y'+y=5.

Activité 2 : Equations différentielles du type ¥’ = ay (a nombre réel)
Corrigé

1. f(x) =ke®™. Alors: f'(x) = ake™ = af (x).
Donc f est une solution de (E):y' = ay.
2. a) h(x) =e™% g(x), ou g est une solution de (E).
Ona: h'(x) =—ae ™g(x) +e ™ g'(x).
b) Justifions que la fonction h est constante.
R (x) = —ae ™ g(x) + e ™ g'(x).
g étant solution de (E), ona: g'(x) = ag(x).
Ainsi: h'(x) = —ae ™ g(x) + e ™ g'(x) = —ae ¥ g(x) + e ™ X ag(x) = 0.
Vx € R, h'(x) = 0.
Donc, h est une fonction constante.
Ona: e ™g(x)=k , ou k €R.
Ce qui entraine : g(x) = ke™ , ou k € R.
3. Les solutions de ’équation différentielle (E):y' = ay, sont les fonctions f définies par :
f(x) = ke®*, aveck € R.
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Exercices de fixation
Exercice 3

Corrigé

Réponse A

Exercice 4

Corrigé

Réponse B

Activit¢ 3 Equation différentielle du typey’ = ay + b, a € R*,b € R
Corrigé
Soit I’équation différentielle (F):y' = ay + b.
1. glx) = —Z .Ona:g'(x) =0.
D’autre part : ag(x) +b=—-b+ b = 0.
Onaainsi: g'(x) =ag(x) +b.
Donc, la fonction g une solution de 1I’équation différentielle (F).
2. festsolutionde (F) & f'(x) =af(x)+b.
e f'(x)—af(x) =b.
Or:g'(x) =ag(x)+b.Donc: g'(x) —ag(x) = b.
On en déduit que :  f est solutionde (F) & f'(x) —af(x) = g'(x) — ag(x).
3. Sachant que : f'(x) —af(x) = g'(x) —ag(x),ona: f'(x) —g'(x) = af (x) — ag(x).
Done': (f - g)'(x) = a(f — 9)(x).
On en déduit que f — g est solution de 1’équation (E'):y' = ay.
4. Les solutions de (E") sont les fonctions de la forme : x — ke , avec k € R.
5. Les solutions de (F) sont les fonctions f telles que f — g soient solutions de (E”).

Onadonc: f(x) —g(x) =ke®™. Dou: f(x)=ke™ + g(x) = ke®™ —g .

Ainsi, les solutions de (F) sont les fonctions f définies par : f(x) = ke®* —s ,ouk € R.

Exercices de fixation
Exercice 5

Corrigé

Réponse A

Exercice 6

Corrigé

Réponse C
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Activité 4 : Equation différentielle du type y” = 0
Corrigé

Soit I’équation différentielle (K):y" = 0.
1. Sila dérivée seconde d’une fonction est nulle, sa dérivée premiére est constante.

Dans ce cas, cette fonction est un polyndme de 1¢ degré, c’est-a-dire une fonction affine.
2. h(x) =ax+b.

Ona:h'(x) =aeth”(x) =0.

On en déduit que h est solution de (K).

Exercice de fixation
Exercice 7

Corrigé

Réponse B

Exercice 8

Corrigé
y'=1,douy"” =0.

Donc, la fonction x = x + 8 est une solution de 1’équation différentielle y” =0.

Activité 5 : Equation différentielle du type y” = w?y, w € R*.
Corrigé
Soit I’équation différentielle (P): y” = w?y, w € R*.
1. f(x) =e" etg(x) =e™™*.
o fl(x) =we" etf(x) =w?e"* . Dou: f'(x) =w?f(x).
o g(x)=-we " etg'(x) =w?e™W* . Dou: g"(x) =wig(x).
Dongc, les fonctions f et g sont des solutions de I’équation différentielle (P).
2. Ona: af”(x) +bg"(x) = aw?e"* + bw?e™"* = w?(ae"* + be™"%)
af"(x) + bg" (x) = w?(af (x) + bg(x)).
On en déduit que la fonction : x +— af (x) + bg(x) est une solution de (P).
3. Ainsi, les solutions de (P) sont les fonctions de la forme : x — ae%* + be™* , ou (a; b) € R2.
Exercices de fixation
Exercice 9
Corrigé

Réponse C
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Exercicel0
Corrigé
s YV'-y=0eoy'=y.
Les solutions de (E) sont les fonctions: x ~ ae* + be™* , ou (a; b) € R2.
o y'-3y=0sy" =3y.
Les solutions de (E) sont les fonctions: x + ae™? + be=*3 ou (q; b) € R?.
Exercicell
Corrigé

n n 1
a) 4y —y=0y =3y

1 1
Les solutions de (E) sont les fonctions: x — aez* + be™ 2" , ou (a; b) € R?.

" " 9
b) 16y" -9y =0y =V

3 3
Les solutions de (E) sont les fonctions: x — ae** + be” +* , ou (a; b) € R2.

c) 49" —49y=0y" = ?y.

7 7
Les solutions de (E) sont les fonctions: x = aez” + be”2* , ot (a; b) € R2.

Activité 6 : Equation différentielle du type y” = —w?y, ,w € R
Corrigé
Soit I’équation différentielle (T):y” = — w?y, w € R*.

1. f(x) = sin(wx) et g(x) = cos(wx) .
o f'(x) =wcos(wx) et f”'(x) = —w?sin(wx) . D’ou: f"(x) = —w?f(x).
e g'(x) = —wsin(wx) et g"'(x) = —w?cos(wx) . D’ou: g"(x) = —w?g(x).
Dong, les fonctions f et g sont des solutions de I’équation différentielle (T).
2. Ona: af"(x)+bg"(x) = —aw?sin(wx) — bw?cos(wx) = —w?(a sin(wx) + b cos(wx))
af"(x) +bg" (x) = —w?(af (x) + bg (x)).
On en déduit que la fonction : x — af (x) + bg(x) est une solution de (7).
3. Ainsi, les solutions de (T) sont les fonctions de la forme : x +— a sin(wx) + bcos(wx) ,
ou (a; b) € R2.
Exercices de fixation
Exercicel2
Corrigé

a) (E):1y'"4+y=0sy" =-y.
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Les solutions de (E) sont les fonctions: x — acosx + bsinx , ot (a; b) € R2.
b) (E):y"+4y =0 y" = —4y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x + acos2x + bsin2x , ou (a; b) € R?.
) (E):y"+9y=0ey" =-9y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x — acos3x + bsin3x , ou (a; b) € R?.
Exercicel3
Corrigé
a) (E):4y"+y=0y"= —iy.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x + acosix + bsinix ,ou (a; b) € R2.
b) 16y" +9y =0 y" =—=y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acos zx + bsin%x ,ou (a; b) € R2.

¢) 4y +49y=0y" = —‘1—9y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x + acos%x + bsin%x ,ou (a; b) € R2.

Des questions d’évaluation
Question 1 : Comment résoudre une équation différentielle du type y’ = ay, a e R?
Exercice 1
Résous I’équation différentielle (E;): y' = 5y
Solution commentée

Cette équation est du type ¥y’ = ay avec a = 5. Donc, les solutions de (E;) sont les fonctions :
x—ke>* avec k € R.

Exercice 2
Résous I’équation différentielle (E,) : 2y’ + 3y = 0
Solution commentée
L’équation (E,) est équivalente a I’équation différentielle (E',) 1y’ = — zy.
L’équation (E';) estdu type y’ = ay aveca = — ; . D’ou les solutions sont les fonctions :
_3
x—ke ™2 |k €R.
Exercice non corrigé

Résous I’équation différentielle 3y’ + 2y = 0.
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Corrigé
L’équation différentielle 3y’ + 2y = 0 est équivalente a I’équation différentielle :

’

2
y = - Ey .D’ot les solutions sont les fonctions : x+—ke 3°, k € R.

Question 2: Comment déterminer la solution de I’équation différentielle y’ = ay
qui prend la valeur yy en x, ?

Exercice

On considere 1’équation différentielle (E) : y' = —3y

Détermine la solution de (E) qui prend la valeur eiz en l.

Solution commentée
Soit I’équation différentielle (E) : y' = —3y

On détermine d’abord la solution générale. fi:x = ke™3*

On résout I’équation fi (1) = e—lz
1 a1 _
fil)= 5 oke?=5=e7?
Sk=e

. . . 1 . s . 3% -
D’ou la solution de (E) qui prend la valeure—Z en 1 est la fonction f définie par : f(x) = ee™3* = ¢~3%*1

Exercice non corrigé
On donne I’équation (E) : y' = 4y
Détermine la solution de (E) qui prend la valeur 3 en -2.
Corrigé
Soit I’équation différentielle (E) : y' = 4y
On détermine d’abord la solution générale fi:x — ke** .
On résout I’équation f,,(—2) = 3.
fi(2)=3 o ke t=
ok = 3eb.

D’ou la solution de (E) qui prend la valeur 3 en -2 est la fonction f définie par : f(x) = 3e8+4*,

Question 3 : Comment résoudre une équation différentielle du type : y' = ay + b avec
a et b réels non nuls ?
Exercice

Résous ’équation (E) : vy’ = 2y + 7
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Solution commentée

L’équation (E) est une équation différentielle du type y’ = ay + baveca = 2eth = 7
D’ou les solutions sont les fonctions f; définies par : fi (x) = ke?* —% avec k € IR.
Exercice non corrigé

Résous I’équation différentielle : (E):y’ = 3y - 2.

Corrigé

L’équation différentielle (E) estdutypey’ = ay + baveca = 3etb = =2

D’ou les solutions sont les fonctions f;, définies par : fi,(x) = ke3* +§ avec k € R.

Question 4 : Comment déterminer la solution d’une équation différentielle du type y’ =ay + b
qui prend la valeur yy en x, ?

Exercice

On donne I’équation différentielle (E) : y’ = —2y + 3.

Détermine la solution de (E) qui prend la valeur 2 en 0.

Solution commentée

L’équation (E) a pour solution générale la fonction f;, définie sur R par :

fi(x) = ke‘2x+;, keR

La solution de (E) qui prend la valeur 2 en 0 est la fonction f telle que :

flx) = ke’2x+§ et f(0) =2

M=20k+3=2 o k=2 doi ona: fix e 25+ 3
2 2 2 2

Exercice non corrigé

Détermine la solution de 1’équation y’ = 5y - 3 qui prend la valeur e — % en _?1
Corrigé
L’¢équation y’ = 5y - 3 a pour solution générale la fonction f; définie sur R par :

fio(x) = ke5* +§, keR.
La solution qui prend la valeur e — ; en _?1 est la fonction f telle que:

fx) = kesx+§etf(_?1)=e—§

-1 3 1,3 3
f(—)=e——=>ke lt-=e—-=
5 5 5 2

- 3 3
Skel=e—->-=

2 s
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Question 5 : Comment déterminer la solution de I’équation différentielle du type y” = 0
qui vérifie les conditions suivantes : y (xg) =yg ety (x1) =y, ?

Exercice

On considere ’équation différentielle (E) : y” = 0

Détermine la solution f de (E) telleque : f(1) = —1let f(2) = 1.

Solution commentée

La solution générale de (E) est la fonction F définie sur IR par : F(x) = ax + b,avec a et b des
nombres réels.

On détermine les nombres réels a et b telsque : F (1) = —1etF (2) = 1.

at+tb= -1

Fﬂ)z—ldF@):lc%éa+b:1

(aino1 = (25

D’ou la solution cherchée est la fonction f définie sur R par: f(x) = 2x - 3.

Exercice non corrigé
Détermine la solution f de 1’équation différentielle y” = 0 telle que : f (%) =1letf(2) = —4
Corrigé

La solution générale de (E) est la fonction F définie sur IR par : F(x) = ax + b, avec a et b des
nombres réels.

On détermine les nombres réels a et b tels que : F (%) = 1letF (2) = —4
1 la+b=1
F(—)zletF(2)=—4(:){3 -
3 2a+b=—4

1
{;a—b_—1¢${aij3
2a+b=—4 b=2

D’ou la fonction cherchée est la fonction f définie sur IR par: f(x) = —3x + 2.
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Question 6: Comment résoudre une équation différentielle du type : y” = my, avec m nombre
réel ?

Exercice

Résous chacune des équations différentielles suivantes :

(E):y” = 2y;(E):y" = =9

Solution commentée

(Ey) estde la forme : y” = w2y ,avecw = /2 d’ot les solutions de (E;) sont les fonctions f telles
que: f(x)= ae™? 4+ he=*V2 avec a € Reth € R..

(E,) estde la forme : y” = —w?y avec w = 3. D’ou les solutions de (E,) sont les fonctions f telles
que : f(x) = acos(3x) + bsin(3x) ,avec a € Reth € R.

Exercice non corrigé

Résous chacune des équations différentielles suivantes

(E3):y” = 4y;(Ey):y” = —5y.
Corrigé
(E3) est de la forme : y” = w?y ,avecw = 2.D’ou les solutions de (E3) sont les fonctions f telles

que: f(x)= ae?* + be ?*, aveca € Reth € R.

(E,) estde la forme : y” = —w?y avecw = /5 d’ou les solutions de (E,) sont les fonctions f telles
que : f(x) = acos(xV/5) + bsin(xV/5) ,avec a € Reth € R.

Question 7 : Comment déterminer la solution f de ’équation différentielle y” = my, qui vérifie
f(x0) = yo et f'(x0) = 2zo? (y(xo) = Yo et y'(xo) = 2o)

Exercice |

On considere I’équation différentielle (E5) : y” = —4y .

Détermine la solution f de (Es) qui vérifie f (g) = g et f’(g) =.3.

Solution commentée 1

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) =acos 2x + bsin2x a € Reth € R.

Déterminons a et b tels que F (%) = ; et F ’(g) =-3.

T 5 T 4 5
F(2) = = = acos—+ bsin — = =.
8 2 4 4 2

V2 V2 _ s
2 2

sa¥4p
2
F'(x) = —2asin2x + 2bcos 2x

F@ =-35-222+2p2 = -3
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al + b =5 at+b = 52
2 2 2 = 2
~202+20%= -3 |-a+b= -2
>b= g eta=2v2. D’oi lasolution particuliére f cherchée est définie par: f(x) = 22 cos 2x +

gsin 2x = \/2(2 cos2x + %sin Zx).

Exercice 2
On considére I’équation différentielle (Eg) : y” = 3y .
Détermine la solution g de (E4) qui vérifie g(0) = 2 et g'(0) =—/3..

Solution commentée 2

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) = ae™® + be™® Javec a € Reth € R.
Déterminons a et b tels que F (0) = 2 et F’(0) = —/3.

Ona: F'(x) =aV3e*V3 — hy/3e=*3,

F(0)=2 = a+b=2

F(0) =—V/3 = aV3—-bV3 = —/3

{a+b:2 ={a+b=
aV3-bV3 = -3 a—b= -1

3
Sa=-¢ctbhbh==-.
2 2

D’ou la solution particuliére g cherchée est définie par: g(x) = %e"‘/g + ze"‘ﬁ = %(e"‘/§ + 32"“5).
Exercice non corrigé 1

On considere 1’équation différentielle (Eg) : y” = —25y.

Détermine la solution f de (E) qui vérifie : f (g) =2etf '(g) =1.

Corrigé

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) = acos 5x + bsin5x a € Reth € R.
Déterminons a et b tels que F (2) =2 etF '(g) = 1.

F(g) =2= acoss?”+ bsin %ﬂ =2

sla—pB=2
2 2

F'(x) = —5asin5x + 5bcos5x
F&=1= 5a§+§b =1

—_ b—
1-10V3 10+v3
>b=—— ¢t a= .
10 10

1a
2
Sa —+ b—l
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10+\/— 1- 10\/— .

D’ou la solution particuliére f cherchée est définie par : f(x) = ——cos 5x + ——sin 5x.

Exercice non corrigé 2

On considére I’équation (E) : y” = y.

Détermine la solution g de (E) qui vérifie g(1) = eet g’ (1) = 2e.

Corrigé

L’équation (E) a pour solution générale la fonction F telle que :
F(x) = ae* + be ™ ,avec a € Reth € R.

F'(x) = ae* —be™

{F(1)=e :>{ae+be_1=e
F'(1) = 2e ae —be 1 = 2e p= -

2
D’ou la fonction g est définie sur IR par : g(x) :ge" - %e_x = i(Se" —e™¥%2),

MES SEANCES D’EXERCICES
Exercices de fixation
Justifier qu’une fonction est solution d’une équation différentielle
Exercice 1
Corrigé
flo)= 2072 = f'ix) = 2v2e¥2 =2 (Zex‘/z) =+/2 f(x). D’oul f est une solution de (E).
Exercice 2
Corrigé
g(x) = 2e1+5% — g: g (%) = 10e1+5% = 5(2¢1+5% _ g )+3 =5g(x)+3. D’oll g est une solution de (E).
Exercice 3
Corrigé
d(x) =xV5 + In3 = d’(x)=+v5 = d”(x)=0 d’ou d est une solution de (E)
Exercice 4
Corrigé
h(x) =222 — 3722 = p(x)= 44222 4 6+/2e720V2

= h(x)= 1622 — 2467272 = §(2¢2%VZ — 3¢-21V2)

= 8h(x). D’ou h est une solution de (E).
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Exercice 5
Corrigé
I(x) =mcos13x + V2sin13x = I'(x)= —13msin 13x + 13v2cos13x
= "(x) = —169mcos13x — 169vV2sin13x
= —169(mcos 13x + 2sin13x) = —1691(x).

D’ou [ est une solution de (E).

Résoudre une équation différentielle du type y’ = ay

Exercice 6

Corrigé

L’équation différentielle y’ = 3y a pour solution les fonctions fdéfinies sur IR par :
fr(x)=ke3*, k nombre réel.

Exercice 7

Corrigé

L’équation différentielle y’ = —4y a pour solution les fonctions f; définies sur IR par :

fr(x)= ke™*, k nombre réel.

Déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle du type y’ = ay
Exercice 8

Corrigé

La solution f qui vérifie f (1) = e est définie par : f(x)=e2?*"1
Exercice 9

Corrigé

La solution g de (E) qui vérifie g (3) =5 est définie par :g(x)= Sez_éx.
Résoudre une équation différentielle du typey’ = ay + b,a # 0
Exercice 10

Corrigé

L’équation différentielle y’ = 2y — 5 a pour solution les fonctions fj, définies sur IR par :

fi()=ke?* + ; , k nombre réel.
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Exercice 11
Corrigé
L’¢quation différentielle y’ = 4y + 3 a pour solution les fonctions f;, définies sur IR par :

fie()= ke** — % , k nombre réel.

Déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle du type y’ = ay + b,
a+0
Exercice 12

Corrigé

La solution f de cette équation différentielle qui vérifie f (0) = — g est telle que : f(x)= —ges" + g .
Exercice 13
Corrigé

La solution g de (E) qui vérifie g (— %) = 1esttelle que: g(x) = §(4—e_1"3").

Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle y” = 0.
Exercice 14
Corrigé

l.f(x)= —2x+5

2.9(x)=x
3.h(x) =2
Résoudre une équation différentielle de type y” = w?y

Exercice 15
Corrigé

L’équation différentielle: y” = 4y a pour solutions les fonctions : x — ae?*+be™%* | a et b étant des
nombres réels.

Exercice 16
Corrigé

L’¢équation différentielle y” = 5y a pour solutions les fonctions : x + aeV5*+be™V5* | g et b étant des
nombres réels.
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Déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle de type y” = w?y

Exercice 17
Corrigé

1 _1
Soit F la solution générale on a : F(x) = aez*+be 2",

) 1 L o1, 1, ) 1 1
F(x)=zaez —Ebe ¥, F(0) =a+betF(0)= Ea—;b.

. a+b=4
On a le systéme suivant : §1 a—tp=
2 2

La résolution de ce systéme donne a = 3 et b = 1. Donc la solution f qui vérifie f(0)=4 et f* (0)=1

1 1
est telle que :f (x) = 3ez* + e~ 2%

Exercice 18

Corrigé

3 3 3 3
. . . = -= ) 3 2 3 -2
Soit F la solution générale, on a : F(x) = aevVz + be V2 ,F' (%) = a-—=evz — b—ze V2"

vz vz '
_3

-3
ﬁbe .

F(N2) =ae®+be 3 et P(V2) = %ae3

) ae3+be 3 =1
Onale systtme suivant:{3 3 3 be=3 =

zZ Tz

-3

3
La résolution de ce systéme donne a = ET eth 37 . Dong, la solution g qui vérifie g(v2) =1 et

-3 3 3 _3
g'(V2) =0 est telle que :g(x)= %eﬁx + %e 2,

Résoudre une équation différentielle de type y” = — w-y
Exercice 19
Corrigé

L’équation différentielle : y” = —3y a pour solutions les fonctions : x + acosv3x+bsiny3x ,a et b
étant des nombres réels.

Exercice 20
Corrigé

L’équation différentielle : y” = —49y a pour solutions les fonctions : x +— acos7x+bsin7x ,aetb
étant des nombres réels.

Déterminer une solution particuli¢re d’une équation différentielle du type y” = —w?y
Exercice 21
Corrigé

Soit F la solution générale, on a : F(x) = a cos3x + b sin3x.
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F'(x) = —3asin3x + 3bcosx, F(g) =—aetF’ (g) = —3b.

F(g) =1letF (g)z -6 donne a = —1 et b = 2.D’ou la solution f qui vérifie f (g) =letf (g) = -6
est telle que f(x) = —cos3x + 2 sin3x.

Exercice 22

Corrigé

Soit G la solution générale, on a: G(x) = a cosx + b sinx.

V3

G’(x) = —asinx + bcosx,G(g) =a— +§b et ¢ (%) =- %a + bg.

G(g) =letG (g): V3 donne a = 0 et b = 2 d’ou la solution g qui vérifie g (%) =letyg (g) =V3 est
telle que g(x) = 2 sinx.
Exercices de renforcement / approfondissement
Exercice 23
Corrigé
2

. 3w +2y =0 y=- 37 D’ou (E) est une équation différentielle de type y’ = ay,

2
aveca = — .
3

2
2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f;, définies sur IR par : fi,(x)=ke 3%, k étant
un nombre réel.

3. La solution de (E) dont la représentation graphique passe par le point de coordonnées (0 ;2) est la
fonction f telle que : f(0) = 2.

F(0) =2 = k = 2. D’ou: f(x) = 2¢" 7.
Exercice 24
Corrigé
1.4y -3y +8 =0 y = %y — 2 d’ou (E) est une équation différentielle du type y’ = ay + b,
avec a = ; eth = -2,
2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions g; définies sur IR par : g, (x) = ke%x + g ,
k étant un nombre réel.
3. La solution g de (E) telle que le nombre dérivé de g en 0 est 4 est telle que : g'(0) = 4.
g = % ke%x, doug(0)=4=k= ?.

3
Donc, la fonction g est telle que : g(x) = %ezx + g .
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Exercice 25

Corrigé

L’équation différentielle (E) : y” = 0 a pour solution générale les fonctions :
x — ax + b,a et b étant des nombres réels.

La représentation graphique de h passe par le point A (3 ;0) d’ou: h(3) = 0.
La droite (D) d’équation 2x + 3y + 1 = 0 a pour coefficient directeur — g .

La représentation graphique de h est une droite et n’a aucun point commun avec la droite (D) de

coefficient directeur — 2, d’ou elle a pour coefficient directeur — 2 .
On déduit de tout ce qui précede que : a = — g et b = 2 et la fonction h est définie sur IR par :
h(x) = — 2x +2.
Exercice 26
Corrigé
1. %sy” + zy =0& y"" = -25y, d’ou (E) est une équation différentielle du type
y’ = —w?y,avec w = 5.
2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :
f(x) = acos5x + bsin5x, aetb étant des nombres réels.

3. La solution f de (E) telle que la représentation graphique de f admet une tangente de coefficient
directeur 5 au point A (171—5 ;3) esttelle que: f (1”—5) =3et f’(ln—S)ZS.

f(x) = acos5x + bsin5x = f’(x) = —5asin5x + 5bcos5x.

. x %a + ?b =3
f (E)=3 et f '(E)=5 donne le systéme ;3 . .
—57a + Eb =5

1+3V3
2

. . \ 3-V3 , .
La résolution de ce systéme donne a = T\/— eth = , d’ou cette fonction f est telle que :

3-V3 1+3V3
TcosSx + Tsme.

fG) =

Exercice 27

Corrigé

1.4y"-9y =0 y' = %y , d’ou (E) est une équation différentielle du type
y' = wly,avecw = %

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

3 3
f(x) = ae?* + be”2¥, a et b étant des nombres réels.

.I 370 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*D



3. La droite (D) a pour coefficient directeur % d’ou la tangente perpendiculaire a la droite (D) a pour

coefficient directeur -2 (aa’ = —1 ou a et a’ sont les coefficients directeurs de deux droites
perpendiculaires).

La solution f de (E) telle que la représentation graphique de f admet une tangente au point B (0; 2)
perpendiculaire a la droite (D) d’équation x - 2y - 10 = Oest telle que : f(0) =2 et f'(0) = —2.
3 _3 , 3 3 3 3y ) 3 3
f(x) = aez” + be 2" donne : f'(x) = Jaer — bEe 2, f(0)=a+b etf(0)=5a _Eb'
a+b=2
f(0) =2 et f/(0) = —2 donne le systéme 34 _3p=_2"
2

2

. . . 5 ., . .
la résolution de ce systéme donne a = g eth = 3 d’ou cette fonction f est telle que :

1 3%, 5 _3
f(x)=§ez +se 2.

Exercice 28
Corrigé

1. (F)ey" =—-4y.
Les solutions de (E) sont de la forme : x +— Acos2x + Bsin2x, ou A € R,B € R.
2. f'(x) = —2Asin2x + 2Bcos2x.

AcosZ + BsinZ =2
3. Ona: 2 2

: 2. . Dol A= et B=2.
—ZAsmE+ ZBcosEz -1 2

Donc: f(x) = %cost + 2sin2x.

Exercice 29

Corrigé

1. (E)@y”:—;y.
Les solutions de (E) sont de la forme : tl—vAcoszt+Bsin§t, ouAd €ER,BER.
! ™
2 a) f(0)=tetf (2)=0.
b) f'(t) = SAsinzt + 2 Bcosct.
A=1
Ona: .Dou: A=1 et B=1.

3 LT 3 m
—=Asin-+=Bcos-=0
2 4 2 4

On obtient : f(t) = COS%t + sin%t.

1 1 3 1 . 3 3 3
3. \/_if(t) = Cosyt+ singt = cos (Et_Z)'

Donc : Vt € R, f(t) = V2cos (;t - Z)
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Exercice 30
Corrigé

1. Ona:g'(x) = e + 2xe?*.
g'(x) —2g(x) = e?* + xe?* — 2xe?* = e?*, Donc g est une solution de (E).
2. Les solutions de (G) sont de la forme : x — Ce?*, ou C € R.
3. f — gsolutionde (G) & (f — 9)'(x) = 2(f — g)(x)
e i) — 2f(x) = g'(x) — 2g(%)

S fi() - 2f () = e
< f solution de ( E).

4. Ona: f(x) — g(x) = Ce?*,

D’ou f(x) = Ce?* + g(x) = Ce?* + xe?*.

Les solutions de (E) sont de la forme : x — Ce?* + xe?*, ouC € R.
5. Ce? + e?=0,doncC = —1.

La solution de (E) qui s’annule en 0 est : x — (x — 1)e?*, ou C € R.

Exercice 31

Corrigé

1. Les solutions de (1) sont de la forme : x +— Ce% ,ouC €R.
2. Onag(x)=ax + b

g estsolutionde (2) & g'(x) — %g(x) = —n(%:l)
1 o x+1
S oa — ;(ax + b) = 2D

o (man—a)x + an*>+an—-bn—-b=-x — 1
{—a(n+1)=—1
(-1 —mb+an(n + 1) =-1

-1
=1 {a_n+1
b=1
Donc : g(x) =ﬁx+1.

3. a) h — gsolutionde (1) & (h — 9)'(x) — = (h —g)(x) =0
S ') - ~h() = g'(x) - ~g@)

’ 1 _ o x#1
< h (x) - ;h(x) - nn+1)

3R

< hest solution de (2).

b) h est solution de (2) si seuleument si h — g est solution de (1).
Dot : h(x) — g(x) = Cen, 0t C € R.

Donc: h(x) = Cen+——x + 1,ouC € R.
n+1
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Exercice 32

Corrigé

1. u(x) = acosx + bsin x = u'(x) = —asinx + bcosx.

La fonction u est une solution de (E) si et seulement si : Vx € IR, u'(x) = 2u(x) + cosx

Vx € IR ,u'(x) = 2u(x) + cosx < Vx € IR,—asinx + bcosx = 2(acos x + bsin x) + cosx
< Vx€IR,(b—2a—1)cosx + (—a—2b)sinx =0
< b—2a—1=0et-a—2b=0

On obtient le systéme {:ia—_l—zll; : (1) qui a pour solution a = — g eth = %
D’ou: u(x) = — g cosx + % sinx.
2. L’équation (Ey) : y' = 2y apour solutions les fonctions : x = ke?*, k étant un nombre réel.

3. La fonction f — u est solution de (Ej) si et seulement si :
Vx €IR,(f —u)(x) = 2(f —uw)(x).
VxEIR, (f~w)(x) =2(f ~wx) = F-w( -2(f-wx) =0
< f'(x)—uw(x) —2f(x)+2u(x)=0
e f) —2f() - W) —2ux) =0
< f'(x) —2f(x) — cosx = 0, car u est solution de (E).
< f estsolution de (E).
On conclut que f — u est solution de (Ey) < f est solution de (E).

4. On déduit que les solutions de I’équation de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

f(x) = ke* + u(x) = ke? — g cosx + ésinx,k étant un nombre réel.
5. f( g) = ke™ + é =0 k= — Se%d’oﬁ la solution de (E) qui s’annule en % est la fonction

v définie sur IR par : v(x) = — Se%ez" - g cosx + % sinx.
Exercice 32
Corrigé
1. v est solution de (E) & Vx € IR, 2v'(x) + 6v(x) = 2x* —6x + 8
S Vx€IR, v(x)+3v(x) = x* —3x + 4

o Vx€elR, Ba—Dx?>+ (2a+3b+2)x+b+3c—-4=0

1

a=-

3a—1=0 —il
<142a+3b+3=0 = ==
b+3c—4=0 c=¥

Guide du professeur - Pyramide Maths T*D 373 I.



Dol :v(x) = 3 2% —ox +3-.
2.2y" + 6y = 0 & y' = -3y, d’ou les solutions de 1’équation (Ej) sont les fonctions fj, définies
sur IR par : fi(x) = ke 3* k étant un nombre réel.
3. Démontre qu’une fonction g est solution de (E) si et seulement si g — v est une solution de
I’équation (Ej).
La fonction g — v est solution de (Ej) si et seulement si :
Vx € IR, (g — v)'(x) = =3(g — v)(x).
Vx € IR, (g - v)'(x) = -3(g — (@) © (g— v)'(®) +3(g—)(x) =0
< g'(x)—v'(x) +3g(x)—3v(x)=0
<= g'(x) +3g(x)— (W(x) +3vx)) =0
S g(x) +39(x) — (x* —3x + 4) =0,
car v est solution de (E).
& g est solution de (E)
On conclut que g — v est solution de (Ey) & g est solution de (E).

4. On déduit que les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions g définies sur IR par :

g(x) = ke ™ +v(x) = ke 3 +§ x? — %x + g , k étant un nombre réel.

5. la solution de (E) dont la représentation graphique passe par ’origine du repére est la fonction h telle
que h(x) = ke 3 +v(x) = ke™ +1 x* —x +32 eth(0) = 0.

MO)=k+Z =0 k= -2 dou:h(x) = - Le ™ 4px) = — Le 412 Uy 2
27 27 27 27 3 9 27

Exercice 34

Corrigé

a®) _ s N _
T 2 d’ou:q'(t) = —2q(t) + 30

2.q'(t) = —2q(t) + 30 est une équation différentielle du type y’ = ay + b.

Elle a pour solution générale q (t) = ke~ 2t + 15,k € IR.

En tenant compte des conditions initiales c’est-a-dire ¢ (0) = 80ona:k + 15 = 80

c’est-a-dire k = 65. D’oli q (t) = 65e~2¢ + 15.
3.0na: 30 min=0,5hd’ou:q (0,5 =65e1+ 15 = 38,91.

Au bout de 30 min la température du corps sera de 39°C.
4.q(t) = 45=> 6572t +15=45
= 6572t =30=>13e7%t =6

= -2t =In(2) = t = In (<) = 0,08.
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0,08h = 4,8min et 0,8 min = 48s d’ou : t =4 min 48s.
; —_ -2t _
5. tEqu(t) = tliinw 65e7“* +15 = 15.

Interprétation

La température minimale que le corps peut avoir est la température de la salle (Le corps ne peut se
refroidir en dessous de la température de la salle).

Exercice 35

Corrigé

2 2
. y' + %y =0 y' =- %y d’ou (E) est une équation différentielle de type y” = —w?y,

T
avec w = ;

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions : x +— acos(g x) + bsin(g x), a et b étant des

nombres réels.

3.2) f(x) = acos(g x) + bsin(g x) et f'(x) = — gasin(g x) + gbcos(g x) donne
f3) = —aetf(3)=- gb.
orf(3)=-3 etf’(3):—% doi: a =2eth =+/3.
La solution f de (E) telle que f(3) =-3 et f’(3) = — l a pour expression :
fx)= 3cos(§ x) +\/3_’sin(§ x).
b) f(x)= 3cos(§ x) +\/§sin(§x)= 2v/3 (2 cos(—x) + 3 sm(—x))
<2v3 (ZeosGx) + Lsin(Ex)
=23 cos(gx - g)

Vx €IR,f(x) = Zﬁcosg(x—%).

Exercice 36
Corrigé

(E):éy”—lZy—ezx+x—2=0

3 1 1
1. P(x) =—§e2x+ax—g
P’ (x)= —13—6e2"+%et P'(x) = — gezx,

Posons A = %P"(x) —12P(x) — e* +x—2

On a: A-% (—g) 12( 32 2"+%x—%)—ezx+x—2
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A=—%e2"+§ezx—ezx—x+2+x—2

=0, d’ou P est une solution de (E).
2.0) (Bp): 3" —12y=0 & y" = 36y = 6%y.

(Ey) estune équation d’inconnue y et contient la dérivée seconde de y et de la forme

”»

y’ = w?y,avec w = 6.
b) Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur IR par :
x - ae®® + be %, a€IReth € IR.

3) Soit f une solution de (E).
) gf"(x) —12f(x) — e¥ +x —2 = 0, car f solution de (E).
) %P”(x) —12P(x) — e?* + x — 2 = 0, car P solution de (E).
()= (2) donne < (f"(x) = P"(x)) = 12(f(x) — P(x))=0;
%(f —P)'(x) —12(f — P)(x) = 0, d'ou f — P est une solution de (Ey).
Soit f une fonction telle que la fonction f - P soit solution (Ej).
f - P solutionde E, = %(f —P)'(x) —12(f = P)(x) =0
= Sf"(0) = 12f (x) — 3 P"(x) + 12P(x) = 0
= 1100 - 12f(0) -3 (- 2e¥) +12(-Se + 2x -3 =0
:>—f”(x)—12f(x)+1 2 e2x+x—2=0.
%f”(x) —12f(x) — e¥ + x — 2 = 0. Dot f solution de (E).
4) D’aprés le 3), les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

f(x) = aeb* + be 6% —%ez’f+1—12x—§, a€lReth€IR.

5) Soit (Cy) la représentation graphique de la fonction h solution de (E) vérifiant les conditions indiquées.

Ona:h(0) = leth’(0) = -. on obtient le systeme:
a+b->-1=1 6a+6b= 2
2 6 o 16
4 23 -
6a—6b——+——— 6a—6b=—
16 3 16
Onentirea = —etb— — dou h(x)—3 2w Boax _Boaxy 1y 1
9% 32 12 6
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Exercice 37
Corrigé
Lg@®=ft)x et =g @) =f (@)X et + et xf (b).
=M+ fO)e
=ae tx et
g (t)=a =g (t) =at+b,b € IR, d’ou g est une fonction affine.
2. g®)= f({)x et = at+b.
S>f(@®)=(at+b)e 5f(0)=b=0dou: f (t) = ate™".
3.a) pour ¢ = 4.
f(t)=4te”t
') =4(e t —te™t) = 4e7t(1 —t).
f'(t) > 0 =>t< 1= f croissante sur [0; 1[.
f'(t) < 0 >t>1 = f décroissante sur |1; +oo[ .

Tableau de variation

F()=0;f(1)=4e™> =2 =147 ou 15.

t 0 1 +00
@0 + 0 -
4
f@® e
0
0

Représentation graphique

b) Le taux maximal est 1,47g.17? et il est atteint au bout d’une heure.

¢) La période est [0; 0,3] ou [2,35; +oo] .
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Exercice 38
Corrigé

La quantité dissoute est f(t) et la quantité placée a I’instant t = 0 est 50 grammes, d’ou la quantité non
encore dissoute est 50—f(t). Sachant que la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non
encore dissoute on a : f'(t) = a(50 — f(t)).

/() = aB0-f()) e f'(t) = —af(t)+50a.

f'(t) = —af(t) + 50a est une équation différentielle qui a pour solutions les fonctions f telles
que: f(t) = ke % +50.

Déterminons k et a.

F(0)=0 k=-50. k=-50= f(t)= —50e~% + 50.

f(10) = 20 & —50e71%¢ 4+ 50 = 20.
Sa =-— n(06) 0,05.
10

On conclut que : f(t) = —50e7%05¢ 4 50,

SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 39
Corrigé

Pour déterminer le nombre de minutes qu’il faudra pour que la température de I’objet passe en-dessous
de 15°C, je vais utiliser la legon sur les équations différentielles.

Pour cela, je vais :

- déterminer I’expression de 6(t), solution de 1’équation différentielle (E): 0'(t) = —0(t)In3;
- déterminer la température T (t) de I’objet, sachant que : T(0) = 100 ;
- résoudre I’inéquation : t > 0, T(¢t) < 15;
- conclure.
e Déterminons I’expression de 6(t).
La solution générale de 1’équation différentielle (E) est définie par : 8(t) = ke "3, ou k est un
nombre réel.
e Déterminons la température T (t) de I’objet, sachant que : T(0) = 100.
Ona:6(t) =T(t) —10.
On en déduit que : T(t) = ke™t"3 + 10.
Sachant que : T(0) = 100, on obtient k = 90.

Donc : T(t) = 90e~"3 + 10, avec t > 0.
e Résolvons I’inéquation : t = 0, T(t) < 15.

8 . 2,63.

Ona:90e~t"3 4 10 < 15. Ce qui donne : t > 22 avec
In3 n3

e Latempérature de I’objet passera en-dessous de 15°C aprés 2,63 mn, soit 2 mn 38s.
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Manuel de base

COVID-19 / MESURES DE PREVENTIONS

saoeenr

Lavez-vous Respectez la Portez Toussez ou Ouvrez Faites-vous
les mains distanciation un masque éternuez dans les fenétres vacciner
fréquemment physique votre coude






