it s

T

Exercice N

Enoncé

On considére un producteur caractérisé par une fonction de pro-
duction Q = f(K,L) ou K représente la quantité de facteur

capital utilisée, et L la quantité de facteur travail utilisée.

On appelle r le colit d’une unité de facteur capital et w le taux de

salaire. Soit F les coiits fixes de I’entreprise.
B Ecrire la fonction de coiit de I’entreprise (C).
En déduire I’équation de la droite d’isocout.

Représenter sur un graphique cette droite d’isocoiit quand :
EFzZO,r:l,w=1etC=40;
mF:ZO,r=1,w=3etC=40.

Corrigé ’

Ecrivons la fonction de cofit de I’entreprise:

Si nous notons C la fonction de colt de I’entreprise -

C=r.K+w.L+F]|.

Déduisons-en I’équation de la droite d’isocoit :

Nous savons que la droite d’isocolt représente, dans 1’espace des fac-
teurs, I’ensemble des combinaisons correspondant a un niveau de
dépense donné.

Or ici les deux facteurs sont K et L, les prix unitaires de ces inputs
sont respectivement r et w, les coiits fixes sont F et enfin le niveau de

dépense est C.
Comme nous 1’avons vu.d la question W C=rK+w.L+F (a).
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(a)= |K = (b).

L’équation (b) est celle de la droite d’isocoiit.

Elle admet pour pente : X cOcarw>0etr>0.
r

Représentations graphique : _a
BSi F=20,r=1,w=1etC=40 alors :[K = —L + 20| (1). '
BISi F=20,r=1,w=3et C=40 alors:| K = -3L+20|(2).

La pente de I’équation (2) est, en valeur absolue, plus grande que cellc
de I’équation (1) : |-3| > |-1]|.

D’ou le graphique :
K
20 -
a
@
: —p L
0 6,666 20
: O
txercice N ﬂ
: Enoncé |

L

{ On considere la fonction de production suivante : 0 = 2K.L.

= _*'-‘—7105
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PO | (1).

£20 |(2).

e gue cellc

2K.L.

2
+
E &

K et L représentent les quantités de travail et de capital utilisées. \@"g

On note r et w leur prix respectif.

L’entrepreneur désire maximiser sa production pour un

niveau de coiit donné C,.

B Déterminer les fonctions de demande du producteur.

[ Vérifier qu’il s’agit bien d’un maximum.

A présent ’entrepreneur souhaite minimiser sa dépense pour
un niveau de production donné Q,.

Bl Déterminer les fonctions de demande du producteur.

[ Vérifier qu’il s’agit bien d’un minimum.

Corrigé ’

B Déterminons les fonctions de demande du producteur :

Pour I’entrepreneur, il s’agit de résoudre le programme suivant :

{Max 0

sous la contrainte Cq—@avec C = r.K+w.L.

Le lagrangien s’écrit : L = 0+ h.(Co— C), A étant le multiplicateur

de Lagrange.
Dol L = 2K.L + L (Cqy-ntlls il

A 1’optimum (conditions nécessaires ou conditions du 1°' ordre) nous

avons
L, =0 2K-wA =0 2K = w.h (1) o
L =0 {20 rAEgs ® L =r o .
it =1 Cofr.K—w.L———O Cg=r E+w.L (3]

gll ¢:,g£§ — EEL& = E; — EE(BJ P
() 2L TR

A I'optimum, le rapport des productivités marginales des facteurs est
égal au rapport de leurs prix.

L -
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() > K = ok (b) ; en remplacant X par cette expression dans
I

I’équation (3), nous obtenons :

(e, = r.(%;—lf) +w.L =

Dol (b) = K* = ‘;"'-L*:K*:

Autotal, L* et K* sont les foncti

ons de demande en trayaj] et en capi-
tal du producteur,

Leurs propriétés sont :
3 Elles sont toutes

les deux des fonctions croissantes duy niveau de
colit donné :

OL* 1 0K* 1
e = et -~ o 5
8y 2w ' §C, T2

Il La quantite utilisée de travail est une fonction décr

oissante de so
Prix unitaire w -

DL =Co

ow  2u?
La quantité utilisée de capital est une fonction
SON Prix unitaire r -

décroissante ¢

B Vérifions qu’il s’agit bien d’un maximum :
Il s’agit d’un maximum ssi Je Hessien Bordé (HB) est positif.

L, L” L%,
Or HB = L”KI_ L”K'K L”Kl
L%y L%k L")
Application numérique :
2 —w
HB=| 5 B — 2 (—w.r)— w(-2r).
—w —r 0
D’ou HB

=4wr>0 carw >0 et r =)

—




I li& expression dans

l &\ travail et en capi-

‘decroissante de son

.“ ntes du niveau de

m décroissante de

ES1 positif.

OoOrSecCnr

| s demandes optimales d’inputs L™ et K* correspondent donc bien 2
un maximum de production. Les conditions suffisantes ou conditions
du second ordre sont ainsi vérifiées.

De plus, nous pouvons dire que le niveau maximum de production est :
= 2K .L" (D),

(e = z(ﬂ)).(coj:) 0 = Ci

2r 2w T 2rw

Pl E Déterminons les fonctions de demande du producteur :

I’our I’entrepreneur, il s’agit de résoudre le programme suivant :

Min C = r.K +w.L
sous la contrainte g — O

| ¢ lagrangien s’€crit: L = C+ A.(Q, — Q), A étant le multiplicateur

de Lagrange.

Do L = r K+w.L+A(Q;—2K.L).

A I'optimum (conditions du 1°" ordre ou conditions nécessaires) nous
avons :

1, =0 w—2KA = 0 We=2K% (1)
Iy =0 ©ir-2Lk —OBE=Ea= DL} (2).
}/’k =0 Qy-2KL =0 Op = 2KL (3)
(I}¢QE—&L‘:}V_‘}_E(:&)® E :._Q._.’E
2y v ZLL . r O’

A I'optimum, le rapport des prix des inputs est égal au rapport des pro-
ductivités marginales de ces inputs.

=K — i (b) : en remplacant K par cette expression dans
r

I'¢quation (3), nous obtenons :

L
( Hon=2(3"r—).L@Qo=

2.WL2 o4 L* B (F.QO)IIQ

r 2w

R . £ W r.Qy <%
[You (b) = KT — (),
r r\ 2w
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Au total, L™ et K sont les fonctions de demande en travail et capital
du producteur.

Leurs propriétés sont :
3 Elles sont toutes les deux des fonctions croissantes du niveau
d’output donné Q, :

6_L$. — l.(r;_Qo)”2...r_>0
60, 2 \ 2w wo

ot 0K _ 1 (Wz._?o)‘”’ Y50

"8 o 2r

I3 La quantité utilisée de travail est une fonction décroissante de son
Prix unitaire :

SL" _ 1_(-90)”2.(— r-Qe)<O
ow 2w 2w? '
La quantité utilisée de capital est une fonction décroissante de
q p
son prix unitaire :

Lo e

B O\ o 2r2

B La quantité utilisée de Pinput i(i = K, L) est d’autant plus élevée
que le prix unitaire de I’autre facteur est plus €levé :

B_L_:1 (r Qo) 2 0, 3K* 1 (wQ)‘”’ Qy

or 2w o T Ay 2r

T 5% D =

I3 Vérifions qu’il s’agit bien d’un minimum :
Il s’agit d’un minimum ssi le Hessien Bordg (HB) est négatif.
L”LL_ L ¢ L%,
OrHB = pr L” g L7,

” p ”
L AL L rK L AA

Application numériqgue :

-2 -2K
—2L| =2A.(-4KL)-2K.(4AL).

0




il et capital

U niveau

ante de son
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]us glevée

T ———

[ e S e S I

: ]
4
i

Dol HB = —16AKL<0 car A>0, K>0 et L>0.

Les demandes optimales d’inputs L™ et K* correspondent donc bien a
un minimum de dépense (ou minimum de cofit). Les conditions suffi-
santes ou conditions du second ordre sont ainsi vérifi€es.

De plus, nous pouvons dire que le niveau du colit minimum est :

C =K +wl”,

g WQO 1/2 rQO 1/2
(@ = f".('_zr) +W(E) 5

- r-w.Qg e r-w.Q L2
o ( 5 ) +( 2 ) ;

Cc* = Q(r“ng)”zJ.

C* est le cofit minimum que doit supporter I’entrepreneur pour réali-

d’oln :

ser chaque volume de production Q.

Fxercice N9

Enoncé

Une entreprise ne fabrique qu’un seul produit et a comme fonc-
tion de production : 0 = 3KV4L14, ou K représente la quantité
de facteur capital utilisée et L la quantité de facteur travail utili-

sée. On note r et w leur prix respectif.

Il Déterminer les demandes d’inputs qui permettent de maximi-
ser ’output de I’entreprise, & coit donné C, (on ne vérifiera

pas les conditions suffisantes).

Interpréter le multiplicateur de Lagrange.

g
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Sir=1,w=1etC, = 10, calculer L*, K*, O* et A*.

En déduire la valeur du cofit marginal.

Corrigé ’

Déterminons les demandes d’inputs qui permettent de maxi-
miser I’output de I’entreprise, 4 coiit donné C,:

Pour I’entrepreneur, il s’agit de résoudre le programme suivant :

{Max [9)

sous la contrainte Cqy=C,avec C = rK+wL.

b —

Le lagrangien s’écrit : L = Q +A(Cy—C), A étant le multiplicateur
de Lagrange.

Dion L = 3KMALVER M€, —rb— wE).

A I’optimum nous avons :

3 1/47-3/4 o= 3 1/47-3/4 —
LfL_O K_I-K L —W?L--O ZK IE; = WA (1)

t~
K\
il

0 < ZS;K—3’4L”4—rK = 21(-3/41}/4 =1 (2)-

|Cy—rK—wL =0 Co=rK+wL (3)
3

DK li4f-3/4 -
. (1) 4 wh K w 07 w
| e e WA A Wl RRE W
J: | (2) §K—3ML”4 rh L @
| ‘f 4

A I’optimum, le rapport des productivités marginales des facteurs est
€gal au rapport de leurs prix.

@ =K = Hil (b) ; en remplagant K par cette expression dans
¥
I’équation (3), nous obtenons :

rll wL B COI
(3)<:>C0_r(7)+wL:> L= 5

. € C
D’oﬂ(b):K*=wf :>1<*=";"(2—9):> =t
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o = 10, calculer L*, K*, 0" et Ak* sont les demandes d’inputs permettant la maximisation de la

Py : 0 i 1 a de Se.
u colit marginal. tion de I’entreprise et cela, a dépense C,, donnée

opriétés de K™ et L” sont :
et L” sont des fonctions croissantes du niveau de cofit donné :

\andes d’inputs qui permettent de b >0 et — t 1

>
3 . & ~ BCU 2\4’ 8C0 21’

€prise, a coiit donné C,
quantité utilisée de 'input i(i = K, L), est d’autant plus élevée
prix de ce facteur est plus faible :

it - Uy o 3K _ =G
Cyo = C,avec C = rK + wlL,. ow 2w- or  2r2

t de résoudre le programme suivant -

<0.

= . : , e
ul, le niveau maximum de production résultant de I’ utilisation de

B0~ C), A ipl; '
(Co=C), A étant Ie multiplj . --con optimale (L, K*) est :

S\ Ir 2w

A = 0 §K”4L—3f4 . aterprétons A :
4

wh (1)
cela calculons la différentielle totale de Q et la différentielle

=0 231_K-3!4Ll!4 =rk (2)de C.

:0 Gy =K —vol. (3)QL-dL+QK-a’KcarQ=f(L,K).
rdK+K.dr+w.dL+L.dwcarC = r. K+w.L.

K _ —(a) Q’[ w suppose que les prix des facteurs sont constants, d’ou dr = 0 et

3 S 0.

Ww g/ mséquent, dC = r.dK + w.dL.
aroductivités marginales des facteu
“optimum, nous avons : {Q'L — )

‘e =Ar )
mplacant K par cette expression = &

dQ = AwdL+A.rdK = A.(w.dL+r.dK) = AL.dC.

= . G, dQ 1 1
et '1‘ ] . ?\.r = = = o
ik 3 dC ~ dCldQ ~ Cm
=w( Cy ¢ donc I’inverse du coiit marginal, le colit marginal étant le supplé-
| | = K* = —Q A s . . s 2 = .
_r(Zw) T 7 de cofit résultant de la fabrication d’une 'unité€ supplémentaire
put. A>0.
- — 179 —
=




Calculons L*, K*, Q" et A" avecr = w = 1 et C, = 10 :

Application numérique :

I* =35 & =5, 0" = 670].

Pour calculer A", il suffit de prendre 1’équation (1) de I’optimum :

(1)<:>§ Rlm s gt w.
i 4w

= 3(5)1!4 . (5)73.’4 N
= 7 =

Autotal ;| A® = 0,335,

E¥ Déduisons-en la valeur du coiit marginal :

D’ou A*

%. —1/2
=@

Nous savons que A = % = [{Cm=

1
= |, Cm étant le colit marginal.
Cm A &

Application numérique :

Exercice Nﬂ

Une entreprise ne fabrique qu’un seul produit et a comme fonction

Cm = 2,985,

Enoncé

de production : 0 = KV4. L2 ou K représente la quantité de fac-
teur capital utilisée et L la quantité de facteur travail utilisée. On
note r et w respectivement les prix du capital et du travail.

Calculer la combinaison d’inputs L* et K° qui permet
d’assurer a I’entreprise la moindre dépense (on ne vérifiera k|
pas les conditions suffisantes). 1

— 180 —




I-

10 :

2

Ué_—l

)

-

@)
=

D=l ]

:

met

= 55“
8

Brac.

]

d

inal.

En déduire 1’équation du sentier d’expansion. Faire une

représentation graphique de ce derniersiw = 1 etr = 2.
Déterminer la moindre dépense ainsi que la fonction de coiit
total qui lui est associée.

Interpréter le multiplicateur de Lagrange et le calculer de
deux facons différentes.

Corrigé ’

Calculons la combinaison L* et K™ qui minimise la dépense
de I’entreprise :

Soit Q, un niveau d’output donné, il s’agit pour I’entrepreneur de

résoudre le programme suivant :

Min C = r.K +w.L
sous la contrainte Oy = Q.

Le lagrangien s’écrit : L = C+MA.(Qy—Q), A étant le multiplicateur
de Lagrange.
Dot L = r.K+w.L+A.(Qp- KA

A I’optimum nous avons :

Ly =0 "‘”’% KU LE =0 wz%l.K”**-LM(l)

Ly=0 r__l_)L_K—EM_LlIZ:O = r:l?\..K‘3’4-L”2 2)- :
) 4 4 el
A =
g, ~ KUs- L2 =0 0, = K4 L172 3) =

' Ly gua. g1 : §
(1) w_ 2 w 2K w 91
s of=-"@= | 7= T
2 " r ls gam.pn T L ‘ K e
A I’optimum, le rapport des prix des inputs est égal au rapport des pro- ; ;mn _
ductivités marginales de ces inputs. 9

(a) =K = %E (b) : en remplagant K par cetle expression dans
r

I’équation (3), nous obtenons :
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_ (LY g WY
Moo =(%E) e =() L

e (QO - (%)114)4/3.

1/3
D'ou |[L* = Q- (2")
w

3 W . N8
Par conséquent, (b) = K™ = (_) L= = Q4 - ( ) _
2r Dy

L* et K* représentent les demandes optimales d’inputs qui assurent a
I’entreprise la moindre dépense.

Les propriétés sont :
B3 Elles sont croissantes avec le niveau d’output donné :

SL* _4 QLG (2’)1/3>0,

50, 3 0%
3K 4 g (27
SQD Q 2r .

I La quantité utilisée de travail est une fonction décroissante de son
prix unitaire :

8L’ _ Qm (2r)~3 ( 2r)<0
Sw w w2

La quantité utilisée de capital est une fonction décroissante de son

prix unitaire :
8[{* i (W)UB ( H/)
01
or Q 2 272 i

B La quantité utilisée de I'input i(i = K, L) est d’autant plus élevée
que le prix unitaire de I’autre facteur est plus €leve :

§£=1Q‘”3 (2")2/3 (g)>0,
or w W
6K 2 e e
t 5w =3 20" (2—) (zr)”

Déduisons-en I’équation du sentier d’expansion :

Nous savons que le sentier d’expansion représente, dans I’espace des
facteurs, ’ensemble des combinaisons permetttant de produire a un
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rent a

moindre coiit quand le niveau de production varie, les prix des inputs
restant constants.

Pour déterminer son €quation, il suffit de prendre les conditions d’opti-
malité.

En effet, nous savons qu’a I’optimum : r Q,L (d);
e Q'
1 1/4 . 7-1/2
S w ZK'K g w 2K
d'ot (d) & = = &= =~— (f).
ro 1o gam i v L
4

(= K = (%)L @).

(4) est I’€quation du sentier d’expansion.

Nous remarquons qu’elle est de la forme K = a.L, il s’agit donc
d’une droite passant par I’origine.

De plus, Zl[f = Z‘Er >0 car w>0 et r>0, K est donc une fonction

croissante de L.

Application numérigue :

L'équation du sentier d’expansion, si ¥ = 2 etw = 1,est:| g =

D’ou le graphique :

P =

jon
senuiet d‘cxpws

1/4 T

b L
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Déterminons la moindre dépense et la fonction de coiit total :

La moindre dépense ou colit minimum que doit supporter 1’entrepre-
neur pour réaliser chaque volume de production Q, est:

C'=r. K" +w.l’ (5),

o = (e (] )ov 0 (2 o
6) = C* = OB ((?’ ;rW) (Zr w )”3) .
)

2/3

(MeC = g (( =

> + (2r.w?) ”3) (8),

/3
(8) = (= Q4/3 (( 4”3 +(21/3 /3. WZB)) (9),

)
(9) & C'=Q¢3 - r1/3. w23 . ((1)1/?4_(2)1/3)

8 143 1 1/3
iy {9 ol
oE() (4) 2(4) :

1/3
d’ou au total : |C™ = 3&) QB3 13 w23

La fonction de cofit total qui mesure, quand le niveau de production
d’une entreprise varie, la dépense minimum qu’il faut engager en com-
binant au mieux les facteurs de production, les prix de ces derniers res-
tant constants, est :

1 1/3
C(Q) = 3(3) .Q4/3_r1."3_“;21'3 .

Pour déterminer cette fonction de coft total, nous avons remplacé Q,,
par Q dans C~.

De plus, il est bon de noter que C(Q) est homogene de degré 1 par rap-
port aux prix des inputs.

1/3
En effet, C(t.w, t.r) 3&) Q3 (£.r)13 - (£.w)Y3

1 72 413, w113 sl
—-z‘.L3Z S Q33 pl3 oy =

.




one si on multiplie simultanément les prix unitaires des inputs par un

méme parametre ¢ >0, alors le cofit total sera lui aussi multipli€ par ?.
B Interprétons A

cela calculons la différentielle totale de Q et la différentielle

I*our
totale de C.

JQ = @', dL+ Qg dK car 0 = f(L, K).

e

rdK + wdL + Kdr + Ldw , car C = rK+wL.

Il

Or on suppose que les prix des facteurs sont constants, d’ob dr = i et

dw = 0.

Par conséquent, dC = rdK + wdL .

w=210 (D)
r=A0% @

Or A I’optimum, nous avons : {

Dot dQ = =.dL+=.dK = %.(de+rdK).

>l
=2

Autotal : dQ = %.dC:: = %5 — 0

t résul-

4 “uojsuedxa,p 19} uag "sindul,p sopu!

R

A est donc le colit marginal, ¢’est-a-dire le supplément de cotl

tunt de la fabrication d’une unité supplémentaire d”output. A=l

[l Calculons & de deux facons différentes :

|l Premieére facon :

Nous savons que | Cm = 50

'

1 1L/
Or C(Q) = 3(3) OB P w2/3

Il Seconde fagon :

Nous savons que A" = Cm.




Pour calculer A", il suffit de prendre 1’équation (1) de I’optimum : i

! (Hews= %.KK”"".L—”?:;,?L* 9 L TrIEEE A

Dioll = Zw.( 0. (2_”)”3)”2 ( 4 . (2)2!3)-“4
i e . 2r :
2o oG
2w.( 03 (W) )( 05173 - (,2,;) )
2r 1/6 3y 1/6
1. [ 27 2r
2w. Qg (w) (w) :

1
&
L
)
a

I

?\‘*

?\,*

13 8\!"? 13
;\‘* = 4(_) _Q01/3.r11'3‘wz.’3 car 2”3:(1) :2(—) .

4 4

En posant Q, = Q, nous obtenons bien :

1 173
l* =Cm = 4(:1) Q 1/3_rlf3'w2;'3 ]

txercice N9

Déterminer I’équation du sentier d’expansion dans les cas suivants :
B O0=K.L,

N 0=K:+L,

— 186 —
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l uivants :

=AK LB, A>0, >0 et B>o0,

=aK3+bL2, a>0eth>0,

Corrigé '

Déterminons I’équation du sentier d’expansion :
p

Nous savons que le sentier d’expansion représente, dans I’espace des
inputs, I’ensemble des combinaisons permettant de produire 4 un
moindre cofit quand le niveau de production varie, les prix des facteurs
de production étant constants.

Si nous notons w et r les Prix unitaires respectifs du travail et du capi-
tal, nous savons qu’a I"optimum d’un programme de minimisation des
colts, a niveau donné d’output, nous avons :

(Test & partir de la relation (1) que nous pouvons déterminer I’équation
du sentier d’expansion.

B SiQg=K.L:

(He¥ = §:> K =
r

(2) représente 1’équation du sentier d’expansion quand (="K

Comme elle est de la forme : K = a.L, il s’agit d’une droite passant
par I’origine.

M SiQ=K+L:

w 1 r

(3) représente 1’équation du sentier d’expansion quand Q = K24 [
(Comme elle est de la forme : K = 4 = constante, il s’agit d’une droite

5 : > 5 r
horizontale qui coupe 1’axe des ordonnées au point K = o

W




- )

e S

L

(M-

sentier d'expansion

| -
S )

SiQ = A.Ke.LP:

w  ApKeLGD. gy B K (Otw)
—_ = —_—— —_ = == K ==l [ L .
(y= 7 A.a.K(“‘”.Lﬁﬁ ¥k 5 Br )

-

(4) représente 1’équation du sentier d’expansion quand Q0 = A.K . L8,
Comme elle est de la forme : K = a.L, il s’agit d’une droite passant
par I’origine.

Az

Bl SiQ = aK3+bL?:
| Wi 2b.L (hr e
(l)ﬁ; N 3(1.K2:> ‘K_((Ba.w)L) (3),

2b.r

3a.w

4

1/2
car K =0 et donc la solution K = —(( )L) est a rejeter.

b

(5) représente l'équation du sentier ~d’expansion  quand
Q = aK®+bL?.

Ia'
o

Graphiquement, le sentier d’expansion peut étre représenté ici par :

K
ﬂk
sentier

d'expansion




: ‘] 4).

l A K. LB,
e passant

Exercice N9

f Enoncé

On considére un producteur caractérisé par une fonction de pro-
duction: 0 = 2K +K.L.

K représente la quantité de facteur capital utilisée, et L la quan-
tité de facteur travail utilisée.

On appelle r le coiit d’une unité de facteur capital et w le taux de
salaire unitaire.

Il Tracer ’isoquante associée au niveau d’output @, = 10.

B Déterminer les demandes optimales d’inputs qui permettent
de minimiser les coiits de I’entreprise tout en assurant un

niveau de production @, = 10. Commenter.

En déduire le coiit minimum de ’entreprise.

Corrigé '

Il Tracons ’isoquante associée au niveau d’output ¢, = 10 :

4 ‘uoisuedxa,p JoRuSS

Nous savons qu’une isoquante est I’ensemble des combinaisons d’inputs K

[ g
et L qui permettent, lorsqu’elles sont utilisées de la facon la plus efficace "
possible, la réalisation d’un niveau d’output donn€ Q, . '

Orici @y = 10,d’00 Q= Qy < 2K +K.L = 10 (1).

10

(1) & KAL+2) = =M= =

(2).

(2) représente 1’équation de I’isoquante associée au niveau d’output
QO = ]O .
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Prenons 3 points : B si L
M sil
8i L
D’ou le graphique suivant :

K

F S

! Qo= 10
b L

d

005 18

11 est bon de remarquer que 1’isoquante est convexe par rapport a 1’ori-
gine et que tout le long de cette isoquante, le niveau de production est

constant et est égal a O, = 10.
De plus, nous pouvons noter que 1’isoquante coupe 1’axe des ordonnées
au point (0,5).

Déterminons K* et L* qui permettent de minimiser les coiits

de ’entreprise et d’assurer 0, = 10 :

11 s’ agit pour I’entrepreneur de résoudre le programme suivant :

MinC = r.K+w.L
sous la contrainte W= )

Le lagrangien s’écrit :
L =C+A(10-Q), A étant le multiplicateur de Lagrange.
DouL =r.K+w.L+A(10-2K-K.L).
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A I"optimum nous avons :

-51',”':0 W_K}L:O w=K.X (]-)
ALk =0 ©r-Q+L)A =0 &{r=2+L)A ().
i

ge=0 10-2K-K.L=0 10=2K+K.L (3)

|

i

|

. w_ KA w K w_Q’L
r

( 5 w_0Q7%
B - o, BT g

A I'optimum, le rapport des prix des inputs est égal au rapport des pro-
ductivités marginales de ces inputs.

(@)= K = E(2 + L) (b) ; en remplagant K par cette expression dans
r

I'équation (3), nous obtenons :
(3) = 10 2.(‘_’-:.(2 ¥ L)) = ("—:.(2 +L)).L @),

()= 10 . +2—W.L+ il 1 (5),
r r
4w 4w

(5) < 10 W pal ga W gl g S e
r f I T

w 1 )-8 ; : .
PPosons x = — , nous obtenons ainsi une €quation du second degré en L :
r

v.L2+4x.L+(4x-10) = 0.
A= 16x2—4x.(4x-10) = 16x2— 16x2 + 40x .

Dol A = 40x>0 car x = $>o.

)’ou deux solutions :

—4x—(40x)1/2
2x

= <0 donc arejeter car L>0.

-4 1/2 : . L T
= 5 +2(40x) *; cette solution peut étre positive, négative ou
2

nulle.

—4x+ (40x)1/2
I '

Discutons la solution L = L, =




[re— -
[ Se— | I

'5-_

—4x + (40x)112 _ —2x+(10x)1/2

Notons que :
q 2x X

Distinguons 3 cas :

‘m -2x + (’CIOJC)HZ

=0 2x+(10x)2 < (0 car x>0,

& (10x)12 < 2x

< 10x < 4x2

S 10<4x=

Donc siH, E <0,
P

Or cela n’a pas de signification économique. En fait, cela veut dire que
le producteur n’utilisera pas de facteur travail pour produire car son
Prix unitaire est trop €levé. Il n’utilisera que du capital.

Dans ces conditions,\i* =0 e KF :?’.

Nous sommes donc en présence d’un optimum en coin.

—2x+ (10x)!'2 _
o

5
i =
l] =— .X—z'*

)

Dans ce cas, %: g, L*=0 et K*=5

Comme précédemment, I’entrepreneur n’utilisera pas de facteur travail
pour produire car son prix unitaire est trop élevé. Il n’utilisera que
I'input capital en quantité K* = 5 .

Nous sommes en présence d’un optimum en coin.

L 1/2
2x + (10x) -

0=

Donc si

1542
e = (M) >0].

r

B O O O O




L* et K" représentent les demandes optimales d’inputs qui assurent a
I’entreprise la moindre dépense.

Déduisons-en le coiit minimum :
Nous savons que la moindre dépense ou coiit minimum que doit sup-
porter I’entrepreneur pour réaliser un volume de production Q, = 10

est:‘C* =r.K*"+w.L*|.

Application numérique :

¥

Iow)”2

+ (10 row)/2,

1
r

-2(w) + (10r.w)V2 + (10r.w)1/2,

C* = —2w+2(10r.w)!"2|.

Fxercice NI

Nous savons qu’a 'optimum, le rapport des prix des inputs est
égal au rapport des productivités marginales de ces inputs.

Enoncé

Supposons que le TMST de K a L d’une entreprise soit égal a 7
avec 0, = 21 et Q' = 3.

On donne w = 12 et r = 3, que conseiller a cette entreprise ?




Corrigé ’

Déterminons ce que nous devons conseiller a cette entreprise :

‘z D’aprés I’énoncé, le TMST de K & L estégala7:
9L _q.

=
Q'

TMST =7

=

Degilos, w = 12 eiiri= 30 —= =

!

QL w w
D’ou ,L # — et plus exactement —,L >—.
Oy 7 Op *
Dans ces conditions, si I’entreprise utilise 1 unité supplémentairc de
capital, la production augmente de 3 unités (car Q' = 3)et celalif

coflite 3(1 xr=1x3).

De méme, si I’entreprise utilise 1 unité supplémentaire de travail. la
production augmente de 21 unités (car @, =121 ) ot cela hid coldie

12(1 xw=1x12).

Supposons que I’entreprise augmente le travail d’une unité et, powt
& compenser, diminue de 7 unités la quantité de capital.

Le résultat de cette opération est le suivant :

« la production reste constante car 1 X 21 — Fooa

« la dépense en travail augmente de 1x 12 = 12 ;
« la dépense en capital diminue de 7% 3 = 21 ;

- la dépense totale diminue donc de 21 —12 = o

Donc cette entreprise peut produire la méme quantité d’output mais a
moindre colt.

> En résumé, pour produire 2 moindre codt, ¢’est-a-dire a dépense mini-

r

male, il faut que : QL =Y TMST =

Q’K %

S |2

oy -

N

(31T

it s el




u Exercice Nﬂ

Enoncé

PRSI A

Soit 1a fonction de production Q = A.K*.LP,ou A >0,0>0etB>0.

Que représentent o et 3 ?

Corrigé ’

Interprétons économiquement les parametres o, et 3 :

lEmentaire de

i) et cela lui
o et P représentent respectivement 1’élasticité de 1’output par rap-

port au capital et 1’élasticité de 1’output par rapport au travail.
g travail, la

- . ) 00 L ik 1
ja lLll coute lin effet < eQ/L = E X @ = ABK&L(E’ 1) Xm = B
00 K K
e = —=x==A.0.K@-D[Px—— = q.
BitE et, pour UK = 8K Q A Ko [B

Donc o est bien I’élasticité de la production par rapport au capital,
¢'est-a-dire la variation de la production exprimée en pourcentage sur
la variation du capital exprimée en pourcentage.

b s i

D¢ méme B est bien I’élasticité de la production par rapport au travail,
¢'est-a-dire la variation de la production exprimée en pourcentage sur
lu variation du travail exprimée en pourcentage.

put mais 2

G e

b

l =Nse mini-

- Calculer Iélasticité de substitution des fonctions de production suivantes :
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BQ =AK“ B, o0 A>0,0>0etB>0 (TMST: oc_IIf)’
BOQ,=aK+bL,a>0 etb>0 (TMST:E),

1

0; = AlaL 2+ (1—oc)K*8]_5, d>-1et e ]0,1[(C.E.S.)
o K d+1
TMST = — (&8 :
(st = 725(z) )

Corrigé ’

Calculons I’élasticité de substitution (c) des trois fonctions de
production :

1 - e ;
Nous savons que = correspond a la variation du TMST de K a L
exprimée en pourcentage sur la variation du rapport K/ L exprimée en
pourcentage.

Mathématiquement, si ¢ est I’élasticité de substitution de K a L, nous
avons :

I _ 8 TMST (K/L)

o O&(K/L) " TMST
Do :
TR L L R P Py
o & By
o
m l:o K—/L:O 62 = o0
o, b/a
SRR 1).(—a—).(K/L)3x WD .
O3 l-o (LJ(K/L)(BH)
1-o)
D’oﬁ-i—a+1:> o o
(TN 27 9+1

I1 est bon de noter que la fonction de production Q4 est appelée fonc-

tion C.E.S. (Constant Elasticity of Substitution). Son élasticité de
substitution est constante (mais pas forcément égale 2 1 comme c’est

le cas pour les Cobb-Douglas) d s’appelle paramétre de substitution.
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Enon

Soit un pr
Douglas e
capital uti
prix de K

On se
K =
le coir

A pré
de coti

Corrigé

El Dét
Nous somr

D’ou Q=

(1) = [

Or le colt

Ici K* = .

d’oillE

i
=
=
]




Exercice N

AL Enoncé

Nolt un producteur dont la fonction de production de type Cobb-
Douglas est : @ = 3KVA.LY4, K étant la quantité de facteur
vapital utilisée et L la quantité de facteur travail utilisée. Les

prix de K et L sontr et w.

] On se situe en courte période, le stock de capital est fixé a

K = 16.Déterminer la fonction de cofit total, le coiit moyen et
le colit marginal.

] A présent, on se situe en longue période. Déterminer la fonction
de coiit total, le coiit moyen et le cofit marginal de I’entreprise.

Gﬂrrlgé ,

: - [ Déterminons la fonction de coiit total (C) de courte période :

_len sommes en courte période, le stock de capital est fixé a K = b

Bt 0 - 3k Li =316 L = [0 = BLF])

Application numérique :

.
- el =i
6% 1296°

) Q4+ 16r

(1296




C(Q) représente ]a fonction de cofit total de 1’entreprise en courte
période, o’ est-a-dire la dépense minimum qu’elle doit envisager pour
atteindre un certain niveau de production, les prix des inputs restant
constants.

[ Déterminons le cofit moyen de courte période :

Le cofit moyen nous est donné par la formule :

Application numérique :

_ w 3 1_61
CM = (———1296).Q + 0

Déterminons le cofit marginal de courte période :

Nous savons que le cott marginal est le supplément de cofit résultant
de la fabrication d’une unité supplémentaire d’output.

Mathématiquement, il nous est donné par la formule :

Application numérique :

= A 3
Gris 4(1296)'Q :

El Déterminons la fonction de cotit total de longue période :

Il s’ agit pour I’entreprise de résoudre le programme suivant :

JlMin C =r.K+w.L

sous la contrainte Oy =1 0, étant un niveau
d’output donné.

Le lagrangien s’écrit :

L = C+A(Qp—Q), A\ étant le multiplicateur de Lagrange.

syt e




© en courte
"1sager pour
MPULs restant

W resultant

Pot L = 7. K+ wlith (03K LMY,
A I’optimum nous avons :

L’L =10 VW—3?\..%K”4.L_3H =0 Pw: %k_KlM_L—BM (1)

— 3
A
{QO—3K”4.L“4:0 |0, =3KV4LY4  (3)

L=

r—37\..%1K“3’4.L”4 = {}
L’l = O

NK-3ALVA (2).

§ 1/4 7-3/4
o JhKL
= — =

{2y §7&.K*3’4 L1/4
- :

@E:E(a):\; TVE Q
15 2

id

A I’optimum, le rapport des prix des inputs est €gal au rapport des pro-
ductivités marginales de ces inputs.

(a) =K = L (b) ; en remplagant K par cette expression dans
r

I’équation (3), nous obtenons :
e

r

@=r - [2(0] > % E

D'od (b) = K*= Y- = K* = 3(
i r

T\1/4 174
@0 3(“) -L”4<:>Q0:3(“’) .

Qq

(d) = 5

L* et K* sont les demandes optimales en travail et capital qui assurent,
au producteur, la moindre dépense.

(on ne vérifiera pas ici les conditions suffisantes).

Leurs propriétés sont :
[ Elles sont croissantes du niveau d’output donné Q, :

SIS PR (Y
Sk ) "

(89 8 79 So01229x3) *2IN}eULI) BP 1IN *BUNGEI]




SK* 8 %) W 1/2
etrsa‘) = §QO(F) >0.

[ La quantité utilisée de travail est décroissante de son prix unitaire :
BL* QOZ (r)—lﬂ (_r)
— = —i— 1= 1<0.
ow 18 \w w2
La quantité utilisée de capital est décroissante de son prix unitaire :
SK* Q02 (W)—l.’E (-—W)
—— = — | = |l —1<0.
or 18 \ r r?

H La quantité utilisée de I’input i(i = K, L) est d’autant plus €levée
que le prix unitaire de I’autre facteur est plus €élevé :

2

§£ — %(1)_1/2 (l)>0
5r 18 '\w \w i

BK* 5 Q02 W — 1
ek —6-1,4—) = ﬁ(;) (;)>0

Le coiit minimum est donc :
C* =r.K'+w.L”,

- G )
‘C* - %Q(f.(rw)ﬂ.

Pour déterminer la fonction de coft total qui indique la dépense mini-
mum que I’entreprise doit envisager pour atteindre un certain niveau de
production, les prix des inputs restant constants, il suffit de remplacer

Qo par Q.

Nous obtenons ainsi : BQ) = %.Q?(rw);‘.

[ Déterminons le coit moyen de longue période :

Le coiit moyen nous est donné par la formule : | CM = C—(Q@ :

Application numérique :
EM = %.Q.(rw)”2 .




it marginal de longue période :
nal est le supplément de cofit résu
lémentaire d’output.

[@ Déterminons le co
ltant

Nous savons que le cofit margi
de la fabrication d’une unité supp
t, il nous est donné par la formule :

Mathématiquemen
_ 8C(Q9)
Cm = 50

Agglication numérique :

us élevée

Exercice N

Enoncé

Soit 1a fonction de coiit total : C(Q) = 302 +20+1,

Q étant le niveau de production d’une entreprise.

i Calculer les fonctions suivantes :
CF, CFM, CV, CcVM, CM, Cm.

i€ mini-
veau de

aplacer
le coiit marginal et

ment le colit moyen,

Représenter graphique
ise. Commenter.

le coiit total de I’entrepr

Définir et calculer les seuils de rentabilité et de fermeture.

Corrigé ’
i Calculons CF, CFM, CY, CVM, CM et Cm :

. @ Les coits fixes CF :
' que les colts fixes sont ceux g
prise.

. Nous savons ui ne dépendent pas du
. piveau de I’ output choisi par 'entre

g —




Ici:.

B Les coiits fixes moyens CFM :

Ils nous sont donnés par la formule : | CFM = %}—T .

Application numérique :

1
CEM = = |
0
Les coiits variables CV :

Nous savons que les coits variables sont ceux qui dépendent du niveau
de I’output choisi par I’entreprise.

Ici:[ CV = 3Q3+2£l.
Il est bon de noter que le cofit total est €¢gal a la somme des cofts fixes
et des colits variables.

Bl Les coits variables moyens CVM :

Ils nous sont donnés par la formule : | CVM = % ;

Application numérique -

CVM = 30+2 .

B Le coiit moyen CM :

CQ)

Il nous est donné par la formule : | cp = £4&)

Q

Application numérique :

1
= 2+ — .
CM = 30 + +Q

Le coiit marginal Cm :

Nous savons que le cofit marginal est le supplément de cofit résultant de
la fabrication d’une unité supplémentaire d’output.

Il nous est donné par la formule : | Cm = %Q—) ”
Application numérique :
Cm=60+2]|.




I niveau

fixes

De plus, le

Cm
CM
27
0— 0,25 0% ‘ = Q
N 3
‘\'_13
» @
CQ
z 025 L f IQ
B 3

Commentaire :

Représentons graphiquement CM,Cm et C(Q) :

CM, Cm

Nous remarquons que la fonction de ¢
minimum est atteint au point de coordonnées (0, 2).

Cm est strictement croissant quand O >2.

La fonction de colt moyen, quant ael

ofit marginal est une droite. Son

le, a une forme en U . Elle est
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= I

Quantités produites Cofits totaux
1 100
2 130
> 155
4 170
5
6
7

183,33
220
350

Calculer les coiits moyens et les coiits marginaux de cette
entreprise. Faire un tableau.

Représenter sur un graphique CM, Cm et C(Q). Commenter.

Quel est le seuil de rentabilité ?

Corrigé ’

[l Calculons les coiits moyens et les coiits marginaux de cette

entreprise :

Nous savons d’une part que le colit moyen (CM) nous est donné par la

formule :| CM = C—(Q@ ;

D’autre part, le colit marginal (Cm), qui correspond au supplément de
cofit résultant de la fabrication d’une unité supplémentaire d’output,

nous est donné par la formule :

Cm = A——C(Q)J .

AQ

Application numérique :

0] cM Cm

1 100 -

2 65 30

3 51,67 25
4 42.5 15
5 36,67 1885
6 36,67 36,67
7 50 130




Représentation graphique :

CM, Cm
a Cm

B/ »CM

A

+—t P
O 9 2 34 56 7 ®

Q@ :
B ‘J =
cQ i
A : :
Bl - R
i 3
f:
_; _— » Q
3 O g2 3 45 5 67
Commentaire : i '.
§ La fonction de cofit marginal et la fonction de cofit moyen ont une
forme en U. ' [
; " . . O : g | t
En ce qui concerne le colit marginal, il est décroissant jusqu’au point j

de coordonnées (5 ; 13,33) et croissant dés lors que QO >35. Le cofit '-
marginal atteint son minimum au point A qui correspond au pomt
d’inflexion de la courbe de coiit total.

— 206 —




En ce qui concerne le colit moyen, il est décroissant jusqu’au point B
de coordonnées (6 ; 36,67) et croissant au-dela.

Le point B est donc le minimum du colit moyen et nous pouvons
remarquer que le colt marginal coupe le coit moyen en ce point.

Enfin, en ce qui concerne la fonction de coft total, nous pouvons dis-
tinguer trois phases :

El La phase des cofits décroissants quand Q € [1 Al

Cette phase correspond a la phase des rendements croissants.

Bl La phase des coiits croissants quand Q € [5,7].

Cette phase correspond a la phase des rendements décroissants.

La phase des coilts infinis quand Q 7. En effet dés que 0=6,le
coiit total et le cofit marginal ont une allure exponentielle. Les coiits
deviennent alors infinis et les rendements négatifs.

Déterminons le seuil de rentabilité :

Nous savons que le seuil de rentabilité est égal au minimum du cott
moyen. En fait, c’est le prix minimum que doit pratiquer I’ entrepreneur
pour dégager un profit positif ou nul.

Ici le seuil de rentabilité ou prix minimum p est donc :

p = CM(6) = 36,67 |.

Exercice N

Enoncé

Soit la fonction de production suivante :

e Sty 1 pour K >5
= 0 pour K <5 ]

(7

2
3

=
©
o
=
=
o
B 7‘;,‘,
o
T r
o
=
(g
o‘
v
(1]
=
®
=la
(-]
3
o
=
=y
o
E\‘V
e
g
o
>
th
o
£
m‘ =
S




La fonction de coiit total associée a cette fon

ction de production
s’écrit : C(Q) = 2002 + 20,

B Calculer le coit marginal et le coiit moyen.

En déduire la valeur dy
nature des rendements,

Corrigé ’

Calculons le coiit marginal et le coiit moyen :

seuil de rentabilité ains; que la

£ s R A
NS R e

B! Nous savons que le colit marginal est e supplément de coiit résultant
de la fabrication d’une unit€ supplémentaire d’output.

Il nous est donné par la formule : | Cp = m

00 |’
Application numérique :

B¥ Nous savons que le colit moyen nous est donné par la formule -

F 0 |

20
CM =200+ |

Déduisons-en la valeur dy
nature des rendements :

o ) |

Application numérique :

seuil de rentabilité ainsj que la i
Bl Nous savons que le seuil de rentabilitg SR est égal ou minimum du

colit moyen. En fait, c’est Je Prix minimum que dojt pratiquer I’entrepre-
Neur pour dégager un profit positif ou nul.

SR estla valeur particuliére de p telle que : .

(G — CM<:>4OQ = 20Q+—2Q-9<:>Q2 =1=0 =1 car 0>0).




Dot SR = Cm(1l) = CM(1)= SR = 40.
Le seuil de rentabilité est donc : | SR = 40 1|.

B Nous savons que lorsque :
e le coiit moyen est décroissant, les rendements sont croissants ;

« le coflit moyen est croissant, les rendements sont décroissants ;
« le cofit moyen est constant, les rendements sont contants.

.. | d6CM _ @
Orici: 50 = 20—Q2

Distinguons 3 cas :
. 20 S R ” .
e s5i 20— —= 0 c’est-a-dire si Q > 1, alors le colit moyen est croissant
et les rendements sont décroissants ;
. 20 . e o el
e g1 20— = & 0 c’est-a-dire si Q < 1, alors le cotit moyen est décrois-
sant et les rendements sont croissants ;
) 20 Sl L -
esi 20 — = =0 c’est-a-dire si Q = 1, alors le colit moyen est constant

QZ

ainsi que les rendements.

Fxercice N

4+ Enoncé

I.a fonction de coiit total d’une firme s’écrit :
; e P 3
C(Q) = 30+0+3-

Déterminer la nature des rendements de cette firme.
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18

Corrigé ’

Déterminons la nature des rendements de cette firme :
Nous savons que lorsque :
« |e colit moyen est décroissant, les rendements sont croissants ;
« le colit moyen est croissant, les rendements sont décroissants ;

« le colit moyen est constant, les rendements sont contants.

Le cofit moyen est donné par la formule : | CM = iQQ—)

Application numérique :

3
F Q+1+2%‘

scM _3_ 3
TR

De plus,

Distinguons 3 cas :

3
* 5] G >0 & Q> 1, alors le colit moyen est croissant et les ren-

20,
dements sont décroissants ;
* sl s E— <0< Q< 1, alors le colit moyen est décroissant et les
2
rendements sont croissants ;
.
* sl 3720, -0« Q =1, alors le colit moyen est constant ainsi que
2

les rendements.




Exercice Nﬂ

Nous savons que dans le cas d’une fonction de production

Enoncé

Q = 3KV4.L'4, la fonction de coiit total de courte période
s’écrit :

C(Q)cp = (i%a).g“ + 167,

et 1a fonction de coiit total de longue période s’écrit :
_ 2 1/2
CQ)p = §°Q (rw)t'=.

On suppose que le prix unitaire du capital est r = 1, et que le

prix unitaire du travail est w = 4. On note P le prix de I’output.

En courte période, déterminer le niveau de V'output qui
maximise le profit de I’entreprise.

Méme question en longue période en procédant par :

B Une maximisation indirecte du profit ;
[ Une maximisation directe du profit.

Corrigé ’

Déterminons le niveau de I’output qui maximise le profit en
courte période :

1l s’ agit pour | entrepreneur de maximiser son profit IT.

1 = P.O0—-C(Q)cp, P étant le prix de I’output et C(Q)cp la fonc-
tion de cofit total de courte période.

4
Diow I = P.Q—%Z—lf),carr =letw=4.




Or a I’optimum nous avons :

b o _ 9 - -
M, =R SR [P = cm]).

QZ

De plus, il s”agit d’un maximum de profit car [17,, = 25 <0.

27
Par conséquent, (1) = | Q" = (81P)!1/3 |.

Au total, en produisant Q" = (81P)!/3, I'entreprise maximise son
profit.

Déterminons le niveau de 'output qui maximise le profit en
longue période :

El Maximisation indirecte du profit :

La maximisation indirecte du profit consiste, dans un premier temps
déterminer la fonction de cofit total via une minimisation des cofits de
I’entreprise pour un niveau d’output donné.

Or nous savons que ce programme admet pour solution :

CQ) = 5.02.(rw)'"2.

Dans un second temps, on maximise le profit de la firme en tenant
compte de cette fonction de colt total.

Tl s’ agit pour 1’entrepreneur de maximiser son profit :

I = P.O0-C(Q), P étant le prix de I’ output.
et [l = P.Q—%.Qz,carr =letw=4.

Or a I’optimum nous avons :

’ 8 8
[, =0 =P 0= 0P =50 [P = Cm |(D).

De plus, il s’ agit d’un maximum de profit car T1” 5, = %5 <0.

Par conséquent, (1) = | Q" = Q?P i

Au total, en produisant Q° = %3 , ’entreprise maximise son profit. J

(a

En
no

(1




rrrrrrrr

Maximisation directe du profit :
La maximisation directe du profit consiste 2 maximiser :

IT=P.(3KV4. LV —r K—-w.L, K et L étant les variables.
Nous avons donc : IT = 3P.KV4LV4_r K—w.L :

or a I’optimum, nous avons :

3 14 posp . 3 114 J-54 =
IF, =@ i K w=0 1 P LS e ()
y — = (D).
II'y =0 3 3

1 PR gl () = P.K-34 L4 =y (2)

ol =

(I) = . = .
P-QK =1 (2)

~ o~

D’ou pour maximiser son profit, la firme choisit ses facteurs de produc-
tion tels que les productivités marginales de ces derniers soient égales 2
leur prix unitaire réel :

@'y — wiP et O, =7/P |

P.Kl/4 [-3/4
(1)

> = =4 @carr=1etw = 4.

| W
NI
=

(2) 3 P K-314 [1/4

(a)= K = 4L (b).

En remplacant K par cette expression dans 1’équation (1), nous obte-
nons :

(l)(::>;1 PAEYy I = (3

(3) < 4l 12 = 312 @),
A4 3P O
(4):”1“( 6 ):’ By

Dot (b) > K* = 4L'= |K* = = p?




Par conséquent, le niveau de I’output qui maximise le profit est :
Q* = 3K 14

ol 9 5 114- 9 ! 1/4
Y 3(3—2'1)) (128"9) ’
. 729 1/4 9 1/4
0 =r(5) e

d’ou| Q* = %D E

De plus, il s agit d’un maximum de profit car :

n”,, = %P.Kw el

-9 3
5 " -—P.KIM 5 L—'H4 —P.K‘3'f4 ) L-3!4
BT " - 16 16

H”KL n”KK 1_36}3_11(—3!4 ; L—3/4 ;_EP_K—”IM ; L1/4

el

2

-9\ 9
= pz_K-:-wz 5 Lfsfz - -_PZ_K%JZ.L-MQ
(%)

%G‘P')‘K_z,lz'L—BIE)OCEU:P)O’K>0 etL>0

Fxercice N

Enoncé
Une entreprise a comme fonction de production 0 = K215,
K étant le capital et L le travail.

On suppose que le prix unitaire du capital est r = 1, et que le
prix unitaire du travail est w = 1. On note P le prix de ’output.

On procéde A une maximisation directe du profit.

-




Déterminer les demandes de chaque input (on ne vérifiera
pas les conditions suffisantes).

En déduire la fonction d’offre de I’entreprise.

Si P = 2, quelle est la quantité de ’output qui maximise le
profit de la firme ? Quel est ce profit ?

Corrigé ’

Déterminons les demandes de chaque input :
11 s’agit pour I’entreprise de maximiser son profit II.

Or Il = PAKL2 L18)—r K —w.L,

Or a I’optimum, nous avons :

% P.KV2Z 23 _w=( % P.K2 [-2/3= w (1)

H’LZO
T s 1 e ®:
7 5P.f«HZ.L”S—r:() iP.I«Hi.LHB:r(z)

{PQ',L = W {Q’L = il P (1)
(I & = !
PQ,K = Fr Q,K = F/P (2)

D’oi1 pour maximiser son profit, la firme choisit ses facteurs de produc-
tion tels que les productivités marginales de ces derniers soient égales a
leur prix unitaire réel :

B’L = wiP et Q' =T/P |.

! iz
s SRR N
Ml 0 o —=1(earr=w= 1.
(2) lp_K—uz piaeet 3L
3 ;

(2= K = 3_2": ().

En remplacant K par cette expression dans I’équation (1), nous obte-
nons .

— 215 —

b,

A

=
z
)
.
£ §l
o
2- i

-
=i
e
el
-
(-}
3
£
-
° -
i3
n
]
©
=k
Ll
2
8
n
(=8
o
-
~3
=




1 3 1/2
(e 3 P.(i.L) LL23 = 1 (3),

(3) @(é)”z_bue

: @),

e
P

31/2 P6 *_PG
(4):sL_((§) -§)=> L' = 5

3 ‘ 6
D’ot K* =L = —.
ou (b)= 5 =K A4

K* et L* correspondent aux demandes de chaque input qui maximise
le profit de 1’entreprise.

Déduisons-en la fonction d’offre de ’entreprise :
La fonction d’offre de I'entreprise Q5 est telle que :

6 o2 6o 1/3
QS:K*UZL*HS{::,Qsz(P) (P) (5)’

144 216
PS
S S
(5) 3 -

Si P = 2, déterminons la quantité de I’output qui maximise le
profit :

Application numérique :

. A
Q”9

Au total, si P = 2, I'entreprise produira g unités d’output pour maxi-

miser son profit.

Le profit qu’elle réalisera sera : 1" = P.(K*2.L1B3)—rK*—wL".
Application numérique :

6 _ 64
144 216°
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Exercice N

Enonce

Une entreprise a comme fonction de production : Q = 4K1/3.L1/3,
K étant le capital et L le travail.

mia?

On suppose que le prix unitaire du capital est r = 1, et que le

prix unitaire du travail est w = 1. On note P le prix de I’output.

—

On proceéde a une maximisation indirecte du profit.

Il Déterminer la fonction d’offre de I’entreprise.

Si P = 3, quelle est la quantité de ’output qui maximise le
profit ?

Méme questionsi : E P = 9
b

e

12.

e, 1869 saa240X3

Corrigé ’

Il Déterminons la fonction d’offre de ’entreprise :

B

Nous allons procéder a une maximisation indirecte du profit, d’ou deux
dlapes.
I‘tape n° 1 : détermination de la fonction de coit total de la firme.

Il s’ agit pour I’entreprise de résoudre le programme suivant :
gitp

{Minc = rK + wL

sous la contrainte 0, = 0O, Q, étant un niveau
d’output donné.




Le lagrangien s’écrit :
I = C+ A0y @), ) étantle multiplicateur de Lagrange.
Dol = k2ol a3 (0 4KB L),

A I’optimum, nous avons :

[ 4 iis 798 = _ 4 i g2 (1
L;L =0 W——g?\,.K AL = 0 W = 37\.1( 5 (1)
Ly =0 <9 r_fl_[{-m_Lua BT = 4y k23 L3 (2).
L! = 0 3 3
=
L Q0_4K113 : L1/3 =0 Q(}: 4K113 ML (3)
4
T K13 203 _
(1) w 3 w K W 0
e — = S =
(2) £ ‘_Lph K-2/3 L1/3 # L : Ok
3 :

A T'optimum, le rapport des prix des facteurs est égal au rapport des
productivites marginales de ces facteurs.

(a)y=1 :%(b)carr:w: l.

(b)=>K =L ;en remplagant K par cette expression dans I’équation
(3), nous obtenons :

3/2
()o@, = 4L L' = (% QU) .

1 3/2
Par conséquent, | K = (1 QO) :

I* et K* sont les demandes optimales en travail et capital qui assurent,
au producteur, la moindre dépense.

Le cofit minimum est donc : C* = rK*+wlL”,

, 1 3/2 1 3/2
C'= (Z—l Qo) + (Z QO) car r=w =1,

. 1 3/2
¢ = 2(2 QO) :

- 1 3/2
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Pour déterminer la fonction de cofit total qui indique la dépense mini-
mum que |"entreprise doit envisager pour atteindre un certain niveau de
production, les prix des inputs restant constants, il suffit de remplacer

Qo par Q.

Nous obtenons ainsi :

c) = ; 0"

Etape n° 2 : maximisation du profit de la firme.
1l s’agit pour I'entreprise de maximiser son profit IT.
OrIl = P.Q-C(Q),

I P.Q_i.Q3f2.

Or a I’optimum, nous avons :

, 3 3
Wy =0oF S0P =00F - ;.00 [P Crl(l)

De plus, il s’agit d’un maximum de profit car :

3 .
% = ——e O i),
00 T

Par conséquent, (1) = Q° = (8?10)—

ce qui implique : | Q" = — . P2|.

Pour que O soit I’offre de I’entreprise, nous devons Imposer une con-
dition: P2 CM,,;,, CM,,;, étant le minimum du coiit moyen.

En effet, I'entreprise offrira son output tant qu’elle réalisera un profit
positif ou nul, c’est-a-dire tant que le prix de I’output sera sup€rieur ou
€gal au seuil de rentabilité.

Rappelons que le seuil de rentabilité (SR) est égal au minimum du
colit moyen.

— 219 —
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Or le coiit moyen est : CM = %,c’est—é-dire CM = zl—l.Q”z,

et il est minimum quand Q@ = 0= SR = CM(0) = 0.

Le seuil de rentabilité est donc SR = 0.

En conclusion, 1’offre de 1’entreprise est donc :

@ = %4.P2 avec P>0].

profit :

Si P = 3, déterminons la quantité d’output qui maximise le

Application numérique :

o =)

En produisant Q" = 64,si P = 3, la firme maximisera son profit.

E Si P = 9, déterminons la quantité d’output qui maximise
le profit :

Application numérique :

e b
En produisant Q* = 576, si P = 9, la firme maximisera son
profit.

&l .

B Si P = 12, déterminons la quantité d’output qui maximise \ ]
le profit : 1

Application numérique :

g = 1024 ].

En produisant Q* = 1024, si P = 12, la firme maximisera son
profit.

[ " e — 1
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