Séries entieres

Exercice 1.  Soit ﬁo‘!’:‘?ﬁﬂ 4 <4 Lom

. Docs a portée de main

Z a,z"
n=0
Une série entiére. On suppose qu’elle diverge pour z = 3 + 4i et qu’elle converge pour z = 5i. Quel est
son rayon de convergence ?
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.  Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

= = = 2n)! - In(n
Z(—l)"(n+3)!z”; znnz"; %Z"; LZ"
n=0 n=0 n=0 (n!) n=1 ln(n + 1)
(o] 1 n2 [ee) (_1)7’1 n? o (-2)“ o]
z (1 + _) Zn. Z 14+ ZM. Z Z3n+1. Z(l + i)nzn
n ’ n ’ n+1 ’
n=1 n=1 n=0 n=0

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

= n(n+1) o2 1 t 1
EEDYCOR Sn-12'n ) = 2 1o h@) = IR
400 ] to +00 1
fa@) = Z ezt fo(@) = 271:2 +11 z"; fe(2) = z n,f? zn
n=0 n=0 n=0

400 _1 n +00 3 ' te
() = nzo%zz’”l: 0=, SO ) = ;n“zn, «eR

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Soit Ya,z™ une série entiére de rayon de convergence R
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére suivante :

+00
> o
n=0
Allez a : Correction exercice 4
Exercice 5.
Soit f la fonction définie par :
+00

flx) = Z sin (%) x"

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Etudier la convergence en —R et en R.
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Développer les fonctions suivantes en séries entieres de x :

L fix - a5



2. f:x - 14+x+x2
3. fix->In(x?+x+1)
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit f définie sur |—1,1[ par
arcsin(x)
) = ——=5
i-x2

1. Justifier que f est développable en série entiére sur |—1,1][.
2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (1 — x?)y’ — xy = 1.
3. Déterminer le développement en série entiére de f sur |—1,1].

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
1. Déterminer f solution de 1’équation différentielle x2y"" + 4xy’ + (2 —x?)y—1=0
2. Reconnaitre f.

Allez & : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit 3+, a,x™ une série entiere dont le rayon de convergence est strictement positif. On note f sa somme
sur |-R, R].
1. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes portant sur les coefficients a,, pour que f satisfasse
I’équation différentielle
xf"(x)+2f'(x) +xf(x)=0
2. On suppose ces conditions vérifiees. Déterminer les a,, lorsque a, = 1.
3. Quelle est la valeur de R ? Quelle est la fonction f obtenue ?
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
On considére la série complexe de somme

F@) =) ay"

neN
Ou les a,, sont définis par :

ap=1,a,=3, et VYn=2 a,=3a,-1— 20,
;. 7 - . 1
1. Montrer que le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a "

2. MontrerqueVz € C, |z| <R
1
f@ =351
3. Endéduire la valeur de, R, ainsi que I’expression de a,, en fonction de n.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

On définit la suite (a,) par ap = 1 et par la relation de récurrence
n

2ap41 = Z (;{l) Ak Qn-k

k=0
Et on pose b, = %



n! T ;. . oz
1. Montrer que |a,| < Pl déduire que le rayon de convergence de la série entiére de terme général

b,x™ n’est pas nul.
2. On appelle S(x) la somme de cette série, calculer S’(x) en fonction de S(x).
3. Endéduire S(x)
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Intégration
Montrer que :

dx =

~fln(x) < (1)t
2 2
o 1+x n=0(2n+1)

Allez a : Correction exercice 12

Corrections

Correction exercice 1.
La série entiére diverge pour z = 3 + 4i donc son rayon de converge R < |3 + 4i| = V32 +42=5
La série entiere converge pour z = 5i donc son rayon de converge R > |5i| = 5
DoncR =5

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
e a,=(C1D"(n+3)!
|an+1l _ (n+4)!

EARCE D
DoncR =0
Allez a : Exercice 2
e a,= nn
Vlanl = n > +oo
DoncR =0
Allez a : Exercice 2
_ Gt
nT ()2
2m+1D)!
lansil ((n + 1)!)2 B 2n+ 2)!'n!n! B 2n+2)2n+1)(2n)!n'n! B 2n+2)2n+1)
la,l  @n)! (+D!I+D!2n)! m+Dnln+Dn!@2n)!  m+1Dn+1)
(n1)?
-4
Donc R = i
Allez a : Exercice 2
_ In(n)
n 7 In(n+1)
In(n+ 1)
lanl  In(n+2)  (n(n+1))>
la,] In(m)  In(n)In(n+2)
In(n+ 1)

Il est presque évident que la limite est 1, on va quand méme faire un effort



1
In(n+1) =1In <n (1 + %)) =1In(n) +In (1 + %) =In(n)| 1+ ml(;# ~ In(n)

De méme

In(n + 2) ~ In(n)
Donc

|an]  (n(@m)?
la,l  In(m)In(n)

1-1

Donch%zl

Allez a : Exercice 2

¢ = (142

DoncR = i
Allez a : Exercice 2
("

n _1\n
— ) ,notonsquel+( L >0

n

° an=(1+

1

m™\" m\" -H" Do —o(-1)™+o(1
o = ((1 +(_i) ) ) _ <1+(—1) > _ (152 _ a(SGofd))-em o

n

Cette expression n’a pas de limite, on voit bien qu’il va falloir séparer les n pairs et les n impairs

+00 +0o0 +o00 400 +oo
Z apx™ = Z Appx?P + z App41X°PF = z azp (X*)P + xz Azpt1(x2)P
n=1 p=1 p=0 p=1 p=0
On pose
(-1)*P\ 1\
ap=a2p=<1+ 2 ) =<1+5>
(—1)2p+1 (2p+1)? 1 4p2+4p+1 1 1 \4P°+ep
o= (G )
Pp = dzpia ( * 2p+1> 2p + 1 2p + 1 2p + 1
Zp 1 4p2+4'p
:2p+1< _2p+1>

Cherchons les rayons de convergence de ces deux séries

4 1. /1
% _ (1 _|_2i) p _ e4p1n(1+%) _ e4p<ﬁ+0(ﬁ)> — p2+o(1) _; o2

p

, - -s S 1
Le rayon de convergence de la série entiere de terme général a, X? est = donc le rayon de convergence
, - .\ ;s 1
de la série entiére de terme général a,x*” est R; = -

1
(-5 ) -2 )
P = 2p+1 2p +1 B

2p +1 C2p+1

1

2p \p 1 \* 1 \*
“(r1) (1577) (-3
2p+1 2p+1
1
_ P




1 1 _
(1= L) lizie) Jo(-zprtol)) _ steo®) | 1
2p+1 e’

Donc %/, - eiz
Le rayon de convergence de la série entiere de terme général B,XP est e2, donc le rayon de convergence
de la série entiére de terme général a,,x*? est R, = e.
La série entiere de terme général a,,x™ est la somme de ces deux séries donc son rayon de convergence
est
1
R = min(Ry,R,) = 2

Allez a : Exercice 2

n oo
z D" ania _ Z (Zg)n
n+ 1
n=0 n=0
On va chercher le rayon de convergence de la série

=2)" n
n+1

n=0

(_2)n+1

lan+1l | n+2
|an| (_Z)n
n+1

Lo . - 1
La série entiere de terme géneral a,,X™ a pour rayon de convergence R = T= 1

n+1
= -
n+2

La série

[ee)

Zn+1 )"

n=
Converge pour |z3| <1 © |z| < 1 etdiverge pour |23| > 1 e |z| > 1
Son rayon de convergence est 1.
Allez a : Exercice 2
e a,=0+D"

lan | [(1+ D™ .
PR TCE T i R
Le rayon de convergence de la série entiére de terme général (1 + i)"z" estR = \/if
Allez a : Exercice 2
Correction exercice 3.
1. Soita, = (— 1
(n+1)(n+2)
T I S — +1
Ian+1| |( 1) 2 n2" n2n+1 n
— = -2

= = =2
|an| |(_1)—n(nz+1) (Tl _ 1)211 (Tl - 1)2n n—1

1
Donc le rayon de convergence est R = >
Allez a : Exercice 3



. nn+1)
2. Soita, =(—-1)"z (n—1)2"

(n+1)(n+2)
|(_1)———7———n2n+1

n2n+1 n

lan+4l _ _
(n—1)2" n—1

- n(n+1)
|an| |(_1)—7T—(n__1)2n

1
Donc le rayon de convergence est R = >
Allez a : Exercice 3

3. Soita, =—
1
|ap 1] _m+Dr 1 S
la,| 1 n+1
n!

Donc le rayon de convergence est R = +oo

+ oo
1
j— - n _ Z
fi@) =) —a=e
n=0
Allez a : Exercice 3
4. Soita, = e

-(n+1)?
|C|ln+|1| — e n 2 _ enz—(n+1)2 — e—2n—1 5 0
a, e
Donc le rayon de convergence est R = +co.
Ou
Vlazl=e™ -0
Allez a : Exercice 3
. n—1
5. Soita, = i1
_n_
lanil  (mn+D2+1 n(n? + 1) 1
TS U (R RS
ns +

Donc le rayon de convergence est R = 1.

Allez a : Exercice 3
In(n)

In(n+1) 1
lan+1l ?n?l- )2 In(n+1) n? In (n (1 + n)>

6. Soita, =

la,] ~ In(n) ~ In(n) % n+ 12 In(n) % (n + 1)2
2

n
_ In(n) + In (1 + %) n?

X 1
In(n) n+D?
Donc le rayon de convergence est R = % =1.
Allez a : Exercice 3
7.
+0o0 +00
Hoy =Y e =, N ED o N D
7 n+1 n+1 n+1
n=0 n=0 n=0
Avec x = z?
. _ ="
Soita, = —



(_1)n+2
|anenl |W

_n+1
[a,] |(=D*| n+2
n+1

- . L4 -n 1
Donc le rayon de convergence de la série entiére de terme général %X" estR = T

+oo (DT

Et le rayon de convergence de la série entiére Y75, — z?"estR'”> =R =1,donc R’ = 1.
Allez a : Exercice 3
. _ (3!
8. Soita, = 3
(B(n+1D)!
lanial  |((+D)°|  (B@+D): @D Gna3 @)t
[a ((i%); Gn)! " (m+1)’ G (a+ D)
_ (Bn+3)(Bn+2)(3n + 1)(3n)! o (n)3 _ Bn+3)Bn+2)Bn+1)
B (3n)! (n+1)3(nN3 (n+1)3
- 33 =27
Donc
R = 1
27

Allez a : Exercice 3
9. Soita, =n*

lan | (m+ 1D (n + 1)“ 1
lan| n n
Donc le rayon de convergence est R = %
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

+00 +00
n=0 n=0

Cette série entiére converge pour |X| < R et diverge pour |X| > R, autrement dit cette série converge

pour |z2| < R et diverge pour |z2| > R donc le rayon de convergence est VR.
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

1. Silx| <1
sin <i> xM < x™
\/ﬁ f—
Et la série de terme général x™ converge.
Silx|>1
sin (=) x| ~ = el = el o 4o
Vn Vn Vn

Le terme général de la série ne tend pas vers 0 donc la série diverge
1

Donc le rayon de convergence de la série entiére de terme général sin (\/ﬁ

)x" a pour rayon de
convergence R = 1.

2. Six=1



- - - . (1 1. . s . .
La série numérique de terme général sin (\/—ﬁ) ~ 7 qui est le terme général d’une suite de Riemann
diverge avec a = % < 1, la série diverge.
Six=-1
(=1)™sin ( ) est le terme général d’une série alternée, manifestement la suite (sm( L )) est

Vn Vn
décroissante car si on pose
1 1
(x) = sin (—) = sin (x"i)
/ Vi
Alors
1 _3 -1
fle)=—5x 2cos<x 2) <0

De plus elle tend vers 0, d’aprés le TSSA, la série de terme général (—1)" sin (\/_) est convergente.

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
Dans cet exercice on ne s’intéresse pas aux rayons de convergence (pourtant il y aurait a dire) donc les égalités

seront a I’intérieur du rayon de convergence que 1’on espérera non nul.

1.
1 1 1
1 _§+§_11+1§_1X1+11
(1-x)2+x) 1-x 2+x 31-x 21+%_3 1-x 6 1+%
15 15: xn_§:<1+1x1) .
~3 i3 2 —/,\376" )"
n=0 n=0 n=0
2.
1 _ 1 _a a
1+x+x2 (x—)NK—j2) x—j x—j2
[ 1 ] 1 1 1 i3
a= =—F= = = -
x_]zx_] j—J* _l+-£_ _1_.V3) 3 3
27172 2 72
i3 V3
1 _"3 .. 3 _ W3 1 +i\/§ 1 A3 1 +ij\/§ 1
1+x+x2 x—j x—j2 3 j(xj2—-1) 3 j2(xj—1) 3 xj2—1 3 xj—1
A3 1 V3 1 uzx/_z( l]\/_ (o)
T3 1-x2 3 1-x Ox]
n=

\/§ +00
= ?TLZ(:)(UZ(]Z)" —_ ijjn)xn — ?nz::o(i(jz)n-{-l _ ijn+1)xn

On peut arranger i(j2)"*1 — jjn+1

;2D 2(n+D)m 2n+ m
(G = = (G - =i (T e Fi(‘””““(%))

(2n+ D7
= 21 sin <T>

1 V3 . (2 +Dr\
T+x+x ?Z‘ < >x

3. f(x) =In(x? + x + 1) entraine que




f'(x) =% = 2n£(2x + 1)251 <M>x"

D’apres la question précédente, alors

Fa=2ms <z . <2(n + 1)n> o1+ S s (@) xn)

n=0
Dans la premiere sommeonposen' =n+1,n=0=n' =1,

f'x) = 211?(21 2 sin (21;’77) e Z; sin (M) xﬂ)

Puis on change n’ enn

f(x)—Zn—(ZZsm( )x +Zsm<w>xn>
-2 2 () z(m( ") om0 ) o)

n=
On en déduit que
n+1

=10+ 271?2 sin (23n> xF Zn_z <2 S0 (27;71) *sin <2(n ; 1)”>> n+1

Ona f(0) = 0 et on fait un changement de varlble n' = n+ 1, puis on rechange n’ par n

fx) = —Zn—x + Zn—z: < i <2(n _ 1)7r> + sin (ZnTn»xn_"

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
1
X-01-X)2
Est une fonction qui admet un développement en série entiere sur | X| < 1, donc
1
X - N =(1—-x2)"2
Est une fonction qui admet un développement en série entiére sur |x?| < 1, donc sur |x| < 1
x — arcsin(x)
\/% qui admet un développement en séries entiéres sur |x| < 1 donc
arcsin admet un développement en séries entiéres sur |x| < 1, pour finir le produit de deux séries
admettant des développements en séries entieres sur |x| < 1 admet un développement en séries entiéres
sur |x| < 1.
Allez a : Exercice 7
2.

f(x) = arcsin(x) x (1 — xz)‘%
ffx)=01- xz)_% x (1-— xz)_% + arcsin(x) x (—%) (=2x)(1 — xz)_%

1 b 1
= + arcsin(x) = + f(x)

Par conséquent
(1 =x*)f"(x) = 1+ xf(x)

C’est bien ce que demandait de montrer 1’énoncé.

9



Allez a : Exercice 7

3. On pose
flx) = Z ax™ = f'(x) = 2 na,x™ ! = Z(n + Dayqx™
n=0 n=0

A=x)f' () —xf) =1 f'(x) - 2f (x) +xf(X) =1

(o]
=3 Z(n + Da, 1 x™ —x%2 ) nax™?! xz a,x" =1

n=0 n=0
oo (0] (00]
=3 Z(n + Da, 1 x™ — Z na,x™"tt — 2 a,x™l =1 (»)
n=0 n=0 n=0
Le but va étre un « x » dans chaque somme
Dans la seconde sommeonposen’ =n+1,n=0=>n"=1
[ee) oo
Z:nanx"+1 (n' —Da,_4
n=0 n'=1
Puis on remplace n’ par n
oo oo
Z na,x"t1 = z(n —1Da,_1x
n=0 n=1
Dans la troisieme sommeonposen’' =n+1,n=0=>n'=1
co oo
1A
Z anxn+1 — a,’ 1xn
n=0 n'=1
Puis on remplace n' par n
oo oo
n=0 n=1

On remplace tout cela dans (x)

Z(n + Day 1 x™ — Z(n — Day_1x™ — Z Ap_1x" =1
n=0 n=1

n=1
On réunit ces trois sommes a partir de n = 1, pour cela on va séparer le terme n = 0 de la premiere
somme des autres termes

a; + Z(n + Dayq1x™ — Z(n —Da,_1x™ — z ap_1x" =1
n=1 n=1

n=1
Donc

a, + Z((n +1Dapy —(n—1Da,_1 — an_l)x" =lea + Z((n +1Dayq — nan_l)x" =1

n=1
{Vn >1,(n+1Day —na,_; =0
a, =1
n=>1, (n+1ay —na,_, =0 n=2, na, — (n—1)a,_, =0 (*x%)
On va distinguer n pair et n impair
e n=2p

(xx) © 2pay, = 2p — Dazp-1)
Comme f(0) = 0 onaa, = 0, puis par une récurrence tres simple, a,,, est nul.
e n=2p+1
2p
2p +1 F2p-1
Comme on connait a; = 1, on peut en déduire a; = %azm_l = %al,etc...
10

() © (2p + Dagps1 = 2pAzp—1 © Azpir1 =



Il reste a trouver la « formule » donnant a,, ., pour toutp = 0

2p
Azp+1 = maZp—l

Sionremplace p parp — 1

_2(p-1)
Ayp-1 = W“zzo%
Puis par p — 2
Azp-3 = y%p—s
p—3
Jusquap = 2
o 2x2
5= X2l
Puisp=1
2x1

GBI

On n’a plus qu’a multiplier toutes ces €galités, les termes en « ayy,_g » s’€liminent
2Pp!
T2t = G+ D2p—1) .5x3
On peut améliorer ce résultat en multipliant en haut et en bas par
2p(2p — 2) .4 x 2 = 2Pp!

De facon a « boucher » les trous en bas pour reconstituer (2p + 1)!

2Pp! 2Pp! (2Pp!)?

Gt = oy D2p(2p — D(2p —2) .5 x4x3x2 2~ 2p + 1)

Il reste a écrire le développement en série entiere

+00 + 00 +co 400 +oo
2 2p+1 2p+1 (pr!)z 2p+1
flx) = Z Apx™ = Z azpx“P + z Azp+1X°PTh = 2 Appi1X°PTh = ) ————x?P*
2p + 1)!
n=0 p=0 p=0 p=0 p=0
Il faut quand méme Vérifier que cette égalité est valable sur tout ]—1,1[, pour cela il faut trouver le
. Pp1)2 o .
rayon de convergence de la série, reprendre %, c’est assez maladroit, il vaut mieux reprendre
I’égalité
a _2p a Ayp+1 2D 51
2p+1 2p + 1 2p—1 azp_l Zp - 1
Donc R = % = 1.

An+1

Ce n’est pas exactement mais pour une série lacunaire (qui a des trous, c’est-a-dire les a,,, ici) c’est

an
bien ainsi que cela marche.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

1. On pose
)= apm
n=0
= f'(x) = z na,x""1 = Z(n + Dajy 1 x™
n=0 n=0
= f'(x) = Z nn—1a,x"? = Z(n + Dnayx™ 1 = Z(n +2)(n + 1)a,x"
n=0 n=0 n=0

Pour obtenir un x™ dans x?f"'(x) on va utiliser la premiéere expression de la dérivée seconde.

11



Pour obtenir un x™ dans xf'(x) on va utiliser la premiére expression de la dérivée.
Pour f(x) on n’a pas le choix

X2f"(x) +axf'(x) —2—=—x)f(x)—1=0 x2f"(x) + 4xf'(x) + 2f (x) —x%f(x) =1 =0

(o] 0.0 [ee]
& x? Z n(n—1Da,x" % + 4x z na,x™ 1+ 2 2 a,x™ — x? z apx"—1=0
n=0

[ee] [ee] [0e] [ee]
s Zn(n —Da,x™ + 42 na,x" + 22 apx™ — z a,x"t?—-1=0
n=0 n=0 n=0 n=0

Pour les trois premiéres sommes tout va bien on a des « x™ », pour la derniére, c’est plus compliqué, on
posen' =n+2,n=0=n"=2

Puis on remplace n' par n

On remplace

7”&)+kﬁiﬂ (Z—xﬂf@)—1=o

:}Zn(n—l)anx +4Znanx +22anx Zan 2x" =0

Pour réunir ces quatre sommes en une seule, il va faIIO|r partir de n=2, donc |soler les termesenn =0
et n = 1 dans les trois premiéres sommes

o] o o

z nn—1)a,x"=0x(—-1) X agx®+1x0 X a;x + 2 nn—1)a,x™ = z nn — 1)a,x"

n=0 n=2 n=2
oo oo oo
z na,x" =0xX apx® +1 X a;x + Z na,x"™ = a;x + Z na,x"
n=0 n=2 n=2
[o0) [ee]
Z a,x" =ag+a;x + 2 a,x"
n=0 n=2
On remplace

X270 +4xf'(x) — 2= x)f(x)-1=0

(0]

(:)Zn(n—l)anx”+4<a1x+2nan >+2<a0+a1x+2an > Zan 2x™ =0
n=2 n=2

n=2

= Z(n(n — Da, +4na, + 2a, — an_,)x" +4a.x + 2a9 + 2a;x —1 =0

n=2

= z:((n2 —n+4n+2)a, — ay_p)x" +6a,x +2a,—1=10

n=2

PN Z:((n2 +3n+2)a, — ay_p)x" + 6a,x +2ag—1=10

n=2
(:)Z((n—i— D+ 2)a, — ap_z)x™ + 6a;x +2a5 — 1 =0

n > 2,(n+1)(n+2)a,—a,—, =0 (%)
6a; =0
2a,—1=0

(=4

— e

12



On va distinguer deux cas, n pair et n impair
e n=2p+1
() e (2p+2)2p+ 3)a2p+1 = azp-1
Comme a; = 0 tous les a,, 4 sont nuls.
e n=2p
(*) & (Zp + 1)(2p + 2)ClZp = dz(p-1)
1
2p +2)(2p + 1) 2D

@a2p=

Puis on remplace p parp — 1

1
20-1) = 5, 00p — 1) 202

Puis par p — 2

1

o T 2 - Dp-3) Y

Jusquap =2

1

= gxs5%
Etenfinp=1
1 1

2= 3N T x3x2
On multiplie toutes ces lignes, les « a,—x) » se simplifient
_ 1
“r = 2p + 2)!
Il reste a ecrire le développement en série entiére

f@) = Z " Z Gz +Za2 T S Z“Zp" Z (2p vt

Il faut quand méme regarder ou cette egallte est valable
1 a, 1
ayp = a = P_— -0
T 2p+2)2p+1D) 2PV Tay, ) @p+2)2p+1)

Donc R = +oo.

7’1+1

Ce n’est pas exactement —~** mais pour une série lacunaire (qui a des trous, c’est-a-dire les a,,, ici) c’est

n

bien ainsi que cela marche.
Allez a : Exercice 8
2. Six#0

+00 +00 +
1 1 1 1 1
RO N WPV S PR ol W
— (2p + 2)! x% £ (2p + 2)! x% £ 2p!
p=0 p=0 p=1

En posant p’ = p + 1, puis en renommant p’ par p.
+o00

1 ch(x) —1
f()_xZZZp' —x? 1 | =

x2 Zp' x?
p=

Six=0

- 1 1 1
f(x)Z;(2p+2)!Ozp=§=§

Allez a : Exercice 8
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Correction exercice 9.
1.

flx) = i anx™

n=0
(o]

= f'(x) = znan n-1 = i(n + a1 x™

n=0
[ee]

= f(x) = Z n(n—1a,x" 2% = Z(n + Dnayx™ 1t = Z(n +2)(n + 1)a,,x™
n=0 n=0 n=0

Pour obtenir un « x™ » dans f'(x) on va prendre la seconde expression

Pour obtenir un « x™ » dans xf”(x) on va utiliser la seconde expression

xf"(x) =x z(n + Dnayx™ 1 = Z(n + Dna, 4 x™

(0] [ee]
xf(x) =x 2 apx™ = Z a,x™t1

n=0 n=0
Onposen'=n+1,n=0=n"=1

xf(x) = A, 41X
n'=1
Puis on change n’ enn
oo
Xf() = ) @y a2
n=1

On remplace cela dans

xf"(x) + 2f (x) +xf(x) = 0

o)

= Z(n + Dna,1x™ + 2 E(n + Day1x™+ z Ap_1Xx" =0

=0 n=1
On va pouvoir regrouper ces trois sommes a partlr de n = 1, donc dans les deux premieres on va isoler
les termes pour n = 0.

o)

z(n + Dna,x"=1x0xax + Z(n + Dna,1x™ = z(n + Dna,1x™
= n=1

n=1

Z(n + Dapx" =1 %xax° + Z(n + a1 x™ =a;, + Z(n + Va1 x™

n=1 n=1

On remplace

xf"(x) + 2f' (X) +xf(x) =0
& Z(n + Dna,1x™ + 2a, + 2 Z(n + Day 1 x™ + Z Ap_1x" =0

= z((n + Dnapy + 2+ Dapyq + ap_1)x™ +2a, =0

n=1

o Z((n + D+ 2apy +ap_q)x" +2a;, =0
n=1
{Vn >1,(n+1)(n+2)ay +a,-1 =0
&
2a1 = 0

14



An—1
n+1(n+2)

- {Vn =>1,a,41 =—

2a1=0
ap—2
vn = 2, =——
@{n_ “n n(n+1)
2(11:0

On va distinguer le cas n pair et le cas n impair.
e Sin=2p+1,commea,; = 0tous les termes az,,; =0
e Sin=2p

An_»

S nn+1)

A2(p-1)

vn>2a, = _Qp-1)
n=40an = T 202p + 1)

S Vp=1a,,=

G = — A2(p-1)
27 2p(2p + 1)
Onchangepenp —1

a _ 2(p-2)
2D T 2p-2@2p - 1)
Enp—2
a _ 2(p-3)
20D " (2p - 4)(2p - 3)
p=2
az
="y xs
p=1
_ ap 1
2= T %3” "2x3
On multiplie ces p lignes, les a,—x) s’éliminent
(=1)P
“ = 2p+ 1)

Il reste a écrire le développement en série entiere

+00 + oo +0o

(=P
(x) = E apx™ E azpx?P + E Ayp X 2PH = E ay,x?P = E —————x?P
! s " P 2 o p=0(2p+1)!

p:
Allez a : Exercice 9
2.
|a2p-1)] |azy| 1
a = (=14 = -
22| 2p2p+1)  |azp-n| 2p2p+1D)
Donc le rayon de convergence est R = +oo.

Six#0
N DR, I DR, sin()
IO 2 T T
Six =0,
< (-D)P (-1)°
f(0) = L (2p + D! 2p=(2><0+1)!=

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1. Montrons par récurrence que |a,| < 4™
L’inégalité est vraie pour n = 0 et n = 1, supposons la vraie pour a,,_, et a,_, alors

15



la,| = 13a,-1 — 2a5,_5| < 3lap_q| +2]|a,_5| <3 Xx4" 1 +2x4"2 =4""2(3x 4+ 2)
=472 x 14 <42 x 16 = 4"
On pose b,, = 4™

n+1
bnyr _ 4

b, 4"
, . -s ;7 1
Donc le rayon de converge de la série entiére de terme général b,,z" est - comme |a,| < b, le rayon de

=4-4

, . . ;s o ) L1
converge de la série entiére de terme général a,,z™ est supérieur ou égal a "

+ oo + oo
flz) = Z apz" =ay+az+ Z a,z"=1+3z+ Z(San_l —2a,_5)z" =
neN n=2 n=2
+ o0 + o0
=1+3z+3 z Ap_1z" =2 z An_oz"
n=2 n=2

Dans la premiere somme onposen’ =n—1,n =2 = n' = 1, dans la deuxieme on pose n"’ =n — 2,
n=2>=>n"=0

+00 +00
f(z)=1+3z+3 Z ayz® =2 Z anz" *2
=}

n'’ =0
Puis on change n’ etn' enn

+00 +00 +0oo +o
f(z)=1+4+3z+ 32:%2”+1 —ZZ:anZ"+2 =1 +3z+322 anzn—ZZZZanZ"
n=1 n=1 n=1 n=0
+00 +
= 1+3z+3z(2an2"—a0)—ZZZZanz” =
n=0 n=0

=1+3z+3z(f(z) — 1) —22%f(2) = 1+ 3zf(2) — 2z°f (2)
D’ou I’on déduit que
f(2) = 3zf(2) + 22°f(2) = 1
Ce qui équivaut a
f(z2)(1—3z+2z%) =1

Ou encore
1
f@) =371
£(2) 1 1 1 N -1 -1 N 2
Z) = = = =
2z2—-3z+1 1 z—1 1 1-2z 1-2z
2(2—1)(2—7) z—5
+00 +00
=—Zz"+222nzn
n=0 n=0
Onposea, =1
a
ntl_ 1,1
an

Donc le rayon de convergence de la série de terme général z™ est R; = % =1
On pose B, = 2"
2n+1
P 2 _
Bn 2n

7 - ;7 1
Donc le rayon de convergence de la série de terme général z™ est R, = >

16



400 +o0 400

f2) = —Zz“ + zz 2ng" = Z(_l + gnHlyn

n=0 n=0 n=0
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére de terme général (—1 + 2™*1)z™ est
1

R = min(Ry,R,) = 2

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

1. |a,| < 2% est vraie pour n = 0, supposons que 1’inégalité est vraie pour tout k' € {0,1, ...,n}, alors
n n n n n
B n n k!(n—k)!_ n! k!(n—k)!_ n! nl
2an+1 = Z () wetnic < Z (k)z_k -k Lk (n—k)12k 2nk  Lion z_nz 1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n! (n+ 1)!
= Z_n (n + 1) = T
Puis on divise par 2

(n+1)!
i1 < on+1

Ce qui acheve la récurrence.

(n+1)!
b |=|an|<W=n+1
n n!l = n! 2n+1
On pose
n+1
an ='§z:r
n+2

Apnyr n¥z n+2 1 1
= = X=—- =
a, n+l n4+1"2 2
2n+1
Donc le rayon de convergence de la série entiere de terme général a,,x™ est 2, comme |b,| < a,, le

rayon de convergence de la série entiére de terme géneral b, x™ est supérieur ou egal a 2.

+0o0 +00
S(x) = Z b,x™ = by + 2 b,x"
n=0 n=1

Onposen' =n—1danslasomme,n=1=n"=0
+00

S(x) = by + Z by x™

Puis on change n' en n
+00

S(x) = bO + Z bn+1xn+1
n=0

Cette petite manipulation permet de faire apparaitre b, ,; = a’;;l Ce qui est suggéré par 1’énoncé

puisque I’on a a, 41 en fonction d’autres « a;r »

+00 +00 n
_ @ (n+1 n+1 _ z 1 1 z n n+1
SG) =7, +Z(n+1)!x =Mt 2 \mrDiz (i) xan-rex
n=0 n=0 k=0

Allons-y maintenant on peut dériver, on aurait pu le faire avant mais la, on est bien

17



n )
1 N 1 N n n—k..k 1 NIAN 1 n—k..k
2 n! Z(k)aka"_kx x :Ez Zk! (n—k)!akan_kx x
n=0 k=0 n=0 \k=0
1w v agx® a,_ x"k\ 1 — [ % . ok
~2 kKL (n—k)! Ez Eb"x bn—ix
n=0 k=0 n=0 \ k=0

:%< box™ )(Zb x ) —(S(x))2

Car ces séries convergent absolument a I’intérieur du cercle de convergence.

3. Celadonne
S'(x) 1 1 1

=—>—-———==x+K, KER
(S(x))z 2 S(x) 2
Soit
1
S(x)z—1
§x+K
Or

S(O)—be by, = O|=1

Ce qui entraine que K = —1 et finalement
-1 1
S(x) = 1 =

Ex -1

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
Il faut faire attention au fait que I’intégrale est une intégrale généralisée en 0, avec les régles de

Riemannen 0 avec o = % <1
In(x)

ﬁ
1+ x2

Vx

Montre que I’intégrale est convergente

D’autre part

+00 +00
1
vae (01— = Z(—xZ)n - Z(—l)nxzn
n=0 n=0

Pour pouvoir appliquer la formule qui permet d’invertir les symboles | et ¥ il faut se placer sur un
intervalle borné ou la fonction est continue et ou on peut appliquer la formule ci-dessus, on pose

e X to x [I®
I(e,X) = f 1lnf;)2 dx = f (ln(x) Z(—l)"x2"> dx = f (Z (1) x?n ln(x)> dx
€ € n=0 € \n=0

C’est faisable mais pas simple du tout, alors on va faire autrement en faisant une intégration par partie

de
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1 In(x)
fe 11;2 dx
= t

u'(x) = 1+x2 u(x) = arctan(x)
v(x) = In(x) v'(x) = i

1 1 1 arctan(x)

] 1n-:x) dx = [In(x) arctan(x)]§ — Je L ax
€

1] Larct
f n(x) >dx = [In(x) arctan(x)]?! f mdx
€ 1 + €
On vérifie que ces trois termes sont bien convergents.
[In(x) arctan(x)]! = In(1) arctan(1) — In(¢) arctan(e) = —In(e) arctan(e) ~ —eIn(e) -» 0

On en déduit que

X

X

1 1

In(x arctan(x

[ @) oo [ ()
o 1+x 0 X

Le développement en série entiére de arctan(x) est

400
(_l)nx2n+1
vVx € |-1,1{, t = z—
x €] [ arctan(x) o

n=0
On a un probléme en x = 1, la série est alternée, Py tend vers 0 en étant decroissante donc la série de

)

terme general ol — converge on a donc

+0o0
—1 nx2n+1
vx € |-1,1], arctan(x) = L

2n+1
n=0
Et
+ oo
arctan(x) (=1)"x?n
v €e]-11],—== ) ————
x €]-11], X 2n+1
n=0
n 2n
Il faut montrer la convergence uniforme de la série de fonction de terme général L sur [0,1]. 1
s’agit d’une série alternée, on va utiliser la majoration du reste du TSSA
2(n+1) 1
vx € [0,1], R < 0
x €01, IRl <o <573~
—1)y2n
Cela montre la convergence uniforme de la série de fonctions de terme general L sur [0,1].

Jl In(x) i =j arctan(x) i =j (—1)“x2” e = (—1)”] gy
o 1+x? 0 X 0 2n+1 2n+1),
=0 n=0

Yoo ( 1)n 2n+1 ( 1)n
2n+1[2n+1l Z(2n+1)2

n=0

Allez a : Exercice 12
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