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Docs & portée de main NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1 :
2 : — 2 ot -1
On donne 6, un réel tel que : cos(8,) = \Eet sin(6,) = =
Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 6,) :

a=3i2+)@4+201+i)eth = %
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :

Mettre sous la forme a + ib, a, b € R (forme algébrique) les nombres complexes

_3+6i0 _<1+i)2_ _2+5i 2-5i
A3 2T\ BT Ty
J_S*2 (1 B a+i
T2 ST\ 27"2) T (-0

2 1 1+ 2i
Z7:

13 BT a+208-0 T 1-uz
Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants
2in i _7in im\ ¢ _3im
Z1=12e3 ;2 =2e 8,23 =3e 8 ;z,= (Ze4>(e 4 );
in m
2e4 i 5in 2e3
Zs = —3-3Z¢ = (Ze 3)(38 6 );27 =

e~ 4

zg, le nombre de module 2 et d’argument =

Zo le nombre de module 3 et d’argument — g
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
1. Mettre sous forme trigonomeétrique les nombres complexes suivants, ainsi que leur conjugués :

4 . .
2, =34+30; z,=—-1—iV3; z3= _§i; Z, = —2; z5 = e'? + 29,

3i60
Pour zg, factoriser par e’z

0 €l —mmr

1+iV3 .
Ze=1+1; Z7=1+i\/§; Zg=\/§+i; Zg=—/——; 210=1+e‘9, 0 €]l—mnmnf
V3 —i
i0
Pour z,,, factoriser par ez

2. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants, ainsi que de leur conjugués.
tan(p) — i 1
=1+i(1+V2); =/10+2x/5+'1—\/5; = = ——————
“1 l( ) %2 l( ) % tan(p) + i =Ty i tan(0)
Indication :

Ecrire z; sous la forme a (e + 2i)
Calculer z3
3. Calculer



2010

1+4iV3
=)

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Effectuer les calculs suivants :
1. 3+2)(1—-3i)
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument g par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’argument% par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.

Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Etablir les égalités suivantes :
1.
(cos (g) + isin (g)) (1 —zi\/§> 1+i)= \/i(cos (g—Z) + isin (Z—Z))
2.
1-19) (cos (g) + isin (g)) (V3—i)=2v2 (cos (163_07T> — isin <163T0n))
3.

(eos () +isn() 3

1+ 2
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soit
u=14+i et v=-14+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de

( Sn) . . ( 57r>
COS 12 e Sin 12

Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Calculer le module et un argument de

V6 —iV2 ,
u:T et v=1-1i

En déduire le module et un argument de %
Allez & : Correction exercice 8 :



Exercice 9 :
Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.
1+ 1+i0\° 4 5 5
2:;22 = <:) yZ3 = (1+i\/§) yZy = (1+i\/§) +(1—i\/§) ’
1+iV3 V6 — iN2

A

Ze = 3 Zg = -
T B4+ 2-2
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Calculer les racines carrées des nombres suivants.
zZ1=—1Lz,=0;z3=1+1i;z,=—-1—1i;z5 =1+ iV3;
Ze =3+ 4i;z;, =7+ 24i;z4 =3 — 4i;zg = 24 — 101
Allez a : Correction exercice 10 :
Exercice 11 :
. , 1+i P . .
1. Calculer les racines carrées de ﬁl En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g)
. , V3+i U b4 . T
2. Calculer les racines carrées de — En déduire les valeurs de cos 5 et sin o)
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z2+z+1=0.

2. z2—(i+14)z+2(i+12) =0.

3. z2—-+3z—i=0.

4. z22—(1+2)z+i—1=0.

5. z2—(3+4+4i)z—-1+5i=0.

6. 4z° —-2z+1=0.

7. z*4+10z% +169 = 0.

8. z*+2z°+4=0.

9. x*—30x%2+289=0.

10. x* + 4x3 + 6x*> + 4x — 15 = 0.

11.z23+3z-2i = 0.

12.22-(1+a)(1+i)z+ (1 +a?®)i=0.

13.iz2+ (1 =5)z+6i—2 = 0.

14.(1+)z?-B+i)z—6+4i=0.

15. (1 + 20)z? = (9 + 3i)z—5i + 10 = 0.

16. (1 + 3i)z%? — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :
Résoudre 1’équation :
Z* 4+ (3-60)Z?-8—-6i=0
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
1-DX3-G+DX*+(A+60)X—-4i=0
1. Montrer que cette équation admet une racine réelle.
2. Résoudre cette équation.



Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Résoudre dans C 1’équation
z6—iz3—-1-i=0
Indication : Poser Z = z3 et résoudre d’abord Z?2 —iZ —1—i = 0.
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Soit (E) I’équation
X*—-3X34+2-DX?+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0

On rappelle que V676 = 26.
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Soit I’équation z3 —iz+1—i=0 (E)
1. Montrer que (E) admet une racine réelle.
2. Déterminer les solutions de (E).
Allez & : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :

Soitz=v2+V3+ivV2—+3

1. 1Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z? sous forme
trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (1”—2) et sin (%)

Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
1. Donner les solutions de :
ut=—-4
Sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions de :
Z+D*+4(z-1D*=0
Sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 20 :



Exercice 21 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.

2. Résoudre X* = —%— i‘/2—§
3. Résoudre X® + (—1+i@)x4_l_iﬁ= 0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
Ecrire sous forme algébrique et trigonométrique le nombre complexe

(1 +i—-+301 —i))2

1+

Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :

1+i)2010

A ; 1+i
1. Déterminer le module et un argument de 1—_i calculer (:

. 2010
2. Déterminer le module et un argument de 1 + iv/3, calculer (1 + iv3)

3. Calculer les puissances n-iéme des nombres complexes.
1+iV3 1+ itan(6)
SRR “1-itan(9)’
Allez a : Correction exercice 23 :

s Z2=1+]; z3 z, = 1+ cos(¢) + i sin(¢)

Exercice 24 :

.. . AN . , ..
Comment choisir I’entier naturel n pour que (v3 + i) soit réel ? Imaginaire ?
Allez a : Correction exercice 24 :

Exercice 25 :
Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 8, et soit z son conjugué. Calculer
(z + Z)(zz + EZ) (z” + Zn)
En fonction de p et 8. Et de cos(8) cos(20) ... cos(nd)
Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :
1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 + iz| = |1 — iz|
2. On considere dans C I’équation

(1 + iz)" 1+ia
1—iz) 1-ia’
Montrer, sans les calculer, que les solutions sont réelles. Trouver alors les solutions.

V3+i
V3-i

a€ER

3. Calculer les racines cubiques de
Allez a : Correction exercice 26 :

Exercice 27 :

Résoudre dans C 1’équation
4

(Zz+1) 1
z—1 -

Allez a : Correction exercice 27 :



Exercice 28 :
Résoudre dans C 1’équation

= (=)

Allez a : Correction exercice 28 :

Exercice 29 :

1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i+/3.
2. Résoudre

z+ i\?
( ) =—2+2iV3

z—1i
On explicitera les solutions sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 29 :

Exercice 30 :

On appelle j = —%+i\/7§

Résoudre dans C, I’équation X3 = 1 (donner les solutions sous forme algébrique et trigonométrique)
Montrer que j = j2

Montrer que j~1 = j2

Montrerque 1 +j + j2 =10

a ~wbdE

1
Calculer —.
1+j

6. Calculer j™ pour toutn € N.
Allez & : Correction exercice 30 :

Exercice 31 :
Résoudre dans C I’équation
1
3 - _1 :
z 2 (-1+10)

Et montrer qu’une seule de ces solutions a une puissance quatrieme réelle.
Allez a : Correction exercice 31 :

Exercice 32 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.
2. Résoudre X* = —%— i‘/2—§

3. Résoudre X® + (—1+i£)x4—l—i£= 0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 32 :

Exercice 33 :
Trouver les racines cubiques de 11 + 2i.
Allez a : Correction exercice 33 :



Exercice 34 :
Calculer
1+iV3
__ 2
V2(1 +0)
2

Algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire cos (%) sin (1”—2) tan (%) et tan (i_;[)

Allez a : Correction exercice 34 :

Exercice 35 :
Trouver les racines quatrieme de 81 et de —81.
Allez a : Correction exercice 35 :

Exercice 36 :
Soitn = 2, un entier.

a. Déterminer les complexes qui vérifient z2" = 1.
b. Déterminer les complexes qui vérifient z* = —1.
2. Calculer la somme des complexes qui vérifient z" = —1.
Allez & : Correction exercice 36 :

Exercice 37 :
1. Soient z4, z,, z5 trois nombres complexes ayant le méme cube.
Exprimer z, et z; en fonction de z;.
2. Donner, sous forme polaire (forme trigonométrique) les solutions dans C de :
z8+(7-1)z3-8-8i=0
Indication : poser Z = z3 et calculer (9 + i)2.
Allez a : Correction exercice 37 :

Exercice 38 :
Déterminer les racines quatrieme de —7 — 24i.
Allez a : Correction exercice 38 :

Exercice 39 :
Résoudre les équations suivantes :
ot 1ol 7o 0 271+ (D=0
1—iV3 1+iV3

Allez a : Correction exercice 39 :
Exercice 40 :

Résoudre dans C :

1. z°=1

2. z°=1-1i

3. z3=2-2i

4, z°=7%

Allez a : Correction exercice 40 :



Exercice 41 :

1. Calculer les racines n-ieme de —i etde 1 + i.

2. Résoudrez? —z+1—i=0.

3. Endéduire les racines de z?* — z" +1—i = 0.
Allez a : Correction exercice 41 :

Exercice 42 :
1. Montrer que, pour tout n € N* et pour tout nombre z € C,on a:
z-1DA+z+z2++z"H)=2z"-1
Et en déduire que si z # 1,0na:
z"—1
_ z—1
2. Vérifier que pour tout x € R, onae® —1 = 2ie% sin (g)

14+z42z°++2"1 =

3. Soitn € N*. Calculer pour tout x € R la somme :
Zp=14eX 42 4 ... 4 o(-Dix
Et en déduire les valeurs de
X, =1+ cos(x) + cos(2x) + --- + cos((n — 1)x)
Y, = sin(x) + sin(2x) + -+ + sin((n — 1)x)
Allez a : Correction exercice 42 :

Exercice 43 :
Soit € une racine n-iéme de 1’unité, € # 1 ; calculer
S=1+2e+3€?>+ - +ne™!
Allez a : Correction exercice 43 :

Exercice 44 :
Résoudre dans C, I’équation (z + 1)" = (z — 1)™
Allez a : Correction exercice 44 :

Exercice 45 :
Résoudre dans C, I’équation z" =z oun > 1.
Allez a : Correction exercice 45 :

Exercice 46 :
Soit B € Ctel que 7 = 1 et B # 1. Montrer que
2 3
B B B
1+p2 1+p* 1+p°

-2

Allez a : Correction exercice 46 :

Exercice 47 :
Linéariser :
A(x) = cos3(x); B(x) = sin®(x); C(x) = cos*(x); D(x) = sin*(x) ; E(x) = cos?(x) sin?(x);
F(x) = cos(x) sin3(x); G(x) = cos3(x) sin(x) ; H(x) = cos3(x) sin?(x) ;
1(x) = cos?(x) sin3(x); J(x) = cos(x) sin*(x)
Allez a : Correction exercice 47 :

Exercice 48 :
e . 1- . ,
1. Déterminer I’ensemble des complexes z tels que ﬁ soit réel.

8



, . , 1- L L
2. Déterminer ’ensemble des complexes z tels que 1_—lZZ soit imaginaire pur.
Allez a : Correction exercice 48 :

Exercice 49 :
1. Montrer que (1 +i)® = —8i
2. En déduire une solution de I’équation (E) z? = —8i.
3. Ecrire les deux solutions de (E) sous forme algébrique, et sous forme exponentielle.
4. Déduire de la premiére question une solution de 1’équation (E,) z3 = —8i.

Allez a : Correction exercice 49 :

Exercice 50 :
Soit f: C - C définie par f(z) = z(1 — z)
1. Déterminer les points fixes de f c¢’est-a-dire résoudre f(z) = z.
. 1 1 1 1
2. Montrer que si |z - El <3 alors |f(z) - El <3

Indication : z(1 — z) = (z — %) (% - z) +%

Allez a : Exercice 50 ;

Exercice 51 :
Posons E = C \ {—i}. Soit f: E — C \ {1} I’application définie pour tout z € E par :

zZ—1
f(Z)zz+i

1. Montrer que I’application est injective.
Montrer que pour tout z € E ona f(z) # 1.
3. Démontrer 1’égalité

no

f(E) =C\{1}
Que peut-on en déduire sur f.
4. Soit z € E. Montrer que
Im(z)
— 2 g4 7
L-If@I° = 4755

5. Notons U I’ensemble des complexes de module 1. Montrer que I’on a

fFR) =U\{1}

Allez a : Correction exercice 51 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :

la| = |3i@+ D@ +20A+D) | = |3i] x |2+ x |4+2i| x |1+i]
=3x22+12x2x% |2 +i] x\/12+12=6(\/22+12)2><\/§=6><5\/§
=302

arg(a) = arg(3i(2 +i)4+ 201+ i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2kn
/s /i
=5+ arg(2 + i) +arg(22 + ) + il 2km

3 3
= T-I_ arg(2 +i)+arg2 +arg(2 +i) + 2kn = T + 2arg(2 +i) + 2km



Soit 6 un argument de 2 + i, cos(8) = \/ﬁ = T et sin(9) = W \/_ donc cos(8) = cos(6,) et

sin(@) = sin(8,), on en déduit que 8 = 6, + 2km
Par suite

3n
arg(a)=T+290+2kn
15| = |(4+21)( 1+i)|_|4+2i|><|—1+i|_2><|2+i|x [CDZ+ 12 2xV5xV2

(2 - 1)3i l2—i| x|3i] = J22+(=D?x3  V5x3
3

3
arg(b) = arg(4 + 2i) + arg(—1+1i) —arg(2 — i) —arg(3i) + 2kmr = 6, + Tn —(—0y) — % + 2km

T
= + 260 + 2kn

Allez a : Exercice 1:

Correction exercice 2 :

3 + 6i B+6))(3+4i)) 9+12i+18i—24 -15+30i 3 6
AT3 4 AT T 2y (a2 25 =725 "~ 575
1+ /A+DR+D\* 2+i+2i—1\* /1+3i\* 14+6i—9 8 6

Zz:(z—t) :<22+(—1)2) :( 22+(—1)2) :( 5 ) T TR T

Autre méthode

1+i\2 (1+0? 14+2i—1 20 _2i(3+4) 6i—8 8 6
Z2=<2—i> (202 4—4i—1 3-4 3Z+(-02 25 25725
2450 2-5i 24500+ +@—-5)(1—i) 2+20+5i—5+2—2i—5—5

BET YTy 1-01+1) - 12 — 2
—_ 6_
=-5=-3

Autre méthode

24+5i 2-5i 2+45i 2+45i 2+ 5i
= =2Re< )

=T T T 1= T 1o —i
Or
2+5i (+5)(A+0) 2+2i+5—-5 -3+7 3 7
1—-i 12+(-1)%2 2 =73 ~7z2%3¢
Donc

3
Z3:2X(_E>:_3
_5+2i_(5+2i)(1+2i)_5+10i+2i—4_—1+12i_ 1+12,
AT T T 12y (22 5 -~ 5 < 5'735°

w5 9) - () %) (9

1 1 V3 3 3y 3V3 1 3vV3 9 33

Autre méthode

Ou encore



(1+0)°

SANCED)
On peut toujours s’amuser a développer (1 + i)° et (1 — i)7 mais franchement ce n’est pas une bonne
idée.
(1+10)° , (L + 1) 14 A+D1+0)\
[ 1 2( ) =1+2i—-1)|———=
Ze = (1 )7 ( +l) (1_ ) ( + ) ( + 21 ) 12+(_1)2
1+2i—1 2i(21)7 288
=2i< )z @) _ 20 _ g
2 27 27
Autre méthode
9
V2= AN 9
(1+10)° < 2 (\/7) (614) (\/E)zelTn i(9n+7n) 16im ui
Zg = 1= . — = ——— =2e \4 4/ =2e 4 =2e""
(ﬁ z- f)) () e
=2
2 2(1+iV3) 20+iv3) 1 43
77 = — = — = — = ———1—
1=V 124 (3 4 272
Autre méthode
2 1 1% 1 V3
Z7:— = :—:—3:] = ———1—
1—iv3 1,3 J ] 2
2 2
1 1 1 1.1 1 1-i 1 1

= = = = X == X—=—-——
BT 1 +203—1) 3-i+6i+2 5+5 5 14+ 5 12412 10 10
1+2i (1+20@+2) (@+20)% 1+4i—4 3+4_

1-2i 12 + (—2)? 5 5 55

Allez a : Exercice 2 ;

Correction exercice 3 :

Zl=2<COS<2;T)+lsm ) (——+l—>=—1+i\/§
o) 150) = B 3
oo 2 o ) s -2

=3cos(n—%)—3lsm(n—§)=—3cos( =) —3isin(-3)

T
=—3cos(8)+3lsm(8)

i _3in i(E_3_”) _r .
Z4=<2€4)(9 4)=Ze 4 4)=2e 2=-2i

it
2e% l(E 3—7T) i
Zg = _2_264 4/ =2e" =-2
e 4
. sim (T, 5T 7im 7 7 V3 o1
26=(2€l3)<3e6)=6el(3+6)=6e6 =6(cos(?>+isin<?))=6<—7—§i>
=—3vV3-3i

11



3 6

2e3 2 (msm 2 sin_2 ain 2< 1 \/§> 1 V3
3e 6

o iE U oy (1 3 _ .
28—293—2(cos(§)+151n(§))—2<§+17>—1+l\/§

2y = 3¢5 = 3 (coS (— g) + isin (— %)) = 3 cos (g) — 3isin (g)

A moins de connaitre cos (’;) et sm( ) on ne peut pas faire mieux.
Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :

1.z =3(1+i)donc |z| =3|1+i| =3 xVIZ+ 12 = 3V2
Si on ne met pas 3 en facteur

|zy] =/32+432=v/9+9 =18 =/32x2=3V2
C’est moins simple.

On appelle 6, un argument de z,

3 1 V2 3
cos(6,) = — et sin(@) =——==
VT332 V2 2 Y32
Donc 6; = =+ 2km, k € Zetz = 3v2e's, et 77 = 3W2e
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

Z1—3\/_(T+1T>—3\/_(£+1g>=3\/§(COS(4)+LSIH(4))_3\/_64

|z, = \/(—1)2 + (—\/§)2 = V4 = 2, soit 8, un argument de z,

Nl -
>

1 V3
cos(8,) = —3 et sin(6,) = ey
4imT 2[77.'

Donc 6, ——+2k7‘[ keZetz,=2e3 =2 3
Autre méthode (mellleure), on met le module en facteur

1 43 41t 41 4im _z2in
Zy =2 —5—17 =2(COS<3)+1$1H<3>>—283 =2e 3

2im
Etz, = 2es
Pour z; la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.
4 4 m
Z3 = —§L = —§e 2

. Yy 4 o s .
Cette forme n’est pas la forme trigonométrique car —; est négatif, ce n’est donc pas le module, mais

3im 4 _ ﬂ

i 4 . T 4 i(E
—1 =e¢'", donc z =—€melZ=—el(2+n):—ez = 2.
373 3 3 3

3im i

On aurait pu directement écrireque —i = ez =e 2.
— 4 =
Et Z3 = 5 ez
Pour z, la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.
Z,=—2=2em
Etz, =e @ =¢'™

C’est plus dur

12



; ; 30 6 8 3i0 0 0\ 3i0
zs =e'f +e?¥ =e2 (e 2 +912) =e2 XZCOS(E) = 2cos<§)e 2
Comme -t <@ <m —= < <z > par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2 Cos( ) est bien le

module.
17 = 2005 (2) e
zs =2cos|;)e z
|zg| = V12 + 12 = /2, soit 6 un argument de z
1 2 1
cos(0,) =—==— et sin(f,) = —==

V2. 2 2

Donc 6 = 7 + 2km, k € Zetzs = 2e's

~| S

Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

Zg = \F(%+L%> = \/§<§+l§) = Z(COS(%) +isin(z)) = Zei%

|z, = ,/12 +(V3)” = V& = 2, soit 8, un argument de z,
V3

1
cos(6,) = 3 et sin(6,) = -

Donc 6, =§+ 2km, k € Zetz, =2es
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

z; = 2<%+i§> = 2(cos (g) +isin(g)) = Zei?n

w|§

Etz, = 2e

|zg| = (\/§)2 + 12 = /4 = 2, soit 6 un argument de zg

3 1
cos<98>=§ et sin(6;) =

Donc O =%+ 2km, k € Zetzg =2es
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

Zg = 2<?+i%> = 2(cos (%) +isin(%)) _ 2%

Premiére méthode

1+iV3 1+03 l"‘iﬁ eig T . T
Zg = =—2 -2 2 _ " _elzels =el7
V3-i  3-i 3_.1 %
2 2 2
Deuxiéme méthode
1+iV3_(1+0W3)H(V3+D) _V3+i+3i-V3_4i . _ =
?T VB (V3)’ + 12 4 4

C’est plus dur
VA I N o 6\ it
zip=1+e¥ =e2 (e 2 +elZ> =e2 XZCOS(E) = 2cos<5)ez
Comme - <60 <, —— < <z ~ par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2 cos( ) est bien le

module.
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Etz,o = 2 cos (g) e"%

. Faisons comme d’habitude

Izll=\/12+(1+\/§)2=\/1+1+2\/§+(\/§)2=\/4+2\/§

Soit 8; un argument de z,

cos(9)—; et sin(@)—ﬂ
Y a2z NN

L’ennui c’est que 1’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
Il faut étre malin.

V2 2 in in
zlz1+i(1+\/§)=1+i+\/§i=\/§(7+i7 #VEE =7 (o5 + )
3im i i 3im T 7\ 3im

=+2e78 (e_? + e?) =+/2e78 X 2cos (§) = 2+/2cos (§) es

2+/2cos (g) > 0 donc 6, = 3?” + 2km, k € Z et |z,| = 2+/2cos (g)

Remarque :
T
2+/2cos (5) = ’4 +2V2

Le module de Z; est aussi 2v2 cos (g) = V4 + 2+/2 et un argument est — 3?".

Faisons comme d’habitude
Z; = /10+2\/§+i(1—\/§)
|2, =j< /10+2\/§> +(1-v5) =\/10+2\/§+1—2\/§+(\/§)2 =16 =4

Soit 8, un argument de z,

10 + 2v5 1—-+5
cos(6,) = T\/— et sin(6,) = 4\/—

L’ennui c’est que I’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
Calculons z3

z5 = /10+2\/§+i(1—\/§)

- ( /10 + 2\/§>5 N 5( /10 + 2\/§>4i(1 —5) + 10( /10 + 2\/§> (i(1 _\/g))z
+10 (M)Z (i1 - \/5))3 + SW (i(1- \/E))4 +(i(1- \/g))f‘

= (10 +2v5)" 10 + 25 + 5i(10 + 2v5) (1 — V5)

5

~10(10 + 2V5)(1 = v5)" 10 + 2v5 — 10i(10 + 2v5) (1 = v5)
+510 + 2V5(1 = V5)" +i(1-5)

= J10.+ 25 ((10-+ 28" - 10(10 + 238)(1 ~vB)" + 5(1 - v5)')
+i(1-5) (5(10 +2v5)” — 10(10 + 2v5)(1 - 5) + (1-+5)")

14



(10 +2v5)" — 10(10 + 2V5)(1 - V5)” + 5(1 — V5)"
= 100 + 40V5 + 20 — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+5(1-4V5+6x (V5) - 4(V5)” +(v5)")
= 120 + 40V5 — 10(10 + 2v5)(6 — 2v/5) + 5(56 — 24v/5)
= 120 + 40V'5 — 10(60 — 20V'5 + 12V5 — 20) + 280 — 120v/5 = 0
5(10 +2v5)" — 10(10 + 2V5)(1 = V5) + (1 - V5)"
= 5(100 + 40V5 + 20) — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+(1-4/5+6x (V5) —4(v5) +(¥5)")
= 600 + 200V5 — 10(40 — 8V5) + 56 — 24V5 = 2566 + 256V5
= 256(1 +V5)
z3 = 256i(1 —V5)(1 +V5) = 256i x (—4) = —21°

i
Ensuite il faut trouver les solutions de Z> = —210j = 21077

75 — _10; — 210,-% 120 =27 21 =2
= — = T Vi
! €< arg(ZS):—E+2kn® 5arg(Z)=—§+2kn
1Z] = 4
S T 2km
{arg(Z) = _E + T' k € {0,1,2,3,4}

N3 3in 7in 11in 15in .
Z0=4e 10,' Z1=4610; Zz=4€10;23=4e 10,'Z4_=4‘e 10 =_4‘l

Parmi ces cing complexes, le seul qui a une partie réelle positive et une partie imaginaire

i

s . TT
négative est 4e ‘10 d’ou z, = 4e” ‘10 donc un argument de z, est — %

Le module de z, est 4 et un argument est 110

B tan(p) — i B (tan(¢p) — i) (tan(e) — i) B tan?(¢) — 2itan(p) — 1

“tan(p) +i tan?(¢) + 12 1
cos?(¢)

= cos?(¢) (tan?(p) — 1) — 2i cos?(¢) tan(ep)
. 2 .
= cos?(¢) C‘I)I;Z((Z)) - 1) — 2i cos?(¢p) s:;((z))
= —(cos?(¢p) — sin?(¢p)) — 2isin(p)cos(p) = — cos(2¢) — isin(2¢)
= —(cos(2¢) + i sin(2¢)) = eTe~2i¢ = i(T—2¢)
Le module de z; est 1 et un argument est T — 2¢
Autre méthode

Z3

isin(<p) 1
B tan(p) — i B i(tan(g) — i) B itan(p) +1 _cos(¢) B i sin(¢) + cos(¢)
%= tan(p) +i i(tan(p) +i) itan(p)—1 i sin(p) 1 ~ isin(p) — cos(¢)
cos(¢)

= COS((p) + isin(<p) - _ eu'p — _eZi(p — eineziqo — ei(rr+2<p)
—(cos(¢p) — isin(p)) el
Un argument de z5 est —m — 2¢

B 1 B 1 B cos(@) _cos(0) @) e~
T T imn®) sin%e)) = 20s(@) + isin(@) e~ cos@e
cos(0

Si Gest tel que cos(6) > 0 alors |z,| = cos(@) et un argument de z, est —6
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Si Best tel que cos(8) < 0 alors |z,| = — cos(0) et un argument de z, est —6 + @
3. Onsaitquej? = —%— i\/gdonc%+ i‘/2—§ = —j?

14iV3 2010
i
( - ) = (—j2)2010 = (j2)2010 — ;4020 — ;3x1340 — (j3)1340 — 11340 — |

Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
1. (3+2i)(1—3i)=3—9i+2i—6i2 =3-71+6=9-7i

2.
2e'3 x 38(‘%) = 6&(%‘5?”) —6ei(72) = _g;
3.
.TT
2e'3 2 i sit 2 (E EE) 2 7im
— = =3¢ 3e 6 =—e\3 6/ =—¢ 6
3el(_?) 3

Allez a : Exercice 5 ;

Correction exercice 6 :

1.
(cos (g) + isin (g)) (1 —Zi\/§) 1+10)= el7e” 3\/—<\/_ \/_> VZelTe et

. (12 28w 21 5
= \/Eel (g_%+%) = \/Eel(B—f_s_‘l‘n-'-s_‘l‘n) = ﬁe% = \/E (COS (ZZ) + l Sln (ZZ))

(1= (cos(§) + £5n () (3= = V2 (5= 17 eos () + csn () 25~ 51

5 5 2 2
T . ,TT 15 12 10 13i
= Zﬁe_lZelge_lg = Zx/ze (_Z E_E) = 2\/_9 (_6_(;t _7T__7T) = 2\/?6 6(?

= 2V2 <cos (163(;T> —isin (163(;T>>

V2 (cos (12) + isin (12)) cos (12) + isin (1”—2) e% i(l_z) 2in in
= e

= = 12 4) = ¢ 12 = e 6
L+ VZ V2, i
-+ 51 e4
2 2
T T V3 1
—cos( )—lSin(g)=7—§l

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

1. lu|=vIZ+1Z=+Zet|v| = /(—1)2+J§2 =2

2.

V2 2 L
u=V2(—+i—)=+2e"
2 2

Donc un argument de u est ~.
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1 \/§ 2im
v < 2+12> e

2
Donc un argument de v est ?”

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

1
123 =2 |z|3 =22
=ue o T =N
arg(z)=z+2kn, k eZ 3arg(z) = —+2k7r kez

|z| = 26
=
m  2km
arg(z) =—+—, k€{0,1,2
g@) =5+ ke(012)
u admet trois racines cubiques
1 .7 1 (1 2_11) 1 9¢m 1 3im 1 (n 471) 1 17in
ZO:ZEelﬁ; ZI=ZEel 1213 = 26e'12 = 262 et 22—263 1273 = 26e 12

u \/_e4 V2 i(Z-27) V2 _sin 42 5m\ 57
- i = 4 3)=—e —(cos(— )+lsm( ))
v 2 2 2

2e 3

Et

u_ 1+ (1+1)(1—l\/_) —1+V3+i(-1-+3)
v —1+4+iV3 4 4

Par conséquent

(V2 <5n> _1+\/— j( (5n> -1+v3  —V2++6

12

4\/7;)5 5m —1— 37 (s —12\—/7\/§_—\/§4—\/€
L?Sm<_ﬁ)= 4 L (12)= Nz 4

Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

V6 —ivV2| V6+2 V8 Vax2 22

=g =g =33 ~ 7 V2
u_\/_zu/_ \/_<\/ 23\/:1’\/5)=ﬁ<ﬁx;/j§—iﬁ>=ﬁ<\/§2—i>=ﬁe_i%

Donc |u| = V2 et un argument de u est — =
lv| = ,/12+( D2 =+2
V2 2 s
v=V2(——-i—)=+v2e ™2
2 2
Donc |v| = v/2 et un argument de v est —%.

u= Ze_i%_el’( T n):ein

A 12

TT
V' 2e 'z
Donc |%| = 1 et un argument de % est —
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :

_ @+ +) 1+2i—-1
12412 2 B
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Zy; = (1 * i>3 = (elg) = e?);l

1—-1i
4 1 3 T\ 4 4im
zz=(1+i3) = 2<§+i7> =24(el3) = 16e 3
5 5
1 3 1 3 7\ 5 7\ 5
=+ (-3 = (2 (345 ) +(2(3-1F) ) =2 (5 +22(e)

sim  _sin 5m 1

=32(e3 +e 3)=32x2cos(?>=64(—§)=—32
1+iv3 (1+iV3)(V3-i) V3—i+3i+V3 2V3+2i \/§+1, z
= = = = = -l =e

ST (B 4 4 2 "2
Autre méthode
1, .43
1+iV3 2<7+17> R W
B mal (B 1\ LT
2(74‘71) ee
V6—-iV2  (V6—-iv2)(2+2) 2V6+2iV6 —2iv2+2v2  2v6 +2v2 +2i(V6 — V2)
T2 224 (=22 8 B 8
V6 +V2+i(V6—+2)
B 4

. . . 2 r
Remarque : il aurait mieux valu mettre \/7_ en facteur d’entrée.
La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur,

\/_+\/_+L(\/_ ¥2) \/_(\/_+1+ i(vV3-1))

Ze =
2 ' VZ - V2
|z6| = \/(\/—+1)+(\/——1) \/3+2\/—+1+3—2\/—+1_T\/§=Tx2\/§=1
+
Zg =\/—4\/—+i\/—4\/—=cos(0)+isin(0)
Mais on ne connait pas d’angle vérifiant cela. Il faut faire autrement
V6 — iv2] = |(V6)" + (v2)’ = VB = 22
12 —2i| =22+ (-2)2=V8=2V2
V3 1.
222 -5 s
V6 — V2 \/_< 272 e i(-5+%) = oi1s
— — = = e 6 4) = e 12

Zg = T = - .TT
2 —2i \/ v/ —iz
2,/2 _2 _ l._Z e '2
2 2
Allez & : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :

On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1
Zi=—i et Z,=1i
i

On cherche les nombres complexes tels que z2 = i = ez

__E_ V22 . Z_V2 V2
Zg=—e4 = > [ > et z, =e4 = > [ > |
1 5im
On cherche les nombres complexes tels que z% = —1 — i =+/2 (—\/2—E — z?) = 2ze’ 4+
1 5im 1 5im

Z,=—24¢ 8 et Z,=248
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C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos (%”) et de sin (%ﬂ)
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
. . . . Liga? —p%2=-1
a+ib)?=-1-iea?—-b*+2ab=-1-ie 11?
(ot i) = -1 | o =1
On rajoute 1’équation L3

l(a+ib)?| =|-1-i|l @ |a+ib]?=(-1)2+(-1)2 & (\/a2 +b2)2 =V2 o a2 +b2=42

En faisant la somme de L, et de Ls

1 V2
2a2=—1+\/§<:>a2=——+—<:>a=i\/

2 2
En faisant la différence de L5 et de L,

2 4

—1+\/E_+j—2+2\/§+\/—2+2\/§
ST - 2

1 2 1++2 24+ 2V2 24+ 2v2
2b2:1+\/§@b2:§+§@b:i\/ 2\/_=i\/ 4\/_i 2\/_

D’aprés L, a et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z? = —1 — i sont

Z=J—2+2\/§_i\/2+2\/§ _J—2+2ﬁ+iJ2+2ﬁ

t Z, =
L 2 2 et L2 2 2
On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1 + iv/3 = 2 G + L?) = 2e's
u V3 1)\ V6 2 R V3 1. V6 V2
le\/zel6=\/§<7+§l>=7+l7 et Zzz—ﬁel6=\/§<7+zl>=—7—l7
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 + 4i
Li (a2 — p2 =
Onpose Z=a+ib,Z>? ©3+4i=(a+ib)?> © 3+ 4i =a? — b? + 2iab & 1{“ b*=3
L\ 2ab =4
On rajoute 1’équation |Z?| & |3+ 4i| = a? +b?> @ a’? +b?> =V32 +42 @ a? + b> =25 =5 L,

a’? —b%?=3
a’ +b%? =5
a? = 4, d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’apres I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsh=1etZ; =2+ietsia=—-2alorsbh=—-1etZ,=-2-1i

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode

On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations L, et Ls, on trouve 2a® = 8 &

( 2\’ 2 4 4 2 4 2
2_p2-3 a—(—) =3 a——=3 a*—4=3a a*—3a—4=0
{a - <:>{ a o a PN 2 PEN 2
L b=g "= a a
A>—34—-4=0
S 2
b=-—
a

Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA, = 4, donc a? = 4,
Sia=-2alorsb =§= —letalorsZ, = —-2—i,sia=2alorsh =§= letalorsZ; =2 +1.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i
On pose Z =a+1ib,
. , . . L 2 _p2=_7
2 _7 _ — 2 _7 _ — A2 _ K2 1Ja
Z° e —7-24i=(a+ib)* o -7-24i=aqa b+21ab®Lz{2ab=—24
On rajoute 1’équation
12| & |3+ 4i| = a® + b? © a® + b% = /(=7)% + (-24)%2 & a® + b? = V49 + 576 = V625
= 25 L3
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a’? —b?=-7
a’ + b? =25’
18 ©® a%? =9, d’ou ’on tire b? = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b
sont +4, d’aprés 1’équation 2ab = —24 < ab = 2, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de
signe oppose.
Sia=3alorsb=—-4etZ; =3 —4ietsia=—-3alorsb=4etZ, =—-3+4i
Deuxiéme méthode
—7 —24i =9 — 24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.
Troisieme méthode
On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations L, et Ls, on trouve 2a? =

—12\? 144
2 _p2_ g (aZ_(—) =-7 > ——=-7 (a*—144 = —7a*
{a =l a PN a PN 12
2ab = —24 12 b__g b=——
T a T a
a*+7a*>—-144=0 A2+7A—-144=0
S 12 S 12
b =—— h=——
a a
Les solutions de A% + 74 — 144 = 0sont A, = —16 < 0 et A, = 9, donc a? = 9,
Sia=3alorsb=—1;2=—4etalorszz=3—4i,sia=3alorsb=—1;2=—4etalorszl=—3+

4i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment
mais on va prendre la méthode la plus simple
Z?=3—-4i=4—-4i—1=(2—-1i)?
Il'y a deux solutions
Zy=2—i e Z,=-2+4i
On cherche les complexes Z tels que Z2? = zy = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple
24—10i =25-10i — 1 = (5 —i)?
Donc il y a deux solutions
Zy=5—i e Z,=-5+4i
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. On cherche les complexes Z tels que

, 1+i V2 2
Z° = =—+i—
22 2
Onpose Z =a + ib,
(
VI VI_VI 2 VI 2 Lljaz—b“g
2 _ ye _ 2 Y2 N2 2 2
Z 2+ - 2+12 (a+b)=>2+12 a? b+21ab<:>L2I s
kZab=7

On rajoute I’équation

2

2
VI A2 VZ\' (V2 11
2% & —+l——a +hreat+b?= ||=| +|=5) @ad®+b*= [z+-5=11L;
2 2 2 2
\ a? —b? = 2 : L
Avec le systeme 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve
a’?+bh?>=1

V2 2++/2
2a2=1+7=>a2= 2
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En faisant la différence de L5 et de L,

2 2—42
2b2:1—§@b2: 4\/_

e

Les valeurs possibles de a sont + et les valeurs possibles de b sont + , d’aprés 1’équation

2ab = ‘/2—5 & ab = % on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

V2+2 V2—2 V24+V2Z . N2—2

PRE=
2

SiazTalorsszetzlz Tt
Etsia=—“2;”/§alorsb=—“2;ﬁetzz=— 2;”/5—1' z;ﬁ
D’autre part
V2 N2 om
Z’2=—+i—=¢"12
5 +1 5 e
Admet deux solutions Z5 = e % = cos( ) + isin (g) etz, = —e's = —cos (g) — ism( )

Comme cos( ) > (0 et que sm( ) > 0,

7 A |-
s s 242 2—12 cos{g) =
cos (—) + isin (—) = +i = 4 8 2
8 2 2 | my V2-+2
ksm(g)— 2
2. On cherche les complexes Z tels que
3+ 3 1
Zzz\/— l=£+—i
2 2
On pose Z = a + ib,
1A LB “b2=3
Z —7+21<=>7+§l (a +ib) <=>7+§l a’?—b +21ab<:) i .
a

On rajoute 1’équation

\/§+1.
2 T2t

12| &

V3. 1\ 3 1
— 2 2 2 2 _ Z 2 2 — D4
=a’+b2eoa’+b <2>+(2> o a?+b 2+32 1 Ly

2 _ h2 — \/_§
Avec le systeme {a b* = 2, en faisant la somme des deux équations L, et L, on trouve
a’+b*=1
V3 2443
2 2 — s a 2
a + > 1
En faisant la différence de L; et de L,
V3 2-+3
2b2=1-—o b=
2 4
Les valeurs possibles de a sont + 'ZZ‘F et les valeurs possibles de b sont + —2\/5 d’aprés 1’équation
2ab = ﬁ & ab = E, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia= “2+W alors p = Y22¥2 ‘F etZ, = VZ;ﬁH 2;@
Etsia=—- 2‘/_alorsb =3 Zj‘/_etZ2 =— 2;’\@—1‘ 2;@
D’autre part
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Admet deux solutions Z; = e‘1z = cos (%) +isi

Comme cos (%) > 0 et que sin (%) > 0,

(

|
COS(%)—}-isin(%):\/2;\/5_}_1-\/2;\5@4 ;2 23\/5

Lsin(ﬁ): 5

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. z24+z+1=0

Allez a : Exercice 12 :
2. z2—(i+14)z+2(5i+12)=0
A= (—(5i+ 14))2 — 4 x 2(5i + 12) = (=25 + 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100i = 25(3 + 4i)
= 52(3 + 4i)
On cherche a, b € R tels que
Ly a’—b*=3
(a+ib)?=5-4i oL, 2ab = 4
L3(a? +b?> =32 +42=5
Enfaisant L; + Lyontrouve que 2a2 =8 o a? =4 o a =42
En faisant L; — L, ontrouve que 2b* =2 © b* =1 b = +1
D’aprés L, a et b sont de méme signedonca +ib=2+ioua+ib=-2—1
Autre méthode 3+ 4i =4 +4i — 1= (2 + i)?
et alors
A =52%(2+1i)? = (10 + 5i)?
Les solutions de I’équation sont

_5i+14—(10+5i)_4

—=2
“ 2 2
5i+ 14+ (10+5i) 24+ 10i ]
Zy = = =12+ 5i
2 2
Allez a : Exercice 12 ;
3. z2—-\3z—-i=0
A=3+4i=(2+i)?
_«/§+2+i_x/§+1+1,_1 , 1+,«/§ i
Z1 = 2 = > 21— l > l2 = l]
Zy = ) = > 21— l > l2 = L]

Allez a : Exercice 12 :
4, z? - (1+2)z+i—-1=0
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A=1+4+20)-4(—-1)=1+4i—4—-4i+4=1

1+2i—1
21=T=l

1+2i+1 _

z;=————=1+I

Allez a : Exercice 12 ;
5. z2—(3+4+4i)z—1+5i=0
Le discriminant vaut
A= (—(3+4i))2—4(—1+5i) =9+24i—16+4—20i = =3 — 4i = (1 — 2i)?
Il 'y a deux solutions
_3+4i—(1—2i)

Zl 2 :2+31
3+ 4i+1—2i _
Zz= 2 =2+l

Allez a : Exercice 12 :
6. 422 —-2z+1=0
Soit on résout « normalement », soit on ruse, rusons
472 - 2z4+1=02°+Z+1=0
Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))
Zy=j et Z,=j?
Par conséquent

1 L,
Z=—5j et z=-3]

Allez a : Exercice 12 :
7. z*+10z2+169 =0
On pose Z = z%, Z? + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%2-4x169 =102 —- (2% 13)?2 = (10 —26)(10 + 26) = —16 X 36 = —4? X 62 = (24i)?

—10 + 24i _
1= —=-5+12

—10 — 24i _
Z=————=-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2 =7, (a+ib)? = -5+ 12i © a® — b?> + 2iab = =5 + 12i
L, a’? —b?=-5
oL, 2ab =12
L3 (a? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L, on trouve que 2a? =8 ©® a? =4 © a = +2,
En faisant la différence de L et de L,, on trouve que 2b? = 18 © b? =9 & b = £3,
D’apreés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions
z1=24+3i et z,=-2-3i
On peut résoudre de la méme fagon Z, = z? ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients reels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par
consequent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de
degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
Allez a : Exercice 12 :
8. z*+2z2+4=0
On peut faire comme dans le 7°), mais rusons :
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244277 44 = 0<=>Z4—4+£+1—o=><222>2+<222)+1—0:»[(%)—]“(%)—]'2]=0
| G -0 () ) ) () -

o (z2-V2%)(z + fﬂ)(z ~V2j)(z+v2j) =0
Les solutions sont
V2%, —V2j* V2j, —V2j}
Allez a : Exercice 12 :
9. x*—30x2+289=0
On pose X = x?2
X?—-30X+289=0
A=30%—-4x%x289=900— 1156 = —256 = —16% = (16i)?
30 — 16i _
Xy=———=15-8
X, =15 + 8i
Oncherche x tel que x> = 15— 8i =16 —8i — 1 = (4 — i)?
Il'y adonc deux solutions x; =4 —ietx, = —(4—i) =—4+1i.
De méme on cherche x tel que x> =15+ 8i =16 + 8i — 1 = (4 +i)?
Il'y adonc deux solutions x; = 4 +ietx, = —(4+i) = —4—1i.
Les solutions sont
f4—i,—4+i,4+1i,—-4—1i}
Allez a : Exercice 12 :
10. x* + 4x3 + 6x?> +4x—15=0
Il faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 donc
x*+4x3+6x2+4x—-15=0(x+1D*-1-15=0 (x+ 1)* =16

{ |(x + 1)* = 16 { |x +1]* = 2*
arg((x + 1)*) = arg(16) + 2kn, k€ Z 4arg(x+1) =0+ 2km, k€ Z
[x+1] =2 er
. 2k Sx. +1=2ez,
arg(x +1) = 7=, k€{01,23) Tk ¢

ke{0123) @ x = —1+2e7, ke{0123)
Xo=—1+2=1; x; = —1+2e'7 = —1 + 2i;
X, =—1+2e"=-1-2=-3; x3=—1+2e3¥=—1—2i
Sont les solutions.
Allez a : Exercice 12 ;
11.234+3z-2i=0
On voit que i est une solution évidente (car i + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.
z23+3z-2i=(z-0(az?+bz+c)e z3+3z—-2i=az®+ (—ia+b)z?> + (—=ib+c)z—ic
a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=i
—ib+c=3")c=3+ib=2
—ic = —2i c=2
z3+3z-2i=(z—-0)E*+iz+2)
Le discriminantde z2 + iz + 2 est A = i? — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il'y a deux solutions
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—=31_ o, T3
> = i et z= > =

—21.

7 =

Il'y a donc deux solutions, z; = i et z,
Allez a : Exercice 12 :
12.

A=1+a)?*(1+)?*-41+a®)i=1Q+2a+a®>)(A+2i—1)—4i — 4ia?
= 2i + 4ia + 2ia® — 4i — 4ia® = =2i + 4ia — 2ia? = -2i(1 — 2a + a?)
=(1-0*0-a?=(1-D1-)

_(1+a)(1+i)—(1—i)(1—a)_1+i+a+ia—(1—a—i+ia)_

Zq > > a+i
A+a)@+D)+(@-i)1—-a) 1+i+a+ia+l—a—i+ia ]
Zy = > = > =1+ia

Allez a : Exercice 12 :
13.A=(1-5)?—-4i(6i—2)=1—-25—-10i + 24 + 8i = —2i

Il faut trouver & tel que A = 62

Premiére méthode :

—2i =1—2i—1=(1-1)? c’est une identité remarquable. Donc §; =1 —ioud, = -1+
Deuxiéme methode

. . . . . aZ —_ b2 = O
Onpose § = a + ib, A = §? @—21=(a+Lb)2@—21=a2—b2+21ab@{ 20 )
ab = —

On rajoute I’équation |A| = |62 © |—-2i| = a® + b? & 2 = a® + b?
a’?—-b?>=0

Avec le systéeme { ,
y a’?+b?=2

en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 © a? = 1,

d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = —2 & ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe oppose.
Sia=1alorsb=—-1letd=1—ietsia=—-1alorsb=1etd§=—1+i. Ce sont bien les mémes

solutions qu’avec la premiere méthode.
Troisieme méthode

3im

. i . . 3in 3 .. 3
A = —2i =2ez, donc les racines deuxiémes de A sont § =+/2ez = ﬁ(cos (T) + isin (T))

. 3im
\/7( ﬁ+lﬁ)=—1+iet6=—\/767=1—i-

2 2

Pour résoudre iz2 + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxiéme, on prend, par

exemple s =1 —i.
Les deux solutions sont :
- -5)-(1-0) —2+6i -1+3i (=1+3)(=i)
a= 2 S
- -5)+ (-0 4

—— =7
72 2i 2i

3+

Allez a : Exercice 12 :
14.

A= (=B +1)) =41+ )(=6+4i) = 3+ )% — 4(=6 + 4i — 6i — 4)
=9—1+6i—4(—10—2i) =8 + 6i + 40 + 8i = 48 + 14i

On pose § =a+ib, A=06% <48+ 14i = (a + ib)? © 48 + 14i = a®? — b? + 2iab &

{az — b? =48
2ab = 14
On rajoute 1I’équation

|A| = 62| © |48 + 14i| = a? + b%2 & 2|24 + 7i| = a®? + b? © a? + b?% = 24/242 + 72 & a? + b?

= 2V576 + 49 & a? + b2 = 2V625 =2 x 25 =50
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a’? —b? =48

a’ + b%? =50’
49, d’ou l’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’aprés 1’équation 2ab = 14 < ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme
signe.
Sia=7alorsb=1etd =7+ietsia=—7alorsb=—-1etd =-7—1i

Deuxiéme méthode
A=48+14i=49+4+2x7i—1=(7+i)>doncéd=7+ioud =-7—1.

Troisieme méthode

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 98 & a? =

\ a2
On reprend le systeme { oab = 14
abp =

2
2 _ (7} = —— =48 4 _ 49 = 4842
—pr=4g_ @ (a)7 8 _ a* - @{a 49 = 48a
b -
a

a*—48a* —49 =0 A?—48A—-49 =0 L
P & p=? , le discriminant de A*> — 484 — 49 = 0 est A’ = 48% +
a a
28750 = tetd, =22%=149 4, <0 donc il

n’y a pas de solution de a®> = —1, par contre a®> = 49 admet deux solutionsa = -7 eta = 7.

4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont A; =

Sia=—-7alorsb = % =—letsia=7alorsb = 2 = 1, on retrouve les mémes solutions.
Les solutionsde (1 +i)z? — (3+i)z— 6+ 4i = 0 sont :

GB+i)—(7+D) 4 2 2(1—1) ]
z; = . = - — = ——— == =—1+i
2(1+41) 2(1+1) 1+ 12 + 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 y
25700+ 20+0) 1+i . 12412 12412 2 !
Allez a : Exercice 12 :
15.

A=(=(9+30))" — 41 + 20)(=5i + 10) = (33 + 1)?) — 4(=5i + 10 + 10 + 20)
=9(9 -1+ 6i) —4(—25) =9(8+ 6i) —4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i
= -8 —6i
Onpose § = a + ib,
2 2 _
A=082 —8—6i=(a+ib)? & —8—6i=a’—b+2iab = {* ~ =8
2ab = —6
On rajoute D’équation |A| = [6?]| © |-8 — 6i| = a® + b? © a? + b% =/(-8)2 + (—6)2 © a? +
b%? =64+ 36 © a? + b? =100 = 10
a’? —b? =-8
a’?+b? =10
1, d’ou I’on tire b? = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d’aprés 1’équation 2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
Opposeé.
Sia=1alorshb=—-3etd=1—-3ietsia=—1alorsb=3etd =—-1+3i
Deuxieme méthode

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 & a? =

On reprend le systeme
2 -3\° 2 _ 2 — _ 4 2
2 _p2 _ _ a’?—(—) =-8 a =—8 a*—9=-8a
2ab = —6 sz p== =
a*+8a2 -9 = A2+84-9=0 o
_-3 & p =3 , le discriminant de A2+ 84 -9 =0estA'=82+4x9=
a a
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-8-10 —-8+10

solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutionsa = —1eta = 1.
. -3 . -3 A .
Sia=—-1alorsbh = —= 3etsia=1alorsbh = —= —1, on retrouve les mémes solutions.

100 = 102 donc ses solutions sont 4, = =1, A, <0 donc il n’y a pas de

Troisieme méthode
A=-8—-6i=1—-6i—9=(1-3i)>doncs=1—3ietd =—1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z? — (9 + 3i)z—5i + 10 = 0 sont :

(943D -(1-3))  8+6i 4+3i (4+3)(1-2)) 4-8i+3i+6

A1 2(1 + 20) 200+ 20) 1+2i 12 + 22 10 !
Z_(9+3i)+(1—3i)_ 10 5 _5(1—2i)_1_2i
2 2(1 + 20) 2(1+2i) 142 12422

Allez a : Exercice 12 :
16. A = (—(6i + 2)?) —4(1 + 3i)(11i — 23) = (6i + 2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i +
4 — 4(—56 — 58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, ¢’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

2 _ K2
Onpose6=a+ib,A:62®3+4i=(a+ib)2<:>3+4i=a2—b2+2iab<:>{a2 bb 23

ab =
On rajoute I’équation |A| = |6%| @ |3+ 4i| =a? +b?> @ a? +Db? =V32+42 o a? +b?>=V25=5

a’? —b?=3
a’+b?>=5
d’ou I’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont 42 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = 4 & ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia=2alorsb=1etd6 =2+ietsia=—-2alorsb=—-1etd=-2—1i
Donc (2 + i) = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + )% = (82 + )" = (16 + 8i)?
Deuxiéme méthode
3+4i=4+4i—1=(2+i)? eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode
On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 & a? = 4,

(2 2\’ . 4 4 2 4 2
2_p2-3 a—(—) =3 a-——=3 a*—4=3a a*—3a-—4=0
{a - (:){ a PN a PN 2 PEN 2
| b=2 b== a a
a a
A>—3A—-—4=0
S 2
b=-—
a

Les solutionsde A> —34—4=0sontA; = —1 < 0etAd, = 4, donc a? = 4,
Sia=—2alorsb=§=—1etalors§=—2—i,sia=2a|orsb=3— letalorsd =2+ 1.

2=
Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
_6i+2—-(16+48) —14-2i —7-i (-7-0)Q1-30) -7+2li—i—3

_ _ _ _ = —1+42i
“1 2(1 + 30) 200 +30)  1+3i 12 + 32 10 +al

_6i+2+(16+80) 18414 _9+7i (9+7D(1-3) _9-27i+7i+21 _, .
2570 +3) 2(0+30) 1430 12432 10 - ‘

Allez a : Exercice 12 :
Correction exercice 13 :
On pose X = Z2,
Z4+(3—6i)ZZ—8—6i=O(:)X2+(3—6i)X—8—6i=0
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Le discriminant est
A=((B3-6i)2—-4(-8—-6i)=9—36i—36+32+24i=5—12i
Lesracines carrésde 5 — 12i :
N2 : 2 _ 12 o : a?—b*=5__Li(a®>-p?>=5
(a+ib)°=5—-12i < a*—>b +21ab—5—121<:>{ 2ah = 12 (:)Lz{ N
On rajoute 1’égalité des modules
a? + b2 =52 + 122 = V25 + 144 = V169 = 13 L,
En additionnant L, et Lz, on trouve 2a? = 18 donc a? = 9, c¢’est-a-dire a = +3.
En soustrayant L, a L, on trouve 2b? = 8 donc b? = 4, c’est-a-dire b = +2.
D’aprés L, a et b ont le méme signe donc les deux racines carrés de 5 — 12i sont : 3 + 2i et —3 — 2i.
Les solutions de X? + (3 — 6i)X —8 — 6i = 0 sont :
_—B-6)—(3+20)

X, = - = —3+4i
Et
~(3-60) + (3+20)
) = > = 2i

OrX;,=-3+4+4i=4+4i—1=(2+1i)?donc Z? = —3 + 4i a deux solutions :

Z,=2+i
Et

Z,=—2—i
De plus X, = 2i = (1 + i)? donc Z2 = 2i a deux solutions :

Zy=1+i
Et

Z,=—-1-1i

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
1. Onpose X =a €R
1-Da®-G+Da’?+A+6)a—4i=0a®>—-5a’+4a+i(-a®—a?+6a—-4)=0
(:{ a®—-5a’°+4a=0
—a®—-a’+6a—4=0
a—-5a°+4a=0a(a>—-5a>+4) =0
Donc cette équation admet 0, 1 et 4 comme racine. Seul 1 est solution de —a® — a? + 6a — 4 = 0 donc
il existe une unique solution réelle a = 1.
2. On factorise (1 —i)X3 — (5 +i)X? + (4 + 6i)X — 4i par X — 1. ll existe alors a, 3 et y telle que :
A-DX3-G+DX?+@+6D)X—-4i=X—-1)(aX?+pX+7V)
OrX—D(@X?+pX+y)=aX3+(B-a)X*+(y-B)X—y
a=1-—1i a=1-1
f—a=—(5+1) f=—-G+D+1-i=—-4-2i

On en déduit que : y—B=d+6i & Y= 4+ 6i—4—2i = 4i

—y = —4i y =4
D’ou
A-DX}—G+DX?+@+6DX—4i=0 X -D((1-DX>—(4+2DX +4i) =0
@{ X=1
1-DX2—(4+20DX+4i=0

Le discriminant de 1’équation du second degreé est :
A=@4+20)%2—-4(1—i)x4i=16+16i—4—16i — 16 = —4 = (2i)?
Les deux racines sont alors
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4+2i-2i 2 2(1+1) _
T B B DA PRE T
_A+20+20 2420 2(0+0)7
X2 = 20—  1—i 12412
L’ensemble des solutions est S = {1,1 + i, 2i}.
Allez a : Exercice 14 :

i

Correction exercice 15 :
A=(-i)?+4(1+i)=4+4i—1=(2+1)?
Les solutionsde Z2 —iZ — 1 — i = 0 sont

_i+2+i_1+_
1= > = l
i—2+1i
2 = —( ) = —1
2
Les solutions de z® — iz3 — 1 — i = 0 Vérifient
1
m |3 =2 1z|? = 22
22=1+i=V2e7 & T & T
arg(z):z+2kn, keZ 3arg(z)=z+2kn, keZ
1
|z| = 26 1,m 13im 1 17in
= T 2km Sz E {266112; 26e 4 ; 26e 12 }
=—+—, k€{0,1,2
arg(z) = 15+ - ke{012)
Ou
z3——1=>{ 12°| =1 @{ |z =1
arg(z3) =m+ 2kn, k€eZ 3arg(z) =+ 2kn, k€Z
lz| =1
S m  2km
{arg(z) =3 + = k € {0,1,2}
Il 'y a donc trois solutions
in sim sit _in
zy=e3; z;=e3 =e"=-1; z,=e3 =¢e 3
Finalement il y a six solutions
1 .71 1 3im 1 17im  im i
{delﬁ ; 26674 ; 26e 12 ;e3; —1; e_?}

Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
1. Soit a € R une solution de (E)
a*-3a3+R2-Da’?-3+i=0a*—-3a®+2a?+3a-3+i(-a*+1)=0
@{a4—3a3+2a2+3a—3:0
—a’+1=0
a, = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a, = 1 est solution de a* — 3a® + 2a® + 3a —
3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X? — 1 en facteur.
2. llexiste a, b, c € C tels que
X*=3X3+2-)X?+3X—-3+i=X?—-1)(aX?+bX +¢)
On développe
X?2-1D(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?>—-bX —c
Par conséquent
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( a=1
a=1
c—a—Z—L(:){bz—?)
| —-p=3 c=3—1i
k c=-3+41i
X*=-3X34+Q2-DX?+3X-3+i=X?-1DX?*-3X+3-0)=0
Il reste a trouver les solutionsde X2 —3X +3—i=0
A=9—-4B-)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines carrées du discriminant sont 6 = +(1 — 2i)
Il'y a deux solutions

3—(1+2i
3+1+2i _
2 = 2 :2+l

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-111-i2+i}
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
3 \/_ \/_ 3 3im
1. X3=2 (—\/—_+L—)_Zze4
Donc

3
2 ﬁ) 3 3in |X3| = 22

—2\/_<——+L— =224 & 37T
V2 2 arg(X3)=T+2k7T, kezZ

3 1
1X|° = 22 |X| =22
= = =p.¢"

3n n  2km
3arg(X) :T-I_an' keZ arg(X) =Z+T, k € {0,1,2}

.(n 2kn)

=23t 3

X0=\/§eifn=\/—<\/2_+l§>=1+i

11i
= VZelGD = Ve 1T

19in

= V2GS = VZeTr

k €k €{0,1,2}

3im 1X3| = 23 |X|3 = 23
X3=-8i=2%2 & 3m & 3
arg(X?) =7+2kn, kezZ 3arg(X)=7+2krr, keZ

x| =2

= n  2km o X, =2e\2" 3, k € k€ {012}
arg(X) = E + T, k € {0,1,2}

i_TL'
X0=262 :21

7 1
X, = 2'573) = 26 én_z<—£——'>=—x/§—i

SN
w
—_ DN

T[4—TL’ 11im
X, =2e'@"3) = 2¢76 =2<7——'>=\/§—i

N

3. Onpose X = Z3
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1 1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=O<:>§X2+(1+3i)X+8+8i=0
Le discriminant de cette équation est :
1
A= (1+3i)2—4><§(8+8i) =1+6i—9—16—16i =—24—10i
Les racines carrés de —24 — 10i :
. . . . 2_p2=— L 2_p2=_24
+ib)? = —24 —10i © a? — b? + 2iab = —24 — 10i & {@ ~ b7 =24 1 fa
(@+ib) tea @ i | 2ab = —10 Lz{ ab = —5
On rajoute 1’égalité des modules
a® + b? = /242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et L3, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire a = +1.
En soustrayant L, a Ls, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, c¢’est-a-dire b = +5.
D’apres L,, a et b sont de signes difféerents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont: 1 — 5i et
—1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :
—(1+3i))—(1-50)
1= 1

2><§

—2—12i

Et
—(1+3i)+ (1-50)
2: 1 =
ZXE

—2i

Les six racines de
1
EZG+(1+3L')Z3+8+81'=0

Sont les six complexes trouvés en 1°) et 2°).

Allez a : Exercice 17 ;

Correction exercice 18 :

3 _
a +1—0®
a+1=0

1. Posonsz=ae]R,(E)<:>a3+1—i(a+1)=0<:>{ a=-1

2. Onpeutdiviserz3 —iz+1—i=0parz+1
z3—iz+1—i z+1
AR z2—z+1—i
—z%2—iz+1—i
—z?2—z
A-iz+1—1i
A-iz+1—i
0

z?—z+1—iapourdiscriminantA=1—4(1—i)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines de ce polynéme sont :

7, = 1—-(1+2i) — et 7, = 1+(1+2i) — 14
2 2

Les solutions de (E) sont —1, 1 + i et —i.

Allez a : Exercice 18 :
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Correction exercice 19 :
1.

2=<\/2+\/§+i\/2—\/§>2=2+\/§—(2—\/§)+2i\/2+\/§\/2—\/§

:2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i

22 = (2V3) +22 =Vax3+4=VI6 =4

Si on pose 8 = arg(z?), cos(8) = i \/_ etsin(@) === 3 L donc 9 = g+ 2km

Autre méthode :
2 = 23 4 2i =4(§+1i) = 2¢%. donc @ = = + 2kn
2 2 ! 6 )

On déduit de la premiére question que |z?| = 4 donc |z|?> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

. 1(m T in n .
possible de z sont 5(g+2kn) =E+k"’ k € {0,1}, donc z = 2e1z ou z = —2e1z. Mais z =

\/2 ++/3+ i\/Z — /3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2e1z.
3. D’aprés la question précédente

Ze%=\/2+\/§+i\/2—\/§=>2<cos(1ﬂ2)+lsm(12)>=\/2+\/§+i\/2—\/§

( T V3
LA AR e {'COS(EF£

< CoS (17TZ) + isin (12 > >

Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
1.
u4=_4@{ u®| = |4 @{ lul* = 4
arg(u*) = arg(—4) + 2kn, k€ Z 4arg(u) =+ 2kn, k €Z
1 1 1
lu| =42 = (22)2 =22 =2
(=4

m km
arg(u) = z + X k € {0,1,2,3}
Il'y a quatre solutions
in \/E i\/i
u0=\/§6’7=\/§<7+7>=1+i
3im \/7 i\/z
W =vZer =VZ[- 2y o 1y
2 2
sin 2 V2
u2=\/§eT=\/§<—£—£>=—1—i=u_1
2 2
7im 2 iV2
us = vz =va( 22 i
2 2
2.
z+1\*
(Z+1)4+4(z—1)4=0(=>(z+1)4=—4(Z—1)4(:>(Z_1> — 4
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+1 . . , . .
On pose u = 271’ il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.

z+1
u= _1(:>u(z—1)=z+1@zu—u=z+1(:>zu—z=u+1@z(u—l)=u+1(:>z
_u+l
Tu-—1
_uotl _14i41 240
-1 1+i-1 ¢ A
w+1 -1+i+1 0 i(=2-) 1 2.
AT -1 —A+i-1 —-2+i (-2)2+12 5 5
_mtl Tm+l_ 12
T -1 m-1 AT575!
_u3+1_u_0+1___1+2,
Z3—u3_1—u_0_1—zo— [
Allez a : Exercice 20 :
Correction exercice 21 :
1. Les racines quatriéme de 1’unité sont {1, i, —1, —i}.
4im
2. —1—i£=eronc
2 2
4 R 4
1 V3 4im |X|=|6’3 IX|*=1
X4=—§—i7(:)X4=eT<:> A S, X_4n kr kel
arg(X4)=?+2k7T, k€Z arg( )_?-I_ m, k€
|X|:1 (T kT
& n  km «:Xk=el(§+7),ke{o,1,2,3}
arg(X) = 3 + R k € {0,1,2,3}

Iy a quatre solutions :

T 1 V3
X, = 3 =2 | —
0=¢€ 2+l >
T, T 5im \/§ 1
X, = i(3+7) o6 = _ X2 42
1=e e > +l2
4im 1 \/§
X, =3 2 g5 = = ;X2
2=¢€ ¢ 2772
(T 3T 11in in \/§ 1
X. = i(3+7) = ¢6 = =——i=
3=¢€ e e > 12
Autre solution
_l_igzjz_Doan‘l':—l—i\/—EZjZ@X4—j2=O.Or
2 2 2 2

Xt=—j2=X* - DX+ =X = jHX* =i =X - jHX + )X - )X + ij2)
D’ou les solutions :
_2_ 1 i3 1 W3 ./ 1 W3\ _+V3 i W3
X=Jj"= 2 z’X_2+2’X_l( )_
3. OnposeY = X*, I’équation est alors du second degré.
1 3 1 3
2 - f — —_—— ] — =
Y+<2+12>Y212 0
Le discriminant est

(1 _\/§>2 <1 \/§> 1 3 3 3 3iV3 (1 \/§>
A=|—z+i—| —4(—z—-i—|= =
3

5 2 —Z—Z—l7+2+21\/§=§+ >

p— 11—

2+2
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Donc les solutions de §% = A sont

in 3 1 3 3 in 3 3
62\/§€€=\/§<§+i§>25+i§ et 62—@6?2—(§+i§)

L’équation du second degreé a alors deux solutions :

1 3 3 .3
(28 (d)
2

Y. = —__—_ ;17
1 2 2 !
Et
1 .v3\ 3 V3
—<—§+17>+7+17
Y, = =1
2 2

L’équation du huitieme degré a pour solution :

11+_\/§, \/§+_1 1 V3 V3 1
R R R L A B T B
Autre solution

1 3 1 3 Y\? Y
Y24 |[-4i—|Y—=—i— =0 Y2 +jY '2=0<=>(—) —+1=0
+< 2+12> 5Tl +JjY +) F +j+

Lessolutionsde T> + T+ 1=0sont T, = jetT, = j?
Donc%=j=>Y1=j2et%=j2@y2=j3=1

Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :

<1+i—\/§(1—i)>2:<1—\/§+i(1+\/§)>2:(1_\/§+i(1+\/§))2

141 141 (1+10)2
C(1-V3) - (1+v3) +2i(1 - V3)(1 +3)
B 1-1+2i
1-2v3+3-(14+2V3+3)+2i(1-3) —4V3—-4i  4(3+i)
B 2i 20 2

=2i(V3+i)=-2+2iV3

2
1+i—+v3(1—i 1 3 2im
e TN Y EEWIPALA PP

1+i 2" "2

Autre méthode

(1+i—\/§(1—i))2:(1_\/§1—i)2 < \/—(1—1)2>2_<1_\/§1—2i—1>2

1+ 1+ 12 + 12 2
2
2 1 V3 1 V3
=(+i3) =2(5+i5 )| =2 =4j*=4j=4(—s+i>
22 22
=-2+2iV3

Allez a : Exercice 22 :
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Correction exercice 23 :
1.
1+i  (A+D* 1+4+2i—1  2i
1—i 124+ (=12 2 2
Donc le module de % est 1 et un argument est g
2010 =4 x5024+2
4X502+2 502

G =G50 =D () R e

=12 x (-1 =-1

2.
2010
2010 1 V3
(1+ iV3) (2 + l7> _ (2(_]-2))2010 22010 5 4020 _ 201031340
= 22010(;3)1340 — 2010 5 {1340 _ 2010
3.
1, .43
2 <— +i—5 2
1+iv3 2 2 ) '3 . 1,
AL V2 o 35D = e
i i
\/E Q + lﬂ e's
2 2
1 .m\" n .nm
zt = <2§elﬁ> = 22e'12
z3=1+) =
Z;’L — (_jZ)n — (_1)11]-271
Sin=0 [6],n=06k k€Z z5" =12k = (-1)°(H* =1*%* =1

ki2 _ 1, .3

Sin=1[6],n==6k+1, k €Z z5**" = (=1)j12k*2 = (1) (*)*j2 = —1**j? = —j2 =~ 4 i

Sin=3 [6],n=06k+3, k €Z, z$**3 = (—1)3j12k+6 = (—1)3(j3)*j® = —1%kj6 = —1

[6]

[6]

Sin=2[6],n=06k+2 k€LZ 257 = (1) = (-1)?()*j? = 1%t = j = -~ +1i
[6]

Sin=4[6],n=6k+4 k€T, 255 = (—1)4j12k+8 = (j3)4kj8 = 14kj2 — j2 = _%_ RE]

Sin=5[6],n=6k+5, k €Z, 26k*S = (—1)5j12k+10 = _(j3)4kj10 — _14k; ——jzé—iﬁ

. sin(8)
_1+itan(f) 1+ L cos(8) _cos(8) +isin(0) el? e
BT itan(9) . i sin(f)  cos(0) —isin(0) e~i®
cos(0)
n _ eZinG
Zy = 1+ cos(¢) + isin(¢p) = 2 cos?(¢p) + 2isin (?) cos (%) = cos (%) (cos (%) + isin (%))

= COS (%) el%
2= os(E)]

cos (%) n’est pas forcément le module de z, car cos (%) n’est positif que pour certaine valeur de ¢.

Remarque :

Allez a : Exercice 23 :
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Correction exercice 24 :

n

(V3+i) =2 <§ + %) = 2n (eig)n —2mee

(‘/_"") ER‘:’(‘/_‘H) —(\/_-I-l) —O@eG —e nén—0®51n(n6)—0@3kez,n£
=kn(:>EIkEZ,g=k<:)EIkEZ,n=6k
nim nim

(V3+i) €eiRe (V3+i) +(V3+i) =0 e6 +e 6 —Oﬁcos(g) 0

nt m n 1
(:)EIkEZ,?=E+kn<:>EIkEZ,g=§+k<:>EIkEZ,n=3+6k

Allez a : Exercice 24 :

Correction exercice 25 :
z = pe'®
2k + 7% = pkekid 4 pke—ki6 — pk(ekie + e—kia) = 2pk cos(kO)
(z+2)(2% + EZ) (2" +7") = 2pcos(8) 2p? cos(26) ...2p™ cos(nh)

n(n+1)
= 2Npl*2++n c65(0) cos(26) ...cos(nf) = 2"p~ 2 cos(8) cos(280) ...cos(nh)
Allez a : Exercice 25 :

Correction exercice 26 :

1.
1+iz|=|1-iz| @ |1+iz|? = |1—lz|2=)(1+Lz)(1+Lz)—(1—12)(1—12)
c(1+iz)1—-iz2)=0Q-i2)A+iz)eol1—-iz+iz+zz=1+iz—iz+zz
S —izt+iz=iz—izez=z292z€ER
2.
1+iz\" 1+ia 1+ iz\" 1+ia 1+iz|" ] _
( ) = - :>< ) = - —| =1=|14+iz|=]|1—-iz|>z€R
1—-iz 1—ia 1—-iz 1—ia 1—-iz

On pose z = tan(8) = :;((Z)) (ce qui est toujours possible puisque pour z € R il existe un unique
6 €] —7,~[ tel que z = tan(6)) ainsi
1+ . sin(0) .
1+iz " 'cos(@) cos(d)+isin(@) ¥
1—iz sin(@) ~ cos(8) —isin(@) e~i0
— l—
cos(6)
— sin(a)
Eta = tan(a) = cos(@) ainsi
1+ia _ 2ia
1—ia

<1+iz>"_1+ia
1—iz)/  1-—ia
Donc les solutions sont

2in6 _ _2ia a  kr
Se =e @2716=2a+2k7r,kEZ<:>9=;+7,ke{0,1,...,n—1}

a km
Z, = tan(—+—>,k €{0,1,..,n—1}
n n

Avec a = tan(a)
3.
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V3+i  —3 e's &
V3—i 3—i g

.TT
On peut aussi exprimer ce quotient sous forme algébrique et constater qu’il vaut e's.
On cherche les complexes tels que

1z]* =1

T
< 3arg(z) =§+2kn, keZ

i3
3| = el3

T |z
3 T
arg(z3) = 3 +2kn, kE€Z
lz| =1
2km

arg(z) = g+ = k € {0,1,2}

: T 2km
Il'y a trois racines cubique de % zy =e9 s,k €{0,1,2}

=4

T 7T 131

Zy = e'9; Z; = el 9 Z, = e o
Allez a : Exercice 26 :

Correction exercice 27 :

On pose Z = ZZZ_+11, les solutions de Z* = 1 sont 1,i, —1 et —i (ce sont les racines quatriéme de 1’unité)
=%;ifc%Z—DZ=22+1®ZZ—Z=22+1@ZZ—22=Z+1@2@F2)=Z+1
_Z+1
)
Il'y a 4 solutions
1+1
Zo=T—5 ="
i+l (+)(=i-2) 1-2i—-i-2 1 3
AT U+ 5 55
-1+1
=5 =
—i+1 (—i+DG-2) 1+2i4+i-2 1 3.
Zgz_i_zz (=2)2 + (—1)2 = 5 :—g-l-—l

Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :
1—i

1-ivV3

sous forme trigonométrique

1—1i ﬁ(@—lﬁ) e_i% .(T[T[) LT
1-iv3 2(1_.V§> :V§e4gzwie H = e

11 faut d’abord écrire

2 2
Premiére méthode

.TT
1—i \* .\ 4 T |Z4| = |4e'3
z4=< . ) (:»z4=(\/§e‘ﬁ) =4e3 & T | |
1-iV3 arg(z*) = 3 + 2km, k €Z
|z|* = 4 |zl = V2
PN T S m  km
4arg(z) = 3 + 2km, k € Z arg(z) = E + 7,]( € {0,1,2,3}

Il'y a quatre solutions
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19in

\/Eei(ln_z-l_z) \/—3711;-[ Zz_\/—e( ) \/—elf;n Zz = \/—e (12 2) \/—e 12

LT
2o = V2e'12;z, =
Deuxieme méthode
_1-i _ (=D(1+iV3) _ 1+iV3-i+V3 _ 1+V3 | .V3-1
Onpose a = ——== ) ” =——+i=;

1—i\* Z\4 z
Z4=< ) <:>Z4=a4<:>(a) =1@Ee{l,i,—l,—i}@ze{a,ia,—a,—ia}

1—iV3

. [1+43 3-1 V3—-1 1443
La=1( 4 +1 4 >=— 4 +1 4
1+v3 V/3-1
ATy Ty
. V3-1 1443
—la = 4 —1 4

Remarque :
En réunissant ces deux méthodes on pourrait en deduire les valeurs de e‘(

Allez a : Exercice 28 :

E*"E),k €{0,1,2,3}.

Correction exercice 29 :

1.
1 3 2in 1 3
u2=4<—§+i7>_4e3 (:)u—+2e3—+2< +z—) +(1+iv3)

2
2. Onposeu=z—+l:
VA
z+1
u=- l(:)u(z—t)—z+l@uz—m—z+l@uz—z—lu+1@z(u—1)—l(u+1)<:>z
u+1
=i
u—1

Il y a deux solutions
1+iV3+1  2+4iV3 2

=t 1+iV3-1 =t i3 \/_
_ —1-iV3+1 ; -3 B __f(z—n/§)__2\/§+§.
“2 1—1—1\/_—1 ‘2223 2+i3 22+(\/§)2_ 7 7

Allez a : Correction exercice 29 :

Correction exercice 30 :

2ikm

1. X, =e 3 ,aveck €{0,1,2}.
2im 2 ~2m 1 i3 4im 4m\ (4w
Xo=1,X,=¢e3 =cos(3)+Lsm(3)——z+7=],X2=e3 =COS<?)+lSIH<?)
1 W3 .
=377 7

i} s 2im)?
2.j=X2=€3:(e3) :jz
3. j3=1, puiSQUejestsqutiondeX3=1,d0”Cj><J'2=1=>j=ji2'

j3
4, 1+]+] ﬁ:

| =

=0carj#1letj3=1.
)+ (-1-19) o

2 2

=

-J

Autre solution 1 +j +j2 =1+ (__ n
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C’est moins bien car un résultat du cours est que la somme des racines n-ieme de 1’unité est nul, et, ici

1, j et j2 sont les trois racines troisiéme de I’unité.
1 1

S === —',car1+j=—j2etj12=j.
6. La division euclidienne de n par trois dit qu’il existe un unique couple (gq,7) € N x {0,1,2} tel que
n = 3q +r,donc j™ = j39t" = (j3)9" = 1957 = 7 autrementditsin =0 [3],j"=1sin=1 [3],
jh=jetsij=2 [3]alors " =2
Allez a : Exercice 30 :

Correction exercice 31 :

(
3=
Z3=1(_1+l’)@z3=£< \/E+-\/§><:Z3 1 T { |Z|
4 4

3
karg(z3) = TT[ + 2km, k €Z

1 1
2|3 = - ( lz| = —
-] RN 7
3 n  2km
Ik?) arg(z) = il 2kmkez \arg(@) = 2t 3 k €{0,1,2}
. . 1 l(E+&)
Il'y a trois solutions z;, = Fe v k €{0,1,2}
. . 2 11i . 4 191
Zo = ie l%; Z1 = iel(%*-?n) = ie 1;1-[; Zy = iel(%-'_%) = ie 1;1-[
V2 V2 V2 2 V2
. 2kmy\ 4 8k (8k+3)
(Zk)4 = (i el(%+Tn)> = 1el(THPTTE) :1 L 3 =
\2 4 4
. 1 1 1ur 1 _m 1 ;97 1 =
(z)'=gem=—2€R (z)'=7e"5 =2 5ER; ()" =7e"3 = e5=¢R
Il n’y a que z, dont la puissance quatrieme est dans R.
Allez a : Exercice 31 :
Correction exercice 32 :
1. Les racines quatrieme de I’unité sont {1, i, —1, —i}.
4im
2. —i_ iﬁ = e 3 donc
2 2
3.
4 Alm 4
V3 4im |X|=|€3 IX|*=1
X4=—§—i7(:)X4=eT(:> A A ) = i) ok kel
arg(X4):?+2kn, keZ arg( )_?+ T KE
|X| =1 (T KT
s T km o X, = el(§+7),k € {0,1,2,3}
arg(X) = 3 + PR k € {0,1,2,3}
Il'y a quatre solutions :
T 1 \/§
Xo=e3==-4i—
0o =¢8 2 +1 >
. 50
X, = o35 = & = _§+ t
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Xy el o1
X, =elE7) = e6 = e %—E—i%
Autre solution
_%_lf_]z Donc X* = 1~ 2= 2 & x* — 2= 0.0r

Xt—j2=X*-NX*+)=X*—jHX* - i) = X - jHK +j5)X - 25X + ij2)
D’ou les solutions :

2 2 2 ' 2 2 2 > >

On pose Y = X*, I’équation est alors du second degré.

27t

—_—_——

, 1 3 1 3
y+( )22

Le discriminant est
2

1 V3 1 V3 1 3 V3 3 31\/3 1 V3 in
=|—-—— | — — —_——— _——— = — = — i — | = 3
A < 2+12> 4( > 12> i 12+2+21\/ 2 > 32+l2 3e
Donc les solutions de §2 = A sont § = \/3e? =3 (—23 + z%) = §+ —‘23 = —V3es = —(§+ i—':')

L’équation du second degré a alors deux solutions :

1 .3 3 .43
(3+9)-G+%) | s
__1_ ¥

hi= 2 T2 2
Et
1. .v3),3, .43
_( 2H¢ 2)*2“7
Y, = =1
2 2

L’équation du huitiéme degré a pour solution :
{11 l£ L, \/_+i1 - —l—iE —i E—il}
"2 2’ 2 2" ’
Autre solution
Y2+<—1+iﬁ>1/—1—iﬁ= 0 Y2+)Y+j2= 0@(5)2+z+1 =0
2 2 2 2 j j
Les solutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%:jc»lﬁ:jzet%:jz@i@=j3=1
Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 32 :

Correction exercice 33 :
La on a un probléme parce qu’il n’est pas simple de mettre 11 + 2i sous forme trigonometrique,
essayons tout de méme :

111 + 2i| = V112 + 22 = V121 + 4 = V125 = 5% = 5V5 = (V5)’

Si on appelle 8 un argument de 11 + 2i, on a

cos(8) = % et sin(@) = %

Il ne s’agit pas d’un angle connu. Donc il va falloir étre malin, on cherche z = a + ib tel que
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(a+ib)3 =11+ 2i © a® + 3a?(ib) + 3a(ib)? + (ib)3 = 11 + 2i

3 2 4 (22 3y — : a® —3ab? =11

& a® —3ab? +i(3ah — b )_11+21@{3a2b_b3:2

On sait aussi que
(a+ib)3| = 11+ 2i] & |a+ib|* = (V5) & (Va2 + b2)3 =(V5)' @ a?+b2 =5
On remplace a®? = 5 — b? dans 3a?b — b3 = 2
36—-b)b—b3=2 —4b3+15b =2 < 4b3 —15b+2 =0
Il y a une racine presque évidente b = —2, si on ne la voit pas on peut aussi remplacer b? = 5 — a?
dans a® — 3ab? = 11
a®—-3a(5-a*)=114a®>—-15a—-11=0
La c’est plus clair, ag = —1 est solution donc on peut factoriser par a + 1
4a3 —15a — 11 = (a + 1)(4a? — 4a — 11)

(C’est facile a factoriser)
Les racines de 4a® — 4a — 11 sont a; = %— V3eta, = % ++/3

Pour trouver les valeurs de b correspondantes on réutilise 1’équation

3ah—b* =2 b(Ba?-b?))=2ob(3a>-(5-a?))=2eb=

4a%2 -5
=—1=2b= 2 =2
“= T 4(-1)2-5
1 2 2 2 1 1 1 3443
a:——\/§=>b: = — —Zx —
2 1 ’ 1_ ¢ 12-4/3 2 3-v3 2 9-3
4(3-v3) -5 4(z-V3+4)-5
_3+43
12
2 2 2 1 1 1 3-43
a:_+\/§$b: 2 = = ==X ==X
1 2 2% 9-3
s(14v3) =5 4(z+V3+a)-5 12T43 23443
_3-43
12

Pour bien faire, il faudrait faire la réciproque (parce que les équivalences ne sont pas claires), admis.
11 + 2i admet trois racines cubiques

1 3+v3 1 3-+3
—1—2i;§—\/§+i P ;E+\/§+i -
Allez a : Exercice 33 ;
Correction exercice 34 :
1+i/3 =
2 _e3_ iED) i TN L icin (2
\/7(1_'_1.)—81_%—9 3 4 —812—COS(12)+151n(12)
2
1+ iV3
5 2(1+iV3) ﬁ(1+i\/§)(1—i) ﬁ(l + 3 +3)
V240 V2A+D) 12 +17 2
2

=§(1+\/§)+i§(—1+\/§)

On déduit de ces deux égalités que
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V2 V2 ++/6
cos(lﬂ—z)=7(1+\/§)=L

2
V2 -2 +6
sin(g) =7 (1433 ==
Puis que
tan(£)=sm(%)=g(_1+\/§)=(_1+\/§)(1_‘/§)=_1+2\/§—3=2—\/§
12 cos($5) Q(H@) (1+v3)(1-v3) 1-3
Et enfin que
Smy TN 1 1 2++3 _2+\/§_
tan(ﬁ)_tan(z_ﬁ)_tan(%)_Z—\/?_(Z—\/?)(2+\/§)_ i-3 —2tV3

Allez a ; Exercice 34 ;

Correction exercice 35 :
On cherche les complexes z tels que z* = 81
z'=81©2z*-92=0(2?-9)E*+9) =0 (z2-3%)(z*-(3BD*» =0
©(z-3)z+3)(z-3i)(z+3i)=0
Iy a 4 racines quatrieme de 81 : 3, —3,3i et — 3i
La méme méthode ne marche pas pour les racines quatrieme de —81.

Z4_—81C>{ |Z4|:|_81| @{ |Z|4=81=34
arg(z*) = arg(—81) + 2km, k € Z 4arg(z) =+ 2km, k € Z
|z| =3
=3 m km
{arg(z) =37 + > k € {0,1,2,3}
(T kT
Il'y a 4 racines quatriéme de —81 : z;, = 3e‘(1+7), k €{0,1,2,3}
i V2 2
Zy = 3e't = 3(74‘ 17> = 3\/?(1 +1i)
.31 \/E \/E
Z, = 3¢t =3 <—7+ 17> = 3\/5(—1 +1i)

.51 \/E \/E
Zy = 3€lT =3 <—7— l7> = —3\/5(1 + i)
7m V2 W2
z3=3e"2 =3[——i—|=3v2(1-1)
2 2
Allez a : Exercice 35:
Correction exercice 36 :
1.
a. zy=ezx =en, ke{0l,..2n—1}.
b.
n__1<:>{ |z" =1 <:>{ lz|* =1
2= arg(z™) = arg(—1) + 2km narg(z) = w + 2km

|z| =1
= m  2km
{arg(z) = + T'k €{0,1,..,n—1}

. i(m+2km)
Ilyansolutionsz, =e » ,ke{0,1,..,n—1}
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. im 2ikm

Soitencore z;, = ene n
z" =

z"=-1

La somme des racines 2n-i¢me de 1’unité (qui est nulle) est la somme des racines n-i¢éme de ’unité
(qui est nulle) plus la somme des complexes qui Vérifient z™ = —1, donc la somme des complexes

qui Vvérifient z™ = —1 est nulle.

Deuxieme solution

2. Premiére solution z?" = 1 & {

n—-1 n-1 n—-1 2im\ " 2inm
im 2ikm in 2ikm in ZL_TL'k i_nl_(en) in] —e n
ene n =en en =en (en) =en i =e i
k=0 k=0 k=0 1—en 1—en
i_7r 1 _ eZlTL’
=en 2im =0
1—en
2in
Caren # 1pourn > 2.
Allez a : Exercice 36 :
Correction exercice 37 :
1. Onpose z3 = z3 = z3
3] — 1,3
23 _ Z3 o |Zzl = |le <:>{ |ZZ|3 = |Z1|3
2 arg(z3) = arg(z3) + 2km,k € Z 3arg(z,) = 3arg(z,) + 2km, k € Z
|z, | = |z4]

2km
arg(ZZ) = arg(zl) + TI k € {0,1,2}

Donc
. 2k 2ik 2im\ K
7, = |Z1|el(arg(21)+Tn) — |leeiarg(zl)e% =2z (e%) — lek
Les solutions sont z, = z;, z, = jz; et z, = j?z,
De méme les solutions de z3 = z3 sont z; = z;, z3 = jz, et z; = j2z,
2. 26+ (7-1)z3-8-8i=0
On pose Z = z3
28+ (7-i)z23-8-8i=0272%2+(7-i)—8-8i=0
Le discriminant est
A=(7-1)?—-4(-8—-8i)=49—-14i—1+32+32i=80+18i=81+2x%x9i—1

= (9 +1)?
—(7-)—-09+i) -16
Z = = :—8
1 2 2
—(7=D+0O+i) 2+2i
Zz=( )2( )= A b

On cherche alors les z tels que z3 = —8 = (2i)3 et les z tels que

\/7 \/E 1 . 1 im 3
BA=1+i= \/E<7+ i7> = 22¢'% = (25e12)
D’aprés la premiere question
73 =(-2)3 o ze{-2-2j,-2j%
1 im\3 1 in 1 in 1 in
z3 = <2€eﬁ) ©zE {ZEeﬁ,jZEeﬁ,jZZEeﬁ}

On peut arranger ces deux derniéres solutions
1im 1 2in in 1i(£+2_ﬂ) 1 9im 1 3in 1
j26e12 = 26e 3 el12 = 26¢'\12" 3/ = 26e 12 = 26e 2 = —[26
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Bref I’ensemble des solutions est
1im 1 1 17in
{—2,—2]',—2j2,26e12,—i26,263 12 }

Allez a : Exercice 37 :

Correction exercice 38 :
On ne peut pas trouver la forme trigonométrique de —7 — 24i.
—7—-24i=9-2%x12i-16=0B-4)2=Al—-4i—-1)?=(2-D?»%2=2-0)*
On cherche les z qui Vérifient z* = (2 — i)*

A =Q-Dtezt-Q2-)=0E*-2-D)E*+2-D>=0
©Z2-2-D)E*+i*’R-DH)=02E*-2-D)HE*-Ri+D» =0
e(z-2-D)z+2-D))z-QRi+D)(z+Qi+1))=0

L’ensemble des solutions est
{2—i,-2+1i,14+2i,—1—2i}
Allez a : Exercice 38 :

Correction exercice 39 :

Il faut mettre iig sous sa forme trigonométrique.
1,.43
1+iV3 2<7+17> e's  2in
= = =e 3
2 2
Autre méthode
2
1+iv3 (1+iv3) 1+2i/3-3 1 3 2ir
- = > = =——=+41—=¢e 3
1-iV3 124 (—3) 4 2 2
1+ i3 2in |26 = 1 |z° = 1
z6 = =3 © 2m = 21
1-iV3 arg(z®) = 5 +2km, k€ Z 6 arg(z) = ) + 2km, k € Z
|z| =1
S T 2km
arg(z) = 5 + T, k e {0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Les solutions sont

T, 2km

2, = e!575) k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8)

) \/ie_i% _1ei(_g_n) 1 7in

4 =—— =22 4§=2_§e_ﬁ
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_1 _1
1 7in |z4| =272 |z|* =272

74 =2"2e 12 & 71T And 7T
arg(z*) = _E+ 2km, k €Z 4arg(z) = 1 + 2km,k € Z
( FN I
|Z| = (2 2) =28
o1 J
ety = 77
targ(z) =~ 18 + > ,k €{0,1,2,3}
Il'y a 4 solutions
_1 L(_7_7T+k_7l')
7z, =28e\"48" 2/ k €{0,1,2,3}
°l = [-27| |z|6 = 27 = 33
6427=0c 6=—27<:>{ 12 @{
Z z arg(z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(z) =m+ 2kn, k € Z

1 1
|z| = (33)6 =32 =+/3

k
arg(z) = % + ?” k € {0,1,2,3,4,5)

(=14

Il'y a 6 solutions

(T KT
2z = \/§el(3+T), k € {0,1,2,3,4,5}

in V3 1 3 V3
ZO=\/§66=\/§<7+Ei>=E+L‘7
in
z, =V3eZ =iV3
sin V3 1 3 3
Z2=\/§€6 =\/§<—7+§i>=—5+i7
7in V3 1 3 V3
Z3=\/§€6 =\/§<—7—§i>=—§—i7

3 11617t_ 3 \/§ 1 _3 \/§
Zs=Nse t =N\ T T,
z+1)° z+ 1\°
27(z—1)6+(z+1)6=0<:>(z+1)6=—27(z—1)6@u:—27@( ):_27
(z—-1)° z—1
On pose Z = 22
z—1
6| = |- 6 — =33
262_27(:){ ) 1Z°] = |-27] { 1Z|¢ =27 =3
arg(Z°®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(Z) =m+ 2kn,k €Z
1
1Z| = 3%)s =3
(=4

Tt km
arg(Z) = a + EX k € {0,1,2,3,4,5}

Il'y a 6 solutions

(54)
Z, =V3e'\e73) k €{0,1,2,3,4,5}

Il faut alors trouver z en fonction de Z,

z+1
Z=Z_1(:>Z(z—1)=Z+1<:>ZZ—Z=2+1<:>ZZ—Z=Z+1<:)Z(Z—1)=Z+1<:>Z
Z+1
S Z-1

Il'y a 6 solutions
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CZe+1l G+ D(Z—1)  LZi—Zi+ Z— 1 NZl2 = (Z — Zx) — 1
L=l (2 —D(Zg-1) ZiZe—Zi—Ze+ 1 1Zl2 = (Zi + Z) + 1
1Z,2 = 2i0m(Z) =1 3-2i0m(Z) -1 2-=2iIm(Z) 1—iIm(Zy)
T 1Zi2—2Re(Z) +1  3-2Re(Zp) +1  4-2Re(Zy) 2-Re(Zp)

Z

Zo=V3eb =-+i—=>2z,= =2-iV3
2 2 2 3
2
n 1-iv3 1 V3
Zl=\/§€2=i\/§$zl— ==——i—
2 2 2
3
5im 3 \/§ 1- 17 \/§
Zzz\/§36 =—=—+i—>2z, = =——]—
2 2 2 +§ 7 7
2
V3
7im 3 43 I+im 2 3
Zgz\/§36____l_$z3= =—4i—
2 2 2 _|_§ 7 7
2
3im 1+iv3 1 3
Z4:\/§ez :—l\/§$24— = = l_
2 2 2
V3
11ir 3 4/3 1+i5-
Zs=V3e 6 =-—i— =g = 2 =243
2 2 2 3
2
Allez a : Exercice 39 :
Correction exercice 40 :
2ikm
1. Ce sont les racines cinquiéme de I’unité, il vaut mieux connaitre la formule z, = e s, k €
{0,1,2,3,4}
Sinon il faut absolument retrouver la formule tres rapidement
12°] = 11l 215 =1
’=1le
arg(z®) = arg(1) + 2km,k € Z S5arg(z) =0+ 2km,k €Z
lz] =1
= 2km
{arg(z) = T,k €{0,1,2,3,4}
2ikm
D’ouz, =e s , k €{0,1,2,3,4}, c’est-a-dire
2w 4im 6im _Mm 8im _2im
zo=1,z1=e5;zy=e5;z3=e5 =e 5 =Z3; Z,=€5 =e 5 =2
2.
1
\/7 \/7 1 . |ZS| = 22
25=1—i<:)25=\/§<—+i—>@25=22el4<:) T
2 2 arg(z®) = " + 2km k €Z
1 I{ 1 % 1
|Z|5 — 22 |Z| = (22) = 210
z =1 2k
5ar =—+2kn,k€Z T T
8(2) 4 T Ikarg(z) =—+—,k €{0,1,2,3,4}
20 5
& 7z, = 210 \20" 5 /, k € {0,1,2,3,4}

Il'y a cing solutions
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1 om 1 171 1 25w 1 5m

Zy = 21Oe 20 121 = 21Oe 20; z, = 210e 20 ¢ ; Z3 = 270e'20 = 210e'2 = —210 X \/—(1 +1i)
1 32w 1 8w
= —210 2(1 +i)= —25(1 +1i); z, = 210220 = 210e"5
3.
3
V2 A2 3 . 123 = (V2)
z —2—2“:)23:2\/_(——1—)(:)23: V2) et o T
2 arg(z3) = ~2 + 2km, k € Z
3
z|* = (V2) lz| =2
T A m  2km
3arg(z)=—Z+2kn,keZ arg(z)——ﬁ+ 3 ,k € {0,1,2}
. T | 2km
Il'y a trois solutions z;, = x/_el(_5+_) k € {0,1,2}
T 71t 15im 5im .TT
Zoz\/ie_lﬁ;zlz\/ze( 12 3) V2e1z; z, —\/_e( 12 3) V2e 12 =2 % = —\/2e'2
4,
5 =7=>{ 1z°| = |Z| @{ |z|° = |z
arg(z®) = arg(z) + 2km, k € Z S5arg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z
zZI*-=1=0o0ulz|=0
o f, (- Dl =0 A= 1 =0 oulz
6arg(z) = 2km,k €Z ~ |arg(z) = 5k €{0123,45)

lz| =1

©{z=0 km
z Ou{arg(z) = S k€ {0,12345)

km
Ilya6solutions:z=0etz, =e's,k €{0,1,2,3,4,5}

T 1 A3 ;21 1 3
Z=0;Z0=1;Zl=€3=§+l7;22=63=—§+17;
- gm 143 st1 V3
zz=el=—liz=e3 =—g—ljz=e3 =5-IF

Allez a : Exercice 40 ;

Correction exercice 41 :
1. On cherche les complexes tels que

. 2" = 1] 2" =1
2= arg(z") = arg(— L)+2k7rk€Z narg(z)=—5+2kn,k€Z

|z| =1
TT

S 2km
{arg(z) = _%+T'k €{0,1,..,n—1}

Les solutions sont les

. m  2km
Z = izt ),k €{0,1,..,n—1}
On cherche les complexes tels que

VI V2 2" =2
T=1+i=vV2 B
z ! \/_<2 ) Vae's arg(z”)=g+2kn,kEZ
1 1
|Z|n=\/§_2§ |Z|=22n
A 2k
narg(z) =— + 2km,k € Z arg(z) = %+Tﬂ,k €{0,1,..,n—1}

Les solutions sont les

z, = 22ne"\4n” n )k €{0,1,..,n—1}
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2. z2—z+1—-i=0
Le discriminant vaut
A=(-1)?-4(1-i)=-3—-4i=1+4i—4=(1+20)?
Il y a deux solutions

1—-(1+2i)
n=TT T

1+1+2i .
zz=—2 =1+

3. z2—z"+1—1i=0,0npose Z = z"

Z=—i zh = —i
zzn—zn—i—l—i:O@ZZ—Z+1—L'=O<:>{ ou <:>{ ou
Z=1+4+i zZt =141
L’ensemble des solutions est

. m 2km 1 (m 2k'm
el(‘ﬁ+T),k €{0,1,..,n—1}, 2ﬁe‘<4n+ n ),k’ €e{0,1,..,n—1}

Allez a : Exercice 41 :

Correction exercice 42 :

1.
z-DA+z+224+ 42" =z+22++2"1+2"—-Q+z+ 22+ +2")
=z"-1
Donc
z"—1
14z+z°4+ 42" 1=
z—1
I1 s’agit de la formule connue donnant la somme des termes d’une suite géométrique.
2.
e —1= e% (e% - e_%) = e% X 2i sin (g) = 2ie% sin (g)
3.

. n ,
X i i X .82 . e‘x -1 e™ —1
Zyn=1+e+ e 4 e D=1 4o 4 (o) +---+(e"‘)n=(eix)_1 =251

2i sin (%) — ¢ sin (%)

= =e 2
. nx
Sin (—)
i

e% <€% — e_%)
(cos((n — 1)x) + isin((n — 1)x)) —ch

sin 3)

in (M . (X
= cos((n — l)x)M + isin((n - 1)x) Sln( 5 )

sin 3) sin 3)

Comme
Xp+i¥, =1+ el 4 e2ix 4 ... 4 o(n-1ix
Ona
n (%)
1+ cos(x) + cos(2x) + -+ cos((n — 1)x) = cos((n — Dx) Z
sin (7)
Et
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. (nx
| | | | sin ()
sin(x) + sin(2x) + - + sin((n — Dx) = sin((n — Dx) —3="
sin (7)

Allez a : Exercice 42 :

Correction exercice 43 :
Soit f la fonction définie par
1— xn+1
1—x

=+ DM —x) = (1 —x™)(=1)

- (1—-x)?
=+ DX+ (n+ D™+ 1 —x™ —(n+ D" +nx™t + 1
- (1-x)? - (1-x)?

On prend cette fonction en ¢, et on rappelle que €™ = 1 (et que donc €™t = ¢)

—(n+1De” +ne™'+1 —-(m+1)+ne+1 -n+ne

(1-e)? - (1-e€)? C(1-e)?

_ 1-€¢ n

__n(l—e)z__l—e

Ce résultat est relativement satisfaisant mais on va tout de méme 1’écrire sous forme algébrique.

Comme |e| =1

f)=1+x+x2+ - +x"=

fl(x)=1+2x+ - +nx"1

1+2¢+3€?>+--+ne™1=

1 En—l en—l

— 2 = _ - _ _ _ _ -1
le] =1 o |€| —1@66—1@6—E—Een_1_ o = eh
Donc
1 1-¢€ 3 1—em?t _1-et
1-¢ (1-e)(1-8) 1—-(e+e)+]e|? 2-2Re(e)
1—en1

1+ 2 3€% + - =l _px—mo-—
+ 2€ + 3€“ + -+ + ne n 2—2Re(e)

Allez a : Exercice 43 ;

Correction exercice 44 :

Pourz =1
(z+ 1" z+ 1\"
Dt=z-1N)N"e ——=1 (—) =1
z+D'=(=-1) Z—Dn —
On pose Z = 2=,
z-1
2ikm
Par conséquent Z est une racine n-iéme de I'unité etdonc Z = e » ,k € {0,1,...,n — 1}
z+1 Z+1
Z_1=ZC>Z+1=Z(Z—1)<:>Z+1=ZZ—Z<:>Z(1—Z)=—(1+Z)<=>Z=m

Ces equivalences sont vraies si z # 1 et Z # 1. Il faut faire un cas particulier si k = 0 caralors Z = 1.

z+1  2ikm
=en kef{l,..,n—1}

z—1
2ikm e [ ikn _ thn km
Z:en +1:en<en +e n ZZCOS(T):_iCOtan(k_ﬂ)
2ikm i i n

ikm ikm ikm
e -1 en (eT _ e‘?) 2i sin (%")
Sik =0, E = 1 n’a pas de solution.

On trouve n — 1 solutions, ce qui n’est pas une contradiction car
z+D)"=z-D"eZ+1D)"-(Z-D"=0
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Est une équation polynémiale de degré n — 1 (puisque les z™ se simplifient), est admet donc au plus
n — 1 solutions.
Allez a : Exercice 44 :

Correction exercice 45 :

=z 2" = [2] o 2" = |2]
arg(z™) = arg(z) + 2kn, k € Z narg(z) = —arg(z) + 2kn,k €Z

{ [z]*1=1 ou |z| =0 lz| =1

narg(z) = —arg(z) + 2km,k € Z Sz=00u {(n + 1)arg(z) = 2kn,k € Z

{ lz| =1
< z=0o0u 2km
arg(z) = m,k € {0,1,...,n}

2ikm

Les solutions sont z = O et les z;, = en+1,k € {0,1, ..., n}.
Allez a : Exercice 45 :

Correction exercice 46 :
On rappelle que
1+B+p*+B3+B*+p>+B%=0
B B’ B2 BA4BHA+B)+LA+LHA+B)+L2A+LHA+BY
Y ATy TN Ty T 1+ B+ FHA+ %)
_ﬁ11+ﬁ7+35+ﬁ+ﬁlo+ﬁ8+ﬁ4+ﬁ2+ﬁ9+ﬁ7+35+,83
B B12 + B0+ B8 4+ 2B6 4+ B4+ B2+ 1
BB BB BB AL+
B B>+ B3+ B +2B0+ B+ B2+ 1
20+ B+P*+B°+B*+B%) _ 2B°
= Bé =~ Bé =2
Cette solution n’est pas ¢légante du tout, il doit y avoir plus malin.
Allez a : Exercice 46 :

Correction exercice 47 :

! o 3 , s , Y o
elx_l_e ix e3lx+3821xe lx_|_3elxe 21x+e 3ix

Sk

2 8
e3% 4 73 4 3(¥ 4 o7iX) _ 2cos(3x) + 3 x 2 cos(x)
) 1 38 ) ’
= Zcos(Sx) + Zcos(x)
B(x) = el — g=ix\® _ @3 —3e2e X 4 3ol _ o3I
X) = 20 o —8i
g3ix — g—3ix _ 3(@“‘ — e_ix) _ 2isin(3x) — 3 x 2isin(x)
- —8i B —8i
1 3 .
= —Zsm(Sx) + Zsm(x)
C(X) B (eix + e—ix>4 B e4ix + 4e3ixe—ix + 6ezixe—2ix + 4eixe—3ix + e—4ix
- 2 - 16
edix 4 o—4ix 4 4(92ix + 4e‘2ix) +6  2cos(4x) +4 x 2cos(2x) + 6
= 16 - 16

1 1 3
= = cos(4x) + = cos(2x) + =
8cos( x)+2cos( x)+8
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eix _ e—ix 4 e4ix _ 483ixe—ix + 6eZixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix
DX)=|———| =
0 =("5—) i
etx 4 e7Hx — 4(e?* + 4¢72%) 1+ 6 _ 2cos(4x) — 4 x 2.cos(2x) + 6
B . . 16 ; B 16
= gcos(4x) - Ecos(Z;c) + 3 2
eix + e—ix eix _ e—ix
E(x) = cos?(x) sin?(x) = ( ) ( - >
2 21
ezix + Zeixe—ix + e—zix ezix _ Zeixe—ix + e—Zix (ezix +2 4+ e—2ix)(ezix —24 e—zix)
= X =
4 —4 —16
ezixezix _ Zezix + ezixe—zix + Zezix — 4 + ze—zix + e—zixezix _ ze—zix + e—Zixe—Zix
- —16
e4-ix _ ZeZix +1+4 ZeZix — 4 + Ze—Zix +1-— Ze—Zix + e—4ix e4ix + e—4-ix -2
- - ~16 - ~16
2cos(4x) — 2 1 1
= ——16 = —gCO-S(Al-x) +§-
Autre méthode en utilisant les formules trigonométriques
1 21 1 1- cos(4x
E(x) = cos?(x) sin?(x) = (cos(x) sin(x))? = (E sin(Zx)) = Zsin2 (2x) = 7% %

1 1
= - gcos(4x) + 3

En utilisant les formules
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),a = x

1 —cos(2a
cos(2a) = 1 — sin?(a) © sin?(a) = %,a = 2x
eix + e—ix e3ix _ 3eix + 3e—ix _ e—3ix
F(x) = cos(x) sin®(x) = cos(x) B(x) = 3 X mry
e4ix _ 3ezix +3— e—Zix + 6,Zix — 34 36_2ix _ e—4ix
p | 16l
ehix — gmHix _ 2 (2ix _ o=2iX) _ 2isin(4x) — 2 X 2isin(2x)
B —16i B —16i

1 1
=-3 sin(4x) + 2 sin(2x)

3ix ix —ix —3ix ix —ix
e’ + 3e™ + 3e +e et —e
G(x) = cos3(x) sin(x) = A(x) sin(x) = 3 X o
e4ix _ eZix + 3ezix —34+3— 3e—zix + e—zix _ e—4ix

16i
etix — 74X 4 (22X — @72iX) _ 2isin(4x) + 2 X 2isin(2x)
16i B 16i
1. 1
= gsm(4x) + 2 sin(2x)
On peut toujours faire « comme d’habitude » améliorons un peu les choses

2
H(x) = cos3(x) sin?(x) = cos(x) (cos(x) sin(x))? = cos(x) <1 sin(Zx)) = 1c:os(x) sin?(2x)

2 4
1 1 — cos(4x 1 1 1
= —cos(x) # = —cos(x) (1 — cos(4x)) = =cos(x) — =cos(x) cos(4x)
4 2 8 8 8
Alors on utilise des formules souvent inconnues des étudiants (et ¢’est fort dommage) ou on fait comme
d’habitude
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1 1 1 1 ix + e—Lx 4ix + e—41x
H(x) = —cos(x) — —cos(x) cos(4x) = —cos(x) — 5( 3 ) < 5 )
1 1
gCOS(X) __(BSLx +e -3ix + e31x + e—Slx)

1 1

— gCOS(x) __(eSLx +e —5ix 1e -3ix 1+ ele)

= L c0s(x) — == (2 cos(5x) + 2 cos(3x) = = cos(x) — = c0s(5x) — = cos(3x)

—8cosx 32( cos(5x cos(3x —8cosx 16cos x 16cos X
1(x) = cos?(x) sin3(x)

Allez, encore une autre technique !
Onposet = % —xox=t— g ainsi cos(x) = cos (t — g) = sin(t) et sin(x) = sin (t — g) = cos(t)

Donc
I(x) = sin?(t) cos3(t) = 1 cos(t) 1 cos(5t) 1 cos(3t)
B 8 16 16
1 T 1 T 1 T
= gcos (x - E) —Ecos <5 (x —5)> —Rcos (3 (x _E)>
1 ) 1 (5 57'[) 1 (3 37r>
= 213sm X 116cos x—= 116cos x-=
T T
= §sm(x) — ¥cos (Sx El) ~ g 08 (3x + E)
= gsm(x) — 1—6.sm(5x') + 1—gsm(3x2. ) )
X 4 p=ix  o4ix J o—4iX _ f02iX _ go—2ix 4 g
J(x) = cos(x) sin*(x) = cos(x) D(x) = 3 X Te

312( 5ix + e—3lx 463ix _ 4e—ix + 6eix + e3ix + e—Six _ 4_eix _ 46—3ix + 6e—ix)
1 . , , . .
32( 5ix +e™ Six __ 3(631x 1+ e—31x) + Z(elx 1+ e—lx))

=— (2 cos(5x) — 3 X cos(3x) + 2 x 2 cos(x))

1 3 1
=Te cos(5x) — 32 cos(3x) + 3 cos(x)

Allez a ; Exercice 47 ;

Correction exercice 48 :

1-— , . . 1- 1- 1-—
1. —Z est réel si et seulement si — = ( .Z) =
1-iz 1-iz

1-iz 1+iz

1—-2z 1-2z
- oc(1-20+i2)=Q-2)(Q-iz)el+tiz—z—izz=1—iz—Z+izz
1—lZ 1+iz
©iz—z—izz=—-iz—z+izzei(z+2)-2i|z|?=2z-Z
Onposez=a+ib
1—-2z 1—-2z
, e 2ia-2i(a®>+b?)=2iboa—-(a’?+b?>)=boa’?—a+b*+b=0
1—lZ 1+iz

ofa-) “2i(b+d) oo (ama) +(b+2) -2
“73) T4 2) Ta1° 473 2) T2

11 s’agit du cercle de centre G, - %) et de rayon \/%

1-z . - . - . 1-2z 1-z 1-z
2. —— est imaginaire pur si et seulement si — = —( , ) =—-——
1-iz 1-iz 1+iz

1—-2z 1-2z )
— = ©(1-201+iz2)=—A-2)(1-iz)yeol1+iz—z—izz
1—iz 1+iz
=—(1-iz—z+izz)o1+iz—z—izz=-1+4+iz+zZ—izz& 1+iz—z

=-14iz+2z

©2-i(z—2z)=z+7Z
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Onposez=a+ib
1—2z 1—-2z
— = o2—-i(la+ib—a+ib)=2a2+2b=2a=1=a-b>b
1-iz 1+4iz
Il s’agit de la droite d’équation : b = —1 + a.
Allez a : Exercice 48 :

Correction exercice 49 :
1. (1+)2=142i-1=2i=214+D=((1+D»)*=2i)3=8xi3=-8i
2. 22=-8ieo22=(01+)ez2?=(1+D3)?z=0+1°% ouz=—-(1+1i)3
©z=0+D*A+)Douz=—-0+D*A+i)ez=2i(1+i) ouz=-2i(1+10)

Sz=—-24+2iouz=2-2i
3.
\/_ \/_ 3im
z=—2+2i=2\/§<—7+l7 =2V2e %
7l
z—2—21—2\/—<§—1g>—2\/_e4 —2\/—e_T
4,
Z\3 Z Z Z
3 _ _qi 3 _ 23 3 _ (9i)3 ZY = Z 2 _ Z
=-8iez2=((1+1?%z3=(20) (:)(Zi) 1(:)2 10u21 ]Ou21 j?
1 3 1 3
S z=2iouz=2ij ouz=Zijz(:>z=2iou2=2i(—§+i7> ouz=2i<—§—i7>

<:>z=2iouz=—\/§—i ouz=\/§—i
Allez a : Exercice 49 ;

Correction exercice 50 :

1.
f@=zezl-2)=zez(1-2)—-z=09z—-22-2z=022=02z=0

2.
1 1\ 1 1\ 1
o3 - k=93 DG 34 - = e

<|Z_1 +1<(1)2+1=1
- 2 4 \2 4 2
Allez a : Correction exercice 50 :
Correction exercice 51 :
1. Pour tout z4, z, différent de —i
@) =) & =0 @ =D+ = (@~ Da +D
S 212yt iz — iz v+ 1 =221t iz, —iz1+ 1 © 2izy = 2iz, © 74
=2Z
Donc f est injective. i
2.
z—i z+i—(z—1) 2i
1= f(Z)_l_ z+i zZ+1 zz+i¢O
Donc
fz)#1
3.
Si z € E alors f(z) # 1 ce qui signifie que f(z) € C\ {1}, ce al montre que
f(E) c C\{1}

Si Z € C\ {1} alors il faut montrer qu’il existe z € E tel que Z = f(2).

53



zZ—1
Z=f(z)<:)Z=Z—+i<:>Z(z+i)=Z—i<:>Zz+iZ=z—i(:>Zz—z=—iZ—i@z(Z—l)

= — + S Z=—
! lZ—l

Il reste & montrer que z # —i, Si

21 [ —Z+1 lezZ+1=Z-11 1
= — = —1 & = L = — = —
S S |

Donc z ne peut étre égal a —i. Onamontré que si Z € C \ {1} alors Z € f(E) cela montre que

C\ {1} c f(E)

On a bien montré I’égalité demandé.
On en déduit que f est surjective et donc bijective.

4,
1_|f(z)|2:1_z—1:2_ _(z—l:)(€+L:):(z+i)(E—i).—_(z—.i)(E+i)
zZ+1 (z+i)(z—-10) z+iD)(Z-10)
|z2| —iz+iz+1—(|z*|+iz—iz+1) =2iz+2iz 2i(z —2)
- |z + 2 T z4i2 T |z 4102
20 X 2iIm(z) Im(z2)
o lz+il2 T Tz 402

5. Siz € Ralors Im(z) = 0, d’aprés la question précédente
1-lIf@PF=0s|f(2)l=1
Ce qui signifie que f(z) € U
Comme f(z) #1,f(2) e U\ {1}
On a montré que
fFR) cU\A{1}

Si Z € U\ {1} ’image réciproque de Z est z = —i % il faut montrer que ce complexe est réel.
Z+1 < ,Z+1> Z+1 Z+1 CZ+DZ-1)+(Z+1D)EZ-1D
— —|—i =—i = -

—l= = —1l —
z-1 z-1 zZ-1 7-1 z-1(z-1)
NZPP—Z+Z-1+1Z*-Z+Z -1 _ ek O
T Z—1]2 BT

Cela montre que —i% € R.Onamontré quesi Z € U \ {1} alors il existe z € R tel que Z = f(2).

Autrement dit
U\{1} c f(R)
D’ou I’égalité demandeée.
Allez a : Exercice 51 :
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