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Exercice 1:
Soient A = {1,2,3} et B = {0,1,2,3}. Décrire les ensemblesAN B, AU B et A X B.

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Soient A = [1,3] et B = [2,4]. Déterminer AN B et A U B.

Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
1. Déterminer le complémentaire dans R des parties suivantes :
Ay =] —©,0]; Ay =] — 0,0[; A3 =]0,+oo[; Ay = [0,+0[; A5 =]1,2[; 46 = [1,2[.
2. Soient A =] — o0,1[U]2,4+o[, B =] — oo, 1] et C = [2, +oo[. Comparer les ensembles suivants :
CrRA et CrBNCxC
Allez & : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Soient A =] — 0,3], B =] — 2,7] et C =] — 5, +oo[ trois parties de R.
DéterminerANB,AUB,BNC,BUC,R\ A, A\B,(R\A)N(R\B),(R\(AUB),(AnB)U
(AnC)etAn (BUC).

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que :
1. AU(BNC)=(AUuB)N(AuUC(C)
2. An(BUC)=MANB)UANC)

Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soient E un ensemble et A et B deux parties de E. On suppose que :
ANB+#Q;AUB+E;AZLB;BZA
On pose
Ay =ANB;A, =ANCgB;A; =B N CgA; A, = C:(AUB)
1. Montrer que 44, 4,, A5 et A, sont non vides.
2. Montrer que A4, A,, A5 et A, sont deux a deux disjoints.
3. Montrerque A, UA, UA; UA, =E.
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
1. Déterminer le complémentaire dans R des parties suivantes :
A; =] — ©,0]; A, =] — 0,0[; A5 =]0,+oo[; A, = [0,+0o[; A5 =]1,2[; 4¢ = [1,2[.
2. Soient A =] — 00,1[U]2,4+0oo[, B =] — o0, 1[ et C = [2, +oo[. Comparer les ensembles suivants :
CrRA et CrBNCRC

Allez a : Correction exercice 7 :



Exercice 8 :
Justifier les énoncés suivants.
a) Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A est inclus dans B, alors le
complémentaire de B dans E est inclus dans le complémentaire de A dans E.
b) Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A et B sont disjoints, alors tout élément
de E est soit dans C# soit dans CZ.
c) Soient E un ensemble, A un sous-ensemble de E. Déterminer les ensembles suivants :
Cp(CgA) ;ANCgA; AU CsA; CyD ; CxE
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :

1. Montrerque (A\B)\C =4\ (BUC()

2. Montrerque (A\B)N(C\D)=(ANnC)\ (BUD)
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
On rappelle que I’on note
AAB = (A\ B) U (B \ 4)
1. Montrer que
(AnB)n(AnC)=AnBnC
(AnC)Nn(AnB)=AnCNB
2. En déduire que
(ANnB)A(ANnC) =An(BAC)
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
On rappelle que pour toutes parties U et VV d’un ensemble E, on note
UAV = (U\V)U (V\U)
1. Montrer que pour toutes parties A, B et C d’un ensemble E.
(AuB)n(AuC)=4AnBnC
(Auc)n(AuB)=4AnCnB
2. Endeduire que
(AUB)A(AUC) = An (BAC)
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.
1. Que pensez-vous de I’implication
AUBZC=>(AZLCouBZ(C)?
Justifiez (on pourra utiliser la contraposee).
2. On suppose que I’on a les inclusions suivantes : AUB c AU C etAn B c An C. Montrer que
B cC.
3.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E . Démontrer les égalités suivantes :
1. Cz(ANB) =CzAUC:B



Si A c B, montrer CgB € CzA
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :

Soit E un ensemble et F et G deux parties de E. Démontrer que :
l. FcGeFUG=G
2. FCGoFNC,G=0

Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Soit E un ensemble et soit P (E) I’ensemble des parties de E. Pour A et B dans P (E), on appelle
différence symétrique de A par B 1’ensemble, noté AAB défini par :
AAB =(AUB)\ (ANB)
1. Montrer que AAB = (ANB)U (BNA)=(A\B) U (B\A).
2. Calculer AAA, AAQ et AAE.
3. Montrer que pour tous A, B et C dans P(E),ona:

a) Montrerque: (ANB)U(BnA)=(AnB)u(BnA)
b) Montrer que : (AAB)AC=(ANBNC)U(BNANC)Uu(CNANB)U(CNBNA)
c) Montrer que AA(BAC) = (CAB)AA
d) A l’aide du b), montrer que (AAB)AC = (CAB)AA,
e) En déduire que : (AAB)AC = AA(BAC)
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Soit f:1 — J définie par f(x) = x2
1. Donner des ensembles I et ] tels que f soit injective mais pas surjective.
2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.
3. Donner des ensembles I et ] tels que f soit ni injective ni surjective.
4. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective et surjective.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Dire (en justifiant) pour chacune des applications suivantes si elles sont injectives, surjectives,
bijectives :
fiR->R f:R* -> R* f:10,1] = [0,2]
x - x? x — x? x B x?
g:R->R hR-R k:R-R
x P x+x3 x - x?+x3 x e x+xt

Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Soit f: N? — N définie pour tout (n,m) € N? par f(n,m) = mn
Soit g: N - N? définie pour tout n € N par g(n) = (n, (n + 1)?)
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?
3. g est-elle injective ?
4. g est-elle surjective ?

Allez a : Correction exercice 18 :



Exercice 19 :

Soient
f:N >N quf
nwe 2n ne E (E)

Ou E(x) désigne la partie entiere de x
Les fonctions sont-elles injectives, surjective ? Comparer fogetgo f.
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
Soit f une application de E vers E telle que :
f(fE)) =E
Montrer que f est surjective.
Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
On considére I’application f: N — N définie pour tout n € N par f(n) = n?
1. Existe-t-il g:N - Ntelleque :f o g = Idy ?
2. Existe-t-il h: N - N telleque :ho f = Idy ?
Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
Soit f: Z — 7 définie par f(n) = 2n
1. Existe-t-il une fonction g:Z — Ztelleque f o g = Id; ?
2. Existe-t-il une fonction h:Z — Z telleque ho f = Idy ?
Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
Soit f: E — F une application, ou Card(E) = Card(F)
Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes
Q) f est injective
(i) f estsurjective
(iii)  f est bijective

Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :

Répondre aux questions qui suivent, en justifiant, le cas échéant, votre réponse par un bref argument, un

calcul ou un contre-exemple.

1. Si les applications u: N — Z et v: Z — N sont bijectives, alors I’application u o v o u: N — Z est
aussi bijective. Vrai ou Faux, justifier.

2. L’application f: N3 - N: (a, b, ¢) ~ 2%3Y5¢ est une application
(i) bijective (ii) injective et pas surjective (iii) surjective et pas injective (iv) ni surjective ni
injective

Justifier.

3. Soitn € N\ {0,1}. L’application ¢: Z — N qui a I’entier [ € Z associe le reste de la division
euclidienne de [ par n est une application.

4. bijective (ii) injective et pas surjective (iii) surjective et pas injective (iv) ni surjective ni
injective

Justifier.



5. Soienta,b,c,d € Ztels que ad — bc = 1. Déterminer I’application réciproque de la bijection
f:7? - 72
(wv)» (au+bv+1,cu+dv—1)
Allez a : Correction exercice 24 :

Exercice 25 :
Soit P(E) I’ensemble des parties de E. Montrer qu’il n’existe pas d’application surjective f: E = P (E).
Considérer lapartie A = {x € E,x & f(x)}.

Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :
Pour un entier n € N on désigne par I,, I’ensemble {1,2, ..., n}.
1. On suppose n = 2. Combien y-a-t-il d’application injectives f: I, = I,, ?
2. A quelle condition portant sur les entiers m et n peut-on définir une application f: I,,, — I,, qui soit
injective, surjective, bijective ?
Allez a : Correction exercice 26 :

Exercice 27 :
Soient E, F et G trois ensemble et soient f: E = F et g: F — G deux applications.
1. Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
3. Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives ?
4. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.
5. Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
6. Siaprésent f:E — F et g: F - E, déduire de ce qui précéde ce que I’on peut dire dans les cas
suivants :
a. gof =Idg
b. fog=Idg
C. fof=Idg

Allez a : Correction exercice 27 :

Exercice 28 :
Soient X et Y deux ensembles non vides et f une application de X dans Y. Une application s, de Y dans
X, telle que f o s = Idy s’appelle une section de f.
1. Montrer que si f admet au moins une section alors f est surjective.
2. Montrer que toute section de f est injective.
Une application r, de Y dans X, telle que r o f = Idy s’appelle une rétraction de f.
3. Montrer que si f possede une rétraction alors f est injective.
4. Montrer que si f est injective alors f posséde une rétraction.
5. Montrer que toute rétraction de f est surjective.
6. En déduire que si f posséde a la fois une section s et une rétraction r, alors f est bijective et ’on a :
r = s(= f~1 par conséquent).
Allez a : Correction exercice 28 :

Exercice 29:
Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F. Soient A et B deux parties de E,
montrer que :
1. f(AUB) = f(A) U f(B)
2. f(AnB) cf(A)Nnf(B)



Donner un exemple ou cette derniére inclusion est stricte. Montrer alors que f est injective si et
seulement si pour toute partie A de E et pour toute partie B de E, ona f(A N B) = f(A) n f(B).
Allez a : Correction exercice 29 :

Exercice 30 :
1. Soit f I’application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par :
fW)=4 f2)=1,f@)=2 f@ =2
Déterminer f~1(A) lorsque A = {2}, A = {1,2}, A = {3}.
2. Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = x2. Déterminer f~1(A) lorsque 4 = {1},
A=1[12].
Allez a : Correction exercice 30 :

Exercice 31 :

1. Soit f: R? - R définie par f(x,y) = x. Déterminer £([0,1] x [0,1]), f~1([—1,1]).

2. Soit f: R — [—1,1] définie par f(x) = cos(mx), déterminer f(N), f(2N), f~1({£1}).
Allez a : Correction exercice 31 :

Exercice 32 :
Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F. Soient A’ et B’ deux parties
quelconques de F, non vides. Montrer que :
L f7HA"uB) =fHA) U fH(B")
2. fTHA'NB) =AY N fH(B)
Allez a : Correction exercice 32 :

Exercice 33:
Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F .
1. Montrer que pour toute partie Ade E,ona A c f‘l(f(A)).
2. Montrer que pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) C B.
3. Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partie Ade Eona A = f‘l(f(A)).
4. Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F on a f(f‘l(B)) = B.
Allez & : Correction exercice 33 :

Exercice 34 :
Soit D = {(x,y) € R?,—y < x < y}
Soit f: D —» R x R définie par f(x,y) = (x? + y?,2xy)
1. Représenter D dans le plan.
2. a. Montrer que si deux couples de réels (x;, y;) et (x5, y,) Vérifient
{x1+y1 =Xzt
X1 —=Y1=X2—Y2
Alors (x1,y1) = (x2,y,) (autrement dit x; = x, et y; = y,).
b. Montrer que f est injective, on pourra se ramener au systeme du 2.a..
3. Est-ce que f est surjective ?
Allez a : Correction exercice 34 :



CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
AnB=1{123}; AuB=1{01,23}
Remarque :
CommeAcBonaANnB=AetAUB=B
Ax B =1{(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)
Remarque :
Card(4 X B) = Card(A) x Card(B) =3 x4 =12
Allez a : Exercice 1 :

Correction exercice 2 :

ANnB=1[23]; AUB =[14]
Allez a : Exercice 2 :
Correction exercice 3 :

1.
C]RAl :]0) -|—OO[, C]RAZ = [0) -|—OO[’ C]RAS :] — 0o, 0] H C]RAA]- :] — oo, 0[;
CrAs =] — ©,1] U [2, +o[; CrAg =] — 0, 1[U [2, +00]
2.
CrA =[1,2]; CrB N CRrC = [1,+0o0[N]2, +oo[= [1,2]
Remarque :

C]RB N C]RC = C]R(B V) C) = C]RA
Allez a : Exercice 3:

Correction exercice 4 :

AN B =]-23]

AUB =] —,7]
BncC =]-27]

BUC =]—=5,+0[
R\ A =]3,+0[

A\ B =] — o, -2]

(R\ 4) N (R\ B) =]3, 4[N (] — o0, —2] U]7, +00[) = (]3, +oo[N] — 00, =2]) U (]3, +0[N]7, +o[)
= @ U]7,+00[=]7,+0o0[

Ou mieux
(R\A) N (R\B) =R\ (AUB) =]7,+0[
(R\ (AU B) =]7, +o]
(ANB)U(ANC)=]-23]U]—-5,3]=]—-53]
Ou

(ANB)UMANC)=ANn(BUC)=]—x,3]N]—5,+c[=]—5,3]
AN(BUC)=]—0,3]N]—5,+0o[=] —5,3]
Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
Il s’agit de résultats du cours que 1’on peut utiliser sans démonstration mais cet exercice demande de les
redémontrer.
1. SixeAu(BnC)
Alors (x €A oux€e(Bn C))

Alors (x € A ou (x € B etx € C))



SixeAalorsxe AUBetx € AU C, par conséquent x € (AUB) N (AU C).
Si(xeBetxeC)alors(xeAUB etx€ AUC)
Doncsi(xEA ou (x €B ethC))anrs(xEAUB etx € AUC)
Onamontréque AU(BNC)c (AUB)N(AUC)
Sixe(AuB)n(AucC)alors(x€ AUB et x € AU ().
(xeAUBetx€eAUC) e ((x€EAoux€EB) et (x€AouxE€C))
Si(xEA et (x€A ouxEC))anrstAnA oux€ANC
Si(xEB et (x €A ouxEC))anrstBnA oux€e€BNC
Alorsx €A oux€ANC oux€EBNA ouxeBNC
Alorsx €A oux€ANCcA oux€EBNACA ouxe€BNC
Alorsx €A oux€e€BNC
Alorsx € AU (BNnC)
Onamontréque (AUB)N(AUC)cAu(BNC)
Finalement AU(BNC)=(AUB)N (AU )
2. SixeAn(BUC(C)
Alors(x €A etx € BUC)
Alors(xEA et (x €EB ouxEC))
Alors(x e A et xEB)ou (x €A et x € C)
Alorsx eANB ou xeEANC
Alorsx e (ANB)U(ANC)
Onamontréque AN (BUC)c (ANB)U(ANC)
Sixe(ANB)U(ANC)
Alorsx eANB ou xeANC
Alors (x EA et x€EB)ou (x €A et x € C)
Alors(x €A oux€eAd) et (x€EAoux€elC)et(xEBoux€A) et (x€EB oux€eCl)
Alorsx €A et xEAUC et xXEBUA et xeEBUC
Commex €A etex€EAUC et xEBUAentrainequex € A
xEANB)UMANC)=>x€A et xEBUC=>x€AN(BUC)
Onamontréque ANB)U((ANC)cAn(BUC)
Et finalement AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
Allez a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :
1.
Ai=ANB#¢@
D’apres I’énoncé
A, =ANCiB=A\B#0
CarA € B.
A;=BNCA=B\A#0
CarBZL A
Ay, =C(AUB)=E\(AUB) # ¢
CarAUuB#E,enfatAUBZEcarAcEetB CE.
2.
AiNA, =(ANB)N(ANCgkB)=ANBNANCEB=ANANMBNCB)=ANnd=0
AiNA;=(ANB)N(BNCgA) =ANBNBNCEA=BNB)NANCLA =BnNno=0
AiNnA,=(ANnB)N(Cz(AUB)) =(ANB)N(C;ANCgB) =ANBNCgANCgB
=ANCANBNCB)=0Nn0=0



A,NA;=(ANCB)N(BNCLA) =ANCeEBNBNCeA=ANCLANBNCB)=0n0=0
A, NA,=(ANCgB)NCr(AUB)=(ANCgB) N (CEANCgkB) =ANCgBNCgANCyB
=(ANCgA)N(CkBNCgB) =0NCgB =0
AsNA,=BNCANCE(AUB)=(BNCgA)N(CEANCgkB) =BNCgANCgANCyB
=(BNCB)N(CEANCEA) =0NCsA=0
3. A, A,, As et A, sont deux a deux disjoints.

AjUA, UA3;NnA,=(ANB)U(ANCgB)U(BNCgA) U Cz(AUB)
=(ANB)UMANCEB)U(BNCgA)U(CEANCEB)
=[(ANB)UANCB)|U[(BNCgA) U (CzAN CgB)]
=[(AUA)N(AUCsB)N(BUA) N (BUCgB)]

U[(BUCsA)N(BUCEB) N (CgAU CgA) N (CzAU CgB)]
=[AN(AUCB)N(AUB)NEJU[(BUCEA)NENCgAN (CEAU CgB)]
=[An{(AUCgB)N(AUB)} U [CcAN{(BUCzA) N (CsAVU CgB)}]
=[An{AU (CekBNB)}]U[CsAN{CzAU (BN CgB}]
=[AN{AUBUI[CGAN{C;AUD}] =[ANAJU[CeANCA] =AUC;A=E
Remarque :
(Aq,A,, A3, A,) est une partition de E.

Sur un schéma c’est une évidence (E est le carré sur le schéma).
Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

1.
CrA; =]0,+oo[; CrA; = [0,+00[; CrA3z =] —00,0]; CrAs=]—00,0[;
CrAs =] — 0,1] U [2, +oo[; CrAg =] — 0, 1[U [2, +oo[
2.
CrA =[1,2]; CrB N CRrC = [1,+0[N]2, +oo[= [1,2]
Remarque :

C]RB N C]RC = CR(B U C) = CRA
Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :
a) Soitx € B=C(CE x & B, commeAcC B, x & A, autrement dit x € A = C£ ce qui montre que si
x € B alors x € A.
b) Six € Aalorsx & B (car An B = @) donc x € B = (&.
Sixg Aalorsx € A= (4
C) Ce(CeA)=A, ANCoA=0,AUC,A=E, Cs® =E et CzE = ¢
Allez a : Exercice 8 :



Correction exercice 9 :
1. A\B)\C=(AnB)\C=(AnB)nC=4An(BnC)=An(BUC)=A\(BUC)
2. (A\B)n(\D)=(AnB)n(CnD)=MAnC)N(BND)=(ANC)N(BUD)=(ANnC)\
(BUD)
Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :

1.
AnB)n(AnC)=@AnB)N(AuC)=(AnBNnA)U(ANBNC)=0U(ANBNC)
=ANnBNC
Pour la seconde il suffit d’intervertir B et C.
2.

ANBAANC)=((ANB)\NUANO))U((ANC)\(ANB))
=((AnB)n(AnC))u((AnC)n(AnB))=(AanE)u(AnCn§)
=an((BnT)u(cnB))=A4n(B\C)U(C\B))=An(BAC)

Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :

1.
(AUB)n(AUC)z(AuB)n(ZnE):(An(an))u(Bn(an))
=(AnNAnC)u(BnAnC)=9u(BNnAnC)=BnAnC=AnBnC
Pour la seconde égalité il suffit d’intervertir les roles de B et C.
2.

(AUB)A(AUC)=(AUB)\(AUC)U(AUCO\(AUB) =(AnBnC)Uu(AnCnB)
=Zn((BnE)u(Cn§))=Zn(B\CuC\B)=Zn(BAC)

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. La contraposée de cette implication est :
(AcC et BcC)=>AUuBcC(C
Cette implication est vraie.
2. Prenons x € B.
Alors x € AU B, alors x € AU C d’apres I’hypothése.
Six € Cc’estfini. Six € A\ C alorsx € A N B (puisque I’on a pris x € B), d’aprés I’hypothése
x € AN C ce quientraine que x € C.
On a bien montré que B c C.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
I1 s’agit de résultats du cours, on peut les utiliser sans démonstration mais c’est I’objet de cet exercice.

1. Soitx € C;(ANnB), x € AnBetdoncx & Aoux & B, ce qui signifie que x € CzA U CB

Cela montre que C;(A N B) c CxA U CgB.
Soitx € C;AU CgB,x € Aoux & B donc x € AN B ce qui entraine que x € Cz(A N B).

Cela montre que CzA U CgB c Cz(AN B).
Et finalement
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Cz(ANB) =CgAUCgB
Remarque :
On aurait raisonner par équivalence.
2. Soitx e Cz(AUB),x ¢ AUBetdoncx & Aetx ¢ B, ce qui signifie que x € CzA N CzB
Cela montre que C;(A U B) c CxA N CgB.
Soitx € C;kANCgB,x ¢ Aetx & Bdoncx & AU B ce qui entraine que x € C;(A U B).
Cela montre que CpA N CgB c Cz(AU B).
Et finalement
Cz(AUB) = CsANCgB
Remarque :
On aurait pu raisonner par équivalence.
Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
Il s’agit de résultats du cours, on peut les utiliser sans démonstration mais c’est I’objet de cet exercice.
1. Supposonsque F c G.
SixeFuGalorsxe FcGoux e Galorsxe G.DoncFUG cG.
Six € Galorsx € FU G, par conséquent FUG = G.
Onamontréque FCG=>FUG=G
Supposons que F U G = G.
Soitx e F,x EFUG=Gdoncx €QG.
Onamontréque FUG =G = F c G.
Finalement Fc G @ FUG =G.
2. Supposons que F c G.

SixEFNCyG,x€EFetx &G D Fdoncx € Fetx &F cequi est impossible par conséquent

Onamontréque FC G=>FNCgG=0
Supposons que F N CzG = @.

Soit x € F, supposons que x € G < x € CgG ce qui signifie que x € F N CzG = @, c’est impossible

donc I’hypothése x & G est fausse, par conséquent x € G et F c G.
Onamontréque FNCxG =@ = F CG.
Finalement F c G © F N CsG = Q.

Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :

1.

(AUB)\(ANB)=(AUuB)N(AnB)=(AUB)n(AUB)
=(AnA)u(AnB)u(BNnA)u(BNB)=ou(AnB)u(BNnA)uo
=(AnB)u(BnA)=(A\B)U(B\A4)

2.
AM = (AUAD\N(ANA) =A\A=0
AMP=(AUB\(ANP)=A\D=A4A
AME = (AUE)\(ANE)=E\A=14
3.
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(AnB)u(BnA)=4nBn(BnA)=(AuB)n(BuA)
=(AnB)U(ANA)U(BNB)UBNA)=(ANB)UPUOU (BN A)
=(ANnB)uU(BNA)

b)

(sm)ac = ((anB)u (BnA))ac = (((4nB)u(BnA))nT)u(cn(anB)u(8n7))

=(4nBnT)uBninT)u(cn(@nB)u®Bna))

=(ANBnC)U(BNANC)U(CNANB)U(CNBNA)
c)
(AAB)AC = (C N AAB) U ((AAB) N E) = ((AAB) N E) U (C N AAB) = CA(AAB)
or AAB = (AnB)u(BnA)=(BnA)u(AnB) = BAAdonc (AAB)AC = CA(AAB) = CA(BAA)

d)
(CAB)YAA=(CnBNnA)U(BNCNA)U(ANCNB)U(ANBnC)=AA(BAC), en changeant A et
C.

€)

(AAB)AC = CA(BAA) d’aprés d) or CA(BAA) = AA(BAC) d’aprés c).
Donc (AAB)AC = AA(BAC).
Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
1. I=1[0,1]et] =[-1,1].
2. I=[-11]et] =[0,1].
3. I=[-11]et] =[-11].
4. 1=[01]et] = [0,1].
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
fiR->R
X - x?
f(—=1) = f(1) donc f n’est pas injective.
—4 n’a pas d’antécédent, car f(x) = —4 <& x? = —4 n’a pas de solution dans R. f n’est pas surjective.
Une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective donc cette fonction n’est pas
bijective.
f:R* -» R*
x - x?2
flx) = fx) = xf =x§:J;f= x5 = x| = x| = % = x;
Carx; = 0 etx, > 0. f estinjective.
Pour tout y € R*, (celui de I’ensemble d’arrivée), il existe x = \/; € R*, (celui de I’ensemble de départ)

tel que : y = f(x), en effet f(x) = (\/y)2 = y donc f est surjective.
f est bijective.
f:10,1] - [0,2]
x > x?

f(x1)=f(x2)=>x12=x22=>1/x12= x22=> |21 ] = |xa] = %1 = x;

Car x; = 0 etx, > 0. f est injective.
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2 n’a pas d’antécédent, car f(x) = 2 © x? = 2 n’a pas de solution dans [0,1]. f n’est pas surjective.
gR->R

x e x+x3
g est une fonction dérivable, g’(x) = 1 + 3x? > 0 donc g est strictement croissante sur R.
La contraposée de g(x;) = g(x,) = x; = xy estx; # x, = g(x1) # g(x3)
Supposons que x; # x,, alors x; < x, (ou x, < x4, ce que revient au méme), on en déduit que g(x;) <
g(x,) car g est strictement croissante, par conséquent g(x;) # g(x;), g est injective.

lim g(x) =—c et Ilim g(x) = +oo

X——00 xX—+00

g est une bijection strictement croissante de R sur R, par conséquent pour tout y € R, il existe un
unique x € R tel que y = g(x), g est surjective. Mais ’unicité du « x » fait que g est bijective donc il
¢tait inutile de montrer I’injectivité de g.
h:R-R
x P x? + x3
On va étudier (sommairement) cette fonction et dresser son tableau de variation.
h est une fonction dérivable sur R. h'(x) = 2x + 3x% = x(2 + 3x)
lim h(x) =—o0 et lim h(x) =+

X—>—00 X—+o00

Le « x3 » I’emporte sur le « x? ».

h(0) =0 et h(_g):(_§)2+(_§)3:g_%:%

X —0 —2 0 +o00
() Y 0 - 0 +
27 /

Les seules bijections de E c R sur F c R sont les fonctions strictement monotones dont I’image de E
est F.

h n’est pas une bijection.

Comme h(—1) = 0 = h(0), h n’est pas injective.

Pour tout y € R il existe x € R tel que y = h(x), et bien il n’y a pas unicité sinon h serait bijective.
Pour tout y € [0,%[ il existe trois valeurs x tel que y = h(x), pour y = % il y en a deux pour les

autres y n’a qu’un antécédent.

kkR->R
x e x+xt
On va étudier cette fonction, k est dérivable et k'(x) = 1 + 4x3
1
1 1\3 1
k’(x)=0<:>1+4x3=0<:>x3=—Z<=x=(—2—2) - =
23

(-0 -3

lim h(x) =+ et lim h(x) =+
X——00 X—+00

Le « x* » I’emporte sur le « x ».

X —00 — 400

o l\w)u:ol“"’

k'(x) — +

k(x) +00\ _é /v +o0

Pour tout y > — % y admet deux antécédents, k est ni surjective ni injective.
23
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Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
1.
f(12)=1x2=2x1=f(21)
Donc f n’est pas injective.
2. f(Lp=1xp=p
Donc pour tout p € N, il existe (n,m) = (1,p) tel que p = f(n,m)
f est surjective.

ny =Ny
g(ny) = g(ny) = (g, (ng + D?) = (np, (np + D?) = {(nl +1)% = (n, + 1)2 >N =Ny
Donc g est injective.
4. On va montrer que (1,1) n’admet pas d’antécédent. Supposons que
(1,1) =(n,(n+ 1)?)
Alors

1=n
{1 = (n+ 1)?
Ce qui équivaut a
{ 1=n
1 =22
Ce qui est impossible donc (1,1) n’admet pas d’antécédent, g n’est pas surjective.

Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
fny)) =f(my) >2n; =2n, =>n; =n,
f est injective.

1 n’a pas d’antécédent car il n’existe pas d’entier naturel n tel que 1 = 2n, f n’est pas surjective.
1

g(0) =E (g) =E)=0etg(1)=E (E) = 0, donc g(0) = g(1) ce qui entraine que g n’est pas

injective.
Pour tout y = n € N (dans I’ensemble d’arrivé) il existe x = 2n € N (dans I’ensemble de départ) tel
que :
X 2n
90 =E(5)=E(S)=E@=n=y

g est surjective.
Si n est pair, il existe p € N tel quen = 2p

2
fogtm) =F(gm) = Flg2p) = f (E (7”)) = F(E®) = f@) =2p =7
Si n est impaire, il existep € Ntelquen =2p + 1

2 1 1
fogm) = flgm) = f(g(2p + 1) =f<E( P )>=f<E<p+§))=f(p)=2p=n—1

sin est pair
sin est impair

fogm ={,",
Que n soit paire ou impaire
2n
gof@ = g(fm) = gm = £ (5) = E@) = n

gef=id
Remarque :
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Comme on le voit sur cet exemple, il ne suffit pas que g o f = id pour que g soit la bijection réciproque
de f. La définition de la bijection réciproque d’une fonction f;: E — E est :
« S’il existe une fonction f,: E > E telle que f; o f, = fo 0 f; = idg alors f, = fi 1 »onaalors : f; et
f- sont deux fonctions bijectives.

Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
f(E) c Edonc f(f(E)) c f(E) cE,or f(f(E)) = Edonc E c f(E) c E, par conséquent
E = f(E) ce qui signifie que f est surjective.

Allez a : Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
1. Supposons que g existe, fo g =Idy © Vn €N, f(g(n)) =n & vn €N, (g(n))2 =n

Si n n’est pas un carré cela ne marche pas, par exemple si n = 2, (g (2))2 =2donc g(2) =+V2 ¢N
Il n’existe pas de fonction g: N — N telle que :f o g = Idy.
2. Supposons que h existe, ho f = Idy © Vn € N,h(f(n)) =n o vn € N h(n?) =n
Les valeurs h(p) prennent les valeurs qu’elles veulent sauf lorsque p est un carré auquel cas
h(p) = \/_ donnons une fonction h qui répond a la question :
Sip # n? alors h(p) = 0 etsip = n? alors h(p) = ,/p =n.
Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :
1. Si g existe alors pour tout n € Z, f(g(n)) = n © 2g(n) = n, si n estimpair g(n) ¢ Z donc il
n’existe pas de fonction g: Z — Ztelle que f o g = Idj.

2. Si hexiste alors pour toutn € Z, h(f(n)) =n & h(2n) =n
Soit h la fonction définie, pour tout p € Z, par h(2p) = p et h(2p + 1) = 0 convient.
Allez a : Exercice 22 :

Correction exercice 23 :
Onpose E = {eq, ez, ...,en} €t F = {fi, f2, ..., fn}, €t bien sur tous les e; sont distincts ainsi que tous les
fi.
On rappelle que le fait que f soit une application entraine que {f (e;1), f(€2), ..., f(en)} € {f1, for wer fn}
On suppose que f est injective, on va montrer que f est surjective.

On va montrer la contraposée, ¢’est-a-dire que 1’on va montrer que si f n’est pas surjective alors f n’est
pas injective.

Soit f; € F et on suppose qu’il n’existe pas de e; € E tel que f; = f(e;) (f n’est pas surjective)

Donc {f(eq), f(ez), ..., f(e)} < {f1, o) fi—1, fix1s -» [ }s il Yy @ n éléments dans le premier ensemble et
n — 1 dans le second, donc il existe j, et j,, avec j; # j, dans {1,2, ..., n} tels que f(ejl) = f(ej,), or
ej, # ej, donc f n’est pas injective.

On suppose que f est surjective et on va montrer que f est injective.

On va montrer la contraposée, c¢’est-a-dire que 1’on va montrer que si f n’est pas injective alors f n’est
pas surjective.

Si f(e;) = f(ej) = u avec e; # e; alors
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{fle), .. fleim),u, f(eiy), v, f(€j—1) W, f(€j41) o) f(€0)} € {fi, f2, o) fu}, 1€ premier ensemble a
n — 1 éléments et le second n donc il existe un f; qui n’a pas d’antécédent, cela montre que f n’est pas
surjective.
On a montré que (i) < (ii), par définition (iii) = (i) et (iii) = (ii). Siona (i) alors on a (ii) et
(i) et (ii) entraine (iii) de méme si on a (ii) alors on a (i) et (i) et (ii) entraine (iii). Ce qui acheve de
montrer les trois équivalences.

Allez a : Exercice 23 :

Correction exercice 24 :
1. u et v sontsurjectives donc u(N) = Z et v(Z) = N par conséquent

uovou(N)=u (v(u(N))) = u(v(Z)) =u(N)=1Z
Cela montre que u o v o u est surjective.

uovou(x)) =uovou(x,) ©u (v(u(xl))) =u (v(u(xz))) & v(ulxy)) = v(ulxy))
Car u est injective
uovou(x) =uovou(x,) v(u(xl)) = v(u(xz)) o u(xy) = u(xy)
Car v est injective
uovou(x) =uovou(xy) © ulx)) =ulx,) © x; =x,
Car u est injective
Finalement u o v o u est injective et donc bijective (puisqu’elle est surjective).
2. 7 n’admet pas d’antécédent donc f n’est pas surjective.
f(a,b,c) = f(a',b',c") e 243b5c = 2a'3b'5¢’
L’unicité de la décomposition des entiers en produit de facteur premier entraine que a = a’,
b = b' etc = c¢’, autrement dit f est injective.
Donc f est injective et pas surjective.
3. p(n) =0 etp(2n)=0
Donc ¢ n’est pas injective.
o(Z)=1{01,..,n—1} &N
Donc ¢ n’est pas surjective.
4. Pour tout (x,y) € Z on cherche s’il existe un unique couple (u, v) € Z tel que
Premier cas a # 0

x=au+bv+1

(x,y) = f(a,b) & (x,y) = (au+bv+1'cu+d”—1)‘:’{y=cu+dv—1

@Ll{x—1=au+bv® L, { x—1=au+ bv

Lyly+1=cu+dv ~cLi—al;(c(x—1) —a(y+1) = cbv — adv

@{ x—1=au+bv @{ x—1=au+bv
cx—1)—aly+1)=(ch—ad)v cx—1)—aly+1)=—-v

@{x—l =au+b(—c(x—1)+a(y+1))
v=—clx—1)+aly+1)
- {au = —b(—c(x -1 +aly+ 1)) +(x—1)
v=—c(x—-1D+aly+1)

(au = bc(x —1) —ab(y+ 1)+ (x — 1)

{ v=—cx—1D+aly+1)

au = (bc+1)(x—1) —ab(y +1) au=ad(x—1) —ab(y+ 1)
v=—cx—1+aly+1) ®{v=—c(x—1)+a(y+1)

u=dkx—-1)—-b(y+1)

v=—cx—1+aly+1)

Sia =0, alors bc = —1, en particulier b # 0 et% = —c

(=14

S 9
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x=bv+1
y=cu+dv-—1

@{ v:x;l @{ v=—c(x—-1) @{ v=—c(x—1)
y y y

(x,y) =f(0,b) & (x,y) =(bv+1,cu+dv—1) (:){

=cu—dc(x—1)—1 =cu—dc(x—1)—-1

=cut+dv-—-1
@{ b= —clx—1) R v=—C(x—11)+
cu=dc(x—1)+1+y u=d(x—1)+Ty

- { v=—clx—-1)
u=dx—-1)—-b(1+y)

Ce sont les mémes formules que dans le cas ou a # 0
Donc pour tout (x,y) € Z? il existe un unique couple

(w,v) =(dx—1)—b(y+1),—clx—1)+aly + 1)) € 22
tel que (x,y) = f(u,v), f est bijective et

fly)=(dx-1D-by+1),—cx—1 +aly+1))

Allez a : Exercice 24 :

Correction exercice 25 :
Supposons qu’il existe f: E — P(E) surjective et on cherche s’il existe un antécédent a A. On appelle
xo € E, un antécédent de A, donc par définition f(x,) = A4,
Si xg € f(xq) alors x, € Aetdonc xq € f(xo) ce qui est contradictoire
Si xy & f(x,) alors par définition de 4, x, € A = f(x,) ce qui est aussi contradictoire.
L’hypothese est donc fausse, il n’y a pas d’application surjective de E dans P (E).
Allez a : Exercice 25 :

Correction exercice 26 :
1. Premiére méthode : raisonnons par récurrence
On pose (H,) il yan(n — 1) applications injectives de I, dans I,,.
Regardons si (H,) est vraie.
Il'y a 4 applications de I, dans I,,.
filh=1etfi(2)=1
() =1etf(2) =2
fs()=2etf3(2) =1
fa(D) =2 et f,(2) =2
Seules f;, et f; sont injectives. Il ya 2 = 2(2 — 1) applications injectives de I, dans I.
Montrons que (H,) = (H;41)
Il'yan(n — 1) applications injectives de {0,1} dans {0,1, ..., n}.
Supposons que f(1) = n + 1alors f(2) € {1, ...,n} (pour que f(1) # f(2)), celafaitn
applications injectives de plus.
Supposons que f(2) = n+ 1alors f(1) € {1, ...,n} (pour que f(1) # f(2)), cela faitn
applications injectives de plus.
Autotal,ilyan(n—1)+n+n=n’—n+n+n=n*+n=nn+1)
L’hypothese est vérifiée.
Conclusion pour tout n = 2, il ya n(n — 1) applications injectives de I, dans I,,.
Deuxieme méthode :
Sif(1) =ke{01,..,n}alors f(2) e {1,....k—1,k+1,..,n}.
Cela fait n choix possibles pour f(1) et n — 1 pour f(2), soit n(n — 1) choix possibles pour
(F(1), f(2)) de fagon a ce que £(1) # £(2) (autrement dit pour que f soit injective).
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2. fily, -1,

f injective équivaut a f(1) = kq; f(2) = ky; ...; f(m) = kyy,, avec kq, ky, ...,k €{1,2, ..., 1}
tous distincts par conséquent m < n.

Remarque :

Cela ne veut pas dire que toutes les applications de {1,2, ..., m} dans {1,2, ..., n} sont injectives !
Supposons que f est surjective.

Pour tout k4, k5, ..., k, € {1,2, ...,n} (les k; tous distincts) il existe Iy, 5, ..., L, € {1,2, ..., m} tels
que k; = f(l;) par définition d’une application tous les [; sont distincts (sinon un élément aurait
plusieurs images), par consequent n < m.

Pour que f soit bijective il faut (et il suffit) que f soit injective et sujective, par conséquent il
faut que m < n et que n < m, autrement dit il faut que m = n.

Remarque :

Cela ne veut pas dire que toutes les applications de {1,2, ..., n} dans {1,2, ..., n} sont bijectives.

Allez a : Exercice 26 :

Correction exercice 27 :

1 gof(x))=gof(xz) = g(f(x1)) = g(f(xz)) = f(x1) = f(xz)

Remarque :

Car g est injective
gofx)) =geof(x) = f(x) =f(x2) > x = x,
Car f est injective.
Donc g o f est injective.
Premiére méthode :
Pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective.
Comme pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective. On en déduit que
pour tout z € G il existe x € E tel que z = g(f(x)) = g o f(x) autrement dit g o f est
surjective.

(a) D’habitude on appelle y un élément de I’image G mais ici ce pose un petit probléeme de notation parce que
I’on va appeler x 1’élément de F et on ne saura pas trop comment appeler 1’¢lément de E, ¢’est pour cela qu’il

est plus malin de I’appeler z.

(b) Si on commence par écrire « pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective » puis

« pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective » donc « pour tout z € G il existe x € E
tel que z = g(f(x)) = g o f(x) » cela ne va pas, je vous laisse réfléchir pourquoi.

Deuxiéme méthode :

On rappelle que ¢: U — V est surjective si et seulement si p(U) =V

Donc f(E) = F et g(F) = G, par conséquent g o f(E) = g(f(E)) = g(F) = G et on en déduit
que g o f est surjective.

Si g et f sont bijectives alors elles sont injectives et g o f est injective et si g et f sont bijectives
alors elles sont surjectives et g o f est surjective, on en déduit que g o f est bijective.

flx) = fxp) = g(f(x1)) = g(f(xz)) > geof(x)) =geflxz) >x =x

Car g o f est injective, par conséquent f est injective.

Premiere méthode :

Pour tout z € G, il existe x € E tel que z = g o f(x) = g(f(x)), donc il existe y = f(x) tel que
z = g(y) ce qui signifie que g est surjective.

Deuxieme méthode :

Comme g o f est surjective, go f(E) =G & g(f(E)) =G or f(E) c F donc

g(f(E)) c g(F)
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Comme g(F) c G, cela donne
G = g(f(E)) cg(F)caG
D’ou
g(f(B)) = g(F)=G=g(F) =G
Ce qui montre que g est surjective.

a. g o f = Idg estbijective (I’identité est bijective)
g o f estinjective, d’apres 4°), f est injective.
g ° f est surjective, d’aprés 5°), g est surjective.
Remarque :
g ° f = Idg n’entraine pas que g = f~1 et que donc f et g sont bijectives.
b. f o g = Idp estbijective (I’identité est bijective)
f o g estinjective, d’apres 4°), g est injective.
f o g est surjective, d’aprés 5°), f est surjective.
C. fof = Idg estbijective
f o f estinjective, d’aprés 4°), f est injective.
f o f estsurjective, d’aprés 5°), f est surjective.
Par conséquent f est bijective et f~1 = f.
Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :
1. Pourtouty € Y il existe x = s(y) € X tel que y = Idy(y) = f(s(¥)) = f(x), f est surjective.

2. s(y1) =s(y) = f(S(Y1)) = f(S(J’2)) =Y1=)2
s est injective.
3. fx) =fxz) > T(f(x1)) = T(f(xz)) = Idx(x1) = ldx(x3) = %1 = x;
f estinjective.
4. Pourtout x € X, pose y = f(x).
Comme f(x) = f(x") = x = x" achaque y €Y telle que y = f(x) on associe bien une unique
valeur x, on définit alors r: f(X) — X par r(y) = x. Pour les y € Y qui ne sont pas dans I’image
de X par f, autrement dit qui ne sont pas de la forme y = f(x), on leur attribue n’importe quelle
valeur dans X, mettons x, pour fixé les idées (d’ailleurs, on n’est pas obligé de leur attribuer a
tous la méme valeur).
Pour tout x € X.
x=r(y)=r(f(x)) e Ildy=rof
r est bien une rétraction de f.
Remarque :
Siy & f(X), r(y) = x, ne sert a rien pour montrer que r est une rétraction.
5. Pourtout x € X, il existe y = f(x) tel que :
x = Idy () = r(f () = r(y)
Cela montre que r est surjective.
Remarque :
Les roles habituels de x et y ont été inversés pour respecter les notations de 1’énoncé.
6.
Si f admet une section alors f est surjective d’apres 1°).
Si f admet une rétraction alors f est injective d’apres 3°).
Par conséquent f est bijective, on note f~1:Y — X sa bijection réciproque.
Comme Idy = r o f, en composant par =1 a droite :
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ldyof '=(@of)efteft=ro(fofh)=r
Comme Idy = f o s, en composant par f~1 a gauche :
f_loldyzf_lo(fos)@f_lz(f_lof)oszs
Dour =s=f"1
Allez a : Exercice 28 :

Correction exercice 29 :
1. Pourtouty € f(AUB), il existex € AU B tel que y = f(x).
Commex €A,y = f(x) € f(A),commex € B,y = f(x) € f(B) par conséquent
y=fx)ef(AVf(B)
Cela montre que f(AU B) c f(A) U f(B)
Pourtouty € f(A)U f(B),y € f(A)ouy € f(B)
Siy € f(A)alorsilexiste x € Atelquey = f(x), maisx e Ac AUBdoncy = f(x) €

f(AUB)

Siy € f(B) alorsil existe x € Btelque y = f(x), maisx e Bc AuBdoncy = f(x) €
f(AUB)

Cela montre que s tous les cas y € f(A U B) et que donc

fAVfB) cfAuB)
Finalement f(AU B) = f(A) U f(B)
2. Pourtouty € f(ANB), il existe x € AN B tel que y = f(x).
Commex € ANBcA,y=f(x)€f(Ad),commex € ANB c B,y = f(x) € f(B) par
conséquent
y=fx)efA)nf(B)
Celamontre que f(ANB) c f(A) N f(B)
Pour trouver un exemple ou I’inclusion est stricte, d’apres la suite, il ne faut pas prendre une
fonction injective, par exemple prenons f: R — R définie par f(x) = x2, ensuite il faut prendre
A et B ou f n’est pas injective, par exemple :
A=[-42] etB=[-23]
) =f(-42D =1[016]; f(B)=r([-23D=1[09]= f(A)nf(B)=1I09]
ANB =[-22]=f(AnB) =[04]
Onabien f(ANB) & f(A) n f(B)
Allez a : Exercice 29 :

Correction exercice 30 :
L @2 =064 "{12) ={234};f({(BH =0
2.
1) = {-113
(12D = [-V2,-1] u [1,V2]

Allez a : Exercice 30 ;

Correction exercice 31 :
1. [01]x[01]={(x,y) ER2,0<x<1let0<y<1}
Donc
f(0,1] x[0,1) ={xeR,0<x<1}=[0,1]
fH-11D = {(x,») e R? f(x,y) € [-11]} = {(x,y) € R*, x € [-1,1]} = [-1,1] x R

f(N) ={ye[-11],y =cos(mn),ne N} ={y e [-1,1],y = (-1)",n e N} = {—-1,1}
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f2N) ={y e [-1,1],y =cos(2nn),ne N} ={y € [-1,1],y = 1,n € N} = {1}
fH{£1}) = {x € R, cos(nx) = £1}
Orcos(x) =1 x=2kmetcos(x) =—1ox=Qk+1)mraveck € Z
{1 ={x e Rx = 2k, x = 2k + ),k € Z} = {nm,n € Z}

Allez a : Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
1. Pourtoutx € f~1(4'UB’), f(x) € A’ UB’ donc f(x) € A’ ou f(x) € B’, par conséquent
x € f (A oux € f~1(B"), autrement ditx € f~1(4") U f~1(B")
Onamontré que f~1(A’UB’) c f~1(4A)u f1(B")
Pourtoutx € f~1(A) U f~1(B"),x € f~1(A") ou x € f~1(B"), par conséquent f(x) € A’ ou
f(x) € B', autrement dit f(x) € A’ UB',donc x € f~1(4’ UB").
Onamontré que f~*(A) U f~Y(B") c f1(4'UB")
Finalement f~1(4’ UB’) = f~1(4") U f~1(B")
2. Pourtoutx € f71(4'nB"), f(x) € A’ n B’ donc f(x) € A" et f(x) € B’, par conséquent
x € fl1(AN etx € f71(B"), autrementditx € f~1(4") n f~1(B")
Onamontré que f~1(A4'NB") c f~1(A) n f~1(B")
Pourtoutx € f1(A) N f~1(B"),x € f~1(A) etx € f~1(B"), par conséquent f(x) € A" et
f(x) € B, autrement dit f(x) € A’ nB’,doncx € f~1(4'n B").
Onamontré que f~1 AN N f~1(B) c f~1(4'nB’)
Finalement f~1(4A'nB') = f~1(4") n f~1(B")
Allez a : Exercice 32 :

Correction exercice 33 :

1. Pourtout x € 4, f(x) € f(A) etdonc x € f~1(f(A4)), ce qui montre que A c f~1(f(4))

2. Pourtouty € f(f~1(B)), il existe x € f~1(B) tel que y = f(x), comme x € f~*(B) f(x) € B
ce qui entraine que y € B, ce qui montre que f(f‘l(B)) C B.

3. Comme « pour toute partie A de E,ona A c f~*(f(A)) » la question revient a montrer que :
« f est injective si et seulement si pour toute partie Ade EonaA D f—l(f(A)) »
Si f est injective.
Pour tout x € £~1(f(4)), f(x) € f(A) ce qui signifie qu’il existe x" € A (attention, & priori ce
n’est pas le méme x que celui du début de la phrase) tel que f(x) = f(x") comme f est injective
x = x', par conséquent x € A.
On a montré que f~*(f(4)) c A.
Si pour toute partie A c E, f~1(f(4)) c A

fOx) =f(x) =y
On prend A = {x;}
fA =) =&} == (@) =FUD =0

D’aprés I’hypothése f~1(f(4)) < A donc {f~1(y)} © {x}
Or x, € f~1(y) car f(x,) = y donc x, € {x;} par conséquent x; = x, ce qui signifie que f est
injective.
Finalement on a montré 1’équivalence demandée.

4. Comme « pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) C B » la question revient a montrer que :
« f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F ona f(f~1(B)) > B »
Si f est surjective.
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Pour tout y € B, il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.
x € f71(B) entraine que y = f(x) € f(f~*(B)), cela montre que B  f(f~*(B)).
Si pour tout B < f(f~1(B))
On pose B = {y}, alors {y} c f(f ~*({y})) ce qui s’écrit aussi y € f(f~*({y})), il existe donc
x € f71({y}) tel que y = f(x), cela montre bien que f est surjective.
Finalement on a montré 1’équivalence demandée.
Allez a : Exercice 33 :

Correction exercice 34 :
1. Le point (0,1) vérifie x < y donc {(x,y) € R%,x < y} est le demi-plan supérieur droit. De méme (0,1)
vérifie —y < x donc {(x,y) € R?,—y < x} est le demi-plan supérieur droit, D est ’intersection de ces
deux demi-plan, D est le quart de plan supérieur du schéma ci-dessous.
X

L1{x1 TV =Xt

Ly —y1 =% =¥,
En additionnant L, et L, on trouve que 2x; = 2x,, donc x; = x,, puis en remplacant dans L,, on trouve
que y; = ya.
b.

Xt +yi =x3 +y3
2x1y1 = 2x3Y>
L, - L, donne x? + y2 — 2x;y, = x5 + y2 — 2x,y,, ce qui entraine que (x; — y1)? = (x, — y,)?,
comme x —y < 0 sur D, celadonne —(x; — y;) = —(x, — y,) ouencore x; — y; = Xy — V5.
Ly + L, donne x + y2 + 2x,y; = x2 + yZ + 2x,y,, ce qui entraine que (x; + y1)? = (x, + y,)?,
comme x +y = 0sur D, celadonne x; +y; = x, + y,.
D’aprés 2.a. cela donne que x; = x, et que y; = y,, Ce qui montre que f est injective.
3. (-1,1) € R X Rn’a pas d’antécédent dans D car x2 + y? > 0.
Allez a : Exercice 34 :

L
fxn,y1) = f(x,¥2) = (xF + y1,2x191) = (x5 + y5,2xy,) = L;{
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