Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé
Développements limités, équivalents et calculs de limites

Exercice 1. + Fomesoutra cm
Déterminer le développement limité en 0 a I’ordre n des fonctions suivantes :

Docs 2 portée de main
ex
1. f(x)= o S 2

sin(x)

2. gx)=——"A——=n=3

1+In(1+x) -
sh(x)

3. hx)=e x n=1
4. i(x) =sin(x®) n=6
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
1. Ecrire le développement limité de 1-1+_x au voisinage de 0, a I’ordre 3.

2. En déduire le développement limité de ﬁ au voisinage de 0, a I’ordre 3.

X

3. Soit f(x) = —=. En utilisant ce qui précéde, déterminer I’asymptote au graphe de f pour x — +oo.
1+ex
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 6, au voisinage de 0, de :
f(x) =In(1 + x) sin(x)
2. Déterminer le développement limité a I’ordre 4, au voisinage de 0, de :

flx) = °

cos(x)
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Soient u, v et f definies par :

1
u@x) =@ +x2+x+D3v(x) =yx2+x+1
1
f)=G3+x2+x+1)3—yx2+x+1

1. Donner le développement limité de u, v et f au voisinage de 0 a I’ordre 2.
2. En déduire 1’équation d’une droite asymptote au graphe de f en +oo.
3. En déduire I’équation d’une droite asymptote au graphe de f en —oo et positionner f par rapport a
cette asymptote.
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f la fonction pour tout x € R définie par f(x) = V1 + x + x?
1. Déterminer le développement limité de f, a I’ordre 2 au voisinage de 0.
2. En déduire I’équation de la tangente au point d’abscisse x = 0 et la position de la tangente par rapport a
la courbe.
3. Déterminer une équation de I’asymptote en +oo ainsi que la position de cette asymptote par rapport a la
courbe.
Allez a : Correction exercice 5
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Exercice 6.

Soit f I’application de U =] — 1,1[U]1, +oo[ dans R, définie pour tout x € U par :
1+x
f(x) = (x? —1)ln|1_x|
1. Donner le développement limité de f, a I’ordre 3, dans un voisinage de 0.
En déduire que le graphe de f admet une tangente (T') au point d’abscisse 0. Donner une équation
cartésienne de (T) et préciser la position du graphe par rapport a (7).
2. En utilisant un développement asymptotique de f en 4o, démontrer que le graphe de f admet une
asymptote (4).
Donner une équation cartésienne de (A) et préciser la position du graphe de f par rapport a (4).
Allez & : Correction exercice 6

Exercice 7.
1. Soit f la fonction définie pour tout x € R par
f(x) = arctan(x)
En calculant le développement limité a I’ordre 4, au voisinage de 0 de la fonction dérivée f', en déduire
le développement limité de f a 1’ordre 5.
2. Calculer le developpement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0 de la fonction g définie par
_arctan(x) — x
9(x) = sin(x) — x
Allez & : Correction exercice 7

Exercice 8.
Déterminer le développement limité a 1’ordre 6, au voisinage de 0, de la fonction :
f(x) = arccos(x?)

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Déterminer le développement limité a 1’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction définie par :
ch(x)In(1 + x)
fe) = cos(x)

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Déterminer le développement limité en x = a a I’ordre n de

1. f(x) = ec0s() g = g, n=2.

E—arctan(x)

— 4 —_ —
2. g(x)——ln(x) ,a=1,n=1.

Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Déterminer le développement limité a 1’ordre 4, au voisinage de %, de la fonction :

f(x) = cos(x)

Allez a : Correction exercice 11
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Exercice 12.
Déterminer le développement limité a 1’ordre 2, au voisinage de 1 de la fonction
v1+x
Fo) ="
Allez a : Correction exercice 12
Exercice 13.
Déterminer le développement limité a I’ordre 1, au voisinage de 1 de la fonction définie par :
1
f(x) =xx-1

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 4, au voisinage de %, de:
f(X) — esin(x)
2. Donner un équivalent de f(x) — e, en %
3. Endéduire
lim —f(x) — ¢

3 (e-3)

Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Justifier I’existence et calculer le développement limité a I’ordre 3, relatif a % des applications

suivantes :

f(x) = In(sin(x))

fx)=>0+ COS(x))%

Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
1. Calculer un développement limité a ’ordre 2 en x = 2 de f(x) = In(x) etde g(x) = x3 —x%2 —x — 2.
2. Endéduire
In(x) — In(2)
x-2x3 —x2 —x—2

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
1. Calculer un développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0 de :
sin(x)
fe)=—

2. En déduire qu’on peut prolonger cette fonction par continuité en x = 0 et que la fonction ainsi
prolongée admet une dérivée premiére en x = 0.
3. Calculer un développement limité a 1’ordre 4 au voisinage de x = 0 de :

sin(x)
g(x)=ln< . )

3
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Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Justifier ’existence et calculer le développement limité a 1’ordre 4, relatif a 0, de ’application suivante :
x
fe) = sin(x)
Allez a : Correction exercice 18
Exercice 19.
Déterminer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0, de :
In(ch(x))
f&) =——7—=
xIn(1 + x)
Allez a : Correction exercice 19
Exercice 20.
Déterminer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0, de :
In(cos(x))
f&) ==
xIn(1 — x)
Allez a : Correction exercice 20
Exercice 21.
Déterminer le développement limité a 1I’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction
cos(x) —1
fx) =

In(1 + x) sh(x)
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.

1. Déterminer le développement limité a 1’ordre 3, au voisinage de 0, de :

f(x) =In(1+ sh(x))

2. Déterminer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0, de :
In(1 + sh(x))

sin(x)

3. Montrer que g est prolongeable par continuité en x = 0.
Allez a : Correction exercice 22

g(x) =

Exercice 23.
Soit f la fonction réelle définie par :
f(x) = 9sin(x) — 11x cos(x) + 2x cos(2x)
1. Donner les développements limités en 0, a ’ordre 5, des fonctions sin(x), cos(x) et cos(2x).

2. En déduire la limite, lorsque x tend vers 0 (x # 0), de I’expression %

Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 4, au voisinage de 0 de la fonction définie par :
sin(x) sh(x
10« SIS
sin(x2)

4
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2. En déduire un équivalent de h(x) — 1 au voisinage de 0.
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.

Justifier ’existence et calculer le développement limité a I’ordre n, relatif & 0, des applications

suivantes :
1.

X
fe) = sin(x) n=4
2.
1 1
[ =Gee we "0

3.

3
f(x) = (cos(2x))** n=4
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
1. Donner le développement limité a I’ordre 1, en 0 de V1 + 3X + 2X?%2 — 1

2. Calculer
lim (Vx%24+3x+2—x)

X—+o00

Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Déterminer le développement limité a 1’ordre 5, au voisinage de 0 de la fonction
f(x) = sin3(x) (exz -1)

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.

cos(x)

Ecrire le développement limité a ’ordre 3, en 0, de - xiz et en déduire sa limite en 0.

sinZ(x)
Allez a : Correction exercice 28
Exercice 29.
1
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 2 en 0 de : (1 + h)r.
X
2. En déduire le développement généralisé a 1’ordre 2 de (1 + i) lorsque X — +oo.
3. En déduire
1 X 1 2X 1 3x
(1+—> —4<1+—> +3<1+—)
X 2x 3x

lim x?

X—>00

Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
Calculer
1.
) eX’ — cos(x)
11m —2
x—-0 X
2.
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I In(x)
s x2 -1
3.
lim (vVx?+3x+2—x)
X—+o00
4,
y e*—1—x
0 sin?(x)
Allez a : Correction exercice 30
Exercice 31.
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
sin(3x) _ ~ sin(3x) _ - (1 —e¥)sin(x) _ - e*—cos(x) —x
20 tan(2x)’ o0 x tan(2x)’ 50 xZ+x3 0 x90 In(1 + sin(x)) — x’

Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.

Déterminer la limite suivante, sans préjugée qu’elle existe :
ecos(x) _ ech(x)

I
x50 cos(x) — ch(x)
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Calculer les limites
1.
2+ 1\
xl—l>r-lr-loo (Zx — 1)
2.

sin(x)

. X x—sin(x)
}cl—r% (sin(x))
x#0

__ x—sin(x)
On pourra poser X = oG
3.
. esin(x) _ etan(x)
im
-0 qj —
20 sin(x) — tan(x)
4.

sin(x?)
m-—-——r-—
x-0x In(1 + x)
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.

Soit f I’application définie par f(x) = 2x + sin(x)

1. Déterminer un développement limité de f a I’ordre 3 en x = 0.

2. Montrer que f est une bijection et que sa bijection réciproque £~ est de classe €3, en déduire que f~1
a un développement limité a I’ordre 3.
Onnote f71(x) = ag + a;x + azx? + azx3 + o(x3) le développement limité de £~ en 0.

3. En déduire le développement limité de £~ en exploitant la relation f~*(f(x)) = x.

6
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Allez a : Correction exercice 34
Exercice 35.

Soit f: R — R I’appliquation définie pour tout x € R par f(x) = xex’

1. Justifier que f est de classe C™ sur R puis déterminer le développement limité a I’ordre 5 en 0 de f.

2. Montrer que f est une bijection de R sur R.

3. Onadmet que f~1 est aussi C* sur R. Montrer que f~! admet un développement limité a I’ordre 5 en 0

de la forme :
f1(x) = ax + bx® + cx® + o(x®)
Ou a, b et ¢ sont des réels.
4. A partir de I’identité f(f~*(x)) = x valable pour tout x € R, déterminer a, b et c.

Allez a : Correction exercice 35
CORRECTIONS

Correction exercice 1.

1.
x? -3)(—4
fx) =e*(1+x)3= (1 +x + > + o(xz)) (1 —3x+ ()2—()962 + o(xz))
52
= 1+x+7+0(x2) (1 —3x +6x% + 0(x?))
1 7
= 1+(—3+1)x+<6—3+§)x2 +o(x?) = 1—2x+§x2 + 0(x?)
2.
x3 3
@ sin(x) x—gt o(x>)
1+In(1+x) 1+x—x7+%+o(x3)
x —%3+o(x3) 1+x—x72+xg—3+0(x3)
x3 A2 i 3
x+x?——+o0(x%) X —x"+3x
—x% + §x3 + o(x?)
—x%2 —x3+o0(x?)
§x3 + o(x®)
§x3 + o(x?)
o(x3)
Donc
4
glx) =x—x*+ §x3 +o(x?)
3.
sh(x) x+o(x?)
h(x)=e x =e x =e"® =¢gxe® =¢(1+0k))=e+o(x)
4.

6

i(x) = sin(x?) = x% — % + 0(x®)

7
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Allez a ; Exercice 1

Correction exercice 2.

1.
- =1—x+x%—x3+0(x3)
1+x
2.
Premiére méthode
1 1 _ 1
1+e* 2 53 - X2 3
1+<1+x+x7+%+0(x3)> 2+x+5+7+ox?)
1 1 1 1
= =-x——==(1-X+X2 - X3+ 0(X?
L\ 2 1+X 7 ( + +o(x?)
2 1+2+4+12+0(x)
Avec
2 3
X__ - - 3
2+4+12+0(x)

x x? x3 x?  x3 x? x3 x3 x? x3
X% = (2+Z+E+o(x3)><2+z+ﬁ+o(x3)>=T+§+E+o(x3)=z+x+o(x3)

3

X3 = %+ o(x?)

Et
0(X3) =o(x®)

1
1+e*

1
=§(1—X+X2—X3+0(X3))
X

1 x x* x3 x
=3 1—<2+4+§+0(x3)) <4+—+0(x3> < +o(x3)>+o(x3)
1
E+

x 1 1 1 1 x x3
_ (1 _ T 3y 2 _ 2t 3
_2<1 < 12" 4 s)x tolx )> 2 1 ag T o)

Allez a : Exercice 2
Deuxiéme méthode

2 3
1 2+x+x7+%+o(x3)
2 3 3
142+ +Z 4 o(x) S—-T
2 3
R & e
2
—g—xz——+o(x3)
x_3+ 3
2 To(x?)
24 oxX
o(x®)
3. OnposeX——X—+>0
X 1 11 X Xx3 1 1 X
= = =—-———— X3 - XZ
f@x) Lt ot X(A+eX) X(Z 7 ag O )> 2x 2 ag T O&Y

X 1 1 4 (1)
T2 74 a8z " %\52



Développements limités, équivalents et calculs de limites

Pascal Lainé
o () 0
48x2+0 x2) x—>+o0
Doncy = g - i est asymptote au graphe en +oo.
Allez a : Exercice 2
Correction exercice 3.
1.
2 43 44,5 X x2 3 .4
ln(1+x)=x—7+?—z——+o(x5)=x(1—z+?—z+g+o(x4))
3 x5 c 2 x4—
— T _ .t 4
sin(x) = x 3+120+0(x) x| 1 6+120+0(x)
Donc
x x2 x3 x* x? x*
ln(1+x)sin(x)=x2(1—E+?—T+?+o(x4))<l—z+m+o(x4)>
x> x* x x3 x* x* x® x*
In(1 i =x?l1l-——F———F—F——— —— — 4
n(1 + x) sin(x) = x < 6+120 2+12+3 18 4+5+o(x ))
X 1 1 1 1 1 1 1
In(1 + x) sin(x) = x? <1 —5 x? <—€+§) +x3(E—Z) + x4(m—ﬁ+§) + o(x“))
: _.2(1_% rt, 1, 11, 4
In(1 + x) sin(x) = x <1 2+6x 6x +72x + o(x*)
x3 x* x®> 11x®
i = y2 - 6
In(1 + x) sin(x) = x 3 + "8 + = + 0(x°)
2.
x o x xt 4 _Eyx 4
T+x+—+—++o0(x") | 1-F7++0(x%)
x? x* 4
1 —7 +Z+O(X)
x3 2 x4
x+x?+— +o@®) [T+x+x?+Ix°+5+o0(x*)
3
x —x? + o(x*)
x2+§x3 + o(x*h)
4
x? —x?+0(x4)
2,3 x* 4
gx +3 +o(x*)
§x3 + o(x*)
o’
2
+ o(x%)
x4
2
+ o(x*?)
o(xh)
eX 2 x*
Donc——=1+x+x2+=x3+=+4+0("h
cos(x) 3 2

Allez a : Exercice 3
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Correction exercice 4.
1.

2

1 1 1 1 2\ X
u(x)=(x3+x2+x+1)3=(1+X)3=1+§X+§><(—§)><7+0(X2)

1.1
=1+-X—-X*+0(X?

3 9
Avec
X=x+x*>+x3=x+x%+0(x?)
X2 =x%+o0(x?)
0(X?) = o(x?)
1 1 1 2
u(x) =1 +§(x +x2 + 0(x?)) —§(x2 +o(x?)) =1 +§x +§x2 + 0(x?)
1 1 1
vx) =Vx?+x+1=(01+X)2= 1+§X—§X2+0(X2)
Avec
X =x+x?
X? =x%2+0(x?
0(X?) = o(x?)
1 1 1 3
v(x) =1 +E(x +x2) —g(xz +o(x?))+o(x?) =1 +§x +§x2 + o(x?)
Donc
1 2 1 3 1 11
_ o4 2 2102 2 2y _ 1. _ 1t 2 2
f(x)—1+3x+9x (1+2x+8x>+o(x) cX T o + o(x?)
La courbe admet une tangente d’équation y = — %x a I’origine

2. Onpose X =§—> 0%, donc X > 0.

1

1 1 1 1 3 1 1
= 3 2 1§_ 2 1=<_ _ - 1) _ _ - 1
f) =G> +x*+x+1)3—x2+x+ X3+X2+X+ X2+X+

1 1 1
_<1+X+X2+X3>3 1+X+X2 (1+X+X>+X%°)3 (1+X+X%)2

X3 X2 X X
1 11
_fo0 _ZgXmgpXired® 1m0 1o (1)
- Tx X T 2t T T T T 2\
La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = — % en +oo

3. OnposeX=§—>0‘ donc X < 0.
1

1 1 1 1 3 1 1
— 3 2 3 —
flx) =(x°+x +x+1)3—\/X2+X+1—<F+F+)—(+1>— F+}+1

1 1 1
_<1+X+X2+X3)3 1+X+X2 (1+X+X*+X%°)3 (1+X+X%)2

X3 X2 X —X
1, . 2., 5 1, .3, 5
U(X)'l'U(X) 1+§X+§X +0(X)+1+§X+§X +0(X)
B X B X
24X+ o X +O(X)—2+5+43X+ 0 =2 L5, 43 (1)
- X “x e 72t T T AT 0%

. . 5 .
La courbe admet une asymptote d’équation y = T 2x en —oo, cOMme au Vvoisinage de —oo

10
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f(x)—(2x+g>=%+o<%><0

La courbe est au-dessous de I’asymptote.
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1.

1 1 1\ X2 1 1
f(x) :\/].-}-—XZ 1+§X+E<_E)7+O(X2) = 1+EX_§X2+O(X2)

Avec X = x +x2%,X?> =x?2 + o(x?) et 0(X?) = 0(x?)

1 1 1 3
fx)=1+ E(x + x?) —g(x2 +o(x®))+o(x?) =1 +§x + gxz +o0(x?)
2. Une équation de latangenteen O esty = 1 + %x
1 3 3
flx) - <1 + —x) ==x?2+0(x?) =x*(=+0(x?)
2 8 8
Cette expression est positive dans un voisinage de 0 donc la courbe est au-dessus de la tangente dans un
voisinage de 0.

3. Onpose X = i — 0 lorsque x — +o0.

1 1 X2+X+1 VX2+X+1 Ji+X+X2
fX)= [1+-+— = =

X Xz X2 1X| X
CarX > 0.
En utilisant le développement limité du 1. on en déduit que
1 3
( )_1+§X+§X2+0(X2)_1+1+3X+ 0 —xili 3y (1)
1o = X Tx T2 et T T T T\

Une équation de I’asymptote en +o0 est y = x + %

f(x)—<x+%)=%+O<%)=%<§+O<%)>

Cette expression est positive lorsque que x — +oo donc la courbe est au-dessus de 1’asymptote en +co.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
1.
1+x

1—x

FG) = (2= 1) ln| | = (x2 = D[In]1 + x| — In|1 — x[]

Au voisinage de 0,
flx) = (x?=1D[In(1+x) —In(1 — x)]

2 .3 2,3
=(x2—1)[x—x7+%+0(x3)—(—x—%—%+o(x3))]

2 2 4
=(x?-1) [Zx +§x3 + o(x3)] = 2x3 — 2x —§x3 +o(x3) = —2x +§x3 + o(x?)

Une équation de la tangente en 0 est y = —2x, et comme f(x) — (—2x) = §+ o(x3) est du signe de

§x3 lorsque x est proche de 0.

Si x > 0 la tangente est au dessous de la courbe.
Si x < 0 la tangente est au dessus de la courbe.

11
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Remarque :
Attention au raisonnement suivant, si f(x) = —2x + §x3 + o(x3) alors f'(x) = =2 + 4x% + o(x?), si
f'(x) admet un développement limité a I’ordre 2, par exemple parce que f' est de classe €3 dans un
voisinage de 0, alors ce développement est celui-la, autrement dit on ne peut pas dériver un

développement limité sans justifier que la fonction dérivée admet un développement limité. Par contre
on peut toujours intégrer un développement limité.

-1
2. Onposet = i

1 t+1
(1 1) 1+;_1—t21 < _1—1521 t+1
f(t)_<t_2_)n 1" "z Mt=1|" ez Ml-1
1__ P
t t
Lorsque x — 400, t — 0 et au voisinage de 0,
1—-t2 jt+1 t?2—1 |t+1 1 4 2 4
1 | =— 1 | =——|-2t+5t3 t3) )| =——5t t
i o t2< 3 +olt?) t 3 tol)
4 1
=2x——+0(—)
3x X
t%-1

On trouve le développement limité en 0 de v In |§| al’aide du 1.
limy 00 — % +o0 G) = 0 donc la droite d’équation y = —2x est asymptote a la courbe.

Comme f(x) — 2X = — % +o0 G) est strictement négatif lorsque x — +oo, la courbe est au dessus de
I’asymptote.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
! — =1 2 4 4
f'(x) 1T 2 x“ 4+ x*+ o(x*)
En intégrant
x3 x5 3 5
f(x)=f(0)+x—?+?+o(x5)=x—?+g+o(x5)
Car f(0) = arctan(0) =0
2.
x3  x° x3  x°
sin(x) — x X X 5 _x 5
X 6+120+0(x) X 6+120+o(x)
1 x
31, x* 2
x < 3tT ol )> —%+x—+o(x2) —%+%+o(x2)

2 2
=—6 (—% %+ 0(x2)> <1 +92€—0+ 0(x2)> =—6 (—%+ <—%+%> x?% + 0(x2)>

11 11
— ) 6 —— 2 2y =9 _ 2,2 2
=2 6><60x +o(x%) =2 10x + o(x*)

Allez a : Exercice 7
12



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

Correction exercice 8.

f(x)=m=2x(1—x) 2
1-x)Z=1 —(—1)X+O(X) 1t iX 4000
B 2 2
Donc
fl(x)=-2x(1— x4)_% = —2x (1 + %x" + o(x“)) = —2x —x° + o(x®)
Donc

6

FG) = £0) =2 =5 4 0(x9) = T =X 4 0(x9)

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

2 2 .3 2
ch(x)In(1+x) = (1 +x7+0(x3)> <x—x7+%+o(x3)> = x+x7+ (%+%)x3 + o(x?)

x% 5x3

e 2 3
x 2+6+0(x)

2 3 2
x—x?+5%+o(x3) l—x?+0(x3)

x? 3 _x 43
X 2+0(x) X——+3x

2
—x?+§x3 + o(x?)
x2
-= +o(x?)
§x3 + o(x?)

§x3 + o(x?)

o(x?)
h(x) In(1 ’

Allez a ; Exercice 9

Correction exercice 10.

1. Onposet=x —=& x =t + =, cos(x) = cos (t + =) = —sin(t)
P 2 2 2

2 t? + o(t?)

i T
fx) = emsn® = g=t+0(t?) — oT = 1 4 T 4 Sp o) =14 (=t +0(t?)) +———+o(t?)
Enposant T = —t + o(t?), T? = t? + o(t?) et o(T?) = o(t?)
t? +o(t? t2
fx) =1+ (-t+o(t?) +$+ o(t?) =1—t+—+o(t?)
T 2
m_ (x=3) %
=1-(x-3)+ 5" +o((x-3))
2. Onposet=x—1ox=1+t
T
—+ —arctan(1 + t)
g =4

In(1+1¢t)

13



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

Le dénominateur et le numérateur s’annulent en t = 0. Il faut trouver un développement limité a 1’ordre
2 (au moins) du numérateur et du dénominateur. Pour le dénominateur il n’y a pas de probléme, par

contre le développement limité de h(t) = %— arctan(1 + t) ne fait pas parti des formules connues
pour cela on va chercher un développement a I’ordre 1 de sa dérivee

1 1 1 1 1
MO =—Trayor” T+iv2ere2. zrxzmr. 27 2
1+t+?
1 1t
——5(1—t+o(t))——§+§+o(t)
Donc
RO = h(0) = S+ =4 0(t?) = F— arctan(D) = £+ St 0(e®) = £+ E 4 0(e)
B 2 4 4 2 4 2 4
t, t? )
—§+Z+O(t) —-=
glx) = =

t—t%+o0(t?) 1—t+o(t)

1 t
2+4+0(t)=< ;+4+0(t)>(1+t+0(t))

=—%+(—%+i)t+o(t)——l——+0(t)——1

2 4 2
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
Premiére méthode :

f est C** donc f admet un développement limité & n’importe quel ordre, on peut appliquer la formule
de Taylor-Young

f(0) = cos (g) =1

2
f'(x) = —sin(x) = f'(0) = —sm(%):-?
f”(x)——cos(x):>f”( )=—cos(§):—%
f®(x) =sin(x) = 3 (§) sin (g):?
f(4)(x)—cos(x)zf(4)( )—cos(g)=%
1 V3 T 1 ™2 /3 3 1 T\ 4 T4
os() =3 =5 (+=3)—3(-3) +1(=3) +zlx=3) +o((-3))
Allez a : Exercice 11
Deuxieme méthode
Onposet=x—§@x=t+z
f(x) = cos (t+%):cos(t) cos (%)—sin(t) sin(%)
(1‘;_2'+Z+0(t4)>X%—<t—;—3,+o(t4)> \/f
=%—§t—%t2+\§t3+%t4+o(t4)
1 V3 1 2 /3 3 1 4 4
777 (-3)=3(=3) +5(r-3) +3g(r-3) +o((-3))
Allez a : Exercice 11

14



Pascal Lainé

Développements limités, équivalents et calculs de limites

Correction exercice 12.
Onposet=x—1,x=1+t¢t
1
2

V2+t \/5(1+%) (1+1)2

f(x)=m=
\/_/ 16y 17 1 (%)2 5 t? 5
- 2|\1+E(E)+E<—E>T+o(t )/|(1—2t—2(—3)?+0(t ))
2
:\/E<1+£—;—2+0(t2)>(1—2t+3t2+0(t2))
1)t2+0(t2))=\/§<1—%t+%t2+0(t2)>

Il
=

1+< 2+1)t+(3 !
4 2 32

72 792
- =D+ = =D +o((x - DY)

Il
)

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

Onposet=x—1ox=1+t
lln(1+t)

FGO) = X1 = (14 0)F = e

£2
In(1 t —= +o(t?)
n(t+t): zt :1_%_'_0(0
(x;l) +0((x— 1))

t
fx) = el 7t = ge~tHo® = ¢ <1 5+ o(t)> =e—e-+o()=e—e

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. On pose=x—§,soitx = t+§,
. T t2 4 t2 4
fG) = e(t4) = eeos(®) = @150l = oW = geX = o (14 X +5 4 0(x?)

2 4 4
Avec X = —%+%+ o(th), X? = %+ o(t*) et o(X2) = o(t%)
t4 4 4 e 2 e 4 4
—+o(t*) | +o(t*) =e—3t +gt + o(t*)

2 4 1
tY + =
+o( )+2 2

fx)=e 1_%+ﬁ
=e—%(x—g)z+%(x—%)4+o((x—%)4)

E( E)Z
2T

INTER

2.
fo)—e=—=(x-2%+o(x-3?)

donc
15



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

f(x)—e e
m—-————=—=

Az

Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.

1. sin (g) = 1 etln est C** au voisinage de 1, donc f admet un développement limité a n’importe quel
ordre.
Onposet=x—-&x=t+-

f(x)=1In (sin (t + %)) = In(cos(t)) = ln(l - t2_2 + 0(t3)> =In(1+T)=T-— T—Z + 0o(T?)

2
Avec
tz 3 2 3 2 3
T=—?+0(t ), T?=o0(t’) et o(T*) =o(t>
T 2
FO) =T = +0(I) = - = +0(t*) = —¥+o((x—5) )
2. Onposet=x—-e&x=t+>
1 b 1 .
1 ——=In(1+cos(t+5 ——=1In(1-sin(t))

fx) = ex'M(Heostd = oty (rees12) = e'*2 =g(t)

g est une fonction C** au voisinage de 0 donc elle admet un développement limité & n’importe quel

ordre. On fait d’abord un développement limité a I’ordre 3 de ﬁln(l — sin(t))
2

1 2 1 2 1 2
— ==X =—X——==(1-T+T2-T3+0(T?)
t+42 m™ 4 2t w o 1+T m
2 =
2 2t 20\2 2n)° )2 2t 4t 8t? 5
=— 1——+<—> —(—) +o(t®) |==(1-—+—F——5+o(t?)
T /A T T T T T T

t3 T? T3
In(1 — sin(t)) =In 1—t+€+0(t3) =In(1+T7) =T—7+?+0(T3)

3 3 3
AvecT = —t + % +0o(t3), T? = (—t + %+ 0(t3)> (—t + %+ o(t3)> =t2+0(t3), T3 =¢t3+

o(t3) eto(T3) = o(t3)

T? T3 t3 t2+o(t®) t3+o(3
In(1—-sin(t)) =T ——=+—=5+0o(T3) =—-t+—+0(t>) - ( )+ ( )+0(t3)
2 3 6 2 3
2 43
L 3
=—t > + > + o(t?)
Cette fois il fallait bien faire un développement limité a I’ordre 3 en T parce que le premier terme de T
estent.

16



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

1 _ 2 1 £3
nln(l—sm(t))z;X—Ztln 1—t+€+0(t3)
t+>
2 (1+ )
2 . 2t+4t2 8t3+ 3 . t2+t3+ )
T T 2 o(t") 2 2 0

2 2 1 4 1 1
=— —t+(————>t2+(——+ + )t3+o(t3)
T T 2 2 2

—ln(1 sin(t)) 2, (4 8 . 2,1 T? T3
F) = et = et () T 14T+ +—+0(T?)

2 6
Avec
2 4 8 2 1
T=—t—(;+1)t2+( 2+ )t3+0(t3)
2 4 8 2 8 2 1
T? = —t—(—+1)t2 (——+—+ t3+o(t3) +1 t? + ( —+—+—)1:3
T T w3 m? w3 m? om
4 2 /4 2
+0(t3)>=—2t2—< ( +1) ( 1)>t3+0(t3)
T T
4 16 4
——t2—<—+—)t3+0(t3)
s s

8
T3=—t3+0(t3) et 0o(T?) =o0(t?)
3

TZ 3
f(x)=1+T+7+?+o(T3)
4 16 4
2 (4 8 2 1y, . mti—(mty)e+o
=1+—t—<—+1>t2+<——+—+ )t +o(t?) +
T I 3 m? 2

%H + o(t3)
40

2 4 2 8 2 1 8 2 4 3
=1+—t+<———1+—>t2+<——+—+—————+—)t3+o(t )
T T w? w3 w? w mw? mw 33

2 2 4 20 6 1
—1+—t+(————1) (——————>t3+0(t3)
T 2 T T

2 2 4 2 20 6 1 3
1 E e (E 2D (S

+o((-3))

Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Onposet=x—-2x=t+2

()

F() =In(t+2) =In (2 (1+ %)) —In(2) + In (1 + %) — In(2) + % AV VANRN OO

2
2 _ _ 9\2
:1n(2)+%—%+0(t2)=ln(2)+x22—(x 82) +0((x — 2)?)

On peut utiliser la méme méthode ou utiliser la formule de Taylor pour les polynémes de degré 3

2 _23
900 =2 32 —x—2= g+ gD -2 + '@ T4 gy B2

17




Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

g2)=23-22-2-2=0
gx)=3x*-2x—-1=9'2Q) =7
g'"x)=6x—-2=g"(2) =10
() =62 g"2) =6
gx)=7(x—-2)+5(x—-2)2+(x—-2)2=7(x—-2)+5x—2)>+o((x — 2)?)

h@-n@ - re-2n 1-Tliox-2)

B—x2—x—-2 7(x-2)+5x—-22+0((x=2)2) 7+5@x—-2)+o0(x—2)
In(x) — In(2) 1
=2x3 —x2—x—2 14

Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
1. Comme on va diviser par x, il faut faire un d.l. de sin(x) a I’ordre 5.
x3  x°
X—F+m+0(x5)_ x2 x4

flx) = . —1—€+m+0(x4)

2 4
lim f(x) =lim| 1 —x—+x—+o(x4) =1
x—0 x—0 6 120

x+0 x#0

On peut prolonger f par continuité en posant f(0) = 1.
f admet un d.1. a I’ordre 1, donc f'(0) existe et f'(0) = —% (le coefficient de x dans le d.I. de f(x)).

On rappelle que 1’on ne peut pas conclure des résultats identiques sur les dérivées d’ordre supérieures si
on n’a pas montré auparavant que la fonction admettait une dérivée a I’ordre voulue.

sin(x) x?  x* . X2 x3 Xx* .
g(x)—ln( . >—ln(1—?+m+o(x) —ln(1+X)—X—7+?—T+0(X)

2 4 4
Avec X = —%+%+0(x4),X2 =:—6+ o(xH) etX3 =X*=0(X*) = o(x")

Donc
x4-
XZ X3 X4 xz x4- (%) x2 x4 x4-
XL Loy = Y o X * X 4

g(x) >tz 7 tokx) e 10" 2 Tot) gt 120 72 o)

x%  x*

- 4

6 180 " °*)

Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
f(x) tend vers 1 lorsque x tend vers 0, donc f est prolongeable par continuité 0, x et sin(x) sont C**
donc ces fonctions admettent des développement limité a n’importe quelle ordre, leur quotient aussi.
Il va y avoir une simplification par x, donc il faut faire un développement limité du numérateur et du
dénominateur a I’ordre 5, x est un polyndme de degré inférieur a 5, son développement limité est lui-

méme.
X 1
f&) = 3 x5 = Y R—"
x—?+m+o(x5) 1—F+m+0(x4)

1

La, il y a deux techniques, soit la division suivant les puissances croissantes ou utiliser la formule x

18



Développements limités, équivalents et calculs de limites

Je vais faire une division

Pascal Lainé

2 4
1 1—%+%0+0(x4)
_xt o, xt 4 X2, 7 4
1 62+1240+o(x) 1+6+360x
X _x 4
3 120+0(x)
x_x 4
- 376+0(x)
7 .4 4
3;)Ox + o(x*)
4 4
a0~ + o(x%)
o(xh)
2
X X 7
x) = =1+—+—x*+o(x*
& sin(x) 6 360 (%)

Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.

In(ch(x)) = ln(

2 4

x* x
14+ —+— 4
+3 +24+0(x)

)

x?  xt 4 2 _x* 4 2 4
AvecX=7+Z+o(x ), X =:+0(x)eto(X)=o(x)

Donc

2 4

In(ch(x)) = all + ll

4

+o(x*) _%(x_ +o(x%)

2

X
=1In(1 + X) =X—7+0(X2)

2 4

+oh) =2 - 0"

2 24 4 2 12
x? x3 x3 x*
1 1 = _—— _ 3 = 2 _ —_ 4
xIn(1 + x) x(x 2+3+o(x)> X 2+3+o(x)
x? x* 1 x2
In(ch(x)) S =13 to(x) 5—13 to(x?)
f(x):xln(1+x): ,  x3  x* 4 - x , x? )
x —7+?+0(x) 1—7+?+0(x)
1 x2 2 2
> —1—22+0(X) 1—=4+=
1_x %
T ;
x_x 2 1,.x_x°
4 42+0(x) PRI
x_x 2
" 8-i-o(x)
xZ
-5 +o(x?)
x2
— = +o(x?)
o(x?)
_1_x_x 2
Doncf(x)—2 T~ Tox)
Allez a : Exercice 19
Correction exercice 20.
x% x* X2
In(cos(x)) =In| 1 _7+ﬁ+ o(x") |=In(1+X) = X—7+ 0(X?)

2 4 4
Avec X = —x?+;c—4+ o(x?), X% = x:+ o(x") eto(X?) = o(x*)
19



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

Donc
x? x* 1(x* x? x*
_ > A 4 a _ _ 2 4
In(cos(x)) = 2+24+0(x) 2<4+0(x)>+0(x) 5 12+0(x)
x? x3 x3  x*
xln(l—x)=x<—x—7—?+o(x3)>=—x2—7—?+0(x4)
x? x* 1 x? 1 x?
) In(cos(x)) -5 -1z tox) —5— 13 T o(x?) 5+ 17 +o(x?)
X) = = = =
xIn(1 — x x3  x* x x2 x  x2
( ) —x? = —F+ox*) -l-35-7F+o(x?) 1+5+%5+o0(x?)
1 x? 2 x . x?
> +1—22+o(x) 1+E+?
1ox ¥
2 4 62 5
4 1% 2 4 24
x_x 2
-3 8+0(x)
ﬁ+ 2
o2 T o)
£+ 2
. T o(x?)
o(x?)

1 2
Donc f(x) =S —>+>-+0(x?)
Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
In(1 + x) sh(x) ~, x2
Et
xZ

cos(x) — 1 ~p— 1

Donc on pourra mettre x2 en facteur au numérateur et au dénominateur, puis simplifier par x2, il
faut donc faire des développements limités a I’ordre 2 + 3 = 5 pour finalement obtenir un

développement limité a I’ordre 3.
2

x? x* x? x* 1 x
— = _— _— 5) — = - — —_— 5 = N —— —_— 3
cos(x)—1=1 2+24+0(x) 1 2+24+0(x) x( 2+24+0(x))

2 .3 4 3
In(1 + x) sh(x) = (x - x7 + % - XZ + 0(x4)) <x — % + 0(x4)>

2 3 2
Y A 3 _x 3
=x (1 2+3 4+0(x) 1 2+0(x)

Je me suis contenter de faire des développements a 1I’ordre 4 parce que les deux factorisations par
x (donc par x?) permettent d’obtenir le produit de x? par un produit de développements limités a
I’ordre 3 (qui donne un développement limité a 1’ordre 3) c’est-a-dire un développement limité a
I’ordre 5.

Si on avait fait des développements limités de In(1 + x) et de sh(x) a I’ordre 5, on aurait juste
constaté que les deux termes de degré 5 n’auraient servi a rien (donc rien de bien grave).

20



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

In(1 + x) sh L2 e (14 4 0
n(1 + x) sh(x) = x? —§+——Z+o(x) +Z+o(x)

2(1-% [ ] 42 3
< 2673 123 Tt
1 1. 1
—2(1-= 2.2 _ .3 3
x < 2x+2x 3% + o(x )>
Donc
1 x? 2
21 _ = z 3
X ( 2tz tolx )> — 2+ 5ol
flx) = =

1 1, 1 T ST P ST
x2<1—§x+§x2—§x3+o(x3)> 1-5x+5x%—3x%+0(x?)

Il reste a faire une division suivant les puissances croissantes

—2 L x2 3 _l,o4 12 1,3 3
> +,x + o(x?) 1 X+ Xt — X + o(x?)
— o —x? 2x3 +0(x®) | —r—ix x4+ 23 +0(xd)
24" 4 6 2 47 e 24

1 7 1
——x+—=x*—->x3+o0(x?)
4" T 6

—lx4ix2 —1x3 +0(x?)
12" g 8
1 1
~x% ——x3 4+ o(x?)
? 214
“x% ——=x3+ o(x?)
6 12
—x° +o(x®)
L 3 3
X + o(x?>)

+o(x?)

Et finalement
1 1 1 1
f)=—-z——x+=-x?+—=x3+0(x?)

2 4 6 24
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1.

x3 Xz x3
In(1 + sh(x)) =In 1+x+z+0(x3) =ln(1+X)=X—7+?+0(X3)

3 3 3
Avec X = x +%+ o(x?), X? = <x +%+ 0(x3)> (x +%+ o(x3)> =x2 4+ 0(x3), X3 = x3 + o(x3)
eto(X3) =o(x?)

X2 X3 x3 x2+0(x3) x3+o0(x3
In(1+sh(x)=X—-—=—+—=+o0X?) =x+—+o0(x%) - ( )+ ( )+0(x3)

2 3 6 2 3
2 .3

R 3

x 2+2+o(x)

2.
53
sin(x) = x — <t o(x?)
Donc
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Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

x%  x3 x | x2
In(1+sh(x)) *x—F+5+o(x*) 1-5+5+o0(x?)
9t = sin(x) - x3 - x2
x =7 +o(x?) 1-F+o(x?)
x x? 1
:(1—§+7+0(x2)>>< 2
1 —%+ o(x?)
1

1
= =1-X+o0(X)
2
1—%+o(x2) 1+X

Avec X = —% + o(x?) et o(X) = o(x?)

1 x?
=1 ot 0(x?)

xZ
1 -7 +o(x?)
On aurait aussi pu faire une division suivant les puissances croissantes

2 2
gx) = (1—§+x7+0(x2)><1 +%+0(x2)> = 1—;+<%+%)x2+0(x2)

_1 x+2 2+ 2
= > 3x o(x?)

li =lim|(1 x+2 2+o0(x®)|=1
o =inp\t-gray rotd)=

)si x#0

donc g est prolongeable par continuité par la fonction définie par : {g(x s x=0

Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.

1.
x3  x°
sin(x) = x — <~ 10t o(x>)
x? x*
=1—-——+— 5
cos(x) > + 4 + o(x>)
2x)?  (2x)* 2x*
cos(2x) =1 —u+u+ o(x®)=1—-2x*>+—+ o(x®)
2 24 3
2.

x3  x° x? x* 2x*
— - - 5 _ - - 5 _ 2 - 5
f(x)—9<x 6+120+0(x) 11x | 1 2+24+0(x) +2x|1—2x*+ 3 + o(x>)

9 11 9 11 4 19
=(9—11+2 — I — 43 (——— —) 5 5) = 2 45 5
9 + )x+( T3 )x tZ0 221 3)* + o(x>) 20~ + o(x>)

19 19x8 2
f2x) =55 2x)° +0(x%) = ——x° + 0(x®) = ——x° + o(x®)
Donc
19 19
f2x)  gx°+o&x®) 55+l 19 5 _1
fx) lg_2x5+o(x5) 1?_2+0(1) 207 19x8 32
Et

f@x) 1

M@ 32

Allez a : Exercice 23
22



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

Correction exercice 24.

1.
x3  x° x3  x°
i h = _ 5 IR T 5
sin(x) sh(x) (x 6 +120+0(x ))<x+ 6 +120+0(x ))
x?  x* x?  x*
— 42 1—— A 4 1 - - 4
x< 6+120+o(x)>< +6+120+0(x)>
1 1 1 1 1 1
— 42 _ _ 2 - _ - 4 4
= <1+( 6+6>x +(120 6X6+120)x tol )>
= x? 1—ix4+0(x4) =x2—lx6+o(x6)
90 90
Donc
Il faut faire un développement limité au méme ordre du dénominateur
1 1
x? —aax®+0(x®) 1-—gax*+ox*) 1 x*
h(x) = 926 = 924 =(1—%x4+0(x4)><1+€+0(x4)>
x? ==+ 0(x°) 1—"F7+o(x*)
1 1 7
— o ),4 4y — a4 4
—1+<6 9O>x + o(x*) 1+45x +o(x*)
2.

7 7
—_ = —_— 4 4 ~ — 4
h(x)—1 45x + o(x*) 4Sx
Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.

1. f(x)tend vers 1 lorsque x tend vers 0, donc f est prolongeable par continuité 0, x et sin(x) sont C**
donc ces fonctions admettent des d.l. & n’importe quelle ordre, leur quotient aussi.
Il va y avoir une simplification par x, donc il faut faire un d.l. du numérateur et du dénominateur a 1’ordre
5, x est un polyndéme de degré inférieur a 5, son d.l. est lui-méme.
fo) = x3 jcc5 - x? i“
x—F+t1pTox®) 1= +155+0(x%)

y - . . .. . . . . 1
La, il y a deux techniques, soit la division suivant les puissances croissantes ou utiliser la formule T
Je vais faire une division

2 4
1 1-S+2+o(xH
6 ' 120
2 4 2
1-Z 4+ 4+ 0(x%) 1+ 4 Lyt
6 ' 120 6 ' 360
x?  x* 4
6_120+0(x)

52

= -Z ot
6 36 ox

L x4y o(x*h)

360
7 .4 4
o0~ + o(x™)
o(x")
X x? 7
— — 2ol a4 4
f(x)_sin(x) 1+ e +360x + o(x*)

2. |l faut évidemment réduire au méme dénominateur
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1 1 sh?(x) — sin?(x)
fe) = sin2(x) sh2(x) - sin2(x) sh2(x)
Le terme de plus petit degré du dénominateur est x* car sin?(x) sh?(x) ~gx? x x? = x*
Pour que cette fonction admette un développement limité il faut que le terme de plus bas degré du
numérateur soit en x*.
sh?(x) — sin?(x) est paire, cette fonction est nulle en 0, le terme en x2 est x? — x? = 0 car

3 2 3 2
sh?(x) — sin?(x) = <x—%+> - (x+%+> =x% 4= (x%+-)

Tout va bien, le terme de plus bas degré de cette fonction est en x* (le terme en x3 est nul car la
fonction est paire. Donc cette fonction admet un développement limité en 0 et il y aura une
simplification par x*. Pour faire un développement limité a I’ordre 4, il faut faire un développement
limité a ’ordre 4 + 3 = 7 du numérateur et du dénominateur.

x3  x° ’ x?> x* ’
2 = _— _— 6 = 2 _— _— 5
sh?(x) = x+6+120+0(x) x 1+6+120+0(x)

x%2  x* x%?  x*
2 XX 5 Lt 5
x <1+6+120+o(x)><1+6+120+0(x)>

1 1 1 1 1
= x2 Z 4 ) x2 S 4 5
* <1 * (6+6)x * (120+ 36 " 120)x Tolx )>
1 1 1 1
— 22 2.2 4 5y ) — 42 4 .4 6 7
x<1+3x +90x +0(x)> X +3x +90x +o(x")
On remarquera que le développement limité a 1’ordre 6 de sh(x) permet de trouver le développement
limité a I’ordre 7 de sh?(x)

2 2
x3 x5 x?  x*
c20 — [ 6y —a2(1_ 2 L% 5
sin“(x) (x 6+120+0(x )) x <1 6+120+0(x ))

x?  x* x?  x*
— 42 1——q4 — 5 1——4 — 5
X < 6+120+o(x)>< 6+120+0(x)>

11 11 1
— A2 _ 2 - _ - 4 5
- <1+( 6 6)" +(120+36+120)x tolx )>

1 1 1 1
= x? <1 —§x2 + %x‘* + 0(x5)> =x% — §x4 +%x6 +o(x7)

1 1 1 1 2
sh?(x) — sin?(x) = x? + §x4 +%x6 +o(x7) — (xz —§x4 + %x6 + 0(x7)> = §x4‘ + o(x7)

sin?(x) sh?(x) = <x2 + %x“ + 0(x5)> <x2 - %x“ + o(x5)>

2

= x* <1 + %2 + 0(x3)> (1 - % + 0(x3)> =x*(1+0(x3)) =x*+ o(x7)

2 4 7 2 3
_sh?(x) —sin*(x) 3%+ o(x7) 5+ o(x3) 2
O =Gt ~ w v oG 1voGd 370
3. f(x) = (cos(zx));_z — e;_zln(COS(Zx))

Jen o , e e 1 3
Il faut déja faire un développement limité a 1’ordre 4 de = In(cos(2x))

On va diviser par x? donc il faut faire un développement limité de In(cos(2x)) a I’ordre 6.
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Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

In(cos(2x)) =In (1 - (22)° + (20" (20 + 0(x6)) ln<

2 4
1—2x%+=-x*——x +0(x6)>

2 24 720 3 45
X2 3
=ln(1+X)=X—7+?+o(X3)
Avec
2 4
- _ _x 6
X = —2x? +3x 2 ” 6+ 0(x%
2 4 2 4
X? = < 2x? +3x T +0(x6)>< 2x? +3x BT +0(x6)>

4 4 8
= 4x* + <—§ - §) x® 4+ 0(x®) = 4x* —§x6 + 0(x®)

X3 =—8x%+ o(x%)
0(X3) = o(x®
Donc il était bien inutile de faire un développement limité a I’ordre 6 de In(1 + X), I’ordre 3 suffit car
le terme de plus bas degré de X est x2.

XZ 3
In(cos(2x)) =In(1+X) =X — - + 3 +o0(X?)
8
2 4 4x* —zx8 +0(x®)  _8x6 4 o(x®
= —2x2 +3x —7c¥ ®+o0(x®) — 32 + 3 ) o(x®)
et 124
= —2x? 3x a5 x6 + 0(x%)
3 3 4 124 124
—1 2x)) = — [ —2x2 —=xt — —— 6)) = —6 — 4x% — — 4
2 n(cos(2x)) < x? 3% 2 6 +o(x )> 6 —4x s x* +o(x*)
F(x) = ex 2ln(cos(Zx)) o ~64x —Qx +o(x*) _ e_6e—4x2—%x4+0(x4) _ o—6pX

<1 +X + —+ 0(X2)>
Avec
124
X =—4x* ——x*+ o(x*)

45
X? =16x* + o(x*) et 0(X?) = o(x%)

f(x)=e‘6<1+X+X72+o(X2)>=e (1—4x —%x +o(x*) + M+o(x4)>

236 236e~°
= <1 4x? +Ex +0(x4)> 6 —4e70x% + A5 x* +o(x*)

Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.
1, 1+§><3X+o(x)—1 =§X+o(x)

2. Onpose X = 1 , X tend vers 0 lorsque x tend vers I’infini.

\/f 1+3X+2X2 V1i+3X+2x2 1
x*+3x+2—-x= F+ +2 X X

CarX>0
3
VI+3X+2X2-1 3X+oX) 3
VX2 +3x+2—x = e = e =§+o(1)
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: . (3 3
lim (\/x2+3x+2—x)=)l(1n% §+0(1) =5

X—+0o

Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
f(x) = sin3(x) (e"2 —1)=(x+ 0(x))3(1 +x2+0(x?) —1) = (x*+ 0(x®))(x% + 0(x?))
=x3(1+o(1))x?(1 +0(1)) = x°(1 + 0(1)) = x° + o(x°)
Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
. .1

c-os(x) ni +

sin?(x) = x2

dénominateur.

n’admettent de développement limité en 0, il faut absolument réduire au méme

cos(x) 1  x*cos(x) —sin*(x)

sin?(x) X2 x2 sin?(x)
Le dénominateur s’annule en 0, il faut faire attention ! Le terme de plus bas degré est x*, cela se voit. Si
le terme de plus bas degré du numérateur est xP avec p < 4, la fonction n’admet pas de développement
limité en 0.
Etudions brievement x? cos(x) — sin?(x), cette fonction s’annule en 0, il n’y a pas de terme constant,
elle est paire donc il n’y a pas de terme en x et x3, il reste a regarder le terme en x2 : x2 cos(x) =

2 3 2
x2(1 - x? + ---) le premier terme est x2, (sin(x))? = (x - % + ) donc le premier terme est aussi

x?2, il n’y a pas de terme en x2. Cette étude justifie le fait que cette fonction admet un développement
limité en 0. De plus il y aura une simplification par x* il faut donc faire des développement limité a
I’ordre 4 + 3 = 7 pour pouvoir obtenir un développement limité a I’ordre 3.

2 24 2 24

On notera qu’un développement limité a I’ordre 5 de cos(x) suffit pour obtenir un développement limité
a l’ordre 7 de x? cos(x).

x3 x5 : x?  x* ’
sin®(x) = x—z+—+o(x6) =x2|1—-—+—==+0(°)

2 4 4 .6
x? x x* x
x2 cos(x) = x? (1 ——+—+0(x5)> =x>——+—=+o(x7)

120 6 120
x% x* x% x*
_ 2 - 5 - 5
=x <1 6+—120+0(x ))(1 6+120+0(x )>

1 1 1 1 1 1
— 2 1= _ 2 - _ _ _ 4 5
=2 <6+6>x +(120+( 6)( 6)+120>x o)
1 2 1 2
= x? <1 —§x2 + 4—5x4 + 0(x5)> =x?— §x4 +4—5x6 +o0(x7)
On notera qu’un développement limité a 1’ordre 6 de sin(x) suffit pour obtenir un développement limité
a l’ordre 7 de sin?(x). Cela vient du fait que le développement limité de sin(x) commence par x.
On en déduit que :

x*  x® 1 2
x?cos(x) —sin?(x) =x?2 ——+—+o0o(x7) — [x? —=x*+ —=x® + 0o(x7)

2 24 3 45
1 1
—_ __ 4 6 7
e X ~3e0% +o(x”)
1 1
x?sin?(x) = x? [ x?% — §x4 +o(x%) | =x* - §x6 + o(x7)

26



Développements limités, équivalents et calculs de limites Pascal Lainé

En faisant une troncature du développement limité de sin?(x) trouver ci-dessus.

1 1 1 1
cos(x) 1 —5x4—mx6+0(x7) __E_Wx2+0(x3)

sin2(x) x2

1 N 1
x* —3x°+0(x7) 1—3x%+0(x%)
La premicére (et plus délicate) partie est finie, il faut trouver le développement limité d’un quotient de
fonction dont le dénominateur ne s’annule pas. On peut faire une division suivant les puissance

croissante mais ici on peut appliquer la formule o cela me parait plus simple.

1 1 5,
—z—3g0% tolx?) 1 1 1
6 ?160 = (—g—%xz + 0(x3)) X 1
1—3x%+0(x%) 1—3x%+0(x?)
1 1
T =1 X=1—X+X2+0(X2)
1—-3x%+0(x%) +

Avec X = — %xz + 0(x3), X? = o(x®) et 0(X?) = 0(x*). On remarquera qu’un d.1. a Pordre 1 du d.l.

de HLX =1 — X + o(X) pose un probléme parce que o(X) = o(x?) or on souhaite obtenir un d.l. a

I’ordre 3.
1

1
= =1-X+X*+0(X?)

1—%x2+0(x3) I+ X

1

1 1
I =1- <—§x2 + 0(x3)> +o(x3®) +o(x® =1 +§x2 + o(x3)
1—3x%+0(x%)

On en déduit que :

1 1
6" 360° TOOD /1 1 2 4 o(x%) ) x 1
1 “\76 360" TV 1
1—3x%+o0(x?) 1—3x%+0(x?)
1 1 1 1 1 1
—(_Z__~ 2 3) ) x ) 3v) = _ 2 (____) 2 3
( c 36Ox + o(x )) <1+3x + o(x )) 6+ 18 360 x“ 4+ o(x>)
1 7
—_-__1 .2 3
=g 120x + o(x?)

cos(x) 1 1 7 5
sin?(x) x2 6 120" +o(x%)

Et enfin

i cos(x) 1 _ ( 1 7 2, 3>_ 1
Iz~ x2z) =i\ "5 T 120 % To)) =%

Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1.

2 3
1 masn)  hHiro(r?) ML X2
(l1+h)r=e r =e h =e 273" =eef=¢e 1+X+7+0(X2)

2 2
Avec X = =2+ -+ 0(h?), X? = =+ o(h?) et o(X?) = o(h?).
Donc
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1 X2 h k3 h?
1+hr=e 1+X+7+0(X2) =e 1—E+?+0(h2)+§+0(h2)+0(h2)

—e—Sh4ash2 4 o(R2
=e—ghtgght o)
2. On posehzi,

X

(1+1) —(1+h)%— eh+11h2+ (h?) = ¢ + l1e <1>
x) = me-ght g tol)=e—rtoxrto\x2
3

1 X 1 2Xx 1 3x
x2[(1+—) —4<1+—> +3(1+—) l
X 2x 3x
=x2le—i+£+o<i>—4<e— ¢ + 11e +0<i>)
2x  24x2 x2 2X2x 24 x(2x)? X2
e 11e 1
+3<e_2x3x+24x(3x)2+0<ﬁ)>l
=lee_e+11e+0(1) 4<e—i+L+o(i>>
2 24x2 x2 4x = 24 X 4x2 X2

+3 e+ 11e 4 (1)
T 6x T2axox2 ' %\x2

24x

_ 2[ e+11e+ (1) 4 +e 11e+ (1>+3 e+ 11e (1
=x“|e x| 2452 0x2 e 0 e

2 2x T 2ax3z O
= x|+ ( )] T +oll
=X 24><3x2 N o()

it (143) = (1) +3(eg) |-

Donc

Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.

1.
1 + x2 2y _[1_%2 2 3
e*’ — cos(x) x*+o0(x?) (1 > +o(x )) §x2+0(x2) 3
x2 - x2 = %) :§+0(1)
Donc
e —cos(x) . 3 3
=l o) =
2. Onposet=x—-1ox=1+t
In(x) In(1+¢) = In(1+¢t)  In(l+¢) t+o() 1+0(1)
x2—1 (1+t)2—-1 14+2t+t2—-1 t2+t) t2+t) 2+t
In(x) 14001 1
M1 2 2

3. Onpose X = 1 X tend vers 0 lorsque x tend vers I’infini.

m B + 42 1+3X+2X2 V1i+3X+2Xx2 1
X X X = XZ X X

CarX>0
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1 3
m VI+3X+2X2 -1 1+§X3X+O(X)—1 §X+0(X) 3 )
x2+3x+2—-—x= ¥ = e = X —2+0()
li 2+3x+2 =i E+ (1) _3
Jim (7 4352 =) = fim (340D ) =
4,
x? x? x?
e*—1—-x= 1+x+7+0(x2)—1—x=7+0(x2) ~o
sin?(x) ~q x?2
Donc
y e*—1-x 1
50 sin? (x) 2
Allez a : Exercice 30
Correction exercice 31.
sin(3x) 3x+ o(x) x(3 + 0(1)) 3+ 0(1) 3
= = frd _——
tan(2x) 2x+o(x) x(2+0(1)) 2+o0(1)x-02
sin(3x)  3x+o(x) x(3 + 0(1)) _ 3+0(1)
xtan(2x) ~ x(2x +o(x))  x2(2+0(1)) x(2+0(1))
Six—> 07, SINGY 4 oo et six - 0, sin(3x)
x tan(2x) x tan(2x)
Mais 2285 122 dmet pas de limite en 0.
x tan(2x)
(1 — e*)sin(x) B (1 - (1 —x+ O(X))) (x + O(x)) B (x + o(x))(x + o(x))
x2% + x3 B x2(1+ x) B x2(1+x)
221+ o)1 +01)  (1+0M)(1+0(1)) )
B x2(1 + x) - (1 +x) =0
1+x+x—2+o(x2)— 1—x—2+o(x2) —x
e*—cos(x) —x 2 2 x? + o(x?)
. — = 2
In(1 + sin(x)) — x In (1 + (x + o(xz))) — X X — % +o(x2) —x

B x2(1+0(1)) _ 1+0(1) .y

X2 (_% + 0(1)> —% +0(1) x>0

Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.

2

cos(x) —ch(x) =1— x; + o(x?) — (1 + x7 + o(x2)> = —x% + 0(x?) = x*(-1 + 0(1))

x2 2 x2 2 xz 2 xz 2
ecos(x) _ ech(x) — 61—7+0(x ) _ el+7+o(x ) — ee—7+o(x ) _ 867+0(x )

—e (1 - x2_2 + o(x2)> —e (1 + %2 + 0(x2)> =e(—x%+ 0(x?)) = x?(—e + 0(1))

0™ — eh®  x2(—e +0(1)) —e+o0(1)
cos(x) —ch(x) xz(—l + 0(1))  —1+0(1)

Par conséquent
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ecos(x) _ ech(x)

I =
o0 cos(x) — ch(x) €
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
1. Onpose X = % — 0 lorsque x - +oo.
1

1. \X .
2 = =
@i i 1) x _(X +1) (it—i)x _ e%ln(%) — oxn(+0)-In(1-x))

1
7—1

i(ln(l + X) — In(1 — X)) est une forme indéterminée lorsque X — 0 car le numérateur et le

dénominateur tende vers 0. Le terme de plus bas degré du dénominateur est X (c’est le seul), il faut donc
faire un d.l. a I’ordre 1 du numérateur.

In(1+X)—In(1 - X) =X +0(X) — (=X + 0(X)) = 2X + o(X)

Donc
1 2X +o(X
T+ x-ma-x) =220y 00
X X
Et
2x
. <2x + 1) — lim exMA+O-INA-X) _ [0 p2+0(1) = o2
x—+00 \2x — 1 X-0 x=0
2.
sin(x) :
= sin(x) x
< : x( ))x—sm(x) = ex—sin(x) ln(sin(x)>
sSin(x

On peut toujours vérifier, il s’agit d’une forme indéterminée.

. A, X—SIn(x
Il faut faire apparaitre X = Fi))
x — sin(x) x
- sin(x) - sin(x) —leXx+l= sin(x)
Donc
sin(x .
(L2 Yo _ 2in(ai) - oo
sin(x)

La on est forcément tenter d’utiliser la formule In(1 + X) = X + o(X) mais attention, il faut vérifier que
X - 0 lorsque x — 0.

_x—sin(x) x

" sin(x)  sin(x)

# tend vers 1 lorsque x — 0, donc SI:W tend aussi vers 1, soit on ne le

sait pas et on cherche un équivalent de X.

Soit on sait que la limite de

x3 x3 x3
—gi = — _— 3 = — 3y~ —
x —sin(x) = x <x c + o(x?>) c + o(x°) c
Donc
3
x—sin(x) § «x?
= 2 .0 _Z 50
sin(x) X 6
C’estbon X - 0
sin(x)
< X >x—sin(x) = oI+ _ 5(X+0(0) _ ,1+0(1)
sin(x)
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sin-(x) 1
lim( - Z )x_sm(x) = lim ex+X) = Jjm e1to() = o1 = ¢
x-0 \sin(x) X-0 X-0
x+0
3.
esin(x) _ etan(x)
I
00 sin(x) — tan(x)
x+0
Bien str, il s’agit d’une forme indéterminée, il va falloir faire un développement limité, mais a quel
ordre ?
Regardons le dénominateur, manifestement les termes en x s’annulent, il n’y a pas de terme en x2, on va
faire un développement limité du dénominateur a 1’ordre 3.
x3 x3 x3
sin(x) —tan(x) = x — < +o(x3) —x+ ) +o(x3) | = -5 + o(x?)
On va faire alors un développement limité du numérateur a 1’ordre 3.
3 3
esin(x) _ ptan(x) — px- %+0(x3) _ ex+%+o(x3)
x3 2 3
e T S pu =1 4y 4 u7 + uZ + o(u®) avec
3
uU=x-— % +o(x®),u? =x2+o(x¥) etu®=x3+o0(x3) eto3) = o(x®) donc
_x x3 x2+o0(x3®) x3+o0(x3 x?
e T =1 4 [x -4 0(x®) | + ( )+ ( )+o(x3)=1+x+—+0(x3)
6 2 6 2
x3 2 3
3 — v =1y 4 —+ =+ o(v?) avec
3
v=2x+ x? +o0(x3),v2=x2+o(x¥) etv3=x3+0(x3) eto(w3) = o(x3) donc
x* x3 x2+0(x?) x3+o(x3
e T 1 4 (x4 4 0(x®) | + ( )+ ( )+o(x3)
3 2 6
=1+ +x2+x3+ (x3)
= xt—+t—+ok
Donc
2 2 .3 3
: X X% x X
eSin() — ptan(®) =1 4 x 4 -+ o(x3) — (1 tx oot o(x3)> ==+ o(x?)
Et
. x3 1
eSIN(®) _ ptan(x) -5+ o(x3) -5+ o(1)  1+0(1)
, = = = =1+o0(1)
— 3 1
sin(x) — tan(x) —%+ 0(x?) —3+ o(1) 1+ 0(1)
esin(x) _ etan(x)
i =lim(1+0(1)) =1
x50 sin(x) — tan(x) i o(1)
X0 x#0
4,
sin(x?) x?
xIn(14+x) oxxx
sin(x?)

o0 x In(1 + x) -

Allez a : Exercice 33
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Correction exercice 34.

1.
3 3
fG) =2x+x—%+0(x3) =3x—%+0(x3)
2.
f'(x)=2+cos(x)>1>0
Am, S0 = —e
Jim f(x) = +00

Donc f est une fonction strictement croissante de R sur R, c’est une bijection.
Si f est une fonction strictement croissante donc £~ est une fonction strictement croissante de R sur R

(les R s’inversent), comme la dérivée de f n’est jamais nulle, f ~1" est dérivable et

1
)=
(1)
F~1" est donc définie sur R et continue sur R car f' est continue. Par une récurrence quasi immédiate,
on en déduit que £~ est C* sur R et donc admet un développement limité & n’importe quel ordre.

3. f(0) = 0 on peut appliquer la formule du développement limité de £~ a f(x) au voisinage de x = 0.

fHfF) =x
x3 x3 ’ x3 ’
Say+a; <3x s + 0(x3)> +a, <3x s + 0(x3)) + as <3x s + 0(x3)>

3
x3 x3
+o0 <3x—z+o(x3) :x®a0+a1<3x—z>+a2x2 +azx3 +o(x3) =x

a, =0
([ 2=0 ("7
5 al 5 5 3a1 = 1 a1 = §
& ag+ 3a.x + ax +(——+a3)x +o(x’)=xe a, =0 =X _
6 | a; a; =0
k__ + a3 = 0 1
6 k(13 = E
1 1
fix) = 3% + 1—8x3 + o(x3)
Allez a : Exercice 34
Correction exercice 35.
1. f estle produit et la composée de fonction C* donc f est C* sur R,
(xZ 2 XS
flx)=x 1+x2+T+0(x4) =x+x3+7+o(x5)

FlO0) =e* +x(2x)e* = (1 +2x2)e* >0
Donc la fonction est strictement croissante sur 1’intervalle R.
xl_i)moof(x) =—00 et xl_i)moof(x) = 400

Par conséquent f est une bijection de R sur R.
3. f estimpaire donc f 1 est aussi impaire par conséquent son développement limité n’a que des termes

de degrés impairs.
4.

f(f1(x) =x o fax + bx® + cx® + o(x%)) = x
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On pose

X = ax + bx3 + cx® + o(x®)

X% = (ax + bx® + cx® + 0(x%))(ax + bx® + cx® + 0(x®)) = a®x? + 2abx* + o(x°)
X3 =a3x3 + (a®b + 2a*b)x® + o(x°) = a3x3 + 3a’bx> + o(x®)

X* = a*x* + o(x®)

X5 =a®x% + o(x°)

D’apres 1.on a

x5 a’x>
fxX)=x+x3 +7+ 0(X®) = ax + bx® + cx® + a®x3 + 3a®bx> +T+ o(x?)
5

=ax + (a®+ b)x3 + <a7+ 3a’b + c>x5 + o(x%)

Par conséquent
a=1

a’ a+b=0

fF(F () =x © ax + (a® + b)x® + <7+ 3a%b +c>x5 +o(x®) =x =15
?+3a2b +c=0

a=1
N b=-1
_5
=2

Allez a : Exercice 35
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