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Applications lineaires, matrices, déterminants

Exercice 1.
Soit u: R3 - R2 défini pour tout x = (x4, x5, x3) € R3 par
u(x) = (xg + x5 + x3,2x1 + x5 — x3)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer ker(u).
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Soit f: R3 —» R2 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw =(—2x+y+z,x—-2y+2)
1. Montrer que f est une application lineaire.
2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)).
3. Donner une base de Im(f).
Allez & : Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit f: R3 —» R2 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw) =(2x+y+z,x—-2y+2)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)).
3. Donner une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
On considére I’application h: R? —» R? définie par :
h(x,y) = (x —y,—3x + 3y)
1. Montrer que h est une application linéaire.
2. Montrer que h est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de son noyau et une base de son image.
Allez & : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f I’application linéaire f: R3 — R3 définie par :
[y, %2, %3) = (%1 — X3, 2%1 + x5 — 3x3, =X + 2x3)
Et soit (eq, e5, e3) la base canonique de R3.
1. Calculer f(eq1), f(ey) et f(e3).
2. Déterminer les coordonnées de f(e,), f(e,) et f(e3) dans la base canonique.
3. Calculer une base de ker(f) et une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit f: R3 — R3 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw=((2x+y+z,x—-2y+z,x+y—22)
1. Montrer que f est une application lineaire.



Applications linéaires, matrices, déterminants

2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)).
3. Donner une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit u: R* —» R* I’application définie pour tout x = (x, X5, x3,%4) € R* par :
u(x) = (g —x, +x3,0,x; + X, — X3 + X4,%4)
Soit E = {(xq, x5, x3,%4) € R, x; + x5 — x5 + x4 = 0}
1. Donner une base de ker(u) et sa dimension.
2. Donner une base (La plus simple possible) de I'm(u) et sa dimension.
3. A-t-on ker(u) ®Im(u) = R*?
4

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et sa dimension.

5. A-t-on ker(u) ®E = R*?
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.

Soit f un endomorphisme de R3 dont I'image de la base canonique = (e, e, e3) est :

f(e1) = —7e; — be,
f(e;) =8ey + 7e,
f(e3) = 6e; + 6e; —e3
1. Pour tout vecteur x = x,e; + x,e, + x3e3 déterminer f o f(x).
2. En déduire que f est inversible (c'est-a-dire bijective) et déterminer f~1.
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit f: R* —» R* définie pour tout (x,y,z,t) € R* par
fl,y,z,t) =(x—2y,x—2y,0,x—y—z—t)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer le noyau et I’image de f.
3. A-t-onker(f) @ Im(f) =R*?
Allez & : Correction exercice 9

Exercice 10.
Soit I’application f: R* — R3 définie pour tout u = (x,y,z,t) € R* par:
f,y,z,t) =(x+y,z+t,x+y+z+1t)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).
3. Déterminer une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit u: R® - R3 I’application définie par :
u(xq, x5, x3) = (—2x1 + 4xy + 4x3, —x1 + X3, —2x1 + 4%, + 4x3)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-onker(u) @ Im(u) = R3?
Allez a : Correction exercice 11

Pascal Lainé
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Exercice 12.
Soit (e, e, e3) la base canonique de R3
Soit f: R3 - R3 I’application linéaire telle que :
f(e1) = —éel +§ez +§e3 = g(—el + 2e, + 2e3), f(ey) = gel —§e2 +§e3 = g(Zel —e, + 2e3) et
fle3) = §91 + %ez —§e3 = §(291 + 2e; —€3)
Soient E_; = {u € R®| f(u) = —u} et E; = (u € R®| f(w) = u}
Montrer que E_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Montrer que e; — e, et e; — e3 appartiennent a E_; et que e; + e, + e appartienta Ej.
Que peut-on en déduire sur les dimensions de E_, et de E; ?
Déterminer E_; N E;.
At-onE_; DE, =R3?
6. Calculer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f~1.
Allez a : Correction exercice 12

o ks~ wbne

Exercice 13.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3
Soient

1 1 1
a=z (2,-2,1);b = 3 (21,-2);¢c = 3 (1,2,2)

Soit B’ = (a, b, c)
Soit u I’endomorphisme de R3 définie par :

u(e;) =3e; +e;, —e3
u(ey) = e+ 7e,
u(es) = —e; — e3

1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Soit x = (xq,x,,x3) € R3, calculer u(x).
3. Montrer que :
u(a) = 3a — 3¢
u(b) = 3b + 3¢
u(c) = -3a+3b+ 3¢
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit E un espace vectoriel. Soit £ un endomorphisme de E tel que f2 = f o f = Id.
On pose E; = ker(f — Idg) et E, = ker(f + Idg)
1. Soitx, € E; etx, € E,. Calculer f(x;) et f(x,).
FOO+x  f)-x
2

Pour tout x € E écrire x = etmontrerque E; @ E, = E

3. On suppose que E est de dimension finie et que f # t+1dg. Soit (v4, vy, ..., V) Une base de E telle que :
E, =Vect(vy,...,v) et E;, = Vect(Vy44, ..., V) Calculer f(v;) dans la base (vq, vy, ..., vy,).
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Soit f: R* - R I’application définie pour tout x = (x4, x, x3,x,) € R* par
flx) =x1+x, +x3+ x4
On appelle g = (ey, e,, e3, e4) la base canonique de R*.
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension de im(f).
2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

3
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Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit u I’application de R™ dans R définie pour tout x = (x4, x5, ..., x,,) par:
ulx) =x;+x,+ -+ x,
1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Déterminer les dimensions de 7m(u) et de ker(u).
Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Soit u une application linéaire de E dans E, E étant un espace vectoriel de dimension n avec n pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) u? = 0g (0U O est I’application linéaire nulle) et n = 2 dim(Im(w))
(b) Im(u) = ker(u)
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Question de cours

Soit u une application linéaire de E vers E.

Montrer que : u est injective si et seulement si ker(u) = {0g}.
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit u: E — E une application linéaire et A un réel.
1. Soit E; = ker(u — Aidg). Calculer u(x) pour x € Ej
Montrer que est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit F c E un sous-espace vectoriel de E, montrer que w(F) est un sous-espace vectoriel de E.
3. Si A # 0, montrer que u(E;) = E;
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Soit f: E = F une application linéaire
Montrer que :

ker(f) nim(f) = f(ker(f?))

Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Soient f et g deux endomorphisme de R™. Montrer que

f(ker(g ° f)) = ker(g) n Im(f)

Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel.
1. Montrer que ker(u) < ker(u?).
2. Montrer que Im(u?) c Im(u).

Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.
4



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i) ker(u) Nnim(u) = {0z}
(i) ker(u) = ker(u o u)
Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.

Soit u: R? — R4, une application linéaire, e = (ey, ..., €,) la base canonique de R? et f = (fy, ..., f;) la
base canonique de RY.

l. p=3,q=2
u(e)) = f1+2f;,uley) =2f; — fretules) =—fi+ >
a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x5, X3) par u.
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base f.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

2. p =3etq = 3, dans cette questione = f
u(e;) = 3e; + 2e, + 2e3, u(e,) = 2e; + 3e, + 2e; etu(e;) = 2e; + 2e, + 3e;
a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x5, X3) par u.
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.

c) Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Soit u: R? — R4, une application linéaire, e = (ey, ..., e,) la base canonique de R? et f = (fy, ..., f3) la
base canonique de R9,
l. p=2,q=3

1 0
A=Mat,;(u) =|-1 2
B 1 1

a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (xq, x,) par u.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;) et u(e,)).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

2. p =4, q =4, dans cette questione = f

1 0 2 -1
-1 2 0 -1
A= Matg[(u) =11y 211 o
2 3 7 =5

a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (xq, X5, X3, X4) par u.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;), u(e,), u(es) etu(ey) ).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
Soit u: RP — RY, une application linéaire, e = (e, ..., e,) la base canonique de R? et f = (f3, ..., fy) la
base canonique de RY.
1. p = 3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (xq, x5, x3) € R3

u(x) = (%1 + x2,2x1 — x3,3%1 + x; — x3)
(On admet que u est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(ey), u(e,), et u(esz) ).
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.
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c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p = 3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (xq, x,, x3) € R3
u(x) = (X1 + X9, %1 + X2, %1 + x3)
(On admet que u est une application lin€aire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;), u(e,), et u(es) ).
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit f: R* - R3 I’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* et R3 est
1 2 1 3
A= (1 1 2 1 >
1 -2 5 -11
1. Déterminer une base du noyau de f.

2. Déterminer une base de I’image de f. Quel est le rang de A ?
Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Déterminer le rang de la matrice

N RN
[ U U Y
= N
(SR NS RGN
= e

Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.

13 -8 —12
Soit la matrice A de définie par: A = (12 -7 —12)
6 —4 -5
1. Montrer que A est inversible et calculer son inverse A™1.
2. En déduire A™, pour tout n entier.

Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.

0 1 1
Soit A la matrice de définie par : A = (1 0 1)

1 1 0
Calculer A2,

Trouver un polynéme P de degré 2 tel que P(4) = 0.
En déduire A7,

4. Retrouver A~1 par une autre méthode.
Allez a : Correction exercice 30

wnN e

Exercice 31.

1 0 O
SoitA = (0 0 1)
0 -1 0
1. Calculer A% et A3. Calculer A3 — A% +A— 1.
2. Exprimer A~ en fonction de A2, A et .

3. Exprimer A* en fonction de A%, A et I.
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Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.
Soit A la matrice

3 0 1
A=[-1 3 =2
-1 1 0

Calculer (A — 21)3, puis en déduire que A est inversible et déterminer A~ en fonction de I, A et de A2.
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.

A tout nombre réel t on associe la matrice : M(t) = (

ch(t) sh(t)
sh(t) ch(t))
1. Calculer le produit des matrices M(t,) et (t,), ou t; et t, sont deux réels quelconques.
2. Montrer que M(t) est inversible, et déterminer M~1(t).
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.
Soit f une application de R? dans R? définie par : f(xq,x3) = (x; — X2, %, + x,) €t B = (eg,e;) la
base canonique de R2.
1. Montrer que f est un endomorphisme de R2.
2. Déterminer la matrice A de f dans la base 3.

a) Deéterminer le noyau et I'image de f.
b) En déduire que f est inversible.
c) Déterminer £~ dans la base 3, en déduire A~
4. Montrer que A = RH.
Ou H est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapport et R est la matrice d'une rotation dont
on donnera l'angle.
Soient a = e; + e, et b = e; — e, deux vecteurs de R?. On pose B’ = (a, b).
5. Montrer que 8’ = (a, b) est une base de R2.
6. Calculer f(a) et f(b).
7. Déterminer la matrice de f dans la base g’
Allez a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u I’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
A=|-1 -3 -3
0 2 3

Soienta = e; —e, + e3, b = 2e; — e, + e; et c = 2e; — 2e, + e trois vecteurs de R3
Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.

Déterminer la matrice de passage P de 8 a 8'. Calculer P71,

Déterminer la matrice R de u dans la base g'.

HAwbh e

a) Calculer P~1AP en fonction de R

b) Calculer R*

c) En déduire les valeurs de A*™.
Allez a : Correction exercice 35
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Exercice 36.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u une application linéaire de R3 dans R3 définie par :
u(e;) = —3eq + 2e;, — 4es
u(ey) =e; — e, + 2e;
u(es) = 4e; — 2e, + 5ey
1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique.
2. Montrer que E = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3. Montrer que la dimension de
E est 1 et donner un vecteur non nul a de E.
3. Montrer que F = {(x;,%5,x3) € R3, —2x; + 2x, + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
Donner une base (b,c) de F.
4. Montrer que B’ = (a, b,u(b)) est une base de R®.
5. Montrerque E @ F = R3.
6. Déterminer la matrice R de u dans la base S
Allez a : Correction exercice 36

Exercice 37.
Soit u I’endomorphisme de R3 défini pour tout x = (x,, x,, x3) par
u(x) = (—10x; + 3x, + 15x3, —2x; + 3x3, —6x; + 2%, + 9x3)

Déterminer la matrice A de u dans la base canonique de R3.
Déterminer la dimension du noyau et de 1’image de u. On donnera un vecteur directeur a de ker(u).
A-t-on ker(u) @ Im(u) = R3?
Déterminer un vecteur b tel que a = u(b).
Montrer que E_; = {x € R3,u(x) = —x} est un sous-espace vectoriel de R3, déterminer un vecteur
directeur de E_; que I’on notera c.

6. Montrer que 8’ = (a, b, ¢) est une base de R3.

7. Déterminer la matrice A’ de u dans la base ' et donner la relation reliant A et A'.
Allez a : Correction exercice 37

a s~ wDdE

Exercice 38.
Soit B = (ey, e,, €3, e4) la base canonique de R*.

Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice par rapport a la base g est : A = 8 g _03 _36
0 0 0 0

Soit B’ = (a, b, ¢, d) une famille de R* définie par :
a=e —e,b=e —e,—e3,c=2e —2e,+e3+e,etd =—e + 2e,
1. Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.

2. Calculer f(a), f(b), f(c) et f(d) et les exprimer dans la base ' = (a, b, ¢, d).
3. Déterminer la matrice de f dans la base g’
Allez a : Correction exercice 38

Exercice 39.
Soit B = (eq, e,, €3, e4) la base canonique de R*.
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Mwbde

5.

Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :
-3 -2 3 0
3 1 -3 -1
1 0O -1 -1
-1 -1 2 -1
On pose :
a=(-110,-1),b=(1,-2,-1,1),¢c = (-23,1,-1) etd = (2,—1,0,1)
Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.
Donner la matrice de passage P de 8 a 5'. Calculer P71,
Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base g’
Déterminer la matrice T de u dans la base g’
Calculer N = T + I, puis N* et en déduire (4 + 1)*.

A=

Allez a : Correction exercice 39

Exercice 40.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique, 8 = (ey, e, €3, e4), est
-7 6 6 6
o 2 0 0
A= -3 3 2 3
-6 3 6 5

a s~ wbhE

6.

Soient a, b, c et d quatre vecteurs
a=—2e;—e,—e3—ey b=e,—ey c=2e +e3+eyd=3e;+e3+2e,
Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base 8’ = (a, b, c, d)
En déduire la matrice D de u dans la base g'.
Déterminer la matrice P de passage de g a 8’
Calculer P71,
Calculer P~1AP.

Allez a : Correction exercice 40

Exercice 41.

oo kcwbdhE

7.

Soit B = (ey, e,, €3, e4) la base canonique de R*.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 -1 1
(1 0 -1 1
A_01—11
01 -1 0

Onposea =e; +e, +es3, b =eq, c=ulb)etd =u?(b).
Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.

Donner la matrice de passage P de g a ' . Calculer P71,
Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base g'.
Déterminer la matrice N de u dans la base g’

Calculer N* et en déduire A*.

Donner une base de ker(u)

Donner une base de Im(u).

Allez a : Correction exercice 41

Exercice 42.
Soit B = (ey, e,, 3, e4) la base canonique de R*
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Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base 3 est :

2 -1 0 1
1 0 o0 1
A‘o 0 1 0
-3 1 0 -2

Déterminer un vecteur a qui engendre le noyau de u.
Soit A € R. Montrer que E; = {x € R* u(x) = Ax} est un sous-espace vectoriel de R*.
Trouver un vecteur directeur b de E_. Déterminer une base (c,d) de E;.
Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
5. Déterminer la matrice de u dans la base £'.
Allez a : Correction exercice 42

M wbh e

Exercice 43.
Soit B = (ey, ey, €3, e4) la base canonique de R*.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrices dans la base canonique est :

-1 2 -2 =2
_ _| -2 3 -2 =2
A = Matg(u) = 2 2 _1 _o
0 0 O 1
Onpose a; = e; + 2e, + 3e3 — 2e4,a, =€, +e3,a3 = e, +3e, +5e3 —3e,etc=—e; —e, — €3

On pose F = Vect(ay, a,, az).

1. Montrer que B’ = (ay, a,, as, ¢) est une base de R* et donner la matrice P de passage de 8 a f'.

2. Déterminer la matrice D de u dans la base g’

3. Montrer que pour tout x € F, u(x) € F en déduire que v: F — F définie par v(x) = u(x) est un
endomorphisme de F, déterminer la matrice de v dans la base 8, = (a4, az, as).

4. Montrer que R* = F @ Vect(c).

5. Montrer que pour tout x € R* il existe un unique couple de vecteurs (f, g) € F x Vect(c) tels que :
x = f + g, calculer u(x).

Allez a : Correction exercice 42

Exercice 44.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u un endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

-10 -3 -12
A=| 5 0 7
6 2 7

Déterminer A € R tel que A — Al ne soit pas inversible. Déterminer alors ker(A — Al).
Soit a = (—3,1,2), calculer u(a).
Déterminer b € R3 tel que u(b) = a — b, puis c € R3 tel que u(c) = b —c.
Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.
Déterminer T = matg (w).
Montrer que (T + )3 = 0 (la matrice nulle). En déduire (4 + I)3.
7. Déterminer A=1 en fonction de 42, A et I.
Allez a : Correction exercice 44

o gk wbdE

Exercice 45.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3. On considére I’application linéaire f définie par
f(e;) = 2e, + 3eg; f(e;) = 2e; — 5e, — 8eg; f(e3) = —eq + 4e, + 6e3
Onnote f2 = fof.
1. Déterminer la matrice de f dans .
10
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2. Montrer que E; = ker(f — idgs) et que N_; = ker(f? + idgs) sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3. Déterminer a, b deux vecteurs tels que E; = Vect(a) et N_; = Vect(b, f(b)). At-on E; ® N_, =
R3 ?

4. Montrer que B’ = (a, b, f(b)) est une base de R3.

5. Onappelle 8’ = (a, b, £ (b)), quelle est la matrice de f dans 8’

6. Quelle est la matrice de f2 dans g’
Allez a : Correction exercice 45

Exercice 46.
Partie |
Soit e, = (0,1,0,0) € R*
1. Calculer u(e,), u?(e;) et u®(e,) et montrer que B’ = (e,, u(e,), u?(e;), u(e;)) est une base de R*.
2. Calculer u*(e,) dans la base en fonction de u?(e,) et e,. Déterminer la matrice C de u dans la base 5’
Partie 11
3. Déterminer un vecteur a € R* tel que u(a) = a dont la premiére composante est 1.
4. Soitbh = (1,-1,0,1) etc = e; — e3 + e,, montrer que u(b) = a + b et que u(c) = —c.
5. Déterminer un vecteur d € R* tel que u(d) = ¢ — d.
6. Montrer que 8" = (a, b, c,d) est une base de R*.
7. Déterminer la matrice T de u dans la base 5.
Partie 111
8. Montrer que les matrices T et C sont semblables.
Allez a : Correction exercice 46

Exercice 47.
Soit R,[X] = {ay + a;X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] ? On considére I’application
[ R [X] - R, [X]
P— (X+ 1P
1. Montrer que f est lineaire.
2. Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

0 1 0
0 1 2
0 0 2

Montrer que B’ = (1,X + 1, (X + 1)?) est une base de R,[X].
Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.
Calculer A2, A3 et B¥ pour tout k € N.

Déterminer le rang de f.

Trouver une base de I’image de f.

Trouver une base de noyau de f.

Allez a : Correction exercice 47

©No U A~w

Exercice 48.
Soitu : R,[X] - R,[X] définipar U(P) =P + (1 — X)P'
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R, [X]
1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminer la matrice de u dans .
3. Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a : Correction exercice 48

11
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Exercice 49.
Soit u: R,[X] —» R[X], I’application définie pour tout polyndme de R, [X] par :
u(P) =2P - (X—-1)P'
Soit B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X].
Montrer que u est un endomorphisme de R,[X].
Déterminer la matrice A de u dans 3.
Déterminer le noyau de u. On notera P, un vecteur directeur du noyau.
Donner une base de I’image de u.
Déterminer un polynéme P; tel que u(P;) = P;
Montrer que B’ = (1, P, P,) est une base de R,[X].
7. Déterminer la matrice D de u dans la base S'.
Allez & : Correction exercice 49

S

Exercice 50.

Soit f: R,[X] —» R[X] définie par f(P) =P — (X — 2)P'

Montrer que f est une application linéaire

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer le noyau et I’image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base (1, X, X2).

Montrer que 8’ = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de R,[X].

Déterminer la matrice de passage P de g a 8’. Calculer P71,
7. Quelle est la matrice de f dans la base S'.

Allez a : Correction exercice 50

o0 wNhE

Exercice 51.
Soit u : R,[X] —» R[X] une application définie pour tout P € R,[X] par
u(P)=P+ (1 -X)P' +2P"
OnappelleP, =1—X,P, =1etP; =1+ 2X — X?
On appelle B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] et B’ = (P, P,, P3)
Montrer que u est une application linéaire.
Montrer que u est un endomorphisme de R,[X].
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
Montrer que B’ est une base de R, [X].
5. Déterminer la matrice D de u dans la base g’.
Allez a : Correction exercice 51

M wbdhpe

Exercice 52.
Soit R,[X] = {ay + a; X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X, X?) la base canonique de R,[X] ? On considére 1’application
[ Ry[X] - R,[X]
P — f(P)

OUf(PIX)=PX+1)—-PX)=ap+a;(X +1)+a,(X +1)%— (ap + a; X +a,X?)

1. Montrer que f est linéaire.

2. Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

01 1
A=10 0 2
0 0 O

3. Montrer que B’ = (1,X — 1, (X — 1)(X — 2)) est une base de R,[X].
4. Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.

12
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Allez a : Correction exercice 52

Exercice 53.
Partie |
Soit g une application de R3[X] dans R? définie par :
g(P) = (P(-1),P(D))
1. Montrer que g est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer 1’image de g.
Partie 11
Soit h une application linéaire de R,[X] dans R? définie par :
h(P) = (P(-1),P(D))
3. Montrer que h est bijective.
Allez a : Correction exercice 53

Exercice 54.
Soit C(R) I’espace vectoriel des fonctions continues de R vers R.

Soient a et b les fonctions definies par :
x -
— €

et b(x)= eT

e*+e*
2
Onpose H = Vect(a,b) et F = {f € H, f(In(2)) = 0}
1. Déterminer la dimension de H
2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H.
3. Quelle est la dimension de F ?
4. Soit ¢: H —» R? définie pour f € H par
¢(f) = (f(-In(2), f(In(2))
a) Montrer que ¢ est une application linéaire
b) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
Allez a : Correction exercice 54

a(x) =

Exercice 55.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a coefficient dans R a n lignes et n colonnes.

Soit A, (R) I’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui vérifient

tA = —A.
Soit §,,(R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui Vvérifient
tA = A.

Montrer que A, (R) et S, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
t _t
Pour toutes matrices A € M, (R), montrer que AJ;—A € S, (R) et que AZ—A € A, (R).
En déduire que A,(R) + 5, (R) = M,,(R).
A-t-on A, (R) @ S, (R) = M, (R) ?

Soit A = (; i

antisymétrique.
Allez a : Correction exercice 55

o M w DN E

), décomposer A en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

Exercice 56.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes.
Soit ¢ I’endomorphisme de M, (R) définie pour toute matrice A de M, (R) par
P(A) =A-1tA
1. Rappeler la dimension de M, (R).

13
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2. Déterminer le noyau de ¢, quel est sa dimension ?
3. Déterminer I’image de ¢. En déduire que pour toute matrice A € M, (R) il existe A € R et une matrice
J, a déterminer tel que ¢p(A) = AJ.
Allez a : Correction exercice 56

Exercice 57.
1 1 1
1. Calculer| a b c
b+c a+c a+b
2.
1 1 1
a) Calculer|pb ¢ d
b*> c¢? d?
1 1 1 1 1 1 1
b) Montrer que ;2 bbz CCZ ;2 =b-a)c—a)d—-a)|b ¢ d],puiscalculer
a> b3 3 d3 b* c* d
1 1 1 1
a b ¢ d
a®? b%* c¢*? d?
a® b3 2 a3

Allez a : Correction exercice 57

Exercice 58.

Soit4 =

Q Q Q
a o Q

a
b
c
d

SE ST Q

a Cc
1. Calculer A = det(A4)

2. Déterminer les valeurs de a, b, c et d qui annule A.
Allez a : Correction exercice 58

Exercice 59.

Premiére partie
Soit u: R3 —» R3 une application linéaire.
B = (eq, ey, e3) la base canonique de R3
La matrice de u dans la canonique de R3 est A.
1. Montrer qu’il existe a € R3 , un vecteur non nul, tel que ker(u) = Vect(a).
2. Déterminer un vecteur b € R3 tel que a = u(b).
3. Montrer que E; = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3, donner un vecteur non nul
c€E.
4. Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.
5. Déterminer la matrice T de u dans la base B’
6. Donner la relation entre A, T et la matrice de passage, notée Q, de B a '
Deuxiéme partie
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X].
Soit f: R,[X] = R[X] I’application linéaire définie par :

1
f(P) = (2+X+X2)P—(1+2X+X2+X3)P’+E(—1+X+X2+X3+X4)P”

14
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1. Calculer (1), f(X) et f(X?) eten déduire que f est un endomorphisme de R,[X].
2. Donner la matrice B de f dans la base canonique de R, [X].
3. Onpose Py =1+X+X%,P,=1+XetP, =2+ X+ X?
Montrer que B' = (P,, P, P,) est une base de R, [X].
4. Déterminer la matrice T’ de f dans la base B'.
5. Donner la relation entre B, T’ et la matrice, notée Q’, de passage de B a B'.
Troisiéme partie
Montrer que A et B sont deux matrices semblables.
Allez a : Correction exercice 59

Exercice 60.
-1 1 0 1
-1 -1 1 3
0 1 -1 -1
0o 0 o0 1
Soit B = (ey, ey, e3, e4) la base canonique de R*.
Soit u: R* - R* un endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A.
1. Montrer que si v est un endomorphisme de E, un espace vectoriel de dimension n alors
ker(v) c ker(v?) c -+ c ker(v™)
2. Déterminer une base de ker(u + idge), de ker((u + idgs)?), de ker((u + idgs)?) et de ker((u +
idR4)4).
Donner Dentier p tel que ker((u + idgs)?P) = ker((u + idgs)P+1)

Soit4 =

a) Donner un vecteur non nul a qui engendre ker(u + idgs).
b) Donner un vecteur b Vérifiant a = (u + idgs)(b).
Puis montrer que (a, b) est une base de ker((u + idgs)?)
c) Donner un vecteur c vérifiant b = (u + idgs)(c).
Puis montrer que (a, b, ) est une base de ker((u + idgs)3)
d) exprimer u(b) et u(c) en fonctionde a, b et c.
4. soitd = (1,1,0,1), calculer u(d).
Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.
6. Donner la matrice, T, de u dans la base B’ et donner la relation entre A, T et la matrice de passage P de
Bapg.
7. Calculer (T + I)3(T — I et en déduire (A + 1)3(A —1)
Allez a : Correction exercice 60

o

Exercice 61.
Premiere partie :
Soit g un endomorphisme de R3
1. Montrer que ker(g) < ker(g?) c ker(g3)
2. Onsuppose que g° = O,gs) et que {Ogs} & ker(g) & ker(g?) & ker(g®)
a) Déterminer dim(ker(g)) et dim(ker(g?))
b) Montrer que Im(g) c ker(g?), puis que Im(g) = ker(g?).
Deuxieme partie :
Soit g un endomorphisme de R® tel que g° = O s) et que {Ogs} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*)
3. Soit a € ker(g), un vecteur non nul, montrer qu’il existe b € R3 tel que g(b) = a. Montrer que
b € ker(g?) et en déduire que (a, b) est une famille libre.
4. Montrer qu’il existe ¢ € R3 tel que g(c) = b, montrer que alors (a, b, ¢) est une base de R3.
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5. Déterminer la matrice de g dans la base (a, b, ¢).
Troisieme partie :
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est :
-10 -3 -—12
A= ( 5 0 7 )
6 2 7
6. Montrer que f + Id Vérifie les hypotheses de la seconde partie.
7. Déterminera, b etctelsque: a € ker(f +Id), (f + Id)(b) =aet(f +1d)(c)=bh.
8. Déterminer la matrice de f dans la base (a, b, c).
Allez a : Correction exercice 61

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
1. Soientx = (xq1,x,,x3) € R3 ety = (y,,¥,,y3) € R3, et soient 4 et u deux réels.
Ax + py = (Axy + pyy, Axg + uyz, Axs + pys) = (X1, X2, X3)
Donc
u(Ax +py) = (X, + Xy + X3, 2X, + X, — X3)
= (g + uy1) + Axy + py2) + (Axs + pys), 2%, + py;) + (Axz + py,)
— (Ax3 + py3))
= (/1(951 +x +x3) + u(y1 + y2 +¥3), A2x1 + x5 — x3) + uQy; +y, — }’3))
= A(xy + x5 + x3, 221 + %3 — x3) + u(y1 + ¥z + ¥3,2y1 + y2 — y3) = Aulx) + uu(y)
Ce qui montre que u est linéaire.

x = (x1,%,x3) € ker(u) © {Zglix;ztxig;oo S, 2L, {xi;x_z I-Sl_x:3=_00
X1 +x,+x3=0 x;—2x3=0 X1 = 2x
et { 1 X2 i _3353 It { 9152 = —33x3 It {lez _3;3
Donc x = (2x3, —3x3, x3) = x3(2,—3,1), sion pose a = (2,—3,1)
ker(u) = Vect(a)
Allez a : Exercice 1
Correction exercice 2.
1.
Au+Au =Ax+AVx Ay + Ay, Az + Az")
fQQu+ A'u')
= (—2(/1x +Ax)+ Ay +Ay)+ Az +1z"), Ax + A'x") —=2(Ay + A'y")
+(Az+22"),Ax+ Ax )+ Ay + A'y") -2z + /’IZ’))
= (/1(—2x +y+z2)+A(2x"+y ' +2),Ax—-2y+2)+ AV (x"' -2y + Z’))
=A2x+y+zx—2y+2)+AV(—2x"+y' + 7, x' =2y"+2") = 2f (W) + V' f(w)
Donc f est linéaire.

u€eker(f) © f(w) =0ge ® (—2x+y+zx—-2y+z)=(00) i; {—fo -zl-yy++ZZ:—00
o L, {—2x+y+z=0 {—2x+22=0@{x=2
2L, +L;( —-3y+3z=0 y=1z y=z
u=I(z7z2z2) =2z(1,11)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
16
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dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R3) © 1 + dim(Im(f) = 3 © dim(Im(f) = 2
3. Donc Im(f) = R2. Une base est ((1,0), (0,1))
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
1.
Au+Au =Ax+ VX Ay + Ay, Az + Az")
fQAu + A'u')

= (—Z(Ax +Ax)+ Qy+2y)+ Az +212"), Ax + A'x") = 2(Ay + A'y’")
+ (Az+22"),Ax+AVx")+ Ay +Ay') —2(Az + AZ’))
= (/1(—2x +y+z)+A(2x"+y' +2),Ax -2y +2)+ AV (x" -2y + z’))
=A-2x+y+z,x-2y+z2)+ AV (-2x"+y ' +z,x' =2y + 7)) =Af (w) + V' f(u)

Donc f est linéaire.

2.

_ _ Li(-2x+y+z=0
uEker(f)(:)f(u)—ORz(:)(—2x+y+z,x—2y+z)—(0,0)=>L2{x_2y+zzo

Lq {—2x+y+z=0 {—2x+22=0®{x=z
2L, +L;( -3y+3z=0 y=2z y=1z
u=1(z1z2z2) =2z(1,1,1)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R®) & 1 + dim(Im(f) = 3 & dim(Im(f)) = 2
3. Donc Im(f) = R2. Une base est ((1,0), (0,1)) par exemple.
Allez a : Exercice 3

(=14

Correction exercice 4.
1. Soitu=(x,y)etu’ =", y),Au+lu =UAx+Ax", 2y +1'y")
hQu+2Au) = (Ax+ 2% — Ay +2y"), —3(x + Vx") + 3(ly + 1'y"))
= (A(x —y)+ A —y'),A(-3x+3y) + ' (—3x" + 3y’))
=AMx—y,-3x+3y)+ AV (x" —y',-3x" +3y') = Ah'u) + Y'h()
Donc h est linéaire.
2. h(1,1) = (0,0) = h(0,0) et pourtant (1,1) # (0,0) donc h n’est pas injective.
On va montrer que (1,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe u = (x, y) tel que (1,0) =

e l=x-y l=x-y {1=0, . .
h(w) © (1,0) = (x — y, 3x+3y)<:>{0=_3x+3y { x=y = x=y© est impossible

donc h n’est pas surjective.
h est un endomorphisme donc h est injectif si et seulement si h est surjectif. Ici, h n’est pas injectif donc
h n’est pas surjectif.
3. u=(x,y)€ker(h) & (x—y,—-3x+3y) =(0,0) & {—;x +y3; 2 0
Donc u = (x,x) = x(1,1), (1,1) est u vecteur non nul qui engendre ker(h), ¢’est une base de ker(h)
h(e;) =(1—-0,-3x1+3x0)=(1,-3) =e, —3e, et
h(ey)) =((0—1,-3x0+3x1)=(-13) = —e, + 3e,
Im(h) = Vect(h(el), h(ez)) = Vect(e; — 3e,, —e; + 3e,) = Vect(e; — 3e,)
e; — 3e, est un vecteur non nul qui engendre Im(h), c’est une base de Im(h).
Allez a : Exercice 4

Sx=y
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Correction exercice 5.
1. fle)) =(1,20) =1Xe; +2e,+ 0 X e3
fle;) =(01,-1)=0%xe; +1Xe,—1Xe3
et f(es) =(—1,-3,2) = —1 X e; — 3e, + 2e3

1
2. Les coordonnées de f(e;) dans la base (e;, e,, e3) sont 2)
0

0
Les coordonnées de f(e,) dans la base (e, e5, e3) sont | 1 )

-1
Les coordonnées de f (e3) dans la base (eq, e,, e3) sont —3)

2
3.
X1 —x3=0 X1 —x3=0 x; =0
u=(xl,xz,x3)Eker(f)@{2x1+x2—3x3 =0<:>L2—2L1{ X, —x3=0 (:){xz =0
—X, +2x3 =0 —X, +2x3 =0 x3=0

Donc ker(f) = {Ogs}
Premiére méthode :
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(e3))
Puis on regarde si la famille (f(e,), f (ez), f (e3)) est libre.

1 0 -1 0
ai1f(e)) + arf(ey) + azf(ez) = Ops © a4 (2) + a, ( 1 > + as <_3> — <0>
0 -1 2 0

a;—az =10
S 201 +a; —3a3 =0
—a,+203=0
I s’agit du méme systéme que ci-dessus donc @, = a, = a3 = 0. Cette famille est libre et elle engendre
Im(f) c’est une base de Im(f), on en conclut que dim(Im(f)) = 3 et que Im(f) = R®.
Deuxiéme methode (plus compliquée) :
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(eg)) = Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3 + €4 + 2e,)
= Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, —e5 — e, + 2e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e3, —e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,, €3, —e, + 2e5 — 2e3)
= Vect(e, + 2e,,e5,—e,)
= Vect(e; + 2e,,e3,e,) = Vect(ey, e3,e;,) = Vect(eq, e,,€3)
Donc une base de Im(f) est (ey, e, e3) et bien sur Im(f) = R3.
Troisieme méthode :
Avec le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(Im(f) = dim(R3) = 3, comme dim(ker(f)) = 0,
dim(Im(f)) = 3 donc Im(f) = R? et une base de Im(f) est (ey, e;, €3).
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

1.
Mu+Au'=Qx+Ax,ly + Ay, Az + Az)
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fQu+Au)

= (—Z(Ax +Ax)+ Ay +21y)+ Az +22), Ax + Ax) = 2Ay + 1'y)
+Az+22),Ax +A2x)+ Ay + Ay) — 2(Az + AZ'))
=A(-2x+y+2)+A(=2x +y +2),A(x —2y +2)
+ A =2y +z2),Ax+y—-22)+ A (x' +y —22)
=A-2x+y+zx—-2y+z,x+y—22)
+A(=2x"+y +z,x =2y +z x' +y —22z) = Af (W) + 1'f (W)

Donc f est linéaire.

2.
u€cker(f) e f(u) =0gs @ (—2x+y+z,x—-2y+z,x+y—2z)=(0,0,0)
Li(—2x+y+z=0 L —2x+y+z=0
oL, x—2yy+Z=0 4:)2L241-L1{ —3y-ﬁ/32=0 @{_2’“’_22:0@{9“?2
Llx+y—22=0 2L;+L;\ 3y—32=0 y=z y=2
u=1(zz2z2) =z(1,1,1)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®) & 1 + dim(Im(f) = 3 & dim(Im(f)) = 2
3.

Premiere méthode
fle) =(=211) et f(e)) =(1,-21)
Sont deux vecteurs de 1’image de f, ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de
vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base.
Deuxieme méthode
fle) = (=2,1,1); f(ex) =(1,-21) et f(e3) = (1,1,-2)
Im(f) = Vect(f (1), f (e2), f (e3)
(f(el),f(ez),f(e3)) est une famille génératrice de Im(f), le probleme est de savoir si cette famille est
libre.
Soit on fait « comme d’habitude », ¢’est-a-dire que I’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs est nulle
Mf(e)) +A,f(ez) + A3f(e3) = Ogs © 4,(—2,1,1) + 1,(1,—-2,1) + 13(1,1,-2) = (0,0,0)
Li(—2A1+ 24, +4;=0 L, 24+, +43=0 1 =2
oLy A —20, + 43 =0 & 2L, + L] —32,+34; =0 ‘:’{al —
LsU Ay +2,—=203=0  2L3+ L\ 31,—-31;,=0 27—
Donc pour tout A; € R
Az3f(e1) + A3f(ez) + A3f (e3) = Ops
SionprendA; =1
fley) + f(ex) + fe3) = Ops
VeCt(f(el),f(ez),f(eg)) = Vect(f(e1),f(ez), —f(e1) — f(ez)) = VeCt(f(eﬂ,f(ez))
f(ey) et f(e,) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une
famille génératrice de Im(f), c¢’est une base de Im(f).
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
x1_9i)2;|—(3)63=0 X1 =X +x3=0 x; =0
x = (xq,Xx5,%3,%4) € Ker(u) & x1+x2—x3+x4:0@{x1+x2_x3:O(:{xz = X3
x4:0 x4,:O

x4:0
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Donc x = (0, x3,x3,0) = x5(0,1,1,0), si on pose a = e, + e5 alors ker(u) = vect(a) et donc la
dimension de ker(u) est 1.

u(e;) = (1,0,1,0) = e; + e3; uley) = (—1,0,1,0) = —e; + e3;
u(e;) = (1,0,—1,0) = e; —eg; ule,) = (0,0,0,1,1) =e3 + e,
Im(u) = Vect(e, + e3,—e; + e3,e, —e3,e3 +e,) =Vect(e, + e3,e; —es, e3+e,)
Car u(ey) = —u(esz)
Im(u) =Vect(e, + e3,e; —e3 + e, +e3,e3 +e,) =Vect(e; + e3,2e,e3 + e,)
= Vect(es, e, e3 +e,) = Vect(es, eq1,€4)

Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base
de I'm(u)
Autre méthode, d’aprés le théoreme de rang

dim(ker(u) + dim([m(u)) = dim(R*) = dim(Im(u)) = 3
Par conséquent (e; + e3, e; — e3, e3 + e,) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de
dimension trois, ¢’est une base et donc dim(Im(u)) = 3.

3. Comme dim(ker(w) + dim(Im(w)) = dim(R*)
Le tout est de savoir si a = e, + e3 appartient a Im(u), si ¢’est le cas ker(u) c Im(u) etil n’y a pas de
somme directe et sinon ker(u) N Im(u) = {Og+} et il y a somme directe.
Soit on montre que (e, + e, e; + e3,e; — ez, e3 + e,) est libre et donc une base de R* puisqu’il s’agit
d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a
ker(u) ®Im(u) = R*
Soit
ker(u) + Im(u) = vect(ey, e3, €4, €, + €3) = Vect(ey, ey, e3,€4) = R*
Ce qui montre que ker(u) ®Im(u) = R*.
4. 0+0—-0+0=0doncOgs EE.

Soient x = (xq, x5, x3,x4) €EEety = (y1,¥2,¥3,Vs) €EE,Ona

X1 +x, —x3+x,=0 et Vi+tY,—y3+y,=0
Pour tout et u réels

Ax + py = (Axy + pyy, Axy + wy,, Axz + pys, Axs + pys)
(Ax1 + py1) + (Axg + pyz) — (Axs + puys) + (Axy + wys)
=0 +x —x3+x) +u(y1+y,—y3+y) =0
Ce qui montre que Ax + uy € E donc E est un sous-espace vectoriel de R*.
X = (x1,%2,%3,%4) EE,ONAX; + X, — X3+ x4 =0dONCx; = =X, + X3 — X4
x = (—x3 + X3 — X4, X5, X3,%4) = %,(—1,1,0,0) + x5(1,0,1,0) + x,(—10,0,1)

On pose b = (—1,1,0,0), c = (1,0,1,0) et d = (—10,0,1), la famille (a, b, c¢) engendre E

—at+f—-y=0
ab + Be + yd = Ogs © a(=1,1,0,0) + B(1,0,1,0) + 1(=10,0,1) = Ops & Z,‘ - 8
y=20
a=20
<=0
y=0

Ce que signifie que (b, ¢, d) est une famille libre. Par conséquent (b, ¢, d) est une base de E.
5. ker(u) =Vect(a) aveca = e, +e; = (0,1,1,0) donc0+ 1 — 1+ 0 = 0 ce qui montre que a € E,
autrement dit ker(u) c E, onn’a pas : ker(u) ®Im(u) = R*
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. Lamatrice de f o f dans la base B est Matz (f) X Matg(f)
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-7 8 6 -7 8 6 -7 8 6 1 0 O
Or Matg(f) = <—6 7 6 )donc Matg(f?) = (—6 7 6 )(—6 7 6 ) = <0 1 0) =1
0 0 -1 0 0 -1/\0 0 -1 0 0 1
2. llexiste g telle que g o f = Id donc f est bijective et f~1 = f.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
1. Soitu=(x,y,zt),u = (x',y',z',t") deux vecteurs et 1 et A’ deux réels.
fQu+22u) = f(Ax +Ax" Ay + X'y, Az+ Az, At + A't")
=Ax+Ax" =2y + Ay, Ax + A'x" —=2(Ay + 1'y"),0,Ax + A'x’ — (Ay + 'y")
—(Az+12) - (At +1't))
= (A(x —2y)+ A (" =2y),A(x = 2y) + A (x' —2y"),00AM(x —y —z—t)
+ A -y -2z — t’))
=Ax—-2y,x—2y,0,x—y—z—t)+ A (x' -2y, x' = 2y",0,x' —y' —2z' —t')
= Af (W) + Af (W)
f est bien linéaire.
2. Soitu = (x,vy,2zt) € ker(u)
x—2y=0
x—2y=0 x—2y=0 x=2 x =2
0=yO Q{x—y—zy—tzoc){y—z—tyzOﬁ{t=y—yz
x—y—z—t=0
Donc
u=Qyyzy-z) =1vy(2101)+2(0,0,1,-1)
a = (2,1,0,1) et b = (0,0,1, —1) sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre)
qui engendre ker(f) ils forment une base de ker(f).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(Im(f)) = 2
Si on appelle (e, e,, 3, e4) la base canonique de R*, f(e;) = (1,1,0,1) et f(e3) = (0,0,0, —1) sont
deux vecteurs non proportionnels de Im(f), ils forment donc une famille libre a deux éléments dans un
espace de dimension 2, c’est une base de Im(f).
3. Onaker(f) ® Im(f) = R* si et seulement si (a, b, f (ey), f(e3)) est une base de R*,
2 0 1 0

2 0 1
det(a,b,f(e1);f(e3)): Lo =—[1 0 1:-|_1X|2 1:1
0 1 0 0 01 0 11
1 -1 1 -1

(a,b, f(ey), f(e3)) est une base de R* donc ker(f) @ Im(f) = R*.
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1. Soientu = (x,y,zt)etu’ = (x',y’,z',t") deux vecteurs de R*. Soient A et A’ deux réels.
Au+Au =Ax,y,z,t) + A (X, y 2, t") = Ax + AV'x" Ay + V'y', Az+ Az, At + A't")
fQu+2Au) =f(Ax +Ax" Ay + Ay 2z+ 2z', At + A't")

=((x+2x)+ Ay +24y), Az+212) + At + 1't), Ax + V%) + Ay + X'y")
+ Az +2z2)+ At + 2't"))
=(Ax+ )+ V& +y)Az+ ) + A (@ +t)Ax+y+z+1t)
+A(x +y' +272 +t))
=Ax+yz+t,x+y+z+t)+ A +y, 2 +t,x' +y +z +t)
=Af (W) + Af (W)
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f est linéaire.
2.
x+y=0
ueker(f) e f(w) =0 x+yz+t,x+y+z+t)=(0000) & z+t=0
x+y+z+t=0
y=—X
o {lZ T eu=(r-x2-2=x(1,-1,00) +2(001,-1)
On pose a = (1,—1,0,0) et b = (0,0,1, —1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une base de ker(f).
3.

Premiére méthode
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(e3),f(e4))
f(er) = (1,0,1); f(ez) = (1,0,1); f(e3) = (0,1,1); f(es) = (0,1,1)
Comme f(e;) = f(ey) et f(e3) = f(es)
Im(f) = Vect(f(el),f(eg))
f(e1) et f(e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est
génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).
Deuxiéme méthode
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & 2 + dim(Im(f)) = 4 & dim(Im(f)) = 2
Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f(e,) et f(e3), ils forment
une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Soient x = (x4, x5, x3) €ty = (y4,¥2, y3) deux vecteurs de R3. Soient A et u deux réels.
Ax + py = (Axy + uy1, Axy + py,, Axz + uys)
u(Ax + py)
= (—2(Axy + uy1) + 4QAx, + py,) + 4(Axz + pys), —(Axy + puy1) + Ax;
+ uys, —2(Axy + pyq) + 4(Ax; + pyy) + 4(Ax; + IW3))
= (A[—2x1 + 4x; + 4x3] + u[—2y; + 4y, + y3], Al—x1 + x3]
+ ul=y1 + y3l, A[=2x1 + 4x; + 4x3] + pu[—2y; + 4y, + y3])
= A(—2xy + 4x, + 4x3, —x1 + X3, —2%; + 4x, + 4x3)
+p(=2y; + 4y, + 4y3, —y1 + y3, —2y1 + 4y2 + 4y3) = Aulx) + pu(y)

Donc u est linéaire.
X1
2. Soitx = (xq,x5,x3) € ker(u) et X = (xz) ses coordonnées dans la base canonique.
X3
—2x1 + 4‘X2 + 4‘X3 = O
xEker(u)@{ —x1+x3=0 (:){

—2x1 + 4‘X2 + 4‘X3 =0

1
—X1+2x, +2x3=0 {2x2+x3=0 Xy = —=X3
X1 = X3 It X1 = X3 It 2

1 X
x = <x3,—§x3,x3> = ?3(2,—1,2)

a=(2,—1,2) = 2e; — e, + 2e5 est un vecteur non nul qui engendre ker(u), ¢’est une base de ker(u).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))
D’apres le théoreme du rang,
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(R3) 1+ dim(lm(u)) =3 dim(Im(u)) =2
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u(e;) = —2e; — e, — 2e3 = (—2,—1,-2) et u(e,) = 4e; + 4e; = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(w) qui est de dimension 2, (u(e;), u(e;)) est
une base de Im(u).
3. ker(w) ® Im(w) = R® & (a,uley),ule,)) est une base de R3.
Il est presque évident que
u(e;) +ules) =a
Sinon on calcule aa + Bu(e;) + yu(es) = Ogs et on s’apercoit que « = 1, § = —1 ety = —1 est une
solution non nulle.
(a, u(e,), u(ez)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Soient u,u’ deux vecteurs de E_q, alors f(u) = —u et f(u") = —u'. Soient A, A" deux réels.
fAQu+2Au) =Af(w) + A f@') = A(—u) + A(—u") = —(Au + A'u’)
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E_;,
La troisiéme montre que Au + A'u’ € E_;
f(Ogs) = Ogs = —Ops
La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, la
seconde égalité montre que Ogs € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u, u' deux vecteurs de E;, alors f(u) = u et f(u') = u'. Soient 1, A" deux réels.
fAu+2Au) =Af(w) + A f@W') = u+ A’
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E;,
La seconde montre que Au + A'u’ € E;
f(Ogs) = Ogs
La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul,
cela montre aussi que Ogs € E;.
E; est un sous-espace vectoriel de R3.

1 2 2 2 1 2
fles—e;) =f(e)) —fley) = —591 +§@2 +§e3 - (591 —592 +§93) =—e; te,=—(e;—ey)
Donce; —e, EE_4

1 2 2 2 2 1
f(es —e3) = f(e) — f(e3) = —591 +§92 +§ez - (531 +§92 —593) = —e; +e3=—(e; —e3)

Donce; —e3; €EE_4

fler+e;te3)=f(e)+ fex) + flez)

2 2 2 1 2 2 2
=_§el+§ez +§e3 +§el_§ez+§e3+§el+§ez_§e3 =el+ez+e3

Donce; + e, +e; € E;
3. Les vecteurs e; — e, et e; — e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E_,, donc la
dimension de E; est supérieur ou égal a 2.
E; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1.
4. Soitu€ E_{NE, f(u) = —uet f(u) = udonc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur de
E_; N E; est le vecteur nul.
E_{NE; ={0gs}

Comme
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E_,+E cR3
Ona
dim(E_; + E;) <3
Finalement
dim(E_; + E;) = 3
Remarque : cela entraine que dim(E_;) = 2 etdim(E;) =1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a
E,®E =R3
6. On peut calculer f2(ey), f2(e,) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement e,
e, et e;. Mais c’est long.
Autre méthode
D’aprés la question précédente (e; — e,,e; — e3,e; + e, + e3) est une base de R3.
(Une base de E_; collée a une base de E; donne une base de R3 si et seulement si E_; @ E; = R3).
Tous les vecteurs de R3 s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs, il suffit de montrer que f2(e; —e,) = e; — ey, f%(e; —e3) = e; —ezetque f2(e; + e, +
e3) =e +e, +es
La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous
file1—ep) = f(f(91 - ez)) = f(—(91 - ez)) =—f(e1—ez) = —(—(61 - 92)) =eé— &
Care; —e, €EE_4
fz(e1 —e3) = f(f(e1 - 93)) = f(_(e1 - 93)) =—f(e1—e3) = —(—(91 - 93)) =e;—¢e3
Care; —e; €E_4
file+e;+e)=f(fles+e;+e))=fles+e;+e)=e;+e+e;
Care; +e,+e; €EE;
Par conséquent 2 = idgs
Cela montre que f~1 = f et que f est bijective.
Remarque :
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement.
Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

1.
(2 2 1
§a +§B + g)/ =0
2a—=2+y=0
2 1 2
aa + b = yc = Ops =><—§a+§,8+§y=0=> —2a+p+2y=0
1 5 5 a—2+2y=0
397 3F*3r=0
Ly 2a —=2B+y =0 a=0
s L+ Ly { —L+3y=0 @{,3=0
2L3 — L1 Y = 0 Y = 0
(a, b, c) est une famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de
R3.
2.

u(x) = u(xe; + xze; + x3e3) = xqu(ey) + xule;) + x3ule;)
= x1(3e; + e; —e3) + xy(e; + 7e;) + x3(—ey —e3)
= [3x1 + x; — x3]ey + [x1 + 7x]e; + [—x1 — x3]es
= (3x; +x;, —x3, %1 + 7x5, —X; — X3)
3. a= %(2, —2,1) donc
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1 1
u(a) =§(3 X2—-2-12+4+7%(-2),-2-1) = 5(3,—12,—3) =(1,-4,-1)

1 1
3a—3c=3X 5(2, -2,1)—3x 3 1,22)=(2,-21)-(1,22) =(1,-4,-1)
On a bien u(a) = 3a — 3¢
b= %(2,1, —2) donc

u(b) = %(3 X2+1—(-2)2+7-2-(-2)) = %(9,9,0) = (3,3,0)

1 1
3b+3c=3X 5(2,1, —-2)+3x 5(1,2,2) =(2,1,-2)+(1,2,2) = (3,3,0)
On abienu(b) = 3b + 3¢
c= §(1,2,2) donc

1 1
u(c) = 5(3 +2-214+7x%x2,-1-2)= 5(3,15,—3) =(1,5,-1)

1 1 1
—3a+3b+3c=-3x2(2-21) +3x35(21,-2) +3x3(122)

= _(2; _2,1) + (2l11 _2) + (1I212) = (1I51 _1)
Onabienu(c) = —3a + 3b + 3¢
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. SOlt x1 € E]_, (f - ld)(xl) = OE (=4 f(xl) —x1 = OE (=4 f(xl) = xl
Soit x; € Ey, (f +id)(xz) = 0 & f(x2) +x2 = 05 © f(xz) = —x;

_ _f)-x
2

o = (F5) =3 (P 4 70) = 3 x4+ 760) =

Donc, d’apres la premicre question, x; € Ej.
De méme

2. Onpose x; =

f@ﬁ=f<—ﬂ%rﬁ)=—%U%@—f@»=—%@—f@»=—@
Donc, d’apres la premicre question, x, € E,.
Commex =x; +x,,0naE; +E,=FE
Il reste a montrer que E; N E, = {0z}
Six € E; NE,alors f(x) = x et f(x) = —x donc x = —x ce qui montre que x est le vecteur nul.
OnakE, @QE, =E.
3. fw)=v;pourl<i<retf(vy))=-v;pourr+1<i<n
Remarque :
La matrice de f dans cette base est :

=) eee o
o .
-
—_
(e}
|o
—_
SN—

Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1.

flep) =1
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flex) =1
fle3) =1
fles) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) =1
2. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(ker(f)) = 3
x = (xq,%2,%X3,%,) €EKer(f) © x = (—x5 — X3 — X4, X2, X3, X4)
=x,(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et c = (—1,0,0,1)
(a, b, c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc (a, b, ¢) est
une base de ker(f).
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Soitx,x" € R™, x = (xq1, %3, ..., xp) €t x" = (x1,x3, ..., %) et 4, A ER
uAx + A'x") = (Axg + AVxq) + (Axy + A'x3) + -+ (Ax, + ' xp,
=Ax; x5+ Ax) F A + x5 + o+ x5) = Aulx) + Au(x’)
Donc u est linéaire
2. u(e;) =uley) =+ =ule,) =1donc dim(ﬂm(u)) =1
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(ﬂm(u)) = dim(R") © dim(ker(u)) =n—-1
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
Supposons (a)
Siy € Im(u) alors il existe x € E y = u(x) alors u(y) = u?(x) = 05 alors y € Ker(u)
Donc Im(u) c ker(u)
D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim([m(u)) = dim(F) © dim(ker(u)) + g =n < dim(ker(u)) = g

Im(u) c ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dimE & 2 dim(lm(u)) =n& 2rg(u) =n
Pour tout x € E, u(x) € Im(u) donc u(x) € ker(u) donc u(u(x)) = 0 donc u? = 0.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
Si u est injective alors si x € ker(u) © u(x) = 0 © u(x) = u(0g) = x = 0y car u est injective, ce
qui montre que ker(u) = {0z}.
Si ker(u) = {0z} alorsu(x) =u(y) @ ulx) —u@y) =0 cul(x—y)=0=>x—y =0g
car ker(u) = {0z}, et donc x = y ce qui montre que u est injective.
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
1. (u—2didg)(x) =0 @ ulx) —Ax =0 @ u(x) = Ax
u(OE) ZOE:AXOEioEEEA
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Soient x; et x, deux vecteurs de E;, on a u(x;) = Ax, et u(x,) = Ax,
Soient a4 et a, deux réels.
u(agxqy + azxy) = agu(xy) + ayulxy) = aidxg + azdx, = Aagxq + azxy)

Donc ayx; + a,x, € E;
E, est un sous-espace vectoriel de E.

2. F est un sous-espace vectoriel de E donc 0 € F par conséquent u(0g) = 0 € u(F)
Pour tout x; et x, dans F. Pour tout a; et a, reels. Ona a;x; + a,x, € F
Soient y, et y, dans u(F), il existe x; et x, dans F tels que y; = u(x;) ety, = u(x;)
Alors

a1y1 + azy; = aqu(xg) + axu(xy) = ulax;, + azx;)
Car u est linéaire, donc
ay1 + azy; = ula x; + azx;) € u(F)

Car a;xq + azx, € F.
Par conséquent u(F) est un sous-espace vectoriel de E.

3. Six€E;alorsx = %u(x) =u Gx) € u(E,) donc E; < u(Ey)
Siy € u(Ey) il existe x € Ej tel que y = u(x) donc y = Ax € E;, ce qui montre que u(E,) c E;
Finalement

u(Ey) = E
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Soit y € ker(f) nim(f), il existe x € E tel que y = f(x), et f(y) = Og
Donc f2(x) = f(f(x)) = f(y) = 0g donc x € ker(f2), comme y = f(x), y € f(ker(f?))

On a montré que
ker(f) nim(f) c f(ker(f?))
Soit y € f(ker(f?)), il existe x € ker(f?) tel que y = f(x), ce qui montre que y € Im(f) et comme

f») =f(f() = f*(x) = 0z ona y € ker(f)

On a montré que

f(ker(f?)) c ker(f) nim(f)
Et donc

ker(f) nim(f) = f(ker(f2))

Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
Soity € f(ker(g e f)), il existe x € ker(g o f) tel que y = f(x)
Donc y € Im(g),
D’autre part x € ker(g o f) donc (g o f)(x) = g(f(x)) = Ogn, par conséquent g(y) = g(f(x)) = Ogn,
ce qui montre que y € ker(g).
Onadonc y € ker(g) n Im(f), on a montré que
f(ker(g ° f)) < ker(g) N Im(f)
Soit y € ker(g) n Im(f)
y € Im(f) donc il existe x € R™ tel que y = f(x)
y € ker(g) donc g(y) = Ogn
On en déduit que Ogn = g(¥) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(g o f) et comme y = f(x) cela

montre que y € f(ker(g ° f)).
Allez a : Exercice 21
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Correction exercice 22.
1. Soit x € ker(u), u(x) = 0g, donc u?(x) = u(u(x)) = u(0g) = 05 donc x € ker(u?), ce qui montre
que
ker(u) < ker(u?)
2. Soity € im(u?), il existe x € E tel que y = u?(x) = u(u(x)), autrement dit il existe x’ = u(x) tel que
y = u(x"), ce qui montre que y € im(u).
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
Supposons que ker(u) N im(u) = {05} et montrons que ker(u) = ker(u o u)
Si x € ker(u) alors u(x) = 0y alors u(u(x)) = u(0g) = 0 alors x € ker(u o u)
Cela montre que ker(u) < ker(u o u)
Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = 0g, on pose y = u(x) € Im(u) et comme u(y) = 0g, y € ker(u) N
im(u), d’apreés (i) y = 0y et donc u(x) = 0g ce qui signifie que x € ker(u)
Cela montre que ker(u o u) c ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)
Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0z}
Soit y € ker(u) N Im(w), il existe x € E tel que y = u(x) etu(y) = 0, cela entraine que u(u(x)) =
0g, autrement dit x € ker(u o u), d’apreés (ii) x € ker(u) donc y = u(x) = 0g, cela montre bien que
ker(u) nim(u) = {0z}
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.

1.
a)
u(x) = u(xe; + xze; + x3e3) = x1u(ey) + xule;) + x3ule;)
=x1(fi + 2f2) + x,2f1 — f2) + x3(—f1 + f2)
= (X1 +2x; —x3)f1 + Qxy — x5 + x3)f2 = (%1 + 2x; — x3, 2% — x5 + x3)
b)
u(e;) u(ez) u(es)

A = Mat,(u) = (1 2 —1) fi

2 -1 1) f2
c)

X = X1,X2,X € Ker(u) & ux) = 2
( 3) € Ker(w) (x) = Og
X1
(0 1 2 -1 (0 x1+2x2—x3>_ 0
@AX_(())@(Z -1 1)<zz>_(0)®<2x1—x2+x3 _(0)
Ll{x1+2x2—X3=0<:> Ll {x1+2x2—x3=0
LZ le_xZ +X3=0 L2_2L1 _SXZ+3X3=0

3 1
x1+2><§.X3_x3:0 x1:_§X3
< 3 < 3

X2 =§x3 x2=§x3

Donc x = (—§x3,§x3,x3) = ’;—3(—1,3,5), on en déduit que ker(u) = Vect(a) avec a =
(-1,3,5).
On en déduit que dim(ker(u)) = 1 et d’aprés le théoréme du rang :
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R?) & dim(Im(u)) = 2
Or Im(u) est un sous-espace vectoriel de R? donc Im(u) = R2.
Une autre méthode est d’écrire que :

Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))
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Puis, avec le théoréme du rang, de dire que la dimension de cet espace est 2, il suffit donc de
trouver deux vecteurs non colinéaires dans Im(w), soit par exemple (u(e;), u(e;)) ou

(u(ey), ules)) ou encore (u(e,), u(es)), pour trouver une base (libre plus le bon nombre de
vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque pas que Im(u) = R? on a raté quelque
chose parce que cela signifie que u est surjective.

a) Soitx = xjeq + xe5 + x3e3 = (X1, x5, X3)
u(x) = ulx,e; + x5 + x3e3) = xquey) + xuley) + xsules)
= x,(3e; + 2e, + 2e3) + x,(2e; + 3e, + 2e3) + x5(2e, + 2e, + 3e3)
= (3x1 + 2x, + 2x3)e; + (2x1 + 3x, + 2x3)e, + (2x1 + 2x, + 3x3)es
= (3xq + 2x5 + 2x3,2x1 + 3%, + 2x3,2x1 + 2%, + 3x3)
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1.
Les coordonnées de u(x) dans la base e sont
3x1 + 2x5 + 2x5 3 2 2\ /%1
<2x1 + 3x, + 2x3> = (2 3 2) <x2> = AX

2xq + 2x5 + 3x3 2 2 3/ \X3

3 2 2
A= Mat,(u)=|2 3 2
2 2 3

0 3x1 + 2x, + 2x3 0
x = (xq,x3,%x3) Eker(u) © u(x) = 0gs & AX = (0) = <2x1 + 3x, + 2x3> = (0)

0 2xq + 2x5 + 3x3 0
L1 {le + 2x2 + 2x3 = 0 L1 {3)61 + ZXZ + ZX3 =0

Ou

<:>L2 2x1+3x2+2x3=0(:)3L2—2L1 5x2+ZX3:0

L3\2x; +2x, +3x3 =0 Ly —1L, —X; +x3=0
Ly 3x1 +2x, +2x3 =0 x, =0
s L { S5x, +2x3 =0 @{xz =0
S5L; + L, 7x3 =0 x3=0

Donc ker(u) = {Ogs}
On peut utiliser le théoreme du rang, mais je vais faire plus théorique (pour rire), u est un
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injection, c’est donc une bijection,
donc u est surjective et Im(u) = R3.

Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.
1.

a) Les coordonnées du vecteur u(x) dans la base f sont :

1 0\ , X1
AX=|-1 2 (xl) = | —x; + 2x,
1 1/ 77 X1+ X

Donc u(x) = (xq, —x1 + 2x3, %1 + x3)

b) ule)) = fi—fo+ fzetule) =2f, + f3

c)
0 X1 0 x; =0
x €Eker(u) © u(x) = O0ps © AX = (0) o (—x1 + 2x2> = <0> =N {—xl +2x, =0
0 X1t 0 X, +x, =0
o {xl =0
x, =0

Donc ker(u) = {0z}
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Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
u(eq) et u(ey) sont deux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille libre de Im(u), cette
famille étant génératrice, ¢’est une base de Im(uw).

Remarque :
Ici le théoréme du rang ne sert pas a grand-chose.
Dans ce cas Im(w) est un plan de R3.
2.
a) Les coordonnées du vecteur u(x) dans la base e sont :
1 0 2 -1 X1 X1+ 2x3 — X4
ax |1 2 0 -1)[*)_ —x1+ 2% — X4
1 -1 1 0 X3 X1 — Xz + X3
2 3 7 =5/ \X 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x4
u(x) = (1 + 2x3 — x4, —x1 + 2Xx5 — X4, %1 — Xp + X3,2%1 + 3% + 7x5 — 5x4)
b)
u(ey) = e, —e;, +e3+ 2e4,ule,) = 2e, —e; + 3e,, ule;) = 2e; + e3 + 7e,etu(ey) = —ey — e, — Sey.
c)
0 X1+ 2x3 — x4 0
0 —Xx; +2x, — x 0
x €Eker(u) ©® u(x) = 0p & AX = 0 x;—xzi—x34 =10
0 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x4 0
Ly (%1 +2x3—x4=0 Ly Xq +2x3— x4, =0
@Lz —x1 + 2x, —x4=0(:)L2+L1 2xy +2x3 —2x4 =0
Ly ) x4 — x5 + x3 =0 L+ L, X, +x3 —x4=0
Ly \2x1 + 3%, +7x3 —5x4, =0 Ly — 2L, 3x, +3x3—3x4, =0
X +2x3—x,=0 X, = —2x3+x
(:){ ' Xy +x33 —xi = 0@{9612 = —x33+x44
Un vecteur de ker(u) s’écrit x = (—2x3 + x4, —X3 + X4, X3,%4) = x3(—2,—-1,1,0) +
x,(1,1,0,1) sion pose a = (—2,—1,1,0) et b = (1,1,0,1) alors
ker(u) = Vect(a,b)
a et b ne sont pas propotionnels, ils forment une famille libre de ker(u), c’est une famille
génératrice de ker(u)et donc une base de ker(u)
D’aprés le théoreme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R*) & 2 + dim(Im(w)) = 4 & dim(Im(w) = 2
D’autre part :
u(e;) = e; — ey + e5 + 2e4, ule,) = 2e, — e3 + 3e, sont deux vecteurs non proportionnels de
Im(u), (u(el), u(ez)) est une famille libre a deux vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension 2, c¢’est une base de Im(u).
Remarque :

Im(u) = Vect(u(ey), u(e,), u(es), u(es)) ne sert a rien dans cette question.
Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.

1.
a)
e; = (1,0,0) = u(e;) = (1,2,3) = e; + 2e, + 3e;
e, = (0,1,0) > u(ey) = (1,0,1) = e; + e
e; = (0,0,1) > u(e3) =(0,—-1,—-1) = —e, — 5
b)
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u(er) wu(ez) u(es)

A = Mat,(u) = <1 1 0 > °1

2 0 —1]¢é2
3 1 -1/ €3
c)
x € ker(u) © u(x) = Ogs & (xq + x3, 2% — x3,3%1 + x5, — x3) = (0,0,0)
L4 X1 +x,=0 L, X1 +x,=0 _
X1 = —X2
@LZ{ 26, —x3=0 &L, —2L1{—2x2—x3 = 0@{x3 — o,
L3\3x; +x,—x3=0 L3 —3L;\-2x, —x3=0
x = (—xy,%,,—2%x,) = x,(—1,1,—-2)
a = (—-1,1,-2), ker(u) = Vect(a).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(u)) = dim(R?®) & dim(Im(u)) =3 -1 =2
Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans
Im(u), par exemple : u(e,) et u(e,) (on aurait pu prendre u(e;) et u(e;) ou u(ey) et u(es)).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
Il est totalement inutile de chercher une relation entre u(e,), u(e,) et u(es) car le théoreme du
rang donne la dimension de I’image de u.
2.
a)
e; = (1,0,0) > u(e;) =(1,1,1) = e; + e, + e
e, =(0,1,0) > ule;) =(1,1,1) =e; + e, + 5
es = (0,0,1) = u(ez) = (0,0,0) = Ops

b)

u(e;) u(ez) u(93)el
Mat,(u) = (1 1 8) e,
1 1 o/ €
C) x = (xq1,x3,x3) Eker(u) © u(x) =0gs & (3 +x3, %1 + x5, %1 + x,) = (0,00) © x; +x, =0
Un vecteur de ker(u) est de la forme x = (x1, —x1,x3) = x;(1,—1,0) + (0,0,1) x5
Sionposea = (1,—1,0)etb = (0,0,1), Ker(u) = Vect(a, b)
a et b sont deux vecteurs non proportionnels de Ker(u) ker(u), cette famille engendre ker(uw) il
s’agit donc d’une base de ker(u). Pour I’image, pas besoin du théoréme du rang, on pose ¢ =
(1,1,1)
Im(u) = Vect(c,c,0gs) = Vect(c)
Im(u) est la droite engendrée par c.
Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.

. 2 y -
1. soitx € R*etX = ses coordonnées dans la base canonique.
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X1

1 2 1 3 X 0 X1+ 2x, +x3+3x4, =0

xEker(f)@AXzORM:)(l 1 2 1 ) xz =(O)@{ X1+ x, +2x3+x, =0
1 -2 5 —-11/\° 0 Xy — 2%, + 5x3 — 11x, = 0

X4
Ll x1+2x2+x3+3x420 x1+2x2+x3+3x4=0
@LZ_Ll{ —x2+x3—2x4=0 @{ _x2+x3_2x420
L3_L1 _4'x2 +4x3 _14X4 = 0 —sz +2x3 _7x4 == 0

X, +x3—2x,=0 o] x,=x
®L3—2L2{ 2+—3§c4=04 x24=03
x = (—3x3,x3,%3,0) = x3(—3,1,1,0)
On pose = (—3,1,1,0) ker(f) = Vect(a), c’est une base de ker(f).
2. D’apres le théoréme du rang

X1+ 2x, +x3+3x, =0 {xl = —3x3

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*)

Donc
dim(Im(f)) =3

Comme

Im(f) c R3
Ona

Im(f) = R®
Et

rg(A) =3

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
A est la matrice d’une application linéaire de R® dans R*.

X1 X1
CAVPRER RS AN hevsbenters
X1 T Xz TX3T Xy T X5 =
X"iilemrm)@ 111 2 1 |iz|_ 0] Yoy + 2+ 23+ 2%, + x5 =0
\XS/ 2 1 1 1 1 \XS/ 0 21+ X3 + X3+ x4 +x5=0
Li(x1+x; +2x3+x4+x5=0 L4 X1+ x, +2x3+x,+x5=0
@L2{2x1+x2+x3+x4+x5=0(:>L2—2L1{ —Xy; —3X3— X4 — x5 =0
L3\xqy + x5 +x3+2x4 +x5=0 Ly — L4 —x3+x,=0
X1+ X, +2x3+x,+x5=0 X1 = —Xy — 2X3 — X4 — X5
S —x;—3x3— X3 —x5 =0 (:){ X, = —3X3 — X4 — X5
X3 = X4 X3 = X4
X1 = —Xy — 2X4 — Xq — Xsg X1 = —(—4x, — X5) — 2x4 — X4 — Xsg
S Xy = —3Xx4 — X4 — Xs (:){ Xy, = —4x, — X5
X3 = X4 X3 = X4
X1 = Xg
S Xy = —4x, — X5
X3 = Xg

Donc

(xl’ xZ’ x3' x4! xS) = (x4-I _4x4 - xS) x4r x4-l xs) = x4-(1l _4P1)1I0) + xS (OI _1F0IOI1)
Les vecteurs (1,—4,1,1,0) et (0,—1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc
ker(A) est de dimension 2.

D’apres le théoréme du rang
dim(ker(A)) + dim(]m(A)) =5
Ce qui montre que rang (4) = dim(Im(4)) = 3.
Allez a : Exercice 28
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Correction exercice 29.
13x1 — 8x, — 12x3 =y, 13x1 — 8x, — 12x3 = y4
Y=AX o AX=Y & {12x1 —Tx, — 12x3 = y, & 13L2 =121, {sz — 12x5 = 13y, — 12y,
6x1 —4x, — 5x3 = y;3 2Lz — Ly —Xy +2x3 = 2y3 — Y,
13x; —8x, — 12x3 = y; 13x; =y, +8x, + 12x5
5x, —12x3 = 13y, — 12y, S {sz = 13y, — 12y; + 12x3
x3 = 10y5 — 5y, + 13y, — 12y, X3 = 6y, — 4y, — 5y3
13x; = y; + 8x, + 12(6y; — 4y, — 5y3)
& {5x, =13y, — 12y, + 12(6y; — 4y, — 5y3) = 60y; — 35y, — 60y;
X3 = 6y, —4y, — 5y;3
13x; = 73y, — 48y, — 60y; + 8(12y; — 7y, — 12y3) {13x1 = 169y, — 104y, — 156y,
=

(=
5L; + L, {_2

And Xy =12y, =7y, — 12y; Xy =12y, =7y, —12y;
x3 = 6y; —4y; — 5y3 X3 = 6y, — 4y, — 5y3
x1 = 13y; — 8y, — 12y3 X1 13 -8 -—12\ /M1

S {xz =12y, -7y, - 12y; & (x2> = (12 -7 —12) <y2>
X3 = 6y, — 4y, — 5y3 X3 6 -4 —=5/\¥3
13 -8 -—12
Donc A™1 = (12 -7 —12) =A
6 —4 -5
Le mieux aurait été de changer les rbles de x; et x5 dans le premier systeme.
3. A2 =1donc A%" = (A®)" =" = [ et A’ = 42" 4 = A.
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1. et 2.

01 1\/0 1 1 2 1 1
A2=(1 0 1|[{1 0o 1])=(1 2 1|=A4A+2IdoncP(X)=X2—-X-2

1 1 0/\1 1 0 1 1 2

-1 1 1
3, AZ—A=21<:>A(A—1)=21=>Ax$=1doncA—1=%=§<1 -1 1)
1 1 -1

0 1 1\ /%1 V1 Xy +X3 =Y
AX =Y |1 0 1||lX]=|Y2]=3{x1+x3=Y,
1 1 0/ \X3 Y3 X1 +Xx; =Y3

Ici il y a un probléme pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en x; dans la
premiére ligne, il y a deux fagons d’arranger ce probléme, soit on intervertit x; et x, soit on intervertit la
ligne 1 avec une ligne ot il y a un x4, c’est ce que nous allons faire.

4.
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Li(xa+x3=y1 Ly(x tX3 =Y Ly X1 +X3 =Y,
L2 x1+x3=y2(:)L1 x2+x3:y1 (=1 Lz x2+x3=y1
L3 X1 +x; =y3 L3\x1 +x; =y3 L3—1L, X —X3 ==Y, tY3
X, =—x3+
Ly X1 tX3=Y; v Y2
_ X2 X3+ Y1
o LZ x2+x3_y1 = 1 1 1
L3 —1L, —2x3=—=Y1 = Y2t Y3 X3 =50 +EYZ —3Ys
( 1 1 1 ( 1 1 1
x1——(§)’1+§)’2—§3’3)+}’2 x1=—§3’1+§3’2+§3’3 y
1 1 1 1 1 1 x1
‘:<xz=—<§}’1+§3’2—53’3>+}’1@< x2=§3’1_53’2+53’3 Ad x;
1 1 1 1 1 1
L X3 =501 +§}’2 53 ( ¥3 =50 +§3’2 53
/1 1 1\
2 2 2
|1 1 1 |
=z "z 7 [\
1 1 1V
2 2 2
Donc
1 1 1
/2 2 2\
1 1 1
SR
2 2
\1 1 1/
2 2 2

Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.

1 0 0\/1 0 0 1 0 0
1. A2=<0 0 1)(0 0 1>=<0 -1 0)
0 -1 0/\0 -1 0 0 0 -1
1 0 O0\/1L 0 O 1 0 0
A3=A2A=<O -1 0)(0 0 1>=<0 0 —1)
0 0 —-1/\0 -1 0 01 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 O
A3—A2+A—I=<O 0 —1)—(0 -1 0)+<0 0 1)—(0 1 0>=<0 0 0)
01 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0
0

2. A3—A24+A—-1=0cA(A2—-A+])=1doncA 1 =A%2—-A+1
3. A3=A2—A+1doncA*=A(A2—A+D)=A3—-A +A=(A*-A+])—A>+A=1

Allez a : Exercice 31
1 1
A-2]1=1|-1 -2
-1 -2

1 0 1 1 1 0 1 -1
(A—21)2=<—1 1 —2)(—1 —2>=<0 -1 1)
-1 1 =2/ \-1 -2 0 -1 1
1 0 1\/0 1 -1 0 0 O
(A—21)3=(A—21)(A—21)2=<—1 1 —2)(0 -1 1>=<0 0 0)
-1 1 -2/\0 -1 1 0 0 O

Correction exercice 32.

__ ok ko

Ce qui entraine que
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A3 —3x242+3x%x2%24-231=0
Car A et I commutent.
Ce qui équivaut a
A3 — 642 +12A—-81=0
Soit encore
A3 — 6A% + 12A = 8I
Puis en divisant par 8 et en mettant A en facteur

A(lAZ 34 +§1) =1
8 4 2
Ce qui montre que A est inversible et que
at=tar 3443
8 4 2

Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.

1.
ch(ty) sh(ty))ch(tz) sh(tz)
MEME) = (G i) bniey eh(e)
_ (ch(tl)ch(tz) + sh(t;)sh(t,) ch(t;)sh(t,) + sh(tl)ch(tz))
~ \sh(t;)ch(t,) + ch(t;)sh(t,) sh(ty)sh(ty) + ch(t;)ch(t,)
eli+e etz etz eli—ehigl — 7t

ch(t;)ch(t,) + sh(t;)sh(t,) = 5 > + > 5
etitts 4 oti—ty | p—titty 4 p—ti—tz  plitly | olti—ty 4 o—ti+ty 4 o—t1-tp
- 4 4
23t1+t2 + 28_(t1+t2)
= = Ch(tl + tz)

4
el —e etz te 2z elifetiels — o7t

sh(t,)ch(t,) + ch(t,)sh(t,) = 5 2 + 2 5
elitts 4 pti=ty _ g=titty _ g=ti=t;  plitts _ pti=tz 4 p=titty _ g=t1=t;
= +
4 4
2etittz 26—(t1+t2)
= = Sh(tl + tz)

4
Donc M(t,)M(t,) = M(t, + t3)

2. det(M(t)) = ch?(t) —sh?(t) = 1 # 0 donc la matrice est inversible.
Or M(t)M(—t) = M(0) = I donc (M(£))” = M(—t)
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 34.
1. Soient x = (xq,x,) et x’ = (x}, x5) deux vecteurs de R? et soient A et A’ deux réels.
fQx + Ax") = f(Axy + Vxp, Ay + A'xh) = (Axg + Vxp — (Axg + A'xh), Ay + V') + (Axy + V'x3))
= (A0rs = 22) + ' (] = x3), A0xy + x3) + X' (%] + x3))
= A(x1 = X2, %1 + x3) + A (x1 — x3, %1 + x3) = Af (x) + A'f(x")
f est une application linéaire de R? dans R? donc f est un endomorphisme de R2.

2 4= (0 )
3.

xl—x2=0 xl—x2=0 {x1=0
a) xEker(f)@{xl'i‘xZ:O@Ll-l_Lz{ 2x1:0 (:)xZZO

Donc ker(f) = {Og2}
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On en deduit que f est injective, comme de plus, f est un endomorphisme, f est surjective et donc
Im(f) = R2. (On aurait pu aussi invoquer le théoréme du rang)
b) Du a) on tire que f est bijective et donc inversible (cela signifie la méme chose).

c)
V=X —X
}’:f(x)‘:’(}’LYZ):f(xpxz)@()’1,}’2)=(x1_x2,x1+xz)@{y;=xi+x2
1 1
Xy = Xq — i . —
{y1=x1—x2 N 2 1 1 )1/1 - X2 23’1+23’2 Y1
yit+Y2 =2x% X =5y1+ 5 1 1

2 X1 =E3’1 +§3’2

1 1
X2 = =51t 5Y2

1 1
X1 = 53’1 + E}’z

=4

Donc /=1 (y1,¥2) = (%yl + %yz, — %yl + %yz), ou, en changeant les roles de x et de y :

B 101 1 1
[, %) = (§x1 +§x2,—zx1 +§x2)

EtA™ = %(_11 1)

4. Lamatrice d’une homothétie est de la forme H = (h 0

0 h) = hl et la matrice d’une rotation d’angle «
cos(a) —sin(a)

sin(e) cos(a) ) Alors

est de laforme R = (

RH = (cos(a) — sin(a)) _ (h cos(e) —h sin(a))
~ “\sin(a) cos(a) /  \hsin(a) hcos(a)
Donc {hcgs(a) ~ 1, donc (hcos(a))2 + (hsin(oz))2 =12+12eh?=20h=V20uh=—2
hsin(a) =1
cos(a) = —L
Si h = —V/2 alors V2 donc a = 2 modulo 27.
sin(a) = —= *
V2
1
cos(a) = —=
Si h =2 alors V2 donc a = = modulo 2.
sin(@) = —= 4

V2
5. det(a,b) = H _11| = 2 # 0 donc (a, b) est une base de R?.

6. Les coordonnées de f(a) dans la base (eq, e;) sont (1 _11) (1) = ((2)) donc f(a) =2e,=a+b

Les coordonnées de f(b) dans la base (e;, e;) sont (1 _1) (_11) = ((2)) donc f(a) =2e;, =a—»b

1 1
(1 -1
7. Matg(N=(; )
Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.

1,
1 2 2 1 2 2 L
det(a,b,c) = |-1 -1 —2|= -1 -1 —2|=-|], f|=-C1+2=-120
1 1 1l G=CGlg o -1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3
2.
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1 2 2
P=(-1 -1 -2
1 1 1

1 2 2\ /% Y1 Ly (%1 + 2x3 + 2x3 = y4
PX=Y & <—1 -1 —2) <xz> = (3’2> S L {—x1 — Xy —2X3 =Y,
1 1 1 X3 V3 L3\ xy +x,+x3 =3
Ly X1+ 2x, +2x3 =y, X1 = —2x, —2Xx3+y;
@L2+L1{ X2 =}’1+3’2(:){ X2 =Y1+ Y2
L3+ L, —X3 =Y, tY3 X3 ==Y~ Y3
X1 =—2y1 =2y, + 2y, + 2y; + 4 X1 =—Y1 + 2y3
@{ X2 =y1t Y ‘:’{ X2 =Y1+ Y2
X3 ==Y2—Y3 X3 = —Y2—Y3

-1 0 2
pt= < 1 1 0 )
0o -1 -1
3. Les coordonnées de u(a) dans la base f sont
1 4 4 1 1
C ) CIRE
0 2 3 1 1
Donc u(a) = a
Les coordonnées de u(b) dans la base 8 sont
1 4 4 2 2
) GEE
0 2 3 1 1
Donc u(b) = ¢
Les coordonnées de u(c) dans la base g sont

&2 250

Donc

Donc u(c) = —b
Par conséquent

4.
a)
-1 0 2 1 4 4 1 2 2
P1AP = < 1 1 0 )(—1 -3 —3) <—1 -1 —2)
0 -1 -1 0 2 3 1 1 1
-1 0 2 1 2 =2 1 0 O
=(1 1 0)(—1 -2 1)=(O 0 —1>=R
0 -1 -1 1 1 -1 01 O
b)

1 0 O 1 0 O 1 0 0
RE=(0 0 —-1)J{0 0 -1]=(0 -1 o0
0 1 0 0 0 0 0 -1

1
1 0 O0\/1 0 O 1 0 0
R*=R*R*’=(0 -1 o0 |l0 -1 o0 ]=(0 1 0]=1I
0 0 —-1/\0 0 -1 0 0 1

c) R= P71AP & A = PRP™!
A* = PRP'PRP™'PRP™'PRP™! = PR*P~1 = pPIP~! =
Donc
A4n — (A4)n ="=]
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Allez a : Exercice 35

Correction exercice 36.

-3 1 4
1. A= Matg(u) = < 2 -1 —2)
-4 2 5
2. u(Ogs) = Ogs donc Ogs € E
Soient x € E ety € E et A et u deux réels, u(Ax + uy) = Au(x) + pu(y) = Ax + uy, donc Ax + uy €
E, E est un sous-espace vectoriel de R3.
-3 1 4 X1 X1 —3x; + x; +4x3 = x;
x = (x1,x5,%3) EE & ( 2 -1 —2) <x2> = <x2> s { 2X1 — Xy — 2X3 = X,
-4 2 5 X3 X3 —4x; + 2x, + 5x3 = x3
—4x; +x, +4x3 =0 Li(—4x1 +x, +4x3 =0
(:){ 2x1 — 2x, —2x3 =0 (:)LZ{ X1 —X;—x3=0
—4x1 +2x5 +4x3 =0  L3\—2x;+x,+2x3=0

L1 —4‘X1 + Xy + 4X3 =0 X = x
2L — Ly X, =0 2

Une base de E est le vecteur a = (1,0,1) et bien sur dim(E) = 1.
3. Il est clair que le vecteur nul est dans F.
Soientx € F ety € F et A et u deux réels
Ax +py = (Axy + pys, Axy + pya, Axz + nys),
—2(Axy + pyq) + 2(Ax; + pyz) + 3(Axz + pys) = A(—2x1 + 2x, + 3x3) + p(—2y; + 2y, + 3y3)
=0
Donc Ax + uy € F. F est un sous-espace vectoriel de R3.

3 X
x=(xy,x5,%x3) EF & x = (xz + —x3,x2,x3) = x,(1,1,0) + 73(3,0,2)

2
Onpose b = (1,1,0) etc = (3,0,2)
(b, c) est une famille génératrice de F formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est

donc libre.
-3 1 4 1 -2
-4 2 5 0 -2

Une base de F est (b, ¢).
4. u(b) a pour coordonnées :

11 -2
det(a b, u(b)) = 1L =2l
et(a, b,u(b) 01 1 o L+l Tl=—2+3=120

Donc (a, b, u(b)) est une base de R3.
On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de
dimension 3 est une base.

5. dim(E) + dim(F) = 1+ 2 = 3 = dim(R?)
(101)¢Fcar—2x1+2%x0+3x1=1+0doncENF = {Ogs}
DoncE @ F = R3.

6. u(u(b)) a pour coordonnées

Donc u(u(b)) = —b
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u(@) u(b) uu())

a
matﬁr(u) = ((1) 8 _(1)> b
o 1 o b
Allez a : Exercice 36
Correction exercice 37.
1.
—-10 3 15
(30
-6 2 9
2.
—10x; +3x, + 15x3 =0
x = (xq,%3,%3) € ker(u) © u(x) = Oz & { —2x, +3x3=0
—6x1 +2x, +9x3 =0
_ 5L2—L1{ 1054 35+ 155 0@{_10x1+E5x3 =0 [ =2,
Ls = 3L, 2x, = 0 2 =0 Xy =0
x = (;x?,, 0, x3) = %(3,0,2)

On pose a = (3,0,2) et alors ker(u) = Vect(a) et dim(ker(u)) = 1
D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(uw)) + dim(lm(u)) =dim(R3?®) & dim(lm(u)) =2
3. Le probléme est de savoir si ker(u) N im(u) = {Ogs} car dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R?)
Premiére méthode :
On cherche une base de Im(u) (ce qui revient a choisir deux des trois vecteurs parmi u(e;), u(e,) et
u(es) car ces vecteurs sont deux a deux non proportionnels et que la dimension de I’image de u est 2,
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de R3, ¢’est long, on passe)
Deuxiéme methode
D’aprés la matrice, il est clair que a = u(e,), comme ker(u) = Vect(a) on aker(u) c im(u) et donc
ker(u) N Im(u) # {Ogs}, ce qui montre que 1’on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3.
4.
Premiére méthode

3 X1
On pose X, = (0) et X, = <xz) les coordonneées de a et de b dans la base canonique et on résout le

2 X3
(—10 3 15) <x1> (3)
ub)=aoAX, =X, | -2 0 3 ]|{x2]=(0
-6 2 9 X3 2
C’est long
Deuxieme méthode
On remarque que u(e,) = a donc un vecteur b qui vérifie u(b) = a est par exemple b = e,
Remarque :
Ce n’est pas le seul mais I’énoncé demande « un vecteur b tel que u(b) = a »
5. u(Ogs) = Ogs = —0pz donc Ogs € E_;
Soitx, € E_;etx, € E_;,onau(x;) = —x; etu(x,) = —x,, alors pour tout A;,1, € Rona
u(A1x1 + A2x2) = Lulxg) + ulxy) = 4:(—x1) + A,(—x3) = —(A1x1 + A3x3)

systeme

Donc
Ax1 +Ax, EE_4
Et E_, est un sous-espace vectoriel de R3
Autre méthode :

39



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

E_; = ker(u + id) donc E_; est un sous-espace vectoriel de R3.
X1

On pose X, = (xz) les coordonnées de ¢ dans la base canonique
X3

—10 3 15\ /X1 X1 —10x; + 3x, + 15x3 = —x3
u(c) =—c o AX, = X, @(-2 0 3 ><x2> = —<xz) @{ —2x1 + 3x3 = —x;

-6 2 9/ \X3 X3 —6x1 + 2x5 + 9x3 = —Xx3

—9x; + 3x, + 15x3 =0 —3x; +x, +5x3=0
@{ —2x1+x, +3x3=0 (:)1—2x1+x2+3x3 =0

—6x; +2x, +10x3 =0 —3x; +x, +5x3=0
Ly (=3x1+x,+5x3=0 —6x3+x,+5x3=0 Xy = X3
(:)LZ—Ll{ X, —2x3=0 (:){ X, = 2X3 (:){x1=2x3

x = (2x3,x3,x3) = x3(2,1,1)
Onprendc = (2,1,1) etona E_; = Vect(c)

{—3x1 + xz + SX3 = 0
_2x1 +x2 + 3x3 = 0

3a+2y =0 a=0
aa+ Bb +yc = 0gs © «(3,0,2) + 3(0,1,0) + y(2,1,1) = (0,0,0) & { B+y=0 o {,8 =0
2+y =0 y=0
(a, b, ) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de R3.
7.
u(a) = Ogs,u(b) = a,u(c) = —c

01 O
A=10 0 O
0 0 -1

A'=PT1AP

3 0 2
P={0 1 1
2 01

Donc

Ou

Allez a : Exercice 37

Correction exercice 38.
1 1 2 -1

-1 -1 -2 2 t 1
1. det(a,b,c,d) = 0 -1 1 0 —|—-1 —1 2 | en développant par rapport a la derniére
0o 0 1 o0 0 -10
ligne. Puis det(eq, €3, e3,€4) = — |_11 _21| = —1, de nouveau en développant par rapport a la derniére
ligne. Ce déterminant est non nul donc (e;, e, e3, e4) est une base de R*.
2.
-6 -3 0 6 1 -3
) .l 6 3 0 -6 -11_1[ 3
Les coordonnées de f(a) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 o =1 o
0 0 0 0 0 0

f(a) = —3e; +3e, = —3(e; —e;) = —3a

-6 -3 0 6 1 -3
) |16 3 0 —-6|[-1 3
Les coordonnées de f(b) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 1 3
0 0 0 0 0 0

f(b) = _331 + 3@2 + 363 = _3(91 - ez - 93) = _3b
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-6 -3 0 6 2 0
. 6 3 0 —-6|-2 0
Les coordonnées de f(c) dans la base 5 sont : 0 0 -3 3 1 1510
0 0 0 0 1 0
f(C) = 0R4
-6 -3 0 6 -1 0
. .| 6 3 0 -6 2 0
Les coordonnées de f(d) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 o =10
0 0 0 0 0 0
f(d) = Ops
-3 0 0 0
3 Matg(D=| 0 0o
0 0O 0 O
Allez a : Exercice 38
Correction exercice 39.
-1 1 -2 2 -1 1 -1 2
1 -2 3 -1 1 -2 1 -1 .
1. det(a,b,c,d) = 0o -1 1 ol=lo -1 o ol® additionnant , C; + C,
-1 1 -1 1 -1 1 0 1
Puis en développant par rapport a la troisieme ligne :
C; C C3 C1 C, C3+C
-1 -1 2 -1 -1 1
det(a, b,c,d) = —(—1) 1 1 1= 1 1 0 =1+0
-1 0 1 -1 0 0
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
-1 1 -2 2
1 -2 3 -1
2P=to 11 o
-1 1 -1 1
L, (—x{ + x5 — 2x5 + 2x5 = X4
X=PX’=>PX’=X=>L2{ X1 = 2% +3% — X = X
Ly —Xp + X3 = X3
Ly \ —x]+xp —xb+ x5 = x4
L —x1 + x5 — 2x5 + 2x4 = X4
L, + Ly —X5 + x5 + X5 = X1 + X3
=
Ls i —X5 + X3 = X3
Ly+ L, —xy + 2x3 =X, + X4
Ly —x1 + x5 — 2x35 + 2x5 = X4
L, —Xg + x5+ x4 =X + X,
=
L;— 1L, —X; = —X1 — Xy + X3
Ly—L, X5 — X4 = =X + X4
Ly donne x5 = x; + x, — X3
Lydonne x5 = —xq + x4 + X5 = X, — X3 + Xy
Lydonne x; = x5 + X, — X1 — Xy =Xy — X3+ X4+ X1+ Xy —X3 — X1 — Xy = Xy — 2X3 + X4
L, donne

X1 =Xy —2Xx5 + 2%, — X1 = X3 —2X3 + x4 — 2(x3 — x5+ x4) + 2(x; + x5 — x3) — X3
:x1+x2_2.X'3_x4

11 -2 -1
s a1 s 1_(0 1 =2 1
D’ou I’on déduit que P™* = 0 1 -1 1
11 -1 0
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3.

Les coordonnées de u(a) dans la base (eq, e,, €3, e,) sont
Doncu(a) =e; —e; +e,=—(e; +e;, —e,) = —a
Les coordonnées de u(b) dans la base (ey, e,, 5, e,) sont

Donc u(b) = —2e; +3e, +e3—2e,=a—b

Les coordonnées de u(c) dans la base (e, e, e3, e,) sont
Donc u(c) = 3e; —5e, —2e3+2e,=b —c
Les coordonnées de u(d) dans la base (e, e,, e3, e4) sont

-3
A 3
1
-1
-3
A 3
1
-1
-3 -2
| 3
|1
-1
-3
A 3
1
-1

Donc u(d) = —4e; +4e, +e3—2e,=c—d

Autre méthode

1 1 0 0
o -1 1 o
T‘oo-11
0o 0 0 -1
/11—2—1—3—23
o o o1 =2 1|3 1 =3
T =P AP = (P A)P—|01_1 1 T o0 1
\11—10—1—12
1 0 0 2\ /-1 1 -2 2 —1
(o o 1 o)[1 -2 3 -1)_{[o0
1 0 0 -1Jlo =1 1 o 0
1 -1 1 0/\-1 1 -1 1 0
010 0 0100/ 100
[0 0 1 0 , (o0 1 0\[o o0 1 0)_
N=109 0 0 19N =13 00 1/lo 0 0 1]~
000 0 0000/ \0 000
0010/ 010 000 0
eyt [0 00 1)fo 00 1)_[0oo0 0 o0
o000 o0Jloo oo 000 0
0000/ \0 000 00 0 0

o o oo

Comme A = P TP, A+1=PTP 1+ PIP~1=P(T +)P~! = PNP!
Donc (A + 1)* = PNP~'PNP PNP PNP~! = PN*P~1 = pOP~1 = 0, la matrice nulle.
Allez a : Exercice 39

Correction exercice 40.

1.

42

O O OO

S O O

Pascal Lainé

&

(=Nl ]

|
)

(i)



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Ly (—2a +2y+356=0 Ly —2a +2y+36=0
_ L,) —a+p =0 2L, — L, 20—2y—=36=0
aa+ﬂb+yc+6d—0R4®L3 — Y 46=0 ®2L3—L1 _5=0

a=20

y=0

“15=0

B=0

Il s’agit d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une base de R*.

2. Les coordonnées de u(a) dans g sont
-7 6 6 6
[0 2 0 0
A=\ _3 3 2 3
-6 3 6 5
Donc u(a) = 2a
Les coordonnées de u(b) dans B sont
-7 6 6
0o 20
A=\ _3 3 3
—-6 3 6
Donc u(b) = 2b
Les coordonnées de u(c) dans S sont
-7 6 6 6
[0 2 0 0
AXe=\_3 3 2 3
-6 3 6 5
Donc u(c) = —c
Les coordonnées de u(c) dans B sont
-7 6 6 6
[0 2 0 O
Aa=\|_3 3 2 3
-6 3 6 5
Donc u(d) = —d
3.
D = Matg(u) =
4,
P =
5.
Ll _le
Y = PX oo 2] Tt X2
Ly | —x;

Ly
2L, — Ly
2L, — L,
2L, — L,

Uu1Tw o o
= =)

== O N

N = O W

u(a)

o O O

—_ o = O

+x3+

N~ ~_
Il Il

—4
-2
-2
-2

2X,

= ZXb

NODNO
= O = O

== O N

N = O W

u(b) u(c) u(d)

0 0 0\ ¢
2 0 0\b
0 -1 0]c¢
o o -1/4d
2 3
0 0
11
1 2

+ ZX3 + 3X4_ =W

=2
X4 = Y3

—X1 — Xy + X3+ 2Xx4 = Y4
_le

+ 2x3 +3x4 = Y4

2x2 - 2x3 - 3x4_ = _yl + 2y2

—2Xx,
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D’apres Lj

X4 = Y1 = 2Y3
Ce que I’on remplace dans L,

Pascal Lainé

—2X;+ Y1 —2y3= "Y1+ 2y, © —2x, = =2y1 + 2y3+ 2V, S X3 = Y1 — V3 — Vs

On remplace ces deux résultats dans L.,

2(y1 — Y3 —Ya) — 2x3 — 3(y1 — 2y3) = —y; + 2y, © —2x3 = 2y, —4y3 + 2y,

S X3 ==Yy, +2y3 =Y,
Et enfin on remet le tout dans L,

=2x1+2(=y; + 2y3 —y4) +3(y1 — 2y3) = y; © —2x; = —2y; + 2y, + 2y3 + 2y,

SX=Y1—Y2—Y3~Va

Donc
X1=Y1—Y2—Y3 Vs X1 1 -1 -1
X2 =YV1—YV3~ Vs X1 |1 0 -1
X3==y,+2y3-v “\x ]~ |0 -1 2
X4 =Y1—2Y3 X4 1 0 =2
Donc
1 -1 -1 -1
4 (1 0 -1 -1
P=1lo -1 2 =1
1 0 -2 0
6.
-7 6 6 6\ /-2 0 2 3 1 -1 -1
“1sp _p-11 0 2 0 O}f-1 1 O O} _[1 O -1
p—AP =P -3 32 3J\-1 0o 1 1) o -1 2
-6 3 6 5/ \-1 -1 1 2 1 0 =2
2 0 0 0
) 2 0 0
“{o o0 -1 0
0 0 0 -1
Allez a : Exercice 40
Correction exercice 41.
1. ¢ =u(b) =ule;) = e; + e,, voir la matrice.
1 0 -1 1 1
. 1 0 -1 1 1
Les coordonnées de d = u(c) dans la base 8 sont : 0o 1 -1 1llo
01 -1 O 0
1 1 1 1
1 0 1 1 11
det(a, b, c,d) = =11 0
1 0 0 1 1 0
0 0 0 1
En développant par rapport a la quatriéme colonne.
1 1 1
det(a,b,c,d) =1 0 1 =|(1) 1|=1¢
1 0 O
En développant par rapport a la troisieme ligne.
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
1 1 1 1
1 0 1 1
2. P= 1 0 0 1
0 0 0 1
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X1+ x5+ x5+ x4 = x4
X1+ x5+ x5 = Xy

X=PX' oPX' =X ’ ’
X1+X4=X3

X4 = X4
(p=x1—x1 = X3 =X =x1— (3 —x) — (X2 —x3) =Xy (X3 =X3— %4
(:{ X3 =Xz = X1 = X4 = X — X3 @{xéle—xz
X1 = X3 — X4 = X3 — Xy X3 = Xy — X3
t xé:x‘l_ k XZL=X4
o 0 1 -1
a_[1 -1 0 o0
Donc P™* = 0 1 -1 0
0 0 0 1
1 0 -1 1\ /1 0
. 10 -1 1}/1}_1/60
3. Lescoordonnées de u(a) dans la base 8 sont 01 -1 11111710
0 1 -1 0/ \0 0

Donc u(a) = Ogs
u(b) = c, on a aussi u(b) = e; + e, c’est donné par la deuxiéme colonne de la matrice, on en aura
besoin plus tard.
u(c) = u(u(d)) = u?(b) = d,
u(d) = u(u?(b)) = u?(u(b))) = u?(e; + e;) = u(ule,) + uley)) = ule; +e; +e; +ey)
=u(e;) +u(ey) +ule;) +uley) =e; =a
Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnées de u(d) dans la base .

4,
0 0 0 1
0 00O
N‘o100
0 010
5.
0 00 1\/0 0 0 1 0 010
y2—[0 0 0 0)f0 0O 0 O0O)_(0 0 00
010 0fJlo 1 0 O 0 000
0 01 0/\0 010 01 00
0 01 0\/0 0 1 0 0 00O
N4—[0 0 0 0)f0O O 0O O)_(0 0 0 O
0 00 0flo O 0 O 0 00O
010 0/\0o 1 0 O 0 00O

OrA =PNP ldonc A* = (PNP~1)* = PNP"'PNP IPNP 1PNP 1 = PN*P 1 =0
6. Soit x € R*, il s’exprime sous la forme x = x{a + x3b + x3¢ + x4d dans la base g’ ?

0 0 0 1\ /% 0 X4 0

_ ,_ 000 0l\[x2)_1{[0 0} (o

x Eker(u) ® u(x) =0gpe ©® NX' =0 & 010 0lx]= o0 =3 =0
00 1 0/ \x 0 x4 0

Donc x = xja, ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur a.
7. Im(u) = Vect(u(a),u(b),u(c),u(d)) = Vect(Ogs,c,d,a) = Vect(a,c,d)
(a,c,d) est une famille (car (a, b, ¢, d) est libre) et genératrice de Im(u), c’est une base de Im(u).
Allez a : Exercice 41

Correction exercice 42.
1.
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2 -1 0 1\ /% 0
X
x = (xq,%2,%3,%,) Eker(u) @ u(x) =0pe © AX =0 & (1) 8 (1) (1) xi = 8
-3 1 0 -2 X4 0
( le_xZ+x4=O le_x2+x4:0 —2x4—x2+x4=0
x1+X4=0 X1 = —Xg X1 = —Xy
) x3=0 < x3=0 (:){ x3=0
K_3x1+x2_2x41,=0 _3x1+xZ_2.X4_=0 BX4_+XZ_2.X4=O
Xy = —Xy
X1 = TXy
@< x3:O
\ X2 = —X4

x = (x1,%2,Xx3,%4) = (—X4,—%4,0,%4) = x,(=1,-1,0,1)
a = (—1,—1,0,1) engendre ker(w).
2. u(OR4) = Ogs = AOps, donc Ops € Ej
Soient x et y deux vecteurs de E;, onau(x) = Ax et f(y) = ly
Par conséquent
u(ax + By) = au(x) + pu(y) = atx + By = Alax + By)
Ce qui montre que ax + Sy € E;
E; est un sous-espace vectoriel de R*.

3.
2 -1 0 1 X1 X1
— _ _ 1 0o 0 1 X2\ _ [ *2
x = (x1,%,%3,%) EE,0ux) =—x o AX=-X & o 0 1 0 o |= -
_3 1 O _2 x4 x4
2X1 — Xp + X4 = —X4 3x; —x;+x, =0 3%y — %y + 24 = 0
x1+x4:_x2 x1+x2+x4=0
— And S1x+x+x,=0
X3 = —X3 2x3 =0 Je = 0
—3x1+ X3 — 2X4 = —Xy —=3x1+x,—x,=0 3~
3x;1 =%, +x,=0 3x; —x;+x, =0 Xy = X1
= LZ + L]_ 4X1 + ZX4 =0 & Xg4 = —2x1 = {x4 = —Zx1
X3=O x3=0 x3=0

x = (X1, %X2,%3,%4) = (x1,%1,0,—2x,) = x,(1,1,0, -2)
b = (1,1,0,—2) engendre E_;.

2 -1 0 1\ /t X1
X X
x=(x1,%,%3,%) EE;oux)=xeoAX=X& (1) 8 (1) (1) Xz = xz
-3 1 0 -2 X4 Xg
2X1 — Xy + X4 = X4 X1 — Xy +x4 =0
x1+x4=x2 o xl_x2+x4=0 Ll{ xl_xZ+x4=0
X3 = X3 0=0 LZ —3x1+x2—3x4=0
_3xl+x2_ZX4:x4 —3x1+x2—3x4=0
o L]_ {xl_x2+x4:O {xl :__x4.
L2+3L2 —2x2=O xz—o

x = (%1, %, %X3,%4) = (—x4,0,x3,x4) = x3(0,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose ¢ = (0,0,1,0) etd = (—1,0,0,1), (¢, d) engendrent E;, de plus ils ne sont pas proportionnels,
donc ils forment une famille libre, ¢’est une base de Ej.
4. Premiére méthode

-1 1 0 -1
d -1 1 o of_ -1
et(a,b,c,d) = 0 0o 1 ol= -1 1 0

1 -2 0 1 =21

En développant par rapport a la troisieme colonne
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5.

Lyjl-1 1 -1 Li+Lzj0 -1 0 0 —1
det(a,b,c,d)=L,|-1 1 0|= L, [-1 1 o=|_1 1|=—1¢0
L3111 -2 1 L 1 -2 1
En développant par rapport a la troisiéme colonne
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
Deuxieme méthode
—a+f—-6=0 —-a+L—-6=0 —-5=0 §=0
aa+ Bb+yc+ 6d = Ops © —ay+=ﬁ0—0 o i;g & j;g & ;‘f;'g
a—2+6=0 a—28+86=0 —f+6=0 L=0

(a, b, c,d) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.

D’apres les questions précédentes on a
u(a) = Ogs; u(b) = —b;u(c) =c etu(d) =d

Donc
u(a) ub) u(c) u(d)
0 0 0 0\ a
Matg(w)=(0 -1 0 01b
0 0 1 0 ¢
0 0 0 1/d

Allez a : Exercice 42

Correction exercice 43.

1.

2.

Cl Cz 63 C4 Cl CZ C3 - Cl C4_ + Cl

1 0 1 -1 1 0 0 0 Ly12 1 3
det(as,ay,a3,¢)=12 1 3 -=1|l=1|2 1 -1 1[=L|3 1 5
3 1 5 -1 3 1 -2 2 L;1-2 0 -3
-2 0 -3 0 -2 0 1 -2
Ly 2 1 3
=L, L, 0 2 —|_12 _23| ~1
Ly 1-2 0 -3
1 0 1 -1
2 1 3 -1
b= 3 1 5 -1
-2 0 -3 0
-1 2 -2 =2 1 1
, 2 3 =2 =2 21 _[| 2
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont 9 2 1 _o 3 |={ 3
0 0 O 1 -2 -2
Donc u(a;) = e; + 2e, + 3e3 — 2e, = a4
-1 2 -2 =2 0 0
, -2 3 -2 =2 1)1 _ (1
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont 9 2 _1 —2 11711
0O 0 O 1 0 0
Donc u(a,) = e, + e3 = a,
-1 2 -2 =2 1 1
, -2 3 -2 =2 3 1_1[ 3
Les coordonnées de u(as) dans la base 8 sont 9 2 _1 —2 s =1 s
O 0 O 1 -3 -3

Donc u(a;) = e; + 3e, + 5e; — 3e, = as
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-1 2 -2 =2 -1 1
, 2 3 =2 =2|[-1 1
Les coordonnées de u(c) dans la base g sont _2 92 _1 2 1 1
0O 0 O 1 0 0
Donc u(c) =e; +e; +e3=—c
1 0 0 O
(0o 10 o
b= 0 01 o0
0 0 0 -1

3. u(a;) =a, € F,u(a,) =a, € Fetu(asz) = a3 €F, (ay,a,,az) est une base de F donc pour tout
x€F,u(x) €F.
Pour tout x € F, v(x) = u(x) € F, et v est linéaire donc v est un endomorphisme de F.
u(a;) wulaz) ulaz)

1
Mat(al,az,a3)(v) = <(1) 2 8) a,
0 0 1/ %
4. (aq,ay,a3) estune base de F, (c) est une base de Vect(c), et (ay, a, as, ¢) est une base de R*, donc
R* = F @ Vect(c)
5. Par définition de la somme directe, pour tout x € R* il existe un unique f € F et un unique g €
Vect(c)telquex = f + g.
ux)=u(f+g)=u(f)+ul@=,-g

Allez a : Exercice 43

Correction exercice 44.

1.
~10—-1 -3 -12
- —(—10-nTh 7 |-s73 12,473 12
2 2/1 721 |2 7—l| |2 7—/1|+ |—,1 7|

= (=10 — D)[-A(7 — 1) — 14] = 5[-3(7 — 1) + 24] + 6(—21 — 1221)
=(-10-21)(A?*—-71—-14) —5(3 +31) — 126 — 722

=—102%2 + 701 + 140 — 23 + 71% + 141 — 15 — 151 — 126 — 721
=-22-312-31-1=-1+1)3

Sid=—1alors A — Al = A+ I n’est pas inversible.
X1

Soit x = (x1,x5,x3) et X = (xz> ses coordonnées dans la base canonique.
X3

-9 -3 12\ /%1 0
x€E€kerlut+id) X ekerA+) e A+DX=0<| 5 1 7 X2 1=10
6 2 8 X3 0

_9x1—3x2—12x3 =0 3x1+x2+4x3 =0 _
‘:’{ Sxp+x,+7x3=0 @{5x1+xZ+7x3=O@L1{3x1+x2+4x3_0

6X1+2x2+8x3=0 3x1+x2+4x3=0 L2 5x1+x2+7X3=0
9
o {3x1+x2+4x3:0 3x1+x2+;1x3_0® —§x3+x2+4x3:0
L,—L, 2x; +3x3=0 Xy = —— x5 3
2 x1=—§x3
1
X2=—x3
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-3
Donc ker(4 + I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur colonne ( 1 )
2
2. (u+ld)(a) =0 @ ula) +a =0 ©ula) =—-a

_3 x1
3. Sionpose X, = ( 1 ) et X, = <x2) ou X,, sont les coordonnées de b dans la base canonique alors

2 X3
-9 -3 —12\ /*1 -3
u(b)=a—b¢>AXb=Xa—Xb<=>(A+I)Xb:Xa<:> 5 1 7 x|l=( 1
6 2 8 X3 2
T TS lan 2 m3 Gatntan =l et A =1
(et 5x1+x2+7.X3=1 <:>5x1+x2+7x3=1<:>L 5x +x +7x_1
6X1+2xZ+8X3=2 3x1+x2+4x3=1 2 1 2 3~
9
o {3x1+x2+4x3:1 3x1+x2+§x3—1@ —5 X+ =1
LZ_Ll 2x1+3x3:0 x1=_—x3 3
2 x1=__X3
2
=-x3+1
o X 2x3+
_ 3
X1 = ZX3

Si on prend x3 = 0 on a pour solution b = (0,1,0).

0 X1
Sionpose X, = (1) etX, = (x2> ou X, sont les coordonnées de ¢ dans la base canonique alors

0 X3
-9 =3 =12\ /%1 0
u(c)=b—c<:>AXC=Xb—XC<:>(A+I)XC=Xb<:>(5 1 7 ><x2>=<1)
6 2 8 X3 0
—9x; —3x, —12x3 =0 31 +x, +4x3 =0 Ly (3%, + %, + 4x3 = 0
ey S tx+7x3=1 5x1+x2+7x3=1=)L {Sx b+ T = 1
6x; +2x, +8x3=0 3x; +x, +4x3 =0 2T A2 3
9 3
o {3x1+x2+4x3=0 {3x1+x2;4x3:10@ Tt gt tax =0
La= Ll 2x+3x3 =1 Xy = — o+ = 31
2 2 X3 =—=x3+=
2 2
o=t 3
2727 2
< 3 1
X1 —§x3+§
Sion prend x3 = 1 on a pour solution ¢ = (-1, —-1,1).
-3 0 -1 5
4. det(a,b,c)=11 1 -1 =|2 1|=—1;tOdonc(a,b,c)estunebasedeIR{3.
2 0 1
-1 1 0
5.T=<0 -1 1)
0 0 -1
0 1 0
6. (T+I)=(0 0 1),pardesimplecalculsontrouveque (T+1D3=0.
0 0 O

(A+ D3 =(PTP+PIPT)} = (P(T+DP)} =P(T+1)*P1 =0
7. A+ D3P A2 +34%2+34+1=0 A(-34%2-34-3D) =1
Donc A™! = —342% — 34 — 31
Allez a : Exercice 44
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Correction exercice 45.
1.
fler) f(ey) f(e3)

0 2 -1\“
4= (2 5 4) €2
3 -8 6/ ©3
2. Soientx € Eq, (f — idRs)(X) =Ops © fx)—x= Ops © fx)=x
f(OIR3) =0gs = Ops € E;
Soient x, x" deux vecteurs de E; donc f(x) = x et f(x") = x', soient A, A" deux réels
fAx+2x") =Af (x) + A f(x') = Ax + A'x’
Cela entraine que Ax + A'x’ € E;, par conséquent E; est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient x € N_y, (f? + idg3)(x) = Opz © f2(x) + x = Oz © f?(x) = —x
f(O]R3) =Ogs = f2(0R3) = f(ORs) = 0Ops = —0ps > Ogs E N_4
Soient x, x’ deux vecteurs de N_; donc f2(x) = —x et f2(x’) = —x’, soient A, 1’ deux réels
FPAx+ X)) = 2f2(x) + A f2(x") = A(=x) + V' (=x") = —(Ax + A'x")
Cela entraine que Ax + A'x’ € N_,, par conséquentN_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Remarque :
On peut aller plus vite en remarquant que f + idgs est une application linéaire et en invoquant le fait
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de R3. Et puis pareil pour f2 + idgs.

0 2 -1\/*% X1 2Xy — X3 = X3
xEElﬁf(x)=x<=Ax=X@<2 —5 4 ><x2)= <x2)®{2x1—5x2+4x3 = x,
3 -8 6 X3 X3 3x1 — 8x, + 6x3 = x3
—x1+2x, —x3=0
e {le —6x, +4x3 =0
3x; —8x, +5x3 =0
Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (a 1’étape d’avant ce n’était pas possible).

Ll _xl + 2x2 - X3 == 0 L1 _xl + 2x2 - X3 == O L1 —x1 + 2x2 - x3 = 0
xEE1@L2{2x1—6x2+4x3ZO@LZ{X1—3x2+2x3=O(:)L2+L1{ _x2+X3:0
L3 3x1 - 8x2 + 5x3 = 0 L3 3x1 - 8x2 + 5x3 = 0 L3 + 3L1 —2x2 + 2x3 s 0

—Xx1+2x, —x3 =0 X1 = X3
< { 1—x2 +ZX3 =30 {xz = X3
x = (x3,%3,x3) = x3(1,1,1)
E; est la droite vectoriel engendrée par le vecteur a = (1,1,1), E; = Vect(a).
x€E & fi(x)=—xo A’X=-X

0 2 -1\,0 2 -1 1 -2 2
A2=<2 -5 4)(2 -5 4>=<2 -3 2>
3 -8 6 3 -8 6 2 =2 1
1 -2 2\ /*% X1 X1 — 2Xp + 2x3 = —xq 2x1 —2x, +2x3 =0
(2 -3 2)(362)=—(x2><:){2x1—3x2+2x3=—x2<:>{2x1—2x2+2x3=0
2 =2 1/ \X3 X3 2x1 — 2x5 +x3 = —Xx3 2x1 — 2x, +2x3 =0
S X=X +x3=0 x; =x5 — X3

x = (x; — x3,%5,%3) = x5(1,1,0) + x5(—1,0,1)
On cherche un vecteur de N_;, prenons x, = letx; =0:b =(1,1,0) = e; + e,

f(b) =f(e; +e,) =f(er) + f(ey) = 2e;, + 3e3 + 2e; — 5e, —8e; = 2e; — 3e, — Seg
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans N_;, x; — x, + x3 = 2— 3 + (—=5) = 0, ¢’est bon, f(b) €
N_, ensuite il faut montrer que (b, f(b)) est une base de N_,. dim(N_,) < 3 or (b, f(b)) est une
famille libre (car b et £ (b) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale a
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2, cela entraine a la fois que dim(N_;) > 2, qu’alors dim(N_,) = 2 et que (b,f(b)) est une base de cet
espace.
Il'y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrer que (a, b,f(b)) est une base de R3, on
passe, c’est trop facile. Deuxiéme méthode, soit x € E; N N_4,
x€E & f(x)=x=f(f(x)) = f(x) =xetx € N_; & f2(x) = —x, celaentraine que
—x =x & x = Ogs, autrement dit E; N N_; = {Ogs}
Comme dim(E;) + dim(N_;) = 1 + 2 = 3 = dim(R3), on en déduit que E; @ N_; = R3.
Remarque :
Sans rien faire de plus on peut en déduire que B’ est une base.
4. Tl faut d’abord calculer f(a), f(b) et f(f(b)) dans la base (a, b, (b))
f(a) =acara€E.
f(b) = f(b) ¢ac’estsir et f(f (D)) = f2(b) = —b
On en déduit la matrice de f dans la base (a, b, f(b))
fl@ f() f2(b)

(1 0 0) Z
0o 0 -1
0 1 o/ f()

5. 1l faut calculer £2(a), f2(b) et f2(f(b)) dans la base (a, b, f (b))
2@ =f(f@)=f(a) =a
f2(b) =-b
FAFB) = £F2(b) = £(f2(b)) = f(=b) = —f(b)
Donc la matrice est

fi@ f*b) f3(b)

(1 0 0) Z
0 -1 0
o o -1/f®

Autre méthode la matrice de f2 est la matrice de f au carré

1 0 0\ /1 0 0 1 0 0

0 0 —-1/10 0 -1|=10 -1 O

0 1 0/ \0 1 0 0 0 -1
Correction exercice 46.

1. Onappelle X,, les coordonnees de e, dans la base canonique
Les coordonnées de u(e,) dans la base canonique sont

Allez a : Exercice 45

2 -2 1 =2\ /0 -2
o 1 o o\[1)_[1
=13 o0 —2 2 /lo/7{ o0
1 -1 1 -1/ \0 ~1

Les coordonnées de u?(e,) dans la base canonique sont

2 -2 1 =2 -2 —4
0 1 0 0 1) [ 1
-3 0 -2 2 0] | 4
1 -1 1 -1 -1 -2
Les coordonnées de u3(e,) dans la base canonique sont

2 -2 1 =2 —4

0 1 0 0 1

-3 0 -2 2 4

1 -1 1 -1 —2

Montrons que (e, u(e,), u?(e,), u(e;)) est libre
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0 -2 -4 -2 0
2 3 _ 1 1 1 1 1_1(60
ae, + Buley) + yus(ey) + 6u’(ey) = Ope © @ 0 +f 0 +vy 1 +6 o 1=1o
0 -1 -2 1 0
(—28 —4y —25 =0 -2 —-25=0 B+6=0 B+6=0
o ) a+B+y+45=0 o a+B+6=O®<a+B+5=O@{ a=0
4y =0 y=0 y=0 y=0
\ —f—-2y+d6=0 —L+6=0 —-f+6=0 —L+6=
(a =0
g=0
o 4 =0
\§ =0
(ez, u(ey), u?(ey), u3(e2)) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, ¢’est une
base.
2.
Les coordonnées de u*(e,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2\ /-2 -8 -4 0
0 1 0 0 111 |_ 2 11 (1
-3 0 -2 2 0 8 4 0
1 -1 1 -1 1 —4 -2 0
Donc u*(e,) = —e, + 2u?(ey)
u(e;) uz(ez) us(ez) u4(e2)
0 0 0 -1 €2
c- [1 0 0 o) ue
—lo 1 0 2] uie)
0 0 1 0 u3(e,)
3. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, X3, x,) tels que u(x) = x
2 =2 1 =2\ /%1 X1 2x) — 2X5 + X3 — 2X4 = X9
0 1 0 0 X2 X2 Xy = X3
ux) =xeoAX=Xe -3 0 -2 2 x3 | = | x5 < —3x; — 2x3 + 2x4 = X3
1 -1 1 -1/ \x4 X4 X1 — Xg + X3 — X4 = Xy
Li(x1 —2x;+x3 —2x4=0 Ly X1 —2x, +x3—2x4 =0
(:)Lz{—3x1—3x3+2x4=0 < Ly + 3L —6x, —4x, =0
Ly\xi —x, +x3—2x4, =0 Ly—Lq x, =0
X1 +x3=0 X3 = —X1
(:){ X, =0 :){ X, =0
x, =0 x, =0

x = (x,0,—x4,0) = x,(1,0,—1,0)
4. Les coordonnées de u(b) dans la base canonique sont

2 -2 1 =2 1 2 1 1
[ 0 1 0 0 -1 _(-1)_/( O -1 _
A=\ _3 o 2 2 0o |T{-1]7{ 1T\ o |TXtX
1 -1 1 -1 1 1 0 1
Les coordonnées de u(c) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 -1 1
| 0 1 0 0 O \_(O0}_ _[0])__
Ae=\_3 o -2 2 BE el B Al (S B
1 -1 1 -1 1 -1 1

Donc u(c) = —c
5. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, x5, x,) telsque u(x) = c — x
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2 -2 1 =2 X1 1 X1
— v 0 1 0 0 X2\ _[ O ) _[*
ux)=c—xoAX=X.-X& 3 5 9 % | =\ 1 %5
1 -1 1 -1 X4 1 X4
fle_zxz +X3_ZX4:1_.X1 3x1_2x2+X3_2x4:1
o Xy = —Xy 2x2 =0
_Bxl_ZX3+ZX4 = _1_X3 _3xl—X3+ZX4 =-1
\ xl_x2+X3_X4=1_X4_ xl_x2+x3:1
( 3x1+i3:20x4=1 X'Z:O
2 — _ _ — —
®<_3.7(,'1_.')6'34‘2.')('4,:_1®{ BX1x xjjfi; 1
\ xl + x3 = 1 L 3
Xy = 0 Xy = 0 Xy = 0
(—4 —3(1_X3)_x3+ZX4 - —1@{2.7(:4 = 2_2x3 (:){x4 = 1_X3
xl=1_X3 x1:1_x3 x1=1—x3

Prenons x; = 0 par exemple, alors d = (1,0,0,1)
6. On peut montrer que la famille B” est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension
4 ou alors calculer le déterminant

1 1 0 -1
0 -1 0 0
det(a, b,c,d) = 1 0 -1 1
1 1 1 0
On développe par rapport a la seconde ligne
1 0 -1
det(a,b,c,d) =+(-1) -1 -1 1
1 1 0
Puis par rapport a la premiere ligne
-1

det(a,b,c,d) = — (|_11 (1)| _ |—11

Donc "' est une base.

)=-1-0=1%0

7.
u(a) u®) ulc) w(d
1 1 0 0\ a
T — 0o 1 0 0 |b
0o 0 -1 1 Jc
0 0 0 -1/ d
8. On pose
0 -2 —4 =2
1 1 1 1
=lo o 4 o
o -1 -2 1
La matrice de passage de fa’,on A = QCQ~1
Et
1 1 0 -1
0O -1 0 0
P=121 0 -1 1
1 1 1 0
La matrice de passage de f a 8", onaAd = PTP~!
Donc

QCcQ~t=rprpPt
Ce qui équivaut a
C=Q7'PTP'Q = (PT'Q)'T(PT'Q)
Ce qui montre que C et T sont semblables.

53



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Allez a : Exercice 46

Correction exercice 47.
1. Si€R,[X],d°(X+1)P' <1+ 2—1=2donc f est bien une application de R,[X] dans R,[X].

A1f (P1) + A2f (P2)
donc f est linéaire, c’est méme un endomorphisme de R, [X].

f=X+1)x0=0=0%x1+0xX+0xX?
fX=X+1)Xx1=0=1x1+1xX+0xX?
FXD =X +1)Xx2X=0=0x142xX+2xX?
f) f&X) f(Xz)1
_ /0 1 0
Donc A = X
o 1 2|2
o o 2/ X%
y=20 {a=0

3. a+B(X+1)+y(X+1)2=O(:>yX2+(ﬁ+2y)X+a+B+y=0=>{ f+2y=0 o{=0
a+pf+y=0 y=20

Donc B’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dim R,[X] = 3), c’est
une base de R, [X].

f=X+1)x0=0=0x1+0x%xX+0xX?
fX+1D)=X+1Dx1=0=0x1+1XX+1)+0x(X+1)?
fFIX+DH=X+Dx2X+1D)=0=0x1+0xX+1D+2xX+1)?
Donc

FO FEHD FHHDD

(5% )
0 0 ) (X + 1)?

0 1 0/0 1 O 0 1 2
A2=<0 1 2)(0 1 2>=(0 1 6>
0 0 2/\0 0 2 0 0 4
0 1 2 0 1 6
<0 1 6) (O 1 14)
0 0 4 0 0 8
0
)
k

La premiére colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou égal a 2, les deux
suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A est au moins 2.

rg(A) =rg(f) =2

Sik>0

o

=

Il
~/
O O O
O = O
[\

EtBC =1

Im(f) est engendré par f(X) = 1+ X et f(X?) = 2X + 2X?, cette famille constitue une base de
Im(f).

D’aprés le théoréme du rang, la dimension du noyau de f est 1, car
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim R,[X] = 3
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Or f(1) = 0, donc le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire le
polynébme constant égale a 1).
Allez a : Exercice 47

Correction exercice 48.

1.
u(aP +BQ) =aP +BQ + (1 —X)(aP + Q) = aP + BQ + (1 — X)(aP' + Q")
=a(P+(1-X)P)+ Q@+ (1 —-X)Q") = au(P) + pu(Q)
Donc u est une application linéaire
d°P<2=du(P)<?2
Elle va de R,[X] dans R,[X] il s’agit d’un endomorphisme de R,[X].
2.
u()=1+1-X)x0=1
uX)=X+1-X)x1=1
uX?) =X+ (1—-X)x2X =2X — X?
<1 1 0 )
A=|0 0 2
0 0 -1
3. Peker(u)

u(P) =0 u(aX?+bX +c) =au(X?) + buX) + cu(1) =a(X —X?)+b+c=0

<:>—aX2+2aX+b+c=0<:>{“=0
c=-b

P=bX—-b=b(X—-1)
Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polyndme X — 1.
Im@) = Vect(u(1), u(X),u(X?)) = Vect(1,1,2X — X?) = Vect(1,2X — X?)
Ces deux polynémes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de
Im(u) donc une base de Im(u).
Allez a : Exercice 48

Correction exercice 49.
1. Sid°P <2alorsd°P’' <1letd°(X—1)P' <2doncd°u(P) <2
D’autre part
u(AP 4+ uQ) = 2(AP + puQ) — (X = AP + uQ)" = 2(AP + pQ) — (X — D)(AP" + uQ")
=A2P - (X - DP') +p(2Q — (X — 1DQ') = u(P) + pu(Q)
Cela montre que u est un endomorphisme de R,[X].
2.
u()=2x1-X-1)x0=2;
uX)=2X-X-1)x1=X+1;
u(X?) =2X2 - (X —1) x2X =2X

2 1 0
A=10 1 2
0O 0 O
3. SoitP=aX*+bX+c

u(P) =au(X?) + bu(X) + cu(l) =2aX +b(1+X) +2c = Ra+b)X + b + 2¢

Par conséquent

Donc

2a+b =0

b

_ 2
u<P)_O®{b+2c=0@ b
2
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Et

b b b b
— __y2 2 _Z(y2_ — (¥ —1)2
P 2X + bX > Z(X 2X+1) 2(X 1)

Le noyau de u est la droite vectorielle engendrée par le polynéme P, = (X — 1)?

4. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim([m(u)) = dim(R,[X])
Donc
dim(Im(u)) = dim(R,[X]) — dim(ker(u)) =3 —1 =2

u(1) = 2 etu(X) = 1 + X sont deux polynémes non proportionnels de I’image de v, ils forment donc une
famille libre dans un espace de dimension 2, (2,1 + X) est une base de Im(u).

5. SoitP =aX?+bX +c

0=a a=0
u(P)=P(:)(2a+b)X+b+2€=aX2+bX+c=>{2a+b=b(={2a=0
b+2c=c c=-b

P=bX—-b=b(X—-1)
Pp=X-1
6.
a—pf+y=0 a=0
a+ﬁ(X—1)+y(X—1)2=O=>a—ﬁ+)/+(,8—2y)X+yX2=0=)i B—2y=0 (:){,3=0
y=0 y=0
B’ est un famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R, [X]
7. u(l) =2x1,u(P;) =P, etu(P,) =0, donc
u(l) u(Py) u(py)
2 0 o0\ 1
D= <0 1 0) Py
0 0 0/ P
Allez a : Exercice 49

Correction exercice 50.
1. Soient P;, P, € R,[X], soient 1;,1, € R
fQA1Py + 2;P;) = (A1Py + 2;P5) — (X — 2) (A4 Py + A2Pp)" = 4Py + AP, — (X — 2)(A1P{ + 2;P3)
=4 (P, — (X = 2)P)) + 2,(P, — (X — 2)P;) = A1 f (Py) + A,f (P2)
Donc f est linéaire.
2. f estun endomorphisme si I’image de R,[X] par f est R,[X], autrement dit il faut que I’image d’un

polynéme de degré inférieur ou égal a 2 soit un polynéme de degré inferieur ou égal a 2.

Premiere méthode
flaX? +bX +c)=aX?*+bX +c— (X —2)(2aX + b)
=aX?+bX +c— (2aX? + bX —4aX — 2b) = —aX?+4aX +c—2b

C’est bon, f est un endomorphisme de R,[X] (parce qu’il est clair que f est linéaire d’aprés la premiére

question).
Deuxiéme méthode

d°P<2=4d°P' <1
Donc
d°(X—2)P'<1+1=2
Par conséquent
d°f(P) <2

Troisiéme méthode

Comme f(aX? + bX + ¢) = af (X?) + bf (X) + cf (1), il suffit de vérifier que d°f(X?) < 2,

d°f(X) <2etqued°f(1) < 2, cequiest le cas car

f(X?H) =X2—(X—2)X2X =—X%+4X;
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FX) =X-(X-2)x1=2;
fF)=1-X-2)x0=1

3.
—a=0 —0
Peker(f)e f(P)=0 —aX?+4aX+c—-2b=01 4a=0 (:){ca—_Zb
c—2b = B

P=DbX+2b=bX+2)
Les polyndmes de ker(f) sont proportionnels au polyndmes X + 2, il s’agit d’une droite vectorielle
dont une base est le polynéme X + 2.
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R,[X]) © 1+ dim(Im(f)) = 3 & dim(Im(f)) = 2
f(X?) =-X?+4X;f(X) =2
Ces deux polynémes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(f) qui est de
dimension 2, c’est une base de Im(f).
Remarque :
f (1) = 1 est proportionnel au vecteur (polyndéme) f(X) = 2.

4,
fX) =4X-X*fX)=2f1) =1
Par conséquent
f() fX) f&X?»
A = Mat = (1 2 o\ !
= Mat(y x x2)(f) = <O 0 4> X
XZ
0 0o -1
5.
axX1+pX—-2)+yX -2 =0 a+pX—-28+yX?—4yX+4y =0
y=20 y=0
(:)yX2+(,B—4y)X+a—ZB+4y=O<:>{ f—4y =0 @{ﬁ:O
a—2+4y =0 a=0
B' est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base.
6.
1 X-2 (X-2)2
po (1 -2 4\ 1
= X
(o 1 ) 2
0 0 1/ X
1 -2 4 X1 V1 X1 — 2%, +4x3 =y X1 = 2%, —4x3+ Y
PX=Y<:><O 1 —4)<x2>=<J’2>@{ Xp —4x3 =y, @{ X, =4x3+y,
0 0 1 X3 Y3 X3 =Y3 X3 = Y3
x1 =2y, +4y3) —4ys + 1 Xy =y + 2y, +4y; X1
‘:’{ Xy =Y, +4y;3 @{ Xo =Y, +4y3 (:)(x2>
X3 =Y3 X3 =Y3 X3
1 2 4\ /1
_ (o 1 4) (y)
0 0 1/ \Y3
1 2 4
P—1=<0 1 4)
0 0 1
Remarque :
On rappelle que P~ est la matrice de passage de B’ a B, cela signifie que
1=1
X=2x14+1xX-2)
X2=4x1+4x(X—-2)+1x (X —2)?
7.
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f=1
fX=2)=X-2-(X-2)x1=0
fX=-2))=X-2-X-2)x2(X-2) = -(X - 2)*

Donc
fA) fX-2) f((X-2)?) "
D=Matﬁ,(f): é 8 8 X =2
0 0 _1) &-2y

Deuxiéme méthode
On calcule

1 2 4\/1 2 0 1 -2 4 1 2 4\/1 0 -4
D=P'AP=|0 1 4]l0 0 4 0 1 —-4)=(0 1 4]){0 0 4
0 0 1/\0 0 —-1/\N0 O 1 0 0 1/\0 0 -1

1 0 O
=10 0 O
0 0 -1

On trouve bien sdr le méme résultat (cela fait partie du cours).
Allez a : Exercice 50

Correction exercice 51.
1.

U(A Py + A,Py) = APy + A,P, + (1 — X)(A, P + A,P,)" + 2(A4 Py + A,P,)"
=MP+,P,+ (1 —X)(A P + A,P;) + 2(A4P{" + A,P;)
=4+ A =X)P{ +2P]") + A,(P, + (1 = X)P; + 2P)") = Ayu(P;) + A,u(P,)
u est une application linéaire.
2. llestclair que le degré de u(P) = P + (1 — X)P' + 2P" est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2
lorsque P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2. Par conséquent u est un endomorphisme de

Ry [X].
3.
u(l) =1
uX)=X+1-X)x1=1
uX) =X+ (1 -X)X2X+2x2=4+2X—X?
1 1 4
A=<O 0 2)
0 0 -1
4,
a(1-X)+Bx1+y(1+2X—-X*)=0 —yX?+(—a+2y)X+a+B+y=0
-y =0 a=0
@{—a—i-Zy:O (:){[3:0
a+f+y=0 y=0
Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R,[X].
5.
u(l-X)=1-X+1-X)x(-1)=0
u(l) =1
Ul +2X—-XH=14+2X-X>+(1-X)x2-2X)+2x(=2)=—-1-2X + X?

=—(1+2X —X?)
0 0 O
D=0 1 0
0 0 -1
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Correction exercice 52.
1. Soient P; et P, deux polynémes de R,[X] et A, et A, deux réels.
f(A4P1 + 2,P)(X) = (A1 Py + ,P) (X + 1) — (44P; + A,P5)(X)
=1 PL (X + 1) + ,P,(X +1) — (AP, (X + 1) + 1,P,(X + 1))
= /11(P1(X +1) - P1(X)) + /12(P2(X +1) - Pz(X)) = Af(PDX) + A2f (P)(X)
Ce qui entraine que :
f(A1P1 + 2;,P;) = A1 f(P)(X) + 2,1 (P,)
2. f estlinéaire.
fAOX)=1-1=0
fAOX =X+ -X=1
f(XZ) =X+1?-X>=1+2X
Donc

fW f&X &2
4= (0 1 1

(0 0 2>X2

o o o X
ax1+BXX-1D+yxX-1DX-2)=0oyX?+B-3)X+(@—-L+2y)=0
y=20 y=0
@{ L—3y=0 <:>{,8=0
a—F+2y=0 a=0

B’ est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ¢’est une base de R,[X].

FAOX) =0, fFX-DX) =X -1+1)—-X—1)=1et

FX-DEX-2))D=X-1+DX-2+D-X-DEX-2)=XX-1)-X-DX-2)
=X-DX-X-2)=2x-1)

Donc
£(1) fx-1 f(X-DEX-2) .
B = <o 1 0) ¥ _1
0 0 2

Allez a : Exercice 52

Correction exercice 53.
1. Soient P;,P, € R3[X], 14,4, ER
gA1Py + A,P;) = ((A1P1 + A,P,) (1), (A4, P; + Azpz)(—l))
= (AP (=1) + A,P,(=1), A, Py (1) + 2P, (1))
= /11(P1(—1):P1(1)) + Az(Pz(—l),Pz(l)) = hg(Py) + A,9(P,)
Donc h est linéaire.
2. Soit P € ker(g), (P(~1),P(1)) = (0,0) & {P P((_S):‘OO
Un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 qui s’annule en —1 et en 1 est de la forme
P=@X+b)X+1DX-1)=aXX?-1)+b(X?*-1)
(X(X? — 1), X? — 1) forme une famille libre (car les polyndmes ne sont pas proportionnels) qui
engendre ker(g), c’est une base de ker(g).
Une base R3 est (1, X, X2, X3)
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g() = (1,1);9(X) = (-1,1); g(X?) = (1,1); g(X*) = (-1,1)
L’image de g est engendré par (1,1) et (—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment
donc une famille libre, bref ¢’est une base de Im(g), comme Im(g) < R? et qu’ils ont la méme
dimension, on en déduit que 7m(g) = R2.
3. Lalinéarité de h est évidente (voir 1°)).
Soit P = aX + b € R,[X] un vecteur de ker(h),
{P(—l) =0 {—a+b =0
P(1)=0 a+b=0
Le noyau de h est réduit au vecteur nul, de plus d’aprés le théoréme du rang
dim(ker(h)) + dim(ﬂm(h)) = dim(R,[X]) © dim(ﬂm(h)) =2
Donc Im(h) = R, [X], autrement dit h est surjective, finalement h est bijective.
Allez & : Exercice 53

Sa=b=0

Correction exercice 54.

1. a et b ne sont pas proportionnelles donc (a, b) est libre, de plus (a, b) est une famille génératrice de H
donc c’est une base de H, d’ou dim(H) = 2.

2. Soit Oy I’application nulle, 8 (In(2)) = 0 donc O € F
Soient f; € F et f, € F, donc f;(In(2)) = 0 et £,(In(2)) = 0 et soient 1;, 1, deux réels

(A1f1 + 22/2)(n(2)) = A, f1(In(2)) + A,/2(In(2)) =4, X0+ 2, X0 =0

Donc A, f; + A, f, € F, F est un sous-espace-vectoriel de H.

3. Onrappelle que

@ | o-n@ 2+

_ 2_5
ch(In(2)) = . =—*£=
1
In(2) _ ,—1n(2) 2—=
sh(In(2) = - Z_ > 2=%
feH JLUER, f=Aa+ ub JLueRVxeR f(x)=Aalx) + ub(x)
Jers {fan(zn =07 { fam@y=0 < { £(n(2)) = 0

{El/l,,u ERVx€eR f(x)=2Aa(x)+ ub(x)
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0
JLu€eERVxeER f(x)=Aa(x) + ub(x)

=) 5 3
/‘lZ-FﬂZ =0
JLueERVxeER f(x)=Aa(x) + ub(x)
=) 3
A= —E,Ll

3 3
SIJUuERVXER, f(x)= —g,ua(x) +ub(x) @ ueER,f =,u(—§a+b)

F est un espace de dimension 1 dont une base est —ga + b.

a) Soient f; € H et f, € H et soient A4, A, deux réels.
o1 f1 + 2212) = (A1 f1 + A2£2) (= 1In(2)), (A1 f1 + A2£2) (In(2))
= (A1f1(=1n(2)) + A2f2(—=In(2), A1 f1 (= In(2)) + 2,f>2(—In(2))
=4 (f1(—=In(2), £1(n(2)) + 22 (f2(—In(2), /2(In(2)) = 210(f1) + 220(f2)

Donc ¢ est une application linéaire.
b) Soit f € ker(¢), I, u € R Vx € R f(x) = Aa(x) + ub(x)
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_ _ _ f(—=In(2) =0
0() = 00) & (F(-In@, fn@) = 00 = {21 00 =
5 3
{Aa(— In(2) +ub(~n@) =0 _ J* 3~ #3=0 _ {/1 =0
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0 5 3 u=20
AZ + ,MZ =0
Donc f = O, le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul donc ¢ est injective, d’aprés le théoréme du

rang
dim(ker(¢)) + dim(Im(¢) = dim(H) & dim(Im(p) = 2
Ce qui montre que ¢ est surjective, finalement ¢ est surjective donc bijective.
Allez a : Exercice 54

Correction exercice 55.
1. SoientA € A,(R) et B € A,(R) et soient A et u deux réels.
La matrice nulle O vérifie t0 = —0
Y(AA + uB) = A*A+ u'B = A(—A) + u(—B) = —(AA + uB)
Donc A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Soient 4 € §,,(R)et B € §,(R)et soient A et u deux réels.
La matrice nulle O vérifie ‘0 = 0
Y(AA+ uB) =A'A+ u'B = AA+ uB = 1A + uB
Donc §, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
t t t
2. (25) =34+ 4(4) =5 (‘A + 4) donc =2 € 5, (R)
2 2 2 2
t, .t t
(557) =3 CA— 1A =S (A - A) = =3 (4 — “A) donc == € A, (R)
3. Pour toute matrice A :

1 1
A=§(A+fA)+§(A—tA)

Donc A,(R) + §,(R) = M, (R).
4. SoitA€ A,(R)NS,(R),'A=—-AettA=AdoncA=—-Adoud=0.
An,(R)N S, (R) = {0} et A, (R) + §,(R) = M,,(R) entraine que A, (R) @ S,(R) = M, (R).

sguro=3(G DG D)

S N L
v

o DN|lul -

_1 e _ L1

S W
N——

|
/N
w =
NN
N—
N—————

Il

—_
(] N| =

A est lasomme de A € S, (R) etde 4, € A,(R).
Allez a : Exercice 55

Correction exercice 56.
1. dim(My(R))=2%x2=14
2. SoitA = (Z ;) € ker(¢)
¢(A)=0<:>A—tA:0<:>(a C)—(a b):<0 0)(:)b:c

Donc
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4=(y =alo o)+ o)+a(y J)
La famille de matrices

<(é 8)(2 é)(g 2)) engendre ker(¢) et

10 0 1 0 0y_(0 O aﬁ)_oo P —
a(y o) *£( o) *7(o 1)=(o o)‘:’(,g y =(, oJea=p=r=0
Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de ker(¢) et dim(ker(¢)) = 3

. a C
3. soita=(, )
_(a ¢\ _(a bY_( 0 c—=b\y_, (0 -1
¢(A)_(b ) (c d)_(b—c 0 )_(b C)(1 0)
Par conséquent I’image de ¢ est la droite engendrée par la matrice J = (2 _01)
Im(¢) étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle a J.

Allez a ; Exercice 56

Correction exercice 57.
1.

1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b c |=]| a b—a c—al=0b-a)(c—a)| a 1 11=0
b+c a+c a+b b+c a—-b a-c b+c -1 -1
2.
a)
lil le L13 L11 Lzalq L36L1 1 0 0
= =(c—b)(d—-Db)|b 1 1
b ¢ d| " |b c=b d—b 2 enh dab
b2 2 g2 b2 2 —p2 d?— b2 c+ +
=(c—b)(d—-b)(d—0)
b)
1 1 1 1 1 0 0 0
a b ¢ d|l_|a b—a c—a d—a
a? b% c? d?*| |a® b —-a? c?—a? d?-a?
a> b® 3 ad a® b —-a® c2-a® d®*-a°
1 0 0 0
_|a b—a c—a d—a
~ |a? (b-a)(b+a) (c—a)(c+a) (d—a)(d+ a)
a®> (b—a)(b?+ba+a?) (c—a)(c?+ac+a?) (d-a)(d?+da+a?)
1 0 0 0
v a 1 1 1
=0b-a-ald-a a? b+a c+a d+a
a® b>+ba+a® c*+ac+a?> d?+da+a?
1 1 1
=b-a)(c—a)(d—a) b+a c+a d+a
b>+ba+a?> c*+ac+a*> d?+da+a?
1 1 1
=b-ac-a)d-a)| b ¢ d |lz7ahk
b2+ba c*+ac d*+dalls—aLa
1 1 1
=b—-a)(c—a)[d—a)|b ¢ d
b2 2 42 Ly —alL,

=b-a)(c—a){d—-a)(c—b)(d—b)(d-rc)
Allez a : Exercice 57
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Correction exercice 58.

1.
C, C C € CG (G—-C G—-C -G
a a a a a 0 0 0 b—a b—a b—a
a b b bl=|la b—a b-a b—a|l=alb—a c—a c—a
a b ¢ c a b—a c—a c—a b—a c—a d-a
a b ¢ d a b—a c—a d—a
C1 G, Cs C1 G-CG -G
1 1 1 1 0 0
= alb a)b—a c—a c—a = alb a)b—a c—b c—b>b
b—a c—a d-—a b—a c—b d-b»
c—b c—b»b 1 1
=a(b—a)|c_b d_b|=a(b—a)(c—b)|c_b d—b
=alb—a)(c—b)(d—-c)
ra=0
ou
a=>»>
2. A=0&e< ou
b=c
ou
\¢c=d
Allez a : Exercice 58
Correction exercice 59.
Premiére partie
1.
X1
Soit x = (x1,x5,x3) et X = (xz)
X3
1 -1 =2\ /% 0 X1 =X —2x3 =0
xEker(u)@AX=0<:><—1 1 2><x2>=<0>©{—x1+x2+2x3=0
1 0 -1/ \Xx3 0 X1 —x3=0
X1 — X, —2x3=0 X2 = X3
@{ X1 = X3 (:){x1=x3

x = (x3,—x3,x3) = x3(1,—-1,1)
On pose a = (1,—1,1) et alors ker(u) = Vect(a)

X1 1
2. Onpose X, =2 |, X, =] -1
X3 1

1 -1 -2 X1 1 X1 — Xy — ZX3 =1
ub)=acAX, =X o|-1 1 2 |[xn]|=(-1]|e{-x+x+2x=-1

1 0 -1 X3 1 X1 —x3=1
{xl—x2—2x3=1 {x2=—x3
x1:1+x3 x1:x3+1

On prend, par exemple x; = 0 alors b = (1,0,0)
3. Soientx € E;, x' € E; et 1 et A’ deux réels
uAx + A'x") = Aulx) + Aulx’) = Ax + A'x’
Donc
Ax +A'x" € E;
u(0R3) = ORs = O]R3 € E;
Donc E; est un sous-espace vectoriel de R3.
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1 -1 =2\ /%1 X1 X1 — Xy — 2X3 = Xq —X; —2x3 =0
xEE1<:><—1 1 2)(xz>=(xz><:>{—x1+x2+2x3=xz(:> —x1+2x3=0
1 0 -1 X3 X3 X1 — X3 = X3 X1 - 2X3 =0
X, = —2X3
{ X1 = 2Xx3

x = (2x3, —2x3,%x3) = x3(2,—2,1)
Sion pose ¢ = (2,—2,1) alors E; = Vect(c).

4,
1 1 2
det(@,b,c)=|-1 0 —2|=-|7" TF[=-1%0
1 0 1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3.
5.
u(a) = Ogs
u(b) =a
u(c) =c
Donc
0 1 0
T = (0 0 0)
0 0 1
6. T =0Q 1AQ
Deuxiéme partie
1.

1
f(1)=(2+X+X2)><1—(1+2X+X2+X3)x0+§(—1+x+x2+X3+X4)x0
=2+X+X?

f(X)=(2+X+X2)X—(1+2X+X2+X3)><1+%(—1+X+X2+X3+X4)><O
=2X+X*+X3-1-2X-X*-Xx3=-1
f(X2)=(2+X+X2)X2—(1+2X+X2+X3)><2X+%(—1 +X+ X2+ X3+ XY) x2
=2X2+ X3+ X' —2X—4X?—2X3 - 2X* -1+ X+ X*+X3+X*=-1-X—-X?

fla+BX +vX?) = af (1) + Bf(X) +yf(X?) € Ry[X]
Car f(1) € Ry[X], f(X) € Ry[X] et f(X?) € Ry[X]

fa f&x f&x»

2 -1 -1
B =
<1 0 —1) £
1 o0 -1/%

1
3. Lescoordonnées de P, = 1 + X + X? dans la base B sont (1)

1
1
Les coordonnées de P; = 1 + X dans la base B sont | 1

0
2
Les coordonnées de P, = 2 + X + X2 dans la base B sont | 1
1
1 1 2
det(Py, P, P) =11 1 1|= 1 2|+|1 1 =—1%#0
1 0 1 1 1 1 1

En développement par rapport a la troisieme ligne.
Donc (Py, Py, P,) est une base de R,[X].
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4,
2 -1 -1\ /1 0
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont (1 0 —1) (1) = (0)
1 0 -1/ \1 0
Donc f(Py) =0
2 -1 -1\ /1 1
Les coordonnées de f(P;) dans la base B sont (1 0 —1> (1) = <1>
1 0 -1/ \0 1
Donc f(P,) =1+ X+ X% =P,
2 -1 -1\ /2 2
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont (1 0 —1) (1) = (1)
1 0 -1/ \1 1
Donc f(P,) =2+ X+ X*=P,
Donc
f(Po) f(P1) f(Pz)P
0 1 0 0
T'= p, =
(O 0 0) 1
o o 1/ P
5. T'=Q' 'BQ’

Troisiéme partie

Q'BQ'=Q7'AQ © QQT'BQ'Q =4 (Q'QHTIBQQQH =4
Donc A et B sont semblables.
Allez a : Exercice 59

Correction exercice 60.
1. Six € ker(v) alors v(x) = 0, alors v(v(x)) = v(0g) = 05 donc x € ker(v?),
cela montre que ker(v) < ker(v?), de méme si x € ker(v?) alors v?(x) = 0, alors v(v?(x)) =
v(0z) = 05 donc x € ker(v3), cela montre que ker(v?) c ker(v?) et ainsi de suite.

X1
2. Soit x = (xq,x5,Xx3,%,) €t X = X ses coordonnées dans la base canonique.
Xg
0 1 0 1 X1 0
. _ -1 0 1 3 X\1_10
x€ker(u+idp) @ (A+DX=0¢& 0 10 -1llxl=1o
0 0 0 2 X4 0
xz + x4_ == O = O x3 — xl
o _xl +X3+3.X'4_:0c> —x1+x3—0@ x2:0
xz - x4, = 0 x2 = O
X, =0
2x4_ = O X4 = O
x = (x1,0,x1,0) = x,(1,0,1,0)

1
0 1 0 1 0 1
3

0 1 -1 0 1 5
, [-1 01 3 10 1 _(0 00 4
@+D"=1o 10 Z1Jlo 10 “1/7(-1 0 1 1
o 0o 2/\0 0 0 2 0 0 0 4
-1 0 1 5\ /X1 0
7 \2 2: 0004x2:O
x€ker((utidg)) e A+DX=0=( 2 o 1 1|l 0
0 0 0 4/ \xs 0

—x1+ x3+5x,=0

PEN 4X4=0 @{X3=x1
—x1+ x3+x,=0 x4 =0
4X4=0
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x = (x1,%4,%1,0) = x,(1,0,1,0) + x,(0,1,0,0)
((1,0,1,0), (0,1,0,0)) est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre)
qui engendrent ker((u + idge)?), il s’agit d’une base de ker((u + idgs)?).

0 1.0 1\/-1 0 1 5 0 00 O
s [-1 0 1 3 0 0 0 4y [0 0 0 O
(A+I)_o10—1—1011_0000
0 0 0 2 0 0 0 4 0 0 0 8
0 0 0 0\ /X1 0
N3 3v 0 0 0 0)\[=x 0
xEker((u+ldR4))(:)(A+I)X—0<:)0000 X5 O@x4—0
0 0 0 8/ \X4 0

x = (xq,x5,%3,0) = x,(1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x5(0,0,0,1) = x,e; + x,e, + x5e5
(e, €5, e3) est une famille (évidement libre) qui engendre ker((u + idgs)?),
c’est une base de ker((u + idgs)3).

0O 1 0 1 0O 0 0 O 0 0 0 O
+_[-1 01 3}\[0o 0 o0 o0} (0 0 O0 O
(A+I)_010—10000_0000
0O 0 0 2 0 0 0 8 0 0 0 16
0 0 0 O X1 0
. 0 0 0 O X2 0
x Eker((u+idg)) e A+D*X =0 00 0 0 % = o Sx,=0
0 0 0 16 Xs 0
ker((u + idge)3) = ker((u + idgs)*)
p=3
3.
1
_ _|0
a) a=(1010)etX, = 1
0
X1
X .
b) Onpose b = (xq,x2,x3,x4) €t et X)) = x; ses coordonnées dans la base canonique
X4
0 1 0 1 X1 1
_ . _ -1 0 1 3 \{[x)_|[o0
a=Ww+idga) () o (A+DX, =X, © 0o 10 -1llxl=l1
0O 0 o0 2 X4 0
X, +x, =1 x, =1 _
X3 = X1
—X1+x3+3x4, =0 —x1+x3=0® Xy =1
X, —x, =1 X, = X, =
2x4=0 x4_= 4

On prend, par exemple x; = 0, b = (0,1,0,0).
(u + idgs)?(b) = (u + idgs) o (u + idgs)(b) = (u + idge)(a) = Ogs
Donc b € ker((u + idgs)?)
D’autre part, a et b ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de
dimension 2, c’est une base de ker((u + idgs)?).
X1

X . .
C) Onpose c = (xq,x5,x3,%,) €L X, = xz ses coordonnées dans la base canonique

X4
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0 1 0 1 X1 0

) -1 0 1 3 X2 1

b =(u+ldR4)(C)@(A+I)Xc:Xb‘:’ 0 1 0 -1 X3 - 0
0 0 0 2 X4 0

Xy +x,=0 X, =0 —

—x1+x3+3x, =1 —X; tx3=1 BEad

& X2 =0

X, —x4 =0 X, =1 X, =0

ZX4=0 x4=O e

On prend, par exemple x; = 0, ¢ = (0,0,1,0)

x € ker((u + idgs)?) © {x3 — %

x4_ = 0
. X3 = X1 . 2
Les composantes de ¢ ne vérifient pas {x4 -0 donc ¢ & Ker((u + idgs)*), de plus (a, b) est une

famille libre de ker((u + idgs)?) par conséquent (a, b, ¢) est une famille libre, elle a trois vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension trois, c’est une base de ker((u + idgs)?).
dya=w+idgs)(b) @a=ub)+besulbb)=a—->b
b=@+idgs)(c)eb=ulc)+ceoulc)=b—-c
les coordonnées de d dans la base canonique sont
-1 1 0 1
-1 -1 1 3
0 1 -1 -1
0 0 0 1

_ O R R
Il
_ O R

Doncu(d) =d

. x €ker((u+idge)®) ©x, =0

Les composantes de d ne vérifient pas x, = 0 et (a, b, ¢) est une famille libre de ker((u + idg+)3) donc
(a, b, c,d) est une famille libre, elle a quatre vecteurs donc c¢’est une base de R*.

u(a) u(b) wu(b) u(d)

-1 1 0 0\¢%
T=[o0 -1 1 o0)\Pb
0 0o -1 1]¢
0 o o 1/4d

T =P 1AP & A= PTP!

01 0 0 010 0N/0 1 0 0 0 01 0
o 0 1 o0 ,_ [0 0 1 0o{f0o 0 1 0)_[0 O O O
T+1_0001:>(T+I)_00010001_0000
0 0 0 2 0 00 2/\0 0 0 2 0 0 0 4
01 0 0N/0 0 1 O 0 0 0 O
s [0 0 1 0o}f0 0 0 o) [0 0 0 O
=T+D"=10 0 0 1/lo 0 0 0o/=|0 0 0 o
0 00 2/\0 0 0 4 0 0 0 8
-2 1 0 0
0 -2 1 0
=1 0 0 -2 1
0 0 0 O

(T+D3(T-D=0
A+I1=PTP Y 4+PIP'=P(T+DP 1= (A+1)3=P(T+1)3P!
Et
A—1=P(T-DpP1
(A+D*A-D=PT+DPP(T—DP' =P(T+D*T~NP =POP™ =0

Allez a : Exercice 60
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Correction exercice 61.
1. Siu € ker(g) alors g(u) = Ogs alors g(g(u)) = g(0gs) = Ogs donc u € ker(g?), cela montre que
ker(g) c ker(g?)
Si u € ker(g?) alors g?(u) = Ogs alors g(g?(u)) = g(0gs) = Ogs donc u € ker(g3), cela montre
que
ker(g?) c ker(g?)

a) g3 = O (r#) donc pour tout u € R3, g3(u) = Ogs. Donc Ker(g®) = R3 et donc dim(Ker(g®) = 3
{03} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*)donc
0 < dim(ker(g)) < dim(ker(g?)) < dim(ker(g3)) = 3
Donc dim(ker(g)) = 1 et dim(ker(g?)) = 2
b) Siv € Im(g) alors il existe u € R3 tel que v = g(u) donc g%(v) = g3(u) = O3, donc Im(g) c
ker(g*)
D’apres le théoréme du rang : dim(ker(g)) + dim(lm(g)) = 3 donc dim(lm(g)) = 2. Comme
dim(ker(g?)) = 2 aussi, on en déduit que Im(g) = ker(g?).
3. a € ker(g) c ker(g?) = Im(g) donc il existe b € R3 tel que a = g(b).
g%(b) = g(a) = Oz donc b € Ker(g?).
Aa+pub =0gs = g(la+ pb) = 0gs = Ag(a) + pg(b) = Opz 2 ua =0z > pu =0
On remplace dans Aa + ub = Ogs, d’ou I’on tire que A = 0. La famille (a, b) est libre.
4. b € ker(g?) = Im(g) donc il existe ¢ € R3 tel que b = g(c).
g2(c) = g(b) = a # Ogs donc ¢ ¢ ker(g?) or (a, b) est une famille libre de ker(g?) donc (a, b, ¢) est
une famille libre a trois éléments dans R3, un espace de dimension 3, c¢’est une base.
g(@ gb) g()

5 0 1 o0 ¢
' o o 1| P
o o o ¢

-9 -3 -12
6. La matrice de f + Id dans la base canonique est: A+ 1 = ( 5 1 7 )
6 2 8

La matrice de (f + Id)? dans la base canonique est :

-9 —3 —12\ /-9 -3 -—-12 -6 0 -9
A+D*=(5 1 7 5 1 7 |=12 0 3
6 2 8 6 2 8 4 0 6

La matrice de (f + Id)? dans la base canonique est :

-6 0 —-9\/-9 -3 -12 0 0 O
A+D*=12 0 3 5 1 7 |=10 0 O
4 0 6 6 2 38 0 0 O

Donc (f + 1d)® = O(gs), par conséquent ker((f +1d)*) = R?
(A+1D)? # 0 donc (f + 1d)? # Ogs), il existe donc un vecteur x de R® tel que (f + 1d)?(x) # Os

Donc ker((f + Id)?) < ker .
Autre méthode :
on détermine une base de ker((f + Id)?)

-6 0 -9\ /%1 0
xEker((f+1d)2)(:>(A+I)2X=0<:)(2 0 3>(x2>=(0)

4 0 6/ \X3 0
—6x1 —9%3 =0
&1 2x;+3x3=0 <:>2x1+3x3=0<:>x1=—§x3
4x, + 6x3 =0
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3 3
x = (xq1,%,%x3) = <_§.X'3,x2,X3> = §x3(—1,0,2) + x,(0,1,0)

(—1,0,2) et (0,1,0) sont deux vecteurs non proportionnels, donc libre de ker((f + Id)?), d’autre part ils
engendrent ker((f + Id)?), il s’agit d’une base de ker((f + Id)?), et dim(ker((f + Id)?)) = 2
Donc ker((f + Id)?) € ker((f + Id)?) = R3

0 -6 0 —9\ /0 0 0 -9 -3 -12\ /0 -3
(A+I)2(1>=<2 0 3)(1)=<0>et(A+1)<1)=<5 1 7><1>:<1>¢
0 4 0 6/\0 0 0 6 2 8/\0 2
0
9
0

Donc (0,1,0) € ker((f + Id)?) et (0,1,0) & ker(f + Id)
Donc ker(f + Id) & ker((f + 1d)?)
Autre méthode :
On calcule la dimension de ker(f + Id).
—9 -3 —12\ /%1 0 —9x; —3x, —12x3, = 0
xeker(f+1d)<:>(A+I)X=0<:>(5 1 7 )(9@):(0)@{ 5x; +x, +7x3 =0
6 2 8 X3 0 6x1 +2x, +8x3 =0

{3x1+xZ+4‘X3=0 3X1+x2+4’x320

DX+ X + 7% =0 & 5x1+x2+7x3=0®3L2_5L1{ —2x%, +x3=0

3x1 +x, +4x3 =0
x; = —3x
< { ;3 = 23622
Donc x = (x4, x5, x3) = (—3x3, %3, 2x,) = x,(—3,1,2), ker(f + Id) est la droite vectorielle engendrée
par le vecteur (—3,1,2). dim(ker(f + Id)) = 1, comme ker(f + Id) c ker((f + Id)?) et que
dim(ker(f + Id)) < dim Ker((f + 1d)?), on aker(f + Id) ¢ ker((f + 1d)?)
I reste & montrer que ker(f + Id) # {Ogs}, on vient de montrer que dim(ker(f + Id)) = 1, donc c’est
fini.
7. D’apres la question précédente a = (—3,1,2)
Soit b = (xq,x3, x3) tel que (f + Id)(b) = a
-9 -3 —12\ /%1 -3 —9x1 — 3x; — 12x3 = =3
(A+I)Xb=Xa<:)(5 1 7)<x2>:< ><:>{ 5x1+x,+7x3=1

1
6 2 8 X3 2 6x1 + ZXZ + 8x3 =2

3x1 +x, +4x3 =0
Q{

@{2?:21:‘7}?ii@{?’xﬁxz“’%:1<=>3L 5L {3"1+x2+4x3=1
1T X2 3 = = 270 - ==
3x; +x, +4x3 =1 5x1 + x5 + 7x3 1 2%, + x3 2

@{3x1+x2+4(—2+2x2)=1®{3x1=—9—9x2 {x1=3—3x2
X3 =—2+ 2x, X3 =—2+2x, X3 =—2+2x,
On peut prendre n’importe quelle valeur pour x,, en général on prend 0, mais ici, x, = 1 est plus
adapté.
b = (0,1,0) convient.

-9 -3 -12\ /%1 0 —9x; —3x, — 12x3 =0
(F+Id)(c)=beo (A+DX. =X, @< 5 1 7 ><x2>= (1)@{ 5x; +x, +7x3 =1

6 2 8 X3 0 6x1 + sz + 8x3 =0

3x1+x2+4x3:0 3x1+x2+4X3=0 3x1+x2+4x3=0
epvutntTa=1le - " 51930, 501 _2yx 4. =3
3x1+x, +4x3 =0 1 2 3T ? ’

3x1 +x, +4(3+2x,) =0 3xq = —12 —9x x, =—4—3x
@{ ' x23=3(+2x22) (:){ ;3=3+2x22®{;3=3+2x22
Je prends, par exemple x, = —1, on trouve alors x; = —1etx; = 1doncc = (—1,-1,1)
8. On rappelle que, choisit ainsi, (a, b, c¢) est une base.
(f+1d)(a) =0gs © f(a) +a =0ps © f(a) = —a
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Donc

Allez a : Exercice 61

F+Id)(b)=ae f(b)+b=as f(b)=a-b
F+id)c)=be f(c)+c=be f(c)=b—c

-1 1 0
Mat(a’b,c) (U) = 0 -1 1

0 0 -1
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