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Quelques exercices de calcul matriciel, avec le Classpad

On trouvera ici quelques exercices de calcul matriciel.

Chaque exercice est corrigé completement, sans la calculatrice. On montre également ce qu’il
est possible de faire, pour le méme énoncé, avec I'aide du Classpad.

Exercice 1 :
Trouver toutes les matrices A de .#,(R) telles que A? = A.

Solution :
b
Posons A = (a d>’ ou a, b, ¢, d sont quatre réels quelconques.
c
24be b d
Alors A? = @’ +be blatd)
cla+d) bc+d?
Z4be=1
i . D=0 — 47 ~a
AinsiA2:I2<:> (CL"— )_ @(Sl){ - 9 Ull(Sf_)) b=c=0
cla+d)=0 bc=1—a s
a*=d* =1
be +d* =1
b
Sib # 0, le systeme (S5)) équivaut a A = < 1,aa2 ), avec a € R et b € R*.
7 _
. , . . 1 0 -1 0
S1b:O,(Sl)equ1vautaA:( )ouA:( 1>,aveccER.
c — c

Le systeme (S2) équivaut a A = I, ou A = —1I>.

On voit ici comment retrouver toutes les solutions dans I'application s

Frin

| ¥ Edit Action Interactif (¥l | % Edit Action Interactif i%] | ¥ Edit Action Interactif (%
S ] e A i I 0 Y T ] e I 2 1 5 ] (0T I X
Clear_a_z - Ald=—alc=01-a"2 b2 - B -
done a B 2 - . )
A:=[Lashly [cydl] o a+becol belatd)
a b I R, cola+d)  dZ+b-c-1 ]
c d A b . Elb=8 and c=g _
B:=factor (A*Z-identi2)) _ |d=-alb= . i} a2-1 B
aZ+bec-1 bela+d) |:a -1 EE @ d2-1
cefa+d]  d2+bec-1 d a°-1 Alb=8|c=f]a=1|d=1
- - Ald=—alb=8]a=1 L o
E|d=-z .
2 7 [1 g 8 1
+hec-1 @ _ .
2Thee ¢ —1] Alb=@]c=6|a=-1|d=—1
a a<+b-c-1 | Ald=—al|b=B|a=-1 _ 1a
zolwelansL1,11,c0 I:‘l a a -1
{F—[az—ﬂ} o RN 0
. P = -
Ala Standard Réel Rad gy Ala Standard Réel Rad gy Ala Standard Réel Rad gy
figl fig2 fig3
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Exercice

Quelles sont les matrices qui commutent avec J =

1:

o = O O

o O O O
o O O =
o o = O

Solution :

Soit A = (a;;) une matrice de .#,;(K). On résout le systeme résultant de AJ = JA.

Al =JAs

a13 = a24

a21 = G31 = G41 =

0 a1 a2 a3 a1 Q22 a3 a4
a3s = Qa2 = as3 = 0
0 a1 a2 a3 31 a3z a3z a34
= 4 Q11 = Q22 = A33 = Q44
0 az1 az asz a4 Q42 43 Q44 a a ;
12 = Q23 = 34
0 aql aq2 aqs 0 0 0 0

On constate donc que les matrices qui commutent avec .J sont les matrices qui s’écrivent :

a b
0
A= “
0 0
0 0

c d 1 0 0 O 01 0 O 0O 0 1 0 0
b ¢ 01 0 0 0 0 1 O 0 0 0 1

=aqa +0 +c +d
a b 0 0 1 O 0 0 0 1 0O 0 0 O 0
0 a 0 0 0 1 0O 0 0 O 0O 0 0 0 0

0
0
0
0

0

0
0
0

o O O =

Autrement dit les solutions sont les matrices A = al + bJ + c¢J? + dJ>, avec (a,b,c,d) € K.

On obtient

la sous-algebre de .#,(K) engendré par I,J, J?, J? (car J! =0).

Voici comment on peut conduire ce calcul avec le Classpad (pour des raisons évidentes de
lisibilité, on a préféré afficher ici I'écran issu du « Classpad Manager »).

[ & Edit Action Interactif

Y e ] (e |
Clear_a_z -
done
A:=[[asbacsdls[eyfsgashls [psqarys]s [ty Uavwawall
abcd]
e f ah
PAar =
tou W
J:=[[@sls8,8],[0,E,1,08].[E:E,Es 1], [E.E,E,H]] _
B 1848
aa1a
A Ao
(ERNERN RN
E:=A*J-J¥A
-& a—f b-g c-h]
-p =g f-r a-s
=t p~u g=wv r—w
0 t u L

sysi=matToList(B, 12
{-g-py-1, 87

sys:i=auamentisysamatTolistiB, 22 »

f—er—pr-ty@,2—Ffaa—gsp-at}
sy=s:=gugmentisysamatTolist{B, 33 »
{2y~ @y a—fye-q, p-ds Ty b—ay F-ra q—v, U}
sy=:=sugment{svsamatToListlB, 41
{—&i—Pa-t:8,3-T18-9, P~y T, b=0y f=ryg=ws Uy b O=sar—w, v }
sol:=solvelsvss {asbacadses fags haPaqaraSata Uawa 3
{a=w, b=, c=h,d=d, e=8, f=n, a=5, h=h, p=0, 9=0, F=ix , =5, T=0, U=3, V=8, =14+

Al=ol
w s h o d
B w = h
H B ow s
BB A w @
Ala Standard Rel Rad |
figd
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. . 2 2
Exercice 3 : 1+ % 7% "
Pour tout réel t, on pose A(t) = t2 1 t? .
2 2
t —1 1

1. Calculer A(s)A(t), puis (A(t) — I)>.
2. Trouver (), (3,), (7n) telles que : Vn € N, A(H)™ = a, A()* + 6, A(t) +7n I

Solution :
0 0 1 1 -1 0
2
Pour tout ¢ de R, onaA(t):]thJJr%K, avecJ =0 0 1]etK=]|1 -1 0
1 -1 0 0 0 O

1.Ona J? =K, K? =0et JK = KJ = 0. Pour tout réels s,t, on en déduit :

9

A A(s) = (J Iyt %K) (1 Tyt %K)

st (t+s)?

=I—|—(t+s)J+(§+§+st>lx’=]+(t+s)J+

K = A(t+ s)

9 t2 2 3 t2
Ona: (A(t) — I)° = (t.] n EK) — °K, puis (A1) — I)® = 12 (tJ + §K>K —0.

2. On a A(t) =1 + B(t) avec B(t) = A(t) — I. On sait que B(t)3 = 0.

On en déduit, en utilisant la formule du binoéme :

A" =1+nB(t) + n@%”B(zﬁ)z =1+n(At) - 1)+ W(A(t)2 —2A(t) + 1)
= WA@P —n(n—2)A(t) + (n— 1){)(n — 2)]
C’est le résultat attendu, avec : a,, = @’ By =—n(n—2), ~n= ("_1)2(n_2)

Par acquis de conscience, on vérifie que le résultat est correct si n € {0, 1,2}.

Voici quelques éléments de la résolution de cet exercice avec le Classpad.

| ¥ Edit Action Interactif | | ¥ Edit Action Interactif i | ¥ Edit Action Interactif i
Y P ] T I 5 P ] (e I X | Y o] T K P
T:=ident(3) NI GEE al|  (Define BCEd=ACLy-T -
18 & tE _tE done
A14a ?+1 T t {B':t:'AEQE':t:'AS}
@ 1] P tZ tZ a|[e @ @
J:=[[@,8, 1100, @, 1101,-1,+ "? %u t t2 _t2 gle e e
Sg i : _ | B o@m @|L®E @
1 -1 & {JHE’KHEI} Lol e o expandc1+n*5-:t:n+wact>2>
l:=[[1,-1,810[1.-1,BI[E,I+
S 1-18)8 8@ nZ.t?  -nZ.t? .
| -1 & a8 o)||8 o 6] 2 Z n
R K 2.2 2.2
SO BoE| [0 0] =3 e
Define Fllit}=I+t*J+tTK aee0 a8 - et 1
4 aealleasll|] 0 |
i Dne% o - -
Ala Standard Réel Rad gy Ala Standard Réel Rad gm] Ala Standard Ré&el Rad [}
figh figh fig7
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Il y a une autre méthode, pour calculer les coefficients a,, 3., Vn-
On sait en effet que la matrice A(t) est annulée par le polynome P(X) = (X — 1)3.
Notons X" = (X —1)3Q(X) + a, X? + ,X + 7, la division euclidienne de X" par (X — 1)3.
Si on substitue la matrice A(t) a I'indéterminée X, on trouve :
A" = (At) = I)* Q(A(L)) + anA(t)? + B A(L) + vl = an A(1)* + BuA(L) + .
—
Il reste & calculer av,, 3,, v, & partir de égalité () : X" = (X —1)3Q(X) + 0, X? + 3, X + 7.
On substitue 1 a X et on trouve 1 = a,, + 3, + Va.
On dérive (E) et on trouve nX" ! = (X — 1)?R(X) + 22, X + 3, puis n = 2a,, + 3,.
On redérive (F) et on trouve n(n — 1) X" 2 = (X — 1)S(X) + 2«,, puis n(n — 1) = 2aq,,.

Les trois égalités obtenues donnent successivement :

—1
an:%7 ﬁn:n*QQn:*n(n*Q)a Yo=1—0, =0, =

Voici comment on peut appliquer cette méthode dans 'application s

Frin

W Edit Action Interactif

S O ] e e
J-=[[@,68,11[H,8,11,[1,-1,8]1] -
| ¥ Edit Action Interactif aa 1
B T | [a a 1}
Clear_a_z D 1 -1 a
dane ) . t
== s — 1 33 s g D ek e D=fine ACt)=identC3a+ekl+ ?-.l2
RM=03=10% e QUK I+as R T +be b done
eql:-=D|x=1 simplify CACE 2 FAC=D D _
_ 1=a+btc sE4t24e s 140 (1)
eqZ=diffil. x| x=1 s+t
2 s
n=2Z=a+h = 5 =
23 =diff (D, H, 22 | H=1 (s+t] (52 +12+2.501-2] o+t
nin-1)=2- 3 z z
solvel{eqlyeq,eq3iy{a, byl =+t —=—t 1]
_nz—n be—nZ+3 _n2—3-n+2 simplifyCACE2FACS I —ACE+HSD ) _
a= = s D=—N 'I'Igt-——2 IR =R
factorians? BB [
{a= 2 b (), o= L IR=2) N
o [l [E -
Hla Standard Réel Rad oim] Hla Standard Réel Rad ]
fig8 fig9

On voit également (fig9) comment vérifier directement A(s)A(t) = A(s + t) avec le Classpad.

t2 = (tJ)*
Remarque : sachant que J3, la définition A(t) = I3 +t.J + EJQ s'écrit aussi A(t) = > ( k') :
k=0 :

Autrement dit, la matrice A(t) est I'exponentielle de la matrice ¢.J.

On sait que si B, C sont des matrices carrées qui commutent, on a e®e” = eCe? = eB+C.

Ce nouveau point de vue permet de retrouver A(t)A(s) = /e’ = e(t+9)/ = A(s +1).
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Exercice 4 : 1 1 1 1
1 1 -1 -1
On considere la matrice A =
1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1
Calculer A2 et A%. Montrer que A est inversible et calculer A1,

¥ Edit Action Interactif

Solution : 100 -2 Ealhr el D
0 4 0 2 = -
On trouve A? = . R™3-EA =
0 0 4 2 [ % Edit Action Interactif | 48 @8 @
-2 2 2 4 N e e B o B 4o
2 6 6 6 Fz=[[1s151,1101,1,-1,-1Ff2 B 8 8 -4
o 3 6 2 —6 -6 11 1 1 B:={E*ident (41 -A~21 .74
De méme A = § . 11 -1 -1 [ 1 1]
6 -6 2 -6 1 -11 -1 z® 2 3
6 -6 —6 -10 1 -1 -1 -1 1 1
3 Az ' 27 7 73
On remarque que A®° = 6A — 41. 4 6@ -3 ; )
Ainsi A(A? —61) = 41, donc A est B 48z =8 7 7z
. . T 8 842 1 1 11
inversible et A™' = —(A* — 61). 2224 | |z 7 T2 % |
4 ) E*+A ]
1 0 0 1 2E & & ] 1amao
1 _ £ 2 -5 -5 188
DoncA”:ﬁ 8 (1) (1) 1 : 6 -6 2 -5 BB 1a
B £ -6 - -10 6@ @ 1]
1 -1 -1 1 'El El
Alg Standard Réel Rad gm] Alg Standard Réel Rad qm]
figl0 figll

Exercice 6 :

0 1 16 —1
On se donne les matrices A = et B = )
8 1 232 —15

Montrer qu’il existe des matrices inversibles P telles que P~1AP = B et les trouver toutes.

Solution :
Soit P une matrice inversible. On a B = Pt AP si et seulement si PB = AP.

On va résoudre cette derniere équation (plus simple), et ne garder que les solutions inversibles.

b 1 2320 —a —15b d
PosonsP—(a ).OnaPB—AP<:>(6a+3 “ 5)—( ¢ )
c d 16¢c + 232d —c — 15d 8a+c 8b+d
16a +232b —c=0
. . . Ja+150+d=0 . . . [a=-15b—-d
Ce systeme équivaut a qui se réduit a
8a — 15c —232d =0 c=—8b—106d

8b+c+ 16d =0

—15b—d b
Les solutions sont donc les matrices P(b,d) = ( )
—8b—16d d
Le déterminant d’une telle matrice P(b,d) est A = 8b* + bd — d*.

Si on consideére A comme un trinéme en b, le discriminant est 33d>.

14V
Ce déterminant est donc nul si b = %
—15b—d b

—8b—16d d

> avec b # M

Les matrices P cherchées sont donc les P = < 16
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Voici comment traiter I'exercice précédent dans I'application

= du Classpad.

Frincipale

— Apres avoir supprimé les variables dont le nom se réduit a une seule lettre (précaution utile
ici), on définit les matrices A, B, P, puis la matrice C = PB — AP (figl2).

On crée ensuite le systeme exprimant que les coeflicients de la matrice C' sont nuls.
On résout ce systéme avec l'instruction solve (figl3).

On remarquera 'ordre des variables (ici a, ¢, b, d, cc qui signific qu’on résout prioritairement
par rapport a a et ¢, en considérant b et d comme des parametres).

On reporte dans la matrice P les solutions obtenues.

On calcule enfin le déterminant A de P, puis on détermine dans quels cas il est nul.

| ¥ Edit Action Interactif | | % Edit Action Interactif i
d .| Id=
S O ] e e I O 5 P el e L Eedd
Clear_a_z - swsi=matTolListiC. 12 A
done 116 a+232-b—cy -8 a+15-c+232-d}
H-=[[&,11[58,11] =vss=augmentisysymatTolist(C, 230
B 1] 18- a+232-b-c,-8-3+15-c+232-dy—a-15-b-d, -8-b-c-1&-d2}
=1 solvelsysy{ascabadio
B:=[[18,-11[232,-1511 _ {&=-13-b-d, c=-8-b-18-d, b=h, d=d}
16 -1 ] F:=F|an=
[ 5 [ereea o)
P:=[[a;bIlc,d1] THTRE
SrBAtes o b f:=det (P
L d gebZ-dZ+h-d
C-=P+E-R+F - solvelh, bl
[16. a+232.b—c -a-15. { =.:|-[~,.'33 -1] b;d'[ 23 +1]}
| -5 a+15-c+232-d —3-b-c 1€ ' 16
n| 0
- -
Alg Standard Réel Rad qm] Alg Standard Cplx Fad o]
fig12 fig13
Exercice 7 :
0 1 —sinf
Calculer A", avec A = -1 0 cos @
—sinf cosf 0
Solution :
| % Edit Action Interactif
_ % g [ P w] ]
Posons s = sinf et ¢ = cos#. Toluar B
5 daone
—C —Sc C A:=C[8,1,-=in(831[-1,8,cos{@2]1[-sind,cct
2 _ | 2 @ 1 -zin(@]
Ona A* = sc —s° s |:_1 5 costal
—¢ —s -=in(8) cos(@) @
simplify (A*2) ]
0 1 -s -2 —sc ¢ (=in(a11<-1 —cos(@)-sin(8) cos(a)
Ainsi A3=1 -1 0 e —s¢c —-52 sl=0 —cos(@)-=in(8) (cos(dNZ-1  sinl@)
—coslél —=inl @) i
—s ¢ 0 —c =S simplify (A3 _
B e[
Finalement A™ = 0 pour n > 3. 68 e
a8 @)
, . . A : 0 -
On vérifie bien siir que A? = 0 avec le Classpad. =
Alg Standard Cplx Rad o]

figl4
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