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CHAPITRE 1
Théorie des Groupes

I) Structures de Groupes

1.1 Définitions

On appelle groupe tout couple (G;*) composé d’'un ensemble G et d’une loi de composition interne

* (stabilité) satisfaisant aux propriétés suivantes :
P; . x est associative

Va,y: € G, (wry)rz=ax(yr2).

Py : 1l existe un élément neutre e pour x (dans G ):

deeG / VzelG, on a: zxe=c=ex*x

Tout élément de G est symétrisable par * :

Ps:
VieG, 3a'€eG | zxa' =e=a"xx

ol e est ’élément neutre de * dans G.
x' est alors appélé le symétrigue de z dans G.

On appelle groupe abélien ou groupe commutatif tout groupe dont la loi est commutative c’est
a dire

Ve, y € G, xxy =y *x.
on appelle groupe fini tout groupe dont l’ensemble est fini.

Le cardinal de l’ensemble est alors appelé [l'ordre du groupe.

La loi sera notée multiplicativement: on écrira zy au lieu de = * y,

I'élément neutre de G sera noté 1g et le symétrique de z sera noté z =

Mais lorsque le groupe est commutatif la loi peut étre notée additivement et dans ce cas I’élément

neutre de G sera noté 0 et le symétrique de x sera noté —x.

Le groupe I’élément z' : I'élément - z*xy ouy est
(G;*) neutre e symétrique de x y le symétrique de y
(G;-) lg inverse de x noté : =1 | z-y ou zy z-y~ ! ou zy !
(G;+) 0 opposé de x noté : —x x+y T—y
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Remarques: Si G est un groupe, alors
i) Uelt neutre de G est unique.
ii) pour tout x € G, le symétrique de x est unique.

Preuve :

i) Supposons que e et €’ sont des éléments neutres du groupe G.

Alors comme e est élément neutre de G, ee’ = €’ et comme €’ est ¢lément neutre de G, ee’ = e donc
e =e.

oy , ” 1 s

ii) soit = € G, supposons que z’ et 7 sont des éléments symétriques de x.

Alors comme z’ est élément symétrique de z, 2’zx” = 1gz” = 2”7 et comme z” est élément symétrique
de z, ¥’zx” = 2'1g = 2’ donc 2/ = x”.

1.2 Exemples

1) (Z,+); (Q,+); (R,+); (C,+) sont des groupes abéliens d’élément neutre 0.

(Q*, x); (R*,x); (R, x); (C*, x); ({—1;1}; x) sont des groupes abéliens d’élément neutre 1.
2) L’ensemble des translations du plan muni de la composition des applications, notée o, est un
groupe abélien, l’elt neutre est idp = t.

L’ensemble des rotations de centre O muni de la composition des applications est un groupe
abélien
elt neutre est idp = r (O;0) rotation de centre O et d’angle nul.
3) (N,+); (Z*, %), (Z, %), (Ri, ><) et (R, x) ne sont pas des groupes.

Dans (N, +), 0 est I’élément neutre et le seul élément symétrisable;

Dans (Z*, x) et (Z,x), 1 et —1 sont les seuls éléments symétrisables

(R*, x) n’est pas stable: —1 € R* mais (—1) x (—1) ¢ R* et R* n’a pas d’élément neutre.

Dans (R, x) 1 est ’élément neutre mais 0 n’est pas symétrisable.

4) Soit G I'ensemble des matrices carrées de déterminants non nuls de Mz (R) muni de la multiplication.

% e : [ a b a v
la multiplication est interne dans G : si c d et Jdod eG

/ / / / / /
( CCL Z > < Z, Z, > = ( ZZ, isz, Zé), 1—22, ) € @ car le déterminant étant le produit de déter-

minants non nuls il est non nul.

* la multiplication matricielle est associative

« [ a b 10—abet10 a b\ [(a b
c d 01) \e¢c o d 0 1 c d) \ec d

(1) ? ) = I5 est I’élément neutre

a b

*SiM = ( . d>GG,Mapourdéterminantad—bc;éo

ad — bc

a b 1 d b\ | ada=pe ° (10
(c d>x[ad—bc<—c aﬂ_ 0 ad—be | =g 1 )=zt

ad — be




s Fomesou

CR SCUCr<R .
Docs a portée de main

4 Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana

1 d -b o a b\ 1 ad — be 0 (10 7
ad—bc \ —c a c d )  ad-bc 0 ad—bc )\ o 1) "2

donc M est symétrisable.

Conclusion : G est donc un groupe.

Mais G n’est pas abélien.

e a- (1 L) ane (!
() D-( )
(2 (1) ()

5) Groupe produit :

(1) ) sont des éléments de G. Mais

Soient (F7; 1) et (Eg; %2) deux groupes d’éléments neutres respectifs e; et es.

Dans E1 X Eo = {(z1; x2): x1 € E1 et xy € Ea} définissons la loi * par :

(z1; m2) * (Y15 y2) = (71 %1 y1; T2 %2 Y2).
E;1 x Ey admet pour élément neutre (ej ; ez) et le symétrique de (x1;x2) par la loi * est :
(xll,xQ 1) ott z; ' est le symétrique de z; parlaloi *; .
(z1;522) * (e15€2) = (T1 %1 €15 T *2 €2) = (w1;22) et (e15e2) * (T1;372) = (€1 *1 215 eg *2 T2) = (T1;T2)
(E1 X Ea; ) est un groupe appelé groupe produit ( de (Eq; x1) par (Fa;x2) ).
Exemple

Comme (R, +) est un goupe (abélien), (R x R) est le groupe produit (qui est abélien) muni de la compo-
sition définie par :

V(zy,22) € RxR, Y(y1,y2) € R xR,
(x1,22)+(y1,y2) = (1 +y1,22 + y2).

R x R est noté R2.

6) Si (F;*) est un groupe alors (FE,*) est un groupe ot FF est lensemble des applications
de E dans F avec

fxg: E— F : z+— f(x)*g(x) Vf, ge FF.
Recherche de I’élément neutre g:

frg=fssi(fxg)(x)=[f(z)VzeE

ssi f(x)*xg(x)=f(x)VreFE

il suffit que g(z) =1pVee Ecadg=¢p:F—F:xw lp
vV feFE

px fra—o(@) f(z) = 1p* f(z) = f(2)



donc px f=f.

En exercice : Montrer que la loi * est associative dans F'F et que tout élément est symétrisable dans

(FE;*).
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1.3 Reégles de calcul dans un groupe :

. Notation Notation
(G, *) un groupe Notation additive multiplicative
Ya,b € G axbeG a+beG a-beqG
elt neutre : Ve e G Ve e G Ve e G
Jde e G Tk e=e * x= r+0=0+x==x z-lag=lg o=z
elt sym de z ' e G opp(z) = —x Jzled:
Ve xxx'=x' * r=e z+(—x)=—2x4+2=0 vl =z"la=1g
* est associative:
Vz,y, z € G, (xy) *z=x* (y*z) (x+y) +2z = x4+ (y+2) (xy) z =z (y2)
sym de a x b (axb)" =b'*a’ opp(a+b)= —b+(—a) (ab) '=b"la !
si n>0, si n >0, 'sin>0,
*Ma=ax*...xq na = a+...4a a” = @4
Va € G - *Oa :netermes . nzg’teénzfszo aO _ T(Zonncs
— si n>0, si n>0, si n>0,
> x~ g = %™ (a/) —na=n (—CL) - a~ "= (afl)”
=adx..xd —a+...+ (—a) =g t.at
—— —
n termes \ n termes n termes
si G est *MTq = (x™Ma) x (x"a) (m+mn)a=ma-+na a™tm = ama"
abélien | *™ (a % b) = (x"a) * (x"b) n(a+0b) =na+nb (ab)" = a"b"™
Va,be G *2"a = (x"a) * (*"a) (2n) a=na + na=n (2a) a?r=(a")?= (a®)"

1.4 Propriétés fondamentales d’un groupe :

1.4.1 Théoréme :

Pour tout élément a d’un groupe G, les applications définies par :

Ya

sont bijectives.

Preuve
0g: T +— za
Injectivité:

ba () = b4 (y) = za = ya = (za)a™"' = (ya)a”

G — G
T = v, ()

= axr T

o 0g: G

1

= (aail) =y (aail) = zrlg=ylg=—= 2=y

donc §, est injective.

Surjectivité:

Soit z € G, admet-il un antécédent y?

da (y) = z ssi ya = z ssi

yaa~' = za " lssi




s Fomesoutra.com

CR SCUCr<R .

Docs a portée de main

6 Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana

lssiy=z2a"1e G

ylg = za™

dq (zail) =zatla=z

z € G admet un antécédent qui est za=! = 6,1 (2)
4, est surjective.

Elle est donc bijective

* Montrons que <, est injective :
Soit e I’élément neutre de G, noté 1g.

Ya (@) =74 (y) = az = ay = o~ (az) = a™" (ay)

Vo () =7, (y) = (a_la) T = (a_la) y=lgr=1lgy=z=y.
* Montrons que -y, est surjective :

Vz € G, existe-t-il € G /v, (z) =27

Yo(¥) =z ar=2at(ax)=a 2z &

(a_la) r=alzer=1gz=a"1z

a 'z est (le seul) antécédent de z par 7,.

Conclusion : vy, est bijective et 'application réciproque de vy, est (’ya)f1 =412 alz

Pour les mémes raisons §, est bijective et D'application réciproque de d, est ((5a)_1 =0,-1:2—
za~ L.

Si G n’est pas abélien les solutions aux équations : ax = z et xa = z sont en général
distinctes.

Si G est abélien alors les équations :
b
ar =b et za=0b admettent la méme solution z =a 'b=ba"! que l'on note —.
a

) 1
Avec la notation : — =a 'lg=a""'.
a
a™™™ si m>n>0
On écrit : 2 — Q) lag si m=n ie a®=lg
a” 1
n—m
En notation additive, si G est abélien, les équations: a+x =0 et z+a =0 admettent la méme
solution x = —a+b=">b—a.

sin>m>0

Remarque: le symétrique de ab est b~ 1a~!.

En effet, (ab) (b7'a™!) = (a(bb7!))a™' = (alg)a =aa™t =1g
et (b'a™t) (ab) =b"tatab=b"tgb=b"1b = 16.
1.4.2 Corollaire :

Tout élément a d’un groupe G est régulier:

V:B,yEG:{

ar=ay=x =19y et
Ta=Ya =T =1y

Preuve :
Vo : G — G:x v ax étant injective, ax = ay = v, (x) =7, (y) =z =1y.

La derniére partie s’obtient de la méme maniére avec .
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IT) Sous-groupes
2.1 Définitions

Soit (G,-) un groupe et soit H un sous-ensemble non vide de G.

On dit que (H,-) est un sous-groupe de (G,-) si (H,-) est stable

(ie. Ya,be Hona: a-be H) et si (H,-) est aussi un groupe.

Exemples :

G et {lg} sont des sous-groupes de G dits triviauz.

Tout sous-groupe de G différent de G et de {1g} est appelé sous-groupe propre de G.

2.2 Proposition

Tout sous-groupe H de G a le méme élément neutre que G:1lg = lg.

Preuve :
Soit 1¢ I’élément neutre de G et H un sous-groupe de G d’élément neutre 1p. Alors
lglpy =1y =1glg.
Comme tout élément de G est régulier, en particulier, 1y étant élément de G on a:

lalg =1yly = 1g = 15.

2.3 Proposition

St H est un sous-groupe de G le symétrique de x € H est le méme dans H que dans G.

Preuve :
Soit = € H. Soit ™! le symétrique de z dans G .
Soit &/ le symétrique de z dans H : 22’ =1 =1g = zz~ L.

Alors zz' = za~! don, x étant régulier, o’ =z~ 1.

2.4 Caractérisation d’un sous-groupe :

Théoréme :

Soit G un groupe et soit H un sous-ensemble de G.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe de G.

b) H est stable, 1 € H et Vo € H, x~1 € H.

c) H est stable, H# ) et Vo € H, 27! € H.

d H#0 et V(z,y) € H?, xy~ ‘e H.

e) H#0) et ¥Y(x,y) € H?, y 1z € H.
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Preuve: a) = b) = ¢) = d) = b) = a).
a) = b) H est stable par définition; d’apres la proposition 2.2 1 =1g€H et d’apres la proposition
2.3, Vo€ H le symétrique z~! de 2 dans G étant celui de = dans H, il appartient & H c-a-d = '€ H.
b) = c¢) : immeédiat
c) = d) V(x,y)€H?,
zeH

zeH s -1
{ yeH donc d’apreés c), { el et zy~ €H.

d)= b)
*d) = H # @ donc 3heH; d’aprés d), hh '€ H c-a-d 1g€H.
* D’autre part, VzeH, on a :
{ locH d’aprés d), 1g v 1€H c-a-d v~ teH
reH ’ '
* Enfin Vo, yeH,
Ty =2 (y_l)_l ; or, d’aprés ce qui précéde, z€H et y~ 1€ H d’ou, d’aprés d), « (y_l)_leH par consqt,
xzyeH
H est stable.
b) = a)
* H étant stable, la loi est interne dans H.
* L’associativité: elle est vraie dans G donc

Va,y,z€H, (zy) z = x (yz) d’on Passociativité dans H.

* 1g€H alors 1g est élément neutre dans H :
VreH, gz =z et zlg =z.

*VYeeH, on a z~'€H donc zx t'=1g=x"

H.

Conclusion: H est un sous-groupe de G.

Lz ol 1¢ est élément neutre de H donc z est symétrisable dans

Remarque : on peut remplacer d) par e) et les preuves sont similaires.
Notation :

Soient H et K deux sous-ensembles de G. On note :

HEK ={ay; 1€ H et ye K} et H'={27'; 2€ H}
Pour tout a € G, on note aH = {ay, y€ H} et Ha={ya, y€ H}.

Remarque :

Si H est un sous-groupe de G alors
HH=H
H'=H
hH =H = Hh, YVh € H

Preuve:

*HH = H?
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*HH C H?

HK ={zy; x € H et ye K}
Vae HH ={zy;x € Hety € H},
dxr € H et dy € H tels que a = zy
comme xy € Honaae€e H.
Ya€ HH onaa€ H
HH C H.
HCHH?
Vhe H h=1ghe HH
donc H C HH
HH =H.
*H'=H?

H-1C H?
d’apres le théoréme précédent (voir c)),
Vo € H, 27! € H; donc
H'={t'teH}CH.

HCH1?
Va € H, a = (afl)f1 commea '€ Hyona:a= (ail)f1 e H!
donc H C H 1.
*Vye H, yH = H?
yH CHH=H=1¢H =y (y 'H) CyH

cary '€ Hdoncy 'HCH
d’ou y (y_lH) CyH
yH C HH = H C yH d’ou l'égalité: yH = H

De méme, Hy = H pour tout y € H.
Remq: H-'H = HH = H.

2.5 Exemples
1) (Z,+) est un sous-groupe de (Q,4+), lui méme sous-groupe de (R,+).

2) (Q*, x) est un sous-groupe de (R*, x) lui méme sous-groupe de (C*, x)
3) ({—1;1}, %) est un sous-groupe de (R*, x).

4) (R%,x) est un sous-groupe de (R*, x).
5) Soit G I’ensemble des matrices carrées de déterminants non nuls de Mo (R) muni de la multiplication.

a

b Z)oﬂa,beRaveca2—b27éO.

Soit H I’ensemble des matrices s’écrivant M, = <

a

0 .
0 a)ouaeRaveca7é0.

Soit K l’ensemble des matrices s’écrivant M, o = <

G est un groupe.
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a) Montrons que H est un sous-groupe de G :
*H C G car VM € H, Ja, b € R tels que

M =My, = < Z Z > avec a — b # 0 donc det M = a? — b # 0 d’ou M € G.
*H#Qcar Iy=M o€ H

*VM € H,Ja, b€ R, M = M, avec a® — b* 0.

1 a —b a —b
. -1 _ ) — = =
L’inverse de M dans G est M~ = 212 ( b a > = Mg, b, avec ay = a2 — b2 et by = a2 — p2 et
1

a%—b%:m;ﬁOdonchleH.
*VYM, N € H, Ja, b, ¢, d € R tels que M:Ma,betN:Mc,daveca2—b27éOetcz—d27é0.
_[(a b c d\ ([ actbd betad \
MN_( b a ) < d c >_< betad ac+bd > =Maz bo
ot a3 — b3 = (a®* = b?) (> —d?) #0 car
a?—b>#0et c?—d?>#0donc MN € H
Conclusion : H est un sous-groupe de G.

b) Montrons que K est un sous-groupe de H et de G.
*K CHcarVM € K, Ja € R*: M = M, donc a? — 02 = a® # 0 d’ott M appartient a H.

*K#@C&I‘IQ:ML()EK

*VM, N € K, Ja,ce Rtelsque M =M, et N =M.y avec a # 0 et c # 0.
1 (a0 /e 0 \ _ (a/ec O _

MN _(0 a>< 0 1/c) \ 0 afc = Majeo

et a/c#0cara#0etc#0donc MN“' € K

Conclusion : K est un sous-groupe de H

Comme H est un sous-groupe de G , alors K est aussi un sous-groupe de G.

2.6 Proposition
Soient H et K deuz sous-groupes de G . Alors H N K est un sous-groupe de G.

Preuve
*HNK #Qcarlg=1y e Hetlg=1x € K = 1¢g €e HNK.
* Soient M et N € HNK.
Comme H et K sont des sous-groupes de G, MN~! € H et 4 K donc aussi & HN K.
D’ott H N K est un sous-groupe de G.

Remarques
1) La Proposition précédente s’étend au cas d’une famille quelconque de sous-groupes de G.

2) H U K n’est pas un sous-groupe de G en général.
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Par exemple, soient H = 2Z et K = 37 sont des sous-groupes de (Z,+) mais H U K n’est pas un sous-
groupe de Z car 2 et 3 appartiennent & H U K mais 24+ 3 =5 ¢ H U K qui n’est donc pas stable.

2.7 Sous-groupe engendré
Soit G un groupe.

2.7.1 Définition

Soit A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A et on note < A >, le plus petit sous-
groupe (au sens de 'inclusion) de G contenant A.
Siae€ G, <{a} > est noté < a >.

Exemples:
<G>=G
<lg>={lg} =<0 >={lg}

Siae G, <a>={a":neNtU{(a})":neN}
={a":neZ}

avec la convention a® = 1.

I1T) Classes selon un sous-groupe- Groupe quotient-Sous-groupes distingués:

3.1 Classes selon un sous-groupe :
Soit (G;-) un groupe dont I’élément neutre est noté e et soit H un sous-groupe de (Gj-).

3.1.1 Relation a gauche
a) Soit R, la relation définie par :
T Ryyey lreH.
’Alors Rg4 est une relation d’équivalence.
En effet,
1) Ry est réflexive: Vx € G on a:
T Ryx car x 'z =e€ H

2) Ry est symétrique : V(z,y) € G X G:Six Ry y a-t-on yRyx?

TRyy=y lzeH= (y_lx)_l € H or, (y_lx)_l =gz ! (y_l)_1 =z lyecH
d’ou yRyz.

3) Ry est transitive : V(z,y,2) € G x G x G :

Si { TRyy et a-t-on x Ry 27

Yy Ry 2
T Rygy ylrecH
{ngz :{2_13;61{ =

(z_ly) (y_lx) €H=lex=2z" (yy_l) reH
d’out zRgz.
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Conclusion : Ry est une relation d’équivalence.

b) Classe & gauche d'un élément z € G.
La classe & gauche d'un élément xz € G est: cly(x) =xH.

En effet,
clg(z) ={y € G; yRya} ={y € G; 2~ 'y € H}
or, z 'y € H <= xa~'y € tH <= y € 2H donc {y cG; v lye H} =zH.

cly (z) =xH.

c) Compatibilité a gauche
Ry est compatible avec la composition & gauche: Vz € G,

TRy & (22) Ry (2y)

En effet, Vz € G
1,1

sRyey lreHey bz laa=ylze s (zy)*l

zx € H & (22) Ry (2y)
d) Réciproquement: Relation d’équivalence compatible a gauche:

Proposition:

Si dans un groupe G, R est une relation d’équivalence compatible avec la composition o gauche c-a-d
Vz € G, 2Ry & zaRzy alors
clr e est un sous-groupe de G.

En effet,
a) Soit K =clgr e={x € G / xRe} C Ge € clgre

b) e € K car R étant réflexive, eRe
donc clre # 0.
c) si(x;y) € (clre) x (clre) a-t-on zy~! € clre?

T € clre rzRe . zRe
L lité & h :
{ y € clre = { YR e a compatibilité & gauche entraine { vy ly Ryle ie eRy-
rRe
t étri d
R est symétrique donc { IR e
N . xRe
La compatibilité a gauche entraine : { ol Rz

R est transitive donc zy™' R e ie., zy ! € clre.

Conclusion : clge est un sous-groupe de G.

Remarque:
comme R est compatible avec la composition & gauche,

1

Ry & y LRy lyey laRes y 'tz e K =clre

& TRyy selon le sous-groupe K.
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3.1.2 Relation & droite

a) Soit R4 la relation définie par :
xRy xy te H. Alors

’ R4 est une relation d’équivalence.‘

En effet, 1) Ry est refléxive: Ve € Gon a:z Rgxcarzz ‘=ec H
2) Rq est symétrique: V(z,y) e GXxG: Si xRgy at-on yRyz?
TRy = vy ' € H= (a:yil)*l €H=yx ! = (myil)fl € H = yRyx.

T Ray
3) Rq est transitive : V(z,y,2) € G X G xG: Si et a-t-on x Rg z 7
Yy Ry 2
T Rqy vy te H
et = et = (:cyil) (yzfl) ceH=uay lyz =zt e H= 2Rz
Yy Rq 2 yz"te H

Conclusion : Ry est une relation d’équivalence.

b) Classe a droite d’'un élément z € G.
La classe a droite d’un élément x € G est: clygx = Hr ={hx:he H }
En effet,

cld:rz{yeG:dey}={yGG:xy‘lGH}Z{Z/GG1(xy_l)_leH}

cdar={yeG:yz ' €eH} ={yeG:y€ Ha} = Hax.

En particulier, la classe a droite de e est: clrze = He = H.
c) Compatibilité a droite

Rg est compatible avec la composition & droite: Vz € G,
tRay < (22) Ra (y2)
En effet, Vz € G,

tRy e ry e Horz Yy l=ay e Heoarz(yz) ' e H
& (x2) Ra (yz)

d) Réciproquement: Relation d’équivalence compatible a droite:

Proposition:

St dans un groupe G, R est une relation d’équivalence compatible avec la composition & droite c-d-d
Vz € G, 2Ry & xzRyz alors clr e est un sous-groupe de G.
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En effet, a) e € clge donc clge # ()

b) si (x;y) € (clge) x (clge) a-t-on zy~! € clge?

x € clre zRe zy ' Ry !
et = et La compatibilité a droite entraine : et
Yy € clre yRe yy P R y!

R est symétrique et transitive donc zy™! Ryy ! ie, zy ' R e et zy ! € clre.

Conclusion : clge est un sous-groupe de G.

Remarque comme R est compatible avec la composition a droite,

Ry < zy ‘Ryy ey 'Ree zy ! cdre s

R4y selon le sous-groupe clge.

3.1.3 Proposition

Dans un groupe G une relation d’équivalence R est compatible avec la composition & gauche et avec la

composition a droite $st

Vo, y, 2’y €q, { i?;yy, = (z2") R (yy') .

Preuve en exercice.

3.1.4 Théoréme

1l existe une bijection entre l’ensemble des classes & gauche et l’ensemble des classes o droite: P :
xH — Hx™ !
Preuve:

a) Montrons que ¢ est bien définie c-a-d que ¢ est bien une application:

Sia=zH et a=yH, (c-a-d xH = yH ) a-t-on

Hz = Hy 1?
aRgb <= ab ' € H

zH =yH = yRyx =z 'y e H = 21 (yfl)fl €EH=
v Ry ' = Ha ! = Hy !

Reprise tH = yH = o 'aH =27 'yH = H = v 'yH =
H'=H Y% 'ls = H=Hy 'v = He ' = Hy lza™!
= Hz ' =Hy!
on en déduit que @ est bien définie.
b) ¢:xHw— Hxz™! est injective :
p(eH)=¢(yH) & He "= Hy ' & o "Ray ™!
Y (y_l)_1 cHsesxlyeH
ylre He xRy < aH =yH
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c) ¢ est surjective.

Vz € G existe-t-il x € G tel que : p(zH) = Hz?

Ona: ¢ (z_lH) =H (2_1)_1 = Hz. 1l suffit donc de prendre z = 27 1.
3.1.5 Proposition

Soit G un groupe. Si G est fini alors xH, H et Hx ont le méme cardinal

Vo: G—GCG
2= xz ) o
En effet, P a étant  bijectives pour tout z € G, alors zH = v, (H) et
o —
T 2x

Hx =06, (H) ont le méme cardinal que H.
Conclusion : Si G est fini alors toutes les classes ont le méme cardinal que H = clze = clge.
Soit p = card H. Alors

card G =pq ou q est le nombre de classes appelé lindice de H dans G, noté: [G: H]

card G =[G : H| x card H‘ formule de Lagrange

card G

cH| = .
& ) card H

D’ou le Théoréme :

3.1.6 Théoreme de Lagrange:

Lorsqu’un groupe est fini alors l’ordre de tout sous-groupe est un diviseur de l’ordre du groupe.

Remarques
a) Le Théoréeme de Lagrange s’interpréte aussi dans sa forme contraposée :

Si k ne divise pas |G|, alors il n’existe pas de sous-groupe de G d’ordre k.

b) La réciproque est toutefois fausse en général, c’est-a-dire qu'’il n’existe pas forcément de sous-groupe

de G d’ordre k lorsque k divise |G|.

¢) Si K est un sous-groupe de H, alors on a
(G: K| =[G:H]x[H: K]
(transitivité des indices).

Preuve

(G H]=|G|/|H| = (G : K] < [K|)/([H : K] x |K])
= [G:K]|/[H: K].
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Définition:
Dans un groupe fini G on appelle ordre d’un élément g le plus petit entier strictement positif n tel que
g" = 1g. Dans ce cas

(9)={le=49% g, ¢* -, ¢g" '} = H; il a n éléments. Donc l'ordre de g est |(g)|, noté |g| .
G est fini
1G:go7 9, 927 7gpa - €G.

dm < q tels que ¢ = g1
lg=g""g" =9 "g?=9g"" =g".
3.1.7 Corollaire

Soit G un groupe d’ordre fini. Soit g un élément de G. Alors lordre de g divise lordre de G.

Preuve
Soit n lordre de g. Alors (g) = {gk k=0,1,...,n— 1} est un sous-groupe de G.
De plus, par définition de l'ordre d’un élément dans un groupe, ce sous-groupe est de cardinal n.

Par application du Théoréme de Lagrange, n est un diviseur de 'ordre de G.

3.1.8 Groupe quotient

Soit R une relation d’équivalence sur le groupe GG, compatible avec la composition a gauche et & droite.
Soit G/R I'ensemble des classes d’équivalence modulo R.

Pour tout z € G, notons T = ¢l x la classe de z modulo R.

T={teG:tRx}

Définition:
La loi de G/R est définie par : clz cly = cl(zy) i.e.

x Y.

7=
Cette loi est appelée la loi quotient de G par R.

Proposition:

’G/R muni de la loi quotient est un groupe.

Preuve
Soit e I’élément neutre de G.

* La loi de G/R est bien définie:
Si x1, T2, y1 et yo € G avec T7 = Tz et Y1 = Yo alors z1y1Rrays c’est & dire, T1yr = Taya.

En effet,
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=T _ | miRe
U1 =12 Y1 Ry2
‘R étant compatible avec la composition & gauche et & droite, on a :

{ T1y1RT211

d’ou I 1R$2 2.
x2y1Ra2y2 Y Y

De plus la loi quotient est stable dans G /R, ¢’est donc une loi de composition interne dans G/R.

* la loi quotient est associative dans G/R :

Vi, y,z € G, (T9)Z = (T9) 7 = (vy)z = x(yz) = T(yz) =T (Y 2).
* € est ’élément neutre de G/R :

Vee(G,Te=xze=Tetex=ex =7

* Tout élément T de G/R est symétrisable:

VeeG,ona: z ' €GetrleG/Retlona:
Torl=zrl=cetz!Z=alz==¢ I'dément neutre de G/R.

Donc 7! est le symétrique de 7.

3.2 Sous-groupe distingué

Soit H un sous-groupe de G.

3.2.1 Définition

On dit que H est distingué dans GG, ou que H est normal, ou invariant dans G, si pour tout z € G,
xH = Hzx

c’est & dire que la classe de = & gauche dans G modulo H s’identifie & sa classe a droite.

Conséquence : R, = Ry

Si H est distingué dans G on note H <1 GG

3.2.2 Caractérisation des sous-groupes distingués

Théoréme

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est distingué dans G : Pour tout © € G, tH = Hx
(i1) Pour tout x € G, xtH C Hx

(iii) Pour tout * € G, xHx ' = H
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(iv) Pour tout x € G, xtHz~! C H.

Preuve
(i) = (ii) : trivial car tH = Hx = «H C Hx

(i) < (iii) : évident car
tH=Hr< cHr '=Haxx '=H

(ii) < (iv) : évident car
tHCHz < xHx ' CHax ' =H

(ii) = (iii) : Si pour tout x € G, xH C Hx alors pour tout x € G, comme x~* € G, on a :
{ x'H C Hx™ !

xHr ! C Hxa™ 1

—1 C —1
d’ou { we” H G zHg donc H C zHx1 C H. D’ou I’égalité.

xHx 1 CH
3.2.3 Remarques

Supposons que H < G.
1) Soit R la relation d’équivalence sur le groupe G définie par :

2Ry < z~ly € H.Alors 2Ry < TRy y€rH =Hr & yr~l € H & zRay.
Donc R = R4 = Ry.

R est compatible avec la composition (& gauche et a droite).

L’ensemble des classes d’équivalence modulo R, G/R est noté G/H.
G/H ={zH :x2 € G} ={Hx:z € G}.

Pour tout x € G, T = ¢l x = xH = Hx appelée la classe de x modulo H.
T= {teG:3he€ Havect=xh} ={zh:hec H}
T={teG:3he Havect=hz}={hz:he€e H} = Hx

La loi de G/H est définie par : (zH) (yH) = (zy) H.

C’est la loi quotient de G modulo H.

L’élément neutre de G/H est e = H.

Le symétrique de zH est 1 H c'est a dire (zH) ' =2 1H = Ha 1.
Proposition:

’G/H muni de la loi quotient est un groupe.‘
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2) Réciproquement, si R, = R, alors cette valeur commune R est une relation d’équivalence compatible
avec la composition et soit H = cl(e).

a) H est un sous-groupe de G.
b)Vz,t € G, t € xH & 2Ryt & aRgt &t € Ha
donc Vx € G, tH = Hx dou H < G.

3) Si G est fini alors toutes les classes ont le méme cardinal que H. Alors si H < G soit
p=card H;on a :

card G =pq ou ¢q est le nombre de classes card G/H;

c’est lindice de H dans G : ’[G :H] =card G/H ‘

’card G = card (G/H ) x card H‘

card G
card H |

card(G/H) =

D’ott le Théoréme de Lagrange:

Théoréme :
Lorsqu’un groupe est fini l'ordre de tout sous-groupe divise ['ordre du groupe.

3) Si K est un sous-groupe de H distingué dans G, alors on a

’card(G/K ) =card(G/H ) x card (H/K )‘

3.2.4 Exemples

1) Soit G' un groupe d’élément neutre 1. Alors G et {1} sont des sous-groupes distingués dans G.

2) Le centre d’un groupe G est un sous-groupe distingué dans G.

Preuve
a) Soit Z(G) le centre de G d’élément neutre 1¢.
*Z(G)={reG:VgeG, zg=9gz} CG

*1g € Z(G) car 1g9g = g = glg Vg € G,

*Va,y e Z(G), Vg G, (zy Hg=y gz =(g'y)ta
=g ) le=gyte=gxy )

donc zy~! € Z(G)

Conclusion : Z(G) est un sous-groupe de G.
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b) Vg e G, 9Z(G)= Z(G)g car
Ve € Z(G), gr =xg
Z(G) < G.
3) Soit G 'ensemble des matrices carrées inversibles de Mo(R) muni de la multiplication.
a
b

Soit H I'’ensemble des matrices M = < Z > ot a,b € R avec a® — b # 0.

a

Soit K l'ensemble des matrices M = ( 0

2)01‘1aERaveca7£O.

H est un sous-groupe de G et K est un sous-groupe de G et de H. (voir 2.5 exemple 8).

Montrons que K est un sous-groupe distingué dans G et que H n’est pas un sous-groupe distingué
dans G :

a) K1 G: VM € G, a-t-on MKM~' C K?

Soient a, b, ¢, d € R tels que M = ( CCL

Z > alors ad — bc # 0.

VN eK,JaeR*: N:(f)‘ 2)204[2

MNM =M (alb) Mt =aM (ILL)M~' =aMM™! =alb=N € K
d’ott MKM™! est contenu dans K.

Conclusion: K < G.
b) VM € G, a-t-on MHM ' C H?

1 1>alorsM€G

SoitM:(O 1

SoitN-(é i)—(i Z)aveca—letb—2eta2—b2——35£0doncN€H

wor = (0 (3 (67
- (3 5)en

MHM ™! n’est pas contenu dans H

donc H n’est pas distingué dans G.

3.2.5 Exercice
Montrer dans ’exemple 3 de 3.2.4 que K est le centre de G.
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3.3 Cas commutatif :
Si G est un groupe abélien, notons + laloi de G. Soit H un sous-groupe de (. Alors

TRy —y+recHerv—yecHE rRay

d’'ott Ry = R4 que l'on note R.
La classe de x a gauche est égale a sa classe & droite: clx=ax+ H = H + .

Conséquences :

Par définition :

T+z=(x+2) ie. cdaz+ cz= c (z+2)
Congruence :

TRy x—y e H. On écrit: x=y ( mod H) eton lit: xz congru a y modulo H.

Exemples :
* Soit G=7Z. Soit H=nZ , neN, R larelation définie par : 2Ry < = —y € nZ

T=9< =y ( mod HnZ) <z —y € nZ < le reste dela division euclidienne de z par n
est le méme que celui de y par n.

L’ensemble des classes est donc Z/nZ = {0; 1; 2; 3; ... ; n—1} quiest donc dordre n
lorsque n > 0.

* G=7/6Z={0;1; 2; 3; 4, 5} est dordre 6.

5=6—-—1=6— 1= —1
D’aprés le Théoréeme (3.1.6), tout sous-groupe de Z/6Z est d’ordre p ou pest un diviseur de 6.

H; = {0} est un sous-groupe de Z/6Z.

Hy ={0; 3} est un sous-groupe de Z/6Z d’ordre 2
3+43=0;0+3=3
Hs ={0; 2; 4} est un sous-groupe de Z/6Z d’ordre 3 :
2+2=14

4+2=0

4+4=2

Table d’addition de Z/6Z.

Otl| || ol Dol =1 I 4-

Y| il wolf oIl = O I

= DI S| | colf Dol Do

Ol | || ol Dol HIf|
DOl | DI Ol i eolf| ol
Wl DI | DI | o] H~]
| ol nolf | DI wlf| o
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COZE 5]

0[0|0|0]|0]|0]|O
1 (0[1[2[3]4]|5

Remarque La table de multiplcation de Z/6Zest {2 [0 |24 |0]2 |4
3010(3[0[3]0]3
4 1042042
510(5[4[3]2]1

(Z/6Z, x) n’est pas un groupe :
il y a un élément neutre qui est 1 mais 2 n’a pas de symétrique.

On peut aussi voir que les seuls ¢léments réguliers (et inversibles) sont 1 et 5.

IV) Morphismes de groupes
4.1 Définition
Soient G et G’ deux groupes.

Une application f : G — G’ est un homomorphisme de groupes ou un morphisme de groupes si

Vr,y € G, f(zy) = f(2)f(y)-
L’ensemble des morphismes de G dans G’ est noté Hom(G,G').

4.2 Exemples

1) L’application f de (Z;+) dans (2Z;+) définie par f(n) = 2n est un morphisme de groupes.

2) ¢: Z — Z/2Z est un morphisme de groupes.
T x

4.3 Proposition

Soient G et G’ deux groupes d’éléments neutres respectifs e et €.
Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors

1) f(e) =¢€
2) Pour tout élément x € G, f(z™1) = (f(z)) ™
3) Pour tout entier mon nul n, f(z") = (f(x))" et, en définissant x=™ par (z")~!, f(z™") =

(f(2)"

Preuve

1) f(e)e = f(e) = f(e.e) = f(e)f(e). Do, f(e) étant régulier dans G’ on a : f(e) = €.

= f(zz=) = f(e) = ¢ = f(z) (f(z))" donc f(z) étant régulier dans G’ on a :
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Pour f(x™™) on utilise la Propriété 2 et le cas n positif ou encore:

f@™) fa™) = fa™ma) = fe) =€ = [f(a™)] " f(a")
done f(z™™) = [f(z")]".

4.4 Proposition

Soient H un groupe, f: G — G’ et g: G' — G” des morphismes de groupes.
Alors, gof : G — G” est un morphisme de groupes.

4.5 Noyau et image d’un morphisme

Soient G et G’ deux groupes d’éléments neutres respectifs e et €’ et soit f : G — G’ un morphisme de
groupes.

4.5.1 Définitions
On appelle noyau de f, et on note ker f, 'ensemble {x € G : f(z) = €'}.

On appelle image de f, et on note Im f, ensemble {f(x): x € G}.

4.5.2 Proposition

(i) Pour tout sous-groupe H de G, f(H) est un sous-groupe de G'.
En particulier, f(G) =TIm f est un sous-groupe de G' et f(H) est un sous-groupe de f(G).

(i3) Pour tout sous-groupe H' de G', f~1(H') est un sous groupe de G.

(iii) En particulier, ker f est un sous-groupe de G.

Preuve

(i) * e € H (car H est un sous-groupe de G) et f(e) =€’ donc f(H) est non vide.
¥ Vhy € H et Vhy € H, hihy' € H, f(h1)f(ha)™t = f(h1)f(hy') = f(hihyt) € f(H).
D’ou f(H) est un sous-groupe de G'.

(i) * fHH)={zeG: f(x)eH}CG
ze fTYH)ssizeGet f(z) e H

* e € H et f(e)=¢ = e€ f~1(H') qui est donc non vide.

* Yy1, y2 € f7H(H'), 3h) et bl dans H' tels que f(y1) = k) et f(y2) = h.
Done f(y1y; ") = fy) f(yz ") = (o) (F(y2) " = b (hy) ™' € H'

car H' est un sous-groupe de G’.
D’ott y1y, + € f~(H') et par conséquent, f~'(H’) est un sous-groupe de G’.

(iii) d’apres (ii), comme {€'} est un sous-groupe de G’, ker f = f~1({e’}) est un sous-groupe de G.
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4.5.3 Proposition

’kerf ={lg} si et seulement si  f est injective.

Preuve

* Supposons que ker f = {15}.
Soient x et y appartenant a G tels que f(z) = f(y).
On a alors f(z) (f(y))™* = 1e clest a dire f(zy~!) = 1 car f est un morphisme.

1 appartient a ker f = {15}.

D’ou zy~
Par conséquent, zy~ ' = 1g et 2y 'y = 1gy et donc « = y; f est donc injective.
*  Reéciproquement : supposons que f est injective.

Soit z appartenant & ker f.

On a alors f(z) = 1gr = f(1g).

D’ot, comme f est injective, z = 1 et ker f est par conséquent inclus dans {14}.

Comme 1¢ appartient a ker f, ker f = {1¢}.

4.5.4 Proposition

Soit f: G — G' un morphisme de groupe. Alors on a:
1) L’image par f d’un sous-groupe distingué de G est un sous groupe distingué de f(G).

2) L’image réciproque par [ d’un sous-groupe distingué de G' est un sous groupe distingué de G.
En particulier, ker f est un sous-groupe distingué de G.

Preuve

1) Soit H un sous-groupe de G.
D’apres la Proposition 4.5.2 (i), 'image par f de H est un sous-groupe de f(G).
Si H est distingué dans G, montrons que f(H) est alors distingué dans f(G) :
Yy € f(G), yf(H)y ! est-il inclus dans f(H)?
yef(G)=3xeG/ flz)=y;
Vze f(H),3t€ H / f(t) = 2. On a alors :

vyt = f@F@) @) = f@) f(Of(a7h) = flata™h) € f(H)

car H1G = wtr'cH
donc yf(H)y=! C f(H) et f(H) est distingué dans f(G).

2) Soit H' un sous-gropue de G'.

D’apres la Proposition 4.5.2 (ii), 'image réciproque par f de H' est un sous-groupe de G.
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Si H' est distingué dans G’, montrons que f~!(H') est alors distingué dans G :
Vo € G, of 1 (H")x ! est-il inclus dans f~1(H')?

ye [TYH) < (yeGet f(y) e H);

Vy € f~Y(H"), on a:

flayz™) = fl@)f(y)fe™) =
1

car H < G'. On a alors :
flayz™ € H' don azyz'e f~1(H)
Conclusion: Vo € G, of Y (H )z~ C f~Y(H');
donc f~(H') est distingué dans G (lorsque H' est distingué dans G).
Cas particulier : H' = {1/} = H' est un sous-groupe distingué dans G’
d’out f~L1(H’) est distingué dans G.
Or f~Y(H") = f1 ({1g'}) = ker f, ker f est donc un sous-groupe distingué de G.

4.5.5 Proposition et définition

Soit H<G. Soit ¢ Uapplication qui & x € G associe sa classe d’équivalence dans G/H.
Alors ¢ est un morphisme de groupe et ¢ est surjectif, appelé surjection canonique de G sur G/H.

Preuve
Soient z et y deux éléments de G alors p(xy) = zyH = (zH) (yH) = o(x)p(y)
donc ¢ est un homomorphisme de groupe.

Vz € G/H, 3z € G tel que z = xH d’ou z = ¢(x).

Donc ¢ est surjectif.

4.5.6 Théoréme Théoreme d’isomorphisme

Soit f un morphisme de groupes de G vers G'. Alors il existe un isomorphisme f :G/ker f —Im f tel
que f=1do0 f op ou p est le morphisme surjectif de G sur G /ker f qui, a tout élément de G associe sa
classe d’équivalence dans G/ker f et ou i est linjection canonique de Im f dans G': y+— y.

C’est a dire que le diagramme suwivant est commutatif :

c L ¢«
pl K

G/ ker f L Im f
Décomposition_canonique
d’un morphisme de groupes.
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Preuve

* D’apreés 4.5.4, ker f est un sous-groupe distingué de G d’ou G/ker f a une structure de groupe
pour la loi induite de celle de G.

* D’apres 4.5.2, 'image d’un groupe par un morphisme est un sous-groupe du groupe image.

Posons N = ker f.

* Construction de f: On pose :

Vz € G/N, f(Z) = f(x) ou x est un représentant de la classe d’équivalence .

* Montrons que [ est bien définie c’est a dire que lorsque x et y sont dans la méme classe alors
f(x) = fy)

Si y est un autre représentant de la classe d’équivalence T associée & z, alors N = yN

d’ot zy~! € N = ker f.

On a alors f(xy™!) = 1g et f(2)f(y™!) = 1g = f(z)f(y)~! =1 d’ou f(x) = f(y) donc f est bien

une application.

~

* f(@9) = f@NyN) = fzyN) = f(ay) = F(y) = F()

f est donc un homomorphisme de groupe.

* Montrons que f est injective.

Soient T =N et y=yN € G/N on a:

1@ = @) & f@) = 1) & F@) F@) ™ =1 (o)
sy leN=kerfozN=yNoz=7

d’ou f est injective.

* Montrons que f est surjective.

Soient z € Im f alors 3z € G tel que z = f(x).

On a alors : z = f(zN) = f(Z).

Conclusion : f est un isomorphisme de groupes et G/ ker f ~ Im f.

* Dapplication 7 : Imf — G’ : x — z est évidemment un morphisme injectif appelé 'injection
canonique de Imf sur G'.

* io}op est Papplication de G vers G’ qui, a tout z de G, associe
iofon(e) = iof (o) =i (FeN) ) =i (7)) = f(o)

Cela montre que iofop = f.
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4.5.7 Endomorphismes et isomorphismes

Soient G et G’ deux groupes et f : G—G’ un morphisme de groupes.

Définitions
Si (G,.) = (G',.), on dit que f est un endomorphisme de G.
L’ensemble des endomorphismes de G est noté End(G) ou Hom(G).
Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de G dans G’.
Dans ce cas, on dit que G et G’ sont isomorphes (ou que G’ est isomorphe a G).
Si f est un endomorphisme bijectif de G , on dit que f est un automorphisme de G.

L’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G).

4.5.8 Proposition

Soient G et G’ deux groupes isomorphes.
Alors, G est abélien ssi G est abélien.
Preuve

Soit f un isomorphisme de G dans G'.
a) Supposons que G est abélien.

Soient x) et zf, appartenant a G'.
[ étant bijective, il existe z1 et zo dans G tels que z} = f(x1) et b = f(z2).
f étant un morphisme, on a zjzf = f(z1)f(x2) = f(z122).

whwy = f(r122) = fwawy) = f(w2) f(21) = w52}

donc G’ est abélien.
b) Supposons que G’ est abélien.

Soient x1 et xo appartenant a G.

f(z1z2) = f(z1) f(22) = f(22) f(21) = f(2271)

comme f est injective, on a : x1x9 = Tox1 et par conséquent G est abélien.

4.5.9 Proposition

’Aut(G) est un groupe pour la composition.

Preuve

27
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* Aut(G) n’est pas vide car il contient I'identité.

* La composée de deux éléments de End(G), donc en particulier de deux éléments de Aut(G), est un
élément de End(G).

En outre, si f1 et fo sont des applications bijectives alors fiofs est bijective d’inverse

(frofo) " = fy tofrt.

D’ou, la composée de deux automorphismes de G est aussi un automorphisme de G.

Aut(G) est donc stable pour la composition des applications.

Soit f appartenant & Aut(G). Posons h = f~1.

Montrons que h appartient & Hom(G) : soient z et 2’ deux éléments de G.

f étant un morphisme, f(h(x)h(z")) = f(h(x))f(h(z')) = z2’ = f(h(xz')) car h = f~! = foh = Idg.

D’ow, f étant injective, h(z)h(z') = h(za').

De plus, h est bijective d’inverse f donc h appartient a Aut(G).

(Aut(G), 0) est un groupe.
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UFR SFA EXAMEN D’ALGEBRE 1 DE 2°™¢ SESSION SFA 2 MIA + TCI 2004-2005

’Durée: 2h 30 mn‘

Exercice 1:

On consideére le systéme de n équations a n inconnues

2ax1 + x2 = 2

T + 2ax9 + 23 = 0

To + 2ax3 + x4 = 0
(>2n)

Tpn—2+2axp—1+2x, = 0

Tp_1 + 2ax, = 0

ol a est un parametre réel. Soit A, (a) le déterminant de (> _,,).
1) Ecrire la matrice de (> ,,) dans la base canonique de R"

Exprimer A, (a) en fonction de A,_1(a) et de A,_2(a).
2) Etablir que si A, (a) # 0, en convenant que Ag(a) =1 alors = = (—1)

3) On suppose que |a| < 1 et on pose a = cos¥b.

Calculer si possible A, (a) et zj pour n =4 et 6 = % Résoudre alors (D _,) .

Exercice 2

Soit G I’ensemble des applications f,; de R dans R définies par : f, () = ax + b, avec a € R* et b € R.

a) Montrer que G est un groupe pour la composition des applications.

b) Soit H I’ensemble des applications f; ;. Montrer que H est un sous-groupe distingué de G et que

G/H est isomorphe a R*.
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Exercice 3

Soit u 'application linéaire de £ = R? dans R? dont la matrice associée par rapport & la base canonique
est

3
M= -1
1

— ==
= o O

1) Montrer que A = 2 est une valeur propre de u.

2) Montrer que le noyau Ny de (u — 2Idg) est contenu dans le noyau No de (u — 2Idg)? et que
dim Ny = dim N, ou Idg est application identique de FE.
Montrer que M n’est pas semblable a une matrice diagonale.

3) M est-elle trigonalisable? si oui trigonaliser M.

4) Calculer M™ pour n € N*.

dxl

7dt =3x1 + 29 + et
4 N d9:2
5) Résoudre le systéme : (D)) = +x9—t
8 b an+
— =x1+x2+x
o 1+ T2+ 23
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Corrigé de examen de 2°™¢ session d’Algebre 1 MIA-TCI SFA,
Exercice 1:
On consideére le systéme de n équations a n inconnues
( 2ax1 + x9 = 2
[ 20 1
T + 2ax9 + x3 = 0 1 2
To + 2ax3 + T4 = 0 0 1
1) (X2) Mp(a) = |
............................ Tn—2 + 2ax,-1 + xp, 0 0
Tp_o+ 2ax,_1 +2x, = 0 _ 8 8
Tp_1 + 2axy, = 0
2 1 0 0 0 0
1 2a 1 0 0 0
0 1 2a 0 O
Ay (a) = =2aA,_1(a) — Ap_2(a)
0O 0 . . 22 1 0
0 0 0 1 2a 1
o 0 0 --- 0 1 2a
2) Si Ap(a) # 0, en convenant que Ag(a) = 1 alors
2 1 0 --- 0 2 O 0 O
1 2a 1 0 0 O 0 O 1 2a 1
0 1 2« -~ 0 0 0 O 0 1 2a
A — 2¢ 0 O — 9(_1)k+1
o 1 0 1 =1)
0 2a
0 0
0 0 2a 1 0 0 0 O
0 0 0 1 2a 1 0 0 O
0 0 0 1 2a

2004-2005
0
1 0
2a
0 1
0 0
0 0
0
1 2a O
1 1
2a
2a
1
0

2a

31
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1 2a 1 0 0 0 0 O
0 1 2a 0 O 0 O
2¢ 1 0
1 2a 0
0 1 1
Ay, = 2(—1)FH1 0 2% =2(=1)*" A, k(a)
0 0 2a 1 0 0
0 0 O 1 2a 0 O
- 2a 1
o 0o 0 --- 0 1 2a
Al’k k An*k(a)
= =2(—-)F =20 vk e 1
Tk An(a) ( ) An(a) € [ 7n]

3) On suppose que |a| < 1 et on pose a = cos¥b.

Ap(a) = Ap(cosb)

sin 26
Aj(a) =2a =2cosf = nd
|20 1 | _ o L 2__sin39
Ay(a) = 1 2a)-4a 1 =4cos“0 1_sin9
2 10 sin 460
As(a)=| 1 2a 1 |=8a®—4a=28cos3f —4cosf = —
0 1 2a sin 6
i 1)6 inn# cos 0
Montrons que A, (a) = w =cosn m
sin 0 sin 6
1) C’est vrai pour n =0, 1, 2
i 1)6
2) Supposons que Ay, (a) = w Vn € [1; k]
sin
Alors Agi1(a) = 2aAk(a) — Ag_1(a)
in(k+1)6 in k6
D’aprés I'hypothése de récurrence, Ag(a) = M et Ag_1(a) = SIF
sin 6 sin 6

sin(k+1)0  sinkf  2cos@sin(1+k)0 —sinkd
sin 6 sinf sin 6

donc Agyq1(a) =2cosf

2cosfsin (1 + k)0 — sinkf =7
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sin (2 + k) @ = sinf cos (1 + k) O+cos @ sin (1 + k) @ = sin 0 cos O cos k@ —sin? O sin kO+cos O sin (1 + k) 0
sin @ cos k = sin (1 + k) 6 — cos  sin k6
sin (2 4 k) 0 = sin (1 + k) 6 cos § — cos? O sin k6

sin (2 4 k) 0 = (cos ) ([sin (1 + k) 6 — cos 0 sin kf]) —sin? 0 sin kf+-cos O sin [(1 + k) 0] = 2 cos O sin (1 + k) —
sin k6

_ sin(2+k)0
Agi1(a) = T &n®
3) Conclusion : Vn > 1, A,(a) = W

sin(n—k+1)60

Ap_i(a) ind sin(n—k+1)60
—9(—1 k+1—/n —92[(=-1 k+1 : sSin = (=1 k+1
e =2=1) Ap(a) (=D sin(n+1)60 (1] sin(n+1)60
sin
) T
x sin(d—k+1)— ' T
pourn:4 et9:€,ajk:2[(—1)k+l] B 6 :2[(—1)k+1] Sln(4—k+1)g .
sin —
6
OINE
4 2
21 = 25in o Z 96in 2T = /3 29 — —2sin oF = —2sin & = —2
6 3 6 2
2sin 2% — 2sin ~ — /3 2sin = = —1
T3 = 281N — = 281 - = ;3 = —28In — = —
3 5 3 ;X3 5

5 =1{v3 -2 v3 1}

\/§$1+$2:1

T1 4+ V31 + 23 =0
Méthode directe (3 _,) : ,
T2 +V3r3+ 24 =0

[ 73 +V324=0

S={z1=V3; xa=-2; 23 =V3; x4 =—1}
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Exercice 2
Soit G 'ensemble des applications f,; de R dans R définies par : f,(z) = ax+0b, avec a € R* et b € R.
a) *Va,ce R*et b,deR, Vz €R fopofca(x) =a(cx+d)+b=acx+ad+b= focadtrs().

fapofed = facaa+b € G car ac € R*. La loi o est donc stable dans G.

* La composition des applications est associative en général.

*fio€ G etVaeR*, VbeR, fopofi0 = fap = f1,00fap donc fio est I'élément neutre de G.

*V(a,b) € R* xR fop0fi/a-/a = faja,—b+p = f1,0 donc fi/q _p/q est Uélément symétrique de f,p
dans G.

Conclusion : (G, 0) est un groupe.
fa00f1,1 = fag et friofa0 = fo1 # fo2 car f21(0) =1, mais fa2(0) =2
(G, 0) est un groupe.non abélien.
b) Soit H I’ensemble des applications H = {f1; : b € R}
*H # 0 car fi10 € H.
*H CG.
*Vf,he H soilent bet de R / fip=f et fiq=h,
foh ! = fl,bofi(} = fipof1,—a = f1,—a+» € H.
Conclusion : H est un sous-groupe de G
*Vge G,VYhe H, solent a c R* et b,d € R / fop =g et frqg=h,

g 'ohog = fof1a0fap = fry0fabrd = f1ja-b/aOfabrd = fra/a € H

donc H est un sous-groupe distingué de G.

*Soit p: G — R*
fap — a
@ (fapofea) = ¢ (facadrv) = ac =@ (fap) X ¢ (fe,a)
donc ¢ est un morphisme de groupe; ker o = ¢~ ({1}) = H.
D’apreés le premier théoréme d’isomorphisme, G/ ker p ~ Imp = R*

donc G/H est isomorphe a R*.
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Exercice 3 Soit By la base canonique de R3.

320
HDM=|0 10|,
111
3-X 2 0
Py(X)=| 0 1-X 0 |=—(X-3)(X-12=-X345X2-7X+3
1 1 1-X

[\)
=]
—

3 20
0 1 0 |, les vecteurs propres: 3 < e1
1 11

0 ,1H€2 0 , €3 -1
1 Bo 1 Bo 0 Bo
2 0
Soit B = {e1;ea;e3}; c’est une base de R? et la matrice de passage de By a Best P= | 0 0
1 1
S 1 -
- 0
. 2 2
2 0 1
Pl=|00 -1 = 1 1
1 1 0 2 2
| 0 -1 0]
S 1 0_
2 2
320 2 0 1 300
D=plap=| 1 1 010 00 —1|=|010
2 111 11 0 0 0 1
| 0 -1 0|
b) Déterminer A™
S 1 -
e ()
n 2
2 0 1 300
A"=pPD"P =10 0 -1 010 S
1 1 0 0 01 2 2
| 0 -1 0]
S 1 0_
2 0 1 3" 0 0 22 3" -1 0
A"=10 0 -1 0 10 _1_}1:10 1110
11 0 0 01 2 2 Zgn_ - Z3n_ - |
2 2 2
| 0 -1 0|

35
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(d
%:3371—1-2@4—215
d 2t
c) (22 %:xz—t S X' =AX+®,00d= | —t
0
dzs
\ E:m—i-xz—i—xg
Posons Y = P71X et ¥ = P~ 1®.
- 0_
2 2
2t St
-~ —- 1 —<t
2 2 0 2
t
0 -1 0|
1 1
vl 300 U1 5t 3y1+1§t
() ev=plaxtw=py+ve |4 = 01 0||w|+| L =], T
/
Y4 00 1 Ys 2 2
t Y3+t
1 ( 1
l: *t /I :*t
(0 3y1+2 Y1 — 3y 5
1 1
& &
vy =y2 — 5t Yo~ Yo = —5t
Yys =ys +1 Yy —ys =t

YL =3y1 & yig = C1e™; y1, = C1(t)e™
Yip = Cr(t)ed + ..
Ch(t s _ Ly C’t—lt_?’t Ci(t) = Lie—stgr = — Lo 3t+1
1(t)e =g5t= 1()—26 = Ci(t) = 5te =—15€ (Bt+1) =

1

1
= 016315 — TS (3t + 1)



s Fomesoutra.com

CR SCUCr<R .
Docs a portée de main

Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana

vh —1y2 =0 yh = yo < yam = Cae’; Yop = Co(t)e!
Yo, = C(t)e' + ...

Ch(t)e! = —%t = C)(t) = —%te_t = Cy(t) = — / %t@‘tdt = %e_t (t+1)=

1
3/2p:§(t+1)

1
y2202€t+§(t+1)

Ys — Y3 =
Y5 —y3 =0 y3 = y3 & yam = Cse'; ysp = C(t)e’
Yz, = Ca(t)e’ + ...
C’é(t)et:t:>(]§(t):te_t:>03(t):/te_tdt:(—t—l)e_té
y32036t—(t+1)
[ 1 T [ 4 10 T
3t 1 9 3t t_ 4
Cie 13 (3t+1) Cie’ + Cze 3t 9
2 0 1
_ _ _ 1 = — t
X=PY=|0 0 -1 Coct + = (t+1) = Cse' +t+1
11 0 2
¢ C’63t—+-C'elf'—i-lt—ké
036 —(t+1) i L 1 2 3 9 |
3—-X 1 0
i) 1) Py(X)=| -1 1-X 0 |[=-X345X2-8X+4+4=—(X—-1)(X-2)?
1 1 1-X
0 -1
les vecteurs propres: uw | 0 | <1, v 1 — 2
1 0

2 est une racine doube de Py (X), donc 2 est une valeur propre doube de M.
Mais le sous-espace propre associé & 2 est de dimension 1; donc M n’est pas diagonalisable.

2) les valeurs propres de M sont toutes dans R donc M est-elle trigonalisable.

37
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10
Trigonalisons M: Cherchons une matrice 7= | 0 2 1 | semblable & M.
00
3 10 T -1 x
flwy=v4+2w< | -1 1 0 y|l=111|+2|y |+
1 11 z 0 z
3z +y —14+22 3r+y=-1+4+2zx r4+y=-—1
—z+y |=| 1+2 |+={ —2+y=1+2y <= zty=-1 = z2=-1
r+y+z 2z r+y+z=2z r+y==z
Pourz =0,y=—-letz=-1 ona: w=(0,—1,-1)
T=P'MP
0 -1 0
Pr=MBy;B)=|0 1 -1
1 0 -1
-1
0 -1 0 -1 -1 1
Pl=10 1 -1 =| -1 0 0
1 0 -1 -1 -1 0
-1 -1 1 3 10 0 -1 0 1 00
T:Pl_lMPlz -1 0 0 -1 10 0 1 —-1]=]10 21
-1 -1 0 1 11 1 0 -1 0 0 2

3) Déterminer M™ pour n € N*.

M=PTP'= M"=PTP'PTP[' - -PTP'PTP[' = PT"P[!

1 0 0 1 0 0 1 0 0
=10 2 1 02 1]|=1]0144
00 2 00 2 00 4
10071007 [10 0
=10 4 4 02 1|=1]0 8 12
004][00 2| 00 8
10 0710 0] (1 0 0
T =10 8 12 02 1|=1]0 16 32
00 8 ][00 2] 0 0 16
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1 0 0
Montrons que 7" = | 0 2" n (2”_1) Vn > 0.
0 0 2n

a) C’est vrai pour n =0, 1, 2

1 0 0
b) Supposons que TF=|0 2F k (2k_1) pour k£ > 0.
0 0 2k
1 0 0 1 00 1 0 0
Alors TH1 = | 0 2F f(21) 02 1|=|0 2x2F 242281 | =
0 0 2k 0 0 2 0 0 2 x 2k
1 0 0
0 2k+1 (]-ﬁ—l—l) 2(k+1)71
0 0 2k+1
1 0 0
¢) Conclusion : Vn >0, T" = | 0 2" n(2"})
0 0 2"
0 -1 0 1 0 0 -1 -1 1
M"=PT'P/'=]0 1 -1 0 27 n(201) -1 0 0
1 0 -1 0 0 2" -1 -1 0
2" 4 n2n—l n2n1 0
M'=| —m2"1 —p2nl 4 2n 0
2" — 1 2" —1 1
(n+2)2n1 n2n1 0
M" = —n2"t (—n+2)27t 0
p 2n —1 1

39



s Fomesoutra.com

CR SCUCr<R .

Docs a portée de main

40 Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana

UFR SFA Examen de 2°™¢ session d’Algebre 1 TCSM- SFA,

’Durée: 2h 30 mn‘

Exercice 1

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe.

1) Montrer que le noyau de f est un sous-groupe distingué de G

2) Montrer que I'image par f d’un sous-groupe distingué de G est un sous groupe distingué de f(G).

Exercice 2

Soient G = {(z;y) € R? : & # 0} et la loi de composition définie par : (z;y)(a',y) = (za', 3y + y).
a) Montrer que G, muni de cette loi de composition, est un groupe. Est-il abélien ?

b) Soit H la partie de G formée des couples (z;y) tels que z = 1. Montrer que H est un sous-groupe
distingué de G et déterminer G/H.

Exercice 3
1 2 =2
I) Soit A= 0 -1 0
-2 -2 1
1) Déterminer les sous-espaces propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable sur R?

2) Réduire la matrice A si possible.

3) Calculer A" pour n € N*.

(d
%:x1+2w2—2w3+t
. N . dxo
4) Résoudre le systéme suivant :  (>]) = T 2t
d
% = —2z1 — 222 + 73
1 2 =2
IT) Reprendre les questions 1) a 3) de I) pour la matrice B = 0o -1 2 a la place de A.

-2 -2 1
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Corrigé de 'examen de 2°¢ session d’Algebre 1 TCSM- SFA, 2004-2005

Exercice 1
Soit f : G — G’ un morphisme de groupe.
1) Montrons que le noyau de f est un sous-groupe distingué de G
Soient e et €’ les éléments neutres de G et G’ respectivement.
a) Soit H =%ker f ={z € G/f(x)=¢}.
x H# () car f(e) =¢ = e € ker f.
x H C G, trivial.
*Va,y € H, flay™) = fa)f(y™) = f@) [f)] " =& () =¢
donc zy~! € ker f = H.
Conclusion: H = ker f est un sous-groupe de G.
b) Va € G, xHx ! est-il inclus dans H?
Vhe H, faha™) = f@)f()f (z7Y) = f@)e fx) ™ = f@)fa) ™t = ¢
donc zha~! € H et zHz~! C H.
Conclusion: H < G.
2) Montrons que I'image par f d’un sous-groupe distingué de G est un sous groupe distingué de f(G).

a) Montrons que 'image par f d’un sous-groupe distingué E de G, c’est a dire f(FE), est un sous-groupe
de G’ :

* f(E) #0 car f(e) = ¢ € f(E).
* f(E) C G, trivial.
*Va,ye f(E), Ja,be G/ fla)=xzet f(b)=y
zy~t = f(a) (f(b) " = f(ab™') € f(E) doncay™! € f(E).

Conclusion: f(FE) est un sous-groupe de G’ et pour les mémes raisons f(G) est ausi un sous-groupe
de G;

comme f(G) contient f(E), f(E) est un sous-groupe de f(G).
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b) f(E) < f(G):
Vo € f(Q), zf(E)z~! est-il inclus dans f(E)?
xz € f(G) = Ja € G/f(a) = x;

Vy € f(E), 3be E/f(b) =y on a alors :

zyz~ = f(a) () [f(@)] ™" = f(a)f(b)f(a™") = f(aba™") € f(E) car E QG = aba™' € E
donc zf(E)z~' C f(E) et f(E) est distingué dans f(G).
Exercice 2
Soient G = {(z,y) € R? : x # 0} et la loi de composition définie par :

(z,9) (@, y) = (z2', 2y +y).

a) Montrer que GG, muni de cette loi de composition, est un groupe. Est-il abélien ?
* La loi est interne dans G (donc G est stable):
V(z,y), (@, y) € G ona x#0eta’ #0donc za’ #0 et (z,y)(a,y) = (za’, 2y + y) € G.

* La loi est associative dans G. En effet, V (z,v), (2/, ), (", y") € G,
[(,9)(@", )] (2",y") = (z2', 2/ + y) (2", y") = ((z2’) 2", (z2) y" + 21/ +y)

[(x,y)(wl,y/)] (x//,y”) _ [:c (I/x//) Lz (J:/y// + y/) + y] _ (%y) [(x/x”, (I/y" + y/)} _ ($’y) [(x/,y/) (:U//’y//)] '

*(1,0) est I’élément neutre de G: (1,0) € G et YV (z,y) € G,
(z,9) (1,0) = (z x 1,z x 0+ y) = (x,y) et (1,0)(z,y) = (1 xz,1 xy+0)=(z,9)
*V(z,y) € G, (z,y) est symétrisable dans G.
En effet, x 20 et (1/z,—y/z) € G et 'on a:
{ (z,y) (V/z, —y/x) = (z x (/)2 x (—y/z) +y) = (1,0)
(

Uz, —y/x) (z,y) = (1/z) xz, (1/z) x y + (-y/z)) = (1,0)

Conclusion : G est un groupe.
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* Est-il abélien ?

(2,1)(1,1)=2x1,2x1+1)=(2,3); (1,L1)(2,1) = (1x2,1x1+1)=(2,2) #(2,3) =(2,1)(1,1)
donc G n’est pas abélien.
b) Soit H la partie de G formée des couples (z;y) tels que x = 1.
i) Montrons que H est un sous-groupe de G .
H={(1,a):aeR}.
x H # () car (1,0) € H.
x+ H C G, trivialement.
%V (1,a),(1,0) € H, (1,a) (1,b) ' = (1,a) (1,=b) = (1 x 1,1 x (=b) +a) = (1,a — b) € H.
donc H est un sous-groupe de G.
ii) Montrons que H est distingué dans G :
V(z,y) € G, (z,y) H (z,y) " est-il inclus dans H?

V(1l,a) € H,on a:

(z,9) (La) (z,9)"" = (z,za +y) (1/z,—y/z) = (x x 1/z,2 x (~y/z) + za +y) = (1,za) € H

done (z,y) H (z,y)" ' C H.
Conclusion: H <1 G.
V(z,y) € G,on a:

(,y) H={(z,y) (1,b) : b e R} = {(z,xb+y) tels que be R} ={z} xR
’G/H = {{z} x R tels que = € R*}

Exercice 3
1 2 =2
I) SoitA=| 0 -1 0 |,
-2 -2 1

1) Déterminer les sous-espaces propres de A
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Pia(X)=—(X?-X?-5X-3)=—(X-3)(X +1)°

1 2 =2 T T
Pour \; =3, (z;y;2) € Ey, & 0 -1 0 y | =31 vy
-2 =2 1 z z
T+ 2y —2z=3x —2x+2y—22=0 y=20
& —y =3y & —4y =0 &
—2x —-2y+z2=3z —2x—-2y—2z=0 z=-

& (ryy;2) = (23,0, —x) =z (1;0; —1) = 2y

1
otvi | O {v1} est une base de E},.
-1/,
1 2 =2 T x
Pour Ay = —1, (z;y;2) € E), & 0 -1 0 y | =D vy
-2 -2 1 z z
T+2y—2z=—x 20+ 2y —2z=0 z=z+y
& —y=—y & y=1y &
2 -2y+z2=—=2 —2x—2y+2z=0 z=xz+y
& (wy;2) = (wysz +y) =2 (1;,0,1) +y (0 1;1) = wva + yos
1 0
ounvg | O etvg | 1 {va,v3} est une base de E),,
1 B 1 B

h; = dim E, = k; I'ordre de multiplicité de \;¥i donc la matrice A est diagonalisable sur R.

2) Réduisons la matrice A : Soit B = (v, v9,v3)

1 10
La matrice de passage de B a B’ est P = 0 01
-1 1 1
11
. 2 2 2
1 10
La matrice de passage de B’ a B est P! = 0 01 =1 1 1
-1 1 1 2 2
0 1 0

Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice par rapport a B est A.

La matrice de f dans B’ est alors D = P~'AP
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11 1
2 2 2
1 2 =2 1 10 3 0 0
D=ptap=| 1 1 1 0 -1 0 0 01 |=|0 -1 0
2 -2 -2 1 -1 1 1 0 0 -1
0 1 0

3) Calculons A™ pour n € N*.

D=P'AP= A=pPDP ' = A" = (PDP )" = PDP 'PDP'...PDP™' = PD"P!

1 1 1
2 2 2
1 10 3" 0 0
A"=PD"P'=1| 0 0 1 0 (=)™ 0 11 1
-1 1 1 0 0 (-1)" 2
0 1 0
R N e =k
A" = 3 0 2(—1)" 0
=3 (DT S+ (DT 3+ (DT
1, . 1 1 1 1 1
- 7_1’)’1, 77),_7_171 __—an 7_177/
A" = 0 (=" 0
1 1 1 1 1 1
53 +2( ) 53 +2( ) 53 +2( )
d
%:x1+2x2—2x3+t
4) Reésolvons le systéme suivant : (D)) % = —x9 — 2t
d
% = —2x1 — 2x9 + 3
- dny ]
dt
x1 x d
e X =AX+d, o0 X=|a |, X' =2, | =] 2
T3 xh dt
dza
L dt 4
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t
et = | —2t
0

Posons Y = P 1X et U = P~ 1®.

L
1 1 2
5 5 5 t
2 2
A A )
2 2 2 0 2
0 1 0
—2t
C L
——t 3y, — —t
/ 2 nTy
Y, 3.0 0 1
()Y =P MAX4U =DY4U & | g | =0 -1 0 v |4 3 | = S St
7 2
Ys3 0 0 -1 Y3 2 2
_—Qt_ _—y3—2t_
R 3y = L
Y1 =95u1 B n Y1 = 9
3 3
T b= gt T vhtm=t
Y3 = —y3 — 2t | Y3 tys =2t

L’équation homogene associée a la premiére équation est
Y1 —3y1 =0 & yiw = Cie®; y1p = Ci(t)e™

Y1, = C1(t)e* + ...

1 1 1 1
Ci(t)edt = —5t= Ci(t) = —ite*i”t =Ci(t)=— 5t(f3'%1lt = Ee*?”t (Bt+1) =

1

1
Y1 = 01€3t + TS (3t + 1)

3
Yh 4+ y2 = §t a pour équation homogeéne associée :
/ — I _ —t. _ —t
Yy +y2 =05 yy = —ya & yam = Coe™ "5 ygp = Ca(t)e

Yo, = Ch(t)e ™" + ...
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Cht)e—t = St = cyt) = %tet = Oy(t) = %ftetdt _ g (t—1)et =

2
3
Yop = 5 (t—1)
¢, 3
yo = Che —|—§(t—1)
Y5 + y3 = —2t a pour équation homogene associée :

Yy +y3s =0 ys = —y3 & ysg = Cze ™5 yzp = Cy(t)e™"

Y3, = Cs(t)e " 4 ...

Ch(t)e ™t = =2t = Cj4(t) = —2te' = C3(t) = =2 [teldt = -2(t — 1) e' =
ysp=—2(t—1)

y3:C’3et—2(t—1)

[ 1 i [ ) 13 i
Cre3t + = (3t+1) Cre3t + Cye™t + Fiduiry
1 1 0
X=Py=| 0 0 1 C’ge_t+§(t—1) = Cset — 2t + 2
-1 11 2
t —Ce3t+Ce*t+Cet—gt+%
036 -2 (t - ].) ] L 1 2 3 3 9 |
) 13 2 4
S = { <01€3t + Che t + gt — 5; Cset — 2t + 2; —Cle‘% + Coe™t + Csel — gt + 9> }
1 2 =2
IT) Reprenons les questions 1) & 3) de I) pour la matrice B = 0o -1 2
-2 -2 1

1) Déterminons les sous-espaces propres de B.
Le polynome caractéristique est Pp(X) = — (X? - X - X24+1) = — (X +1) (X — 1)%;
les valeurs propres sont y; = —1 et v = 1.

Pour v; = —-1:

47
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1 2 =2 x T rT+2y—22=—x
(z59:2) € By, & 0o -1 2 y |=-1)1 vy |< —y+2z=—y
-2 -2 1 z z —2r—2y+z=—z2
204+ 2y —22=0 z=0
& 22=0 & & (z;y;2) = (3 —2;0) = 2 (1;—1;0) = zuy
—2x—2y+2z=0 Yy=—x
1
onu | —1 {u1} est une base de E,,.
0 B
Pour v9 = —1:
1 2 =2 x T r+2y—2z=x
(ziy;2) €EEyy & | 0 -1 2 y |=|v]e “yt22=y
-2 =2 1 z z —2r—-2y+z==z
& “w+22=0 & & (z5y;2) = (—ysysy) =y (L 151) = yup
—2z—-2y=20 Yy=—a
-1
o ug 1 {u2} est une base de E,,
1
B

hy = dim E,, # k; Pordre de multiplicité de 5 donc la matrice B n’est pas diagonalisable sur R.

2) Réduisons la matrice B :
B ayant toutes ses valeurs propres dans R, elle est trigonalisable sur R.

Soit g I’endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a B est B.

1 0 0
Soit By = (u1, ug,us3) ot ug = («; 5;9) a déterminer de telle sorte que M (g; B1) =T = 0 ~y 1
0 0
-1 0 0 1 2 =2 « -1 Q@
T = 0 1 1 |etg(us)=us+us= 0o -1 2 B | = 1 +| B8 |&
0 0 1 -2 =2 1 ) 1 )
a+28—25 a—1 26— 25 = -1 28— 925 = —1
—B+20 =| 64+1 | & —28+20=1 &< —26+4+2i=1
90— 2846 §+1 90 —-28=1 20 —28=1

1
@Bzé—ieta:—d



s Fomesoutra.com

CR SCUCr<R .

Docs a portée de main

Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana 49

1
Parexemplea:Oéﬁ:—ietc?:O

1
Prenons ug = <0; ——; O)

27
1 -1 0
La matrice de passage de B a By est P = -1 1 —%
0 1 0
1 -1 0\ * 1 0 1
La matrice de passage de By a Best P, = | —1 1 —% = 0 0 1
0 1 0 -2 20
La matrice de g dans Bj est alors T' = Pl_lBPl
1 0 1 1 2 -2 b 1.0 0
T=pP'BPL=| 0 0 1 0 -1 2 -1 1 —= |=[ 0 11
2 20/ \ -2 -2 1 0 1 o 0 0 1

3) Calculons B™ pour n € N*.

T=P'BPy=B=PTP'=B"= (TP ") =PTP 'PTP ' - - PTP' = P,T"P;?

-1 00 -1 0 0 1 00
=1 0 1 1 0 11 ]=(012
0 0 1 0 0 1 00 1

1 00 -1 00 -1 .0 0

T3=T?T=|0 1 2 0 11 ]=( 0 13

00 1 0 0 1 0 0 1

Raisonnons par récurrence sur n pour montrer la propriété :
(=" 0

T = 0 1

0 0

pour tout n > 0

— 3 O

* clest vrai por n =0; 1 et 2

0
* Supposons que la propriété est vraie pour k : TF = 0 1
0
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(-1)% 0 0 -1 0 0 (-D)* 0 o
alors TH+1 = TFT = 0 1 k 0 11 |= 0 1 k+1
0 0 1 0 01 0 0 1
la propriété est donc vraie pour k + 1.
(-)" 0 0
On conclut que T = 0 1 n |Vn>0
0 0 1
1 -1 01 (-1)" 0 0 1 0 1
B"=PT"'P['=] -1 1 -5 0 1n 0 0 1
0 1 0 0 0 1 -2 -2 0
(—1)" +2n 2n (-1)" -1
B"=| —2n+(-1)""4+1 —2n+1 (-1)""t 41
—2n —2n 1
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UFR SFA Examen de 1¢¢ session d’Algebre 1 TCSM- SFA,

’Durée: 2h30‘

Exercice 1 (6 points)
On considére, dans le groupe multiplicatif GLs (R) des matrices carrées d’ordre 2 inversibles,

a

I'ensemble G = {( b

2) avec a € R* b e R, CER*}.

1) Montrer que G est un sous-groupe non abélien de GLy (R).

2) (i) Déterminer le centre de G.

(ii) Soit K = {< “ 2 ) € G avec b= O}, K est-il un sous-groupe de G? Est-il distingué dans G

b
3) SoitH:{<

2 ) eGaveca=c= 1} et f lapplication de G dans R* x R* définie par

S Q

(i) Montrer que f est un homomorphisme de groupes de G dans R* x R*.
(ii) En déduire que H est un sous-groupe distingué de G.
(iii) Montrer que le groupe G/H est isomorphe a R* x R*.

Exercice 2 (7 points)

-4 6 6
On considére la matrice A= | 0 -1 0 | € M3(R)
-3 6 5

1. Déterminer a ’aide du Théoréme de Cayley-Hamilton I'inverse de la matrice A.
2. Déterminer les sous-espaces propres de A. Que peut-on conclure?

3. Soit f lapplication linéaire de E = R3 dans R?® dont la matrice associée par rapport a la base
canonique est A.

Déterminer une base de ker(f — 2Idg) et une base de ker(f + Idg).

4. Expliciter une matrice P inversible telle que D = P~' AP soit diagonale.
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Exercice 3 (7 points)
0 -2
1 1

0 -2

Soit A =

N O W

1) Montrer que la matrice A est diagonalisable sur R et diagonaliser A.

2) Calculer A™ pour n € N*.

d
% =3x1 —2x3 +1
, . . dzo
3) Reésoudre le systéme suivant : (D)) — =2 +ax3—t
dxg
L 7dt = 2.%'1 — 2.%'3
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CORRIGES ET INDICATIONS

Exercice 1
a 0
G:{(b c)avecaER*,beR,ceR*}.

1) Montrons que G est un sous-groupe de GLs (R).

*G#@car(é (1)>€G.

*GgGLz(R),aeR*,etceR*:»<a

b
a 0 a 0
*VM-(b c>€GetVN—<b, C,)EG,

2 ) est inversible Vb € R.

a
—1 _ 0

—1 a 0 a 0 /
MN :<bc)(b’ Cl> = bacb/ E

a ) cb’

R et - € R* donc MN~! € G.
C

-—¢€
Y
!/ al alcl

donc G est un sous-groupe de GLy (R).

*soientA:<; g>etB:<_11 (1)>
AB_G g><—11 (1)>_<(1) g)
pa=( 1 0) (3 9)= (1 8)#as

donc G n’est pas abélien

2) (i) Déterminons le centre de G:

53
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. au 0 B au 0
& Vu,w € R* et Vo € R, <bu+cv cw>_<va+wb cw)

S Yu,w € R* et Yo € R, bu + cv = va + wb

& Vu,w € R* et Vo € R, b(u —w) + (¢ —a)v =0

Cela équivaut au fait que b=0et c—a=0cest adirec=aet b=0

20 ={(5 0)wexh Lo} 0} uex)

Z(G)={aly:a € R"}

(ii)Soith{(S 2>:aER*etc€R*},

Montrons que K est un sous-groupe de G.
x K # () car I, € K.

x K C G..

!/
svM={( % " Yereaww=(% % )ecxk,
0 ¢ 0

=
L
I/~
o Q
o o
S~
N
o
Q\o
N~
L

Il
o’
Ulo ©

ﬁ, € R* et E/ € R* donc MN~! € K.
a c
donc K est un sous-groupe de G.

* Est-il distingué dans G7

!/

« VM = ( Z 2 ) € K et YN = ( ‘(L) S, ) € K, MNM~! appartient-il & K?
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Supposons que b # 0 i,e., M € G — K.

a 0
Alors MNM™' = | b(d —¢)

a

, | appartient & K si et seulement si a’ = ¢’.
c

a 0

0 < > de K tels que a’ # ¢/, MNM~! n’est pas toujours contenu

Comme il existe des éléments (

dans K.

Par conséquent K n’est pas distingué dans G.

-1
. (10 (10 1 _ (10 _ 1 0
Parexemple51M—<1 1)etN—<0 2>,onaM —<1 1) _(_1 1)

3) Soit f lapplication de G dans R* x R* définie par

(32))-o

(i) R* est un groupe multiplicatif et R* x R* est un groupe muni de la loi produit:

(al,cl)(a2,02) = (a1 X az,c1 X CQ)

Soienth(Zﬂ)etM’z(Z,,S,)EG
; (a0 a 0\ aa’ 0
MM_(b c><b' c’>_<ba'+cb’ cc')
fF(MM') = (ad’,cd) = (a,c)(a’,d) = f (M) f (M)

donc f est un homomorphisme de groupes de G dans R* x R*.

(ii) Ona: H = {( 11) (1) ) tbe R} ‘et I’élément neutre de R* x R* est (1,1).

On sait que ker f est un sous-groupe distingué dans G.

kerfz{(Z 2)6G:(a,c):(1,1)}:{<é ?):beR}:H.
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donc H est un sous-groupe distingué de G.
(iii) On sait que G/ ker f ~ Im f = {(a,c) : a € R* et ¢ € R*} = R* x R*
En fait, f est surjectif. Par conséquent, G/H ~ R* x R* :

le groupe G/H est isomorphe a R* x R*.

Exercice 2

-1

-4 6 6
A= 0 -1 0
-3 6 5

1. Le polynome caracteristique de A est : Py(X) = — (X®-3X —-2) = — (X —2) (X + 1)2

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0 donc — (A3 —3A - 2[3) =0

1
A3—3A—213:0:>A3—3A:213:>§(A2—313)A213

D’ou A est inversible et

-4 3 3
. L[4 6 6 -4 6 6 100 5
A= (A =38l) =51 0 -1 0 0 -1 0f-3{010f|=]0 =50
-3 6 5 -3 6 5 001 3 401

2 2
—g 3 3
A= 0 -1
3
—= 2
S 3

2. PAX)=—(X?-3X-2)=—(X-2)(X + 1)? donc les valeurs propres sont : A\; = 2 et Ay = —1.
Les sous-espaces propres sont : Fy, = ker(f — 2Idg) = (e1) et E), = ker(f + Idg) = (e2; e3)
oue; = (1;0;1), e2 = (2;1;0) et e3 = (2;0;1)

3. ker(f —2Ildg) = (e1) ={a((2;1;0)) : a € R} = {((22; ¢;0)) : « € R}

ker(f 4+ Idg) = (eg;e3) = {a((2;1;0)) + 8((2;0;1)) : o, B € R} = {((2a + 26; ; 8)) : 0, B € R}
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4. el € ker(f — 2IdE) = (f — QIdE)(el) =0= f(el) = 2¢e;
€2 € ker(f + ]dE) = (f + IdE)(eg) =0= f(62) = —e2

es € ker(f + Idp) = (f + Idg)(es) = 0= f(e3) = —es.
On a: B = (e1;e9;e3) est une base de R3.

Soit A’ la matrice de f dans cette base ol f est 'endomorphisme de R? dont la matrice par rapport
a la base canonique By est A.

La matrice de f dans B est alors A’ = P71 AP ou P est la matrice de passage de la base By 4 la base
B avec P inversible.

f(€1)22€1:2€1—|—0><€2+0><63 2 0 0
Or,¢ f(e2) =—ea=0xe1+(—1)ea+0xe3 = f(er)| O ; flea) | —1 et f(es) | O
f(eg) :—63:0X61—|—0X62—|—(—1)63 0 B 0 B -1 B
2 0 0
donc la matrice de f dans B est : 0 -1 0 obtenu en mettant en colonnes les coordonnées
0 0 -1

des vecteurs f(e;) dans la base B :

l l
2 0
0 -1 0
0o 0 -1
2 0 0
donc A’ =P 'AP= 0 -1 0 est une matrice diagonale D.
0 0 -1

Exercice 3
3 0 =2
1) A=[o01 1
2 0 -2
Le polynome caracteristique de A est : Py(X) = — (X? —2X? - X +2) = — (X — 1) (X —2) (X + 1);
les valeurs propres sont : A\; =2, Ao = —let A3 = 1.

Ce sont des valeurs prores simples donc A est diagonalisable.

Les sous-espaces propres sont : FEy, = ker(f — 2Idg) = (e1), Ex, = ker(f + Idg) = (e2) et Ey, =
ker(f - IdE) = <€3>
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oune; =(2;1;1), ea = (—1;1;-2) et e3 = (0;1;0).

2 )
. 3 3
2 -1 0 2 -1 0
p=(1 1 1 |3Pp'=1 1 1] =1, _2
1 -2 0 1 -2 0 3 3
-1 1 1
2 1
0 ==
3 3
30 -2 2 -1 0 2 0 0
D=plAap=| L , 2 01 1 1 1 1]=l0-10
3 2 0 —2 1 -2 0 0 0 1
-1 1 1
30 —2\"
2) Calculer A" =10 1 1 = ppnp-1
2 0 -2
2" 0 0 2" 0 0
D= 0 (- 0 |=| 0 (=)™ 0
0 0o 1 0 0 1
2, 1
3 3
2 -1 0 2" 0 0
A"=11 1 1 0 (=)™ 0 1, 22
1 -2 0 0 0 1 3
-1 1 1
4 1 2 2
2" — (=) 0  —Z2n 4 (=1)"
3 3( ) 3 +3( )
2 1 2
Ar=| Zonqp —(—1)"—1 1 —-2"—Z(=1)"+1
3 +3( ) 3( )"+
2 2 1 4
Zon — Z (=)™ —-on 4 — (=1)"
3 3( ) 0 3 +3( )
4x2" — (=) 0 —2x2"4+2(-1)"
Ar =2 2x 2"+ (-1)" =1 1 —2"—2(-1)"+1
2x 2" —2(=1)" 0 2" 4+4(-1)"
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(d
% =3x1 — 223+t
d
3) (Z) %:3324-.%3—15 )
d
% = 21‘1 — 21‘3
Résultat :
1 —t o, 4 2t
x1(t) = | —2Cy — 503 e ' 4+ 2C5e~" + 5036 —t
2 2t t 1 —t 3
$2(t): 02+§Cg e +(Cl—302—03)€+ 202+§Cg e +2t—|—§

\

4 2 2 1
T3 (t) = <302 - 303) et 4+ <02 + 3C3> et +t+ 5
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Exercices

Exercice 1
Soit @ un parameétre réel. On considére les points A = (1+a,a), B=(0,1+a) et C = (a,1 —a) du plan.
a) A quelle condition les points A, B et C sont ils alignés ?

b) Quelle est 'aire du parallélogramme dont deux cotés sont AB et AC 7

Quelle est Daire du triangle ABC ?

c¢) En tournant autour du triangle dans le sens trigonométrique, quel point rencontre-t’on aprés A ?

d) Soit f I’endomorphisme de R? de matrice Soient A" = f(A), B' = f(B) et C' = f(C).

01
2 0

Répondre aux questions a), b) et ¢) en remplagant ABC par A’B'C’.

Exercice 2

Soit @ un parameétre réel. On considére les points A = (1 + a,a), B = (0,14 a) et C = (a,1 — a) et
D = (1,a) du plan.

a) A quelle condition le quadrilatere ABCD est-il convexe (i.e. tourne toujours dans le méme sens) ?

b) Lorsque c’est le cas, calculer son aire de deux fagons différentes en le partageant en triangles.

c) Soient ¢, u, v, w quatre vecteurs de R? tels que ¢t 4+ u + v + w = 0.
Montrer que det(t,u) + det(v, w) = det(u, v) + det(w, t).

uel est le lien entre cette propriété et le partage d’un quadrilatére en triangles 7
prop 1% g q g

Exercice 3

a) Calculer les déterminants des matrices suivantes

1 2 3 1 3 3 5123

4 1 3 6
1 3 6 1 4 6 5 1 4 10/
1 4 10 1 5 10 101 0

b) En déduire le volume du parallélépipéde de R? construit sur les vecteurs

uw=(1,1,1) v = (2,3,4) et w = (3,6, 10).
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Exercice 4

Calculer le déterminant

a—b—c 2a 2a
D(a,b,c) = det 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—2>b

en le factorisant.

On montrera qu’il vaut (a + b+ c)3.

Exercice 5

On considére les déterminants de Vandermonde

1 1 1 ! 2 ! Lli

D(a,b,c)=det | a b ¢ D(a,b,c,d) = det a2 B2 CQ £
2 2 2 a ¢

a c ad B B B

a) Calculer D(a,b,c)
b) Montrer que sans changer la valeur de D(a,b, ¢, d), on peut remplacer sa derniére ligne par
f(a), f(b), f(c), f(d) ou f est un polynéme de la forme f(z) = 2® + az? + Bz + 7.
En choisissant astucieusement f de sorte que la derniére ligne n’ait qu’un seul terme non nul,
et en développant, montrer que D(a,b,c,d) = (d — a)(d — b)(d — ¢)D(a, b, c).

c¢) En déduire la valeur de D(a,b,c,d). Peut-on généraliser?

d) On considére la courbe v dans l'espace paramétrée par t +— (t) = (¢,12,£3). A quelle condition

61

trois points y(a), v(b) et y(c) de la courbe sont ils contenus dans un méme plan passant par ’origine ?

Exercice 6 Calculer
1 1 1
det | sina sinb sinc
cosa cosb cosc



s Fomesoutra.com

CR SCUCr<R .

Docs a portée de main

62 Cours d’Alggbre 3 2015-2016 Pr Y. Diagana

Exercice 7
Soit le déterminant
1 1 1

D(a,8,v7) =det [ cosa cosfB  cosy
cos2a cos2f cos2y

a) Calculer directement D(a, f3,7)

b) En utilisant la formule cos2z = 2cos?z — 1, ramener ce calcul & celui d’un déterminant de Vander-
monde.

Exercice 8
a) Ecrire Péquation du plan P; de R? engendré par les vecteurs (1, —1,0) et (2,1, —3).
b) Ecrire ’équation du plan P, de R?® orthogonal au vecteur (2,3,4).

c¢) Soit P3 le plan orthogonal au vecteur V = (o, 3,7). A quelle condition (nécessaire et suffisante)
I'intersection des trois plans P; N P> N P3 contient-elle une droite ?

Exercice 9
Soit a un parameétre réel. Soient A = (1,2,3), B = (2,3,4) et C' = (3,4, a) trois points de l'espace.

Quelle est I'aire du triangle ABC 7 A quelle condition les points A, B et C' sont ils alignés 7

Exercice 10

Donner une équation de I’hyperplan engendré par les vecteurs v; = (0,1,2,3), vo = (1,2,3,4) et
v3 = (2,3,4,6) de R%.

Exercice 11

a) Soit D, (x) le déterminant de la matrice (n,n) dont tous les éléments sont égaux a 1 sauf ceux de la
diagonale principale qui valent 1 + x.

Calculer D, (x) en le factorisant.
Quelles sont les racines de D, (x) = 0 et leur multiplicités ?

(on pourra se contenter de traiter les cas n = 2, 3, 4).
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b) Méme question pour le déterminant A(x) de la la matrice (n,n) dont tous les éléments sont égaux a
x sauf ceux de la diagonale principale qui valent 1 + x.

Quel est le degré de A(x)?

c) Calculer

a+x x x
det T b+x T
x T c+x

On pourra effectuer un calcul direct, ou vérifier que c’est un polynéme en x dont on estimera le degré.

Exercice 12

Calculer le ”déterminant circulant”

a b c
det| ¢ a b
b ¢ a
Exercice 13
2 3 4 2+ 3 4
Soient D=det| 3 4 5 | et D(z)=det 3 44z 5
4 5 6 4 5 6+ x

Calculer D et factoriser D(x).
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| UFRSFA | [L2] |FichedeT D N°1 D’Algebre 3 | | 2015-2016 |

Exercice 1
Soient les quatre fonctions f1, f2, f3 et f4 de C dans C telles que

filz) =z fa(z) = %; f3(z) = —x;  fa(x) = —i

Montre que G = {f1; fa; f3; f4} est un groupe pour la loi o. Est-il abélien?

Exercice 2
Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des groupes?
. . . T+
1. ]=1; 1] muni de la loi définie par z *y = Y :
142y

2. {z € C: |z| = 1} pour la multiplication usuelle;
3. Ry pour la multiplication usuelle;
4{fap:x€C—ax+b: acC\{0}; be C} pour laloi de composition des applications.

Exercice 3

1

Soient G un groupe. Pour tout couple (z,y) € G x G, 'élément 21y~ 12y est appelé le commutateur de

z et y et un commutateur de G.
1) Montrer que I'inverse d’un commutateur est un commutatateur et que Pensemble G’ des produits

des commutateurs de G est un sous-groupe distingué de G' (on appelle le sous-groupe dérivé de G.)

2) Montrer que G/G’ est un groupe abélien.

Exercice 4

Soient G le groupe des matrices complexes inversibles de type (3,3), G1 'ensemble des éléments de
G qui sont des matrices scalaires, Go ’ensemble des éléments de G qui sont de déterminant 1.

a) Montrer que G et G2 sont des sous-groupes distingués de G. Sont-ils abéliens ?

b) Montrer que, pour tout g € G, il existe exactement trois couples (g1,¢92) € G1 X G2 / g = 9192 = 9291-
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Exercice 1

Soit G’ un groupe contenant un élément non nilpotent u et soit n un entier strictement positif qui vérifie
légalité : (ab)™ = a™b" Va,b € G.
Soient Hy = {z" :z € G} et Hy={z € G : 2" = 1} , ou 1 est I’élément neutre de G,

a) Montrer que H; contient une infinité d’éléments et que Hy # Hs.

b) Montrer que Hj et Hasont des sous-groupes de G. Sont-ils distingués dans G7 justifier.

Exercice 2

Soient G' un groupe d’ordre n et H un sous-groupe de G. Montrer que 'ensemble N(H) des éléments
s de G tels que sT'Hs = H, appelé normalisateur de H, est un sous-groupe de G dans lequel H est
distingué et que, si H n’est pas un sous-groupe distingué de G, alors N(H) # G et réciproquement.

Exercice 3
Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note HK = {hk;h € H,k € K}.

1. Montrer que H K est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH. En déduire que si H est
distingué dans G alors HK est un sous-groupe de G.

2. Calculer le noyau et I'image de f. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que f soit un
morphisme de groupes.

3. On suppose désormais que Vh € H,Vk € K : hk = kh. Montrer que I'application f: Hx K — G
définie par Vh € H,Vk € K : f(h,k) = hk est un morphisme de groupes.
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UNIVERSITE Nangui Abrogoua
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Exercice 1 1) Calculer les déterminants :

c a b c a T Yy =z 1+a b a b
L5 10 b b 1+ b
0 —1 -3 | a ¢ ¢ 7 c x, y, z/ 7 a ot Ala, b, ¢) =
1 3 3 b ¢ ¢ a c = y =z a b 1+a b
c b a c b 2y 2 b a b 1+a
3a 3a 2a —b—c
3b 2b—c—a 3b
2c—a—b 3c 3c
en les factorisant si possible.
n+1 (3)
n
2) Soit D = ) ; Calculer D.
(3) 1
Exercice 2 On considére les déterminants de Vandermonde
2 .3
L a d e
D(a,b,c) =det | 1 b ? D(a,b,c,d) = det L e &2 &3
2
Loee 1 d & &

a) Calculer D(a,b, c)

b) Montrer que sans changer la valeur de D(a, b, ¢, d), on peut remplacer sa derniére colonne par f(a), f(b), f(c), f(d)
ol f est un polynome de la forme f(z) = 2 + ax?® + Bz + 7.

En choisissant astucieusement f de sorte que la derniére colonne n’ait qu’un seul terme non nul, et en
développant, montrer que D(a,b,c,d) = (d — a)(d — b)(d — ¢)D(a, b, c).

c¢) En déduire la valeur de D(a,b,c,d). Peut-on généraliser?

Exercice 3 On considére, pour le paramétre réel a le systéme :

( oz + T2 = 1
T+ are + x3 =
>-n) T2t oyt T =0 Soit Ay, () le déterminant de () .
Tp—2+axp_1+x, = 0
\ Tpn—1+ aTn =0

1) Ecrire la matrice de (_,) dans la base canonique de R"
Exprimer A, («) en fonction de A,_j() et de A,_o(a).
2) si Ap(a) #0, déterminer xj en fonction de A, () et A,(a) pour tout k € [1;n], en convenant
que Ag(a) = 1.
3) On suppose que |a| < 2 et on pose o = 2 cos¥.

Calculer si possible A, («) et z pour n =4 et § = g Donner alors les solutions de (D _,).
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Exercice 1

1) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices

2 6 —6 -4 -4 10
A=10 2 0 et B=| -1 -2 2
0 3 -1 -1 -2 3

2) Sont-elles semblables & des matrices diagonales?

3) Calculer A™ puis B™ pour n € N .
Exercice 2

Calculer, a I’aide du Théoréme de Hamilton-Cayley, 'inverse de la matrice

1 -2 1
M=]1 1 =2
2 -1 -2

Exercice 3

Réduire les matrices suivantes sur C:

Ay =

_ 0 -

0
1 0 |, eeAdg=| -2 0 -2
0
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MINISTERE DE IENSEIGNEMENT SUPERIEUR
UNIVERSITE Nangui Abrogoua

| UFRSFA | [L2]| [Fichede TDN°5 D’Algebre 3 | [ 2015-2016

Exercice 1
10 36 0

On considére la matrice A= | =3 —11 0 | € M3(R)
9 36 1

1. Déterminer les sous-espaces propres de A. Que peut-on conclure?

2. Soit f Dlapplication linéaire de E = R3 dans R? dont la matrice associée par rapport a la base
canonique est A.

a) Determiner une base de ker(f — Idg) et une base de ker(f + 21dg).
b) Expliciter une matrice P inversible telle que D = P~1AP soit diagonale.

Exercice 2
10 36 0
Soit M= | =3 —11 0
9 36 1

1) Réduire la matrice M.
2) Calculer M™

d ( d
% = 10z, + 3622 % = 10z, + 3622
. N dxo / dzo
3) Reésoudre les systémes : ()") == —3xp —1lzy et (X)) = —3x1 — 1lwg + ¢
dxg . dxg . t
L E—9x1—|—36:€2+x3 L W—9$1+36$2+$3+€



