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Séries numériques 

 

Exercice 1.  Etudier la convergence des séries suivantes : 

1.   

෍
1

2݇

ାஶ

௞ୀଵ

=
1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ ⋯ 

2.   

෍
1

2݇ + 1

ାஶ

௞ୀଵ

=
1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

9
+ ⋯ 

Allez à : Correction exercice 1 

 

Exercice 2.  Etudier la convergence des séries suivantes :  

ଵܵ = ෍
݊ଶ + 1

݊ଶ

ାஶ

௡ୀଶ

;               ܵଶ = ෍
2

√݊

ାஶ

௡ୀଵ

;                ܵଷ = ෍
(2݊ + 1)ସ

(7݊ଶ + 1)ଷ

ାஶ

௡ୀଵ

 

ܵସ = ෍ ൬1 −
1

݊
൰

௡ାஶ

௡ୀଵ

;               ܵହ = ෍ ൬݊݁
ଵ
௡ − ݊൰

ାஶ

௡ୀଵ

;                 ܵ଺ = ෍ ln(1 + ݁ି௡)

ାஶ

௡ୀ଴

 

Allez à : Correction exercice 2 

 

Exercice 3. Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : 

௡ݑ .1 = ቀ
௡

௡ାଵ
ቁ

௡మ

 

௡ݑ .2 =
ଵ

௡ ୡ୭ୱమ(௡)
 

௡ݑ .3 =
ଵ

(୪୬(௡))ౢ౤(೙) 

Allez à : Correction exercice 3 

 

Exercice 4.  Déterminer la nature de la série de terme général : 

௡ݑ = ൞

1

݊
     si   ݊  est un carré

1

݊ଶ
   sinon                           

 

Allez à : Correction exercice 4 

 

Exercice 5. Les sommes suivantes sont-elles finies ? 

ଵܵ = ෍
1

5௡

ାஶ

௡ୀ଴

;     ܵଶ = ෍ ൬
−1

3
൰

௡ାஶ

௡ୀଶ

;       ܵଷ = ෍
2௡

3௡ିଶ

ାஶ

௡ୀସ

;    ܵସ = ෍
tan௡ ቀ

ߨ
7ቁ

3௡ାଶ

ାஶ

௡ୀ଴

;   ܵହ = ෍
9

(3݊ + 1)(3݊ + 4)

ାஶ

௡ୀ଴

 

Allez à : Correction exercice 5 

 

Exercice 6. Existence et calcul de : 

෍ ln ൬1 −
1

݊ଶ
൰

ାஶ

௡ୀଶ

 

Allez à : Correction exercice 6 

 

Exercice 7. Soit (ݑ௡) une suite de réels positifs et ݒ௡ =
௨೙

ଵା௨೙
 

Montrer que les séries ∑ݑ௡ et ∑ݒ௡ sont de même nature. 
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Allez à : Correction exercice 7 

 

Exercice 8. Déterminer en fonction du paramètre ߙ ∈ ℝ la nature de la série de terme général 

௡ݑ =
ln(݊)

݊ఈ
 

Allez à : Correction exercice 8 

 

Exercice 9. Etudier la nature de la série de terme général ݑ௡ : 

௡ݑ  .1 =
௡ାଵ

௡యି଻
 

௡ݑ .2 =
௡ାଵ

௡మି଻
 

௡ݑ .3 =
௡ାଵ

௡ି଻
 

௡ݑ .4 = sin ቀ
ଵ

௡మቁ 

௡ݑ .5 =
ଵ

௡
భశ

భ

√೙

 

௡ݑ .6 =
ଵ

୪୬(௡మାଶ)
 

௡ݑ .7 =
୪୬(௡)

௡
య
మ

 

௡ݑ .8 =
௡

ଶ೙ 

௡ݑ .9 =
ଶ೙ାଷ೙

௡మା୪୬(௡)ାହ೙ 

௡ݑ .10 =
ଵ

௡!
 

௡ݑ .11 =
௡భబబబబ

௡!
 

௡ݑ .12 =
ସ೙శభ൫(௡ାଵ)!൯

మ
 

(ଶ௡ିଵ)!
 

௡ݑ .13 = ቀsin ቀ
ଵ

௡
ቁቁ

௡

 

௡ݑ .14 = ቀ1 −
ଵ

௡
ቁ

௡మ

 

௡ݑ .15 = ቀ1 +
ଵ

௡
ቁ

௡మ

 

Allez à : Correction exercice 9 

 

Exercice 10.  

Montrer que la série de terme général ݑ௡ =
(ିଵ)೙

୪୬൫√௡ାଵ൯
 est semi-convergente. 

Allez à : Correction exercice 10 

 

Exercice 11. Etudier la convergence de la série numérique de terme général ݑ௡ : 

௡ݑ .1 = (−1)௡ ௡య

௡!
. 

௡ݑ .2 =
௔೙

௡!
,   ܽ ∈ ℂ. 

௡ݑ .3 = ݊ܽ௡ିଵ, ܽ ∈ ℂ.  

௡ݑ .4 = sin ቀ
௡మାଵ

௡
 .ቁߨ

௡ݑ .5 = (−1)௡൫√݊ + 1 − √݊൯ 

௡ݑ .6 =
ୱ୧୬(௡)

௡
 

௡ݑ .7 = ݊ ln ቀ1 +
ଵ

௡
ቁ − cos ቀ

ଵ

√௡
ቁ 
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Allez à : Correction exercice 11 

 

Exercice 12.  Calculer   

෍ ௡ݑ

ஶ

௡ୀ଴

        avec       ݑ௡ = ෍
1

(݊ − ݇)! ݇!

௡

௞ୀ଴

 

Allez à : Correction exercice 12 

 

Exercice 13.  Calculer   

෍ ௡ݑ

ஶ

௡ୀ଴

        avec       ݑ௡ = ෍
(−1)௡ି௞

݇! 2௡ି௞

௡

௞ୀ଴

 

Allez à : Correction exercice 13 

 

Exercice 14. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme : 

௡ݑ .1 =
ଵ

௡(௡ାଵ)
,    ݊ ≥ 1 

௡ݑ .2 =
ଵ

௡(௡ାଵ)(௡ାଶ)
,   ݊ ≥ 1 

௡ݑ .3 =
ଶ௡ିଵ

௡(௡మିସ)
,    ݊ ≥ 3 

௡ݑ .4 = (−1)௡ ln ቀ
௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ , ݊ ≥ 2 

௡ݑ .5 = ln ቀ1 −
ଵ

(௡ାଶ)మቁ ,    ݊ ≥ 1 

Allez à : Correction exercice 14 

 

Exercice 15.  

Si (ݒ௡)௡ஹ଴ est une suite numérique tendant vers 0 et si ܽ, ܾ, ܿ sont trois réels vérifiant ܽ + ܾ + ܿ = 0, on 

pose pour tout ݊ ≥ 0 : 

௡ݑ = ௡ݒܽ + ௡ାଵݒܾ +  ௡ାଶݒܿ

Montrer que la suite de terme général ݑ௡ converge et calculer sa somme. 

Allez à : Correction exercice 15 

 

Exercice 16. Etudier la convergence des séries de terme général : 

௡ݑ .1 = sin ቀߨ
௡యାଵ

௡మାଵ
ቁ 

௡ݑ .2 = ቀ1 − cos ቀ
గ

௡
ቁቁ (ln(݊))ଶ଴ଵଵ 

௡ݑ .3 = ∫ ඥsin(ݔ) ݔ݀
ഏ

೙
଴

 

௡ݑ .4 =
ଵା(ିଵ)೙√௡

ଵା௡
 

௡ݑ .5 =
ଵ

(୪୬(௡))೙ 

௡ݑ .6 =
ଶ೙

௡మ
(sin(ߙ))ଶ௡ 

Allez à : Correction exercice 16 

 

Exercice 17.   

On considère la suite numérique (ݑ௡) définie par : 

௡ݑ = ݊! ෑ sin ቀ
ܽ

݇
ቁ

௡

௞ୀଵ

,     ܽ ∈ ℝା ∖  ℕߨ

1. On suppose que ܽ ≠ 1. En étudiant la suite ቀ
௨೙శభ

௨೙
ቁ préciser 
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a) La nature de la série ∑ݑ௡. 

b) La nature de la suite (ݑ௡). 

2.   

a) Si ܽ௡ = ln ቀ݊ sin ቀ
ଵ

௡
ቁቁ, quelle est la nature de la série ∑ܽ௡ ? 

b) Quelle est la nature de la suite (ݑ௡) pour ܽ = 1. 

Allez à : Correction exercice 17 

 

Exercice 18.  

On considère la suite (ݑ௡) définie par ݑଵ = 1 et ݑ௡ାଵ =
ଵ

௡
݁ି௨೙ pour tout ݊ ≥ 1. 

1. Nature de la série ∑ݑ௡ ? 

2. Nature de la série ∑(−1)௡ݑ௡ ? 

Allez à : Correction exercice 18 

 

Exercice 19.   

Montrer que la suite ݑ௡ =
௘೙௡!

௡
೙శ

భ
మ

 converge, on pourra d’abord montrer que la série de terme général 

௡ݖ = ln ൬
௡ାଵݑ

௡ݑ
൰ 

est convergente. 

Allez à : Correction exercice 19 

 

Exercice 20.  

Nature de la série de terme général (convergence et absolue convergence). 

௡ݓ = ෍ ௡ି௞ݒ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

 

Où 

௡ݑ =
(−1)௡

(݊ + 1)ଶ
         et        ݒ௡ =

(−1)௡

݊ + 1
 

Allez à : Correction exercice 20 

 

Exercice 21.   

Montrer que les séries de terme général  

௡ݑ =
(−1)௡

√݊
       et       ݒ௡ =

(−1)௡

√݊
+

1

݊
 

Ne sont pas de mêmes natures et que pourtant ݑ௡ ∼  .௡ݒ

Allez à : Correction exercice 21 

 

Exercice 22.  On pose 

݂(݊) = න ݔ௡݁ି௫݀ݔ
ଵ

଴

,    ݊ ∈ ℕ 

1. Montrer que la suite ݂(݊) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par parties donner 

une relation de récurrence entre ݂(݊) et ݂(݊ − 1). 

Montrer par récurrence que pour tout ݊ ≥ 0 

݂(݊) =
݊!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡

௞ୀ଴

൱ 

2. Montrer que l’on a : 
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1

݁(݊ + 1)
≤ ݂(݊) ≤

1

݊ + 1
 

En déduire la nature des séries 

෍ ݂(݊)

ஶ

௡ୀଵ

;     ෍
݂(݊)

݊

ஶ

௡ୀଵ

        et      ෍(−1)௡݂(݊)

ஶ

௡ୀଵ

 

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entière 

෍ ௡ݔ(݊)݂

ஶ

௡ୀଵ

 

 

Exercice 23. On considère la série numérique de terme général ݑ௡ pour ݊ ≥ 1 et ܽ ∈ ℝ : 

௡ݑ = ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰

௡ೌ

 

1. Montrer que si cette série est convergente pour une valeur ܽ donnée, elle converge pour tout ܾ ≥ ܽ. 

2. Montrer que si ܽ ≤ 2 la série est divergente. 

On pourra utiliser un développement limité de ln(ݑ௡). 

3. On pose ܽ = 2 + ߳ avec 0 < ߳ < 1 

Montrer que ݑ௡ est équivalent à exp ቀ−
ଵ

଺
݊ఢቁ. En déduire que la série est alors convergente. 

4. Donner toutes les valeurs de ܽ pour lesquelles cette série converge. 

Allez à : Exercice 23 

 

Exercice 24.   

Pour ݊ ∈ ℕ, on pose : 

௡ݑ = න
ଶ௡ݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

          et      ݒ௡ =
(−1)௡

2݊ + 1
 

1.   

a) Calculer ݑ଴. 

b) Montrer que pour tout ݊ ∈ ℕ on a : 

0 ≤ ௡ݑ ≤
1

2݊ + 1
 

2.   

a) Montrer que pour tout ݊ ∈ ℕ on a :  

௡ݑ + ௡ାଵݑ =
1

2݊ + 1
 

b) En déduire que : 

෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

=
ߨ

4
+ (−1)௡ݑ௡ାଵ 

c) Montrer que la série de terme général ݒ௡ converge et calculer sa somme. 

Allez à : Exercice 24 

 

 

Corrections 

 

Correction exercice 1.   

1.   

Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec ߙ = 1 ≤ 1 

2.   
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1

2݇ + 1
∼

1

2݇
 

Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec ߙ = 1 ≤ 1 

Allez à : Exercice 1 

 

Correction exercice 2.   
௡మାଵ

௡మ → 1 ≠ 0 donc la série ne converge pas 

ଶ

√௡
=

ଶ

௡
భ
మ

 il s’agit du terme général d’une série de Riemann divergente avec ߙ =
ଵ

ଶ
≤ 1 

(2݊ + 1)ସ

(7݊ଶ + 1)ଷ
∼

2ସ

7ଷ
×

1

݊ଶ
 

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1 

൬1 −
1

݊
൰

௡

= ݁௡ ୪୬ቀଵି
ଵ
௡

ቁ = ݁
௡ቆି

ଵ
௡

ା௢ቀ
ଵ
௡

ቁቇ
= ݁ିଵା௢(ଵ) →

1

݁
≠ 0 

La série diverge. 

݊݁
ଵ
௡ − ݊ = ݊ ൬݁

ଵ
௡ − 1൰ = ݊ ൬1 +

1

݊
+ ݋ ൬

1

݊
൰ − 1൰ = 1 + (1)݋ → 1 ≠ 0 

La série diverge. 

ln(1 + ݁ି௡) ∼ ݁ି௡ = ൬
1

݁
൰

௡

 

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans ]−1,1[. 

Allez à : Exercice 2 

 

Correction exercice 3.   

1.   

௡ݑ = ቀ
݊

݊ + 1
ቁ

௡మ

= ݁௡మ ୪୬ቀ
௡

௡ାଵ
ቁ = ݁ି௡మ ୪୬ቀ

௡ାଵ
௡

ቁ = ݁ି௡మ ୪୬ቀଵା
ଵ
௡

ቁ = ݁
ି௡మቆ

ଵ
௡

ି 
ଵ

௡మା௢ቀ
ଵ

௡మቁቇ
= ݁ି௡ାଵା௢(ଵ)

= ݁ି௡݁ଵା௢(ଵ) ∼ ݁ି௡ × ݁ = ݁ ൬
1

݁
൰

௡

 

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans ]−1,1[, la série converge. 

2.  

௡ݑ =
1

݊ cosଶ(݊)
>

1

݊
 

Il s’agit d’une série à termes positifs supérieurs à 
ଵ

௡
, qui est le terme général d’une série de Riemann 

divergente avec ߙ = 1 ≤ 1. La série diverge. 

3.   

ඥݑ௡
೙ =

1

ln(݊)
→ 0 

D’après la règle de Cauchy, 0 < 1, la série converge. 

Allez à : Exercice 3 

 

Correction exercice 4.   

෍ ௡ݑ

ே

௡ୀଵ

= ෍ ௡ݑ

ே

௡ୀ௣మ

+ ෍ ௡ݑ

ே

௡ஷ௣మ

> ෍ ௡ݑ

ே

௡ୀ௣మ

= ෍
1

݌

ே

௡ୀ௣మ

 

Cette dernière série diverge (Riemann avec ߙ = 1 ≤ 1 donc la série de terme général ݑ௡ diverge. 

Expliquons quand même un peu 
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෍ ௡ݑ

ே

௡ୀଵ

= 1 +
1

2ଶ
+

1

3ଶ
+

1

2
+

1

5ଶ
+

1

6ଶ
+

1

7ଶ
+

1

8ଶ
+

1

3
+

1

10ଶ
+ ⋯ 

Ainsi, il est plus clair que tous les « 
ଵ

௡
 » sont dans la série et que donc la série diverge. 

Allez à : Exercice 4 

 

Correction exercice 5.   

∑ 
ଵ

ହ೙ = ቀ
ଵ

ହ
ቁ

௡

 est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]−1,1[, la série converge. 

∑ ቀ
ିଵ

ଷ
ቁ

௡

 est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]−1,1[, la série converge. 

∑ 
ଶ೙

ଷ೙షమ = 4 × ቀ
ଶ

ଷ
ቁ

௡

 est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]−1,1[, la série 

converge. 

∑ ቤ
୲ୟ୬೙ቀ

ഏ

ళ
ቁ

ଷ೙శమ
ቤ ≤

ଵ

ଷ೙శమ =
ଵ

ଽ
× ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

௡

 est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]−1,1[, la 

série converge. 

∑ 
ଽ

(ଷ௡ାଵ)(ଷ௡ାସ)
∼

ଵ

௡మ est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 >

1. 

Allez à : Exercice 5 

 

Correction exercice 6.   

ln ቀ1 −
ଵ

௡మቁ est de signe constant (négatif) et  

ln ൬1 −
1

݊ଶ
൰ ∼ −

1

݊ଶ
 

Est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1. 

Allez à : Exercice 6 

 

Correction exercice 7.   

Si la série de terme général ݑ௡ converge, alors ݑ௡ → 0 donc ݒ௡ ∼  ௡ comme ce sont des séries à termesݑ

positifs, la série de terme général ݒ௡ converge, si elle diverge alors la série de terme général ݒ௡ diverge, 

bref, les deux séries sont de mêmes natures. 

Réciproquement 

௡ݒ =
௡ݑ

1 + ௡ݑ
⇔ ௡(1ݒ + (௡ݑ = ௡ݑ ⇔ ௡ݒ + ௡ݒ௡ݑ = ௡ݑ ⇔ ௡ݒ = ௡(1ݑ − (௡ݒ ⇔ ௡ݑ =

௡ݒ

1 − ௡ݒ
 

On a encore ݑ௡ ∼  .௡ donc les série sont de mêmes naturesݒ

Allez à : Exercice 7 

 

Correction exercice 8.    

Si ߙ > 1, alors on utilise la règle de Riemann avec ߚ ∈ ,ߙ[ 1[ 

݊ఉ
ln(݊)

݊ఈ
=

ln(݊)

݊ఈିఉ
→ 0 < 1 

Lorsque ݊ → +∞. Cela montre que la série de terme général 
୪୬(௡)

௡ഀ  converge car ߚ < 1 

Si ߙ < 1, alors on utilise la règle de Riemann avec ߚ ∈ ]1,  ]ߙ

݊ఉ
ln(݊)

݊ఈ
= ݊ఈିఉ ln(݊) → +∞ 

Lorsque ݊ → +∞. Cela montre que la série de terme général 
୪୬(௡)

௡ഀ  diverge car ߚ > 1 

Lorsque ߙ = 1, c’est plus compliqué, les règles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’une série à termes 

positifs, on peut appliquer la comparaison à une intégrale 
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ݔ →
1

ݔ ln(ݔ)
 

Est intégrable car  

න
1

ݔ ln(ݔ)
ݔ݀

௑

ଶ

= [ln(ln(ݔ)]ଶ
௑ = ln(ln(ܺ)) − ln(ln(2))) → +∞ 

Lorsque ܺ tend vers l’infini, ce qui montre que l’intégrale est divergente, la fonction ݔ →
ଵ

௫ ୪୬(୶)
 est 

clairement décroissante et tend vers 0 en l’infini, donc la série de terme général 
ଵ

௡ ୪୬(௡)
 diverge. 

Allez à : Exercice 8 

Remarque :  

C’est ce que l’on appelle la règle de Duhamel. 

 

Correction exercice 9.   

1.  La suite (ݑ௡) est de signe constant 

௡ݑ ∼
1

݊ଶ
 

C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1 

Allez à : Exercice 9 

2. La suite (ݑ௡) est de signe constant 

௡ݑ ∼
1

݊
 

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec ߙ = 1 ≤ 1 

Allez à : Exercice 9 

௡ݑ .3 → 1 ≠ 0 la série diverge grossièrement 

Allez à : Exercice 9 

4. La suite (ݑ௡) est de signe constant 

௡ݑ ∼
1

݊ଶ
 

C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1 

Allez à : Exercice 9 

5. Méfiance 

௡ݑ =
1

݊
ଵା

ଵ

√௡

=
1

݊
݊

ି
ଵ

√௡ =
1

݊
݁

ି 
ଵ

√௡
୪୬(௡)

 

Comme 

lim
௡→ାஶ

ln(݊)

√݊
= 0 

On a 

lim
௡→ାஶ

݁
ି 

ଵ

√௡
୪୬(௡)

= 1 

Ce qui montre que  

௡ݑ ∼
1

݊
 

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec ߙ = 1 ≤ 1 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ  .6

௡ݑ =
1

ln(݊ଶ + 2)
=

1

ln ቆ݊ଶ ቀ1 +
2

݊ଶቁቇ

=
1

2 ln(݊) + ln ቀ1 +
2

݊ଶቁ
=

1

2 ln(݊) +
2

݊ଶ + o ቀ
1

nଶቁ
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݊
ଵ
ଶݑ௡ = ݊

ଵ
ଶ

1

2 ln(݊) +
2

݊ଶ + o ቀ
1

nଶቁ
→ +∞ 

D’après les règles de Riemann ݊ఈݑ௡ → +∞ avec ߙ < 1 entraine que la série de terme général ݑ௡ 

diverge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .7

݊
ହ
ସݑ௡ = ݊

ହ
ସ

ln(݊)

݊
ଷ
ଶ

=
ln(݊)

݊
ଵ
ସ

→ 0 

D’après les règles de Riemann ݊ఈݑ௡ → +∞ avec ߙ > 1 entraine que la série de terme général ݑ௡ 

converge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .8

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

݊ + 1
2௡ାଵ

݊
2௡

=
݊ + 1

݊
×

1

2
→

1

2
< 1 

D’après la règle de D’Alembert la série de terme général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .9

௡ݑ =
2௡ + 3௡

݊ଶ + ln(݊) + 5௡
∼

3௡

5௡
= ൬

3

5
൰

௡

 

ቀ
ଷ

ହ
ቁ

௡

 est le terme général d’une série géométrique convergente, la série de terme général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .10

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

1
(݊ + 1)!

1
݊!

=
1

݊ + 1
→ 0 < 0 

D’après la Règle de D’Alembert la série de terme général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .11

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

(݊ + 1)ଵ଴଴଴଴

(݊ + 1)! 
݊ଵ଴଴଴଴

݊!

= ൬
݊ + 1

݊
൰

ଵ଴଴଴଴

 
݊!

(݊ + 1)!
= ൬

݊ + 1

݊
൰

ଵ଴଴଴଴

×
1

݊ + 1
→ 0 < 1 

D’après la Règle de D’Alembert la série de terme général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .12

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

4௡ାଶ൫(݊ + 2)!൯
ଶ

 
(2݊ + 1)!

4௡ାଵ൫(݊ + 1)!൯
ଶ

 
(2݊ − 1)!

=
4௡ାଶ൫(݊ + 2)!൯

ଶ
(2݊ − 1)!

4௡ାଵ൫(݊ + 1)!൯
ଶ

(2݊ + 1)!
= 4

((݊ + 2)ଶ൫(݊ + 1)!൯
ଶ

(2݊ − 1)!

൫(݊ + 1)!൯
ଶ

(2݊ + 1)2݊(2݊ − 1)!

= 4
(݊ + 2)ଶ

(2݊ + 1)2݊
∼ 1 

Cà ce n’est pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite est 1 par valeur supérieure 

௡ାଵݑ

௡ݑ
= 4

(݊ + 2)ଶ

(2݊ + 1)2݊
=

4(݊ଶ + 4݊ + 4)

4݊ଶ + 2݊
=

4݊ଶ + 16݊ + 16

4݊ଶ + 2݊
> 1 

Ouf ! La limite est 1ା donc la série de terme général diverge. 

Allez à : Exercice 9 
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 ௡ est de signe constantݑ .13

௡ݑ = ൬sin ൬
1

݊
൰൰

௡

= ݁௡ ୱ୧୬ቀ
ଵ
௡

ቁ = ݁
௡ቆ

ଵ
௡

ି
ଵ

଺௡యା௢ቀ
ଵ

௡యቁቇ
= ݁

ଵି
ଵ

଺௡మା௢ቀ
ଵ

௡మቁ
→

1

݁
≠ 0 

La série de terme général ݑ௡ diverge grossièrement 

Remarque : il était inutile de faire un développement limité à l’ordre 3 de sin ቀ
ଵ

௡
ቁ. 

Allez à : Exercice 9 

 ௡ est de signe constantݑ .14

௡ݑ = ൬1 −
1

݊
൰

௡మ

= ݁
௡మ ୪୬ቀଵି

ଵ
௡

ቁ
= ݁

௡మቆି 
ଵ
୬

ି 
ଵ

ଶ௡మା௢ቀ
ଵ

௡మቁቇ
= ݁ି௡ି

ଵ
ଶ

ା௢(ଵ)
= ݁ି௡݁ି

ଵ
ଶ

ା௢(ଵ)
∼

1

√݁
൬

1

݁
൰

௡

 

ଵ

√௘
ቀ

ଵ

௘
ቁ

௡

 est le terme général d’une suite géométrique de raison 
ଵ

௘
 strictement inférieure à 1. La série de 

terme général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 9 

15.   

௡ݑ = ൬1 +
1

݊
൰

௡మ

> 1 

Donc ݑ௡ ne peut pas tendre vers 0. 

Allez à : Exercice 9 

 

Correction exercice 10.   

On pose  

(ݔ)݂ =
1

ln൫√ݔ + 1൯
 

݂ᇱ(ݔ) = −
൫ln൫√ݔ + 1൯൯

ᇱ

൫ln൫√ݔ + 1൯൯
ଶ = −

1

ݔ√2
×

1

ln൫√ݔ + 1൯

൫ln൫√ݔ + 1൯൯
ଶ < 0 

Donc la suite de terme général ݑ௡ = ݂(݊) est décroissante, elle tend vers 0, d’après le TSSA la série 

converge. 

|௡ݑ| =
1

ln൫√݊ + 1൯
 

݊
ଵ
ଶ|ݑ௡| =

݊
ଵ
ଶ

ln൫√݊ + 1൯
→ +∞ 

D’après les règles de Riemann si ݊ఈ|ݑ௡| → +∞ avec ߙ > 1 la série de terme général |ݑ௡| diverge ce 

qui montre que la série de terme général ne converge pas absolument. Cette série est donc semi-

convergente. 

Allez à : Exercice 10 

 

Correction exercice 11.  

1.  On pose ݒ௡ = |௡ݑ| =
௡య

௡!
 

௡ାଵݒ

௡ݒ
=

(݊ + 1)ଷ

(݊ + 1)!

݊ଷ

݊!

= ൬
݊ + 1

݊
൰

ଷ

×
1

݊ + 1
→ 0 

D’après la règle de D’Alembert, la série de terme général ݒ௡ converge, donc la série de terme général ݑ௡ 

converge absolument, donc elle converge. 

2. On pose ݒ௡ = |௡ݑ| =
|௔|೙

௡!
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௡ାଵݒ

௡ݒ
=

|ܽ|௡ାଵ

(݊ + 1)!
|ܽ|௡

݊!

=
|ܽ|

݊ + 1
→ 0 

D’après la règle de D’Alembert, la série de terme général ݒ௡ converge, donc la série de terme général ݑ௡ 

converge absolument, donc elle converge. 

3. On pose ݒ௡ = |௡ݑ| = ݊|ܽ|௡ିଵ 

௡ାଵݒ

௡ݒ
=

(݊ + 1)|ܽ|௡

݊|ܽ|௡ିଵ
=

݊

݊ + 1
|ܽ| → |ܽ| 

Si |ܽ| < 1 

D’après la règle de D’Alembert, la série de terme général ݒ௡ converge, donc la série de terme général ݑ௡ 

converge absolument, donc elle converge. 

Si |ܽ| ≥ |௡ݑ| ,1 → +∞ donc la série diverge grossièrement 

4.   

௡ݑ = sin ቆ
݊ଶ + 1

݊
ቇߨ = sin ቀ݊ߨ +

ߨ

݊
ቁ = (−1)௡ sin ቀ

ߨ

݊
ቁ 

Il s’agit d’une série alternée car ܽ௡ = sin ቀ
గ

௡
ቁ ≥ 0, il est à peu près évident que ܽ௡ est décroissant et 

tend vers 0, d’après le TSSA, la série converge. 

Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente. 

5.   

௡ݑ = (−1)௡൫√݊ + 1 − √݊൯ = (−1)௡
݊ + 1 − ݊

√݊ + 1 − √݊
= (−1)௡

1

√݊ + 1 + √݊
 

ܽ௡ =
ଵ

√௡ାଵା√௡
 est positif, décroissant et tend vers 0, d’après le TSSA la série converge. 

6. On pose  

ேܸ = ෍ sin(݊)

ே

௡ୀ଴

= ෍ Im൫e௜௡൯

ே

௡ୀ଴

= Im ൭෍ e௜௡

ே

௡ୀ଴

൱ 

Normalement il faudrait prendre la somme à partir de ݊ = 1car ݑ଴ n’est pas défini, mais cela ne change 

rien au fond. 

෍ e௜௡

ே

௡ୀ଴

= ෍൫e௜൯
௡

ே

௡ୀ଴

=
1 − ݁௜(ேାଵ)

1 − ݁௜௥
=

݁
௜(ேାଵ)

ଶ ൬݁ି 
௜(ேାଵ)

ଶ − ݁
௜(ேାଵ)

ଶ ൰

݁
௜
ଶ ൬݁ି 

௜
ଶ − ݁

௜
ଶ൰

= ݁
௜ே
ଶ ×

−2݅ sin ቀ
ܰ + 1

2 ቁ

−2݅ sin ቀ
1
2ቁ

= ݁
௜ே
ଶ ×

sin ቀ
ܰ + 1

2 ቁ

sin ቀ
1
2ቁ

  

Donc 

อ෍ e௜௡

ே

௡ୀ଴

อ = ቮ
sin ቀ

ܰ + 1
2 ቁ

sin ቀ
1
2ቁ

ቮ ≤
1

sin ቀ
1
2ቁ

 

Et 

| ேܸ| = อIm ൭෍ e௜௡

ே

௡ୀ଴

൱อ ≤ อ෍ e௜௡

ே

௡ୀ଴

อ ≤
1

sin ቀ
1
2ቁ

 

Les sommes partielles sont bornées et la suite 
ଵ

௡
 est décroissante et tend vers 0. Cela montre que la série 

de terme général ݑ௡ =
ୱ୧୬(௡)

௡
 converge. 
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7.  Tentons de faire un développement limité en 
ଵ

௡ഀ avec ߙ > 1 donc à l’ordre 2 ou 3/2, dans le premier 

terme on va perdre un ordre à cause du ݊ devant le ln   et dans la cos   la variable sera 1/√݊ 

௡ݑ = ݊ ln ൬1 +
1

݊
൰ − cos ൬

1

√݊
൰

= ݊ ቆ
1

݊
−

1

2݊ଶ
+

1

3݊ଷ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ −

⎝

⎜
⎛

1 −

൬
1

√݊
൰

ଶ

2!
+

൬
1

√݊
൰

ସ

4!
+ ݋ ቆ൬

1

√݊
൰

ସ

ቇ

⎠

⎟
⎞

= 1 −
1

2݊
+

1

3݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ − ቆ1 −

1

2݊
+

1

24݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ቇ =

7

24݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ ∼

7

24݊ଶ
 

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1 donc la série de terme 

général ݑ௡ converge. 

Allez à : Exercice 11 

 

Correction exercice 12.   

On pose ݒ௡ =
ଵ

௡!
, il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la règle de D’Alembert 

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

1
(݊ + 1)!

1
݊!

=
1

݊ + 1
→ 0 < 1 

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes 

൭෍ ௡ݒ

ାஶ

௡ୀ଴

൱ ൭෍ ௡ݒ

ାஶ

௡ୀ଴

൱ = ෍ ൭෍ ௞ݒ௡ି௞ݒ

௡

௞ୀ଴

൱

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ൭෍
1

(݊ − ݇)! ݇!

௡

௞ୀ଴

൱

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ௡ݑ

ାஶ

௡ୀ଴

 

Comme on le verra dans le chapitre « séries entières » 

෍ ௡ݒ

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍
1

݊!

ାஶ

௡ୀ଴

= ݁ 

Ce qui montre que  

෍ ௡ݑ

ାஶ

௡ୀ଴

= ݁ଶ 

Allez à : Exercice 12 

 

Correction exercice 13.  

On pose 

ܽ௡ =
1

݊!
      et     ܾ௡ =

(−1)௡

2௡
 

ܽ௡ est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la règle de D’Alembert 

ܽ௡ାଵ

ܽ௡
=

1
(݊ + 1)!

1
݊!

=
1

݊ + 1
→ 0 < 1 

|ܾ௡| =
ଵ

ଶ೙ est le terme général d’une série géométrique convergente avec ݍ =
ଵ

ଶ
< 1, donc la série de 

terme général ܾ௡ converge absolument 

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes 

൭෍ ܽ௡

ାஶ

௡ୀ଴

൱ ൭෍ ܾ௡

ାஶ

௡ୀ଴

൱ = ෍ ൭෍ ܾ௡ି௞ܽ௞

௡

௞ୀ଴

൱

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ൭෍
(−1)௡ି௞

݇! 2௡ି௞

௡

௞ୀ଴

൱

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ௡ݑ

ାஶ

௡ୀ଴
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෍ ܽ௡

ାஶ

௡ୀ଴

= ݁ 

Comme on le verra dans le chapitre « séries entières » et 

෍ ܾ௡

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ൬−
1

2
൰

௡ାஶ

௡ୀ଴

=
1

1 − ቀ−
1
2ቁ

=
2

3
 

Finalement 

෍ ௡ݑ

ஶ

௡ୀ଴

=
2݁

3
 

Allez à : Exercice 13 

 

Correction exercice 14.   

௡ݑ   .1 ∼
ଵ

௡మ qui est une suite de Riemann convergente car ߙ = 2 > 1 donc la série de terme général ݑ௡ 

converge. 

On décompose cette fraction en élément simple 

௡ݑ =
1

݊
−

1

݊ + 1
 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

= ෍ ൬
1

݇
−

1

݇ + 1
൰

௡

௞ୀଵ

= ෍
1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇ + 1

௡

௞ୀଵ

= ෍
1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇ᇱ

௡ାଵ

௞ᇲୀଶ

 

En posant ݇ᇱ = ݇ + 1 dans la seconde somme. ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱ = 2 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 1 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

= ෍
1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇

௡ାଵ

௞ୀଶ

 

En changeant ݇ᇱ en ݇. 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

= 1 −
1

݊ + 1
 

Allez à : Exercice 14 

Car tous les termes entre ݇ = 2 et ݇ = ݊ se simplifient. 

෍ ௞ݑ

ାஶ

௞ୀଵ

= lim
௡→ାஶ

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

= 1 

௡ݑ .2 ∼
ଵ

௡య qui est une suite de Riemann convergente car ߙ = 3 > 1 donc la série de terme général ݑ௡ 

converge. 

On décompose cette fraction en élément simple 

௡ݑ =

1
2
݊

−
1

݊ + 1
+

1
2

݊ + 2
 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

= ෍ ቌ

1
2
݇

−
1

݇ + 1
+

1
2

݇ + 2
ቍ

௡

௞ୀଵ

=
1

2
෍

1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇ + 1

௡

௞ୀଵ

+
1

2
෍

1

݇ + 2

௡

௞ୀଵ

 

Dans la seconde somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 1, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱ = 2 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 1 

Dans la troisième somme on pose ݇ᇱᇱ = ݇ + 2, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱᇱ = 3 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱᇱ = ݊ + 3 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

2
෍

1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇ᇱ

௡ାଵ

௞ᇲୀଶ

+
1

2
෍

1

݇ᇱᇱ

௡ାଶ

௞ᇲᇲୀଷ

 

On change ݇ᇱ en ݇ et ݇ᇱᇱ en ݇ 
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෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

2
෍

1

݇

௡

௞ୀଵ

− ෍
1

݇

௡ାଵ

௞ୀଶ

+
1

2
෍

1

݇

௡ାଶ

௞ୀଷ

 

 

On va réunir les valeurs de ݇ comprises entre ݇ = 3 et ݇ = ݊ 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

2
൭1 +

1

2
+ ෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

൱ − ൭
1

2
+ ෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

+
1

݊ + 1
൱ +

1

2
൭෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

+
1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൱

=
1

2
൬1 +

1

2
൰ −

1

2
+

1

2
൬

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൰ +

1

2
෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

− ෍
1

݇

௡

௞ୀଷ

+
1

2
෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

 

Les trois dernières sommes s’annulent et il reste 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

2
൬1 +

1

2
൰ −

1

2
+

1

2
൬

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൰ =

1

4
+

1

2
൬

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൰ 

෍ ௞ݑ

ାஶ

௞ୀଵ

= lim
௡→ାஶ

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

4
 

Allez à : Exercice 14 

௡ݑ .3 ∼
ଵ

௡మ qui est une suite de Riemann convergente car ߙ = 2 > 1 donc la série de terme général ݑ௡ 

converge. 

On décompose cette fraction en élément simple 

௡ݑ =
2݊ − 1

݊(݊ − 2)(݊ + 2)
=

1
4
݊

+

3
8

݊ − 2
+

−
5
8

݊ + 2
 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଷ

= ෍ ቌ

1
4
݇

+

3
8

݇ − 2
+

−
5
8

݇ + 2
ቍ

௡

௞ୀଷ

=
1

4
෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

+
3

8
෍

1

݇ − 2

௡

௞ୀଷ

−
5

8
෍

1

݇ + 2

௡

௞ୀଷ

 

Dans la seconde somme on pose ݇ᇱ = ݇ − 2, ݇ = 3 ⇒ ݇ᇱ = 1 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ − 2 

Dans la troisième somme on pose ݇ᇱᇱ = ݇ + 2, ݇ = 3 ⇒ ݇ᇱᇱ = 5 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱᇱ = ݊ + 2 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

4
෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

+
3

8
෍

1

݇ᇱ

௡ିଶ

௞ᇲୀଵ

−
5

8
෍

1

݇ᇱᇱ

௡ାଶ

௞ᇲᇲୀହ

 

On change ݇ᇱ en ݇ et ݇ᇱᇱ en ݇ 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

4
෍

1

݇

௡

௞ୀଷ

+
3

8
෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀଵ

−
5

8
෍

1

݇

௡ାଶ

௞ୀହ

 

 

On va réunir les valeurs de ݇ comprises entre ݇ = 5 et ݇ = ݊ − 2 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଷ

=
1

4
൭

1

3
+

1

4
+ ෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀଷ

+
1

݊ − 1
+

1

݊
൱ +

3

8
൭1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ ෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀହ

+
1

݊ + 1
൱

−
5

8
൭෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀହ

+
1

݊ − 1
+

1

݊
+

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൱

=
1

4
൬

1

3
+

1

4
+

1

݊ − 1
+

1

݊
൰ +

3

8
 ൬1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
൰ −

5

8
൬

1

݊ − 1
+

1

݊
+

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൰

+
1

4
෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀଷ

+
3

8
෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀଷ

−
5

8
෍

1

݇

௡ିଶ

௞ୀଷ

 

Les trois dernières sommes s’annulent et il reste 
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෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଷ

=
1

4
൬

1

3
+

1

4
+

1

݊ − 1
+

1

݊
൰ +

3

8
 ൬1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
൰ −

5

8
൬

1

݊ − 1
+

1

݊
+

1

݊ + 1
+

1

݊ + 2
൰ 

෍ ௞ݑ

ାஶ

௞ୀଷ

= lim
௡→ାஶ

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀଵ

=
1

4
൬

1

3
+

1

4
൰ +

3

8
 ൬1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
൰ =

7

48
+

25

32
=

89

96
 

Allez à : Exercice 14 

4. Il est à peu près clair que ݑ௡ tend vers 0, c’est déjà cela, mais comment, on va faire un développement 

limité en 
ଵ

௡
 de |ݑ௡| = ln ቀ

௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ (car 

௡ାଵ

௡ିଵ
> 1), on pose ݔ =

ଵ

௡
 donc ݊ =

ଵ

௫
 

On fait un développement limité à l’ordre 2 car la série de Riemann 
ଵ

௡
 est divergente et que la série de 

Riemann 
ଵ

௡మ est convergente (En général il faut aller à un ordre strictement supérieur à 1, dans les cas 

raisonnable). 

|௡ݑ| = ln ቌ

1
ݔ + 1

1
ݔ − 1

ቍ = ln ൬
1 + ݔ

1 − ݔ
൰ = ln(1 + (ݔ − ln(1 − (ݔ = ݔ −

ଶݔ

2
+ (ଶݔ)݋ − ൭−ݔ −

ଶݔ

2
+ ൱(ଶݔ)݋

= ݔ2 + (ଶݔ)݋ =
1

݊
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ ∼

1

݊
 

Et voilà, c’est raté la série de terme général ݑ௡ ne converge pas absolument, on va essayer de montrer 

qu’elle converge simplement en utilisant le fait que cette série est alternée. 

௡ݒ = ln ൬
݊ + 1

݊ − 1
൰ = ݂(݊)       avec      ݂(ݔ) = ln ൬

ݔ + 1

ݔ − 1
൰ = ln(ݔ + 1) − ln(ݔ − 1) , ݔ ≥ 2 

݂ᇱ(ݔ) =
1

ݔ + 1
−

1

ݔ − 1
=

ݔ − 1 − ݔ) + 1)

ଶݔ − 1
= −

2

ଶݔ − 1
< 0 

De plus 

lim
௡→ାஶ

௡ݒ = lim
௡→ାஶ

ln ൬
݊ + 1

݊ − 1
൰ = 0 

Donc la série de terme général ݑ௡ = (−1)௡ݒ௡ est convergente. 

෍(−1)௞ ln ൬
݇ + 1

݇ − 1
൰

௡

௞ୀଶ

= ෍(−1)௞(ln(݇ + 1) − ln(݇ − 1))

௡

௞ୀଶ

= ෍(−1)௞ ln(݇ + 1)

௡

௞ୀଶ

− ෍(−1)௞ ln(݇ − 1)

௡

௞ୀଶ

 

Dans la première somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 1, ݇ = 2 ⇒ ݇ᇱ = 3 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 1 

Dans la seconde somme on pose ݇ᇱᇱ = ݇ − 1, ݇ = 2 ⇒ ݇ᇱ = 1 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱᇱ = ݊ − 1 

෍(−1)௞ ln ൬
݇ + 1

݇ − 1
൰

௡

௞ୀଶ

= ෍ (−1)௞ᇲିଵ ln(݇ᇱ)

௡ାଵ

௞ᇲୀଷ

− ෍ (−1)௞ᇲᇲାଵ ln(݇ᇱᇱ)

௡ିଵ

௞ᇲᇲୀଵ

 

On remarque que (−1)௞ᇲᇲାଵ = (−1)௞ᇲᇲିଵ(−1)ଶ = (−1)௞ᇲᇲିଵ, puis on remplace ݇ᇱ et ݇ᇱᇱ par ݇ dans 

chacune des sommes 

෍(−1)௞ ln ൬
݇ + 1

݇ − 1
൰

௡

௞ୀଶ

= ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀଷ

− ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ିଵ

௞ୀଵ

= ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ିଵ

௞ୀଷ

+ (−1)௡ିଵ ln(݊) + (−1)(௡ାଵ)ିଵ ln(݊ + 1)

− ൭(−1)ଵିଵ ln(1) + (−1)ଶିଵ ln(2) + ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ିଵ

௞ୀଷ

൱ 

Les deux sommes se simplifient 
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෍(−1)௞ ln ൬
݇ + 1

݇ − 1
൰

௡

௞ୀଶ

= ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀଷ

− ෍(−1)௞ିଵ ln(݇)

௡ିଵ

௞ୀଵ

= (−1)௡ିଵ ln(݊) + (−1)௡ ln(݊ + 1) + ln(2) = (−1)௡ିଵ(ln(݊) − ln(݊ + 1)) + ln(2)

= (−1)௡ିଵ ln ቀ
݊

݊ + 1
ቁ + ln(2) 

 

෍(−1)௡ ln ൬
݊ + 1

݊ − 1
൰

ஶ

௡ୀ଴

= lim
௡→ାஶ

෍(−1)௞ ln ൬
݇ + 1

݇ − 1
൰

௡

௞ୀଶ

= lim
௡→ାஶ

ቀ(−1)௡ିଵ ln ቀ
݊

݊ + 1
ቁ + ln(2)ቁ = ln(2) 

Allez à : Exercice 14 

௡ݑ .5 = ln ቀ1 −
ଵ

(௡ାଶ)మቁ ∼ −
ଵ

(௡ାଶ)మ ∼ −
ଵ

௡మ, il s’agit d’une suite de Riemann avec ߙ = 2 > 1, la série 

converge. 

Petit calcul 

1 −
1

(݇ + 2)ଶ
=

(݇ + 2)ଶ − 1

(݇ + 2)ଶ
=

(݇ + 2 − 1)(݇ + 2 − 1)

(݇ + 2)ଶ
=

(݇ + 3)(݇ + 1)

(݇ + 2)ଶ
 

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln ቆ
(݇ + 3)(݇ + 1)

(݇ + 2)ଶ
ቇ

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln(݇ + 3)

௡

௞ୀଵ

+ ෍ ln(݇ + 1)

௡

௞ୀଵ

− 2 ෍ ln(݇ + 2)

௡

௞ୀଵ

 

Dans la première somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 3, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱ = 4, ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 3 

Dans la deuxième somme on pose ݇ᇱᇱ = ݇ + 1, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱᇱ = 2, ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱᇱ = ݊ + 1 

Dans la troisième somme on pose ݇ᇱᇱᇱ = ݇ + 2, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱᇱᇱ = 3, ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱᇱ = ݊ + 2 

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln(݇ᇱ)

௡ାଷ

௞ᇲୀସ

+ ෍ ln(݇ᇱᇱ)

௡ାଵ

௞ᇲᇲୀଶ

− 2 ෍ ln(݇ᇱᇱᇱ)

௡ାଶ

௞ᇲᇲᇲୀଷ

 

On remplace ݇ᇱ, ݇ᇱᇱ et ݇ᇱᇱᇱ par ݇ 

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln(݇)

௡ାଷ

௞ୀସ

+ ෍ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀଶ

− 2 ෍ ln(݇)

௡ାଶ

௞ୀଷ

 

On va réunir les sommes entre ݇ = 4 et ݇ = ݊ + 1 

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= ൭෍ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀସ

+ ln(݊ + 2) + ln(݊ + 3)൱ + ൭ln(2) + ln(3) + ෍ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀସ

൱

− 2 ൭ln(3) + ෍ ln(݇)

௡ାଵ

௞ୀସ

+ ln(݊ + 1)൱ 

Les sommes de ln(݇) de ݇ = 4 à ݇ = ݊ + 1 s’éliminent. 

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= (ln(݊ + 2) + ln(݊ + 3)) + (ln(2) + ln(3)) − 2(ln(3) + ln(݊ + 1))

= ln ቆ
(݊ + 2)(݊ + 3)

(݊ + 1)ଶ
ቇ + ln(2) − ln(3) 

lim
௡→ାஶ

(݊ + 2)(݊ + 3)

(݊ + 1)ଶ
= 1 

donc 

lim
௡→ାஶ

෍ ln ൬1 −
1

(݇ + 2)ଶ
൰

௡

௞ୀଵ

= ln(2) − ln(3) = ln ൬
2

3
൰ 

Allez à : Exercice 14 
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Correction exercice 15.   

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= ෍(ܽݒ௞ + ௞ାଵݒܾ + (௞ାଶݒܿ

௡

௞ୀ଴

= ܽ ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

+ ܾ ෍ ௞ାଵݒ

௡

௞ୀ଴

+ ܿ ෍ ௞ାଶݒ

௡

௞ୀ଴

 

Dans la deuxième somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 1, ݇ = 0 ⇒ ݇ᇱ = 1 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 1 

Dans la troisième somme on pose ݇ᇱᇱ = ݇ + 2, ݇ = 0 ⇒ ݇ᇱ = 2 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 2 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= ܽ ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

+ ܾ ෍ ௞ᇲݒ

௡ାଵ

௞ᇲୀଵ

+ ܿ ෍ ௞ᇲᇲݒ

௡ାଶ

௞ᇲᇲୀଶ

 

On change ݇ᇱ et ݇ᇱᇱ par ݇. 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= ܽ ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

+ ܾ ෍ ௞ݒ

௡ାଵ

௞ୀଵ

+ ܿ ෍ ௞ݒ

௡ାଶ

௞ୀଶ

 

On réunit les sommes entre ݇ = 2 et ݇ = ݊ 

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= ܽ ൭ݒ଴ + ଵݒ + ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀଶ

൱ + ܾ ൭ݒଵ + ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀଶ

+ ௡ାଵ൱ݒ + ܿ ൭෍ ௞ݒ

௡

௞ୀଶ

+ ௡ାଵݒ + ௡ାଶ൱ݒ

= ଴ݒ)ܽ + (ଵݒ + ଵݒܾ + ௡ାଵݒܾ + ௡ାଵݒ)ܿ + (௡ାଶݒ + (ܽ + ܾ + ܿ) ෍ ௞ݒ

௡

௞ୀଶ

= ଴ݒ)ܽ + (ଵݒ + ଵݒܾ + ௡ାଵݒܾ + ௡ାଵݒ)ܿ +  (௡ାଶݒ

Car ܽ + ܾ + ܿ = 0 

La suite tend vers 0 donc 

lim
௡→ାஶ

෍ ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= lim
௡→ାஶ

൫ܽ(ݒ଴ + (ଵݒ + ଵݒܾ + ௡ାଵݒܾ + ௡ାଵݒ)ܿ + ௡ାଶ)൯ݒ = ଴ݒ)ܽ + (ଵݒ +  ଵݒܾ

Allez à : Exercice 15 

 

Correction exercice 16.   

1. On va d’abord diviser ݊ଷ + 1 par ݊ଶ + 1, ce qui donne ݊ଷ + 1 = (݊ଶ + 1)݊ + (−݊ + 1), donc 

݊ଷ + 1

݊ଶ + 1
= ݊ +

−݊ + 1

݊ଶ + 1
 

Et alors 

௡ݑ = sin ቆߨ
݊ଷ + 1

݊ଶ + 1
ቇ = sin ൬݊ߨ +

−݊ + 1

݊ଶ + 1
൰ߨ = (−1)௡ sin ൬

−݊ + 1

݊ଶ + 1
 ൰ߨ

On va montrer que la série est alternée, mais comme −݊ + 1 < 0, le sinus va être négatif aussi, on va 

légèrement modifier ݑ௡ 

௡ݑ = sin ቆߨ
݊ଷ + 1

݊ଶ + 1
ቇ = (−1)௡ାଵ sin ൬

݊ − 1

݊ଶ + 1
 ൰ߨ

Puis on va montrer que ݒ௡ = sin ቀ
௡ିଵ

௡మାଵ
 ቁ est décroissante et qu’elle tend vers 0ߨ

௡ିଵ

௡మାଵ
 tend vers 0, donc ݒ௡ tend vers sin(0) = 0. 

Avant de montrer que la suite est décroissante on va montrer que 
௡ିଵ

௡మାଵ
ߨ ∈ ቃ0,

గ

ଶ
ቂ 

௡ିଵ

௡మାଵ
ߨ > 0 c’est clair 

ߨ

2
−

݊ − 1

݊ଶ + 1
ߨ = ൬

1

2
−

݊ − 1

݊ଶ + 1
൰ ߨ =

݊ଶ + 1 − 2(݊ − 1)

2(݊ଶ + 1)

ߨ

2
=

݊ଶ − 2݊ + 3

2(݊ଶ + 1)

ߨ

2
=

(݊ − 1)(݊ − 3)

2(݊ଶ + 1)

ߨ

2
> 0 

Pour ݊ > 3 (݊ tend vers l’infini donc on n’a pas de problème pour les petites valeurs de ݊) 

௡ݒ = sin ൬
݊ − 1

݊ଶ + 1
൰ߨ = ݂(݊)       avec    ݂(ݔ) = sin ൬

ݔ − 1

ଶݔ + 1
 ൰ߨ
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݂ᇱ(ݔ) = ൬
ݔ − 1

ଶݔ + 1
൰ߨ

ᇱ

cos ൬
ݔ − 1

ଶݔ + 1
൰ߨ = ߨ

1 × ଶݔ) + 1) − ݔ) − 1) × ݔ2

ଶݔ) + 1)ଶ
cos ൬

ݔ − 1

ଶݔ + 1
൰ߨ

= ߨ
ଶݔ− + ݔ2 + 1

ଶݔ) + 1)ଶ
cos ൬

ݔ − 1

ଶݔ + 1
 ൰ߨ

Au moins pour ݔ assez grand, −ݔଶ + ݔ2 + 1 < 0 et pour ݔ assez grand (que 3) 
௫ିଵ

௫మାଵ
ߨ ∈ ቃ0,

గ

ଶ
ቂ donc 

cos ቀ
௫ିଵ

௫మାଵ
ቁߨ > 0, la fonction est décroissante donc la suite est décroissante. Finalement il s’agit d’une 

série alternée convergente. 

2.   

௡ݑ = ቀ1 − cos ቀ
ߨ

݊
ቁቁ (ln(݊))ଶ଴ଵଵ =

⎝

⎜
⎛

1 −

⎝

⎛1 −
ቀ

ߨ
݊ቁ

ଶ

2
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰

⎠

⎞

⎠

⎟
⎞

(ln(݊))ଶ଴ଵଵ

= ൭
ଶߨ

2݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰൱ (ln(݊))ଶ଴ଵଵ ∼

ଶߨ

2݊ଶ
(ln(݊))ଶ଴ଵଵ 

݊
ଷ
ଶ

ଶߨ

2݊ଶ
(ln(݊))ଶ଴ଵଵ =

ଶߨ

2݊
ଵ
ଶ

(ln(݊))ଶ଴ଵଵ → 0 

D’après la règle de Riemann la série de terme général ݑ௡ converge. 

3. On rappelle que pour tout ݔ ≥ 0, sin(ݔ) ≤  ݔ

0 ≤ ௡ݑ = න ඥsin(ݔ) ݔ݀

గ
௡

଴

≤ න ݔ݀ݔ√

గ
௡

଴

= ൤
2

3
ݔ

ଷ
ଶ൨

଴

గ
௡

=
ߨ2

ଷ
ଶ

3
×

1

݊
ଷ
ଶ

 

ଵ

௡
య
మ

 est le terme général d’une série de Riemann convergente, avec ߙ =
ଷ

ଶ
> 1. Donc la série de terme 

général ݑ௡ converge. 

௡ݑ .4 =
ଵା(ିଵ)೙√௡

ଵା௡
 n’est pas de signe constant mais il parait délicat d’appliquer le TSSA 

௡ݑ =
1 + (−1)௡√݊

1 + ݊
=

1

1 + ݊
+ (−1)௡ √݊

1 + ݊
 

ଵ

௡ାଵ
∼

ଵ

௡
 est le terme général d’une série de Riemann avec ߙ = 1 ≤ 1, donc divergente. 

Posons ݂(ݔ) =
√௫

ଵା௫
, on a alors ݂(݊) =

√௡

ଵା௡
 

݂(݊) > 0   et lim
௡→ାஶ

݂(݊) = 0 

C’est évident. Et pour tout ݔ > 1 

݂ᇱ(ݔ) =

1

ݔ√2
(1 + (ݔ − ݔ√

(1 + ଶ(ݔ
=

(1 + (ݔ − ݔ2

1)ݔ√2 + ଶ(ݔ
=

1 − ݔ

1)ݔ√2 + ଶ(ݔ
< 0 

Ce qui montre que la suite ቀ
√௡

ଵା௡
ቁ est décroissante, d’après le TSSA la série de terme général (−1)௡ √௡

ଵା௡
 

converge. 

) ௡ est la somme du terme général d’une série divergenteݑ
ଵ

௡ାଵ
) et du terme général d’une série 

convergente (−1)௡ √௡

ଵା௡
, donc la série de terme général ݑ௡ diverge. 

5. D’après la règle de Cauchy 

(௡ݑ)
ଵ
௡ = ൬

1

(ln(݊))௡
൰

ଵ
௡

=
1

ln(݊)
→ 0 < 1 

Donc la série de terme général ݑ௡ converge. 

6. Cela va dépendre de la valeur de ߙ 
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(௡ݑ)
ଵ
௡ = ൬

2௡

݊ଶ
(sin(ߙ))ଶ௡൰

ଵ
௡

=
2 sinଶ(ߙ)

݊
ଶ
௡

 

݊
ଶ
௡ = ݁

ଶ
௡

୪୬(௡)
→ ݁଴ = 1 

Donc 

(௡ݑ)
ଵ
௡ → 2 sinଶ(ߙ) 

D’après la règle de Cauchy 

Si  2 sinଶ(ߙ) < 1, autrement dit si sinଶ(ߙ) <
ଵ

ଶ
, soit encore −

√ଶ

ଶ
< sin(ߙ) <

√ଶ

ଶ
, c’est-à-dire si ߙ ∈

ቃ−
గ

ସ
+ ,ߨ2݇

గ

ସ
+ ݇ ቂ avecߨ2݇ ∈ ℤ ou ߙ ∈ ቃ

ଷగ

ସ
+ ,ߨ2݇

ହగ

ସ
+ ݇ ቂ avecߨ2݇ ∈ ℤ. Cela se voit assez 

facilement sur le cercle trigonométrique. 

La série de terme général ݑ௡ converge 

Si  2 sinଶ(ߙ) > 1, autrement dit si sinଶ(ߙ) >
ଵ

ଶ
, soit encore −1 ≤ sin(ߙ) < −

√ଶ

ଶ
 ou 

√ଶ

ଶ
< sin(ߙ) ≤ 1, 

c’est-à-dire si ߙ ∈ ቃ
గ

ସ
+ ,ߨ2݇

ଷగ

ସ
+ ݇ ቂ avecߨ2݇ ∈ ℤ ou ߙ ∈ ቃ

ହగ

ସ
+ ,ߨ2݇

଻గ

ସ
+ ݇ ቂ avecߨ2݇ ∈ ℤ 

La série de terme général ݑ௡ diverge. 

Si 2 sinଶ(ߙ) = 1 on ne peut pas conclure avec la règle de Cauchy, mais alors 

௡ݑ =
2௡

݊ଶ
(sin(ߙ))ଶ௡ =

(2 sinଶ(ߙ))௡

݊ଶ
=

1

݊ଶ
 

Qui est le terme général d’une série de Riemann convergente avec ߙ = 2 > 1 

  

Allez à : Exercice 16 

 

Correction exercice 17.   

1.   

a.  La suite ݑ௡ n’est pas forcément positive mais à partir d’un certain rang 0 <
௔

௞
<  donc les termes ߨ

sin ቀ
௔

௞
ቁ sont positifs donc ݑ௡ ne change plus de signe lorsque que ݊ augmente. Elle est de signe 

constant. 

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

(݊ + 1)! ∏ sin ቀ
ܽ
݇

ቁ௡ାଵ
௞ୀଵ

݊! ∏ sin ቀ
ܽ
݇ቁ௡

௞ୀଵ

= (݊ + 1) sin ቀ
ܽ

݊ + 1
ቁ ∼ (݊ + 1) ×

ܽ

݊ + 1
= ܽ 

D’après la règle de D’Alembert si ܽ < 1 alors la série converge et si ܽ > 1 la série diverge. 

b. Si la série converge alors la suite tend vers 0. 

2.  

a. sin ቀ
ଵ

௡
ቁ ∼

ଵ

௡
 donc ܽ௡ tend vers 0, on va faire un développement limité de ܽ௡ en 

ଵ

௡
 à l’ordre 2. 

Attention en multipliant par ݊ on va perdre un ordre. Remarque sin ቀ
ଵ

௡
ቁ <

ଵ

௡
 donc ݊ sin ቀ

ଵ

௡
ቁ < 1 et la 

suite ܽ௡ est négatif (donc de signe constant). 

ܽ௡ = ln ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰ = ln ൭݊ ቆ

1

݊
−

1

6݊ଷ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ൱ = ln ቆ1 −

1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ቇ = −

1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰

∼ −
1

6݊ଶ
 

−
ଵ

଺௡మ est le terme général d’une série de Riemann convergente (ߙ = 2 > 1). Donc la série de terme 

général ܽ௡ converge. 

b.  Pour ܽ = 1 
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௡ݑ = ݊! ෑ sin ൬
1

݇
൰

௡

௞ୀଵ

= ෑ ݇ sin ൬
1

݇
൰

௡

௞ୀଵ

 

Donc 

ln(ݑ௡) = ln ൭ෑ ݇ sin ൬
1

݇
൰

௡

௞ୀଵ

൱ = ෍ ln ൬݇ sin ൬
1

݇
൰൰

௡

௞ୀଵ

= ෍ ܽ௞

௡

௞ୀଵ

 

La série de terme général ܽ௡ converge, donc la suite (ݑ௡) converge. 

Allez à : Exercice 17 

 

Correction exercice 18.   

1. Dans un premier temps remarquons que pour tout ݊ ≥ ௡ݑ ,1 > 0, on en déduit que 

0 < ௡ାଵݑ <
1

݊
 

Cela montre que la suite (ݑ௡) tend vers 0 mais cela ne suffit pas pour montrer que la série est 

convergente (si on avait pu montrer que 0 < ௡ାଵݑ <
ଵ

௡మ là cela aurait été bon).  

Dans un deuxième temps on va faire un développement limité en « ݑ௡ » 

௡ାଵݑ =
1

݊
൫1 − ௡ݑ + ൯(௡ݑ)݋ =

1

݊
−

௡ݑ

݊
+ ݋ ቀ

௡ݑ

݊
ቁ ∼

1

݊
 

ଵ

௡
 est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général ݑ௡ diverge. 

2.   

(−1)௡ାଵݑ௡ାଵ =
(−1)௡ାଵ

݊
− (−1)௡ାଵ

௡ݑ

݊
+ ݋ ቀ

௡ݑ

݊
ቁ 

(ିଵ)೙శభ

௡
 est une série alternée, 

ଵ

௡
 tend vers 0 en décroissant, c’est le terme général d’une série de 

Riemann. 

ቚ(−1)௡ାଵ
௡ݑ

݊
+ ݋ ቀ

௡ݑ

݊
ቁቚ ∼

௡ݑ

݊
 

Et 0 <
௨೙

௡
<

ଵ

௡(௡ିଵ)
∼

ଵ

௡మ par conséquent (−1)௡ାଵ ௨೙

௡
+ ݋ ቀ

௨೙

௡
ቁ est le terme général d’une série 

absolument convergente, c’est donc le terme général d’une série convergente et enfin (−1)௡ାଵݑ௡ାଵ est 

le terme général d’une série convergente. (il en est de même pour (−1)௡ݑ௡ évidemment). 

Allez à : Exercice 18 

 

Correction exercice 19.   

௡ାଵݑ

௡ݑ
=

݁௡ାଵ(݊ + 1)!

(݊ + 1)௡ାଵା
ଵ
ଶ

݁௡݊!

݊௡ା
ଵ
ଶ

=
݁௡ାଵ(݊ + 1)! ݊௡ା

ଵ
ଶ

݁௡݊! (݊ + 1)௡ା
ଵ
ଶ(݊ + 1)

=
݁ଵ(݊ + 1)݊௡ା

ଵ
ଶ

(݊ + 1)௡ା
ଵ
ଶ(݊ + 1)

=
݁݊௡ା

ଵ
ଶ

(݊ + 1)௡ା
ଵ
ଶ

= ݁ ቀ
݊

݊ + 1
ቁ

௡ା
ଵ
ଶ

= ݁݁ቀ௡ା
ଵ
ଶ

ቁ ୪୬ቀ
௡

௡ାଵ
ቁ = ݁݁ିቀ௡ା

ଵ
ଶ

ቁ ୪୬ቀ
௡ାଵ

௡
ቁ = ݁݁ିቀ௡ା

ଵ
ଶ

ቁ ୪୬ቀଵା
ଵ
௡

ቁ
 

Le but est de faire un développement limité de 
௨೙శభ

௨೙
 en 

ଵ

௡
 à l’ordre 2. 

௡ାଵݑ

௡ݑ
= ݁݁

ିቀ௡ା
ଵ
ଶ

ቁቆ
ଵ
௡

 ି 
ଵ

ଶ௡మା
ଵ

ଷ௡యା௢ቀ
ଵ

௡యቁቇ
= ݁݁

ିቆଵି
ଵ

ଶ௡
ା

ଵ
ଷ௡మା

ଵ
ଶ௡

ି
ଵ

ସ௡మା௢ቀ
ଵ
௡

ቁቇ
= ݁݁

ିଵା
ଵ

ଶ௡
ି

ଵ
ଷ௡మି

ଵ
ଶ௡

ା
ଵ

ସ௡మା௢ቀ
ଵ
௡

ቁ

= ݁
ଵ

ଵଶ௡మା௢ቀ
ଵ
௡

ቁ
= 1 +

1

12݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ 

Par conséquent 

௡ݖ = ln ቆ1 +
1

12݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ቇ =

1

12݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଶ
൰ ∼

1

12݊ଶ
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ଵ

ଵଶ௡మ est le terme général d’une série de Riemann convergente donc ݖ௡ est le terme général d’une série 

convergente. 

D’autre part 

෍ ௞ݖ

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln ൬
௞ାଵݑ

௞ݑ
൰

௡

௞ୀଵ

= ෍(ln(ݑ௞ାଵ) − ln(ݑ௞))

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln(ݑ௞ାଵ)

௡

௞ୀଵ

− ෍ ln(ݑ௞)

௡

௞ୀଵ

 

Dans la première somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 1, ݇ = 1 ⇒ ݇ᇱ = 2 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 2 

෍ ௞ݖ

௡

௞ୀଵ

= ෍ ln(ݑ௞ᇲ)

௡ାଵ

௞ᇲୀଶ

− ෍ ln(ݑ௞)

௡

௞ୀଵ

 

On change ݇ᇱ en ݇ dans la première somme et on simplifie 

෍ ௞ݖ

௡

௞ୀଵ

= ln(ݑ௡ାଵ) − ln(ݑଵ) 

ln(ݑ௡ାଵ) = ෍ ௞ݖ

௡

௞ୀଵ

+ ln(ݑଵ) 

La série de terme général ݖ௞ converge donc ln(ݑ௡ାଵ) converge et finalement ݑ௡ାଵ admet une limite 

finie. 

Allez à : Exercice 19 

 

Correction exercice 20.    

Commençons par une mauvaise nouvelle, si ݑ௡ et ݒ௡ sont les termes généraux de séries absolument 

convergente alors ݓ௡ est le terme général de la série produit, qui est convergente et on a : 

෍ ௡ݓ

ାஶ

௡ୀ଴

= ෍ ෍ ௡ି௞ݒ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

ାஶ

௡ୀ଴

= ൭෍ ௡ݑ

ାஶ

௡ୀ଴

൱ ൭෍ ௡ݒ

ାஶ

௡ୀ଴

൱ 

Seulement voilà la série de terme général ݒ௡ ne converge pas absolument alors il faut faire autrement. 

෍ ௡ݓ

ே

௡ୀ଴

= ෍ ൭෍ ௡ି௞ݒ௞ݑ

௡

௞ୀ଴

൱

ே

௡ୀ଴

= ෍ ൭෍
(−1)௞

(݇ + 1)ଶ

(−1)௡ି௞

݊ − ݇ + 1

௡

௞ୀ଴

൱

ே

௡ୀ଴

= ෍ ൭(−1)௡ ෍
1

(݇ + 1)ଶ(݊ − ݇ + 1)

௡

௞ୀ଴

൱

ே

௡ୀ଴

 

Puis on va décomposer la fraction rationnelle 
ଵ

(௞ାଵ)మ(௡ି௞ାଵ)
 en éléments simples, il existe ܽ, ܾ et ܿ (ces 

trois constantes peuvent dépendre de ݊) tels que : 

1

(݇ + 1)ଶ(݊ − ݇ + 1)
=

ܽ

(݇ + 1)ଶ
+

ܾ

݇ + 1
+

ܿ

݊ − ݇ + 1
 

Je multiplie par (݇ + 1)ଶ, puis ݇ = −1 

ܽ = ൤
1

݊ − ݇ + 1
൨

௞ୀିଵ
=

1

݊ + 2
 

Je multiple par ݊ − ݇ + 1, puis ݇ = ݊ + 1 

ܿ = ൤
1

(݇ + 1)ଶ
൨

௞ୀ௡ାଵ

=
1

(݊ + 2)ଶ
 

Je multiplie par ݇, puis ݇ → +∞ 

0 = ܾ − ܿ ⇒ ܾ =
1

(݊ + 2)ଶ
 

Finalement on a 

1

(݇ + 1)ଶ(݊ − ݇ + 1)
=

1
݊ + 2

(݇ + 1)ଶ
+

1
(݊ + 2)ଶ

݇ + 1
+

1
(݊ + 2)ଶ

݊ − ݇ + 1
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Ce que l’on remplace dans la somme partielle 

෍ ௡ݓ

ே

௡ୀ଴

= ෍ ൮(−1)௡ ෍ ൮

1
݊ + 2

(݇ + 1)ଶ
+

1
(݊ + 2)ଶ

݇ + 1
+

1
(݊ + 2)ଶ

݊ − ݇ + 1
൲

௡

௞ୀ଴

൲

ே

௡ୀ଴

= ෍ ቌ(−1)௡ ൭
1

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

+
1

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

+
1

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݊ − ݇ + 1

௡

௞ୀ଴

൱ቍ

ே

௡ୀ଴

 

Puis on va faire le changement d’indice ݇ᇱ = ݊ − ݇ dans la somme 

෍
1

݊ − ݇ + 1

௡

௞ୀ଴

 

݇ = 0 ⇒ ݇ᇱ = ݊         et       ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = 0 

෍
1

݊ − ݇ + 1

௡

௞ୀ଴

= ෍
1

݇ᇱ + 1

௡

௞ᇲୀ଴

= ෍
1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

 

Ce que l’on remplace dans la somme partielle 

෍ ௡ݓ

ே

௡ୀ଴

= ෍ ቌ(−1)௡ ൭
1

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

+
1

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

+
1

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

൱ቍ

ே

௡ୀ଴

= ෍ ቌ(−1)௡ ൭
1

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

+
2

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

൱ቍ

ே

௡ୀ଴

= ෍ ൭
(−1)௡

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

൱

ே

௡ୀ଴

+ 2 ෍ ൭
(−1)௡

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

൱

ே

௡ୀ଴

= ଵܵ,ே + ܵଶ,ே 

Où ݓଵ,௡ =
(ିଵ)೙

௡ାଶ
∑

ଵ

(௞ାଵ)మ
௡
௞ୀ଴  est le terme général de la série ଵܵ et ݓଶ,௡ =

(ିଵ)೙

(௡ାଶ)మ
∑

ଵ

௞ାଵ
௡
௞ୀ଴  le terme général 

de la série ܵଶ. 

On rappelle un résultat « connu »,  

෍
1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

∼ ln(݊) 

Alors 

݊
ଷ
ଶหݓଶ,௡ห = ݊

ଷ
ଶ

1

(݊ + 2)ଶ
෍

1

݇ + 1

௡

௞ୀ଴

∼
ln(݊)

√݊
→ 0 

D'après les règles de Riemann la série de terme général converge absolument, donc ଵܵ,ே admet une 

limite finie lorsque ܰ tend vers l’infini. 

Pour la série ଵܵ cela va être moins simple ∑
ଵ

(௞ାଵ)మ
௡
௞ୀ଴  est une somme partielle qui admet une limite 

puisque que le terme général est équivalent à 
ଵ

௞మ qui est le terme général d’une série de Riemann 

convergente, mais le terme 
(ିଵ)೙

௡ାଶ
 ne permet pas d’espérer une convergence absolue, reste la solution de 

montrer qu’il s’agit d’une série alternée, il faut montrer que 

ܽ௡ =
ଵ

௡ାଶ
∑

ଵ

(௞ାଵ)మ
௡
௞ୀ଴   

Tend vers 0 et est dévroissant, ܽ௡ → 0 c’est évident. 

ܽ௡ାଵ − ܽ௡ =
1

݊ + 3
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡ାଵ

௞ୀ଴

−
1

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

=
(݊ + 2) ∑

1
(݇ + 1)ଶ

௡ାଵ
௞ୀ଴ − (݊ + 3) ∑

1
(݇ + 1)ଶ

௡
௞ୀ଴

(݊ + 2)(݊ + 3)
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Donc ܽ௡ାଵ − ܽ௡ a le même signe que  

(݊ + 2) ෍
1

(݇ + 1)ଶ

௡ାଵ

௞ୀ଴

− (݊ + 3) ෍
1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

= (݊ + 2) ൭෍
1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

+
1

(݊ + 2)ଶ
൱ − (݊ + 3) ෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

=
1

݊ + 2
− ෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

 

Pour tout ݇ ∈ {0, … , ݊}, ݇ + 1 < ݊ + 1, donc 

෍
1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

> ෍
1

(݊ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

=
1

(݊ + 1)ଶ
෍ 1

௡

௞ୀ଴

=
1

(݊ + 1)ଶ
× (݊ + 1) =

1

݊ + 1
  

Par conséquent 

1

݊ + 2
− ෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

<
1

݊ + 2
−

1

݊ + 1
=

݊ + 1 − (݊ + 2)

(݊ + 2)(݊ + 1)
=

−1

(݊ + 2)(݊ + 1)
< 0 

Ce qui montre bien que ܽ௡ାଵ − ܽ௡ < 0 c’est-à-dire que la suite est décroissante. 

Par conséquent 

ଵ,௡ݓ =
(−1)௡

݊ + 2
෍

1

(݇ + 1)ଶ

௡

௞ୀ଴

= (−1)௡ܽ௡ 

Est le terme général d’une série convergente et enfin la série de terme général ݓ௡ est la somme de deux 

série convergente, elle converge. 

Allez à : Exercice 20 

 

Correction exercice 21.   
ଵ

√௡
 est décroissant et tend vers 0 donc la série de terme général ݑ௡ est une série convergente. 

ଵ

௡
 est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général ݒ௡ est la somme 

d’une série convergente et d’une série divergente, elle diverge. 

௡ݒ

௡ݑ
=

(−1)௡

√݊
+

1
݊

(−1)௡

√݊

= 1 +
√݊

(−1)௡݊
= 1 +

(−1)௡

√݊
→ 1 

Ce qui montre que ces deux suites sont équivalentes. 

Remarque : 

Si ݑ௡ ∼  ௡ sont de même nature est unݒ ௡ et de terme généralݑ ௡ alors les séries de terme généralݒ

résultat faux, pour qu’il soit vrai, il faut que ݑ௡ et ݒ௡ soient de signes constants. 

Allez à : Exercice 21 

 

Correction exercice 22.  

ݔ∀ .1 ∈ [0,1], ௡݁ି௫ݔ > 0 donc ݂(݊) > 0 

ݔ∀ ∈ [0,1], 0 ≤ ݔ ≤ 1 ⇒ 0 ≤ ௡ାଵݔ ≤  ௡ݔ

Donc 

න ݔ௡ାଵ݁ି௫݀ݔ
ଵ

଴

≤ න ݔ௡݁ି௫݀ݔ
ଵ

଴

 

Autrement dit ݂(݊ + 1) ≤ ݂(݊), cette suite est décroissante. 

݂(݊) = න ݔ௡݁ି௫݀ݔ
ଵ

଴

= ଴[௡݁ି௫ݔ−]
ଵ − න ݔ݀௡ିଵ(−݁ି௫)ݔ݊

ଵ

଴

= −
1

݁
+ ݂݊(݊ − 1) 

Montrons par récurrence que  

݂(݊) =
݊!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡

௞ୀ଴

൱ 



24 
 

Pour ݊ = 0 

න ݔ଴݁ି௫݀ݔ
ଵ

଴

= [−݁ି௫]଴
ଵ = −

1

݁
+ 1 

0!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

଴

௞ୀ଴

൱ =
1

݁
(݁ − 1) = 1 −

1

݁
 

L’hypothèse est vérifiée au rang 0. 

Supposons 

݂(݊ − 1) =
(݊ − 1)!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡ିଵ

௞ୀ଴

൱ 

Alors 

݂(݊) = −
1

݁
+ ݂݊(݊ − 1) = −

1

݁
+ ݊

(݊ − 1)!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡ିଵ

௞ୀ଴

൱ = −
1

݁
+

݊!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡ିଵ

௞ୀ଴

൱

=
݊!

݁
× ൬−

1

݊!
൰ +

݊!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡ିଵ

௞ୀ଴

൱ =
݊!

݁
൭݁ − ෍

1

݇!

௡

௞ୀ଴

൱ 

Ce qui achève la récurrence 

2. Pour tout ݔ ∈ [0,1], ݁ିଵ ≤ ݁ି௫ ≤ ݁ି଴, on en déduit que : 

1

݁
× ௡ݔ ≤ ௡݁ି௫ݔ ≤  ௡ݔ

Puis en intégrant en 0 et 1 

1

݁
න ݔ௡݀ݔ

ଵ

଴

≤ ݂(݊) ≤ න ݔ௡݀ݔ
ଵ

଴

 

Comme 

න ݔ௡݀ݔ
ଵ

଴

= ቈ
௡ାଵݔ

݊ + 1
቉

଴

ଵ

=
1

݊ + 1
 

Cela donne 

1

݁(݊ + 1)
≤ ݂(݊) ≤

1

݊ + 1
 

݂(݊) est minorée par 
ଵ

௘(௡ାଵ)
∼

ଵ

௘௡
 qui est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la 

série de terme général ݂(݊) diverge. 

1

݁݊(݊ + 1)
≤

݂(݊)

݊
≤

1

݊(݊ + 1)
 

௙(௡)

௡
 est majorée par 

ଵ

௡(௡ାଵ)
∼

ଵ

௡మ qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc la 

série de terme général 
௙(௡)

௡
 converge. 

݂(݊) est positive et décroissante, la série de terme général (−1)௡݂(݊) est une série alternée 

convergente. 

3.  Soit ܴ le rayon de convergence de la série entière. Comme la série de terme général ݂(݊) diverge cela 

signifie que 1 n’est pas dans le disque de convergence sinon 

෍ ݂(݊)1௡

ஶ

௡ୀ଴

 

Convergerait, cela entraine que ܴ ≥ 1 

Comme la série de terme général (−1)௡݂(݊) converge, cela signifie que −1 est dans le disque de 

converge donc ܴ ≤ 1, en effet 
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෍ ݂(݊)(−1)௡

ஶ

௡ୀ଴

< +∞ 

Allez à : Exercice 22 

 

Correction exercice 23.   

1. On a 0 < sin(ݑ) < ݑ pour ݑ > 0 donc 

0 < ݊ sin ൬
1

݊
൰ < ݊ ×

1

݊
= 1 

Par conséquent 

൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰

௡ೌ

> ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰

௡್

> 0 

Puisque ݊௕ > ݊௔ 

Cela montre que le terme général ቀ݊ sin ቀ
ଵ

௡
ቁቁ

௡್

 est majoré par le terme général d’une série convergente, 

cette série converge. 

2.   

ln(ݑ௡) = ln ቆ൬݊  sin ൬
1

݊
൰൰

௡ೌ

ቇ = ݊௔ ln ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰ 

Il faut faire le développement limité de sin ቀ
ଵ

௡
ቁ à un ordre suffisant parce que l’on va d’abord multiplier 

par ݊ puis par ݊௔ et à la fin on veut un développement limité à un ordre strictement supérieur à 2. 

ln(ݑ௡) = ݊௔ ln ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰ = ݊௔ ln ൭݊ ቆ

1

݊
−

1

6݊ଷ
+ ݋ ൬

1

݊ସ
൰ቇ൱ = ݊௔ ln ቆ1 −

1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ

= ݊௔ ቆ−
1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ = −

1

6݊ଶି௔
+ ݋ ൬

1

݊ଷି௔
൰ 

Comme ܽ ≤ 2, 2 − ܽ ≥ 0, ce qui montre que ln(ݑ௡) tend vers 0, et que donc ݑ௡ tend vers 1 ≠ 0, la 

série ne converge pas. 

3.   

ln(ݑ௡) = ݊ଶାఢ ln ൬݊ sin ൬
1

݊
൰൰ = ݊ଶାఢ ln ൭݊ ቆ

1

݊
−

1

6݊ଷ
+ ݋ ൬

1

݊ସ
൰ቇ൱ = ݊ଶାఢ ln ቆ1 −

1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ

= ݊ଶାఢ ቆ−
1

6݊ଶ
+ ݋ ൬

1

݊ଷ
൰ቇ = −

݊ఢ

6
+ ݋ ൬

1

݊ଵିఢ
൰ 

௡ݑ = exp ൭−
݊ఢ

6
+ ݋ ൬

1

݊ଵିఢ
൰൱ = exp ൬−

݊ఢ

6
൰ exp ቆ݋ ൬

1

݊ଵିఢ
൰ቇ 

1 − ߳ > 0 donc 
ଵ

௡భషച → 0 et alors exp ൬݋ ቀ
ଵ

௡భషചቁ൰ → 1, ce qui montre que 

௡ݑ ∼ exp ൬−
݊ఢ

6
൰ 

En utilisant les règles de Riemann avec ߙ = 2 > 1 

lim
௡→ାஶ

݊ଶݑ௡ = lim
௡→ାஶ

݊ଶ exp ൬−
݊ఢ

6
൰ = 0 

Ce qui montre que la série de terme général ݑ௡ converge. 

4. On vient de montrer que la série de terme général ݑ௡ était convergente si 2 < ܽ < 3 et à la première 

question on a montré qui si la série convergeait pour ܽ alors elle convergeait pour ܾ > ܽ, elle converge 

donc pour tout ܽ > 2. 

Allez à : Exercice 23 

 

Correction exercice 24.   



26 
 

1.   

a)   

଴ݑ = න
1

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

= [arctan(ݔ)]଴
ଵ = arctan(1) − arctan(0) =

ߨ

4
 

b) ݔଶ + 1 ≥ 1 donc 

0 ≤
ଶ௡ݔ

1 + ଶݔ
≤

ଶ௡ݔ

1
=  ଶ௡ݔ

Puis en intégrant entre 0 et 1 

0 ≤ න
ଶ௡ݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

≤ න ݔଶ௡݀ݔ
ଵ

଴

= ቈ
ଶ௡ାଵݔ

2݊ + 1
቉

଴

ଵ

=
1

2݊ + 1
 

 

 

2.   

a)   

௡ାଵݑ + ௡ݑ = න
ଶ(௡ାଵ)ݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

+ න
ଶ௡ݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

= න
ଶ௡ାଶݔ + ଶ௡ݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

= න
(1 + ଶ௡ݔ(ଶݔ

1 + ଶݔ
ݔ݀

ଵ

଴

= න ݔଶ௡݀ݔ
ଵ

଴

=
1

2݊ + 1
 

b)   

෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

= ෍
(−1)௞

2݇ + 1

௡

௞ୀ଴

= ෍(−1)௞(ݑ௞ାଵ + (௞ݑ

௡

௞ୀ଴

= ෍(−1)௞ݑ௞ାଵ

௡

௞ୀ଴

+ ෍(−1)௞ݑ௞

௡

௞ୀ଴

 

Dans la première somme on pose ݇ᇱ = ݇ + 1, ݇ = 0 ⇒ ݇ᇱ = 1 et ݇ = ݊ ⇒ ݇ᇱ = ݊ + 1 

෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

= ෍ (−1)௞ᇲିଵݑ௞ᇲ

௡ାଵ

௞ᇲୀଵ

+ ෍(−1)௞ݑ௞

௡

௞ୀ଴

 

On remplace ݇ᇱ par ݇ dans la première somme 

෍ ௞ݒ

௡

௞ୀ଴

= ෍(−1)௞ିଵݑ௞

௡ାଵ

௞ୀଵ

+ ෍(−1)௞ݑ௞

௡

௞ୀ଴

= (−1)௡ିଵାଵݑ௡ାଵ + ෍(−1)௞ିଵݑ௞

௡

௞ୀଵ

+ (−1)଴ݑ଴ + ෍(−1)௞ݑ௞

௡

௞ୀଵ

= (−1)௡ݑ௡ାଵ + ଴ݑ + ෍(−1)௞ିଵݑ௞

௡

௞ୀଵ

+ ෍(−1)௞ݑ௞

௡

௞ୀଵ

= (−1)௡ݑ௡ାଵ + ଴ݑ + ෍(−1)௞ିଵݑ௞

௡

௞ୀଵ

− ෍(−1)௞ିଵݑ௞

௡

௞ୀଵ

= (−1)௡ݑ௡ାଵ +
ߨ

4
 

Il ne reste plus qu’à remarquer que ݑ௡ tend vers 0 pour montrer que 

෍ ௞ݒ

ஶ

௞ୀ଴

=
ߨ

4
 

Allez à : Exercice 24 


