Séries de fonctions

Exercice 1.
On considére la série de fonctions
+00
>
n=0

1. Etudier la convergence simple de cette série sur [0,1].
2. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,a] ot a € ]0,1[.
3. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,1].

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
On consideére la série de fonctions

i e ™ sin(nx)
In(n+ 1)

1. Etudier la convergence simple de cette série sur ]0, +oo].
2. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [a, +oo[ ou a > 0.
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonction Y f;, dans les cas
suivants :

xn

1. frlx) = o sur [0, +oo[, puis sur [0,1], puis sur [0, a] avec a € ]0,1].
2. fulx) = n3x+2x3 sur [0, +oo[, puis sur [0, a] avec a > 0.
3. fux) = ngjxs sur [0, 4oo].

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4. On considere la série de fonctions

Dhooavee fio=

n=1
Etudier la convergence simple de la série sur R.
Montrer que cette série est uniformément convergente sur R.
Montrer qu’il n’existe aucune partie de R* sur laquelle cette série est normalement convergente.
4. Montrer que cette série est continue.
Allez a : Correction exercice 4

(=D"x?
x*+n

wp e

Exercice 5.  Montrer que la série de fonctions de terme général

—nx?

() = ()"

est continue sur R.
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
1. Montrer que la série de fonctions Y.;7_;

X - , - N
Znayz Converge uniformément sur tout intervalle [—a, a] ol

a>0.
2. Montrer que cette série est continue sur R.



3. Montrer que la série de fonctions Y5, oz est dérivable sur R.
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7. Montrer que la série de fonctions

oo

Z e " sin(n’x)

n=0
Est dérivable.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  On considere la série de fonction }.,,51 f,, avec

£ = sm(nx)

1. Montrer que cette série converge pour tout x € R.
2. Montrer que f(x) = Yns1 fn(x) est une fonction continue.

3. Montrer que
m 1
Y
Jof(X)dx 2. @n -1

4. Montrer que

. cos(nx)
Vx € R, f (x) = ZT
nz1
5.
f <§: cos(nx)) B = (="
3
o] P 2n+1)
Allez a : Correction exercice 8
. . . . . P _ (="
Exercice 9.  Soit une suite de fonctions réelles définies sur [0,1] par f,(x) = DD

1. Montrer que la série de fonctions associée converge simplement vers une fonction f.
2. Montrer que cette série de converge uniformément sur [0,1].
3. La série converge-t-elle normalement ?

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
1. Soit f la fonction définie par :

‘o ke—kx
— -1 k+1
) = ) (DM
k=1
Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est continue sur D.

2. Soit g la fonction définie par :
—kx

+00
e
= —1)k
90 = ) (~DF
k=1
Déterminer le domaine de définition D’ de g et montrer que g est de classe C* sur D'.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit f,,(x) = (—1)"% pour x un réel positif.



1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement vers une fonction f sur [0, +oo.
2. Montrer que la série de fonctions Y. f,, converge normalement sur [a, +oo[, a > 0. Ce résultat reste-t-il
vrai sur [0, +oo[ ou sur |0, +oo.
3. Montrer que Y. f;, converge uniformément sur [0, +oo[.
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Continuité
Montrer que les fonctions suivantes sont définies et continues :

+oo

1
: —_— R
fix e Z n? + sin(nx) sur

n=2
+ oo
cos(nx)
gix e —— surR
n
n=1

+ o0

—1)n
h:tz( ) sur R**

nx+1
n=0

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13. Dérivation
Soit f,,(x) = % avec |0, +oo|.

1. Montrer que la série de fonctions Y. f,, converge simplement vers une fonction f.
2. Montrer que

® (_1)n+1

B (n+x)?
n=0

f'(x)
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14. Limite
On fixe @ > 0 et on pose

RO =T et f() =) L)
n=0

1. Quel est le domaine de définition de f.
2. Continuité de f.

3. Etudier
lim f(x)
X—400

Allez a : Correction exercice 14
Exercice 15.

Montrer que :

f+°° sin(x) Dy = i 1
o e*—1 T Lnr
n=1

On pourra faire intervenir la série de fonctions (f,,) avec f,,(x) = e~ ™*D¥ sin(x)
Allez a : Correction exercice 15



Corrections

Correction exercice 1.
1. Pourtoutx € [0,1], x%? # 1

2 Zn_z( 2yn _ 1 (x2>”“ - _1x

, . . 1
Cette série de fonctions converge simplement vers la fonction S: x ~ —

2. Vx €[0,1],|x?"| < a?", or la série de terme général a®™ converge (voir 1.) donc la série de fonction de
terme général x2™ est normalement convergente sur [0, a] par conséquent elle converge uniformément
sur [0, al.

3. Supposons que cette série de fonctions converge uniformément sur [0,1] alors elle converge

. , .. . 1
uniformément vers sa limite simple S: x ~ T

—XZ
N
Z Z ol Z ol 1 1-— (xZ)N+1 B x2N+2
B 1—x2 Sl Bl 1—x? T 1—x2
n=0
On considére Ia suite de terme géneral
1
xN = 1 - ﬁ
2N+2 1 1
(1 _ %) o (2N+2) ln(l—%) e(2N+2)< N“’(N)) e e-2+0() N .
= = = _— (00
12 1_(1_2+L) 2_1 2N -1 2e
1- (1 — N) N T NZ N~ N2
Donc
2N+2
® N x2N+2 (1 — %)
sup ZxZ”—szn = sup > > > 400
xeloa] | 4= s xefoa[ |1 —x 1— (1 _ 1)
N

Ce qui montre qu’il n’y a pas convergence uniforme de la série de fonction de terme général x?™.

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
1. Onvaappliquer les régles de Riemannaveca =2 > 1
e ™ sin(nx)

2
n In(n+1) ~0

e ™" sin(nx)

In(n+1)
converge simplement.

Donc la série (numérique) de terme genéral converge, autrement dit la série de fonction de

e ™ sin(nx)

terme général f,: x

In(n+1)
2.
e ™sin(nx)| e ™|sin(nx)| e na
In(n+ 1) Inn+1) ~In(n+1)
On applique les régles de Riemannavec a =2 > 1

-na
2 e

n 1n(n+1)_)0

. - ;. ;. e~na
Donc la série numérique de terme général
In(n+1)
général f,, converge normalement sur [a, +oo[, ce qui entraine que la série fonctions de terme général f,
converge uniformément sur [a, +oo].

Allez a : Exercice 2

converge, par conséquent la série fonctions de terme



Correction exercice 3.
1. Sur[0,1[, x™ — 0 donc f,,(x) - 0
Six=1,£1) =
Si x € ]1,+oo[, x™ - +oo donc f,(x) » 1
Revenons a la série de fonctions de terme général f, :

e Sur[0,+oo[, il yades valeurs pour lesquelles f,,(x) ne tend pas vers 0 donc la série ne converge
pas simplement sur [0, +oo[,, donc elle ne converge pas normalement sur [0, +oo|.

e Sur[0,1],il yaunproblémeenx =1, f,(1) = % ne tend pas vers 0 donc la série ne converge

pas simplement sur [0,1],, donc elle ne converge pas normalement sur [0,1].
e Sur [0, a], pour tout x € [0,a] f,,(x) — 0 mais cela ne suffit pas a assurer la converge simple de

la série de fonctions de terme général f,, (avec f,,(x) > 0)
n

X
fn(x) = 1+ " ~x"

x™ est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[ donc convergente, ce qui
entraine que la série numérique de terme général converge, autrement dit la série de fonctions de

terme général f,, converge simplement sur [0, a].
n

an

< =

1+x™ " 1+0
a™ est le terme général d’une série géomeétrique convergente car a € ]0,1[ donc la série de
fonction de terme général f,, converge normalement.

2. Six=0,f,(0) =0 - 0, lasérie nulle converge.

Six >0, f,,(x) -2

n3+x3
convergente avec « =3 > 1
Donc la série de fonction f;, converge simplement sur [0, +oo].
, 2x(n3 +x3) —x?x3x? 2nx3—x* x3(2n-—x)
fa () = (n3 + x3)2 - (n3 + x3)2 - (n3 + x3)2
Manifestement les fonctions f,, admettent un maximum en x = 2n (il faut faire un tableau de variation)
(2n)? 4n® 4

n

vx € [0,al], a

x? . . , , L .
~ ~3» ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann

2 = = = —
fa21) n3+(2n)> 9n3 9In
On adonc
4
sup || = f,(2n) = —
x€[0,+0o[ 9n

Il s’agit d’une série de Riemann divergente (¢ =1 < 1)

Donc la série ne converge pas normalement sur [0, +oo.

Sur [0, a] le maximum est en f,,(a) (au moins pour n assez grand)
a a

2 2
(@ =———s~—
Jn n3+a® nd

ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann convergente avec « = 3 > 1, par

conséquent elle converge normalement sur [0, a].
3. Six =0, f,(0) =0 - 0, lasérie nulle converge.
Six >0, f,(x) = n3ix3
convergenteavec o =3 > 1
Donc la série de fonction f;, converge simplement sur [0, +oo].
, n34+x3 —xx3x2 n3—2x3
fa () = (n3 + x3)2 ~ (13 + x3)2
Il est & peu pres clair que les fonctions f;, atteignent leur maximum la ou la dérivée s’annule, c’est-a-dire
pour

x . . 5 , . , - .
~ 3> ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann




x3 = n—@x—Z n
> —
1 1 4
1 2 3n 2°3n 273
fn<23n— 1\3 3 .  3n2
n3+(2 Sn) 2n
_4
GOl = =
su X
xE[O-II-)oo " 3712

Il s’agit d’une série de Riemann convergente avec a = 2 > 1, donc la série de fonction de terme général
f, converge normalement sur [0, +oo.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

1. Six#0
2

X
|fn GOl ~—
n
. L ey . .
c’est insuffisant pour la convergence de la série, mais il s’agit d’une série alternée.

2
On pose g, (x) = v 0 lorsque n = +oo, pour un x fixé, cette suite est décroissante, d’apres le

2
TSSA, la suite numérique de terme généra oy

est nul, il y a convergence aussi.
2. |l faut utiliser le théoréeme du TSSA sur la majoration du reste
X

Rn(x) < |fn(X)] = gns1(x) = T
Il suffit de montrer que cette expression tend vers 0 indépendamment de x.
2x(x*+n+1) —x® x4x® 2x(=2x*+n+1)
(x*+n+1)? T (x*4+n+1)2
Les fonctions g,, sont positives, donc elles atteignent leur max quand la dérivée s’annule.

1
n+1 n+ 1\4
gé(x)zO@x‘*zT(:)x:( )

2

In1(x) =

2

1 n+1
<n+1)1 <( )) A VS S
In+1 = = -
Ce qui entraine que
V2 1

supR,(x) = —X -0

xgﬂg n( ) 3 Vn+1

Cela montre la convergence uniforme de la série de fonctions f;,.
3. Examinons la convergence normale sur un intervalle [a, +oo[ avec a > 0

Etudions la suite de fonctions
2

Ifn (Ol = gn(x) = Xt tn

L’étude de cette fonction a déja été faite au 2. en remplagant n + 1 par n
Sur [a, b], le maximun est
soit

Soit



a a
a*+n n
Soit
b? b?
b*+n n

. ¢z - . 1 .
Qui sont les termes généraux de séries divergentes avec a = > < 1eta = 1 < 1, ce qui montre que la

série de fonctions de terme général f,, n’est pas absolument convergente, sur un intervalle [a, b].
Pour les intervalles du méme type dans R~ cela ne change rien puisque les fonctions f,, sont paires.

4. Les fonctions f,, sont continues sur R, la convergente est uniforme sur R donc la somme est continue
sur R.

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

Il s’agit d’une série alternée mais le « (n + 1)3 » au dénominateur va permettre de montrer la convergence
normal sur R

2

el = <t L
= 13" m+ 1) s

1 r s R ;o . ‘- .
— est le terme général d’une série de Riemann convergente avec a = 3 > 1 donc la série de fonctions de

terme général u,, converge normalement sur R, donc uniformeément sur R, comme les fonctions u,, sont
continues la fonction somme est continue.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
1.
X a a
< <—
(X2 _|_ n2)2 (xZ _|_ nZ)Z n4

— est le terme général d’une série de Riemann convergente avec &« = 3 > 1 donc la série de fonctions

Vx € [—a,al],

de terme général u,, converge normalement sur [—a, a], donc uniformément sur [—a, a].

2. Les fonctions x — (xz-f—nz)z sont continues, la série converge uniformément donc la somme est continue.

3. On appelle f, les fonctions

1
fa(x) =x2—+n2
fa(x) = =2 % GZ+nd)?

Les fonctions f;,, sont dérivables
La série de fonctions f,, converge uniformément sur tout intervalle [—a, a] (voir 1.)

La série numérique f,,(0) = % converge (c’est une série de Riemann avec a = 2 > 1)
Donc la série est dérivable en tout point de [—a, a] (donc sur R) et

+o0 ! +00
> ) =
x24+n2] (x%2 +n?)?

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
On pose f;,(x) = e ™sin(n?x), ces fonctions sont dérivable et £/ (x) = n?e~" cos(n?x)
La série numérique de terme général f,,(0) = 0 converge et enfin
()| < n?e™
n(ne™) =n*e ™ -0
7



La suite numérique de terme général n2e~" converge grace aux régles de Riemannavec o = 2 > 1

Cela montre que la série de fonctions f,, converge normalement sur R donc uniformément sur R.

Les trois conditions qui entrainent que la série de fonction de terme général f,, est dérivable sont réunies.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1.
sin(nx)

Vx € R, 3
n

S 3
1 o , L . .
Comme — est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 3 > 1, on vient de

montrer que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur R donc uniformément
sur R et par conséquent simplement sur R

2. Les fonctions f,, sont continues, elles convergent uniformément sur R donc f est une fonctions
continue.

3. La convergence étant uniforme sur [0, ] < R et les fonctions f;,, étant continues donc intégrables on a

f f(x)dx —f an(x) dx = f £.(0)dx _Z[ Sln(nx)

On calcule
fﬂ Smrglx) dx = %fnsin(nx) dx = nil cos(nx)l = —( cos(nm) +1) = —(1 - (=D
0 0

Selon que n est pair ou impair 1 — (—1)™ est nul ou vaut 2, on va couper la somme en deux

sm(nx) 1—(—1)" s 1— (=1 so1-— (=1 - 2
Zf dx =)~ =) 2p)* +p=0 2p+ D° :0+;(2p+1)4

nz1 nz1 p=1

Puisonposen=p+1,p=0=>n=1

Zf sm(nx) dy = z (Zn L

nz1

C’est bien I’égalité demandé.
4. Les fonctions f,, sont dérivables, f;, (x) = % la série de fonctions de terme général f,, converge

simplement il reste & montrer que la série de fonction de terme général f,, converge uniformément sur R
cos(nx)
nZ

Vx € R, <=
n

La série de fonction de terme général f,, converge normalement sur R donc converge uniformément sur
R, on peut appliquer le théoréme de dérivation des séries

Fa= Y fie =y 20
n=1 n=1

Remarque : il n’était pas nécessaire de montrer la convergence uniforme de la série de fonction de terme
général f,, sur R, sur un intervalle [a, b] cela suffit.

5. D’apres la question précédente
- cos(nx)
D = W)

n=1

g y (nx) gr +0osin(nz)
({32 r- Promeer@)-ro=r@)- 5 2

n=1

Donc



Pour les valeurs paires sin (n %) = 0 donc on va distinguer les valeurs paires de valeurs impaires

< sin (n %) ~ < sin (Zp %) <3 sin <(2P +1) 72T> sm(pn) <3 sin (pn + %)
D Y R Z (2p +1)? @R L+ )P

n=1 p=1

2 (=P sm Rk (—1)P
_O+Z 2p +1)3 :p=0(2p+1)3

Puis on pose n = p,

7 (< cos(nx) < =D
—fo (Z n2 )dx - (2n+1)3
n=0

n=1
Allez a : Exercice 8
Correction exercice 9.
1
1. Onpose gn(x) = Ifn (| = 50D
La série de fonctions de terme geénéral f,, est une série alternée, on va appliquer le TSSA
1
li =
noteo (n+ D(x + 1)
. 1 , . 5 \ o . ! H
La suite (—(n+1) (x+1))n est décroissante, d’aprés le TSSA la série de fonctions f,, converge simplement.
2. D’apres le TSSA le reste de la série vérifie
1 1 1
vx € 0,1}, R < = < =
€l IR@I< ) = N T D S DA D 2t 2)
Ce reste est majoré indépendamment de x et tend vers 0, cela montre que la série de fonctions f,,
converge uniformement.
3.

1 1 1
Sup @I = sup DG+ D - 2D 2n

La valeur maximum est atteint pour x = 1
—est le terme général d’une série Riemann divergente avec @ = 1 < 1 donc la serie ne converge pas

normalement sur [0,1].

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

1.

11 s’agit de trouver le sous-ensemble de R ou la série converge simplement,

Iorsque k — +oo il n’y a pas convergence.

L _1)k
Slx—Oalors|( 1) e

a =1<1,iln’yapas de convergence absolue mais la série est alternée

k
k
|( 1) k2+1 k2+1

k
™ ) est décroissante, on pose a(x) =

| ~ = qu1 est le terme général d’une série de Riemann divergente avec

-0

<0

X% +1-—xx2x 1—x2
@) = -

Il faut voir si la suite (k G202 (x241)2

2+1

pour x > 1, cela montre que la suite ( ™ ) est décroissante, d’aprés le TSSA la série numérique de

terme général (— 1)"

Six > 0 alors
—kx

k? +1
9

ke —kx
Skr1

‘( 1)"




2.

Avec les régles de Riemanneta =2 > 1
ke—kx k39—kx
k? x = 0
KZ+1 k241

Lorsque k — +oo, donc la série numérique de terme général (— 1)"

ke~

est absolument convergente

pour x > 0, autrement dit la série de fonctions de terme général (— 1)" converge simplement sur
10, +ool.

Conclusion : la série de fonctions de terme général (— 1)" converge simplement sur [0, +oo[ et
D = [0, +oo[.

On tenter une méthode qui va échouée
Montrons que la convergence est normal sur [a, +oo[ avec a > 0

ke—kx
(=D

k?+1
Avec les regles de Riemanneta =2 > 1

ke—ka
<
k2+1

k2 « ke—ka k3e—ka 0
= -
k?2+1 k*+1

, - , - 2 k
Lorsque k — 400, donc la série numeérique de terme general 2

—-ka

T est convergente ce qui montre que la

série de fonctions de terme général x — (— 1)" [a, +oo], et donc

uniformément sur [a, +oo], les fonctions x +— (—1)" e , la somme f est continue sur

[a, +oo, par conséquent la somme est continue sur |0, +oo[. L’ennui ¢’est que 1’on n’a pas la continuité
en 0.

—kx
Autre méthode en utilisant le TSSA, la série est alternée, il faut montrer que la suite (';H) est

décroissante et qu’elle tend vers 0
ke —kx

kl—l>r-Pook2 +1 -

Ensuite on pose

b(x) = 7

! 2
l — X —-kx __ X —kx _ 1—x _ X —kx
b(x)_(x2+1) ¢ kx2+1e \(x% +1)2 kx2+1 ¢

1= —kx(x*+1) _, —kx’—x*—kx+1
ST @z ¢ T T 2+ e

Au moins dés que x est un peu grand, donc la série numérique de terme général (— 1)"

e M <0

le reste vérifie
k 4+ 1)e~(k+Dx k+1
R (o) < K De < k+D
(k+1)2%2+1 (k+1)2+1

On a majoré le reste par une expression indépendante de x et qui tend vers 0 donc la convergence de la

[0, +oo[, la convergence est uniforme sur [0, +oo[

, . . L, k -k
série de fonctions de terme général x — (—1)* kez

. ke k
Les fonctions x = (—1)k =
donc la somme f est continue.

Il s’agit de trouver le sous-ensemble de R ou la série converge simplement. On pose

e—kx

k?+1

giix » (—1)k

10



e—kx

k2+1
Si x = 0 alors

Six < 0 alors — +oo lorsque k = +o0 il n’y a pas convergence.

e kx 1 1

< -
Kt -kt K

est le terme général d’une série de Riemann convergente, cela montre, la convergence normale, donc

(—D*

1
k2
uniforme et par conséquent la converge simple de la série de fonctions de terme général g,.
D' =R*
ke—kx
() = —(—1DF
gk = ~(-D* 5
On a vu dans la premiére question 1. que la série de fonctions de terme général x - (—1)*

ke~ kx
K241
convergeait uniformément sur [0, +oo[ donc la série de fonctions de terme général g, converge
uniformément sur [0, +ool.

Résumons

Les fonctions g, sont continues

La série de fonctions de terme général g, converge simplement sur [0, +oo[

La série de fonctions de terme général g, converge uniformément sur [0, +oo[

Donc la somme g est dérivable, il reste a montrer que la dérivée est continue

g = g
k=0

Les fonctions g, sont continues, la série de fonction de terme général g;, converge uniformément sur
[0, +oo[ donc la somme g’ est continue, par conséquent g est de classe C? sur [0, +ool.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Six=0,f(0) =L

n+1

. , , . 1 , . , . , .
Il s’agit d’une série alternée, la suite (ﬁ) tend vers 0 en décroissant donc la série numérique de terme

="
n+1

général
Six >0,

converge.

nze—nx

n?|f,(x)| = 31" 0

La série numérique de terme général f,,(x) converge absolument donc elle converge, autrement dit la
série de fonctions de terme général f,, converge simplement.
Conclusion : la série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur [0, +oo].

2. x=>a

—-nx —na

) =— << — =
fulx _n+1_n+1_an
-na
n? -0

n+1
Avec les regles de Riemann avec a > 1, cela montre que la série numérique de terme général a,,

converge donc la série de fonction de terme général f;,, converge normalement sur [a, +oo].

e—TLX 1
sup |f,(x)] = su =
xe{o,Eoo[ fn) xE[O,E-)oo[n +1 n+1

1 1 . s . ) . L
Or —3 ~ o est le terme général d’une série de Riemann divergente avec @« = 1 < 1, donc la série de

fonctions de terme général f,, ne converge pas normalement sur [0, +oo.

11



—-nx 1

e
sup |f,(x)|= su =
x€]o, Eoo fu(x) xE]O,-I}?oo[n +1 n+1

Cela ne change rien si on ouvre I’intervalle.
3. Onva utiliser la majoration du reste du TSSA

-nx 1
IR, (O] < |fpr1 ()] = 1 < ——l
Donc
sup an(ao me) sup_ 1Ry ()] < 7 = 0
x€[0,+oof x€[0,+0o[

La série de fonctions de terme general fr converge uniformément sur [0, +oo|.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

e On pose
() = ——
fnlx " n2 + sin(nx)
Pourn > 2
1 1
fn(x)gn2_1~ﬁ

1 . , L .
Or — est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 2 > 1.Cela montre que la

série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur R, donc elle converge
uniformément sur R. D’autre part les fonctions f,, sont continues donc f est continue.

e On pose
cos(nx)
gn(x) = oz
Pourn > 2
1
192001 < —

1 . R . .
Or — st le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1.Cela montre que la
série de fonctions de terme général g,, converge normalement sur R, donc elle converge
uniformément sur R. D’autre part les fonctions g, sont continues donc g est continue.

e On pose

hn () = 1(1:3 1

NP L. , . 1 L -
I s’agit d’une série alternée la suite (m) est décroissante et tend vers 0 car x > 0 donc la série
n

de fonctions de terme général h,, converge simplement vers 0. Grace aux TSSA nous allons montrer

la convergence uniforme de cette série sur [a, b] avec a > 0. Le reste vérifie
1

IR (x)l_( +1)x+1 n+1a+1
Donc
N
sup |h(x —Zh )N <———-0
xE[aI,)b] ) — n() n+1Da+1

Lorsque n —» +o
Cela montre que la série de fonction de terme général h,, converge uniformément sur [a, b].
En un point x > 0, on choisit a et b tels que a < x < b, la série de fonction de terme général h,,
converge uniformément sur [a, b] et les fonctions h,, sont continues donc h est continue en x et ceci
pour tout x > 0

12



Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1. 1l s’agit d’une série alternée, pour tout x > 0, |f,,(x)| = n—ix tend vers 0 en décroissant, d’apres le
TSSA, la série numérique de terme général f,,(x) converge, autrement dit la série de fonction de terme
général f,, converge simplement.

—_1\yn+1
2. filo) = -2

ey donc

1
Ifn (Ol < a7 <3
% est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1 donc la série de fonctions
de terme général f,, converge normalement sur ]0, +oo[, donc uniformément sur ]0, +oo[, comme les
fonctions f,, sont dérivable, le théoréme de dérivation des série entraine que la somme est dérivable et
que
too C_l)n+1

(n+x)2
n=0

+00
F =) fit) =
n=0
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. Pour x < 0, e™™* ne tend pas vers 0 donc la série diverge.
Pour x > 0
D’apres les régles de Riemann avec a = 2 > 1

. —_na
lim n%e™* =0
n—-+oo

Entraine que la série numérique de terme général e ™“* converge, autrement dit la série de fonctions de
terme général f;, converge simplement, donc I’ensemble de définition de f est R**,
2. Nous allons montrer la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f,, sur [a, +o[
avec a > 0.
[fu(0)| < e
D’aprés les régles de Riemann avec ¢ = 2 > 1

. 4
lim n?e™ =90
n-—-+oo

Entraine que la série numérique de terme général e ™“@ converge, ce qui montre que la série de
fonctions de terme général f,, converge normalement sur [a, + o[, donc uniformément sur [a, +oo.
Pour un x > 0 on choisit a tel que 0 < a < x, il y a donc convergence uniforme sur [a, +oo] et les
fonctions f;, sont continues en x donc la somme f est continue en x donc sur ]0, +oo|.
3. La série de fonctions de terme général f,, converge uniformément sur [a, +oo| et
vn>1, lim f,(x) =1 et lim fy(x) =1
xX—+00 Xx—+00
Entraine que
lim f(x) =1
xX—+00
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
Convergence de ’intégrale

Donc I’intégrale est convergente en 0
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, |sin(x)
x 1

-0 si x> 4

Donc, d’apres les régles de Riemann avec a > 2 I’intégrale est absolument convergente donc
convergente.

Pour utiliser le théoréme d’interversion des symboles [ et 3 on va se placer sur un intervalle [, X] et on

pose
X s
1e.X) =f sln(x) dx
e
€

-1
Autre part
N 1— e(N+1)x
Z fn(x) = z e~ (DX gin(x) = e~ sin(x) z X = e7* sin(x)
n=0 =0
1— e(N+1)x 1 _ e(N+1)x
= sin(x)m = sin(x) W
Et

sin(x)

Vx € [E,X], an(x) = Nl_lgloozfn(x) = eX —1
n=0 n=0

Les fonctions f,, sont continues sur [€, X], il suffit que la série de terme général f,, converge
uniformément sur [, X].

(G| = e xjsinG)] < e~neDe
n+1
e~(+e — (e—le) est le terme général d’une série géométrique convergente car eie €|-1,1][.

Cela montre que la série de terme général f,, converge normalement sur [€, X] donc uniformément.

I(,X) = f :1xn(x) f (Z fn(x)) dx = N <fon(x)dx> = i <er_(”+1)x sin(x) dx)
€ =0 \J€ €

n=0

Il existe une primitive de f, de la forme
E,(x) = (4, cos(x) + B, sin(x))e~+Dx
Fa(x) = ((=(n + DA, + By) cos(x) + (A — (n + 1)B,) sin(x) Je ="+
-1
A, =—
(n+ DA, + By —0@{ 1+ (n+1)2
—(n+1B,=1 -n—1
B =

1+(n+1)2
X

sin(x)) e_(”“)x]

€

El(x) = e~ Dxsin(x) & {

m COS(X) +

X
f e~ (DX gin(x) dx = [(
€

-1 -1
= (m COS(X) + 1+(n—)5in(X)> e‘("“)X

—1 —n-1 : —(n+1)e
- ((m“’s@ Erscre, LLC) )

-n—1
1+ (n+1)2
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1(e,X) = z ((#{FDZCOS(X) + %sin@)) e~ (n+DX

—1 —n—1 : —(n+1)e
— ((mCOS(E) + msm(d) e (n+1) >>

+00

-1 -n-—1

— - X E— 1Y e -(n+1)Xx
Z)<1+(n+1)zcos( It T o )>e
n=

n=

+oo

1 n+1
- T —(n+1)e
+ Z) (1 T 2O T S‘n(6)> ¢
n=

Maintenant il faut faire tendre X vers I’infini dans
+00

—1 n—-1 —(n+1
;<1+(n+1)2C°S(X)+1+( +1)25”’(X)>e( *

Et € vers 0 dans
+00

1 n+1
- - T —(n+1)e
Z) (1 F(n+ 1)2 cos(e) + 77 (n+ 1)2 Sm(e)) ¢

n=

En faisant attention car il s’agit de somme infini
Pour la premiére limite, on se place sur [a, +o[, avec a > 0.

cos(X) + sm(X)) e~ (X | <

( 1 + n+1
1+4(n+1)2 1+(n+1)>2

|(_—1 n—l )e—(n+1)a
1+(n+1)? 1+(n+1)?
Avec les regles de Riemann
) ( 1 + n+1
1+(n+1)2 1+(n+1)2

cos(X) +

)e—(n+1)a >0

sm(X)) e~(+DX converge normalement sur

—-(n+1)X
Y 1)2 cos(X) + e +1)Zsm(X)) e

tendent les 0 lorsque X tend vers I’infini, d’aprés le théoréme de la double limite et
+00

-1 -n-—1
- S -(n+1)Xx
xll+oo Z <1 + (n+1)2 cos(X) + 1+ (n+1)2 Sm(X)) €

+00
-1 -n—1
= li <— X SEEE——0 ) —(n+1)X> =0
Z)(XATOO 1+(n+1)2“’5( )+1+(n+1)25”‘( ))e
n=

Pour la seconde cela se complique un peu, et on prend € € [O, ﬂ par exemple

Donc la série de terme général (

1+(n +1)2 1+( +1)2

[a, +oo[, donc uniformément sur [a, +oo[, les fonctions (

400

1 n+1
- - I — —(n+1)e
ZO (1 T 2O T Sm(e)) €
n=

+00 +o
1 n+1
= —t (g D LS z - G —-(n+1e
cos(e) ZO 14+ (n+1)2 ¢ 4 14+ (n+1)2 sin(e) e
n= n=

1 ( 1 1
e n+1)e -
1+ (n+1)2 1+(n+1)2 n?

Cette série est normalement convergente sur [ ] donc uniformément convergente, les fonctions « a

Pour la premiére série

I 1nter1eur » sont continue donc la somme est continue et
+00

z —(n+1)e — Z (1 —(n+1)e) z z
eao 1+(n+1)2 e—>01+(n+1)2 1+(n+1)2 1+n'?
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Par conséquent

400
1 1
; -(n+1)e | —
lel—r>% (Cos(f) Z) 1+ (n+1)2 ¢ ) . 1+n'2
n=

n'=1
Pour la somme suivante, on va chercher un maximum des fonctions g,,(x) = sin(x) e~(+Dx
gh(x) = cos(x) e~ DX — (n + 1) sin(x) e~ DX = cos(x) e~ ™*D¥(1 — (n + 1) tan(x))

Cette dérivée est positive avant x = arctan ( ) et négative apres pour des petites valeurs de x, elles

1
atteingnent leur maximum en x = arctan (ﬁ)
Donc

n+1 n+1 1
0<—— (+lde <~ ( t ( ))
1+(n+1)25m(6)e 1+ @+ 02\ T 5

n+1 . 1 —(n+1) arctan(—
=5 e e (arean (55 )¢ )
On pose n' = n + 1 pour simplifier

n+1

! arctan(
0< msm(d e~(he < > sin (arctan( )) -n’arctan(7)

1+
, 1 1
_ "' sin (l) n _’“’(W)) __" l+o(l> o1+ _ L
1+n n' 1+n2\n' n' n'2

La série de fonctions terme général

1+( +1)2 sin(e) e~™*1€ converge normalement sur [0 ] donc

uniformément sur [0, ﬂ ces fonctions sont continues donc la somme est continue et

+00 +00 +
n+1 n+1
: : —-(n+1)e | — : : -(n+1e — —
12-%( 1+ (n+1)? sin(e) e ) Zlel—rﬁl) 1+ (n+1)2 sin(e) e Z) 0=0
n= n= n=

Finalement

+00
) 1
Jim 1€ = )
e—0 n'=1

+00 sin(x)

Or I'intégrale [ ——"dx est convergente donc

_ +% sin(x)
dim, 100 = |5

L sm(x) . Z —

Donc

Allez a : Exercice 15
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