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|Ezercices : Intégrales généralisées

-
Exercice 1:

Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et le cas échéant. caleuler leur valenr :

‘] 1-1 ‘I."ﬁ\‘

1 dt . /0 . 5 ’ /;cc 1
3. ze™ " dr 5. — dF
/ V1 — ' —_— 9 St
o0 —+o0 T om +o0o
23 / 4, / 1dt 6. f re Fdx
(122 tz Jo 0

-

Exercice 2:
Déterminer si les inlégrales suivanies sont convergenies :

d

{2z _22+3 T 2. ]'1 i
A di 2 dt
f 53:3+3:c2+7 & f ¢ ¢ 6 VBB +32 ¢

e I +oo L
e O 5. —_— e . . . -—) 3
f x2+4£+4d /9 :z:+4 3 /1 | 11(1-1—3:2) ax
oo & 2
3. f i * 5 / dt
$2+1 1 tg—t
Exercice 3: v ' .

| e (A | O |

. i ] i = 1
Soit f la fone’r.mn. définie sur [?: +°9[ par f(t) = t(ln(t))2

00
1. Quelle est la nalure de Viniégrale f@)de? i
2

2. Déterminer le takleau de variations de f.

1
3. Fn déduire la nature de 1a série Z%—Tﬂ—
11'227@,111 (n}

' T

4. Généraliser ce résultat en déterminant la natyre de la série Z———-—, ou 4> 1.

—nln’(n)

l nxz2

Exercice 4:

1/z
On note f la fonetion définie pour tout réel r > 0 par f(z) = R ‘

e % 3

On pose pour tout entier n 21,5 = [ flz)dz

T
1. Montrer gue Vini# égrale I, est convergente et e)’pruner I, en fonction de n.

.
Fl

2. Montrer que I, ~ =,
N—+--00 71

3. Montrer que la série Z f(n) est convergenie.
nzl

Exercice 5:
Soit f la fonction définie par fle) = /
' 1

+oa -

4*
T+,

o

i S e TN

1. Déterminer Pensemble da définition de f.
2. Quel est le sens de variation de f?

3. On admet, que £ est une fonetion continue suv son ensemble de définition,
Déierminer f(z} + f(z + 1) pourz > 0.

‘ e
En déduire la limite de JSenQeten 4oo. . ; /[f_\)

A
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Travaux dirigés No. i
Intégrales généralisées

|EXERCICE 1. | (Application immédiate) ' T e

Y Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes : identifier en quel point se trouve le
. probléme et rouver sil'intégrale converge {ou non) en ce point.
) ! T 0 i & *0 arctanx H
f ilnxdx;j’ “*‘dx(o::ﬂla] f memeigh ) f —n—-—--?—- Vianxdax, j ex(’x
i I Jo 0 1 1+ 22
' ' ' ' )
- +e0 gos(L =) heg Fom, i I” (lnx)2 oo 1n[1 M ?] [T yEinx
o . % j ax; E — — X} [ Ry = — A X, Ie— .
i Jo VX {x) ch 1% i 32 —1 1o gf—1
= RCICEE {Calcul dela Vﬁleu* d'une 1nff-sfrale généralisée)
o 1 -
i 1) Montrer que l'intégrale I = i -—-—-clx converge et préciser sa valeur.
; i a. -x..
Y : ) . 7 [‘+(30 x?:nz
i2) Pour tout réel o, on pose Iy = j ~————-——-—-—rh ‘
; i Jo |(1 + xt.} 1
i ] a) Déterniner suivants la valeur de @ la na; rure de l'intégrale I,.
o ] ; . 5 5 1 G ; :
b o b) Alaide d'un changement de varizble ¢ = — et d'uintégration par parties, calculer I
et Is, ”
‘ . TRe [P free ln:»
- 3) Montrer que Uintégrale e czv est cotivergenie et ; E————dt = 0. En déduire ia
) J X vi) ¥

. vheo Inx .
valeur de / ——,
' Jo {14+ x?) 1-

§ O3 J.
i - 4) Prouver la convergence ¢t donner la valeur de Vintéerale [ ax,
; ; ) e - & Jo (x+x+2).. . (x+n)
/ nend”).
: | EXERCICE 3. (Calcui d'intégrele) Soitlesintégrales S = J Infsinx)dxet] = ln(gos \”mx,a X.
0 y

- 1) Montrer que l'intégrale I ccnverge. o
- 2) Montrer que /= 21 :
_ 3) Calculer I, '

- [EXERCICE 4.] Untégrales et parembtre)

' ' oo Inll + ¥
1) Etudier Ia convergence de l'intégrale f -———(——-E-l 78 (a,fB) e R%.

<P
‘ Lt e
. - @) Etudierla con< .. 7ence de l'intégrale f —ed, (a,3) e B2,
i ‘ Fem g, L+
. ' {r
3) Etudier la convergence de lintégrals ] “ln(l+ef)dx, (o, p) e R
’ 0
: : : oo (x4 0% o g0 :
4) Etudier la convergence de i’intégrzﬂe Iy 4(— -—-—lﬁm——d 3 (a, ) € R?
_ , -

[EX—ERCICE" (Intégrales et paramatre 2) On définit, pour deux réels strictement positifs @ . -
et b, une fonction f, , de R¥ dans R parla formule:

4 - /Txx
TYx >0, Jap(x) = s

- x 7

1) Donner une condition nécassaire at suffisante portant sur les réels a et b pour que I'inté-

grale f fa »{X)elx soit convergente.

L R S e

B n S ST ) T v heeetete et it / ....... e \ 1/2 Tdde Anaiyse
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=y o U i S Ry (O

+OC—‘
2) Méme question pour l'intégrale f fapx)d

6O .
3) Méme question pour I'intégrale f In{1+ x)- fﬁ,b{x)dx.
_ 0

o

+o0
 [EXERCICEG | (Brude de lintégrale j il—l?ﬁdx)
b
Soit @ un.réel fixé. '

s T sinx
: 1] Montrer que, I'intégrale f de c'omnnrgn si et seulement si 0 < -\ﬁﬂ EPG}'B‘C"
0
Cete Fhsuite.

-2) En déduire que les intégrales de Fresnel
bntoo . +oc 5
f csin{atldx . et f cos{x“}dx
0 . 0

convergent mais pas absclument.

r
-

Soit [a oit (a, b) € (R Ptela< b et f une fonction définie et continue sur {6, +ool. On suppose que
Viridgral ch ](r 2 dt estabagimmmmnt convergente. -

‘ : , s T fkx)
1] Soit 1> 0 et k> 0 Monrtrer que l'intégrale )

u

dx converge.

2) Monuer que

(-—rmﬂbx)_f(ax}ldx“ ’a'u Lg-)-d

o fipy fax a
3) Morurer que Vintégrale f ﬂ-—-—-)——{f——)d x est convergente et vaui f(0)In -E
0

4) Prouver la convergence et calculer la valeur de Vintégrale

+00 embz -yl
[T
a -

- _ '%"."‘_ Ao d | o |
* (et = “Z ¢ U. %@7 fw/”—j_ .,fL_
Y — f} (1) ﬁjﬁi Z’
W=2 @‘”‘“ﬂf ’
Ckfw\, =, 194"1{(.
_ Ea %@N){ S Z( )’ 7‘
4 d -

/(,-

4&/ W=o 7{’{/‘
| - b)) — & |
/ ‘ 2 'ﬁ 2/2 TddeAnalyse .



Université Nangui Abrogoua 201:‘3—2014
Licence 2 . . UE ANATYSE
!
Travaux dirigés No. 2
Séries numériques

(Vrai ou faux) Dire siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier
V0§ réponses. ‘

a) Si ) u, converge et y ", diverge alors ) (uy + vy,) diverge.

b) Une série qui diverge peut converger absolument.

c) Lasérie }_sinn converge. ,

d) Si ¥ (up, + vy) converge alors les séries Y tn ety v, convergent.

EXERCICE 2. | (Nature d’'une série)

Etudier la nature des séries suivantes :

1 1 2+sinn ,
Duy = ———— 2up = ——————; 3up=———,acR
S (1+yva)™ Yn VTi+ncos?n m n¢
_ B - 3 _:. i — ) = ——
Dup=Vn+l-Yn; S5)u, Arctan(n2+n+1], 6)Un S vsinnE

e

EXERCICE3. | (Nature et somme) !

1) Donner la nature et la somme éventuelle des séries de teyme général suivant :

1 1
§in ——~ ; 1. dn+2
Uy = 1n(:z+1)1 ,n=1; ynzln(]_-—-z], n=2; Wyp=—-—————— =1,
COS 5 COS = - n nn+1(n+2)

2) Déterminer les valeurs des réels 4, b et ¢ pour lesquelles la série, de terme général
up=galnn+blnn+1+cln(n4-2), converge. Calculer dans ce cas sa somme.

EXERCICE 4. | (Série 4 terme de signe non constant! Déterminer la nature de 1a série de terme
général :
nn . _ (_ 1} n

(-1 (1) ne
— 1 . _ I _ n*n® _
Up=(-1) m{n+1)”+1' | un—-—--—-——n+(_l)n+1, un—lnnln(l+ = J, Up=e 1.
1+(-D"/" L 1y s -1
Uy = ——l i ) u,;=(—1}"(e-*(l+-—-) ), Un =sinV'1+ nea2, unz-———-( ) .
n 1 Ve E(=1)%

EXERCICE 5. | (Exercice théorique)

1) Soit (up) 5 une suite de nombres réels positifs. :
Montrer que si la série de terme général u, est convergente, alors, les séries de terme général

Up
uZ et sont convergentes,

] ]; - - - * L)
2) Soit (up)y et (vy), deux suites numeriques a terme strictement positifs.

A : Uns v
a) On suppose quie pour tout z € N, on 2 =22 < ~™ Montrer que si la série > v,
7 5 ‘ © Un. Vp L
converge alors la série Y u, converge. LA
n+l ﬁ N+
b n wH-{-l w‘f‘l ) - u
) Onpourtout neN, w, = ~————. Montrer que —— > . En déduire la nature
J . e*(n+ 1)} wy m
delasérie Y wp. ' :
3} Soit (1), une suite strictement positive et uri réel a.
Up+l T+ A S R P |
On suppose que ; ~2= =} - — -—s[iJ ot lim E/E(—J =0. Montrer gque:
W n n \n n—tcofi \p

- sia> 1, lasérie de terme général u, converge;
~ 8l <1, la série de terme général u, diverge.

Application : Etudier la nature de la série de te énéral u, = i ol ool g1V Y
: ~ 2%x4x6---(2n-2)2n)

'1/1 Tdde Analyse
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Travaux dirigés No. 3
Suites et Séries de fonctions

/\ m (Vrai ou faux) Dire si les affirrnations suivantes sont vraies ou fausses. Jostifervon
TEPOIiSes,
a) La limite simple d'une suite de fonctions croissantes est une fonction croissante.
b} La limite simple d'une suite de fonctions bornées est une fonction bornée,
©) La limite simple d’une suite de fonctions continue est une fonction continue,
d) La limite uniforme d'une suite de fonctions bornées est une fonction bornée.

CICE 2. | (Convergence d’une suite de fonctions) Etudier la convergence simple et uniforme
{7\ des suites de fonctions suivantes sur Pensemble 7 indiqué:

xz” . L. nEPEx)eE
¥+ xe"* ] %
8)fn == TEREISOLE 9fiR=B S0 = o T= oL
_ . . 1 r](l ) ! rl . 4% » z‘.’ f{-" F3
Bfalx)=nxsixe [0,;[, Jn(x) = e u:x&'l—— 1] I=(0,1. ~

CICE3 (Suite de foncmns définie par récurrence) On consu:lere la suite de fonctions défi-
nie par:

HH)=0, fru®= V i+ fa(t), pour £ =0,

1) Montrer que Ia suite de fomhcns {fnInen converge simplement vers uné fonction f quelon

déterminera.
2) Y a-1-1l convergence uniforme sur [0, +co[?

3) Démontrer que pour tout £ > 0, | fre1 (D - f(D] < lfn{rJ _(1:§ }J.
n+1

4} En déduire que la suite (fn) converge umformemént sur tout intervalle [a, -+oo[, avec g > 0.

EXERCICE4. | (Suite de fonction et intégration) Soit (f;)nen la suite de fonctions définies sur
[0, +ool par; :
e

X
f )= T+x2m
1) Montrer que la suite (fu) nen converge sxmplement et uniformément sur [0, +co [
2}Onpose: Fy(x) = f [n(8)dtpourtout x> Qetne .
1] . .
a) Etudier la convergence simple de Ia suite {Fn)nen sur [0, +col. Sans démonstration supplé-
mentaire, en déduire un domaine de convergence uniforme de la suite {F,) ,en,.
b} Calculer F,(0) et montrer gue Fy admet une limite finie en +oo. Tracer le tableau de varia-
tion des fonctons F,,. ‘
¢} En déduire la convergence uniforme de la suite (M) eny sur [0, +oé[.

EXERCICE 5. | (Convergene de série de fonctions) Etudier ia nature {(convergence simple, conver-

o
gence uniforme, convergence normale) de Iz série de fonctions 2. Jf» Ge terme général défini par

n=l1
D fa(®) = x"inx sur {0, 1] (ona bien sur posé TalD) =, 2) fulrl= x: - sur (0, +ool,
3) fulx) = (-1 ”m(l + .__:_._._) sur {0, +col,
In ) P A 10, +cof
— (Série de fonctions et série des dérivées)
X

Cn considére la suite de fonctions (f;)psg définies SUrR” par: Vx>0, fix) =< T
. +ndx

,*, ..... e ;;f ..... R ST IR PR ¢ 1/2  Td de Analyse n° 3




L 1) Montrer que la série Y f,, converge simplement sur R*.
-}f/’ nz0
“- 2) Montrer que la série )  f, converge normalement sur W Quelle conclusion peut-on en tire
. n=0
i . concernant Ja somme f de la série? ‘
] 91 | 3) Zoit a un réel tel que a > 0. Montrer que la série de fonctmns Zb fq converge normalement su
[a, Foof, Quelle conclusion peut onen nrer concemant Iafoncuon f 2
r B +m
: 4) Montrer |'existence, pour tout réel x>0 de l’mtégrale 1mpropre f ar !
fl 0 1+ 8532
Gn déiinit dés lors 1a fonction g en posant pour tout réel x > 0, g(x) f ——-‘%—5
1+2°x

i) A Paide d'un changement de variable, exprimer simplement g(x) en fonctlon de x.
6) Monter que f(x) = xg(x), pour tout x > 0. La fonetion f est-elle dérivable en 02 Conclure,

t [F@@(‘ICE 7. l {Classe de la somme d'une série de fonctions)
5% (fu)nen- 1a suite de fonctions définies sur [0, +co par:

for B4o0] — R-
X
; X = —_—.
o n(i +nx2)
1) ftudier la nature de lIa série de fonctions ) f,, 7 €N, sur [0, +col.

e wa s e

+oo
) On note S la fonction somme de la série: S{x) = Z fr(x).

a) Montrer que S est de classe C* sur tout intervalle {a; b] <0, +oo!, pms sur ]0, +cof et donner
Pexpression de sa dérivée.

{
k ' b) Montrer que xll‘l_l'_lm S(x;=0
G}; ¢) Lapplication S est-elte dérivableen 0?2
;: e
A
!

[HMZRCICE 8. |(Egalité ségie et ihtégrale généralisée)

1

1) Justifier 'existence de l'intégrale I = f xFdx.
0

(—xInx)"

7) Montrer que la série de fonctions Z 7

converge uniformément sur {0, 1]. .
nz0 :

1 . L L
3) Calculer I'intégrale f (—xInx)"dx (on peut choisir x**! comme nouvelle variable).
0

+00
4) Déduire des questions 1),2) et3) que I= Y n™".

n=1

i} {RCICE 9. | (Série absolument convergente, ne corvergeant ni uniformément, ni nonnalement)

+o0
1) On considére la série Z nxe”
n=0

a) Montrer que cette série est absclument convergente sur R.

nxt

by Montrer gu'eiie n'est pas normalement convergente sur R.

¢) Montrer que pour tout € > 0, cette série converge rormalement sur 'intervalle A, défini

par: Ag=R\]—¢,el.
2) On pose flx)= ) nxe ™ avec xeR.
n=_

a) Jastifier'obtention d'une fonction g vérifiant f(x) = g’(x) pour tout x € R\{0}, par intégra-
tion terme & terme de la série de la question 1). ‘

1) Calculer g(x) et en déduire f{x) pour teut x € R\{0}.

fh‘

+oo
e 1a convergence de la série ) nxe
n=0

c) Montrer que f n'est pas continue‘au point 0 et ~nzt

w'est pas uniforme.

2/2 Tdde Analysen®3
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Travaux dirigés No. 4
Séries entidres et séries de Fourier

(EXERCICEN'1 {|
Déterminer le rayon de convergence et le domaine de convergence simple des séries entidres de terme général suivant :

ﬂ-
1) un(m)-_-n—a: neN" zeR 2) u,(z)= 3n,ne‘N* zel. 3) un(:c)usm(-zi)x neEN", zc=

4) in(z) = nlong? g EN", ZER. 5) up(z)=1In (n;:l)m”, neN", zeR.

dn+8
5 tnlz) = (n+1
|[EXERCICE N2 ;|

Déterminer le Tayon de convergence, le domaine de convergénce simple et la somme des séries entires réelles suivantes -

)m‘r"”, neEN, zcR.

i ; 1 1
1) up(z) = china)z™ n €N, g € R. 2) un(z) = (~1)"z" neN. 3) up(z) = (1+-2—+%—+...+E)$”, n e N,

[EXERCICEN"3:] ; ‘ |

_ $2n+2
Soit & la somme de la série entidre Z (_nTl)-_(ZE:{-_l)-’ n 2 0. A SL 43{_

1. Déterminer le rayon de convergerce de cetie séric, g

2. Montrer que S est continue sur [—1, 1].
3. Déterminer pour tout # €] — 1, 1], §'(x). En déduire S(z).

1
4, Caleuler la so E ———
culer la s mmen_ﬁu AT LDEnF D ,7 ,

¥
|[EXERCICEN" 4 ;]

Développer en séries entitres du réel 7 les fonctions suivantes :

o

fil@) = @+2)¢", o) =W@+2), fiz)= @-DE=3

11—z
falz) = W

|EXERCICEN'5 1] ‘ .

Montrer qu’il existe pour "équation différentielle suivantes une solution développable en série entiére. Déterminer le rayon de
convergence de la série obtemue et calculer sa somme,

[EXERCICEN'6 ;|

Soit f 1a fonetion 2x-périodique définie par flz) == sur] -, 7.

1
1. Montrer que 1a séric de fourier de £ est Sf(z ) =2 v = @e nsm s
n=D
&= ()" lsinne gz
2. a) Montrer que : Y €] — 7, wl; g e 55 ‘

b) Ewdier la convergence de cette série pour = = .

2
3. En appliquant le théoréme de Paseval, montrer que Z — = %

n-CI
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L tstertis PAbobohdjams
: | U“‘R ‘SFA, Dépaxtement de Math |
7 "Année 2006 - '200? o

SFA2 E?X'.AN[EN D’ANALYSE ¥:(28me session)
+ Durée : 3 heures § :

January" 20, 2008

Fhaezmoel(ﬁ.-spointa) -
LEtu.dw.r_"I&natmedel&aéneEun BVeS Uy, = (nsm--)"‘ }
ZEtudxer m’ﬁﬁntlavalmdnréelstmbementpomhfa, Ia.ma.tmedele.
sétwdeterm&général
= Vel Fo3ET - VaiTan
3 Smentaunréel,cmré&sm@ementposmf. Etudxerlanatmedel&séne
de terme génsral- u,,--——

- e -

e 4 v e e i et =
e -

Fbcercioe,z(s.poh::ts)
LDéﬁmnnmhMetlamleurdel’ht&g:ﬂegﬁn&aﬁsée
f*mln(l-l-'g)d-" _
. Z.Ehzdxereuwmhsvaleuxsduréda>0hnmedel’hﬁégraleg&1éfal—
e '
: .Exarciees(&spoints) _
Onoos:.sidérelaséneent;ém z:zn.fn .z &R,
. n >

QuelestleraybndeccmageszdeOetzeséne? - .
2. Montrer que Ia staie est normealement ccmvetgemefu [~2, 1

‘3. SmtzeRtelquelz!<RCal*ulerlasomme 3 n:nl
2 n =7

4, Calouler «34--

ML Nt mmay em gt o v




’ . “"<:)=_x;n-—~ 1}n

2. mnnT&aHOmmeS(z] -f'u,,{x}il dedafonchcmsconnues

=35 o&xeketu>3. _‘




. Université d’Abobo—AdJamé
UFR SFA ‘Département de Math et
. Informa.txque :
Année 2007 - 2008

SFA2 EJCALIEN DPANALYVSE 1 (Lare B&smn)
Durée : 3 heures ;

October- 10, 2008

deem{:ipoims)

1. Montrer que PintSgrale généreliste do Riemarn _{*“’—-,ona €ER,
Omve:gemetseuhemmtma}letpréma:mvﬂmmmde

Convergence.
2. menneaﬁzemm&uqmzu“ convergente doit 1a somme vant S =2

&Mmtrerquelasénehmmque N nmtd:xva-gente_ i

, n>i
N iDétermmlemdemvergemeRdelaséneenuérezje““hz“
Justifier votre réponse .

Emrcicel(apomts) #
1 Etud:e:hnatwedehmzug avec

—v3

'a]’dnaﬂ,u,.zﬁ, bVn21lu,= — g vVa>lu, ==

'{m ) i -sin:r:‘ "y
DYR20,tn= f%wdz gVvnzlu=[ PENET
On justifiers les réponses
. Ehcerdee2(3l’m)‘ -
, Dmmm&lmw
. Lﬁm____r_z_ffme—e-imczdx&ﬁmxz-}_ldr
=
hx. Yoa *

-
-




Ebom:ioes(spoints :
p Montrerque n sin — >0Vr~cN".

2. Donnerledéveloppementhm:téd’ord:eéens&odemnx
S. En dédusire

a)hdevdoppememhmtéenmnd‘ordresde n.8in ~ (n‘—-r‘i-m)

b) [emippezneutlinﬁtémz&od’ordresdeln(nsm-) (1 — +co)
4. D&mwmkvﬂmmmbzeréelgmhqmneshanus

1

Execbice 1 (4 points)
1. Caleula: Ier:;:?ndemvergmoede!aa&mdetmgénéml

- .u"{t)f‘;;l—f}ﬁ'meRetn>3‘

2. Exprnn*rmsommeS(xj gu,,(x)il dedefmchonsconmzes




.

£

4 L
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F

T Iniveraité d "Ahaho-A diarmé

TIER . QFA Taboratoive de Mathématiques et

Tm-f'nmfn at3 nna
‘)‘\ rrhe NN fmm

SFA2 Fxamen d;Anaiysel, i2re session
July 7, 2009

Durée 3 heures

Exercice 1 (4 points). Déterminer la nature de l’mtfg'aae sujvante :
__.‘. P R ﬂ?&dm 1. f+00 _.._-;.{-coszdx 4 f-‘-cﬂ

3. fg - s Jooa © (:’.*n:tﬂ
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Exercice 2 { 3 points ) Sl
1. Montrer que l’mtegralp & Tz dx ost comvergerite et calculer sa valeur. = B Wi
2. Lintégrale 0 .};1_ de est-clle convergente? - c 4 S
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Bxercice 8 (5 points).

1. Montyer que » sin }— >0V ne N

2. Donier le développement Bmité ci’ord:e 4 en 7870 de sing

3. En déduire :

a) Le développement liuits ex zéro d'ezdre S de n gin -~ (n — +cc)

b} Le dévelopremoent limité en zérc d’ordre 3 de Zn{ 7 gin n) {rn — +00) .
4. Déterminer toutes les valewrs du nombve réel a pour lesquelles la shrin de

terme général u, =(n sin —-)" est convergente.
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Exercice 4 {4 pomts)
1. Caletdarle ra\;nn de convergence d¢ Ia série de terme pénéral
Un{z} =

AxcRetn> 3,
A~ Dn-2y % g
2. Exprimer 2a somme S{z) =

Go0 y
N un{m) 4 Paide de fonetions connues,
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E:..ercwe 5 (4 points).
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2} Montrer que ¢ on gvait sz,,.,._}msm(ne) 0, alors on aurait
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Exercice 1 { 2.5 pomi$)
Fiudier 1a nature dela sfria 3w, suivanbe

L v, =2¥n 2 u,= .(—1)“sin(§) Yn>1-

Exercice 2 { 2points )
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Exercice 3 (4.5 points }
On pose fn(z) = = ¥Yn>lVzeR

1. Montrez: que la, série de fonctions Y, f,,
n>1
a) asimplement convergente sur 1, 400 |
- b) uniformément convergente sur tout intervalle de la forme [a, +oo {, 0t a
est un réel > 1.

2. Montrer que sa fonetion somme f(z) E Falz) est :
a) définie sur |3, +po {.

» : = 7
b} continue sux |1, oo {. : : . L et
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Fenveirs 408 nnlnts )

Calculer le r;,yc;n de coz’wergence £ de la série entitra

(*S)ﬂz‘ln-"—l n"
n>0 2?‘;‘[‘5 ! 2 o n§'0 nl =4 ’zetk
13 8 1 -
3. —e | TF " R e
, E'&}E'G(ng-'-l)_?’me 4. ngpmﬁ,oﬁ
y & € R,
i
! Exercice 5 (3.5 points) -
3 On oonsidérelaséﬁe entiére E ._1 : zn, zec A e

n>0 2n 4+ .
1. Calculer son rayon de convergence R _ _
2.2} Sur le carcle d’incertitude, déterminer I'ensemble des valeurs de » o Ia

série 3 o #" est absolument convergente, 2
nz20 @ . : :
b} Dommer une valeur de z o la série est. semi-convergente, uis une valeur .
de z of la série est divergente : - 3 -
3. Calenler sa somme lorsque z = 2 eR}

Exercice.6 ( 1.5 point)

5 - -
Banner Iz dévelonnement on séris entidre en voisinsge de méra dala fonction

f définie par . .
Vz eR, flz) = O’ fl—?—tdt Quel est le rayn de convergence R de la série
obtenua? ¥ '
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Université Nangui Abrogoua
UFR-SFA
Laboratoire de Mathématiques et Informatique

UE Intégration et séries
Durée globale 3 heures = 1 heure 30 (ECU1) + 1 heure 30 (ECU2)

Les ECU Mntégrales généralisées et séries de fonctions" et "Séries entidres et
séries de Fourier" doivent &fre rédigés sur des copies différentes. T1 est conseillé
au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU et d’attendre
la fin des 3 heures globales avant de yendse ses copies.

ECU1 Intégrales generallsees et séries de fonctions
Session de févnelﬂ)lfi

Durée 1 beure 30

Exercice 1 (4.5 points)
Etudier la nature de chacune des intéorales géréralisées suivantes.

L [f2ede 2 [P -4 i}zz)dm

. Exercice 2 {4.5 points)
Etudier d’abord la nature de Yintégrale eénéralisée f+°° =

JHz+ 1)

culer ensuite sa valeur en cas de convergence

Exercice 3 3 (2.5 points)
Etudier la nature de la série 5 u, suivante :
. e , ‘

Loty =0V 2. up=(~1)*VYn 3. u,=(-1)" sin—ylz Vrn >1

Exercice 4 (1.5 points)
On pose fo{z) = == VR 2 1,Vz € R. 1. Montrer que la série de fonctions

Y. fnoest smplement oonvergenbe sur 1’m.erva]ie 11, +oof
nzl
2. Soit @ un nombre réel domné tel que ¢ > 1. Montrer que la série de

fonctions ¥ £y, est uniformément convergente sur Pintervalle [a, +oof.
nzl )

{suite ;iage 2) -

+
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Université Nangui Abrogoua
UFR-SFA o .
Laboratoire de Mathématiques et Informatique

UE Intégration et séries

oy
T

Session de février 013 _

Durée globale 3 heures = 1 heure 30 (ECUL) -+ 1 heure 30 (ECUZ)

: Les ECU "Intégrales généréliséés et sé;xas de fonctions" et "Séries entidres et

S séries de Fourier" doivent &tre rédigés sur des copies différentes. 1l est conseillé

au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU et d’attendre
la fin des 3 hetres globales avant de rendré ses copies. ‘ _ '

BCU2 Séries entiéres, séries de Fourier
" Durée 1 heure 30 ' l | B
Exercice 5 (7 points) o , ‘ ‘ .
Déterminer le rayon de convergerice des séries entires suivantes, ot 2 € C: -
L Y (A 20 Y(lnn)™r 3 T (e _ ovi),n
fo-T i Ty o]

. (—gratint e
.“?_0" 2n+5 .,. . n>o R

&

5 W 6 ( L )Pz, 2R
4 . E r.Izr,'V, -ugn n2~{'-1_ yeR Ny

Exercice 6 (b points)

Qn considére la sé:..-i‘e entlé.re “§ 0 : 2?:{,_. i z“, zel

1. Calculer son rayon de convergence E- : .3

2. a) Sur le cercle d'ingertitude, déterminer l’ensembl‘e des valeurs _de 2z ol
la série 5 - 2" est; absolument. cotvergente, =~ . ' .

b) Etudier la convergenee de la série en 5 =1 puisen z=—1. - _

3. Fxprimer sa sgmme loraque 2 = = & RY. 4 Vajde d'une fonction connue.
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Université Nangui Abrogoua
UFR-8FA
Laboratoire de Mathématiques et Informatique

L2 semestre 3 (2&me session)

UE Intégration et séries
Durée globale 3 heures =1 heure 30 par ECU

Les ECU "Intégrales généralisées ot séries de fonctions" et "Sérjes entiéres et
séries de Fourier” doivent &tre rédigés sur des copies différentes. Il est conseille
au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque BCU et d’attendre
la fin des 3 heures globales avant de rendre ses copies.

ECU1 Intégrales généralisées et séries de fonctions
2éme Session 2013

Durée 1 heure 30 v

Exercicel (5 points) #

1. Montrer que I"intégrale généralisée j:‘:) ze dz est cenvergenie et cal-
culer sa valenr )

2. a) Moatrer que P'intégrale généraliséa f é [in{«)| dz convergs.
fig

5~z converge.  Au voising ge
HES .

b) Montrer que 'intégrale généralisée [ &

de ++00, on pourra utiliser le critére 2= f(a)

Exercice 2 (1 point)

A
Etudier la nature de la série 3w, aves w, = =
n <
Exercice 3 (4 points) - - ,
Montrer que chacuue des séries 37 2™ cosnd et > a”sinng, ot €] — 1,if
n=0 720

et § € B, est convergente puis calculer sa somme. On pourra commencer par

étudier la converggence et calculer la somme de la série & termes complexss

E mneinﬁ"

7220
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Université Nangui Abrogoua
UFR-SFA . '
Laboratoire de Ma.thématiques et Informatique

UE Intégratmn et sérleb
2éme Session 2013

ECU2 Séries entiéres, séries de Fourier
Duréa 1 heure 30 s

Les ECU "Intégralw généralisées et séries de fonctions" et "Séries entidres et
séries de Fourler® doivent #tre rédigés sur des copies différentes. 11 est conseillé
au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU et d’attendre

12 fin des 3 heures globales avant de rendre ses copies.

Exercice 4 (3 points) .
Détermmer le ra.yon de convergence R des séries entzéres sulvantes

T (ﬂ,, # 2 Blimre 3 3w

Exercice § (7 points)
- a) Quel est le rayon de convergence R et la somme S (z) de la série géométrique

oo
2. &7

n0
1 +te0 /n
b) En déduue par récurrence la formules——F-—— = E‘( )x““".

Toar = 2elk
c) Scient a, b ceR*.

MontrerqueVnEN co—}-lm—l—m =ga+(b+cn+en(n—1)

d) Quel est le ra.yon de conve:gence de chacune des série entidres }_': az™
S n=0

| nE (b"l" C)n-b;“ &t E t:n(n i l)wn? .

e) En déduire la somme S(z) de la série E (@ + bn + cn®)z™. On précisera
n>0
le doma.me @hdlté de cette somme
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Université Nangui Abrogoua
UFR-SFA
Laboratoire de Mathématiques et Informatique

F ]

UE Intégration et séries
Durée globale 3 heures = 1 heure 30 (ECU1) + 1 heure 30 (ECU2)

Les ECU "Intégrales généralisées ef, séries de fonctions" et "Séries entitres et
séries de Fourier" doivent étre rédigés sur des copies différentes. Il est conseillé
au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque EQU.

ECU1 Intégrales généralisées et séries de fonctions
Session 1/ 014)

Durée 1 heure 20
Exercicel (1.5 points)-

Etudier la nature de I'intégrale généralisée
f T gl gy, ' :
-0

Exercice 2 (4 points) ‘ )
+00 chx

On considére I'intégrale généralisée s o

1. Montrer qu’elle est convergente

2. Caleuler sa valeur | ;_°° c(;:;z dz. On pourra utiliser le changement de
variable 4 = shz '

dx

.

i

f.

Exercice 3 (2.5 points)

Ftudier la nature de la série 3w, suivante : )
" n
- ~1)" —§ 4 (=T

lLu,=1,5¥n Z.unz(n) vn 3.un=-——-g£—)— T

e

1
Exercice 4 (2 points) Soit u,, = o In(1+ i—), nzl

Montrer que la série 3" u, est convergente
n>1
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UL Intégration et séries
Durée globale 8 heures = 1 heure 30 (ECU1) + 1 heure 30 (ECU2)

Session 1 (mal 014)

Les ECU "Intégrales généralisées et séries de fonctions" et "Séries entiéres et
séries de Fourier" doivent &tre rédigés sur des copies différéntes. 1l est conseillé
au candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU.

ECU2 Séries entiéres, séries de Fourier
Duirée 1 heure 30

Exercice 5 (4 points)
Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres suivantes ot 2 € C

1LY (V2n)vtien 2. 3 (Inn)~3nzn
nzl n>1
2" ' n" .
3. T 5n+2 4. B 2
nLZJO 3In+ 1.2 n§0 7l ?

Exercice 6 {6 points) s

1. a) Montrer gue la série > ————
) 4 ngl nin+1)

de cette série.

est convergente

oo
b} Calculer 1 —
Yy Calculer asommengln(n_}_l)

1
2. a) Calculer le rayon de convergence R de la série ) —z", z e C.
a1 nin + 1}
b) Etudier la convergence sur le cercle de convergence d’équation |z| = R .
c} Désormais on prend z = z réel. '
+oo
A partir de Uégalité 3 z™ = T
n=0
ment cn série entidre de In(l — x), L

s vraie pour |z| < 1, donner le développe-

o teo ]

d) En déduire une expression de la série somme S(z} = ), ————2z™ a
1 - 1 n=1 n(n + 1)

Paide de fonctions connues, ol  est réel avec |z] < 1.
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Université Nanguj Abrogoua- Année : 2012 / 2013
~Licence 2 Mi4 | TD de Probabir; tés Fiche 1

1?" Trouver I'ensembla N des

2. Trouver leffectif A7 deg nombres entierg haturels compog
' tincts,

fsde 5 chiffres 2 3 2 dis-

indiscernapjeg au toucher : 4 vergeg et 3 rouges.
. On tire Successivement sans remise 3 boujes de l'ne ey notant 3 ch
leur de 1a boule Obteriye,

laque trage la coy-
1. Trouver e nombre de résuitats Poszibles.
' 2! TrouverJe nombre de ré Xaclement une boyla verte,
3. Trouver Je nombre de 1 _
(Exercice 3 } Une urne contient 12 boyleg indiscernables a: toucher : § verteg blanches
D et?2 boules Oranges. On tiye 5 nise b boules de Turne en notant a
1; Trouver Je nombre &V de résultats possibles,

B 1
2. Trouver le hombre n.de vésyultats Posssibles ayant exaciement
' boules blanches, '

2 boules ver(s et 2
[Berciced) Monyrer que :

!

-

n
D Chmon o Criyor

) . k=0
g Huit personpes 5€ répartissen

Combien de Possibilités

Places chacun,
* PEUt-on dénombrer, 5j op, ne
des individ

lient pas Compte de Femplacomons:
us dans les vehicules ? '

_ Dans une banque, chaque client Posséde un compte dont le code egt
; Posé de de 3 Jettreg of 5 chiffre

sy s&
-1 = C’ﬂ.'

t dans denx véhicules de 4

i

51100 nécessairemen; distincts du type Ly 5422]
1. On SUppose que leg 2 lettres sont distinctes, Combien peut-
" ~ dont Ie code -

'

COm--

CILouvrir de de COmpies
- &) commence par AB?

' b) coramence par Az

* ¢) contient 4 7 A -

e s o



]
o Vet
1

j o LR , ‘
2 On sup posﬁ qgue lco 3 lettres ne sontplus nécessau*emgm_filgtmdﬂes.-"Combler} peut-
on ouvrir de comptes dont le code |

f -

’t

a) commence par A? ‘
b) contient au moins deux A7 o Y e ot Bgue 1 i .

3. On suppose que les frois lettres ne sont pas, neces:sauement distinctes et qu 1l est
impossible d'utiliser les chiffres 0, 1, 2, 3, 4 qui sont réservés a des codes spe—
ciaux. Combient peut-on ouvrir de cornptes dont le code |
a) commence par A?

?

\
|
|
i
{ s
|
I
i

. f® g os O aae w3 N i, 1
)ﬁm’tpar 99972 _
c) Commence palAet ﬁ_mt par 89'? ;
1 x
i . . : LT
} :
. e
i i ‘
i 1’
----- " . !
3
‘i
1 . | ! J
t : ! .
3 H
i
j by
i <
: ;
;
’ ‘,
1
- ; f
i




Université Nangui 'Abrog.oua' Année : 2012 /2013
v —Licence 2 MIA - TID de Probabilités Fiche 2

-

m On lance 51multanement 2 dés cubiques et homogeénes dont les faces sont
numérotées de 1 a 6 puis on reléve les numéros portés par les faces supérieures respec-

_ tives. . ;
" Calculer sous forme de fractlon irréductible la probabilité de char_un des événements
suivants : '

a) obtenir 5 puis 2,
b) obtenir 5 et 2,
c) obtenir deux nombres pairs _
d) obtenir au moins un nombre impair #"
e) obtenir deux nombres supérieures ou eagaux & 20.

| Exercice 2| Démonter I'égalité suivante

p(AUBU C) P(A) +p(B) +p(C) ~ p(AN B) — p(A1 C) - piB NC)+pANBNC).

: Exexcu:_:} Dans un hopital, on smgn@ 400 malades pour trois symptomes A, Bet C
120 malades présentent le symptdmes 4 seulement, 84 le symptdmes B seulement, 72 Ie

: symptome C, 72 les symptdmes A et B seulement, 20 les symptomes B ¢t C seulement.
et 12 les symptomes A et C seulement.

3 . On rencontre un malade de .cet hopiutal aw hasard. Determmer lo probabilité que ce
" malade :

a) présente les trois symptdmes
b) présente le symptome A

' i
CJ ULQL r;{sq_u;#g‘ PQ‘S ,‘*"—S?'W[ﬂ[amc‘ 8-
7 Une entreprise comporte n fravailleurs. On suppose que ces travailleurs
 sont 1ssus d’une population suffisament importante pour que la probabilité gun tra-

vailleur soit de sexe masculin (ou de sexe féminin) soit égale a 5

1. Soient les événements A :" i ‘entreprise emploie au plus un homme" et B : " entre-

prise emploie au moing un homme et wnefemme”. AU MUSIUS Wue F2yvpime |
Caleuler p(A), p(B), et p{A B). Les événements A et B son-ils indépendants ?
2. Soit C I'événement défini par C : 7 I'entreprise emploie plus de deux hommes”,
- Calculer n de maniére & avoir p(C) x 0,9




Exercice 5| Un examen comporte quatres matidres. Pour chacune des matiéres, on ap-- .
pelle "épreuve” un lot de trois sujets tirés au eor* palrm 100 strjets possibles. Il s'agit de
traiter I'un des bu]ets au choix. ‘

1. Pourla pLelmerL matiere, commen d’emeuves deFélen+es peut-on proposer .

2. Un candidat se preaente A cette matiére en ne connaissant que 50 sujets. Quelle est
- la probabilité qu'il sache traiter i.a)lestrois sujets 2 : TR

-
4

b} deux sujets ?
¢) Aucun sujet ?

Exercice 6| Dlans cet exercice , la séropositivité est liée au VIH/SIDA.

On pourra utiliser les événements suivants :

H “&tre homme", F "atre femmie" et S 'étre séropositif‘ ' _

La population d'un pays est composée deé 48 pour cent d’hommes, 52 pour cent de
fernmes. § pour cent d’hommes sont séropositifs, parrms les femmes, 15 pour cent sont

séropositives.

T " ' .

. Trouver la probabilité p; pour qu "un homme soit séropositif.

=

P

. Ca lculer la probabilité ps p pour gu'une femme soit seroposmve ' B

o

. Trouver le taux T de u@l opos1t1v1te de cette populatlon

t
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Exercice 1[ Soit X la variable aléatoire défine par

PX = k) = ak(8 - ) Ske€{0,1,2.,8 o PX=X)=0 sikgqo, 1, 2, .., 8},

1. Caleuler a.

2. Calculer 1a moyenne, ia variance et I'¢cayy typede X

Soit la foncﬁon de répartition ¢’un

v¢ variable aleatoire X définie par

7 .
51 <
F(SC}: Ozx g.l' =0 !
l—~e % g >0
L. Déterminer la densité de probabilité de x,
2. Calculer les moments d’ordre 7 et J"

3. Calculer p(X < [m

I Exercice 31

1. On considére la fonction J défini

écart type o de .

T O m+o}), m étant 1a moyenne de X,
J

e par
{ O 21 ('irJ‘

: ;o X
F@) =3 oo o Cepey

2Vx
R R

a) Montrez qu” en tout point ot 2lle est continue, f
b) Délerminez Ia fonction de Iépartition de £,
Soit g la fonction définie sur R par gz -

\Tj = kel
a) Déterminez Pourque ¢ soit une deng;is de prob
A

b) Déterminey Ia forction

C) Soit ¥ = X2, Déterminez 1a fonction der

P Exercice 4 Lorsqu’ un démarchayy,

personne, on estime quilya

est une densité de probabilizé,
2,

abilité d'ure variable aléatoire

de répartition de v
epartition et la densits de V¥,
B asssurance-vie se brésente au domicile d'une
ane probabilité p que cette Personne souscrive au contrat
e :
: . -
" y, ~ ) _\
! G ox #
= AR
3 [ ey, d ;
% 'Y o
\\ ‘V‘ Ej/ -—"___,..-/

-, st
"“'\.._.,_N R




qui Iui est proposé. 8i N est la variable aléatoire représentant e nombre de visites né-
cessaires 4 la souscription de r contrats, (r € N*)

) déterminer la loi de probabilité de V.
Cacluer I'espérance et la variance ds N ' '

L¥ .

Exercice 5 : ’

Soit No € N. On considére les variables aléatoires X e
sont les suivantes :

t Y dont les lois de probabilités

¢

X suit une loi binomiale B(8, 2)
Y suit une loi définie par

4

1 (5\ n—1 ;
; —{= si ne N,
oY =nj=¢ 6 \6,) ’
0 siong N
L Donnez les fonctions génératrices de X ot V.,

2. A l'aide de ces fonctions génératrices caleuler los moments simples d'ordre 1, 2 et

3de X et V. En déuire la variance et Vécart type de X.

{: | Exercice 6 , ‘
Dans une PME sont employés 6 ouvriers ot 5 agerits administratifs. Le DG souhaitant

prendre J'avis de son perscnnel interroge 7 personnes choisies au hasard parmi les 11

personnes. Soit X le nombre d’ouvriers interrogés.
1. Quelles sent les valeurs prises par X7
2. Quelle est la loi de probabilité prise par X ?

& ¢
3. Calculer la probabilité d'interrozer 3 ouvriers,
P &'

Lgxgrcice 7]

Dans un village donné, le nombre de personnes qui atteignent 100 ans dans une année

civile est une loi de Poisson de paramatre \, Chagque centenaire a la méme probabilité ¢
“de mourir dans 'année. '

Quelle es 1a loi de probabilité Jdu nombre de centenaire éﬁeignanf 101 ans? -

X
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. Exercice 1 - Utilisation des tableg.
l a) Sﬁit}{mvaﬂhblea!e?amirenﬂmhmﬁeﬁxédm
: Déterminf:;ate!,quazl’(xb «}=095
b) Soit ¥ mmﬁaaﬁ’&:ﬁﬁ}f{mv}. Détorminer : Py S0, mto Jjet
A Y elm-20, m+20 }). pe plas déterminer B te] @eP(Y efm o, mipy =95y
Exercice 2 - Soit Tune v, g smivant une loi normale centrée réduite,
T - PI<0}; par<a pqy; P(T<-1,95), !
. - O<T<3); P I<T<Zy, PE3<r<q):.
o  PIP2213 (=2, Py} <2), Plti>n
L PRI ISY, PT<T<2,73); P(T<2/T>1)
{ T S ' .
N M Exercice 3 - Loms dun #xpmen de fin déindes, enformisé an nivesy mational, Ia moye Wl AL ‘
L -ﬂh%fﬁﬁm%ﬁiﬁ,m'ﬁ&éc&t~g&pcéc %L&ﬁﬁﬁ%mﬁﬁﬂﬂﬁﬁsm woTmEe. el((} “
est Ia probabilité poar quan Etuadiant choisi an hasard onlienne une note -
: a} Leafricurc 4 3007
b Supérieare 16507 _
: ; . Somprise vitic 500 ot 5307
| E;ﬁercmai - Dans uie popukaiion nmseuting, la tnille est upe variable aléaioire normale
W A —BHA72 e, o). Bt dans une roputation Suinine comparabie, o taille est wne vars
- | aldalvire normale YoN(166 om, 6om), L
] a) Y-a-¢-il ptus dhommes ou de fermmes qui mesurent plus'de 184 oy
. b) Quelle est In Probabifité qu‘tmq_ femme mesure plus de 184 om, sachant fu'eiie me:
o . Plusde180cmy . ~ -
_ Exercice 5 - Une usine Bibrique des vis dont 3 % ont des Jéfas.
AR 3y Op préféve 1000 visag hasang; quclieestly m&bﬁiaié_ ;
iy : - = davoir plus de 50 vis' ds cotutuses? ' !
I . - d'avoir entre 28 et 40 s difec BCRSEE? ) '
T “On veut 1950 vis sans défant. Par poadence, on F1 prtléve 2600 au hasarg, Quelle eg
. probabilité davois sofffsafment de vis o bon St -
! : a : "“”““b
W . 7 f") ? “\\ .
( “oe ) |
AW .__N____-____,_,,.-""/ .
§
4
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EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE

—

DE LA LOI NORMALE CENTRER, REDUITE #(0,1)
() =P {T <1},

e
Tt e F — | _,--_-'“q,a"-..‘izﬁ
e 60/07/ S
= ' £ o~
Ly
. 3
o
o 3 i
— ; e %
Torop o000 a0t o002 | 003 | 004 | 005 | 008 8,075 0,08 .| 009 W N
w%%% ,l SO
0§ 050000 06,5040 0,50801 0,5120] 0,5160] 0,5199] 0,523 9] 0,527 9{ 0,531 o 0,535 8 e
Soamdsh 1 | 0539 8| 0,343 6] 0.4 8 0,551 74 0,555 7 0.559 6] 0,567 &] 0,567. 5} 0,571 4] 0,375 3
“%m{.é,z 0,579 3} 6,583 2| 0,987 1f 0,591 0] 0,594 8] €598 7| 0,602 6| 0,606 4| 0.610 3" 0,614 {
0 00T e 0,671 T 0,6255) 0,629 31 0633 1) 0,636 81 0,640 6] 0,644 3| 0,648 0 0,651 7
Ovi 1 0.6334) 0639 1} 066281 0,666 41 0,6700f 5,673 6| 0,677 2| 0,680 5; 0,684 4] 0,627 ¢
8.5 | 6,681 5 045501 0,638 5] ©,701 81 0,705 4f ‘6,708 81 0,712 3} 0,715 7{ 0,719.0] 0,722 4
.6 1 07570 D290 0,7324) 0,7357] 0,738 91 0,742 2] 0,745 4] 0,748 6] 0.751 7} 6,754 9
0.7 L0738 C 4761 1] 07642 0.757 34 0.7704] 0773 4] 0,776 44 0,779 4] 0732 3| 0,725 2
i C,. | 0,786 ¢l ©.791 00 0,7539] 0,796 7 0799 5| 0802 3| 0.80% 1 or s Bareel o
0.8 | 08159 0186 05212 0,823 8 0,8254] Q3289 0,831 5} 0834 0] 0.83€ 5 0,838 9
‘r L0 0.84 5 0.843 80 G846 1 0,848 51 0,850 8] 0,853 (] 0.855 4} 0,857 7 0.5559] 0862 1
LU okess! osess) 0,568 6| 0870 B 0,872 5] 0,872 5] 0,677 0] 0879 0] 082 0 0,533 0
| 1.2 | 0834 9] 0.8569] 0,858 8] 0,850 7| 0,392 5| 0,394 4] 0,596 21 0,898 0) 0896 7 2.901 5
£,3 1 090320 090491 0.908 6] 0,9982| 09098l 0911 51 0913 1} 09147 0,9162] 0917 7
P ora lasisol 00207 09222] 0,923 6] 0,925 1] 0926 5| 0927 5] 0939 2 0,930 6} 0,931 5
T L E 09552 093451 093577 0,937 0) 0,938 2f 0,939 4] 0,040 81 0941 8 0,942 51 0944 |
{ 16§ 0wesal 024531 0547 4] 0,923 4] 0,539 5] 01550 5 c.951 3] 0,052 0,953 5| 0/854 5
{ L7 L O9ssal 09564 095731 0,9582] 0,559 11 01959 51 5,580°8] 0,961 & 0,962 5 0/ees 3
DB 098 1) 058561 0,965 61 0,966 4] 5,567 1} 0,957 81 0,965 G| 0,969 3f 0,963 5 0970 8
| 1| 097030 05715 0,3726] 6,573 2) 09738 0.9714] 0975 0] 0,975 6] 0,976 1] 0,576 7
: 20 { g1l 0979l 073 09788} 09793 099 0,950 3| 0,980 8] 0,981 2 6,981 7
: | M o§ 069321 0,9826] 0,9830| 0,983 4] D583 & 0,584 21 0,584 6 0,985 01 0,985 41 0,985 %
o 22 1628611 0,986 4) 0,9868| 0,557 11 0,987 5 0.967 8] 0,938 1 0.583 4 0,983 7] 01985
- 2.2 109893 0989 6] 09508 0.09C 1| 0,99041 0,990 6 0,990 9{ 0,391 {] 0551 5| ') ¢
X LR 0I91 8 09920 0,9922) 0,602 51 6,092 7] 0,092 9] 0,993 1} 0,503 3| 0,393 3} 0’595 ¢
2 2% 1 gner o] $95401 0,994 1) 0,994 3) 0,994 51 0,934 6f 0,994.8] 0,994 5] 0,595 1| 02095 3
3 | 2.6 0 09953) 09955 0995 6f 0995 7| 0/955 9| 0,596 0] 0'99¢ 0,996 24 0,996'3] 0,956 4
[ 20| pagbay D.I9G5) 0.9967)°0,996 51 0,996 9] 0,997 0] 0997 1} 6:997 2] 0,957 3 0,997 4
[ 3§ D9ans) 059731 099761 0,997 71 0997 71 0,997 §1 0,997 5l 0957 9] 0,59 0] 0’900 |
| 28] 998 0] G.9582] 09982 0998 3 0,998 4] 01998 4| 0,956 5| 0,998 5| 0’908 ¢ 0,998 §
e L i
; TAULE POCUR LES GRANDES VALEURS DE.¢ -
;i o f ‘ : _
3 L fl ! IR G B B T Y- 40 | 45
i _
‘l ‘ 1
& e | . -
: 270 19,992 6510.999 04§0,999 31{0,999 $210.099 66 0.999 760,999 241}0,999 92810,999 968]0.999 697
P | . 3995 . ;

Heia. — La table dogne les va
compidmens 3 Punicé

Exzmpic: potr ¢ =

L Y

leurs de [7(f) paur f“pusillif.

<o la valeur Ine dans la table,

[,37
POUL [ = — | 37

It~ 1,37) = 0,914 7

Tl e — 1,37) = 00853

Lorsque ¢ est négagif.i

. \ - P
aut prendre (e
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Soit X une variable aléatoire qui suit une Ioj normale N(m, o). Déterminer les

parametres m et ¢ sachant que

P(X > 12) = 0,8461 et P(X <16)=0,5.

[Exercice 2 Lors d'un concours radiophonique, On note X le nombre de réponses proposées
chaque jour par les auditeurs, . _
Durant les 10 premiers jours, on a obtenu ; 200, 205, 180, 150, 215, 102, 170, 235, 215, 300.
On suppose que X suit une loi normale N(m, o).
Donnez une estimation ponctuelle de m et une estimation ponctueile de 5.

[Exercice 3] Soit X de lot [0, o] et(X;, .., x, ) un n-échantillon de X. On cherche 4 estimer g,
Soit X, la moyenne empirique de X,
L Soit T, = 2X,.. Montrer q'ue T, est un estimateur sang biais de ¢ et calculer son risque
quadrai‘iq}_te. - :
2. Soit T =max(X,, .., X,).
Donnez la fonction de répartition de X puis déterminez celle de v,
En déduire une densité ge 73, puis son biais et son risque quadratique, -

. 41 ) : b ; :
3. Soit T = ——1,,. Déterminez son biais et son Iisque quadratique.
T

4. Pour de grandes valeurs de n, quel est le meilleur estimateur de ¢ 7

@_xercic@ Seit X une variable aléatoire discrate dont la disiribution de probabilité est donnde
ci-dessous

P +

On extrait un échantillon de taille 3 de Ia Population et on obtier;: - 1 =025 =1, Ty = .
Calculer une estimation de ¢ en, utilisant la méthode dy maximum de vraisemblance,

Exercice 5| Dans une pp ulation, on défini la variable aléatoire X dony la Ioi de probabilité
SR LIEE A P 2,V i
est donnée par la densits de probabilité suivante -
2r g2
. €T s oz >0 6 >0
fl, ) =4 @ - S
'l 0 41 <

On préleve un échantillon (X1, X5, W o,




1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Estimer par la méthodeé du maximum de vraisemblance le parametre 4.
On notera §{X,,) cet estimateur.

3. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ¥ = X2,

4. Déduire de la question précédente que Vestimateur est sans biais, convergent ou consis-
tant. '

EE_:-_c_e reice 6] Soit (X, X, , X,) un echantilion que "on modelise par une loi uniforme sur
[0, 8] ot1 § est un paramétre inconnu. i

1. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance §n de 4.
2. Hst-il biaigé?

3. Calculer son risque quadratique. Est-il consistant ?

fxercice 7 ] Soit (X3, Xa, , X,) un echantillon aléatoire simple issue d’une pbpulation de

densité ;

g 201
1—4

21-0

iy E]O, l[ jfg(?:) =

ou 5 < < L. Déterminer un estimateur par maximum de vraisemblance de ¢. Est-il unique ?

2

|15Y_gr_5359:§] Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre ).,
1. Construire un estimateur de A en utilisant le ?rincipe‘du maximum de vraisemblance.
2. Cet estimateur est-il biaisé ? Est-il consisistant ?

3. Calculer son risque quadratique.
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Exercice | — La loi du couple (X, Y) est définje par:

P(X=i,Y=j)=cii] pmﬂﬁd)eh,l3}?fh2’3}
p(x--i,Y=j)=Osinon -

2) .Calc'uler la constante c, . w '
b) Caleuler P[ 15 X S2,Y<2); P(22], e P[Y<2]
¢) Déterminer les Jojs marginales de X et de Y,

Exercice 2 - Soit (X, Y)un couple de variables aléatojres dont la loi conjointe est donnée par
le tableau suivant - _ ' - g .

X\ Y T A N R A
3 178 1/4 1738
5 174 [ i3 1738

a). Caleuler les Jois marginales et X et de Y,

b) Caiculeria moyenne de X et celle de Y. ' : |

¢j Caleuler Ja covariance du couple ( X, Y), l'écart — type de X et cehui de Y, By déduire
o lavaleur dy coefficient de comrélation, L T s :

f (x, y) =cxy 5 0 <x <4, 1 <y<§
f"':.y)'-‘Osinon_ S

a) CQ Eenler la constantec, -

b) Cafculer P{ 1< X < 2, 2<Y<3),

¢) Culeuler les Jois marginales de X et de Y.

d) Déterminer 4 fonction de répartition du couple (X, Y).
&) Caleuler p [X+Y <3] : o

. | “‘“‘~\\\\ “,
B=>




2/’ @f«i}‘w M Q’Wy@k%@ @.Q Vi MRl d‘dc{‘ﬂ {‘VW o %
A hadiin Guwmm de A& P fyu Avik e &é {4_) 3

N -
gmd& ‘v&% ok ookde @Q{&ﬂmm Vi /}uw\ )

>( I['L ’%fj O ww Mm%%ﬁm podici

é«/@u
D Wl mer /m uﬁ@it% @AQ\E&&LQP

o) CxQOlQUL U Mr{mm posfds sk ‘%L“ e CQO‘“WWL \/Owd@k‘ 4
T dodwin Usdyaue de €(Gp) e Spo Don bgfok p=L0
*vg:m ﬂmgﬁm A‘N&Q}MM ;253 Q(ml-uzsrn Lo Fear@ jraﬁ;z ds ‘ma‘ig Cony

St Coonllady i 0w vegeme Dl s f5al 05

o

i C@tnm e Kermdor S “gcww yu éfwﬁ ws Ak :(
fpﬁt{m) e R uan O\HQWL & “’[\"Q‘\ﬂ o0 (illhh e O}arim

¥osF jcﬂ}fmﬁ EQF E h‘") {‘5“(\ G ke QSJ; Wt \\}‘L AZ

- Hlne o B Mab ek oo ol
]

iy
~

4 \mﬁr Ak -

UL wwi d(/\iu‘r( JESEN QTL((QL.E 6@5{— X (/ K o " W‘”"* ‘;} (L\uﬁ

f,cm. [ J& \f@'é&““&“

anemdz«w&w&wwx |
b\} Q\«S&DQ“ %\’ QCL Nﬂlﬁw&xk{ &&J kf LR W MY \t L n ‘Wsew; ;OJa,C] we ‘

QUL MuEdnd i{b g
)(ALQLM M\!\Q{LCLKC{ Q.{ KL(;,U;A{' ‘I‘r\”‘k’
\)\b« @J&rm s a fern Lm@at &' s Meds o #u\kj QH\‘\!
oy _-"v & - " NE’“L\/" ghx ((Lj*\ Ju m&w ijudgkunt"i /IV’ _ .

H‘ﬂm&&i i Vet K% & T@\ACL&L\Q&L{ 1,,'_'(_,& \/?

U L’l \( i\\ul@&K ¢4 ..L ;Lmﬁ LL“& AL \!

I N AR . SRR . s




R O i L ] o oy I
v 5 x H . i 7 . .
BT T LA U VL L LT O S T TR P
F_\'\___/\_m ) GCZLIH‘LQ i R ‘ !c\,q}..{:)i_;r__ WO
J oy

- ML gy ’ /y&’\.& flm’ ; “ *
;< e
Bistolitied F IR
'_—"“““—‘_"—‘* P 3._;1{ " h\,.\owiz QM

\'.

% s Fromele, i
>®ak‘m?rr&me,<§ Mx% JYumo\,w,yc@x U,m te,l\)j_w{;&wi ek s, Coaus,
&b&b\&/ Ao Yol Ae, Betina, A&,*Ymnmwfﬁu. tflza,n.&m ATO,

) oL shhaaue muﬁ; ):..«f dévelo a
Yot ’[WU-—‘I SN Uy el ey s
\—UMQ’“& WAW ﬁ&l‘“ Gr(.m‘&« &J-:;’("“ SLm Vot 2
oo Lol et

%} S ’Qj«‘—mo\uo KL 'L\I, ,ckit&\,mfb_q s -qmq, i &ENU C&W\L& J\M
\_L":JC MW\QJ\JK a% O\L\m Q):k'ga Vﬁ‘t k'.aoc‘.{. "‘r\wﬁ)‘b Q\L. "'\\"‘-"“M‘j

;_'\uu Y‘m of“\"' alled \.\,c:bt.m‘\’( : froot z»
) Mans, W&L Q.QL&:CWWK O\AM\L’C )rkw %ﬂﬂt\&m de. Mhoﬂhﬁ e "-‘.,
iﬁm’t\‘:m , /,\A.\urfq'a/‘v‘jli»l“‘ “u"l CWQ (‘M\ s . K :
_ ,\“' ""T“' |
Vo, Thomnisg |- c\w}n,\f ':}u '\Y""'&rc&«.}&/{]ﬁ -LL’#; el U»‘-‘LU CX) S

;t(’) th’/_.\.’RJ'L/rru,vu‘w ‘2, Lnilnnai" LCASS, A,LL n‘ﬂ_aat‘.uﬁmm fcl&_ MQLM&

S WJ\'\_O/\"T%Q,‘{_}\L = . . \Y\m .
S5 cfj&pﬂimxaﬁwu A -9_9:3:..'&_,' oA ) '5(1 %\!W‘r .

=

(!

— ) , |
><‘ 1_.1 ELE Q/"t C\):’ ‘:A) g WMV\Q. M QMQL}UQ_ aH. ..3) [V oR ! D_r_\,x«n,m‘
k. . \'!:.tlc\ PAYEE A{ oy W\,&.m Ty Ao co %\Wﬂb an b%‘i)/>
f'\.. L ‘(\:‘: ¥ _..... G-
oy CLQ,LS;QL’\ A S uawum it k—v\uﬂﬂwu Ao, ‘;L
\CL G\MLU_ C\L {\&, e\w\ Mn—w\\g,‘_) =<,\~ C\,\,‘C A\LQ‘O‘\A—&:’U s }}Ueﬂ‘\f PV

“LEW/C’&& CRAR B LAV 2R l..-f..\}‘\x ——\L.WQ_.

\é&b NN c\jv\f\}\ﬁﬂuw A“- m’b AR VUV I E"\"k M K\’%M

iy

Le Ly g A«. C_mww-«b‘-k
WM% AL QM\)YLD m c\{ Alc%l Luj‘ J o]
QQ Lo, o e bvmpon & 'rgp.m)(&c&c.m._@v&&

QOQ“'"JQDA A3

\“__L 2 ém-&bm«&ub \K\B\M/ "\/"u

TYOLU MEWNTS EINTE RDVTS,




b g oo S Redbon Rdiand R & g

S\;Q;,U R AR € i
lage- Mia RATA N ST g Spreor: A LA
;‘BAIQ;!‘LJ[NHG =

I e A
OKL m&wwew&w @ww‘ﬁyﬂ—q\\m&%&uﬁ va\t&,&amci.ufm

‘YWQ‘U% S wu'muf k/m)(w-\xum'fb f\(\,:,«u}vqr,u_QqJ tvw%c—%—\,%k_e q<u_ :U«W‘aﬂ

Al de ’Roces o asding (a«u c:&e, Aesce,
v Av\;\: -4
a) 5‘&\»«\.5 Q.v; ér‘"""\’M\—«mXb B “&a ‘{"{"""W ) éa"&l / O

f&wbe—mw&

~ Qu W qese

{/Q . Lo aasse mew &mﬁfwmw%
C\«cw\sv» ’PC&) Tle) & ':?_Cﬁ\ﬂ%) Loy IV Emaonds Ade and-ilaw

L)‘*&C_‘lli\fanm»r&ﬁ? ko C oty gy
n fat Y /‘L~D«)Jbo AQJA./:C
&&MQW Q,l.lmbtw 8% A*gr‘:‘g‘“" L o '?_QC_) T_\M}JJ-Q %&
C) Lov bty - %MO&V\M &Xl\/ sud'«:\-&»me« o

B =ty =) = Y wu NE R 3 o,

"L) ‘EO&Q«%J D_q, &Wt&)\d@_ . )
b edendy B EXgR Y< ) 1[X>%>Jﬂr?(y<_g> |
) o uminoy Ly Yros m)‘wa«n.a&nb de. W ‘3‘2\‘&7’

Q )C“‘"\J WM hsum mﬁ&n I-V&Ifcxtu MY Ln&x.\(uw&mv&ub p:d ‘Q}\fﬂw‘uﬂagﬂ
NS N0 SN 'r“.»e S = 7(}"%\/41 Zatodis deni ke’
J-\..?.kLD\_/ Qb"t, AQ_ 6 _

2 w b i el aieedi MW,W kﬁwﬁ@ AN
p\fw@v\}c&lal___.t \— Q}NW T—-MAP 3&%\(\%_
- P Aenall s o zh He T
() s romniabls oliadiaie Y, sl g B, o rpestion
) = EA (V) exl J\ Exe)s
Y \D&{Ji‘mmmw Qﬁ.b }‘\MKM\'@; aDr,n_ a\;u.e, )()l\xwm M&f@d&l“u\/

L .

)un&’mwa A %)Weufbm!z,qi:w LAt
3 ,_}Q‘Eﬁ:ﬁ‘\_\v\w QL—C\ «LE?W{GL e \\\,é{?qa%‘l\lkw : X N



Chnyooni a' PR 2 e
- SFR, A8 e |
E%R?c\kwﬁz\‘ib Ny samhséir\m &.»A. *UL.? : 191

| ’\Y® AN &w\'um\.qxu; C\;\-LL C—t:’\'\MS.‘tim d&t‘z’uw&n £ GARER
oy wontobls aﬂ{o«’rmx dfimie yor T

_ Kt vam,,:r (rnas £ »zwi‘ &

) Gud Y trore 2 Vo ket udeole -x(mx% Sl
3! m(b“mcxm.u Wﬂnﬁ%ﬁﬁmwe\}w () oXPa rranfonc Ve (30
5N C:nrv&t\tq: & K\l\ﬁS%Mr )\Q/Aﬁb Qi_w&fhaﬁ‘u ‘(‘“’1‘7&3“‘-“&

Aa MM c&w Q\UL“A ..,{-QA% Ae‘f? Codvudan E()D Fes

Q Um e\lom-o&)’b me \(uauw A.th*'e. ds ’(M-%Q}L&ﬂQA
‘i’@q \(;,:c_(l._ot] AR o €10, AN
O A QCQY_OJH "
R) Ao wa&m_t, Lfmmn Sewnt da RS, M

e cﬁm de do Yo ri-a \7/\
?}iﬁt\;‘t‘is ¥ ofe ,);(.md;i(: Almf\{mnﬂkiw eoﬂuﬁlm.

A
Tlvg AN ?(“_45(4 ), X >-é\-,. e
1 C.QJ-C/\,(}DJ\/ &’l ' {\fﬂf’zf LD Cm& m tfk'u .\6 :.

@"D s X, s XV‘D PEVY, %,\nmdi‘&m APsIeine T
ST v Y o ¥ 7( cbilmmmﬂm&» assee, \:_C*{}—o \kmb()——

. AP © Awncennt
X m () = 257 C”W\‘ﬁ& Am%wg;:nx\mo\ﬁ
m&m@anoéd

et s At OBOWI e

P



UNIVERSITE DE COCODY / UFR SCIENCES ECONOMIQUES ET tmm )
, DEUG T :
EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUE / Session 1 — 2008 - 2069
Durée : 1 heonre 30
Documents autorisés : ancun

NB - Le sujet comporte 3 exercices indépendants. Le probléme 1 est obligatoire. Le
candidat traitera au choix un des Problémes IT ou IIT
A) Probléme 1- Un industriel fabrique des tablettes de chocolat. Pour promouvoir la vente de
ces tablettes il-décide d'offrir des billets pour un concert de reggae dans la moitié des tablettes
miges en vente, Parmi les tablettes gagnantes, 65% permettent de gagner exactement un billet
de concert et 35 % exactement deux billets de concert. ‘
On note Py{A) la probabilité conditionnelle de I'événement A sachant que I'evenement B est
réalisé,
1°) Un client achéte une tablette de chocolat. On considére les événements suivants :
G "le client achéte une tablette gagnante"; .. '
= "le client gagne exactement un'billet de concert”;
D= " le client gagne exactement deux billets de concert”
a) Donner P(G); Pg(U) et P(D) '
b) Quelle est la probabilité de gagner exactement un billet de concert.?
¢) Soit X la variable aléatoire ¢gale au nombre de billets de concert gagnés par le client.
Déterminerlaloide X -
Calculer I'espérance mathématique de X

b

2°) Un autre client achéte detx jours de suite une tablette de chocolat. A
a) Déterminer 1a probabilité qu'il ne gagne aucun billet de concert . ! o
b) Déterminer la probabilité qu'il gagne au moins un billet de concert i '

c) Quelle est la probabilité qu'il gagne exactement deux billets de concert ?
B) Traiter au choix un des deux problémes suivants
' o« 2 six=>1
1X - Soit X une variable aléatoire dont la densité donnée par fix) =< x* °

k 0 six<l

1) Déterminera. ~
2) Déterminer la fonction de répartition de X,
3) Calculer, le moment d'ordre n; n étant un enner mfeneur 43. En déduire la movenne et
Técart-type de X ! e
4) Donner, grice & I'inégalité de Blenaymé-Tcheblchev un majorant de la probabilité que
X s'écarte de sa moyenne, en valeur absolue, de plus de 2 ecarts-types Faire ],e calcul
et comparer.
IIT — Un candidat passant un examen est ajoumé si sa note est inférieure 4 8; passe un oral si
sa note est comprise entre § et 12, est admis si sa note est supérieure 3 12. On suppose que les

notes suivent une loi normale de paramétres p et ©.; ¢t on SUPpOSE que { = Setc=3. e
a) Calculer 1a probabilité pour quun candldat soit ajourné /
b) Calculer la probabilité pour qu'un candidat passe l'oral; b

¢) Calculer la probabilité pour qu'un candidat soit admis sans oral
d) On considere un échantillon aléatoire de 4 caqdldats Quelle est la probabilité que
| deux de ces candidats soient ajournés ?
ke) On considére un échantillon aléatoire &é\[)(}/gandldats Quelle est la probabilité
pour que le nombre de candidats passan l\aml soit compris entre 284 et 306 ?
‘Voir tables de lois de probabiiité au verse
: !
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c@o-taytaz a3+, +ap est divisible par 9

Arithmétique dans 7

Professeur SANGARE Daouda

Ifnjversité Nangui Abrogoua, UFR-SFA, Laboratoire de Math. Info

February 19, 2014

Année 2013-2014
Fichede TD

I Criteres de divisibilite

‘Exercice 1 .

Soit' N = ap + 2110 + 2102 + a310® + ... + 4,107 un entier naturel écrit en
base' 10, od Vi =0,1,2,...,7,0 < g; < 9.

Montrer que NV est divisible par 3 si et seulement si
Go + a1 +ag+as + ... + a, est divisible par 73,

Exercice 2

Soit N = ag -+ a;10+ ag10% + 05103 + et ay
base 10, ol Vi = 0,1,2, ..., r, 0<a;<9. '

Montrer que N est divisible par 9 si et seulement si la sorame de ses chifres

la somme dé ses chiffres

10" un entier nature! écrit en

Exercice 3 . .
Soit N =ag+a;104 a210% 4-a310° + ... + @-10" un entier nature] écrit en
base 10,00 Vi =0,1,2,....r, 0 < a; <9.
Montrer que N est divisible
ses chiffres ag — a3 -+ as
Exercice 4 .
Soit N = ap+ a710 + 6510 +- g3103
base 10, 08 Vi =0,1,2,...,r, 0 < a; < 9.
Soit 7 > 2 un entier naturel donn
que Vi =0,1,2,...,n, b = 10°[] ,
1. Montrer que N = bgyay -+ biay +boag + ... + boa; [x .
2. Bn déduire que IV est divisible par n s et seutment si boagk by +byag + ¢
-+ bra, est divisible par n, : ' T b

3. En déduie un eritére de divisibilite par 7

par 11 si et seulement si la somme alterné de -
— a3 +...est divisible par 11.

+ ...+ 2,107 un entier naturel écrit en

& ef soient by, by, by, .., b,. des entiers tels
] s

e J m] kW e

.

b




II Congruences
Exercice §
1. Résoudte I'¢quation de congruence
2r=3mod 5),2€Z. On donnera toutes les sclutjons,
Exercice b
Résoudre le Tystém]e de congruenoa
2z = 3[mod 5
) | 3z = 4[mod 5] ek
Exerc:ce T
Résoudre le systéme de congruences

= 4mod 6
(S){ ;_S[nlifdlg} red

II1 Eléments mverblbles de %

Exercice 8 gt - ’
" Soient n un éntier naturel non nul ze Z = m-’«}-nz € Z,ﬂni On supposse
qual<es<n-—1.
Montrer que les assertions suivantes sont équwalentes
(1) (&,n) =1
(i) Z € U(Z/nZ)
(iil ) 7 engendre le groupe additif Z/ nZ

| P

IV Le théoréme chinois des restes

Exercice 9 ‘
1.8cient m et n deux entier premiers entre eux. .

b Montrer que V (a, b} € Z*, le systéme de congritences
z= afm]

©{ 22

admet au moins une solution €L ‘

2. Montrer que Z/mZ xZ/nZ est naturellemet muni d*une structure d’annean

unitaire.

3. Montrer que le morphisms d’a.nneamc

¢: L — ZfmZ xZ{nZ défini par

Y k € Z, p(k) = (k +mZ, k + nZ) induit un isomorphisme

P Zfmnl —~ Z/mE XL [nZ

4. Soient k:,k; € Z deux solutions su systame (8). Montrer que
= kalm.

5 Montrer que U(Z/mZ x Z/nZ) = U(Z{mZ) x U(Z/nZ)

§. Montrer qtie les groupes U{Z/mnZ) et U(Z/mZ x Z [n7Z) sont momorphes

4

>
b

Application. Résoudre le systdme de congruences
{ z =3 [mod 7]

: -
[

z =4 [mod 9




V L’ Indicateur d'Euler _ }

Exercice 10 .

On note v(n) le carding de U(Z/
inversibles de I'anneay Z/nZ. Done d’
nombre d’entiers z tels quel<er<n

¥(n) s’appelle Pindicateur d*Eul

‘tion indicatrice d’Euler., '

Dans ce qui suit, on se
Premiers de n. : .

1) Montrer que s (m,n) =1, alors w(mn) = e(m)p(n) : e

2) Soit p un nombre Premier ) B
Caleuler y(p)

Montrer que pour tout entier k21, pp%) < (p—1)pF1 = - E)

3) Montrer que sin = 7
Vi, -

alors p(n) = n(l - 51;-)(1 - p—lz),,_u - ?%:)

nZ), c’est & dire le nombre d’éléments =
aprés la question 1, ci-dessus, p(n) est le '
-1 avec {z, n)=1.

er de n. On dit ayssj que ¥ est la fone- 4

Propose de calculer ¢(n) en fonction des facteurs

'PeR..p3, ot P1,P2,.-Pr sont premiers et ofy a; > 1

]
j
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Exarcice 1 (2 points) ‘
,atlejnsﬁﬁgr,!mcaitérededivisﬁ;ﬂitéparS { e
S S — S22 potate) RS | ' B
Montrer que dans T?f » 13 est inversible, Donner son inverse -
)4' Bxercice 3 (2 points) o -
~ Résoudre le systame de Congruences = - :
' z = 2{mod §] ' "
By o2 Blmodg] *€2 .
)( Exercice 4 (3 points) |

Résoudre Jo 8ystéme de i ‘

82+ 4y = 5 [mod13] ‘

(Sﬂ){ 22+ 5y ="Tmod13] T€Z =
Enercico -

: . T, i

\ac’\ %Eﬂ’ﬁ /l.qﬁﬁ'mé‘te & PCQSE {@as ’64 jJ gf@ | Je =
| Oo8rvee () 40 koaws. Quell 2ot Ly PréchGine -
I ) ) )

Ll.\‘\.




L R ey

Y Bemsesion -8 polui

Résoudre le systdme de congruences
z=3 [modY|

Exercice € (8 points)

Soit n > 2 un entier naturel. : :

i - Soitr=F=at nZunéléh:mtdé.Z/nZ,o&ae'Zavec050<ﬂ
. 1. Montrer que les Assertions suivantes sont éguivalentes »

(1) (@) =1 i

{i)scu@/mz) T 3

'(iii)?iengendreiegmupeadditifZ/nz '

On note w(n).le cardinal de U{Z/nZ), c'est & dire lo nombre d'élétments
Inversibles de 'atneatt Z/nZ. Danc d’aprés la question 1. ci-dessus, y(n) est Je
nombre d'entiers = tels que 1 < z < n—1 avee (z,n)=1."

. ga(n)s’appeﬂel’indimd%ﬂerden.Onditaussiquegpatlafono-
tion indicatrice d’Euler. _ %
T 2. Soienrm,ndeuxentiemnatmelstelsque(m;n)=l
Montrer que ;
© Wy g)mP = 1[n]. On pourra considérer le groupe multiplicatif U/(Z /nZ)
b) En dédvire Vinvarse de 77 dans Pannean Z/nZ. en fonction de w(n)

. n 3 swss - s oaigpitage Bl toeenarn wSi g e
PSS  » SRS SN o : : - ‘ iy, .
’ - P = 3 . I

e i

F . %%r CRELCT (e | |
4l Ny S0 o oloobaTey
4 0 gdttout iomlore puir n Verifie N2 en
Hg i g i

g [
"h»;’th eu H = LU
- 3
3 _ 2
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UE MCO Semestre 3

Session de février 2013 =

!

Durée élobale 3 heu.req. = 1 heure 30 (ECU1} + 1 heure 30 (ECTEZE)

Les ECU "Arithmétique dans Z" et "Applications de I’Analyseccbt. T -
de Algebre" doivent &tre rédigés sur des copies différentes. Il est conseilléérns
candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU et d’attendredde.
fin des 3 heures globales avant de rendre ses copies. —_

ECU2 Applications de I’ Analyse et de I’Algébre
Durée 1 heure 30

'Aucun document n’est autorisé

- | Fxercice 4 (4 points) .
Soit I'équation différentielle -
(H) 22(1~z)y" -zl +x)y +35=0 '

o0
Chercher une solution de (H) sois forme de série entitre y(z) = Y augé?
: n=0
Donmner le rayon de convergence de la série solution et calculer sa somme _ =t

s s Exercice 5 (4 points)
xkésoud:e le systéme de congruences
- { z =3 |mod 5] -

z=4[moag) %L : ]

" Exercice 6 { 2 points ) Montrer que 'ensembie P des nombres prexmmess
t infini.

e
;
[}
J

i

—_—
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UE MCO semestre 3 -

Durée globale 3 heures = 1 heure 30 (ECUI) + 1 heure 30 (ECU2)

Les ECU "Arithmétique dans Z" et "Applieations de I’Analyse et
de I’Algébre" doivent &tre rédigés sur des copies différentes, Il est conseillé ay

candidat de respecter la durée de 1 heure 30 pour chaque ECU et d’attendre la
fin des 3 heures globales avant de rendre ses copies. ‘

Aucun document n’est autorisé

ECULl Arithmétique dans z

Session de février 2013
~ Durée 1 heure 30

\l!:E;;Jercice 1 (6.5 points) ‘ :
1. ‘Soit p un nombre premier et soit k un entier tel que 1 < k < p—-1..
o\
vlontrer que ( 7. ] =0[mod p]
\E)

2. Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout nombre premier p,
ona: ’

(*) nf =n [mod p}

3. Déduire de 2. que si p ne divise pas n, alors n#~! =1 [mod p]

4. Donner le reste de la division de 10158 par 14 '

5. Montrer que pour tout nombre premier p %8, on a p? = 1 [mod 3]. En
déduire que potir tout nombre premier p 5 3, p? -+ 2 est un multiple de 3.

. Exercice 2 ( 2 points)
1. Résoudre I’équation de congruence .
3z =2 jmod 7], z € Z . On donnera toutes les solutions.

%Exercice 3 (1.5 points) .
! Soit N =ap+a310+ azl0? + a310% + ... + 0,10 un-entier naturel écrit en
bage 10, 01 Vi =0,1,2,...,,7,0< a; <9. . -
Donner un critére de divisibilité de N par 9. ApR]\.iquer ce critére pour vérifier
que le nombre 21276 edt divisible par 9. L

{suite page 2)
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Session 1 (2014)
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Exercice 1 (1.5 points)

Soit N =ap+ a;10+ az102 +a310% + .. + a,-10" un entier naturel écrit en
base 10, ol Vi = 0, 1, 2,.,mn0<q <9,

Donner un critére de divisibilité de N par 3. Appliquer ce critére pour vérifier
que le nombre 31295 est divisible par 3 ou non. -

Exercice 2 (1.5 point). Calculer T§22 [mod 13]

Exercice 3 ( 3 points). Résoudre le systéme de congruences
3z + 4y = 5[mod 13]

(S){ 2z + 5y = Tlmod 13] * Ty € Z.

Exercice 4 (4 points). Résoudre dans Z le systéme de congruences

z =3 [mod1]]
{ z = 6 [mod §]

Exercice 5 ( 2 points )- Montrer que I'ensemble P des nombres premiers -
est infini,




L] UFR SFA [ LICENCE L 2 | Math

r Ex0 13- . . ' ‘ . _
Montrer que , a® *a,estdwmbleparﬁEpaurtoutan o '
e Montrer que a®+30a® est divisible par 62 pour tout a€ Z et pour tout -
ne N* ‘ ) , : —_
xercice 14 ' '
considére dem: entiers relatifs a et b et p un entier naturel pmmr, : -
Montrer que (a-£b}? =aP+b? n:wd{p) T .0 —
pEXe 15 ) . S
Démontrer, en xaxsonnant par tecumnce, qae 1050424 10°2+1 4. | est divis- -
ible pas:111 quel gue soit.n € M Todication . 1000 = 9x 131 +1 ). ? -

exolf... ot ,
.D&mwmmmmmsmw 1

Exo 1? _ SO » 4 co o . -
1)Sortpmrnomhrepammenmpan' : -
a. Monbrﬁquﬂe}mteuncnh&tmmelk,uonnul,telque.‘;‘k-—lmod(p) . -
b. Soit k mm entier naturél non mil tél que 2¥ =1 mod(p’) ;

1A

et soit n un entier naturel. Montrer que, si k divise n, alors 2° —-—1 mod{p ) : '
<. Soit bun entier tel que 2> =1 mod(p ) - S —
betantlepluspehtmhﬂnonmﬂvenﬁammepmpnété‘? \
Momegmum&nthmmﬂﬂthmdenpa b, que.si 20 =1 mod(p )
), alors bdivisen. - o " -
2). Soit q un ncmbre premier impair et le nombreA =29—1 - . On pren&\\_
pour p un diviseur premier de A. - :
=z Justifier que : 2% =1 mod{p ). : " -
b. Montrer que p est wnpair. '

<. Seit-b tel que 20 —-Imed{p) bétanhlepluspetﬁenhernonmﬁvénﬁam .
cette propristé S -

Montrer; en utilisant 1. quebdmseq. Eﬁdédmreque»b g _ ‘
d. Montrerqueqdwmep—l,pmsmontmrquep—l mod{2q). i

exo018)
/Lmudmﬂg}es syg’gl}xjes suivants T Ci 3 2)
X=3 mo : & --X-_:,Lnlﬁ-\ J
1){ x=Gmod(s) | b
x=—1Imod(15) 2‘) 4 ¥ =2 '\"13‘?{(5 |

¥ > oomed(iy)
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exo 23

¢ Résoudre Péquation
- 1) 22 x = 55 (mod -363).
2)19 x = 2 (nod 14)
) 2z = 3(mod )
.8} § 3z =3(mod?2)
B, 3z = 5(mod §)

Exos 26 ’ !
On dit qu'un anneau A est un annesy de Boole si, pour tout x € A, on & x2
= X. On ne suppose pas ici » priori que A est commutatif, ni qu'il-est unitsire. £ -
{1} verifier que (Z/2Z,+), est un anneau de Boole.
(2) Soit B un -ensembls. On note P(E) Y'ensemble des parties de E. On
‘appelle A la difference .
symetrique
AAB -~ AUB-AnNBG.
Verifier que (P(E},A, 1) est un anneau de Boole,
{2} Soit A un annean de Boole. Montrer que Fon a x + x = 0 pour tont x
€A - : :
(4) Montrer que tout annean de Boole ast commutatif.
(5} Soit A un anneau de Boole. Soient X et y des elements de A. Calculer
xy(x + y). En deduire =
qu'un auneau do Boole ayaut au moing trois clemants ne peut pas dire iatepre,

EXo 27 :

étant donné uwn anneau A, on désigne par N(A) Pensemble des 8léments non
inversibles de A, -

(1) Déterminer N(A) pour A =Z s pour A = Z/47, et pour A =Z/6Z ,
On dit qu'un anneau A est un anneay local s Pensemble N{A) est stable pour —
Paddition, ¢'est-a-dive si Fon a a+b & N(A) quels que soient a ¢ NAJetbe
N(A). : '

(2) Montrer que si A est un anneay local, -alors N(A) est un idéal,

(3) L’anneau 7, est.il un annesn local ? -

{4) Montrer que I'anneau Z /47, est un anneau local mais que l'anneau Z/67,
n'est pas un annean local. :

(5) Soit A un annesu local. Mortver que N{A) est un idéal maximal de A
&t ensuite que N(A) est

Punique idéal maximal de A.

(6) On se donne un entier n 2 2. Montrer que les conditions suiventes soat
équivalentes ;

(a) ! existe un nombre premier p et un entier a > 1 tels que n = p9,

(b} L'annesn Z/nZ est. un sumean logal,

_ (ﬂ

/
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ey ' . ) : :
f Exol} Soit a un entier telatif. Montrer que lo reste de la division cuclidionne . :
| dem 8 vaut O, 1 ou 4. En déduire gu’accun entm.: congry 3 T mndulo 8
’ nestsommedetrmscarré&’“tzemf :
/ o) 3 V'aide de Pagorithme d'Enclide, calmﬂar le plus gra.nd divissar com-
miin ag 210 at 86. Que
vaut le plus petit multiple commun 7 -
' a) Tro r!"euxen‘rsuetvteel?xélﬂu-!-wﬁv R, S
) B4 déduire todf les entiers u elrv tels que 127, 506v =10
iES;:03) '
"}"Iﬁm deux entiers u et v tels que 1270 +‘506v =1,
b) En déduire tous les entiers v ¢t v tels que 127a + 506v =1, )'
/""J‘\
o Exo4} 'Soit m, n deux entiers et a, b, ¢, d quatre entierstelsque ad -be =1, »
rouver deux entiers o ot § bels que m = ofam + bn) + Blem + da).
b} En déduire gue les diviseurs communs de am -+ bn et ¢ + du divisent

i 0. _ ;
¢} Montrer que pged(am + ba, em + de) = pged(m, n).

,,-..-“i.

05) Monirer que 154 et 1271 sont prem:ers entre eux.
(/—/

f’Exﬁ:lLDxemple simple de fonction de chtﬁ'rement] Soit 5 ]’ensambie detous 2

lesentiers n vérifiant .
. 0 <a £25. On fixé deux élémen.sm. etbde S et on considere la fonct:on de
T . S dans § définie :
“e e o0 - ¢ ——pouricarx deSpare——— e g g e PLISSESES § OURRER Y TRERE.

Capl) = ax + b (mad 26).
_ a) Montrer que si a n'est pag premler avee 26, la fonction Cab n'est pas
- bijective.

h) Soit a premier 3 26. Montmr qu'il existe 2’ danis § tal que aa’ = 1 {raod
: 25 )
: 5 )_c} Montrer que si a es!: premier 4 26, 1a fonction Ca,b est bijectivé.
& d) Seit & ?rémier 4 26, calculer fonction réciproque de Ca,b,

‘[Emmntm que Si n ei k sont premiers entre eux, aloms n divise Q)
POt PR

A

@; Calculer la décompos:tmn sn facteurs prem:ers de 550 et 3250, En deduirs
letrs ppem et pged. ’

; L
| ? - 5 -
: Ex09) naturel. L

: tier tel uel<1a|<9 Soit n un entier | £
; gz;wi?#mﬁ;:ll:oin plr(*mmrg sont suﬂrxptahks Srintarvenir duns Ia décomipe

1 f

= de ex10®.
' Sltl({:; esnmt P :I: ;::E:m pr:nz::r 54 péneur a8 Mmmtm.r que p ost prowier 4
toutentzerdelnformeaxl@“ ) “'(,L L{-M %[F ) {‘eﬂ

- Exoli) iSoit n up enfier relatif, Aprés awvoir émt Pemsier n“ }0112 + 4 comme )
%I: dcdcnxm:éd‘ent:ers,montmzqu"inwtpnapmm : Q Q) Q{.VL
DA . *Et—'“_i:mmmr En v o
g - de suites acbitrairsment hngues d’enm eoméeuh!‘amn

déduire Fezistence

; 2 ‘ |
1 3 }_—-—1—;} | ; ' . ®

3 fﬁmpm nombre premier. Montrer qu ”‘l/" Meet mt:l:nnel. o _ _
: B b)sasn>2ma:b|er On &t u = p™'P" Mmetons | | l

. = . den ok By, - - 4 nk”"t AR
fnrtanrs DreTCS i r.,]\flonhrerq“ﬁfﬁtmné'

| existe k tel n; est Impal .
| ’ W%)%mgamaﬂmdumhmmmut rationnolis ?
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E\Gl cme uf

Montrer que Hy = {z":2 € Gl et Hy = {2 € G : 2" = 1g}. ot 1g est élément neutre de (". son’
sous-groupes de G. Sont—lls distingués dans G7? justifier. Que peut-on déduire pour & et {1¢47

Soit G ur groupe. et soit n un entier strictement poeut;f qui vérifie Uégalite : {ab)" = o"b* va.

,Cl)

des

Exercice 2 |
[} -
Solent G un groupe. Pour tout couple (=, y) € G x G d'elément wya~tyT! est appels le commutateur de
a'et y et un commutateur de G. x
1) Montres* que Vinverse d'un commutateur est un commutateur. ' :

37
f

2) Montrer que l'ensemble G’ des ploclults des commutateurs de G est un sous-groupe d1‘~t111g1u, de

Cr (on 'appelle le sous-groupe dérivé de G.) ! :
"3) Montrer que G/’ est un groupe abélien. \
E*{elcme 3

. " Pl . i
Smen‘b G le groupe des matrices complexes 111versxbles de type (3, 3); Gy l'ensemble des eléments de & gui
sont des matrices scelaires i.e. I'ensemble des matuces alz, Go lensemble des élements de & qui sont de
déterminant 1. o

F -

P

a) Montrer que G et Gq sont des sous-groupes distingués de G. Sont-ils absliens 7

b) Montlel que, pour tout g € G, il existe exactement trois couploa (91.92) € Gy x Gy / g = g1 :i_gzgl_‘-

Exercice. 4 , ;
Soit (G, #) un groupe d’élément neutre e, dans lequel on notera =’ le symétrique de x. . L
Soit a un élément de G' . On définit une loi T par : Ty = 27+ a = y.

1) 1\1011’01@1 que (G,T) est un groupe. i
2) oit application fo : G — G / falz) = a = 'z, \/Iontlez que fq est pnr isomorphisme de (G, T) SUr
( .x) et déterminer f =1 ‘

s
L

3) $Oit F={f, / @ e G}. Montrer que (F,0) est un groupe.
4) Montrer que: @w: F -~ G : f, = a réalise ul isomorphisme de (F, o) sur (G, )8
En dedune la structure de {F,0) en fonction de celle de L)

]
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mercice 1 ' | _
oit & un groupe multiplicatif non commutatif. On dés1gne par H l’ensemble des z de G‘ qui commuten
vee tous 1es sléments de G.

1) Prouver que H est un sous- Broupe de G appele centre de G.

2 ) Pour tout.d n;xe de G, on conmdemﬁ Lapphcation for G — G deﬁme ?ar fo(z)=1a 1ma

‘L|¢}\ ‘\{w_,' - r ll "l‘»r.“

i

| Y 1YW s

Montrer que fa est un a.utomorp ‘nsme Yaa G‘ bk R *’ i) . |

'5) Montrer que Ya, b e G, foofb = fro &t { i fa__1 ‘ o ]l
£n déduire que ! ensemble F des f,l lorsque o paz‘court (G est un groupe pour la. composition; :des appl-

)
atm ns. 5 |
i '

1 Spit : W G — F:ar f,-1 , Montrer que 1 est un homomorphisme de g‘roupes?et que les
-ane‘ﬂ—lbleb G/H et 4(3) sont isomorphes. { :
Torercice 2 | ' : o ;
Ynient ( un groupe d’ordre n = pg, ol p et g sont premiers, et /A un sous-groupe de G. Montrer que

l'ensemble N (F) des éléments s de & tels que s ~lHs= H, appelé normalisateur de H, est un sous-grcnne '
de G dans lequel H est distingué et que, si H 1 est pag un sous-groupe distingué de G, afggs/.N (H) ;z o

el remproquement o "y

]
; € b

Fw:ercme n
Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note HE = = {hk;h € H,k € X1

1 Montrer que H K est un sous-groupe de G sl et' seulement si H K =KH En déduxre que si P
_ diszingué dans G alors HK est un sous-groupe de @. . .

..Bonner une condition necéssaire et suffisante pour que l’apphcatmn ftHx K -3, deﬁme
“vh e H ¥k € K: f(h,k) = hk scit un morphisme de groupes.
.On suppose désormais que f estun moyphisme de groupes.

y

&

-Calculer le noyau et Pimage de f.

e n Qs e
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Iixercice 1 1) Calculer les déterminants :

13 4 1 4 2 a--b—¢ 2a 2a |
2°7 1501 5 5 et Afa,b,¢) = 2b b—c—a . 25 en le factorisant,
1511453 o 2e 2¢ ¢-a—b | .
On montrera qu’il vaut {a+b+¢)3. o
S n (3) ” !
2) Solent [ = et D(z)= 3 d+4+z 5 |
' ‘ 4 o B+z
) "1 o
242 3 4
3 4+z 5 =
4 5 64z

Caleuler D et factoriser Diz).

Exercice 2 0n considére les déterminants de Vandermonde

1% 4 1 1 1 3
§ Da, b, c} = det ( 02 52 c D(a,b,¢,d) = det aaz ;‘i’ c% ;2 .
_ a® b R : PRI S R /

a) Calculer D(a, b, e) o
b) Montrer que sans changer la valeur.de D{a,b,c,d
ol f est up polynéme
En choisissant astucie
développant, montrer que D(a,b,c,d) =
¢) Ea déduire la valeur de D(a,b,c, d).

), on peut remnpl

que la dernisre ligne n’ait
(@—a)(d— b)(d ~ c)D(a, b, €).
Peut-on généraliser? '

vun seu! ferme non nul, ef en
3

Exercice 3 On considére, pour le Darameétre réel g le systéme

Ty -} zy = 1
21+ axy 4 2y = 0
o) Ayt =0 Soit An(a) le déterminant de (>0
Tn-g+ oz, | + In = 0
Tn1 -+ ax, = [

1) Terire la matrics de

(2°,) dans la bage canonique de R»
Exprimer A

n{ce) en fonction de Aaala) et de Dy sla).

2) Etablir que si An(a) 0, en convenant que ,L\o(cr) =1 alors z; = (—1)“'1%”—;{)32 vk € [1;n]
& n{ ¥,

3) On suppoge que |of < 2 et on pose @ = J¢og g,

Caleuler si possible An(a)

w . .
et Tppowrn=4 et § 3 Donner alors Jeg solutions de { Dol <

y acer sa derniére ligne par f(a), F(b), HGONIC)
de la forme flz) = 28 + g32 + Bz + 1.
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Tixercice 1
Secient I P'espace vectoriel des polynﬁmes en X & coefﬁments réels de degré <2et f lapphca.tlon de E

dans F déﬁnie par :
=Q/QX)=(X2- l)P'(X) 2(X + a)P(X),.ol P’ est la dérwée de Pet a € R

Mom rer que f est une application R—lindaire et déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
Fn déduire que la matrice associée 4 f est semblable & une matrice diagonale.

Ir{erc ice 2

]) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices
8§ —4 ~10] 5 0--3
A= -10 11 20 eteB=j| -1 2 1 }.
5 -4 =7 0 0
2) Scnt-elles semblables 4 des matrices diagonales?

3) Calculer A™.

Exercice 3
Calenler, a I'aide du Théoréme de Hamilton-Cayley, l'inverse de la matrice

3 4 1
M=}2 -1 3 |.

0 2 -1

LExercice 4
Réduire les matrices suivantes sur C:

-1 1 7
Ay = 0 4 -1

, Az =

-3 1 9
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LExercice 1
Lxercice 1

: ‘ 3 0 -3
On considire Ia matrice A= [ =12 1 [¢ M3(R)
2 0 o0 ‘

L. Déterminer Jes Sous-espaces propres de A, Que peut-on conclure?
2. Boit f Iapplication lintaire de £ = R® dans R3

dont la matrice sssocice Par rapport & Ia base
canonique est A,

a) Determiner une base de ker(f — 27, dg) et une base de ker(f — 3Idg).

b) Expliciter une matrice inversible telle que D ~ PlAP soit diagonale, g—
Exercice 2

: 1 -3 -3
Soit « Pendomorphisme de R? de matrice 4 — -1 2 2| dans la base canonigue.

5) Calculer A® pour tout n ¢ N,
8) Resoudre le systéme suivant ;

o TR TR T e (e | .. | Il l ' i + |

‘E-.‘—:$1—3x2—-3x3+f

(Z) %—2- = =%+ 22 + 25 4+ 26

dﬂ:a .
& Z1 = 3% ~ dag + 3¢
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Boercice 1 (5.5 pts)
i Sthung:oupa,Axmep&rmem'
! C{4) = {geGVa.EA‘gag {
g que C(A}est\mmm—groupe

}m_a (5.5 pte) )

Smtdunrmmbmréelmnmﬂetﬂ

l] Lz matrice 4 est-elle diﬁgomlisahle- '

PR ...--..-...Jf.,._';,t

E}ﬂﬁé(gﬁh) :
Scit ul'a) phwhonhnéauedeE—.R’

G‘:.nomque est

° mem @y f

NA)

BE #1x

PRTSIE IR D Sy S

1 45
+ -

10n nnte N{A}

et C(A) son desaous-gtdﬁpes
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1. \ioﬂtterqueHKeSt mmus-gmupedeGaetmﬂementm—HKaaiﬂ‘” . C g v
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3. On cuppose désormais que Yo @ H, W e K : :::y::gz. ‘ A CEEE '
Détevminer le noysn et Pimage de f. . P,
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2) Calculer A™ pour fout . . TR B et R RSy, -
% S}B&:t—eﬂedmgonahsablesurketsurm .'Iushﬁer T . .
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P &
) ) . T - ; . N
> =6:17!f3$z+413-st 4

o

.
]
TR



g 'BFB. SFA | rmxmm D‘ALGEBRE T DE 2=°¢ SESS?.O‘I | Bz} D ur'ee 911'30 } 2608-2009 |

] /
Beercice 1 (4pofats ) . ey |
ot f: G — G un morpmsme de groupe. “
A) Que peut—on 'dire de I image par f dun sou&gmune d.lqt]nul..é de & 7 Justifier. .
. By1) Que peut-on | dire de Pimage rémproque par 1‘ d'gn .sous-gmupe distingué de 7 Justifier.
b, 2) Y a-badl un cas pamcuhar? ‘

Bxercice 2 {4\_})0111&_3,)

1. :G_'alcule: o déba:mimn’c det| . 5t . . | )
- -’ : ,.ﬂ " . . 1 ‘_ 2 - |
‘ o 234 N A 2+z .3 desY 0, &
2 Calculer.D det 3 4 5.} etfsctoriser D(@}=det{ 3  4&+= 3 "
: \4.5 6 ' R 5 64z )/ )

R LI R A S X

3 '% 2
< A(—-l i) —2) la mai;nce assocxéc 3 un emlomorp‘insmp f da.ns la. base canonique de
-1 8 ¢ L . ;

-1. Mcmtrer que RS = km‘(f ﬂdg\ ék&r(f , 47dg}).
h‘[ont:er qu. k1 mste;ma.tnee Pe GL«(R) telie que P"‘M.P s0it une ma.mce dxagvnak

3. Détezmmer une base de lcex(f 2.Ec£g.,} et une de '.Rer(j 47 dg) et exphc;ter ine ‘matrice &
' poesxble pour la questzon F -

s Galt;uler:i" pcurn::N‘ BN

) Soit B ;g.. & 6 < ‘m\’z{P)
' -1 Q7 :
1} Dntermmer Ies 50US ESPACEs propres de. Bet mom:rez q;ue B n est pas dxaﬂ‘onallsab:& :

. {8 G0
2) \im..trer que B est Eemb'lah}e. 3, ( g1 1 )
8 01

3) Cslculer B“ pour tout n € K.

7 C{;& =3z — ar&z + 23 4- 32

Cfms

. e : \
BE} Résoudre le systéme ¢ (E) =g+ B2y — 23 -
—_= -z + 3wz +¥

aujet com i’L. une paga, a.ﬁcw miachine ou pm*table w'est sutoriage.
Agfﬁ}ﬁl i) EE j2037 slﬂl 20378122 [z037 7459 Fax2037 81 18 - Telex Recw - O - ARIDIAN 2538




[UFR SFA] [L2] [Examen D'Algibres DE 1°© session | [ Durée totale: 3 h | [SFA 2 | [2012-2013
UE1 Groupes et-déterminant - semestre 3
Exercice 1 (10 points ) (Qy

A) Soient H et K deux sous-groupes distingués d'un groupe G.

H N K est-il toujours un sous-groupe distingué de C? Justifier.

B} Soit f : @ — G’ ue morphisme de groupe. Que peut-on dire de Viinage réciprogue par f d'un
sons-groupe distingué de &'? Justifier. Y a-t-il un cas particulier?
Exercice 2 (10 points )

&/
1. Quels sont les éléments du groupe symétrigue sur un ensemble de cardinal n € N* qui sont éléments
du groupe alterne?- '

2. Le groupe alterné est-il distingue dans le groupe symétrique? Quel est son ordre? Justifier.

: (2 1 1° £ (1) )
” 1 3 1 I
I . . . /"
11, By By T
3. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : A = det i T Ly
Ao U .
0w, e, W
N R
\®) = 1

Exercice (20 points)

3/
UE2 Réduction de matrices et applications - sernestre 3
On donne les matrices :

4 0
A=1]0

1 100 1 0 1 - ¥
3 0 y T=10 1 0 , J=10 00

1 0 4 - ¢ 01 1 01

Caleuler J2, J%; en déduire par récurrence J* pour tout entier k de N*.

- Déterminer deux nombres réels a et b tels que A = ol + bJ.

A est-elle.diagonalisable? trigonalisable? si oui réduire A.

Montrer par deux méthodes que pour tout » € N*, on a I'égalite A" = 3" + (
' =dr+z

[ L “
-y,

Résoudre le systéme :

=3y+t

o8& |§

O ]
5 STt dzte




N AR ER AR R R B,

[UFRSFA | [T2] [Txamen D Algobred DE 17 session | {2013-2011 ]

e T T |
U2 Rachiction de matrices et dpplications - semestre 3
[ S— JT— . PO Y

Duréa : 1 1 30

Problénie (20 points

Soit A =

1) Détermiver les sous-ospaces propres de 4. La matrice A est-clle diagonalis-
able sur R7

2} Réduire la mmatrice A si possible.

3) Caleuler A™ pour n € N7,

e q
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Correction

Exercice 1:

. 1 ‘ | \ _
1. (i) La fonction t — e est. continue sur {0; 1{ donc le probléme se pose uniquement en 1.
dt

T . T odt .
(iii) O'nadoncilgi/; Vl—“f—ll'{’nl —2/1—-z+2=2

1
(iv) Donc l'intégrale ./0

(ii) Onposeme[o;l[:f = [-2V/1—¢t| = -2Vl -2z +2
0

R

. 1
est convergente et /

dt dt
1 —% o VI—t

; t :
2. (i) La fonction t — m est continue sur [1;+cof donc le probléeme se pose uniquement en
+00. _
ii 1, : e — = | —————| = ———7 +
() On pose & & fitocl f e 4= arm), - e
e 1 1 1
(iit) On a dOIlC zlu-}-loo ./ 0+ t2)2 ml—lrg-loo m + -7
(iv) Donc lintégrale . /1 m dt est convergente et ‘/; m dt = 1
3. (i) La fonction z — ze™*" est continue sur ] — 005 0] donc le probl‘eme se pose uniguemenl en —oo.
- 0
1 _ 1
(1) On pose A €] — oc30] / re~% dr = _—_ ] el + L A
s 72° |, 2°
0
l 1 1
(ili) On a done: lim e dr= lim —=+=e% =-2
A-r—ce [ 4 A3—0o 2 2 2
. o 2 . 2 1
{(iv) Done l’in’r,égra]e f ze ™ dz est convergente et f ze T dr = -5

4. (i) La fonction t — 1 est continue sur [0;-t:0o[ done le probleme se pose uniquement en +o0.

(i) On pose z € [0; +oof : f ldt=[t ==
0

a—r+oo x—+-+00

(iii) On a done lim / ldt= lim z=+4occ
0

+00
(iv) Donc Pintégrale / 1 dt est divergente.
0
5. (EML 2004)

. . 1 , . :
(i) La fonction ¢ — 3 est continue sur {2; +oof donc le probléme se pose uniquement en +00.

) : x @ i x 1 1
it) On pose z € [2; 400 :/—*dt—f el = |~ = +

(it) On pose z € {+00[ : | = : mw3° |, Wm3x3  Om3
=1 1 1 1
i) On a donc lim —= li = -

(i) C A F T aite im3x3 93 O3

+0Q 1 ‘o0 l I; o
(iv) Done PVintégrale / 3 dt est convergente et / 3 dt = A
2 2 ’
{
i Analyse @ Chapilre 6 Exercices ' Page 2 1 Inlégrales généralestes




(i) La fonction z — ze™ est continue sur [0; +oo[ donc le probléme se pose uniquement en +cc.

(if) On pose A € [0; +o0], par inlégralion par parties on a :

i (ECRICOME 2007)
o

4 A
f ze™" dz = [—-:mf:“”]:)el +f efdr=—Ae ™+ [~} = —Adet —e~t £+ 1
0 0

A

(ili} On a donc lim ze¥dr= lim —Aet-e?41=1

i +o0 +o0
(iv) Donc linlégrale / ze~" dx est convergente et -/ e dr= 1.
0 0

Exercice 2:

2x+3
1. (i) La fonctionz — \/ L est continue sur [0; +o0[ donc le probléme se pose uniguement,

3+ 322 47
en +o0o0. - ,

" L 2z %+ 3 2z 2 2z +3 \/51
(g) Au voisinage de -+o0, 52 1 BE T 7 oteo Bpf = BT On a done \/52:3 TR 7 et VB3

+00
(iii) Or on sait que [ dz est divergente done, d'aprés les critéres de convergence sur les

fonctions positives, f +oo\/ 2E 3 dz est divergente.
P 528 1 8322+ 7 gente.

+3 . 2r+3
iv) En conclusion, 254 = dz est convergente (car z — () ——e—— 4 est continue
g
523 + 322 +7 523 4 3224+ 7

+oo +oo
. sur {0;1]) et / \/ e dz est divergente. Donc / \/ —;;:Eig)—— dz est diver-
_ : -

523 + 32247 + 32+ 7
gente.

2. (i) La foncti-on T — Frd i est continue sur {0; +co{ done le probléme se pose uniguemnent en
+00. I
z—35 x

ii} Au voisinage d —_— o~
(it} A & e+00’:£2+4z+4x—>+oo:22

1
=
+00 -
(iii) Or on sait que / p dz esl divergente donc, d’apres les criléres de convergence sur les fonctions
‘ 1 ;

e T x5
positives, [ m dz est divergente.

) . I 2.5 -9
{iv) En conclusion, /{; P pw ro dz est convergente (car z — = B P

+oo 5 +00
et / Skl dz est divergente. Donc o BR dz est divergente
1 P44z +4 ’ o Z2t4dzt4 e

est continue sur [0; 1))

[V

(i) La fonction z — est continue sur }0; +o0f. Nous avons done ici deux problémes, en 0 et

el
dz et de / = dx.
1

T
2241

' 1
en +oo. Nous allons donc étudier 1a convergence de / 711
- 0 +

- , In :
(ii) En 0 : Attention (2) n’est pas positive sur ]0; 1. _ /’\

I2 _I_ 1 /r/l-J/. /_7 :.:"
0 - I 1 )
[ n - fa) = -— d ) ;
? 5241 :L'-—)()Inxl na. t/“_//
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NS

-
- 1
v
= e Or / Inz dz est convergente (cf. cours, on sait méme la calculer) donc:j ‘apres les criteres
0
: Y Inz
de convergence sur les fonctions positives, / =~ dz esl convergente el par conséquenl
e . : 0 T .
! nz
4 —— dx est convergente.
0o °+1
(iif) En +o0 :
“Inz. Inzx . In(z
¢ On a FET oo 27 Or on sait que, au voisinage de +o0, In{x) = o(,/z) done $(2 ) =

00 . 3
e On sait que / 2 dzx esl convergenie, car ¢’est une iniégrale de Riemann el 3 > 1 done,
1

' * In(x
d’apres les criléres de convergence sur les fonclions positives, / 552 ) dx est convergente et
I
. T Ina
par consequent, 211 dz est convergente.
1z

4 +o0
(iv) En conclusion, Pinlégrale / dz est convergente.
0

2241
4. (i) La fonction u —+ e~** est continue sur [0; +oa| done le probléme se pose uniquement en +o0.

2 —u?

e > _ 2 1 - i L] By
(ii) Or on a,.au voisinage de +-oc0, ™ =o (—2) car lim wue™ = 0 car d’aprés le cours z = o(e*)
u U—¥+00

en foa.

00
(iii) Or on sait que ][ — du esl convergenle (intégrale de Riemann avec 2 > 1) done, d’apres les
U
1

il . < %% s a2 )
critéres de convergence sur les fonctiong positives, ™" du est convergente.
i

+oc

1
(iv} En conclusion / e du est convergente (car u — e est continue sur [0, 1)) et f e du
0

T
400

; ‘ gl
est convergente. Donc / . €™ du est convergente.
0

.. . 24z .
5. (i) La fonction z — Fywe est continue sur |0; +oof. Nous avons donc ici deux problames, en 0

1
2 o0
et en +oo. Nous allons donc étudier la convergence de / 23 dx et de / el dz.
1

(ii) En 0:
2+ Inzx 1 1
e Ona m z’:ﬂzunl‘l ::——4-111:1:.

1
s Or / Inz dx est convergente (cf. cours) done, d’apres les critéres de convergence sur les fone- -
0 '

1 iy
; ey 2+Inzx Lo ;
tions positives, / ———| 4z esl convergenle el par conséqueni / i dr est conver-
0 T+ 4 g I -+ 4
gente,
(ili} En ‘oo : %
24+Inz Inz
e Ona —— " i

r+4 zotee

‘hg . 1 21% (nA)?
'OF[?“_{i(m“")L: 5

49
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g Alng T . e .
Comme lim —dz = 400, — " dr est divergenie el ainsi, d'aprés les crileres de
) A—+oo 1 & 1 T

. 2 g g 0o +inz .
convergence sur les [onclions positives, Uinlégrale — dr est divergente.
1 b

T2+ Inz
(iv) Fn conclusion, intégrale f il

dr est divergente.
0 T+

6. (i} La fonction ¢t — est. continue sur |1; 2| donc le seul probléme se pose en 1.

2t
" . 1 1 1
(ii) Au voisinage de 1, il i | o §
2 1 \ 2 % o
(iii) Or pour tout 1 < z < 2, fx Et—idt = —In(z — 1), donc il_% ) t————ldt = -+00. Alipsi

2 1 -
f ST dt esl divergente el donc, d’aprés les criléres de convergence sur les fonctions positives,
L T =

2
1 .
Pintégrale f o dt est divergente.
' 1 =%

2
(iv) En conclusion Pintégrale f dt est divergente.
1

2—1

. 1 : . ;
7. (i) La fonction t — —=————— est continue sur |0; 1] donc le seu! probléme se situe en 0.
VB T3+t

" . 1 1
(i) Or au voisinage de 0, TR D

1 ! : e
(iii) De plus comme 3 < 1 on sait d’apres le cours que / i dt est convergente. Donc, d’aprés les
‘ 0

! 1
critéres de convergence sur les fonctions positives, / T di est convergente.
0 +

VP 4817 -+

car 34+ 32+t ~ t.
=0

: 1
(iv} En conclusion f dt est convergente.
0

1
VIS + 382+t

b .
8. (i) La fonctionz — In (1 + -3:—2—) est continue sur [1; +oo[ donc le seul probleéme se silue en +o0.

. ' 1 1 1
(i) On sait que In(1+X) ~ X et comme lim — =0,onal{l+—5) ~ -
X0 z—+oc T2 12 /] zodoo 12
+co
(iii) Or comme 2 > 1, d’aprés le cours, = dz esl convergenle el done, d’aprés les criléres de
1

<00 1
convergence sur les fonctions positives, f In (1 + —2) dz est convergente. ;
b 1 I

: ; e L
(iv) En conclusion / In (1 + —2) dx est convergente.
1 x

Exercice 3:

1. La fonction f est continue sur [2; +00]. T.e probléme se pose donc uniquement en +-oc.
u’ v .
On remarque que f est de la forme <« ok donc on va ici uliliser la méthode du caleul pour Lrouver
la nature de Uinlégrale.

& 114 L
SoitA>2:/ fi)dt = |——| =—1—+—.
9 f) [ lntL lnA+ln2
' ) . A l . +oo
On a done lim" f f(t)dt = .— et donc Uintégrale f(t) dt est convergente. .
A—r+os [ In2 5
Analyse : Chapilre 6 Exercices Page 5 Intégrales sénéralibes




—(Int)2 - 2Int  —Int(lnt+2) —(lnt+2)
#2(Int)t 2(lnt)t = £2(ni)d
On voit donc que f est décroissante sur [2; +ool et on a tﬂgpm f(t) =0.

2. f esL dérivable sur [2;+oof et f(t) =

x 2 “-00
flz) | ~

s |1 —

0

3. On a donc grace aux queslions précédentes que f esl une fonclion continue, décroissanlie el positive

1
sur [2;+oco[. Ainsi d’aprés le (héoréme de comparaison séries-intégrales, la série E m—iw—(——) est de
T T
n>2

-+oo
méme nature queé intégrale t) dt, c’est-a-dire que la série est convergente.
q g 3 q
' 2

1

4. Il suflil de refaire les mémes quesiions avec g(t) = t(lnt)f

Exercice 4:

1. On remarque ici que f est de la forme « #'e* » donc nous allons ici utiliser le calcul pour trouver la
nalure de 'iniégrale,
Soit n € N* fixé. La fonction f est continue sur [n;+oof donc le seul probleme se situe en +00.

Soit A >n : / flz)dz = [—e 1/““] = —el/4 4 ¢l/n

On a donc lim / f(z)dz = e/® — 1 et donc Vintégrale I, est convergente et I, = /" — 1.
A—ytoo
. .1 1 1
2..Onsaitquee®—1 ~ zetcomme lim —=0onae’/™—1 ~ = cequisignifiequel, ~ -~
; -0 n=r+00 11 nebboa 11 n—s+oo 11

&

Nous allons ici utiliser le théorgme de comparaison série-intégrale.

f est bien une fonction continue et positive sur {1;4+ocof. De plus comme la fonction z — = est
. z
décroissante sur [1;+cof et que la fonction exponentielle est croissante, on a z — * qui est

P . 1 . o
décroissante sur [1;+o0o[. On a aussi z — -5 qui est décroissante sur [1; +-oof donc f est décroissante
&

sur [1;+ocl.
+o0

On a montré que f(z)dz est convergenle done d’apres le théortme de comparaison série-
9 .

intégrale, la série E f(n) est convergente.
nzl .

Exercice 5:

. Déterminer l'ensemble de définition de f signifie qu’il faut trouver les valeurs de z pour lesquelles

+o0 -z
Pintégrale / dt est convergente. )
1

1+¢*
: ¢ —
Quelle que soit la valeur de z, la fonction ¢ — T3 est continue sur [1; +o0 dorjﬁ,lﬁ— seul probléme
; 4z -z ’ Seaam
se situe en +oo. Or en 400 e t_ _ 1 . / N | \

14t t p=+1°

.\ /
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. J;,/

+o0 -z +-00
On voit done que f T dt est de méme nature que l'intégrale de Riemann e dt et donc
1

1
d’apres le cours celle intégrale esl convergente si el seulement si z + 1> 1 cdest-a-dire z > 0.
f est. donc définie sur |0; +oo].

2. Soient z et y deux réels slriclement posilifis et £ > 1 (on a done In(?) 2 Q) :

= v
1+t 7 1+¢

A\

r<y= —2>—y= —zln(t) > —yln(t) = B0 3 VO 5177 > 7V

A 4 B e
. = Y :
On peut done en déduire que pour tout A > 1, on & f T3 dt = f T3 dt et donc en passant a
= 1

1
1a limite quand A tend vers +oo on obtient f(z) = f(y).
On a done montré que st < g alors f(z) = f(y), cest-a-dive que f est décroissante.

' TR g +on e i e 3
3, »” A P p e S VO Do) [
On a £(z) + flz+1) fl DY [ Ay { L } -

‘e On sait que f est un fonclion décroissante el minorée par 0 donc elle admel en +o¢ un limile finie
2. Fn passant & la limite lorsque z tend vers --co dans Iégalité précédente on obtient : £ 4+ ¢ =0
donc lim f(z)=0. :
=00
T ¥
e On a lim (f(z) + f(z + 1)} = lim f(z) + f(1)

De plus d*aprgs 'égalité du débul de la question hffcl; flz) + f(z + 1} = o0 done liné flz) = +o0.
z ST

Analyse : Chapilre 6 Exercices Page 7 Intégrales généralisées
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