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Chapitre 1

Dérivation et développements
limités

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels et applications linéaires ;
e anneaux, algebres et morphismes d’algebres;

e limite d’une fonction d’une variable réelle ;

e opérations sur les limites ;

e image continue d’un segment ;

e petits o, grands O, fonctions équivalentes;

e calcul pratique de développements limités (pas de théorie) ;

e fonctions usuelles et leurs dérivées;

e polynomes;

e intégration par parties (calcul pratique).

Aucune connaissance spécifique sur la dérivation n’est supposée connue.




Chapitre 1 Dérivation et développements limités

1.1 Nombre dérivé en un point

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle réel non vide et non réduit & un point (c’est-a-dire
d’intérieur non vide).

1.1.1 Définition

Définition 1.1.1.1 Soient f : I — R et a € I. On dit que f est dérivable au point a (ou

en a) si la fonction z — M admet une limite finie en a. On note alors :
T—a
Tr—a r—a

Remarques :

e on peut étendre la notion auz fonctions a valeurs complexes. On dit que f : I — C est
f(x) = f(a)

dérivable en a € I si lim
r—ra a’/’ — a

r#a
pas besoin de préciser « limite finie » puisque pour une fonction a valeurs complezes, il
n’y a pas de notion de limite infinie ;

existe. On note alors f'(a) cette limite. Ici, on n'a

f(z) = fla)

e on peut aussi remarquer que [’écriture lim
Tr—a Tr—a

r#a

n’est pas nécessaire et on peut

z)— f(a
simplement écrire, comme dans la définition ci-dessus, lim M

@)~ f(a) e 2
Tr—a

puisque la fonc-

tion x — est définie sur I\ {a} et n’est donc pas définie au point a ;

e enfin, on peut remarquer que f est dérivable en a si et seulement si h — f(a + h) est
fla+h)—f(a)
h

. Dans la pratique, c¢’est souvent

dérivable en 0, c’est-a-dire si et seulement si h — admet une limite

(finie) en 0. Dans ce cas, f'(a) = %irr%) w

cette forme qu’on utilise.

Définition 1.1.1.2 Soit f: I — K (avec K=R ou K = C).

(i) Sia #infI, on dit que f est dérivable & gauche en a si lim fz) = f(a) existe (et est
r—a
r<a
finie si K = R). On note alors f;(a) cette limite.
(ii) Sia#supl, on dit que f est dérivable a droite en a si lim f@) = fla) existe (et est
T —a

r>a

finie si K = R). On note alors f);(a) cette limite.
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Proposition 1.1.1.3 Lorsque a € I, f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable
a droite et a gauche en a et fy(a) = fi(a).

Preuve :
Ceci découle directement des propriétés des limites a droite et a gauche
d’une fonction donnée. X

Exemple 1.1.1.4 Les fonctions constantes sont dérivables en tout point a € R.

Exemple 1.1.1.5 La fonction inverse est dérivable en tout point a € R*. En effet, pour a € R*
et h assez proche de 0 et non nul :
1 1
ath  a _ 1
h ala+h)

Ce qui prouve que la fonction inverse est dérivable en a et que son nombre dérivé au point a

1
. a 1
im a+h a

et donc 1 R
h—0 h a?

est ——.
a2

Exemple 1.1.1.6 La fonction valeur absolue est dérivable a droite et a gauche en 0, mais n’est
pas dérivable en 0. En effet,

—10 —10
O e A LU Y
z—0 T z—0 x
x>0 <0

Exemple 1.1.1.7 La racine carrée n’est pas dérivable en 0 puisque lirr}J
T—
x>0

dn( L <
Exemple 1.1.1.8 La fonction z — { gsm(x) : f f 8 n’est pas dérivable en 0 puisque

1

x +— sin(+) n’a pas de limite en 0.

Proposition 1.1.1.9 Si f : I — C. Alors f est dérivable en a si et seulement si Re(f) et
Sm(f) le sont. De plus, on a alors :

f'(a) = (Re(£))'(a) +i(Sm(f))'(a)

Preuve :
C’est une conséquence directe des propriétés des limites des fonctions &
valeurs complexes. X

10



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

1.1.2 Interprétations graphique et cinématique

Interprétation graphique : lorsque f est dérivable en a, le nombre dérivée en a est la limite
des taux d’accroissement.

1(x) B(x.f(x))
La pente de la droite est:
i {(x) f{(a)
e x-a
Ataif(a)) e
f(a)

\

\ Courbe représentative de
la fonction f

o

Définition 1.1.2.1 Si f est dérivable en a € I, la droite d’équation y = f/(a)(x —a) + f(a)
est alors appelée la tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)).

Exercice 1.1.2.2 Montrer que si f est dérivable en a, alors la tangente en (a, f(a)) est « la
meilleure approximation affine de f » au voisinage de a, c’est-a-dire :

Vo,BER, IV €V(a) ,Vz € INV , [f(z) = f(a)(z —a) - f(a)| < |f(2) — oz — B

Exercice 1.1.2.3 (Plus difficile)
1. Soient € > 0 et a € R. Montrer que si |a| < [a +¢| et |a| < |a — ], alors |a| < §

2. Montrer que si f est continue en a et f admet une meilleure approximation affine, alors
f est dérivable en a. Quelle est alors cette meilleure approximation affine ?

3. Montrer que si f admet une meilleure approximation affine en a, alors f est continue au
point a.

4. En déduire que f admet une meilleure approximation affine en a si et seulement si f est
dérivable en a. Quelle est alors la meilleure approximation affine ?

Interprétation cinématique :

— le taux d’accroissement correspond a la vitesse moyenne sur [a, z] ;
— le nombre dérivé en a correspond a la vitesse instantanée en a.

11



Mathématiques supérieures 2 1.1. Nombre dérivé en un point

1.1.3 Développement limité d’ordre 1

Proposition 1.1.3.1 Soient f : I — R (ou bien C) et a € I. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) f est dérivable en a et f'(a) = X;
(i) fla) =

La seconde forme est appelée le développement limité d’ordre 1 de f en a.

fla)+ Xz —a) +o(z —a).

Preuve :
e Montrons (i) = (it).
Posons pour z € I, ¢(z) = f(z)— f(a)— f'(a)(x—a). Puisque f est dérivable
en a, on a :
tim, £
il r—a
De plus, ¢(a) = 0. Par conséquent, ¢(z) = o(x —a).
e Montrons (it) = (1).
Dans ce sens 14, il n’y a aucun probleme. En effet, s’il existe A € K tel que
f(z) = f(a)+ A(z —a)+ o(z — a), alors pour z proche de a et = # a :
r—a
Tr—a Tr—a
Par suite, lim (M) =\
r—a €T —a
z#a X
Remarques :

e en clair, la proposition dit que f est dérivable en a si et seulement si f admet un déve-
loppement limité a l'ordre 1 en a (et que dans ce cas, son développement limité a l’ordre
1 en a est donnée par Uapprozimation de la tangente). On verra dans la suite du cours
que cette propriété ne se généralise pas pour un ordre n > 2 ;

e on écrit aussi souvent le DL (développement limité) a l'ordre 1 en a de f sous la forme :
fla+h) = f(a)+hf'(a) +oh).

Proposition 1.1.3.2 Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

12



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Preuve :

En effet, si f est dérivable en a, alors d’apres la proposition précédente,

flx) = fla)+ f(a)(x —a)+o(z—a)

Tr—ra
Or, lim (f'(a)(x —a) +o(x —a)) = 0 donc lim f(z) = f(a) et f est conti-
nue en a. e %4

A Attention : la réciproque est fausse. Donner un contre-exemple.

1.2 Fonction dérivée

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1.1 Ondit que f: I — K (K = R ou K = C) est dérivable sur (I'intervalle)
I si f est dérivable en tout point a € I. Dans ce cas, on définit la fonction dérivée de f,
notée f’, par :
I — K
o — fla)

Notations :

e pour la dérivée d’une fonction, on utilise aussi les notations suivantes :

f=n(p)=pi=j="

En particulier, en physique, on utilise souvent la notation f ou %{ pour la dérivée par
rapport au temps « ¢t ». En mathématiques, on évitera cette notation puisque d’une part,
le df et dz ne sont pas des objets bien définis (pour le moment) et d’autre part, c’est
une notation qui fait intervenir le « z » qui est le nom de la variable et n’est pas intrin-
seque. Ce probleme de notations sera revue dans le cours de calcul différentiel (cours de
mathématiques spéciales 1) ;

_df

e pour le nombre dérivée de f au point a, on note aussi : f'(a) = D(f)(a) = f(a) = P (a).

Exemple 1.2.1.2 Si f est une fonction constante (définie sur R), alors f est dérivable sur R
et f" =0 (fonction nulle).

Exemple 1.2.1.3 Dans le premier paragraphe, on a montré que si f:z —— %, alors f est
dérivable sur R* et f' : x — 7712.

Remarque : on peut retrouver que les fonctions usuelles que vous avez déja étudiées sont
dérivables et calculer leur dérivée. Je vous laisse refaire les preuves en exercice.

13



Mathématiques supérieures 2 1.2. Fonction dérivée

1.2.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 1.2.2.1 La dérivation est linéaire, c’est-a-dire si f et g sont dérivables en a
(respectivement sur 1), alors pour tout \, u € K, Af + pg est dérivable en a (respectivement
surl) eton a:

(Af + ng)'(a) = Af'(a) + ng'(a)

Preuve :

‘ Ceci découle directement de la linéarité de I'opérateur limite.

Proposition 1.2.2.2 Si f,g sont dérivables en a (respectivement sur 1), alors f x g est
dérivable en a (respectivement sur I) et on a :

(f xg9)'(a) = f'(a) x g(a) + f(a) x g'(a)

Preuve :
Puisque f et g sont dérivables en a, elles admettent un développement limité
alordre 1 en a et :

flath) = fl@)+ [ (@h+o(h) et gla+h) = g(a)+g'(a)h+o(h)

En faisant le produit, et en tenant compte des regles de calculs pour les o,
on obtient :

(fxg)a+h) = (fxg)a)+(f(a)ga) + fla)g'(a))h+ o(h)
Ce qui prouve que f X g admet un développement limité & l'ordre 1 en a. Il
s’ensuit que fx g est dérivable en a et (fxg) (a) = f'(a)xg(a)+f(a)*x g (a).

X

Corollaire 1.2.2.3 L’ensemble A = {f € F(I,K) / f est dérivable en a} est une sous K-
algebre de F(I,K). De plus, Uapplication f+— f'(a) est une application linéaire.

A Attention : f — f’(a) n’est pas un morphisme d’algebres.

14



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

A Attention : les théoremes précédents montrent que la somme ou le produit de fonctions
dérivables est dérivable. En revanche, ils ne disent rien sur les opérations entre fonctions non
dérivables.
Exercice 1.2.2.4 Donner un exemple de fonctions f et g telles que :

1. f et g ne sont pas dérivables en 0 mais f x g l'est;

2. f est dérivable en 0, g n’est pas dérivable en 0 et f X g est dérivable en 0;

3. f est dérivable en 0, g n’est pas dérivable en 0 et f x g n’est pas dérivable en 0;

4. f et g ne sont pas dérivables en 0 mais f + g l'est.

Exercice 1.2.2.5 Peut-on trouver f dérivable, g non dérivable telles que f + g est dérivable ?

I — K 1
x

t : K
r s gn GO 1 -

Proposition 1.2.2.6 Soient n € N*, ¢, : -
—

Alors, pour tout entier n > 1, @, est dérivable sur I et @], = np,_1.

Preuve :

On procede par récurrence en remarquant que pour n = 1, on a déja vu le
résultat et que pour tout entier n, ,+1 = @1 X @,. Les détails sont laissés
en exercice. X

Exercice 1.2.2.7 Proposer une démonstration directe en utilisant la formule de Bernoulli *.

Corollaire 1.2.2.8 Si P € K[X], alors P’ = D(P), ¢’est-a-dire que la fonction polynémiale
associée a P’ est la dérivée au sens des fonctions de la fonction polynomiale associée d P.

Proposition 1.2.2.9 Soient f: 1 — J et g : J — K deuz fonctions, a € I et b= f(a).
St f est dérivable en a et si g est dérivable en b, alors go f est dérivable en a et on a :

(9o f)(a) =g'(f(a)) x f'(a)

Remarque : dans la pratique, on écrit plutot (go f) = f' x (¢’ o f) mais on verra dans le
cours de calcul différentiel (cours de mathématiques spéciales 1) que ce n’est pas logique.

n
1. dans un anneau, si a et b commutent, alors pour n € N, pnt1 — gnt1 = (b—a) 3 akpn—k,
k=0

15



Mathématiques supérieures 2 1.2. Fonction dérivée

Preuve :
On pose alors pour y € J :
—g(b
9(y) — g(b) siy#£b

u(y) = y—2>b
g'(b) siy=>0

Puisque g est dérivable en b, la fonction u est continue en b. On a alors pour
tout x € I et z # a,

(go f)(x) = (go f)la) _

Tr—a xr—a

De plus, puisque f est dérivable en a, f est continue en a. Par produit et
composition de limites, on a donc :

iy (22D () x (0 = ' 0) % S1a)
el = .

Exercice 1.2.2.10 Proposer une autre démonstration en utilisant les développements limités.

Remarque : pour le théoréeme de composition, on a supposé que f : 1 — J ou I et J sont
deuz intervalles réels. C’est tout simplement parce que si [ est a valeurs complexes, alors g est
une fonction d’une variable complexe et ce type de fonction n’est pas étudié ici. Vous reverrez
cela dans le cours d’analyse complexe (cours de mathématiques spéciales 2).

A Attention : de méme qu’avant, le théoreme affirme qu’une composition de fonctions

dérivables est dérivable! Il ne dit rien sur la composée de fonctions non dérivables!

Exercice 1.2.2.11 Donner un exemple de fonctions f et g telles que :

—_

f(0) =0, f est dérivable en 0, g n’est pas dérivable en 0 mais g o f est dérivable en 0;

)

0) =0, f n’est pas dérivable en 0, g est dérivable en 0 et g o f est dérivable en 0;
) =0, f n’est dérivable en 0, g est dérivable en 0 et g o f n’est pas dérivable en 0;
)

AR
= =

1
Corollaire 1.2.2.12 Si f est dérivable en a et si f(a) # 0, alors — est dérivable en a et :

f
(3) - Fi

16



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Preuve :

e Si f est & valeurs réelles, c’est une conséquence directe de la proposition
précédente en introduisant g : x — %

e Traitons le cas général (c’est-a-dire f & valeurs réelles ou complexes) en
utilisant les développements limités & 'ordre 1.

Tout d’abord, puisque f est dérivable en a, f est a fortiori continue en a et
puisque f(a) # 0, % est donc bien définie au voisinage de a.

Ensuite, puisque f est dérivable en a, f admet un développement limité a
lordre 1 en a donné par :

f(a * h) h—0

f(a) 4+ hf'(a) + o(h)

11 s’ensuit que :

1 1 1

—(a+h) = X ————

7 w0 T <T@, L
1+ f(a)h+ (h)

L (T,

f(a)x(l OR (’”)

W@,

WSo @) flaEt oW

/
Ce qui montre que % est dérivable en a et (%) (a) =—

fla)?” X

Remarque : il y a ici une arnaque car on a utilisé de développement limité ; 12 =1+z+o0(2)

pour z un nombre complexe! Cela dit, ce n’est pas trés difficle car pour |z] <
1 2| |22
= <
1—-2 1—z] = 1—|z

L.
L.

—(1+2) <2022

Corollaire 1.2.2.13 Si f et g sont dérivables en a (respectivement sur I) et si g(a) # 0

(respectivement g ne s’annule pas sur I), alors = est dérivable en a (respectivement sur I)

et on a : ,
([) (@) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g g(a)?
Preuve :
On remarque que lorsque cela a un sens, 5 = L1 % f et il suffit alors d’ap-
pliquer la proposition sur 'inverse d’une fonction dérivable puis celle sur le
produit de deux fonctions dérivables. %
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On rappelle ici les dérivées des fonctions usuelles. Les démonstrations ont probablement déja
été vues auparavant. Pour les plus « puristes » d’entre vous :

e les définitions et démonstrations formelles (et non géométriques) pour sinus, cosinus (et
exponentielle) seront rigoureusement traitées dans le cours sur les séries de fonctions (cours
de mathématiques spéciales 1) ;

e pour In, une preuve sera donnée dans le chapitre 5 : c’est le théoreme fondamental de
I'analyse qui garantit I’existence de primitive pour une fonction continue sur un intervalle ;

e enfin, pour les fonctions réciproques, ce sera une conséquence du paragraphe suivant.

Expression de Expression de Intervalle
la fonction sa dérivée de validité
f(z) = 2" #(z) = na"! R
fa@) = f@) =~ R
f@) =i @ =5 10, 400

fla) = k F@) =0 R

£@) = cos(a) f'(@) = —sin(a) R

f(@) = sin(a) F'(a) = cos() R

f(z) = tana f’(:ﬁ)=1+tan2(z):W1(x) %Mmgww[ keZ

F(@) = exp(a) f'(@) = exp(a) R
f(@) =lnx Fw) =2 10, +oc|
f(@) = 2 F(@) = aao! 10, +oc

18
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Dérivation et développements limités

Expression de
la fonction

Expression de
sa dérivée

Intervalle
de validité

F(w) = ch (a) F/(z) = sh () R
f(z) =sh(x) f(x) =ch(x) R
f(z) =th(x) f(z) =1—th?(x) R

f(z) = coth ()

f'(x) =1—coth?(x) = —

sh?(zx)

]—00,0[ ou ]0,+o0]

f(z) = arccos(z) f(z) = T ]-1,1]
(@) = arcsinz) /@) = <= 11
x) = arcsin(x z) = N ,

1
f(z) = arctan(x) f(z) = a2 R
f(2) = Argel 2) £2) =~ I, +oc|
y _ 1
(&) = Argth () J@) = 11
flx) =¢® f(z) = ie™ R

Le tableau suivant rappelle enfin les principales formules de dérivation.
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1.2. Fonction dérivée

20

Fonction Dérivée Conditions

f+kg '+ kg keK
fxg g+ 19

f f'a— 19 ,

Ea e g ne s’annule pas sur I

g g

, , f 1 — J dérivable
gof frxgof g dérivable sur J
u/

u > 0 et dérivable sur 'intervalle I

exp(u) u’ exp(u)
n [u] g’ u garde un signe constant sur [
(ou u ne s’annule pas sur I)
u® au/ue! a€eRetu>0
vu!
u? o' In(u) + —) u’ u > 0 sur I'intervalle I
U




Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Bien qu’a ce stade, vous devriez maitriser les calculs de dérivées, voici quelques exercices qui
vous permettront de vous en assurer...

Exercice 1.2.2.14 Calculer les dérivées des fonctions suivantes, en justifiant au préalable I'in-
tervalle sur lequel la fonction est dérivable. Si besoin, faire une étude de la dérivabilité aux
points « remarquables ».

Loar— (2 +z+1)e "

2. x> In|In(z)|;

In(z)
cos(z) +2’
4. v r— arcsin(%) ;

3. r—

5. & — |sin(x)[°03®),

1.2.3 Dérivée d’une bijection réciproque

Proposition 1.2.3.1 Soit f: I — J continue et bijective, a € I et b= f(a). Alors :

(i) Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0, alors £~ est dérivable en b et (f~1) (b) = )

—1 _ g—1 b
(i) Si f est dérivable en a et f'(a) =0, alors lim W =70
y—b Yy — b
y#b
En particulier, f~1 n’est pas dérivable en b mais sa courbe représentative admet une

tangente verticale.

fz) = f(a)

r—a

= +00.

(iii) Si lim = 400, alors f~=1 est dérivable en b et (f~1)'(b) = 0.

T:#a

En particulier, si f est dérivable sur I et f'(z) # 0 pour tout x € I, alors f~1 est dérivable
sur J et on a :

—1y/ _ 1
(f ) - f/of,1
Preuve :
Pourye Jety#b:
T I O N il ) Rt e O N Gl ()
y—>b FU W) = fUF10)  f(F(y) — f(a)

Or f est continue en a donc f~* 'est en b et lirr%) X y) =710 = a.
Yy—

Le résultat est alors obtenu par composition de limites. =
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1.2.4 Dérivées successives et formule de Leibniz

Définition 1.2.4.1 Soient f: I — K et n un entier, n > 2. On dit que f est n fois
dérivable sur I si f est n — 1 fois dérivable sur I et si f(*~1) la dérivée (n — 1)-itme de f,
est dérivable sur I.

n

Lorsquelle est définie, on note £ ou encore ou encore D" f la dérivée n-ieme de f.

dzm

Remarques :

e en clair, [ est 2 fois dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f' est dérivable sur I.
On note alors " la dérivée seconde de f ;

o f est trois fois dérivable sur I si f" est définie sur I (c’est-a-dire f est deux fois dérivable
sur 1) et si f" est dérivable sur I ;

e dans la pratique, on note avec des « primes » () les dérivées jusqu’a Uordre 2. Au dela,
on note comme dans la définition. Autrement dit, on écrit f' et f" plutot que fO) et f2),
mais on écrit f® plutot que f ;

e par convention, O = f ;

e [a notion de fonction n fois dérivable sur I est donc définie par récurrence. On peut

remarquer que cette définition est équivalente o f est dérivable sur I et f' est n — 1 fois
dérivable sur I.

Définition 1.2.4.2 Soit f une fonction de I dans K. Soit n € N*.
e On note D™(I) I'ensemble des fonctions n-fois dérivables sur I.

e On dit que f est de classe C™ sur I, et on note f € C"(I), si f est n fois dérivable sur
T etsi f est continue sur I.

e On dit que f est de classe C* sur I si Vn € N, f € C™(I).

Remarque : en particulier, comme toute fonction dérivable sur I est continue sur I, on a :

C°(1) 2DN(1) 2C(1) 2D*(1) 2 --- 2D™(I) 2 C™(I) 2 D"HH(1) 2---C=(I)

Exemple 1.2.4.3 La fonction exponentielle est de classe C*° sur R. En effet, on sait que exp
est dérivable sur R et exp’ = exp. On montre alors par récurrence immédiate que exp est de
classe C™ sur R pour tout entier n.

Exemple 1.2.4.4 Toute fonction polynomiale est de classe C* sur R.

22



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Exemple 1.2.4.5 La valeur absolue est dans C°(R) mais pas dans D' (R) (puisqu’elle est conti-
nue mais non dérivable en 0).

Exemple 1.2.4.6 On considere la fonction f définie par :

f(z) = 22 sin (%) siz#0
0

siz=0
O(z?) = o(x). Ce

qui prouve que f admet un développement limité & l'ordre 1 en 0, c’est-a-dire f est dérivable
en 0 et de plus f/(0) = 0 (puisque le coeflicient en « = » dans le DL est nul).

1
Puisque sinus est bornée, 2 sin (7) = O(2?) Or, f(0) =0 donc f(z)
T x

—0 x:O

1 1
Mais pour z # 0, f'(x) = 2z sin (7) —cos (7) Le premier terme dans l’expression de f’ tend
x x

vers 0 quand z tend vers 0 mais le second n’a pas de limite (puisque cosinus n’a pas de limite
en £00). Il s’ensuit que f’ n’est pas continue en 0.

A Attention : dans ’exemple précédent, on a montré que :

o= { o (3) en(2) weso

six=0

Le « 0 » dans f’(0) = 0 n’est pas obtenu en dérivant le « 0 » de f(0) = 0!! Cela n’a aucun sens
de dériver un nombre! C’est une fonction que 1’on dérive! Ce 0 est obtenu en faisant le calcul
et en prouvant que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.

A Attention : I'exemple précédent montre qu’on a une inclusion stricte C*(R) € D(R)!
Une fonction dérivable n’est pas nécessairement de classe C*!

Remarque : dans l'exemple précédent, en prenant n — 1 fois une primitive de f (qui existe
puisque f est continue sur R - voir le chapitre d’intégration), on obtient une fonction dans
D"™(R) mais pas dans C*(R). On verra en exercice une construction directe d’une telle fonction.

La notion de dérivée est une notion locale (autrement dit, étre dérivable sur I tout entier
signifie étre dérivable en tout point). Il est donc logique de donner une description « locale »
de la dérivabilité n fois, méme si dans la pratique on utilise la forme globale (c’est-a-dire sur
I'intervalle de définition).

Définition 1.2.4.7 Soient f : I — K, n un entier naturel (n > 2) et a € I. On dit que f
est n fois dérivable en a si f est n — 1 fois dérivable sur un voisinage de a et si f(*~1) est
dérivable en a. On pose alors (f"~1)(a) = f()(a).

Remarque : cette définition peut sembler plus compliquée mais ce qu’il faut retenir c’est que
pour étudier la dérivabilité de f"=) en a, cela suppose que cette fonction est définie sur un
voisinage de a et on retrouve donc les hypothéses de cette définition.
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Exercice 1.2.4.8 Montrer que la fonction g définie par g(0) = 0 et g(x) = z*sin (%) pour
x # 0 est deux fois dérivable en 0 mais qu’elle n’est pas de classe C? sur R.

Proposition 1.2.4.9 Soit n > 1.
(i) Les ensembles D™(I), C™(I) et C>=(I) sont des K-algébres.

(i) Si f € D*(I) (respectivement f € C™(I), respectivement f € C*(I)) et si f ne s’annule
pas sur I, alors % € D"(I) (respectivement % € C™(I), respectivement % e C>(I)).

(i) Si f : 1 — Jetg:J— K sont D™ (respectivement C™, respectivement C* ), alors
go f est D" (respectivement C™, respectivement C> ).

Remarque : concrétement, la somme, le produit, la composée, le quotient (dont le dénomina-
teur ne s’annule pas) de fonctions de classe C™ est encore une fonction de classe C™.

Preuve :

e Montrons (i) par récurrence sur n > 1.

Initialisation :

Pour n = 1, on a déja vu le résultat (voir les propositions 1.2.2.1 et 1.2.2.2).
Hérédité :

On suppose que la propriété vraie au rang n > 1 et on montre qu’elle est

vraie au rang n + 1. Soient f,g € D""1(I) (respectivement C"*1(I)) et
A e K

* Il est clair que la fonction constante égale & 1 appartient & D" *1.

x Puisque D"t! C D, f et g sont dérivables sur I. Par suite, Af + g et
f x g ont dérivables sur I et :

M +9) =X"+g et (fxg)=Ffg+fd

Or, par définition f’, g’ € D*(I) et f,g € D**1(I) C D*(I). De plus,
par hypothese de récurrence, D™ (1) est une K-algebre. Il s’ensuit que :

(Af+9)eD"(I) et (fxg) eD"()
clest-a-dire (\f +g) € D" () et f x g € D" T(I).
Ce qui prouve que D"t1(I) est une sous-algebre de D"(I) et acheve la

récurrence.
On procede de la méme maniere pour les propriétés (ii) et (iii).

X
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Remarques :

e bien entendu, on dispose d’une version « locale » de cette proposition. Si a € I est fixé,
alors lensemble des applications n fois dérivable en a (avec n > 1) est une algébre. La
démonstration est laissée en exercice ;

e on peut remarquer que l'opérateur D de dérivation est linéaire donc D" [’est aussi. 1l
s’ensuit que si f € D*(I), g € D*(I) et X € K, alors : (Af +¢)™ = Af) 4 g7

e en revanche, attention, en général, (f><g)(") £ )% g™ On va voir juste aprés comment
calculer explicitement cette dérivée n-ieme d’un produit.

Théoréme 1.2.4.10 (Formule de Leibniz) Soient f et g deux fonctions D™ sur I. Alors

fxgeD*(I)etona:
(Fxg)™ =3 (Z) J9 x g ®

k=0

Preuve :
A nouveau, on démontre cette propriété par récurrence.
Initialisation :

Pour n = 0, il n’y a rien & prouver car pour toutes applications f et g,
(f x )0 = fxg=fOx g,

Hérédité :

On suppose que la propriété vraie au rang n € N et on montre qu’elle est
vraie au rang n + 1. Soient f et g deux fonctions D"+ sur I. Puisque
n+12>1, f et g sont dérivables sur I. Par conséquent, f X g est dérivable

sur let: (fxg)=fxg+[fxg.

Or, f e D*(I),g' € D*(I) et f,g € D"*L(I) C D"*(I). D’apres 'hypothese
de récurrence, on a alors f' x g € D*(I), f x g’ € D*(I) et :

n

(1) =3 () x g

k=0

n n o
-y (k)f(kﬂ) % gn k)
k=0
n+1

- T pk) o (nt1-R)
=> (k B 1)/‘ X g

k=1
De méme,

(Fxg)™=>" (Z) f® gttt

k=0
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On en déduit donc que (f x g)' € D™*(I) et

(fo)™ Y = (f'g)™ + (fg)™

n+1

_ Z (k i l)f (n+1—k) + kZ:O ( )f(k)g("+17k>

k=1

= fOg(n+D) +Z <( ) + <Z)> FB) gnt1=k) 4 £(n+1) o(0)
n+1

= <”21)f““’ (nt1-k)

k=0

la derniere égalité provenant du fait que (Zﬁ) = ("?)'1) = 1. Ce qui montre

que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récurrence. =

Remarque : vous reverrez dans le cours de mathématiques spéciales 1 que cette formule s’ap-
plique pour n’importe quel opérateur bilinéaire X. Remarquez également que pour n =1, on a
déja vu que cela marchait pour le produit vectoriel ou le déterminant. Autrement dit, si f et g
sont dérivables a valeurs dans R®, alors f Ag est dérivable et (fAg) = f'Ag+fAg (exercice :
le revérifier).

Exemple 1.2.4.11 Calculons pour n € N* la dérivée n-ieme de u :  +— (22 4+ 3z — 1)e™®

Tout d’abord, on peut remarquer que cela a un sens puisque x — (22 4 3z — 1)e™® est de
classe C* sur R (produit de fonctions qui le sont). On pose pour # € R, f(z) = 22 +32 — 1 et
g(xz) = e *. On a alors d’apres la formule de Leibniz :

R WO@) = 3 (Z) SO (@)g" R ()
k=0

= (D)re@emw+ () r@e e + (3) w2

= (@ +3z—-1)x (D" " +n2z+3)x (~1)" e
nln=1)

2
= ()P + (B 2w+ n? —dn— 1)e

\]

X 2x (=1)""2e7®

Remarque : il n'est pas toujours efficace d’appliquer « bétement » sans réfiéchir la formule
de Leibniz. Par exemple, pour n € N*, pour dériver n fois u : x — sin(z)e®, on obtient une
expression compliquée en appliquant la formule de Leibniz, alors qu’en remarquant que pour
z € R, u(z) = Sm(eD) on peut calculer la dérivée n-ieme bien plus efficacement.

Exercice 1.2.4.12 Calculer la dérivée n-ietme de P : z — 2™ (142)" de deux fagons différentes.

n 2
En identifiant le coefficient dominant de P(™), déduire la valeur de Z (Z) .
k=0
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In(x)

Exemple 1.2.4.13 Soit f la fonction définie sur ]0,4o0[ par f(z) = ——=. Il est clair que
x
f est de classe C> sur ]0,+oo[ car c’est le produit de deux fonctions qui le sont. On note

1
u:x v+ In(z) et v: z — —. Alors pour tout entier n € N et tout réel x > 0 :
x

—1)"n!

U(n>(9€) = ( ot et U(nH)(-'L') = ”<n)(9")

Il s’ensuit que si n € N*, alors :

100 = 3 (3 )uaetn o) = S5 <ln<x> -3 ;)

k=0

Proposition 1.2.4.14 Soient n > 1 et f : I — J une bijection. On suppose que :
(i) f est de classe D" (respectivement C") sur I ;
(is) Ve e I, f'(z) #0.

Alors 71, la bijection réciproque de f, est de classe D™ (respectivement C") sur J.

Preuve :

On démontre le résultat par récurrence sur n > 1.
Initialisation :

Pour n = 1, c’est le théoreme de dérivabilité de la bijection réciproque
(proposition 1.2.3.1). Si on rajoute C, il n’y a qu’a rajouter que f’ est alors

. . 1
continue et ne s’annule pas, f~! est également continue donc ————— est

flof1
continue, c’est-a-dire (f~!) est continue sur J.
Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n > 1 et on montre qu’elle est vraie au
rang n+ 1. Soit f une bijection de I dans .J, de classe D" ! (respectivement
C"H1) et telle que f’ ne s’annule pas sur I. Puisque D"*! C D!, la propriété
au rang 1 assure que f~! est dérivable sur J et :

- 1
- f/of—l

Or, par hypothese de récurrence, f~1 € D"(J) (respectivement C") et de
plus, f/ € D*(I) (respectivement C"). Par conséquent, f'o f =1 est D" sur J
(respectivement C™) et ne s’annule pas par hypothese. Il s’ensuit que (f 1)’
est de classe D" sur J (respectivement C"), c’est-a-dire f~' € D"*1(J)
(respectivement C"*1(.J)). Ce qui montre que la propriété est vraie au rang
n + 1 et acheve la récurrence. =

(=
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1.3 Etude globale des fonctions dérivables a valeurs réelles

1.3.1 Caractérisation des extrema locaux

Proposition 1.3.1.1 Soit f : I — R. On suppose que f admet un extremum local en a

avec a € I et que f dérivable en a. Alors :

flla)=0

Preuve :

28

Tout d’abord, on peut comprendre ce résultat graphiquement.

Maximum local
atteint en un point
intérieur

+
\ Minimum local /

Montrons a présent le résultat.

e Tout d’abord, quitte a travailler avec — f, on peut toujours supposer que
f admet un maximum local en a € I.
e Par définition, il existe un voisinage ouvert V de A tel que f(a) est le

maximum de f sur I N'V. De plus, puisque a € I, il existe a > 0 tel que
la—a,a+a[CINV.On aalors :

f(z) = f(a)

* pour tout z € Ja,a+ «f , f(z) < f(a) et donc < 0. En

0
passant a la limite quand x tend vers a (licite puisque f est dérivable
en a), on obtient : f/(a) < 0;

* pour tout z € Ja—a,af, f(z) < f(a) et  —a < 0. Par suite,

f(x) = f(a)

f'(a) 0.

> 0. A nouveau, en passant a la limite, on obtient

Ce qui prouve que f'(a) = 0.

1.3. Etude globale des fonctions dérivables & valeurs réelles
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o
A Attention : d’abord, n’oubliez pas la condition importante a € I'! Dans 'exemple ci-
dessus, la fonction f admet deux minima locaux en a = 0 et @ = 7 mais pourtant la dérivée en

ces points n’est pas nulle parce que ce sont des bornes de l'intervalle !

Remarque : lorsque a = inf I et f admet un extremum local en a, en reprenant la démonstra-
tion précédente, on peut seulement montrer que f'(a) =0 (si f admet un minimum local en a)
et f'(a) <0 (si f admet un mazimum local en a), et inversement lorsque a = sup I.

A Attention : la réciproque est tres fausse! f/(a) = 0 ne veut absolument pas dire que f

admet un extremum local en a. Par exemple, f : 2 — 23 vérifie f/(0) = 0 mais f(0) = 0 n’est
ni un maximum, ni un minimum de f sur tout intervalle |—«, af avec a > 0.

Remarques :

e on dit souvent que la propriété précédente est la recherche de condition nécessaire d’ordre
1 pour l’existence d’un extremum ;

e on verra un peu plus loin (apreés les formules de Taylor et les développements limités) les
conditions suffisantes d’ordre 2 (que vous avez certainement déja utilisées en physique).
En un point intérieur a tel que f'(a) =0, si f"(a) > 0 (respectivement f"(a) < 0), alors
f admet un minimum (respectivement mazimum) local en a ;

e un point intérieur a tel que f'(a) = 0 est aussi appelé un point critique de f. Si de plus
f n’a pas d’extremum en a, on dit aussi que a est un point selle (ou col) de f. Mais ce
vocabulaire est plutét consacré aux fonctions de plusieurs variables ;

e enfin, notez que la proposition n’a aucun sens si f est a valeurs complexes car dans ce
cas, la notion de minimum (ou de mazimum) local n’a aucun sens.

1.3.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 1.3.2.1 (Rolle) Soit f: [a,b] — R avec a < b (deuz réels). On suppose que :

(i) f est continue sur le segment [a,b] a valeurs réelles ;
(ii) f est dérivable sur|a,b[;

(i) f(a) = f(b).

Alors il existe ¢ € |a,b| tel que f'(c) = 0.

Remarques importantes :

e [e théoréme de Rolle, tout comme le théoréme des valeurs intermédiaires, est absolument
fondamental ! C’est le deuzxiéeme théoréme qu’on a vu qui garantit l'existence d’un nombre
vérifiant une certaine propriété sans pour autant savoir le calculer ou le déterminer!

o Attention auz hypothéses! On suppose f continue sur le segment [a,b] et dérivable sur
la,b] (et bien entendu f(a) = f(b)). Vous devez donc écrire ces hypothéses précises pour
appliquer le théoréme de Rolle.

29



Mathématiques supérieures 2 1.3. Etude globale des fonctions dérivables a valeurs réelles

e Remarquez que le théoréme de Rolle assure l'existence d’au moins un ¢ € la,b[ tel que
f'(c) =0! Il ne dit absolument pas qu’il est unique !

e Enfin, attention, ce théoréme est faux si f est a valeurs complexes! C’est pour cela qu’on
insiste dans la premiére hypothése sur « a valeurs réelles ». Par exemple, f : x — €@
est continue sur [0, 2], dérivable sur]0,2x[ et f(0) = f(27) = 1. Pourtant, pour tout réel
x €]0,2n[, f'(x) =ie™® #£0!

Preuve :

Graphiquement, le résultat est assez simple a comprendre :

L’idée de la preuve est tres simple : on montre que f admet alors néces-
sairement un extremum local (en fait global) qui est atteint en un point
¢ €la,bl.

e Dans un premier temps, f est continue sur le segment (non vide) [a,b].
Par conséquent, f est bornée et atteint ses bornes sur [a, b]. On pose alors
m = min f(z) et M = max f(x).

a,b] z€a,b]

z€|

e Dans un second temps, on distingue deux cas :

*x Sim = M, alors f est constante sur [a, b] et par suite f' = 0 sur ]a, b]
et tout ¢ € Ja, b convient.

* Sim # M (et donc m < M), il existe ¢ € [a,b] et ¢/ € [a,]] tels que
m= f(c) et M = f().
Puisque f(a) = f(b) et m # M, alors soit ¢ € |a,b], soit ¢’ € ]a,b|.
Quitte & échanger les noms, on peut supposer que ¢ € |a, b].
Alors, f admet un extremum global (a fortiori local) en ¢ € ]a, b (¢
est donc a l'intérieur de [a,b]) et f est dérivable en c. Par conséquent,

f'(e)=0. X
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Exemple 1.3.2.2 Soient 0 < a < b et f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[, &
valeurs réelles vérifiant f(a) = f(b) = 0. Montrons qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que @ = f'(c).
Pour cela, on considere la fonction ¢ : z — @ Alors ¢ est continue sur [a,b] (puisque
0 ¢ [a,b]) & valeurs réelles, dérivable sur Ja, b[ et g(a) = g(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle,
il existe ¢ € ]a, b] tel que ¢’'(c) = 0, c’est-a-dire tel que ¢f’(¢) — f(¢) = 0, soit encore @ = f'(c).
Exercice 1.3.2.3 Montrer que dans I’exercice précédent, si a = 0 et f'(0) = 0, alors le résultat
reste vrai. Est-ce encore valable si on suppose seulement a = 0 et f dérivable en 07

Lorsqu’on veut prouver 'existence d’un réel ¢ vérifiant une propriété
pour une fonction f, on peut :

1. regarder s’il s’agit d’appliquer le théoreme de continuité sur
un segment (autrement dit l'existence d’un minimum et d’un
maximum pour la fonction) ou le théoréme des valeurs inter-
médiaires ;

2. essayer de voir s’il s’agit d’appliquer le théoreme de Rolle (c’est
» Méthode : souvent le cas des qu'il y a une dérivée (au moins premiere
qui intervient)). Dans ce cas, pour trouver « la » fonction &

laquelle on applique le théoreme, on integre 1’égalité demandée
par rapport a la variable « ¢ » ;

3. appliquer le théoreme de Rolle généralisé ou le théoreme de
Taylor-Lagrange (voir les paragraphes suivants). Dans ce cas,
on trouve une fonction « g » a qui on applique le théoreme soit
en intégrant par rapport & « ¢ » (souvent compliqué) soit en
transformant le « a » ou le « b » en une variable.

Remarque : c’est par cette méthode qu’on trouve « la fonction g » dans ’'exemple précédent.
En effet, @ = f’(lc) est équivalent a % = 0 et en intégrant par rapport a c, une
primitive de ¢ —s LI (cl;f(c) est ¢ —s L9,

Exercice 1.3.2.4 Soit f € C°([0,1],R) N D(]0,1]) telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer

quil existe ¢ € ]0,1[ tel que f(c)f'(c) = 5.

Exercice 1.3.2.5 Soit P € R[X] de degré n > 2.

1. On suppose que P est scindé & racines simples dans R. Montrer que P’ est aussi scindé a
racines simples dans R.
2. On suppose que P est scindé dans R. P’ est-il scindé dans R ?

Remarque : on peut généraliser le théoreme de Rolle. Pour cela, il faut définir, comme pour
les polynomes, la notion « multiplicité d’une racine ». Petite différence de vocabulaire, pour une
fonction, on ne parle pas de racine mais de zéro.
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Définition 1.3.2.6 Soient f : [ — K, a € I et n € N*. On dit que :
e ¢ est un zéro de la fonction f d’ordre supérieur ou égal a n si :
(i) f est (n —1) fois dérivable en a;
(ii) pour tout k € [0,n —1] , f*)(a) =0
e a est un zéro de f d’ordre n (exactement) si :
(i) f est n fois dérivable en a;
(i) Vk € [0,n —1] , f*)(a) = 0;
(i) /) (a) £ 0.

Remarques :

e on constate que dans cette définition, on retrouve la caractérisation de la multiplicité d’une
racine d’un polyndéme a la différence prés que pour une fonction, on ne peut pas garantir
Uezistence des dérivées successives en a (contrairement auz polynomes) et c¢’est pour cela
qu’on impose ’existence dans la définition ;

e qutrement dit, si P est un polynome alors a est une racine de P de multiplicité au moins
n si et seulement si a est un zéro d’ordre au moins n pour la fonction P ;

e cette définition se généralise aussi auz fonctions d’une variable complexe mais cela sera
étudié dans le cours de mathématiques spéciales 2.

Exemple 1.3.2.7 Les zéros de la fonction sinus sont les kn (avec k € Z) et ce sont tous des
zéros simples (c’est-a-dire de multiplicité 1) car sin’(kn) = cos(kn) # 0.

Exemple 1.3.2.8 La fonction f : x — tan(z)—2 admet 0 pour zéro et sa multiplicité est 3 car
£(0) =0, f'(0) = tan’(0) — 1 = tan?(0) = 0, f"(0) = 2tan’(0) tan(0) = 0 mais f©)(0) = 2 # 0.

Exemple 1.3.2.9 On montrera en exercice que la fonction f définie par :

1 .
Ve eR, f(z) = exp (_ﬁ) siz #0
0

sizx=0

est de classe C* sur R et que ¥n € N, £(")(0) = 0. 0 est donc un zéro de la fonction f et ce
zéro est de multiplicité infinie (bien que f ne soit pas identiquement nulle).

Remarques :

e par convention, si f(a) # 0, on dit que a est un zéro de multiplicité nulle ;

o je vous laisse vérifier que si f est dérivable et si a est un zéro de f de multiplicité au moins
n (respectivement exactement n) avec n > 1, alors a est un zéro de f' de multiplicité au
moins n — 1 (respectivement exactement n —1).
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Théoréme 1.3.2.10 (Généralisation du théoréme de Rolle) Soient n € N, I un in-
tervalle d’intérieur non vide et f : I — R. On suppose que :

(1) fec"();
(ii) | € D"N(I);
(iii) f s’annule au moins n + 2 fois (en comptant les multiplicités).

Alors fY s’annule au moins une fois et plus exactement :

e s0it f a un unique zéro d’ordre au moins n+2 : f(a) = f'(a) =--- = f"D(a) =0;

o
o soit ") s’annule au moins une fois sur I (se produit lorsque f s’annule en au moins
deuz points distincts).

Remarques :

e en fait, compte tenu des hypothéses du théoréme, il n’y a qu’une seule conclusion qui est
F D) sannule au moins une fois dans Uintérieur de I. Ceci étant dit, la version donnée
tient compte du fait que les bornes fermées de l’intervalle peuvent aussi étre des zéros avec
multiplicité. En clair, si f € D" ([a,b],R) et si f a au moins n+2 zéros avec multiplicité
et au moins deuz zéros distincts, alors {1 s’annule au moins une fois dans la,b[;

e en général, on aura des fonctions de classe C" 1 et on n’aura pas besoin de distinguer C"
n+1 .
et D ;

e [a démonstration est tres importante. C’est une méthode que vous serez amené a reproduire
dans de nombreuses situations.

Preuve :
On procede par récurrence sur n.
Initialisation :
Pour n = 0, on suppose que f est continue sur I et dérivable sur ; .lya
alors deux cas :
e soit f admet un unique zéro au moins double et le résultat est acquis;
e ou bien f s’annule en au moins deux points a < b. Dans ce cas, il suffit
d’appliquer le théoréme de Rolle & f sur [a,b] C I et on conclut qu’il
existe ¢ € Ja, b[ C T tel que f'(¢) = 0.
Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n = 0.
Hérédité :
On suppose que la propriété est vraie au rang n € N et on montre qu’elle
est vraie au rang n + 1.
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Soit f € "' N D"*+? s’annulant n + 3 fois au moins sur I.

Solent a1 < as < -+ < a, des zéros distincts de f (avec p € N*) ou pour
i € [1,p], a; est un zéro de multiplicité au moins m;, avec m; > 1 et tels
que :

p
Zmi>n+3
i=1

On a alors deux cas :

e sip=1, f a donc un zéro de multiplicité au moins n + 3;
e sinon p > 2. Soit k € [1,p — 1].

La fonction f est continue sur [ay,ag+1], dérivable sur Jay, ag41] et
flar) = 0= f(ags+1). D’apres le théoreme de Rolle, il existe alors un
zéro by, de f' dans Uintervalle |ag, ap41].

On en déduit que f’ possede :
x les a; pour zéros, de multiplicité m; — 1, pour 1 < i < p;
x les b; pour zéros, de multiplicité au moins 1, pour 1 <i<p—1;
Ces nombres réels étant deux a deux distincts, on conclut que f’ possede
au moins
P
Z(mi —1) + (p—1) > n+2 zéros comptés avec multiplicité
i=1
Et de plus, au moins deux d’entre eux sont distincts. On applique alors
lhypothese de recurrence & f’ qui est de classe C" sur I et aussi D"*! sur

I. Tl existe ¢ € 1 tel que (f)"*D(c) = 0, c’est-a-dire f*+2)(c) = 0.

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la démons-
tration par récurrence. X

Exemple 1.3.2.11 Soit f une fonction trois fois dérivable sur [a,b]. Montrons qu’il existe
¢ € la, b tel que :

3

P+ ) - P e
La méthode ici est assez classique. On transforme « a » ou « b » en une variable (en fait dans
cet exemple, les roles de a et b sont symétriques donc le choix de I'un ou l'autre n’est pas
important) et on applique le théoreme de Rolle (ou Rolle généralisé) en remplacant le terme
inconnu f®)(c) par une constante A que l'on fixera ultérieurement (de sorte que la nouvelle
fonction ait le « bon nombre » de zéros).
On pose pour A € R :

Vo € la,b] , g(x) = f(z) - fla) -

xr—a

A(av —a)®

(/') + /(@) + 55
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Puisque f est trois fois dérivable sur [a,b], g est deux fois dérivable sur [a,b] et pour tout
x € [a,b] :

/ _ 1 / / r—a ., A 2
J@) = @~ @) - TS + Je—a)
" _ r—a .- A
g'(x) = —Tf(s)($)+§($—a)
_ 7%@‘(3)(‘%)7/\)

Par ailleurs, il est clair que g(a) = 0 et d’apres le calcul précédent, ¢'(a) = 0 (et ¢”(a) = 0 mais
on n’en tient pas compte car on cherche un zéro de ¢g” dans l'intervalle ouvert |a, b[). On choisit
alors A € R tel que g(b) = 0 (ce qui est possible car b — a # 0). Pour un tel choix de A, on a
alors :

e g €C'([a,0],R)ND*(Ja,b]);

e g posséde au moins 3 zéros (comptés avec multiplicités) dont 2 sont distincts.
D’apres le théoreme de Rolle généralisé, il existe ¢ € Ja,b[ tel que ¢”(c) = 0. On a alors
f®(c) =X =0, cest-a-dire A = f@®)(¢).

11 reste alors & remplacer sachant que cette valeur de A a été choisie de sorte que g(b) = 0. On
a donc :

0 = g(b)
= S0~ @) =T+ @)+ 6 )
—a ®)(c
= 10— f@) - S0+ @)+ T - ay
YN 1 _ b—a ! / (b_a)3 (3)
D’ou Pexistence de ¢ € Ja, b] tel que f(b) = f(a) + 3 (f'(0) + f'(a)) — Tf (c).

Remarque : la méthode utilisée dans cet exemple est importante (et était mentionnée dans le
point méthode). On va Uappliquer & plusieurs reprises dans la suite.

1.3.3 E‘galité et inégalité des accroissements finis

Théoréme 1.3.3.1 (Egalité des accroissements finis) Soit f une fonction continue
sur [a,b], a valeurs réelles et dérivable sur |a,b|. Alors :

Je € Ja,b] , ————= = f'(c)

Interprétation graphique : il y a au moins une tangente paralléle a la corde reliant les points

(a, f(a)) et (b, f(b)).
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Interprétation cinématique : W est la vitesse moyenne sur [a,b]. Il y a donc au moins
un instant ¢ ou la vitesse instantanée f'(c) est égale a la vitesse moyenne.

Preuve :

On applique la méthode décrite dans le point méthode. Si le « ¢ » est la
variable, on integre entre « a et x » ce qui donne la fonction g définie par :

Vr € [a,b] , g(x) = f(z) = fla) = =——F———

La fonction g est continue sur le segment [a,b] et dérivable sur Ja,b[, &
valeurs réelles. De plus, g(a) = 0 et le calcul direct donne g(b) = 0. D’apres
le théoreme de Rolle, il existe ¢ € |a,b[ tel que ¢'(c) = 0, c’est-a-dire tel
que :

—a X

Remarque : on pouvait aussi, comme dans le point méthode, remplacer f'(c) par une constante
A et utiliser « b » comme variable. Dans ce cas, on aurait posé :

Vo € [a,b] , hix) = f(z) — f(a) = Az —a)

On choisit alors A de fagon a ce que h(b) = 0 (pour pouvoir appliquer le théoréme de Rolle)

et on conclut alors de la méme fagon. Remarquez qu’ici le raisonnement est identique car on

retrouve A = W et donc g = h.

Corollaire 1.3.3.2 Soit [ continue sur [a,b], dérivable sur |a,b] et a valeurs réelles.

(i) On suppose qu’il existe deuz réels m et M tels que : VY € la,b[, m < f'(x) < M.
Alors :
m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)

(i) On suppose qu’il existe k € [0,4o0[ tel que Yz € Ja,b[ , |f'(z)] < k. Alors f est
k-lipschitzienne et en particulier :

[f(b) — f(a)| < k|b—a| (inégalité des accroissements finis)

Preuve :

C’est une conséquence directe de 1’égalité des accroissements finis. En effet,
avec les hypotheses du corollaire, on peut appliquer 1’égalité des accroisse-
ments finis & f et il existe ¢ € |a, b] tel que w = f’(¢). Si on suppose
(i), f'(c) € [m, M] et b—a > 0 donc :

m(b—a) < J(b) - f(a) < M(b - a) -
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Remarque : si on suppose que la fonction f est de classe C1 sur [a,b], alors le résultat est
beaucoup plus « simple » car il s’agit simplement de la propriété de croissance de lintégrale. En
effet, on a alors :

b b b
/ mdz < [ f'(z)dz </ M dx

Mais linégalité des accroissements finis est beaucoup plus forte car les hypothéses sur f sont
bien plus faibles !

Exercice 1.3.3.3 Montrer que si f est continue sur [a,b] & valeurs réelles, dérivable sur |a, b
et si f ne s’annule pas, alors f est injective.

Exercice 1.3.3.4 Soit f : I — R dérivable. Montrer que :

f est lipschitzienne sur I <= f’ est bornée sur I

Corollaire 1.3.3.5 Si f est de classe C sur [a,b], alors f est lipschitzienne sur [a, b].

Preuve :

Si f est de classe C! sur [a, b], alors f’ est continue sur le segment [a, b]. Par
conséquent, f’ est bornée sur [a, b]. D’ou le résultat, en appliquant le (i7) de
la proposition précédente. X

Exercice 1.3.3.6 Il y a une petite arnaque dans la preuve (et I’énoncé du corollaire) : laquelle
et pourquoi ce n’est pas grave ? Indication : lire la proposition suivante...

A Attention : ce corollaire est tres faux si on ne se place pas sur un segment ! Par exemple,
la fonction carré est de classe C' sur R mais elle n’est pas du tout lipschitzienne sur R.

A Attention : le théoreme de Rolle et ’égalité des accroissements finis sont faux dans
C . Par exemple, si on considere f : 2 — e f est de classe C* sur R, f(0) = f(27) =1
et pourtant il n’existe aucun réel ¢ tel que f'(c) = 0 ou tel que f(27) — f(0) = (27 —0) f'(c).

Dans le cours sur les limites et la continuité, on a vu que les théoremes d’existence sont faux
pour les fonctions & valeurs complexes mais qu’en revanche, les inégalités en valeur absolue se
prolongent aux fonctions a valeurs complexes. Ceci est donc aussi valable pour les théoremes
concernant les dérivées. En particulier, on a I'inégalité des accroissements finis pour une fonction
a valeurs complexes (ce qui explique pourquoi le dernier corollaire est valable pour f & valeurs
réelles ou complexes).
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Théoréme 1.3.3.7 (Inégalité des accroissements finis dans C) Soit f : [a,b] — C,
continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe un réel K > 0 tel que
|f'| < K surla,b]. Alors :

|f(b) = fla)| < K[b—q

Preuve :

Si f(a) = f(b), alors I'inégalité est évidente. Sinon f(b) — f(a) # 0 et
on choisit # € R un argument de f(b) — f(a). Alors, par définition d’un
argument, f(b) — f(a) = |f(b) — f(a)|e’ et on considere donc la fonction g
définie sur [a, b] par :

Vo € [a,b] , g(z) = Re (e f(z))

De cette facon, |f(b) — f(a)| = (f(b) — f(a))e™™ et en prenant la partie
réelle, on obtient :

F®) = fl@)] = Re(fb)e™ ~ f(a)e™)
= Re(f(b)e ) —Re (f(a)e ™)
= 9(b) —g(a)

La fonction g est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et a
valeurs réelles. De plus,

Vo €Ja,b , |g'(x)] = [Re(e ™ (@) <l f (@) = |f' (@) < K

D’apres I'inégalité des accroissements finis appliquée a g :

90) ~g(a)| S K(b—a)  Cesteindive  [J(8) = J@) SKG-a)

Remarque : dans cette preuve, il n’est pas nécessaire de distinguer le cas f(b) — f(a) = 0. Si
2 € C, il existe 0 € R tel que z = |z|e’ (méme si z = 0) mais on ne peut pas dire que c’est un
argument de z lorsque z = 0 (par convention, 0 n’a pas d’argument).

Exemple 1.3.3.8 Soient z € C et 2’ € C tels que Re(z) < 0 et Re(z’) < 0. Montrons que :
|exp(z) — exp(z')] < [z — 2|

Ici, le « piege » est de poser f(z) = exp(z) car dans de cas, f est une fonction d’une variable

complexe et ce type de fonction n’a pas encore été étudié. Pour contourner le probleme, on

va étudier cette fonction sur le segment [z, z'], ce qui permet d’introduire une fonction d’une
variable réelle ¢ € [0, 1]. On pose :

vt €[0,1] , g(t) = exp(z + (2" — 2))

38



Chapitre 1 Dérivation et développements limités

g est de classe C* sur [0,1] (et & valeurs complexes), a fortiori elle est continue sur [0,1] et
dérivable sur ]0, 1[. De plus, pour tout ¢ € |0, 1] :

19 (6)] = 1(z' = 2)g(t)] = | — 2] x RHTCEITRAD |1 — ]

(la derniére inégalité provenant du fait que |—o0, 0] (qui est un intervalle) est une partie convexe
de R et donc tRe(2’) + (1 — t)Re(z) < 0). D’apres Uinégalité des accroissements finis :

lg(1) = g(0)| < |2 — 2| x (1 =0) Clest-a-dire  |exp(z’) —exp(z)| < |2’ — 2]

Remarque : cette méthode, a savoir d’étudier la fonction de départ sur un « segment » per-
mettant ainsi d’introduire une fonction d’une variable réelle t € [0,1], est trés importante.
Cette « technique » sera utilisée réguliérement pour les fonctions de plusieurs variables (calcul
différentiel) ou d’une variable compleze (ou d’une variable « vectorielle »).

1.3.4 Application aux variations d’une fonction

Dans ce paragraphe, on va énoncer une propriété que vous connaissez depuis longtemps et que
vous avez certainement appliquée de nombreuses fois. Mais pour votre plus grand plaisir, on va
enfin la démontrer.

Proposition 1.3.4.1 Soit f : I — R une fonction dérivable sur I (I est un intervalle
d’intérieur non vide). Alors :

(i) [ est croissante sur I <= Yz el , f'(z)20;
(ii) f est décroissante sur I <= Vx €I, f'(x) <0;
(iit) [ est constante sur I <= Vx eI, f'(x)=0;

(iv) f est strictement croissante sur I si et seulement si f' >0 et {x € I, f'(x) =0} ne
contient aucun intervalle non trivial ;

(v) [ est strictement décroissante sur I si et seulement si f' <0 et {xz €I, f'(z) =0}
ne contient aucun intervalle non trivial.

A Attention : remarquez bien que la stricte monotonie ne suppose pas du tout que f’ ne

s’annule pas (pensez par exemple & f : z — 2% qui est strictement croissante sur R et pourtant
17(0) =0)! Le théoréme affirme que la croissance stricte équivaut & f’ > 0 sauf en un ensemble
de points qui est d’intérieur vide, c’est-a-dire qui ne contient aucun intervalle.

A Attention : une erreur grave et fréquente est la suivante : « si f'(a) > 0, alors f est
croissante au voisinage de a ». Cette propriété est fausse si on ne suppose pas f de classe C'.
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En effet, si f est de classe C1, alors f’ est continue. On peut alors conclure que f’(x) > 0 pour
tout = proche de a, ce qui entraine que f est strictement croissante au voisinage de a.
En revanche, sans cette hypothese, c’est faux. Par exemple, considérons f définie par :

f(x):{ a?cos (1) + 2 siz#0

0 sinon
— f(0
Puisque pour z # 0, M = :ccos( ) + B % + O(z). Par suite, f est dérivable en 0
X r—r
et f/(0) = % > 0. En revanche, pour n € N*, on a :
F 1 F 1 - (=) N 1 (—1)ntt 1
nmw (n+ )7 o n?w?2  nmr? (n+1)272  (n+1)w2

) 2<f1>"+0(;)+¢(1 L)
n?m2 n2 nm2 1—5—%
2(—1)" 1 1

- L) e re(3)
2(—1)" + 1

~ AT T2

n—+oo n2m?

Ce qui montre que ( f (%) —f (W)) n’est pas de signe constant et permet de conclure

que f n’est pas croissante (ou décroissante) au voisinage de 0 (puisque la suite (#) converge
vers 0). N'oubliez pas de préciser 'hypothese « f est de classe C' » si vous souhaitez utiliser ce
résultat !

Preuve de la proposition :

e Montrons (i).

* Montrons =
On suppose que f est croissante sur /. Soit a € I. Alors, pour tout

x eI\ {a},
f(@) = f(a)

Tr—a

>0

Or, f est dérivable en a donc en passant & limite quand x tend vers
a (limite & gauche si @ = min I et limite & droite si a = maxI), on
obtient f’(a) = 0.

Ce qui prouve que f' >0

* Montrons <=
On suppose que f’ > 0 sur I. Soient a,b € I tels que a < b. Alors,
[a,b] C I. Par suite, f est continue sur [a,b] (et & valeurs réelles) et
dérivable sur |a, b[. D’apres I’égalité des accroissements finis, il existe
c€la,b[tel que: f(b)— f(a) = (b—a)f'(c). Or,b—a > 0et f'(c) >0
Par conséquent, f(a) < f(b) et f est croissante sur I.

o (i) se déduit de (¢) en considérant — f.
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e (i) est une conséquence directe de (i) et (ii) car f est constante sur I si
et seulement si elle est croissante et décroissante sur I.

e Montrons (iv)

* Montrons —

Si f est strictement croissante sur I, alors pour commencer, f est
croissante sur I. D’apres (i), on a alors f° > 0 sur I. On raisonne
alors par l'absurde : si E = {z € I, f'(z) = 0} contient l'intervalle
[a,b] avec a < b, alors f est continue sur [a, b] dérivable sur |a, b[, donc
d’apres (4it), f est constante sur [a, b]. Ce qui contredit f(a) < f(b).

k% <—

On suppose que f" > 0 sur I et que E = {z € I, f'(z) = 0} ne
contient aucun intervalle non trivial. Alors, d’une part, f* > 0 donc f
est croissante d’apres (7). Soient a,b € I tels que a < b. Si f(a) = f(b),
alors f est constante sur [a, b] et f’ est nulle sur |a, b ce qui est absurde.
Par suite, f(a) # f(b) et donc f est bien strictement croissante.

e (v) se déduit de (iv) en considérant — f.

Remarque : bien entendu, cette proposition est ce qu’on applique dans la pratique pour étudier
les variations d’une fonction (ou pour établir certaines inégalités).

Exemple 1.3.4.2 La fonction f: 2 — 2 — sin(z) est dérivable sur R et pour tout réel x,
f'(z) =1 —cos(z). On en déduit donc que f' > 0 sur R et que f' ne s’annule qu’aux points
2nm (avec n € Z). Par conséquent, f est strictement croissante sur R.

Remarque : notez bien que dans l’exemple précédent, [’ s’annule en une infinité de points!
Cela n’empéche pas [ d’étre strictement croissante.

On peut terminer avec un corollaire bien moins précis que la proposition mais qui est suffisant
dans la majeure partie des cas pratiques.

Corollaire 1.3.4.3 Soit f : [ — R dérivable sur I. On suppose que ' > 0 sur I et que
/' ne s’annule qu’en un nombre fini de points. Alors f est strictement croissante sur I.

Remarque : en mathématiques, des inégalités strictes sont toujours plus « délicates » a jus-
tifier. En général, si l'inégalité large suffit, alors on s’en contente (par exemple pour appliquer
le théoreme de la limite monotone, ou le théoreme des gendarmes ou etc.). Pour les inégalités
strictes, il est parfois plus facile d’appliquer une égalité des accroissements finis (ou la formule
d’égalité de Taylor-Lagrange - voir paragraphes suivants).
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1.3.5 Applications aux suites récurrentes de la forme wu,; = f(uy,)

Proposition 1.3.5.1 Soit f une fonction continue de [a,b] dans [a,b], dérivable sur |a,b]
telle qu’il existe k € [0, 1[ vérifiant :

Vz €a,b[ , |f' (@) <k
Alors :
(i) f est k-contractante ;
(ii) Uéquation f(x) = x admet une unique solution £ dans [a,b] ;

1) la suite (uy) définie par ug € |a,b] et Vn € N |, upy1 = f(un) converge vers £. Plus
+
précisément, on a :
VneN | Ju, — € < k" ug — ¢

Preuve :
e La propriété (i) a déja été démontrée (corollaire 1.3.3.2).

e Montrons (7).

Pour cela, on pose pour @ € [a,b], g(z) = f(z) — 2. Alors g est dérivable sur
Ja, b et pour tout z € Ja, b, ¢'(z) = f'(x)—1 < 0. Par suite, g est strictement
décroissante sur [a,b]. De plus, g(a) = f(a) —a > 0 et g(b) = f(b) — b < 0.
On en déduit donc que I'équation g(x) = 0, c’est-a-dire f(z) = = admet une
unique solution ¢ dans [a, b].

e Montrons enfin (7i7).
Soit (uy)nen définie comme dans I’énoncé. Pour tout n € N,

unt1 =€) = [f(un) = F(O)] < klun — £

(d’apres (1), f est k-lipschitzienne). On montre alors par récurrence immé-
diate que :

Vn e N | |u, — €] < k™ug — ¢ =

Remarques :

e wvous reverrez d’autres méthodes d’étude (et de recherche de développement asymptotique)
de suites de la forme un+1 = f(uy,) dans le cours avancé sur les séries (cours de mathé-
matiques spéciales 1) ;

e je vous laisse démontrer que le résultat reste vrai si on remplace [a,b] par R tout entier.

Exercice 1.3.5.2 Etudier la suite (un)nen définie par ug € R et

1
VYneN, u,11 =3+ 1 sin(uy,)
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1.3.6 Théoréme de prolongement

Proposition 1.3.6.1 Soit f une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans K, dérivable sur
la,b]. On suppose que f’ admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers a. Alors [ est dérivable
en a, f'(a) ="¢.

Preuve :

e Tout d’abord, quitte & considérer la fonction g définie pour z € [a, b] par
g(x) = f(x) — £(x — a), on peut supposer que £ = 0.

e Montrons alors que f est dérivable en a et que f'(a) = 0.
Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe a > 0 tel que :

Ve €la,a+af , |f(c) <e

Soit x € Ja,a + «f. f étant continue sur [a, z], dérivable sur Ja, z[ et |f/| < e
sur |a, z[, on a d’apres I'inégalité des accroissements finis :

fx) = f(a)

z)— fla)| <elz — ‘est-a-di
[f(z) = f(a)] <elz —a| cest-a-dire pr—

<e

Ce qui prouve que f est dérivable en a et f'(a) = 0.

Corollaire 1.3.6.2 Si f € C%([a,b] ,K) NC'(Ja,b]) et si f' admet une limite (finie) £ en a,
alors f est de classe C' sur [a,b] et f'(a) = L.

Remarque : ce corollaire est « pratique » et est souvent utilisé mais n’est pas un théoréme de
prolongement car la fonction f est déja définie sur [a,b]. Le « vrai théoréme de prolongement »
est donné ici en exercice.

Exercice 1.3.6.3 Soit f une fonction dérivable sur ]a, ] & valeurs dans C. On suppose que f’
a une limite finie £ en a. Montrons que f se prolonge alors en une fonction f dérivable sur [a, b].

1. Montrer qu’on peut toujours supposer que f est a valeurs réelles, ce que 'on fait.
2. Justifier qu'on peut toujours supposer que ¢ > 0.
3. On suppose que ¢ > 0.

(a) Montrer f est strictement croissante au voisinage de a.

(b) En déduire que f se prolonge par continuité en a et conclure.

4. Montrer que le résultat pour ¢ = 0 se déduit du cas précédent.
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Les théorémes suivants, bien qu’énoncés avec des hypotheéses fortes (c’est-a-dire qu’on peut
donner des versions plus faibles), sont des théorémes pratiques qui seront beaucoup utilisés
dans le chapitre des équations différentielles (cours de mathématiques spéciales 2).

Théoréme 1.3.6.4 (Prolongement C') Soit f : |a,b] — K. On suppose que :

Alors f se prolonge en une fonction f de classe C* sur [a,b)].

(ii) f et f' admettent des limites finies en a.

(i) f est de classe C' sur]a,b];

Remarque : [’exercice précédent montre que la condition « f admet une limite finie » est

inutile mais dans la pratique, on appliquera néanmoins ce théoréme.

Preuve :

e Puisque f admet une limite finie en a, f se prolonge par continuité au
point a. Notons f ce prolongement.

o [ est continue sur [a, b], C* sur Ja, b] et par hypothese, f" admet une limite
finie en a. D’apres le corollaire précédent, f est de classe C* sur [a, b]. X

Théoréme 1.3.6.5 (Prolongement C?) Soient f : |a,b] — K et p € N*. i :

Alors f se prolonge en une fonction f de classe CP sur [a, b).

(ii) pour tout k € [0,p], f*) admet une limite finie en a.

(i) f€C(Ja,b],K);

Preuve :

On procede par récurrence sur p > 1. L’initialisation est le théoréeme de
prolongement C! et dans I'hérédité, on montre que f se prolonge en f de
classe CP sur le segment puis on applique le faux théoreme de prolongement
(proposition 1.3.6.1) C* & f®) Les détails sont laissés en exercice. X

Remarques :
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e 4 nouveau, ce théoréme pratique donne des conditions trop fortes. Je vous laisse montrer
en exercice (en procédant par récurrence et en utilisant 'exercice 1.5.6.3) que si f est DP
surla,b] (p = 1) et si fP) admet une limite finie en a, alors f se prolonge en f qui est
D? sur [a,b] (autrement dit, il suffit que la derniére dérivée admette une limite finie pour
powvoir conclure) ;
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o si on suppose f € CP(]a,b]) et ) admet une limite finie en a, la démonstration (comme
pour le point précédent de la remarque) devient beaucoup plus simple car il s’agit simple-
ment de prolonger en une fonction continue sur le segment et ce prolongement est alors
intégrable sur [a,b]. Mais ceci utilise les propriétés du cours d’intégration ;

e bien entendu, ce théoréme s’applique également si c’est la borne « b » qui est ouverte ;
e ce théoréme est aussi valable si « p= o0 » (prolongement C*) ;

e attention si vous voulez appliquer ces théorémes sur I\ {a} (autrement dit, en un point
intérieur) ! Dans ce cas, il ne faut pas oublier de montrer Uexistence de toutes les limites
a droite et & gauche et vérifier les égalités f*)(a™) = f*F)(at);

e ce théoréme est dans la pratique utilisé pour p = 1 et p = 2 dans les équations différen-
tielles (puisqu’on sera souvent amené & considérer des équations différentielles scalaires
d’ordre 1 ou 2).

Exemple 1.3.6.6 On considere la fonction f définie par :

1 .
VreR, f(z) = exp(—;) six >0
0 siz <0
On veut montrer que f est de classe C* sur R.
e On peut commencer par remarquer qu'il est clair que f est de classe C* sur R*.

o Il est aussi évident que pour tout entier n € N, f(™ admet une limite finie & gauche en 0 et
que fO(07) = 0 (puisque f est constante (égale & 0 pour n = 0) sur |—ooc, 0]).

e Ensuite, on montre par récurrence que pour tout entier n € N, il existe P,, € R[X] tel que :
1 1
ve >0, f™(z) =P, (f) exp (—7)
x x

Pour n = 0, il suffit de poser Py = 1 et la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :

Initialisation :

On suppose que la propriété est vraie au rang n € N et on montre qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypotheése de récurrence, il existe P, € R[X] tel que :

Vz €]0,+0c , f"(z) = P"(é)exp (_%)

En dérivant une fois (licite car toutes les fonctions considérées sont dérivables sur |0, 4+00[), on
obtient :

1 1 1 1 1 1
Vo €0, 4ol , [ (@) = - P (*) or (“) o (f) e (“)

HAPRIONRE
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Mathématiques supérieures 2 1.3. Etude globale des fonctions dérivables a valeurs réelles

On pose P11 = X?(P, — P'). Alors P,.,1 € R[X] et d’aprés le calcul précédent,

Vo >0, f (@) = Pop (l) exp (*l)
z r

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récurrence.

e Par croissances comparées, on a alors pour tout entier n € N,

1 1
lim P, (7) exp (—7) =0
z—0 T T
x>0

Ce qui montre que : Vn € N | lirr%J o (z)=0.
€T
x>0

e Ainsi, pour tout entier n € N, lim f(z) = lim f™(z) = 0.
0 <0

On conclut alors que f est bien de classe C*® sur R et que :¥n € N, f("(0) = 0.

Remarque : dans le paragraphe suivant, on va introduire les différentes formules de Tay-

lor (dont certaines ont sirement déja été vues avant ou bien introduites en physique). Dans

l’exemple précédent, on constate que la « série de Taylor » de la fonction f en 0, c’est-a-dire
()

> ! (0) x" est constante égale a 0 (car on vient de prouver que toutes les dérivées successives

de f en 0 sont nulles). On en déduit donc que :

s 0
o la série Y fT,()a:" converge ;

N
. ) L,
o m nZZOTl =0;

() (0
e pour tout x > 0, f(x Zf

Autrement dit, ceci doit repondre a une des questions que vous vous étiez posée : « est-ce que la
série de Taylor d’une fonction converge toujours vers la fonction » ¢ La réponse est donc non!
C’est vrai pour « beaucoup de fonctions usuelles » mais c’est faux en général! Vous verrez dans
le cours sur les séries entiéres (cours de mathématiques spéciales 2) que :
* pour des fonctions d’une variable réelle :
> la série de Taylor en 0 peut diverger pour tout x # 0 ;
> la série de Taylor peut converger mais pas nécessairement vers f(x) ;
* pour les fonctions d’une variable complexe :
> la série de Taylor converge toujours vers f(z) (au voisinage de 0).
C’est pour cela que dans les formules de Taylor pour les fonctions, on a un « reste » (contraire-
ment auz polyndomes ot le reste est identiquement nul) qui peut s’exprimer sous forme d’intégrale

(ce sera la formule de Taylor avec reste intégral) ou avec un o (formule de Taylor-Young) et ce
reste ne tend par forcément vers 0.
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

1.4 Définition et propriétés des développements limités

La notion de développement limité et Papproche pratique (c’est-a-dire comme outil de calcul) a
déja été introduite. On va donc principalement se concentrer ici sur la « théorie » mais attention,
si la pratique du calcul de développement limité n’est pas bien maitrisée, le lecteur pourra (et
devra) s’entrainer avec les exercices pratiques proposés a la fin du chapitre. Bien que calculatoire,
¢’est un outil indispensable &4 de nombreux domaines mathématiques (et scientifiques en général)
et il est donc nécessaire de maitriser le calcul pratique et efficace des développements limités.

Définition 1.4.0.1 Soient f : I — K, a € INR (a € I ou bien une borne finie de I) et
n € N. On dit que f admet un développement limité a l'ordre n en a s’il existe un polynéme
P € K,,[X] tel que :
fla+h) = P(h)+o(h")
h—0

Remarques :

e par abus, on écrit souwvent « f admet un DL, (a) » pour dire que f admet un développement
limité a Uordre n en a ;

o concrétement, f admet un DL, (a) s’ existe (ag, -+ ,a,) € K* 1 tel que :
n
h) = RF + o(h™
fla+h) h_’o;)ak) +o(h™)

(ce qu’on écrira souvent au brouillon sous la forme f(a+h) = ag+aih+---+a,h"+o(h™))
ou encore,

o k n : _
fla+h) o ];)akh + h"e(h)  avec }lllm e(h)=0

—0

(et au brouillon f(a+ h) W0t arh+---+a,h™ +h"e(h) avec lim e(h)=0)
—

h—0

Exemple 1.4.0.2 Puisque exp est dérivable en 0, on sait qu’elle admet un développement
limité & I'ordre 1 en 0 donné par e” = 1+ 2+ o(z) (car exp/(0) = 1).
T—

Exemple 1.4.0.3 Pour tout |z| < 1 et tout entier n € N, on a :

1 n i xn+1
=> x
1—-2 Z + 1—2
k=0
pntl 1
Or, —— = o(z™). Donc, x — admet un DL & tout ordre n en 0.
1 -2 a2—0 11—
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Mathématiques supérieures 2 1.4. Définition et propriétés des développements limités

Exemple 1.4.0.4 g : z +— 2%sin(2) admet un DL5(0) car g(x) = O(x%) = o(a®).

x

Proposition 1.4.0.5 Si f admet un développement limité a l'ordre n en a, alors ce déve-
loppement est unique.

Preuve :

En effet, supposons que f admette deux développements limités a l'ordre n
en a, c’est-a-dire que

_ k n
flath) = > aghF + o(h™)
k=0
et N
_ k n
flat+h) = > bih* 4 o(h™)
k=0
avec (ag, -+ ,an) € K" et (by, -+ ,b,) € KL Alors :

n

g(h) = 3 (ax —b)h* = ofh")

h—0
k=0

Supposons qu'’il existe au moins un entier k € [0,n] tel que ay # by. Alors
{k € [0,n] / ar # bx} est une partie non vide de N : elle admet donc un
plus petit élément. Soit p = min{k € [0,n] / aj # by }. Par définition :

g(h) ~ (by —ap)h”
h—0

11 s’ensuit que :
h=Pg(h) =a, —by, +0(1) et h7Pg(h) =o(h"P)

Puisque n —p > 0, on a donc : 0 = %in}) (h™Pg(h)) = ap — by, ce qui est
—>

absurde puisqu’on a supposé a, # bp.

Par conséquent, pour tout entier k € [0,n], ar = by prouvant 'unicité du

développement limité (sous réserve d’existence).

X

Corollaire 1.4.0.6 Si f est paire (respectivement impaire) et si f admet un développement
limité a Uordre n € N en 0, alors le développement limité de f est pair (respectivement
impair).
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Preuve :

Par hypothese, f admet un développement limité a l'ordre n en 0. Il existe
donc un polynéme P € K,,[X] tel que :

f(h) = P(h)+o(h")

h—0
Puisque f est paire, on a aussi :

f(h) = f(=h) = P(=h)+o((=h)") = P(=h)+o(h")

h—0 h—0

Par unicité du développement limité, P(X) = P(—X), c’est-a-dire P est
pair.

X

A Attention : deux erreurs classiques qu’il faut absolument éviter.

e Si f est paire (ou impaire), on ne peut absolument rien dire de son développement limité
en un point autre que 0. Par exemple, cosinus est paire et pourtant son développement
limité & l'ordre 1 en 7 est donné par :

Il n’est donc pas pair!

e La réciproque est fausse !! Si le développement limité en 0 est pair (respectivement impair),
on ne peut pas conclure que f est paire (respectivement impaire) ! Ceci provient du fait
qu’on ne connait a priori pas le o(h™). Par exemple, si pour z € R, f(z) = 2 — 2> + 2107,

alors f admet un DL & lordre 3 en 0 qui est f(x) =T 2% + o(2%). Pourtant, f n’est
T—

pas impaire.

Proposition 1.4.0.7 Soient f: 1 — K eta € INR.

St f admet un DL a Uordre 0 en a, alors f admet une limite finie en a. En particulier, si
a €1, f est alors continue en a et sinon, [ se prolonge par continuité en a.

Preuve :

On suppose que f admet un DL a 'ordre 0 en a. Alors, par définition, il
existe £ € K tel que : f(a+h) oo l+4o0(1), c’est-a-dire f(a+h)—¢ o o(1).
— h—

Par suite, }llirr%) fla+h) =L et f admet donc une limite finie en a. D’ou le
—

résultat, en distinguant les casa € I et a ¢ I. -
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Mathématiques supérieures 2 1.5. Opérations sur les développements limités

Proposition 1.4.0.8 Soient f: I — K et a € I. Sont équivalents :
(i) [ est dérivable en a et f'(a) = X;

(ir) f(z) fla)+ Nz —a)+ o(z —a).

Tr—a

Preuve :

‘ Ce résultat a déja été vu (proposition 1.1.3.1).

1.5 Opérations sur les développements limités

1.5.1 Somme et produit

Proposition 1.5.1.1 Si f et g admettent un développement limité a l'ordre n en a, alors :

(i) pour tout (A, u) € K2, A\f + ug admet un DL, (a) obtenu en additionnant terme a
terme ;

(i) f x g admet un DL,(a). De plus, ce développement est obtenu en conservant uni-
quement les termes de degré inférieur ou égal a n dans le produit des développements
limatés.

Preuve :

Soient P, @ € K, [X] tels que :
fla+h) = P)+o(h™) et glath) = Qh)+o(h")

D'une part, (f +g)(a+h) = (P+Q)(h)+o(h") avec (P +Q) € K, [X] dont
f + g admet un développement limité & l'ordre n en a (qui est bien obtenu
en sommant les « polynémes »).

Par ailleurs, soit R le reste de la division euclidienne de PQ par X"*!. On

a alors :
flat+h)xglat+h) =" Ph)Q(h)+ (P(h) + Q(h) +o(h")) x o(h")
= PR +o(h")
= R(h)+O(h"") 4+ o(h")
h—0 R(h) + o(h")

Or, R € K,,[X] d’ou le résultat.
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Exercice 1.5.1.2 On suppose que f(z) = 14+2—222+321+o(2?) et g(z) = 24+x—2* +o(z?).
T—r
Donner le DL & l'ordre 4 en 0 de fg et de f + g.

Exercice 1.5.1.3 Donner le DL a l'ordre 3 de = — sin(x) x cos(x) (par deux méthodes diffé-
rentes).

1.5.2 Inverse

1
Lemme 1.5.2.1 La fonction v — T

admet un DL, (0) pour tout entier n, donné par :

1 2L
= E ¥ + o(a™)
-z =

Preuve :

Déja vu en exemple (voir 'exemple 1.4.0.3).

1
Corollaire 1.5.2.2 La fonction x — Tr admet un DL, (0) a tout ordre donné par :
x

Corollaire 1.5.2.3 Si [ admet un DL, (a) (avec n € N) et si ag # 0 (le terme de degré 0

1
du développement limité de f), alors 7 admet un DL, (a).

Preuve :

C’est la méthode qu’il faut retenir. Par définition, il existe ag,--- ,a, € K
tels que f(a+h) WS G0 +aih+---+a,h™ +o(h™). De plus, ag # 0 donc :
—

1 1 1

- = — X
fla+h) h—0 ag " ag
1 N n
+1§:1 agh +o(h")

n

On pose alors pour h proche de 0, u(h) = Z Ok pk 4 o(h™).
Qo
k=1
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Mathématiques supérieures 2 1.5. Opérations sur les développements limités

On a par définition, }Lir% u(h) = 0. Par suite,
—

D’une part, o(u™) est une fonction qui est o(h™) et d’autre part, d’apres
les propositions précédentes (somme et produits), b — > _(=1)Fu(h)*
admet un DL, (a). Par suite, % admet bien un développement limité a
I'ordre n en a. X

Remarque : en fait, ce qui est important, c’est la preuve qui donne la méthode pratique du
calcul de développement limité de l'inverse. C’est cette méthode qu’on applique en pratique pour
faire le calcul.

1
Exemple 1.5.2.4 Donnons le développement limité a I’ordre 4 en 0 de la fonction —.
cos

1 1

cos(r)  1-— 322 + 5yt + o(a?)

, S _1,2_ 1.4 4 : : _
On pose alors u(z) = 52° — 572" + o(z*). Puisque zh_)]fnO u(z) =0,
1 u(@) + u(@)? + ou(@)?)
1—u(x)

(on fait le développement limité & I'ordre 2 car u(z) ~ 222 est un terme d’ordre 2 et donc
z—0
pour obtenir le développement & l'ordre 4 (en ), on doit faire un développement & 'ordre 2

1
« en u »). Enfin, le calcul direct donne u(z)? = Zaz‘l + o0 (:v4) donc en remplacant, on obtient :

1 1 1 1
T B g 4y, Lo 4
cos(x) +2:r 24" +o(x)+4x o)

1 5
14 5”52 + ﬂx“ + o(z?)

Exercice 1.5.2.5 On suppose que f(z) = 342 — 222 4 523 + o(x®). Déterminer le dévelop-
Tr—r

1
pement limité a 'ordre 3 en 0 de ?

Exercice 1.5.2.6 En utilisant les développements limités des fonctions usuelles, déterminer le

sin
€

développement limité & 'ordre 3en 0 de f : 2 — ——.
cos(x)?

Remarque : on pourrait énoncer un théoréme sur la composition des DL mais ce n’est pas
trés utile. Dans la pratique, ce qui compte, c¢’est le calcul efficace. Notez qu’on a déja en réalité

utilisé la composition quand on a fait liu =1+4u+u? = o(u?) avec u une fonction.
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

1.5.3 Intégration et dérivation d’un DL

Théoréme 1.5.3.1 Soient f : I — K dérivable, a € I et n € N. Si la fonction f' admet
un DL, (a) donné par :

f'(a+h) bbbt ot by, h™ 4 o(h™)

Alors, f admet un DLy1(a) donné par intégration terme a terme :

2 n+1

_ d h n+1
f(a+h)h:0j(a)+boh+b12 + - ~+bnn+1+o(h )

Preuve :
On admet ce théoréme. Pour les plus curieux, voici une démonstration.

On note J lintervalle J = I — a (autrement dit h € J <= a+h € ) et
on pose :

Vhed,gh)=fla+h)— fla)—

On veut montrer que g(h) = o(h"+1).
h—0

Soit £ > 0. g est dérivable sur J et par hypothese, ¢'(h) = o(h™). Par
—
\

0
définition, il existe a > 0 tel que pour tout h € J N [—a, a, |¢'(h)] < e|h|™.

On fixe h € |—a,a[NJ et h # 0.
e g est continue sur [0, k] U [h,0] (on ne sait pas si b > 0);
e g est dérivable sur ]0, h[U]h,0];
e YV €10,h[U]R,0], |¢'(x)| < elh|™.
D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a alors :
l9(h) — g(O)] < elhl™*!  cest-adire  [g(h)] <[]
On constate que ceci est encore valable pour h = 0 car g(0) = 0. Ainsi,

Ye>0,3a>0,Yhe [—a,a]NJ, |g(h)] < elh™

c’est-a-dire g(h) o o(h"t1h).
—

X

Remarque : dans la pratique, on utilise plutot la forme suivante. Si f est continue et admet
un DLy (a), alors F : x— [ f(t)dt admet un DL, .1 (a) donné par :

F(x) = F(a) + /z P(t)dt + o((xz — a)"+1)
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Mathématiques supérieures 2 1.5. Opérations sur les développements limités

Corollaire 1.5.3.2 La fonction In admet un développement limité en 1 a tout ordre n € N

donné par :
n —

k-1
In(1+ z) o Z 7( 111 4+ o(z™)
k=1

Preuve :

C’est une conséquence directe du théoreme précédent. En effet, on sait que
In est dérivable sur |0, +o00[ et que sa dérivée est z —— % De plus, on a
prouvé que x — 75— admet un développement limité & tout ordre en 0.
Par intégration (c’est le théoréme précédent), on obtient le résultat.

Corollaire 1.5.3.3 Si f admet un DL,,11(a) et si f' admet un DL, (a), alors le DL de f’
s’obtient par dérivation de celui de f.

Preuve :

‘ C’est évident.
X

A Attention : si f admet un DL, (a), f’ n”’admet pas nécessairement de DL,,_1(a).
Exemple 1.5.3.4 Soit f définie par :
x6sin($) siz#0

Vxe]R,f(x)z{o siz =0

Alors :
o f(x) = o(2") donc f admet un DL5(0);

e f est dérivable sur R (c’est évident sur R* et on vient de montrer I'existence d'un DL &

Pordre 1 en 0) et :
* / 5 o1 1 1
Ve e R*, f'(z) =62"sin | — | —cos | —
x° x°

e f’ n’admet pas de limite en 0 donc f’ n’a pas de développement limité en 0.

Remarque : on retient donc qu’on peut toujours intégrer un développement limité mais que
pour le dériver, il faut supposer l’existence.
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

1.6 Formules de Taylor

1.6.1 Formule de Taylor avec reste intégral et inégalité de Taylor-
Lagrange

Théoréme 1.6.1.1 Soient f une fonction de classe C"*' sur I a valeurs dans K et a € I.
Alors :

2L B (q T —t)"
veel, f@ =310 0w a1 [[E g a

k n
k=0

Preuve :
On le montre par récurrence sur n.

Initialisation :
Pour n = 0, soient f € C"T(I) et a,x € I. Alors, f est de classe C* donc :
f@) - f@) = [ Foa

c’est-a-dire

0 4k (g N
s =3 e+ [ESE o ar
> A

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n € N et on montre qu’elle est vraie
au rang n+ 1. Soit f une fonction de classe C" (1) et soient a € I et z € 1.

Si & = a, alors le résultat est évident. On suppose donc que = # a.
Puisque C"*2(I) C C"*1(I), on a par hypothése de récurrence :

2L B (g Tlr—)"
f(l’) _ Z f k'( )(ZU _ a)k + / ( n't) f(n+1)(t) dt
k=0 @ ’

On pose alors pour ¢ € [a,z] U [z, d],

_ _@-pm : (@—t)"
U(t) - (Tl+ 1)| ot u (t) = n!
o(t) = fOD() V() = ()
x—t)

De cette fa(;on,/ ( FotD () dt:/ u' (t)v(t) dt.
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Mathématiques supérieures 2 1.6. Formules de Taylor

Les fonctions u et v étant de classe C* sur le segment [a, x] U [z, a], on peut
intégrer par parties l'intégrale précédente, ce qui donne :

/z o' (t)o(t) dt = [Lt);:rlf(nﬂ)(t)} : + /z Mf(nﬁ)(t) dt

r—a T () 1
_ %fﬁwﬂ)( ) + / %fbwr?) (t) dt

En remplacant, on obtient donc :

n k) (g @
flz) = Zf k!( )(x—a)k+/ ' (t)o(t) dt

k=0

n+1
_ f(k) iy [T E=0"T ey,
- > >+/a S

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+1 et acheve la récurrence.
X

Remarque : la formule de Taylor avec reste intégral est trés importante parce que c’est une
formule globale, c’est-a-dire valable pour tout x € I et pas simplement pour les x proches de a.
Elle permet donc d’obtenir des inégalités globales et non locales.

Exercice 1.6.1.2 Montrer que pour tout € R, ¢ > (1+ x) puis plus généralement, montrer

que :
e’ Z %l

Que peut-on en déduire pour la série de terme général > “;—, ?

|x|n+1€|z|

VeeR VneN,
(n+1)!

Corollaire 1.6.1.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soit f de classe C**' sur I ¢ va-
leurs dans K. Si |f" Y < M sur I, alors :

nER) (g
7Zf k:'( )(xia)k

k=0

|z — a|"+!

! (n+1)!

Veel,

Preuve :

Soit © € I. En posant J = [a, 2] si a < z et J = [z, a] sinon, on a d’apres la
formule de Taylor avec reste intégral (qui s’applique puisque f € C"*2(1)) :

/x (=" pt gy ar| < / Ml =t 4, _ Mz —al"}
a n! =/ n! (n+1)!
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Chapitre 1 Dérivation et développements limités

Corollaire 1.6.1.4 En particulier, si f € C* (1) et a € I, alors :

n (k) a
f) = S o -y
k=0

et donc f admet un DL, (a) pour tout a € I.

Preuve :

e Soit J C I un voisinage fermé de a. Sur ce segment J, f("+1) est bornée
(puisque c’est une fonction continue sur un segment). On applique alors le
corollaire précédent (inégalité de Taylor-Lagrange) & f sur l'intervalle J.

e Enfin, pour I'existence du développement limité & 'ordre n en a, c’est clair
car O((z —a)"*!) = o((x —a)").
r—a X

Remarque : le corollaire précédent nécessite une condition forte. Par exemple, on a vu que
Uexistence d’un DL (a) équivaut 6 f dérivable en a. Or, avec le corollaire, on obtient que si f
estC2(I), f admet DLy (a)... Ce n'est donc pas le critére qu’on utilisera pour justifier l’existence
d’un DL.

1.6.2 Formule de Taylor-Young

Théoréme 1.6.2.1 (Formule de Taylor-Young) Soient n > 1 et f € D"(I). Alors f
admet un DL, (a) en tout point a de I donné par la série de Taylor :

n (k) a
fla+h) = Zf k!( Jpk 4 o(h™)

h—0

Preuve :
On procede a nouveau par récurrence sur n € N*.
Initialisation :

Pour n = 1, on a déja vu que si f € DY(I) et a € I, alors f admet un
DL, (a) donné par : f(a+ h) = f(a) + f'(a)h + o(h). Ce qui montre que la
propriété est vraie au rang n = 1.

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie au rang n > 1 et on montre qu’elle

est vraie au rang n+ 1. Soient f € D"*(I) et a € I. Alors f € D"(I). Par
hypothese de récurrence, on a donc :
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. zn: D bk 4 o(hm)

- f"““)(a)
0= k!

J,H
bl

h* + o(h™)

Ll

h

Eol
o

Ainsi, f" admet un DL, (a). On en déduit donc que f admet un DL, (a)
obtenu par intégration terme a terme (voir théoreme 1.5.3.1), c’est-a-dire :

n f(k+1)
fatn) = f<a>+kzzo(k+f))

hk+1 + O(hn+1)

n+1
f< (a - f
hj() Z O(h +1)

n+1 (k)
_ Z f (a) hk + O(hn+1)
ho0 k!

Ceci prouve que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve donc la
démonstration par récurrence. %

Remarques :

e cette formule reste valable si on suppose que f est seulement n fois dérivable en a (au lieu
de sur I) : on conclut alors qu’on a la formule de Taylor-Young au point a (uniquement).
La démonstration est quasiment identique et laissée en exercice ;

e dans la pratique, on dira plutot que si [ est de classe C™ sur I, alors f admet un DL,, en
tout point a € I ;

e la formule de Taylor-Young est une égalité globale entre fonctions mais la fonction o(h™)
est une fonction pour laquelle on ne dispose que d’informations locales (au voisinage de
0). C’est pour cette raison qu’on dit que c’est une formule locale qui permet de déduire
des informations de f au voisinage de a mais pas sur I tout entier;

e enfin, notez que la formule de Taylor-Young donne des conditions suffisantes pour l’exis-
tence d’un développement limité a l'ordre n (mais pas nécessaires sim > 2, i.e. f peut
admettre un DL, (a) sans que f soit D™).

1.6.3 Formule (ou égalité) de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.6.3.1 (Formule de Taylor-Lagrange) Soit f : I — R de classe C" sur I
et D" sur I. Alors, pour tout (a,b) € I? tel que a # b,

n k) (g _
Aeelab{Ulbal, f0) =32 k'( Va4 L9
k=0 ’
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Preuve :

Pour démontrer ce résultat d’existence, on va appliquer la méthode décrite
dans le point méthode. On remplace le « b » par une variable.
Soient a € I et b € I, a # b. On pose pour z € J = [a,b] U [a,b],

M (a) z—a)"tt

. : !
o) = f(a) = 3 g o - - AT

ou A € R est tel que g(b) = 0 (licite puisque b # a).

]
La fonction g est de classe C" sur J, D"+ sur J et de plus, g possede a
comme zéro de multiplicité au moins n + 1 et b pour zéro de multiplicité
au moins 1. Ainsi, g a au moins n + 2 zéros comptés avec multiplicités dont
2 sont distincts. D’apres la généralisation du théoreme de Rolle, il existe

ceJ tel que gtV (c) = 0, c’est-a-dire
A= ()

Sachant que g(b) = 0, on obtient donc :

" () a —a n+1
f(b) = E ! k!( ) (b - a)k + %f(n-‘—l)(c)
k=0 !

X

Remarque : dans la démonstration précédente, on a choisi « b » comme variable mais ce choix
n’est pas obligatoire ! On pouvait aussi :
e choisir « ¢ » comme variable et intégrer n+ 1 fois. Ceci nous aurait amener & considérer
la fonction ¢ définie pour x € I par :
n+1

_(b—a)™*! ~ [¥)(a) ~ [¥)(a) - (x —a)
p(z) = m(f(f)—z (:c—a)’“)—i—(];) il (b—a)k—f(b))m

(on intégre n+1 fois « entre a et z »). Je vous laisse alors vérifier que @ admet a pour zéro
avec multiplicité (au moins) n+ 1 et b pour zéro. On conclut en appliquant le théoréme
de Rolle généralisé ;

e choisir « a » comme variable, ce qui nous aurait amener a considérer 1 définie par :
(b _ m)n+1
(n+1)!

— [P (x) k
Vo el p(x)=—fb)+ (b= 2)"
k=0
avec A cette fois choisit de sorte que 1(a) = 0. Sachant que ¥ (b) = 0, je vous laisse vérifier
que l'on peut appliquer le théoréme de Rolle a v et que Uezistence de ¢ € ]a, b[U]b, a] tel que
Y (c) = 0 donne £V (c) = X (indication : on pourra reconnaitre une série télescopique
dans le calcul de ).
Dans cet exemple, le choix de l'un ou l'autre comme « variable » n’est pas trés important. Néan-
moins, le choix de « ¢ » donne une expression légérement plus compliquée (puisqu’on intégre
plusieurs fois).
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1.6.4 Application aux fonctions usuelles

Les fonctions « usuelles » sont de classe C*° sur leur domaine respectif. Par suite, elles admettent
des développements limités a tout ordre en tout point.

Théoréeme 1.6.4.1 (Développements limités usuels) Les fonctions usuelles suivantes
admettent un développement limité a tout ordre en 0. De plus, pour n € N, on a :

n xk
exp(x) = Zﬁ + O(l‘n)
k=0
n 22k
cos(e) = 2Dy + el ou o)
k=0
n 22k+1
sin(e) = D (D gy o) (ouel@®)
k=0 :
nop2k
we s kz—;) @ T o) (ouol@®™™h)
n I2k+1 _— —
= 22k + 1)) + o(@™™)  (ouo(z™7))
(1+1‘)a :1+Oél’+a( 2'_1)3';2_;’_ a(a_l)'.f(.z'(a_n+1)$vb+0( ,L)

14z part
hl(l«l»x) = Z(il)kilz + o(x”)
k=1
n p2k+1
arctan(z) = Z(,l)k‘ + o(x?mth)
b 2k +1
nop2ktl
Argth(x) = Zm + 0(m2n+1)
. —1)*(2k)!
aI‘CSin((L‘) = Z %wmﬂrl + 0(1,271,«1»2)
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Preuve :

e Pour la fonction exponentielle exp, on applique directement la formule de
Taylor-Young avec pour tout k € N, exp® (0) = exp(0) = 1.

e On en déduit alors les DL des fonctions hyperboliques ch et sh en prenant
la partie paire (respectivement impaire) ou bien en reprenant leur expression
avec exponentielle.

e Pour les fonctions cosinus et sinus, on peut aussi appliquer la formule de
Taylor-Young en remarquant que pour tout entier k, cos*)(0) = Cos(%’r) et
de méme, sin® (0) = sin(&2).
e Pour a € C, on note f, : x — (1 + x)®. On montre alors par récurrence
immédiate (exercice : le faire) que pour tout entier k£ > 1, et tout = > —1,

k-1
fEN(z) = (H(a - z)) (14 2)>~*. 1l s’ensuit que :
i=0

k—1
vk e N*, f10) = [[(a—1)

=0

On obtient donc le développement limité cherché en appliquant la formule

de Taylor-Young.

eLes DL dex— 11—, o+ H% et  — In(1 + ) ont déja été prouvés.

e Pour arctan, on integre le DL de la dérivée.

On sait que arctan est de classe C*° sur R et que sa dérivée est z — T3 2
x

On a alors :
n

/ _ -1 k, .2k 2n
arctan’(z) o kz:;]( )iz 4+ o(x™")

Par intégration du développement limité (théoreme 1.5.3.1), on a alors :

n k
-1 .
arctan(z) o arctan(0) + E (k _'_) 1x2k+1 +o(x?" 1)
k=0

]

e On procede de méme pour la fonction Argth.

e Enfin, pour la fonction arcsin, on utilise la méme technique. On sait que
arcsin est de classe C* sur ]—1,1[ (donc admet un DL & tout ordre en 0)

et :
1 1
Vo e]-1,1[ , arcsin’(z) = ——— = (1 —2?)"2
1A aresin'(a) = <= = (1= 2?)
En appliquant le développement limité de z — (1 + z)* (avec a = f%) :
n k—1 1 .
i _ [lico (=5 —%) o 2n
arcsin’(z) o 1+ Z et o(z™)
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Or, pour k € N*,

k-1 =l o ok Bl
T4 -0=1I (22“):(2? [T+
i=0 i=0 i=0

et en remarquant que :

k—1 k—1

oy T 2 DEi+2)  (2k)!
g(2L+1)_ 11 200+1) 2Kkl

on obtient finalement :

(D)

22K (1) + 0(33271)

arcsin’(z) = 1+
z—0

D’olt par intégration (et sachant que arcsin(0) = 0) :

. o - (_1)k(2k)' 2k+1 2n+1
i) Sy o+ ey

n

=0
_ (DR s 2n+1
250 Z()QQk(k!)2(2k+l)x +o(x )

Exercice 1.6.4.2 Pourquoi ne pas remplacer z par iz et prendre les parties réelles et imagi-
naires pour déduire les développements limités de sinus et cosinus a partir de celui de exponen-
tielle ?

1 2
Exercice 1.6.4.3 Démontrer que tanx =, &t —z%+ 1—3:5 +o(29) :
T—

3
sin
(a) en utilisant tan = — ;
cos
(b) en utilisant tan(z) ~ z et tan’ = 1 + tan.
z—0

Exercice 1.6.4.4 Déterminer le DLg(w) de In(1 + sinz).
(Réponse : In(1+sin(m +1t)) = —t — (1/2)t2 — (1/6)t> — (1/12)t* — (1/24)t> — (1/45)t® + o(¢°).)

Remarque : certains logiciels de calcul formel (ou certaines calculatrices) font les calculs de

développements limités. Avec le logiciel Maple, la commande qui permet de calculer un DL est
taylor(f(x),z = a,n) mais par défaut, Maple calcule & un O((z — a)™).
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1.7 Applications des développements limités

1.7.1 Etude des limites ou recherche d’équivalent

Bien entendu, une des applications directes du calcul de développements limités est le calcul de
limite (lorsqu’il s’agit de formes indéterminées) ou la recherche d’équivalent.

z(e®+1) —2(e” — 1)
x3 )

Exemple 1.7.1.1 Déterminons la limite en 0 de

e Le calcul direct montre que le numérateur (et le dénominateur) tendent vers 0 lorsque z tend
vers 0. Il s’agit donc d’une forme indéterminée.

e Se pose alors la question de P'ordre auquel il faut faire le développement limité. La présence du
terme en « 2% » au dénominateur suggere de faire le développement limité & 'ordre 3 mais cela
n’est pas un argument mathématique (mais c’est un argument « de bon sens » qui est souvent
assez efficace). Voici donc « 'analyse » que vous devez faire :

* z(e®+1) ~ 2z et 2(e* —1) ~ 2z donc les termes de degré 1 s’éliminent ;
z—0 z—0

* le terme suivant pour z(e® + 1) est 22 (autrement dit z(e® + 1) = 2z + 22 + o(2?)) et de
méme pour 2(e” — 1). Les termes de degré 2 s’éliminent donc aussi.

Ceci permet de conclure qu’il faudra faire le développement & l'ordre 3 (au moins). Dans cet
exemple, les calculs ne sont pas tres compliqués et on peut voir que les termes de degré 3 ne
vont pas s’éliminer (c’est-a-dire que le DL3(0) suffit) mais parfois, ce ne sera pas aussi facile et
il faudra donc recommencer les calculs avec un terme un plus.

eOna:
z(e® +1)—2(e*—1)  z2+z+ 52?4+ o(2?)) — 2z + 32° + §2° + o(z?))
3 20 3
1
xiO 6 +O(1)

T 1) — 2(e® — 1
Ce qui montre que lim z(e” +1) (e ) _
x—0

1
a3 6
Voici un exemple ou il n’est pas si « facile » de voir quels termes s’éliminent...

Exemple 1.7.1.2 Déterminons un équivalent de (1 + ) — (1 +sin(z))” en 0.

Il est assez simple de voir directement qu’en utilisant un DL a 'ordre 1, les termes se com-
pensent et on ne peut donc pas donner d’équivalent. En revanche, il n’est pas évident de voir
que les termes d’ordre 2 (attention, cette fonction n’est pas impaire) ou 3 ou 4 sont les mémes...
Je vous laisse vérifier (et cela se verra dans les calculs suivants) que dans le calcul des déve-
loppements limités a 'ordre 4 on obtient exactement les méme termes. On ne peut donc pas
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donner d’équivalent et on est donc obligé de pousser le DL un cran plus loin. Je signale que ceci
n’est pas forcément prévisible!

e Pour commencer, on a :

(I+sinz)® = exp(xln(l+sinz))

3
= exp (xln (1 yr- 2 +o(x4))>
z—0 6
1 1 2 1 1
S, exp {r (ac - 61‘3 ~3 <az2 — 6564) + gcc:" - 114 + +0(:c4))]
Ce qui donne en regroupant les termes :
: T 2 1 3 4 1 5 5
(I+sinz)® = exp|z®— -2+ —a° — —z° + o(z”)
z—0

e De fagon analogue, on a :

(1+2)m® = exp(sinzln(l+z))
3 2 3 4
- - 4 _r,r T 4
S, P {(m 5 +o(x )) <x 5 + 3 1 +o(x ))}
1 1 2 1 1

_ I O P S 5

S, o {a: 5% + 3% 16" + 125 +o(x )]

= expla®— 2+ 1174 — lx" + o(2?)

z—0 2 6 6
e [l s’ensuit que :

1 1 1 . 5 1 1 1 5
g(x) S P (m2 - 5173 + 61'4 - ﬁm" + o(mo)) — exp (fo - 5173 + 61”4 - 6350 + 0(355))

1 1 1 1
_ 2_ Lt 3,14 _ 15 5\) _ _L5 5
S, o (:c 5%+ 6" ) {exp( 5% +o(x )) exp( 67 +o(x ))]

S0 (o) x (1 o oa) — (1 5o +ola®))

_ L 5
o 108 + o(z°)

: 1
Ce qui prouve au final que : ((1+sinz)* — (1+2)"%) ~ —a°.
x—0 12

Exercice 1.7.1.3 Justifier I'existence puis déterminer le développement limité a l'ordre 6 en 0
de la fonction o — (1 +sinz)* — (1 + x)s"2,

Exercice 1.7.1.4 Montrer que la fonction z —

1 . .
—— — — se prolonge en une fonction continue
sine  x

en 0, puis montrer que ce prolongement est dérivable en 0.
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1.7.2 Etude de position d’une courbe par rapport a sa tangente

Exercice 1.7.2.1 Montrer que la courbe de la fonction exponentielle est au-dessus de ses tan-
gentes.

Exercice 1.7.2.2 On donne f(z) = exp(2z) — th (z). Etudier la position (locale) de la courbe

par rapport a sa tangente au point d’abscisse 0.

1.7.3 Développement asymptotique et étude de position par rapport
a une asymptote

Définition 1.7.3.1 Soit f: I — K et a € I. Un développement asymptotique de f en a
est une écriture de la forme :

f@) = fo(x)+ -+ ful@) + o(fn(2))

J?i(l
ou pour tout 7 € [0,n — 1], fi+1(z) fi(x)). On dit qu’on a donné le DA de f en a &

un o( f,,) pres.

oS

-1
1 1 1 1 1 1 1

Exemple 1.7.3.2 Par exemple, —— = — (1 — 7) =—+—=++—+0 (*) est un
r—1 = T z T "

développement asymptotique & un o(1/z™) prés en +o0.

Exemple 1.7.3.3 La fonction x —— 2” admet un développement asymptotique en 0 donné
par :
x

"L 2F(In(z))"

o k!
=0

+o(z"(In(2))")

ou n € N. Notez bien que ceci n’est pas un développement limité.

1

Exemple 1.7.3.4 Soit f : x — zexp (——2>
x

e Il est évident que f(z) ~ . Ily a donc une direction asymptotique.
T—+00

0 e (Ao (8) oo )

On en déduit donc que lirf [f(z) —z] = 0, c’est-a-dire que la droite d’équation y = = est
T—r+00

e Ensuite,

asymptote a la courbe représentative de f au voisinage de +oc.
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. 1 - 1

e Par ailleurs, f(z) —x ~ — —. Or, au voisinage de 400, —% < 0. On en déduit donc que la
z—0 x )

courbe représentative de f est située en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

sin(6
Exercice 1.7.3.5 Montrer que la courbe d’équation polaire r(f) = ﬁggos(%) admet

une asymptote et étudier la position (locale) de la courbe par rapport a son asymptote.

Remarque : si vous ne vous rappelez pas des méthodes d’étude des courbes polaires, vous pouvez
omettre le dernier exemple.

Remarque : les développements limités sont aussi utilisés dans le cadre des suites pour la
recherche d’équivalent simple ou de développement asymptotique. Voir par exemple le cours de
mathématiques supérieures 1 (chapitre sur les suites réelles ou complexes).

1.7.4 Recherche d’extremum

Théoréeme 1.7.4.1 Soit f : [ — R. On suppose que :
(i) a€l;
(ii) [ est deuz fois dérivable en a ;

(iii) f'(a) =0;

(iw) f"(a) #0.

Alors f admet un extremum local en a. De plus, si f"(a) > 0, alors f admet un minimum
local en a et si f"(a) <0, alors f admet un mazimum local en a.

Preuve :

e Quitte a remplacer f par —f, qui vérifie les mémes hypotheses, on peut
toujours supposer que f”(a) > 0.

e Puisque f est deux fois dérivable en a, on peut appliquer la formule de
Taylor-Young :
. . 1,
fla+h) = f(a)+hf'(a)+ 5 f"(@)h? +o(h?)
h—0 2

Or, par hypothese, f/(a) =0 et f”(a) # 0. Par suite,

fat 1) - fla) ~ =" (a)h?

h—0 2

11 s’ensuit que la fonction h — f(a+ h) — f(a) est positive au voisinage de
0, c’est-a-dire f admet un minimum local en a. 5
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Remarques :

on dit souvent que ce théoréme donne les conditions suffisantes d’ordre 2 pour [’existence
d’un extremum ;

o
la condition a € I n’est pas nécessaire ici mais dans la pratique, on commence par les
conditions nécessaires d’ordre 1 (c¢’est-a-dire la recherche des points intérieurs a l'inter-
valle ou f" s’annule) qui suppose que le point a est bien & lintérieur ;
lorsque f"(a) =0, on ne peut pas conclure (par exemple, x +— z° en 0) ;

cette condition pratique est souvent utilisée en mécanique pour déterminer si les positions
d’équilibre sont stables (minimum d’énergie) ou instables (mazimum d’énergie) ;

dans le cas ot f"(a) =0, on peut déterminer le signe en faisant un développement limité
G un ordre supérieur (jusqu’a obtenir un premier terme non nul), sous réserve d’existence.

1.7.5 Nature d’un point stationnaire d’une courbe paramétrée

Rappelons enfin que la formule de Taylor-Young, démontrée ici, et souvent admise lorsqu’on fait
I’étude des courbes paramétrées, permet de donner les développements limités usuels et permet
donc également de déterminer la nature d’un point stationnaire (c’est-a-dire point d’allure
normale, point d’inflexion, point de rebroussement de premieére ou seconde espeéce). Pour ceux
qui se souviennent du critere, voici un exercice d’application.

Exercice 1.7.5.1 Déterminer le (ou les) point(s) stationnaire(s) de la courbe paramétrée sui-
vante et préciser la nature du (des) point(s) stationnaire(s) :

z(t) = 1+th%(?)
yt) = {5

VteR\{—l},{
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1.8 Exercices

Exercice 1.8.1 Etudier la dérivabilité puis calculer la dérivée des fonctions suivantes :

o . I P St 'S S R Y B
o= ¢ e =0 T O b =l
v S1 X =

Exercice 1.8.2 Déterminer a € R et g > 0 tels que la fonction f définie sur |0, +oo| par

— CL\/{E siaz € }nyo[ : 1
flz) = { 22412 siz € [mp, 400 soit de classe C!.

Exercice 1.8.3 On considere la fonction f définie sur |—1,1[ par :

) = { lna\:z| cos (%) stz #0

0 siz=0
1. f est-elle dérivable sur |—1,1[?
2. Calculer f/(z) lorsque cela a un sens.

3. Montrer que f’ n’est pas continue ni méme bornée au voisinage de 0.

Exercice 1.8.4 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les limites éventuelles aux
bornes de I’ensemble de définition, étudier la dérivabilité puis calculer la dérivée lorsque cela a
un sens.

1
1. La fonction f définie par f(z) = -

1
Va2 V¥
2. La fonction g définie par g(z) = V& + V1 + 22.
1
3. La fonction h définie par h(z) = 2% In |2 sin <>

VIl

Exercice 1.8.5 Etudier la dérivabilité de 2 — (2 — E(z))(z — E(x) — 1).

Exercice 1.8.6 Pour n € N, soit f,, la fonction définie pour x # 0 par f,(z) = 2" exp (%)
x

1. Déterminer la (ou les) valeur(s) de n pour lesquelles f, se prolonge en une fonction
continue sur R.

2. Déterminer la (ou les) valeurs de n pour lesquelles le prolongement de f,, est C!.

Exercice 1.8.7 Soient 2oy € R et f une application définie au voisinage de z(, a valeurs com-
plexes, et dérivable en xg. Soient @ > 0 et b > 0. Montrer que :
f(zo + bh) — f(xo — ah)

Jimny (a+b)h = f'(x0)
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Exercice 1.8.8 Soient n € N*, (ay,--- ,a,) € R" et f lapplication définie sur R par la rela-
n
tion:Vz e R, f(x) = Z ay, sin(kz). On suppose que pour tout réel z, | f(x)| < | sin z|. Montrer
que : =t
k
Z kap| <1
k=1

Exercice 1.8.9 Soit f une application de |—1,1[ dans R dérivable en 0. On considere deux
suites (an)nen et (by)nen telles que :

% (an)nen €t (by)nen convergent vers 0;
* YneN , a, €]-1,0] et b, €]0,1][.
f(bn) - f(an)

) converge et déterminer sa limite.
bn — Qn

Montrer que la suite <

Exercice 1.8.10 Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja — a,a + af avec a € R et
h) — —h
a>0.8ihw feTh—flazh

2
est appelée la dérivée symétrique de f en a.

admet une limite finie lorsque h tend vers 0, cette limite

1. Montrer que si f est dérivable a droite et a gauche en a, alors elle admet une dérivée
symétrique en a.
2. Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 1.8.11 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert centré en 0, continue en

0 telle que f(0) =0 et :
lim <M) -0

z—0 T
n x _ T Z
1. Montrer que pour tout entier n € N*, M = Z ikf (Qkfl)m f (Qk) + f (2n)
T — 2 oF T

2. En déduire que f est dérivable en 0 et donner f/(0).
f(22) - f(x)

3. Le résultat reste-t-il encore vrai si on suppose que lin}] (
r— x

) =/, avec l € R?
4. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 1.8.12 Soit n € N. Calculer les dérivées n-iemes des fonctions suivantes, apres avoir
justifié leur existence :

fla) = —

T3r11 g(x) =cos’(x) ; h(x)=e"sin(x) ;  k(z) = (a® +z—1)e"

Exercice 1.8.13 Soit n € N. Calculer, apres avoir justifié 1’existence, les dérivées n-iemes des
fonctions suivantes :

z? 41

o g(x) =sin®(z)cos?(z) 5 h(z) =cos(2z)e™® ;  k(z) = m
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Exercice 1.8.14 Montrer que la fonction f = arctan est de classe C* sur R et que :

VneN* Ve eR, f™(z) = (n—1)!cos"(f(z)) sin (n (g + f(z)))

Exercice 1.8.15 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = . On définit (P,) par :

1
V14 22
Po=1 et VneN,VaecR, P,i(2)=1+2*)P,(2) — (2n+ 1)aP,(z)
1. Montrer que pour tout entier n, P, est un polynéme de degré n.
P ()
(1+a2)mts’

3. Trouver une équation différentielle linéaire (a coefficients non constants) dont f est solu-
tion sur R.

2. Démontrer que :Vn € N | Vo € R, f(M)(z) =

4. Déduire de la question précédente que pour tout entier n > 1 et tout réel x :
Poii(x) + (2n+1)zP,(x) + n*(1 +2?)P,_1(x) =0
et

(1+2?)P/(x) — (2n — 1)zP.(z) + n*P,(z) =0

Exercice 1.8.16 Cet exercice introduit la régle de 'Hopital (que nombreux d’entre vous ont
vu au lycée sans jamais la démontrer).

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur a, b[. Montrer :
Je € Ja,bf , f(e)(g(b) — g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a))

2. Soient f et g définies sur un voisinage I de a, continues sur I, dérivables sur I\ {a} et
telles que f(a) = g(a) = 0 et Vo € I'\{a}, ¢’(z) # 0. Montrer alors 'implication suivante :

I (z) . f(=)

i ; =({= lim —= =/¢
220 g'() a2e g(x)
. . . . . — si . In(l+4+2z) -
3. Appliquer le résultat pour déterminer lim rosmey et lim w
x—0 333 x—0 x2

4. Retrouver le résultat de la question précédente a l’aide des développements limités.

5. La réciproque de 'implication de la question 2 est-elle vraie ?

Exercice 1.8.17 Montrer que I’équation e* = P(z) ot P est un polynéme n’a qu’un nombre
fini de solutions dans R et donner une majoration de ce nombre.

Exercice 1.8.18 Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, & valeurs réelles,
telle que f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ ¢ [a, b]. Montrer qu’il existe au moins une tangente a la courbe
représentative de f qui passe par le point C(c,0).
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Exercice 1.8.19 Soit f € D}(RT,R) telle que lirf f(z) = f(0). Montrer qu’il existe ¢ > 0
Tr—r+00

tel que f’(c) = 0.

Indication : on pourra construire une fonction g dérivable sur [07 g[ et montrer qu’on peut

alors se ramener a appliquer le théoréeme de Rolle usuel.

Exercice 1.8.20 Soit f une fonction dérivable sur R (& valeurs réelles) admettant en +oo et
en —oo une méme limite finie. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

Exercice 1.8.21 Soit f une application de classe C? sur le segment [a, b], & valeurs réelles et
telle que f(a) = f'(a) = f(b) = f'(b) = 0. On souhaite montrer qu’il existe ¢ € ]a, b tel que
f(c) = f(o).

1. Expliquer pourquoi les méthodes directes usuelles ne marchent pas ici.

2. Soient «, 8 deux fonctions dérivables sur [a,b] et g = af + B f'.

(a) Montrer que g vérifie les hypotheéses du théoreme de Rolle.
(b) Démontrer que l'on peut choisir «, 3 telles que ¢’ = B(f"” — f).

(¢) Conclure.

Exercice 1.8.22 Soit f : [a, +oc[ — R dérivable. Montrer que si lim f/(z) = ¢ € R, alors

T—+00
lim M

T—+00 €T

=/.

Exercice 1.8.23 Le but de l'exercice est de prouver le théoréeme de Darboux : « toute fonction
dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires ». Soit f une fonction dérivable sur [a, b].

1. Premiere méthode.
(a) On suppose f'(a) < 0 < f'(b). Montrer que f’ s’annule sur ]a, b[.

(b) Soit A € R tel que f'(a) < A < f/(b). En appliquant le résultat précédent & une
fonction bien choisie, montrer qu’il existe ¢ € Ja, b[ tel que f/'(c) = A.

(c) Conclure.

2. Seconde méthode.
On consideére les deux fonctions suivantes, définies sur [a, b] :

g(a: — w sixz e }a,b] et h(m) — f(xz): f( ) six € [a,b[
f(a) siz=a (v siz=5b

(a) Montrer que les fonctions g et h sont continues sur [a, b].
(b) En déduire que pour tout A compris entre f'(a) et f’(b), 'équation g(z) = X ou
léquation h(z) = A admet au moins une solution.

(c) Conclure.
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Exercice 1.8.24 Apres avoir justifié I'existence, donner le DL a 'ordre n au point a de la
fonction f :

f(z) = (Inz)? n=3,a=2 flx) =e¢" n=4,a=1
f(z) = cos(22) n=>5,a= g f(z)=1In(cosz) n=7,a=
flz)=1+snz)** n=4,a=0 f(z) = esn@) n=6,a=0

Exercice 1.8.25 Déterminer le DL a 'ordre n au point a de la fonction f :

f(m)zln(@) n=4,a=0 f(x):% n=4,a=0
f(z) = tan(x) n=4,a=0 flx)=(1+2)" n=4,a=0
f(@) = (cosz)®™*  n=5 a=0 flx)=ch(z?—-1) n=3,a=1

Exercice 1.8.26 Déterminer le DL & ’ordre n au point a de la fonction f :

f(z):% n=4,a=0 f(z) = y/tan(x) n:37a:%
f(x):(ch(:r))%? n=2,a=0 flz)=2a" n=3,a=2
f(x) = Vecos(®) n:37a:g f(z) = sin(7 cos ) n:27a:g

Exercice 1.8.27 Déterminer le DL a l'ordre n au point a de la fonction f :
flx) = (s — 1)(ch (x) — y/cos(x)) n=>5,a=0
f(x) = ((sinx)? — sin(z?))®(cos(z) = 1) n=27,a=0
f(x) = (sh(x) —sinz)?(th(z) —tanz)® n=16,a=0

_ (sh(z) — tan(x))*
(V1+z—cos(x))”

n="7,a=0

99
f(x)zln( > n=100,a=0

Exercice 1.8.28 Calculer les limites suivantes :

1 1 Tt — 1 et — esin.r
lim ( —5——— lim ——— lim ————
z—0 \ sin (aj) 2 z—1 1 —x+Inx z—0 3
. 1 1 .
i sing \ s I cos2(z) 2tanz iy SRE— TCOST
im im ——— —
0 z z—= 1+ cos(4x) a—0 sh(x) — zch (z)

2
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Exercice 1.8.29 Calculer les limites suivantes :

. 1 1 . x® —sin(z)sne . Tz + 1
lim | —p— - — lim ————— lim =z ( arctan(x) —
=0 \tan®(z) @ z—0 x @—fo0 2+ 1
earctanm _ etanz /1, + 3 — 3/356 5 et — ¢
lim ————— lim + lim ——
r—0 edresinz _ esinz r—1 1— tan(%) z—e Inx — logw (6)

Exercice 1.8.30 Soit f une fonction de classe C? sur R. On suppose que f est majorée et que
f” >0 (sur R). A l'aide d’une formule de Taylor, démontrer que f est constante.

Exercice 1.8.31 Montrer que pour tout réel z, Z(—l)”% converge vers cos(z).

Exercice 1.8.32 Montrer que pour tout réel z, > % converge vers sh (z).

Exercice 1.8.33 Montrer que f : x +— x + In(l + z) admet, au voisinage de 0, une fonction
réciproque et que cette fonction réciproque admet un DL & ’ordre 3 en 0 que vous déterminerez.

Exercice 1.8.34 On considere une fonction f définie sur un certain voisinage de 0 et vérifiant :
sin®(f(z)) + f(z) = =.
1. Démontrer qu'une telle fonction f existe bien (et qu’elle est unique, en un sens a préciser).
2. Montrer que f admet un DL a tout ordre en 0.
3. Déterminer le DL a I'ordre 4 en 0 de la fonction f.

Exercice 1.8.35 Former le développement asymptotique de la fonction f suivante au voisinage
de 0 & o(2?) pres :

Exercice 1.8.36 Déterminer le développement asymptotique de z — zIn(z+1)—(z+1)Inz

L X 1 .
au voisinage de +00, a o (—3 pres.
x

Exercice 1.8.37 Déterminer le développement asymptotique & o(1) pres de la fonction f dé-

finie par f(z) = Vot + 323 + 22 — 1.

Exercice 1.8.38 Soit I'application f: R — R définie par :

1,2

f(0)=0 et VzeR", f(z)=—"
e(E _ e—I

Montrer que f admet un développement limité a 'ordre 3 en 0 et le calculer.

Montrer que f est dérivable sur R. Que vaut f’(0)?

Donner I'équation de la tangente & la courbe représentative de f en (0, f(0)).

Ll

Préciser la position relative de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente au
voisinage de 0.
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Exercice 1.8.39 Etudier la fonction suivante puis construire sa courbe représentative. On
étudiera en particulier I'existence d’asymptote(s) et la position de la courbe par rapport a ses
asymptotes (du moins localement).

f(@) = Y2? (e —2)

Exercice 1.8.40 Faire une étude complete puis tracer la courbe représentative de la fonction
f définie par f(x) = |tan(z)[5™*.

On étudiera en particulier ’existence d’un prolongement continu, la dérivabilité du prolonge-
ment, les tangentes auz points remarquables, lexistence d’axe ou de centre de symétrie.

Exercice 1.8.41 Etudier la fonction f définie par f(z) = |z|*~* .
En particulier, on cherchera [’existence d’un prolongement continu, la dérivabilité. Pour les
!

variations, on pourra étudier les variations de g = 7 ainsi que celles de g'.

Exercice 1.8.42 Cet exercice présente la méthode de Newton. Soit f une fonction de classe
C? sur [a,b], & valeurs réelles. On suppose que la fonction f vérifie les hypotheses suivantes :

e f(a)<Oet f(b) >0;

e f'>0sur [a,b];

e f” >0 sur [a,b].

f(z)
f@)

1. Montrer qu’il existe un unique ¢ € ]a, b tel que f(c) = 0.

On définit alors la fonction g par la relation g(z) = z —

2. Montrer que g est bien définie et de classe C* sur [a, b] et que ¢ est 'unique point fixe de
g sur [a, b].

3. Etudier les variations de g et prouver que [c, b] est stable par g.
4. On définit alors une suite par ug € [¢,b] et Vn € N | up1 = g(uy,).
(a) Montrer que la suite (u,) converge vers c.

(b) Faire une figure avec une courbe représentant f et construire u,4+q a partir de wu,,.
Attention, il s’agit bien de la courbe représentative de f et non celle de g !

(c) On suppose & présent que f est de classe C3.
(i) Montrer que g est de classe C? sur [a, b].

(ii) En déduire qu'’il existe une constante M > 0 que vous déterminerez en fonction
de g, ¢’ ou g”, telle que :
M
va e fab] | [g(@) — o < S la—of

(i) Que peut-on dire si M =07

4
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(iv) On suppose par la suite M > 0. Montrer qu’il existe h > 0 tel que :

2 (1\?
h v N O< mn gi Y
ug € [c,e+h) = VYneN, Up — C M(2)

5. Application : on pose f(x) = tanz — 1.

(a) Appliquer la méthode précédente pour obtenir une valeur approchée de 7 a 1072
pres.

(b) Ecrire une procédure Maple ou Pyhton permettant de calculer wu,,.

Exercice 1.8.43 (Polynémes de Laguerre) On pose pour n € Net z € R :
efE
ho(z) =a2"e™® et Lp(z) = —h"(x)

n "

1. Justifier les écritures précédentes.
2. Calculer Ly, L1, Lo et L3 explicitement.

3. Montrer que pour tout entier n, L,, est une fonction polynomiale et déterminer son degré.
Dans toute la suite, on identifiera la fonction polynomiale L, et le polynéme associé.

4. Déterminer pour n € N, les coefficients du polynéme L,,.
5. Soit n € N.
(a) Calculer h§?), th"H) et hg:hLQ) en fonction de L,,, L, et L!.

(b) Donner une relation simple entre h,11 et hy,.
X X
(¢) En déduire que : L, 11 = ni-i—lL/" + <1 — m) L.

6. En calculant, pour n € N donné, hi:ff) de deux fagons différentes, montrer que :

L/

n

+1 = L'In - L’ﬂ
7. En utilisant les différents résultats obtenus, montrer que :
vneN, XL!'+(1 - X)L, +nL, =0

et que :
Vn>1,(n+1)Lpt1+ (X —2n—1)L, +nL,—1=0

8. Soit m > 1. Montrer par récurrence que pour tout entier k € HL n|]7 hglk) s’annule exacte-
ment k fois sur |0, +00].

9. En déduire que pour tout entier n > 1, L,, est scindé a racines simples dans R et que
toutes ses racines sont strictement positives.

10. On fixe n € N* et on note 0 < a1 < -+ < @y, les racines de L, et 0 < 81 < -+ < B4
celles de Ly 41.

(0]
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(a) Soit i € [1,n[. Montrer que L/, s’annule exactement une fois sur |3;, 8;41[.
(b) En déduire que L;j, (8;)L], 1 (Biy1) <O.

(¢) Montrer alors que L,, s’annule sur |3;, Bi41]-.

(d) En déduire que 0 < /1 < a1 < f2 < g < -+ < By < an < Bpt1-

Exercice 1.8.44 Soit f € C°(]0,1],R)ND'(]0, 1]) telle que £(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer qu’il
existe ¢ € ]0,1[ tel que f(c)f'(c) = 3.

Exercice 1.8.45 Soit f € C?([a,b],R) N D3(]a, b[). Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b] tel que :

a+b) +M

@)
5 TR ARG

ﬂw:ﬂm+w—wf(

Exercice 1.8.46 Soit f: R — R deux fois dérivable sur R. On suppose que f et f” sont
bornées sur R. Montrer que f’ est bornée et qu’en posant M}, = sup \f(k) (z)| pour k € [0,2] :
z€R

My < /2MyM,
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Chapitre 2

Espaces vectoriels de dimension
finie

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels ;

e sous-espaces vectoriels en somme directe et sous-espaces vectoriels supplémentaires ;
e famille de vecteurs;

e application linéaire, noyau et image;

e isomorphismes d’espaces vectoriels et groupe linéaire ;

e cardinal d'un ensemble fini et propriétés du cardinal ;

e géométrie vectorielle dans R? et R3.

Aucune connaissance spécifique sur la théorie de la dimension n’est supposée connue.




Mathématiques supérieures 2 2.1. Familles de vecteurs

2.1 Familles de vecteurs

Dans tout ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, £ est un K-espace vectoriel.

2.1.1 Famille libre

Définition 2.1.1.1 Soit n € N. On dit qu'une famille finie (z1,--- ,z,) de vecteurs de E
est libre si :

V(/\l,m,)\n)eK”.,( imi:o — Vie[[l,n]],/\i:()>
i=1

Autrement dit, la seule combinaison linéaire des (z;) qui est nulle est celle dont tous les
coefficients sont nuls.

Remarques :

o la famille vide L = () est libre! En effet, lorsque n = 0, la somme vide est nulle et la
propriété commencant par « Vi € O » est toujours vraie. L’implication P = Q est vraie
lorsque P et Q) sont vraies ;

e pour deux vecteurs, cela correspond a la notion de colinéarité;
e pour trois vecteurs, c¢’est la notion de non-coplanarité ;

e sio est une permutation de [1,n], alors (;)icjo,n] est libre si et seulement si (T4 (;))ic]1,n]
est libre ;

e en particulier, si une famille (x;) est libre, alors les éléments sont deux a deux distincts.

Exemple 2.1.1.2 La famille (X*)<j<y, est une famille libre de K, [X]. En effet, par définition,
si (M)ogicn € KM ona:
SAX =0=Vie[0,n], A =0

i=0

Exemple 2.1.1.3 La base canonique de K", c’est-a-dire la famille B. = (eq, - - , e,) avec pour

1 <i<mn,e = (0;(k))igkgn, soit encore e; = (0,---,0,1,0,---,0) est une famille libre.
n

En effet, soit (A\;)1<i<n € K" tel que Z)\kek = 0. Alors, par définition des opérations dans
k=1
Kn,(/\i)lgign = Ogn, c’est-a-dire Vi € [[0, n] s i = 0.

Exemple 2.1.1.4 Montrons que la famille (u,v,w) = ((1,1,0),(1,2,1),(—=1,1,1)) est une fa-
mille libre de R3. Soient «, 3, trois réels tels que : au + Bb + yw = 0. On a alors :

78



Chapitre 2  Espaces vectoriels de dimension finie

0 = a+B8—7
0 a+268+7y
0 = B+7y
Or,
0 = a+f-—n 0 = a+fB—n
0 a+28+7 = {0 a+28+7
0 = B+vy v = -8
0 = a+26
— {0 a+p
Yy = B
0 = —«a
— {B —a
vy = B
— a=f=v=0

Par suite, « = 8 = v = 0 et la famille (u,v,w) est une famille libre de R3.

Remarque : dans le cas particulier de R? ou R3, vous avez probablement déja étudié un outil
« plus rapide » qui est le calcul de déterminant. Dans l'exemple précédent :

1 -1
2 1 |[=1x
1

2
1 1

det(u, v, w) =

(e

1‘—1><

=

1 s’ensuit que det(u,v,w) # 0 et on conclut alors que (u,v,w) est une « base » de l'espace R3 :
en particulier, les « coordonnées » d’un vecteur dans cette base sont uniques ce qui montre que
la famille (u,v,w) est libre.

On reverra dans le paragraphe sur les bases que c’est un outil pratique dans R? ou R3. La théorie
générale des déterminants sera développée dans la fin de ce livre (chapitre 8).

Exemple 2.1.1.5 On considere la famille £ = (f1, f2, f3, f4) ol :
firxr—cos(z) ; foixr—e® ; faixr—x et fi:x— X

Montrons que £ est une famille libre de C°(R, R) (ou de F(R,R)). Soit (A1, Az, A3, A1) € R? tel
que :

Mfit+Aafot+Asfs +Afa=0
c’est-a-dire
Vo € R, Apcos(z) + Aoe® + Azx + Mg =0
C’est une égalité entre fonctions. On peut donc essayer d’utiliser « tous les outils » sur les

fonctions pour conclure que les coefficients sont nuls. Un argument rapide est le comportement
au voisinage de 400 car les termes en exponentielle ont une croissance plus forte.
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En multipliant 1’égalité précédente par z — e~2*, on a :
VeeR, \ cos(z)eiQ"” + X T F Agze 4 A =0

Or, chaque terme a une limite finie en +o0, on peut donc passer a la limite, ce qui donne Ay = 0.
En remplagant dans 1’égalité de départ, on a donc :

Ve € R, Ajcos(z) + Aae” + A3z =0

De la méme fagon (en multipliant par & — e™%

que A\ = 0. Ce qui montre qu’alors :

et en prenant la limite en +00), on montre

Vr e R, A\ cos(x) + A3z =0

En particulier, pour x = 0, on obtient A\; = 0. Il reste alors A3 f3 = 0 et puisque f3 # 0, A3 = 0.
Ainsi, on a montré que Vk € [1,4] , A = 0. Ce qui montre que L est libre.

Remarques : dans l'exemple précédent,

e on a une égalité entre fonctions. Pour montrer que les coefficients sont tous nuls, on peut
utiliser tous les outils a notre disposition! On peut évaluer en un (ou plusieurs) point(s)
(ceci permet d’obtenir des systémes linéaires d’équations : pour la résolution, voire le
chapitre 8), étudier le comportement en un point particulier (ici au voisinage de +00),
dériver (si les fonctions sont dérivables), intégrer, utiliser les décompositions en partie
paire et impazire, etc. ;

o remarquez aussi que dans l'exemple, on a montré que c’est une famille libre de E = C°(R)
mais aussi de F = F(R,R). Dans la pratique, on dira seulement que la famille est une
famille libre (sans préciser « libre » dans « quoi ») car si L est une famille libre de E,
c’est aussi une famille libre de n’importe quel espace vectoriel F' contenant L.

Exercice 2.1.1.6 Montrer que la famille ((1),(2"), (3"), (4")) est une famille libre de RY.
Puis, plus généralement, montrer que si go,---,qp sont p 4+ 1 nombres réels distincts, alors
((gM)nen)oicp est une famille libre de RN,

Exercice 2.1.1.7 Montrer que le résultat de l'exercice précédent reste vrai pour ¢; € C. On
pourra procéder par récurrence Sur p.

A Attention : il faut parfois faire attention a bien préciser le corps! Si K est un sous-corps
de IL et si E est un L-espace vectoriel, alors E est aussi un K-espace vectoriel et il est possible
qu'une famille de vecteurs de E soit K-libre mais qu’elle ne soit pas LL-libre.

Exemple 2.1.1.8 Dans le R-espace vectoriel C, la famille (1,4) est libre (car par définition, si

(v,y) € R 2 +yi =0 = (z =y = 0)). En revanche, la famille (1,4) n’est pas libre dans le
C-espace vectoriel C car il existe (1,4) € C? tel que 1.1g +i.i = 0 et (1,4) # (0,0).
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Exemple 2.1.1.9 De méme, dans le Q-espace vectoriel R, la famille (1,+/2) est libre mais elle
ne l'est pas dans le R-espace vectoriel R (ou dans le Q[v/2]-espace vectoriel R).

Remarque : dans la pratique, ce probléme ne se posera pas car le corps K sera fixé.

Définition 2.1.1.10 Soit I un ensemble quelconque (fini ou infini). On dit qu’une famille
L = (x;)ier de vecteurs de E est libre si toute sous-famille finie de £ est libre.

Exemple 2.1.1.11 La famille (X™),cy est une famille libre de K[X]. En effet, si J est une
partie finie de N et si (A\;);es € K’ est tel que Z;‘e.] A\; X7 =0, alors pour tout j € J, A\; =0
(car un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients le sont).

Exemple 2.1.1.12 Montrons que la famille (z — €"*),cr est une famille libre de F(R,R).
On note pour r € R, f,. : & — €"*. Soit J une partie finie de R (que ’on peut toujours supposer
non vide). Montrons que (f;),cs est libre. Soit (\,.)rcs € K7 tel que :

Z)\rfr =0

reJ

On note A ={r € J / A\ # 0} et on suppose que A # ). Alors A est une partie finie non vide
de R elle admet donc un plus grand élément. Notons g = max A. On a alors :

0= Z)\rfr = ZAv'f'r _’:c:o )‘Tofro

reJ reA

Or, par définition, ., # 0 car (rg € A) et f,, ne s’annule pas (en fait est strictement positive).
Ceci contredit Ay fr, ~ 0 (car alors A\, fr, est identiquement nulle au voisinage de +00).
+o00

Ainsi, on a montré par I'absurde que A = (), ¢’est-a-dire Vr € J , A\, = 0. On conclut donc que
la famille (f,)re est libre. On a alors montré que toute sous-famille finie de (z — €"),.cRr est
libre, c’est-a-dire , par définition, (x — €"),cg est libre.

Exemple 2.1.1.13 Soient F = L(K[X]) et D € F défini par : VP € K[X] , D(P) = P’. Alors
la famille (D™),en est libre. En effet, soit J est une partie finie non vide de N, et soit (A;);es
tel que :

> AD) =0 cest-adite VP e K[X], Y A\PY =0

jeJ jeJ
Soit jo € J. En appliquant la relation qui précede & P = X70 et en évaluant en 0, on obtient
Aj, = 0. Ce qui montre que (D™),e est libre.

Remarque : dans ce chapitre (et ce livre), on étudie principalement le cas des familles libres
finies. En particulier, dans cette partie, toutes les preuves sont données dans le cas d’une fa-
mille finie de vecteurs. Le cas des familles infinies sera étudié plus en détails dans le cours de
mathématiques spéciales 1. En revanche, on va donner un cas particulier important qui est tres
utile dans la pratique.
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Définition 2.1.1.14 Soit I C N avec I # (). On dit qu’'une famille (P;);c; de polyndomes
est échelonnée en degrés si les polynomes sont tous non nuls et :

V(i,j) € I, (deg(P;) = deg(P;) = i = j)

Remarques :

e qutrement dit, une famille de polynomes est échelonnée en degrés si les polynomes sont
non nuls et de degrés deur a deux distincts ;

e dans la pratique, quitte a permuter les indices, on sera dans le cas ou « les degrés sont
rangés dans Uordre », c’est-a-dire que pour tout i,j € I, 1 < j = deg(P;) < deg(F;).

Proposition 2.1.1.15 Toute famille (P;);cfon) de polynomes échelonnée en degrés est
libre.

Preuve :

Soit n € N et soit (P;);c[o,,,) une famille de polynoémes échelonnée en degrés.
Quitte & travailler avec la famille (P, ;))ico,n] Ol o est une permutation de
[0,n] bien choisie, on peut toujours supposer que pour tout 0 < i < j < n,
deg(P;) < deg(P;). Soit (Ao, -+ ,A\n) € K" tel que :

D APi=0
i=0
On suppose que (A;)ogi<n # Ogn+1. Soit p = max{i € [0,n] / \; # 0}. On

a alors : . .
0= NP => AP,
i=0 i=0

Or, A\, # 0. Par suite,

3
L

p=Y -

i

P;

>| >

P

I
o

Si la somme est vide, c¢’est-a-dire p = 0, alors Py = 0 ce qui est absurde.
Sinon, p > 1 et par conséquent, deg(P,) < max (deg(P;) , € [0,p — 1),
c’est-a-dire deg(P,) < deg(Pp—1), ce qui est absurde puisqu’on a supposé
deg(P,) > deg(Pp—1).

Ainsi, on a montré par I’absurde que (A;);c[o,n] = Ogn+1. Ce qui montre que
(P;)ogicn est une famille libre.

X
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Corollaire 2.1.1.16 Soient I C N une partie non vide de N et L = (P;);er une famille de
polynéomes échelonnée en degrés. Alors L est libre.

Preuve :

Soit J une partie finie de I. D’apres la proposition précédente, (P;);cs est

libre car c’est une famille finie de polyndmes échelonnée en degrés. -

Définition 2.1.1.17 On dit qu'une famille F = (z1,--- ,2,) est liée si F n’est pas libre,
c’est-a-dire 81l existe (Aq, -+, A,) € K"\ {(0,---,0)} tel que Z Xiz; = 0.
i=1

Exemple 2.1.1.18 Dans C°(R), on considere les fonctions : ¢ : £ — cos(x), s : & — sin(z)
et fo 1 @+ 2cos(z — ), ot p € R. Alors (c, s, f,,) est une famille liée.
En effet, pour tout réel z, on a :

fo(z) = 2cos(p) cos(x) + 2sin(yp) sin(x)

Autrement dit, f, —2cos(p)c — 2sin(¢)s = 0. 1l existe donc une combinaison linéaire de ces
trois vecteurs, dont les coefficients ne sont pas tous nuls, et qui est nulle : ¢’est donc une famille
liée.

A Attention : il ne faut pas confondre la notion de famille libre (on dit aussi linéairement
indépendante) et la notion « d’indépendance algébrique » ! Par exemple, si on considere les
fonctions ¢ : x — cos(z), s : © — sin(z) et [ : z — sin(2x), alors :

e (¢, s, f) est une famille libre (exercice : le prouver) ;

e f=2-c¢x s (on aune relation (non linéaire) qui relie les trois éléments de la famille).

Remarques :

e la famille F = (0) est une famille liée et plus généralement, toute famille contenant le
vecteur nul 0 est une famille liée ;

e de méme, si la famille F contient deuzr vecteurs égauz, alors c’est une famille liée ;

e concrétement, F est liée signifie que U'on peut exprimer (au moins) un des vecteurs de la
famille F en fonction des autres. Par contre attention, c’est bien un vecteur « en fonctions
des autres », c’est-a-dire que ce n’est pas forcément le dernier vecteur de la famille qui
s’exprime en fonctions des premiers.
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Exercice 2.1.1.19 Soit F = ((1,2,1,1,-1),(15,6,18,5,4),(-1,1,—-1,1,-1),(3, 3,6, 3,6)).
La famille F est-elle libre ?

Proposition 2.1.1.20 Soit £ une famille libre. Alors toute sous-famille L C L est libre.

Preuve :

| Cest évident.

Proposition 2.1.1.21 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, L = (z;)ier une famille
libre de E et f € L(E,F). On note f(L) = (f(x:))ier la famille image par f. Alors :

[ injective = f(L) est libre

Preuve :

e Si [ =0, alors £L=()et f(£) = () est la famille vide de F. Dans ce cas,
I'implication est vraie car la famille vide est toujours libre.

e On suppose & présent que I # ). On fait la preuve dans le cas ou I = [1,n]
(avec n € N*), clest-a-dire L = (x1,- -+ ,xy).

On suppose que f est injective, montrons que f(L) est libre. Soient
Ay, A € KL On a alors :

i=1 =1
— i Niz; € ker(f)
i=1

n
<~ Z Xiz; =0  (puisque f est injective)
i=1

<~ Vie[l,n], X\ =0 (puisque L est libre)

Par suite, f(£) est libre. o

Remarque : dans le cas général, c’est la rédaction qui change. Lorsque I est quelconque, on
fize J une partie finie de I et on montre que (f(x;))ics est libre. Pour le prouwver, la rédaction
et le raisonnement sont identiques. Dans ce livre, puisqu’on se concentre sur le cas des familles
finies, on se rameéne au cas des familles (x;);er avec I = [1,n]. Pour ceuz qui le souhaitent,
vous pouvez refaire toutes les preuves de cette partie dans le cas général. L’objectif principal
dans ce livre est de comprendre et de maitriser les concepts dans le cadre des familles finies.
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A Attention : la réciproque est fausse. Si pour une famille libre £, f(L£) est libre, on ne peut

pas conclure que f est injective. Contre-exemple : soit f la projection sur < i j > parallelement
a<k> (c’est-a-dire la projection orthogonale de R? sur le plan vectoriel engendré par < i, >).
La famille £ = (z,j) est libre, tout comme f(L£) = L, et pourtant f n’est pas injective.

Rappel : une combinaison linéaire de vecteurs d’une partie non vide X d’un espace vectoriel
est un vecteur u € Vect(X), c’est-a-dire un vecteur u qui s’écrit sous la forme :

i=1

avec n € N* et pour i € [1,n], \; € Ket z; € X.

Proposition 2.1.1.22 Soit L = (z1,-- - z,,) une famille libre de E et soit x € E. Alors :

x ¢ Vect(L) < L' = LU (z) est libre

Preuve :
e Sin =0, alors £ = (), le résultat est clair car Vect (()) = {0} et (z) est
libre si et seulement si x # 0.

e Sinon, £ = (z1,- -+ ,x,) avec n € N*. Montrons que :

(z1, -+ ,Tpn,x) est like <= x € Vect(zy, - ,2n)

+* Montrons I'implication directe.
On suppose que la famille £' = (z1,- -+ ,zp,x) est liée. Alors il existe
A1y 5 A, A) € KM\ {0} (c’est-A-dire non tous nuls) tel que :

n
Z Nz +Ax =0
n i=1
Si A =0, alors Z)\Zzl = 0 et puisque L est libre, tous les \; (pour
i=1
1 < i < n) sont nuls et donc (A1, , A\, A) = 0, ce qui est absurde.
On en déduit donc que A # 0 et par suite :

x = Z _T)\lzb € Vect (L)

x La rec1proque est clalre carsi z € Vect(L), il existe (11;)1<i<n € K" tel

que x = Zule et mel Y =0et (1, pn, —1) # Ogn+1.
X
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2.1.2 Famille génératrice

Définition 2.1.2.1 Soit G une famille de vecteurs de E. On dit que G est une famille
génératrice de E si Vect(G) = E.

Remarques :

e dans le cas général, si G est une famille non vide, alors G est une famille génératrice de

E si:
Vo€ E,IneN*, I\, A) €K, 3oy, 20 €G, m= ) N
i=1
e dans le cas le plus simple, ¢’est-a-dire lorsque G = (z1,- -+ , x,) est une famille finie, alors

G est une famille génératrice si :
n
VeeE, I, ) €KY o= Ny
i=1

Dans la suite, on se placera toujours dans le cas des familles finies ;

o la famille vide est une famille génératrice de {0} puisque Vect(()) = {0} ;

e il n’y a pas unicité dune famille génératrice! Par exemple, dans R?, ((1,0),(0,1)) est
une famille génératrice de R2, tout comme ((1,1),(1,—1)). Il y a méme une infinité de
familles génératrices ;

e en ce qui concerne l'existence, c’est évident car la (trés « grosse ») famille (x),ep est
toujours une famille génératrice de E.

-,

Exemple 2.1.2.2 Dans le plan ?, (f, j) est une famille génératrice, tout comme (f, i+ji—] ).

Exemple 2.1.2.3 La base canonique de K", B. = (eq,--- ,e,), est une famille génératrice de
K". En effet, par définition, si x = (21, -+ ,x,) € K", alors :

n
€r = Z TEeL
k=1
Exemple 2.1.2.4 Dans K[X], la famille (X™), ey est une famille génératrice.

Exemple 2.1.2.5 La famille (cos,sin) est génératrice de S = {y € C*(R) , y" +y = 0}. En
effet, on a vu dans le cours sur les équations différentielles que :

yeS < I\ p) €eR?,y=Acos+pusin <= y €< cos,sin >

Ce qui montre que § =< cos, sin >.
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Exercice 2.1.2.6 Déterminer une famille génératrice de espace S = {y € C*(R) , y'+y = 0}.

Exemple 2.1.2.7 Soit a € C. La famille § = ((X — a)")pen est une famille génératrice de
C[X]. En effet, d’apres la formule de Taylor pour les polynémes, si P € C[X], alors pour n € N
et n > deg(P),

5 PO@)
o (X —a)

P =
k=0
Par conséquent, P € Vect (1, X —a, -+, (X —a)™) C Vect(G).

Remarque : on retrouve donc les méthodes vues dans le cours de mathématiques supérieures 1
pour déterminer < G >. Mais si vous vous rappelez, c’est en général assez difficile. Dans R* par
exemple, c’est équivalent a résoudre un systéme de 4 équations a 4 inconnues. On verra dans
ce chapitre que dans certains cas, a savoir lorsque E est de dimension finie, alors c’est « facile
car inutile »...

Proposition 2.1.2.8 Soit G une famille génératrice (de E). Alors toute sur-famille G’ O G
de vecteurs de E est encore génératrice de E.

Preuve :

| Cest clair car si G C G', alors Vect(G) C Vect(G').

X
Proposition 2.1.2.9 Soit G une famille génératrice de E et f € L(E,F). Alors :
f surjective <= f(G) est une famille génératrice de F
Preuve :
En fait, c’est évident a partir du moment ot 'on a remarqué que :
f(Vect(G)) = Vect(f(9)) R

Proposition 2.1.2.10 Soient G une famille de vecteurs de E, v € E et G' = GU (x). On
suppose que G' est une famille génératrice de E. Alors :

x € Vect(G) <= G est une famille génératrice de E
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Preuve :

Par hypothese, Vect(G') = E. De plus, Vect(G U (z)) = Vect(G) + Vect(z).
Par suite,
E = Vect(G') = Vect(G) + Kz

On en déduit alors que :
G est génératrice de E <= Vect(G) = E

< Kz C Vect(G)
<~ € Vect(G)

X

Remarque : la démonstration proposée ici est efficace mais elle masque l’idée principale.
Quelle est justement cette idée ¢

A retenir sur les familles libres et génératrices :

e si une famille est libre, on peut toujours retirer des vecteurs de cette famille pour
obtenir une famille libre ;

e si une famille £ est libre, on peut lui ajouter un vecteur x pour obtenir une famille
libre si (et seulement si) z n’est pas une combinaison linéaire de vecteurs de L ;

e si une famille est génératrice, on peut toujours lui ajouter des vecteurs pour obtenir
une nouvelle famille génératrice ;

e si une famille G est génératrice, on peut retirer un vecteur = de cette famille pour
obtenir une nouvelle famille génératrice si (et seulement si) x est une combinaison
linéaire des vecteurs de G \ ().

2.1.3 Base d’un espace vectoriel

Définition 2.1.3.1 Soit B une famille quelconque de vecteurs de E. On dit que B est une
base de FE si elle est libre et génératrice de F.

Exemple 2.1.3.2 Dans les exemples précédents, on a déja montré que :
e la famille vide est une base de {0} ;
e la base canonique de K™ est une base de K" ;

e (cos,sin) est une base de 'espace vectoriel des solutions de I’équation y” +y = 0;

la famille (X™),cn est une base de K[X] (appelée base canonique de K[X]).
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Théoréme 2.1.3.3 Soient n € N* et B = (e;)1<i<n une famille de vecteurs de E. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est une base de lespace E ;

(ii) tout élément x de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = E z;e; avec x; € K.

n

i=1
Dans ce cas, le n-uplet (x1,--- ,x,) s’appelle les coordonnées (ou composantes) de x dans
la base B.

Preuve :

e Montrons (i) = (it).
On suppose que B est une base de E.

* Montrons 'existence.
Soit z € E. Puisque B est une base de E, elle est en particulier une famille
génératrice de E. Par suite, il existe (z1,---,2,) € K™ tel que :

n
xr = E €T;€;
i=1

* Montrons 'unicité.

Soient (x1,- &), (Y1, - ,yn) € K™ tels que : inei = Eyiei. Alors :
i=1

n =1
D (@i —yi)e; =0
i=1
Or, B est une base de F, elle est en particulier libre. Par suite,

n

Z(mi—yi)eizo:we [1,n] , 2, —y; =0

i=1

D’ou l'on déduit que Vi € [1,n] , z; = y;, prouvant ainsi l'unicité.

e Montrons (ii) = (i).
On suppose (i7). Le fait que B est génératrice est évident. Montrons que B

est libre. Soient Ay,---, A\, € K tels que : Z/\iei =0. Alors :

im1
n n
E Aie; = E Oke;
i—1 i—1

Or, par hypothese, la décomposition de chaque vecteur € E est unique.

Par suite, Vi € [1,n] , A\; = 0 et B est une famille libre. -
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Remarques :

e retenez bien que générateur garantit l’existence d’une décomposition en combinaison li-
néaire des vecteurs de la famille et libre garantit 'unicité d’une telle décomposition ;

e [e théoréme précédent s’applique encore lorsque B est une famille quelconque et la preuve
est quasi identique a quelques petites adaptations pres : ceci sera vu dans le cours de
mathématiques spéciales 1.

Exercice 2.1.3.4 Soient a € K et n € N. Montrer que B = ((X - a)k)0<k<n est une base de
K, [X]. Quelles sont les coordonnées d’un polynéme P € K,,[X] dans cette base ?

Exercice 2.1.3.5 Soit £ une famille libre. Déterminer une base de Vect(L).

Définition 2.1.3.6 Soit F une famille de vecteurs de E. On dit que :

(i) F est libre maximale si F est libre et s’il n’existe aucune famille libre contenant
strictement F ;

(ii) F est génératrice minimale si F est génératrice et s’il n’existe aucune famille génératrice
contenue strictement dans F.

Remarque : concrétement, cela signifie :

e une famille libre L est libre mazimale si pour tout x € E, L U (x) est lide;

e une famille génératrice non vide G est génératrice minimale si pour tout x € G, G\ (z)
n'est pas génératrice (et plus exactement x ¢ Vect(G \ (x))).

Remarque : le théoréme qui suit montrera que ces notions sont équivalentes a celle d’une base.
D’un point de vue théorique, c’est trés important (et permet, avec l'aziome du choiz, de justifier
Uexistence d’une base pour n’importe quel espace vectoriel) mais d’un point de vue pratique, il
n’est pas trés intéressant, sauf dans le cas des espaces de dimension finie (voir le paragraphe
sur la caractérisation des bases en dimension finie).

Théoreme 2.1.3.7 Soit F = (x;)ics une famille quelconque de vecteurs de E. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F est libre mazimale ;

(i1) F est une base de E ;

(iit) F est génératrice minimale.
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Preuve :

On suppose que F est libre maximale. Montrons que F est une base de E.
D’une part, par définition, F est une famille libre. D’autre part, soit x € E.
Alors, F C FU(x) et puisque F est libre maximale, 7 U (z) est une famille
liée. Mais puisque F est libre,

F U (z) est lide < x € Vect(F)

Par suite, 2 € Vect(F), ce qui montre que la famille F est génératrice. Par
conséquent, c’est une base de F.

On suppose que F est une base de E. Alors, d’une part, F est une famille
génératrice. Montrons qu’elle est minimale. Si F est vide, le résultat est
évident puisqu’il n’existe pas de sous-famille stricte de F. Sinon, soit G C F.
L’inclusion étant stricte, il existe ig € I tel que z;, € F \ G.

Par ailleurs, puisque F est une base, F est une famille libre. Il s’ensuit que :

x4, ¢ Vect(G)

ce qui montre que G n’est pas une famille génératrice de F.

o (iii) = (i)

On suppose que F est génératrice minimale. Montrons que F est libre
maximale. Pour commencer, si F est liée, alors il existe ig € I tel que
x;, € Vect(G) ot G = F\ (wi,) = (T4)ier {io}- Mais alors, d’apres les pro-
priétés des familles génératrices, G est encore une famille génératrice de E/
et G C F. Ce qui contredit la minimalité : par conséquent, F est libre.

Par ailleurs, si x € E, alors F U () est liée puisque F est génératrice. Ce
qui montre que F est libre maximale.

X

Remarques :

o un des intéréts principaur des « bases » est que celles-ci permettent de travailler avec des
coordonnées (qui sont des scalaires, c’est-a-dire des nombres) plutot que de manipuler des
objets « vectoriels ». Ceci sera particulicrement efficace en dimension finie (voir la section
sutvante) ;

o évidemment la notion de base généralise celle vue dans R? ou R? ou en géométrie élémen-
taire dans le plan ou dans l’espace ;

e ceci veut aussi dire que pour une application linéaire, la connaissance de « f(x) » est
équivalente o f(B) ot B est une base de E. Ce sera l'objet du paragraphe suivant et ¢’est
une propriété fondamentale.
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2.1.4 Caractérisation d’une application linéaire par I’'image d’une base

Proposition 2.1.4.1 Soient n > 1 et F = (x;)1<i<n une famille de vecteurs de E. On
considere l'application :

K” — F
v (>\17 7/\n) — Z)\zxz
=1

Alors :
(i) ¢ € LK™, E)
(i) Im(p) = Vect(F) ;
(i11) ¢ est injective si et seulement si F est libre ;

() ¢ est un isomorphisme si et seulement si F est une base de E.

Preuve :

| Clest clair!

Théoréme 2.1.4.2 Soient E et F deux espaces vectoriels, B = (e;)icr une base de E et
(u;)ier une famille quelconque de vecteurs de F.

Alors, il existe une unique application linéaire f € L(E,F) telle que Vi € I, f(e;) = u;.

On dit qu’une application linéaire est parfaitement déterminée (ou caractérisée) par l’image
d’une base.

Preuve :

Tout d’abord, si I = (), alors £ = {0} et il n’y a rien & prouver car la seule
application linéaire de {0} dans F' est l’application nulle et la propriété
commengant par « Vi € () » est toujours vraie. On suppose donc que I # 0.

Pour simplifier les notations, on donne la preuve dans le cas d’une base finie.
Le lecteur insatisfait pourra consulter le cours de mathématiques spéciales 1
ou la preuve dans le cas d’une famille quelconque est donnée.

On suppose donc qu'il existe n € N* tel que B = (e1,--- ,e,).

e Montrons 'unicité (sous réserve d’existence).

On suppose que f et g vérifient les hypotheses du théoreme. Montrons que
f =g, cest-a-dire montrons que : Vx € E | f(z) = g(z).

Soit x € E. Puisque B est une base de FE, il existe (A1,---,A,) € K" tel

que : n
Tr = E )\,‘61'
i=1
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Or, par hypothese :

Vi€ [1,n], f(e) =u; = g(e;)

et donc par linéarité de f et g :

= Z)\if(ei) = Z Aty = Z Aig(ei) = g(z)
i=1 i=1 i=1

D’ou 'unicité sous réserve d’existence.

e Montrons a présent l'existence.
Soit 2 € E. B est une base de E donc il existe (A1, -+, A,) € K" tel que :

n
xr = E )\iei
i=1

n
On pose alors : f(z) = Z Aiu;. Montrons que f convient.
i=1

x Tout d’abord, f est bien définie puisque la décomposition de x € E
dans la base B est unique (ou de fagon équivalente, car les coordonnées
d’un vecteur dans la base B sont uniques).

* Ensuite, sii € [1,n] et & = e, alors f(z) = f(1ke;) = lgu; = u;. Par
suite, Vi € [1,n] , f(e:) = w;.

* Enfin, montrons que f € Lx(FE, F).
Soient (z,y) € E? et (A, ) € K2 1l existe alors (A1 -+, \,) € K" et
(1, -+ pin) € K™ tels que :

n n
T = Z ke et y= Zﬂkek
k=1 k=1

On a alors par définition de f,

fOz+py) = (Z A\ + i e )

= Z()\/\k + g ) ur,

k=1

= /\Z/\kuk+uZHkuk

= )\f( )+uf( )

Ce qui prouve que f est bien une application linéaire. X
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Exercice 2.1.4.3 Montrer qu’il existe une unique forme linéaire f définie sur K[X] et telle
que : VYn € N | f(X™) = n. De quelle application usuelle s’agit-il ?

Remarque : dans le cas particulier ou B = (e1,--- ,e,) est une base finie de E (c’est le
cas traité dans la preuve), le théoréme précédent est alors une conséquence immédiate de la
proposition 2.1.4.1. En effet, en considérant ¢ et v définies par :

VO A) €K™ o((A,A)) =Y e et (A, An) = > Aiwg
on a d’aprés la proposition 2.1.4.1 : = =
Y e LK™, F);
peLK"E);
Im(p) = Vect(B) = E (car B est génératrice de E) ;
e © est injective car B est une famille libre.

1

1l s’ensuil que @ est un isomorphisme et que f =1 o @™ convient pour le théoréme.

Une des interprétations tres utile de ce théoréeme est donnée dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.4.4 Soient f € L(E,F) et g € L(E,F). On suppose que B = (e;);er est
une base de E. Alors :
f=9 <= Viel, f(e)=g(ei)

Preuve :

C’est évident d’apres le théoreme précédent. En effet, le sens direct est clair
et pour la réciproque, si on pose (u;)ier = (f(e:))ier, il existe une unique
application linéaire de E dans F' vérifiant f(e;) = u; pour tout i € I. Or, f
et g vérifient ces hypotheses donc f = g. X

Remarques :
o si B = (e;)igicp est une base de E, (g;)1<j<n une base de F et f € L(E,F), le théoréme
précédent dit que [ est parfaitement déterminée par la donnée de f(e1),--- , f(ep). Or,
pour j € [1,p] donné, f(e;) s’écrit sous la forme :

n
flej) = Zaiﬂjsi avec (a1 j, -+ ,an;) € K"
i=1

On en déduit que f est parfaitement déterminée par la donnée des n x p nombres a; ;.
C’est ce qui motive lintroduction des matrices, notées |a; ;] et qu’on va étudier dans le
chapitre suivant ;

o puisqu’une application linéaire est parfaitement caractérisée par limage d’une base, la
connaissance de f(B) doit permetire de déterminer la nature (injective, surjective ou bi-
jective) de f : c’est l'objet du théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.4.5 Soit f € L(E,F). On suppose que B est une base de E. Alors :

(i) f est injective <= f(B) est libre ;

(ii) f est surjective <= f(B) est une famille génératrice de F ;

(i11) [ est bijective <= f(B) est une base de F.

Preuve :

Pour commencer, si B est la famille vide, alors f(B) est la famille vide de
F, E = {0} et f = 0. Alors f est surjective si et seulement si F' = {0}
(et {0} = Vect (())). Le théoréme est donc vrai dans ce cas. On suppose a
présent que B n’est pas vide.

e Montrons (4).

* Montrons —-

On suppose que [ est injective. Puisque B est une base de F, B est
une famille libre. Par conséquent, f(B) est libre (proposition 2.1.1.21).

* Montrons <=
On suppose que f(B) est une famille libre. Montrons que f est in-
jective. Soit z € ker(f) C E. Puisque B est une base de E, il existe
neN* (e, -+ ,e,) CBet Ay, -+, A\, €K tels que :

n
Tr = g /\iei
=1

Alors 0 = f(z) = Z Xif(e;). Or, f(B) est libre donc la sous-famille
=1

(f(ei))1<icn est aussi libre. Par conséquent, Vi € [1,n] , A\; = 0 et
donc x = 0. Ce qui prouve que ker(f) = {0} et f est injective.
e Montrons (i).
Puisque B est une base de F, c’est en particulier une famille génératrice de
E. Par suite, Im(f) = f(E) = f(Vect(B)) = Vect(f(B)). On en déduit que :
f est surjective <= Im(f) = F <= Vect(f(B)) =F

soit encore, f est surjective <= f(B) est génératrice de F.

e Montrons (7).

C’est une conséquence directe de (7) et (i¢) puisque d’une part, f bijective
équivaut a f injective et surjective, et d’autre part, f(B3) est une base de F

si et seulement si f(B) est libre et génératrice.
X
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2.2 Dimension d’un espace vectoriel

2.2.1 Définition et exemples

Définition 2.2.1.1 On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il existe une
famille génératrice finie.

Exemple 2.2.1.2 {0} est un espace de dimension finie puisque la famille vide (qui est bien
finie) est une famille génératrice de {0}.

Exemple 2.2.1.3 L’espace usuel est de dimension finie puisque la base canonique (;, j, ]_i“) est
une famille génératrice finie.

Exemple 2.2.1.4 Pour tout n € N*, K" est de dimension finie puisque la base canonique de
K" est une famille génératrice finie.

Exemple 2.2.1.5 L’ensemble K,,[X] est de dimension finie puisque la famille finie (X*)o<r<n
est une famille génératrice de K,,[X]. En revanche, K[X] n’est pas de dimension finie. En effet,
si G est une famille finie de K[X], alors on choisit un entier n € N tel que :

VP egG, deg(P)<n
Par construction, Vect(G) C K,,[X] donc X"+ ¢ Vect(G). Ce qui montre que G n’est pas une
famille génératrice de K[X].

2.2.2 Théoremes de la dimension et de la base incomplete

Théoréme 2.2.2.1 (de la dimension) Soient E un K-espace vectoriel et n € N. On sup-
pose que (1, , ) est une famille génératrice de E. Alors toute famille (y1,- -+ ,yn+1) de
(n+ 1) vecteurs de E est une famille lice.

Preuve :

On admet ce théoréme. Le lecteur intéressé trouvera une démonstration

du théoreme en annexe.
X
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Remarque : en fait, lidée centrale est que si l'on peut exprimer yi,--- ,ynt1 en fonction de
T1,+ , Ty, alors en substituant successivement les x; dans les équations, la derniére équation
donne une combinaison linéaire des y; qui est nulle et dont les coefficients ne sont pas tous
nuls. La difficulté principale est d’écrire tout cela proprement.

Corollaire 2.2.2.2 Soit E un K-espace vectoriel. Si L est une famille libre de E et si G est
une famille génératrice finie de E, alors L est finie et :

L] < |9
Preuve :
On note n = |G|. On raisonne par 'absurde et on suppose donc que £
contient au moins n + 1 vecteurs y1,- - ,Yyn41. Alors, d’apres le théoreme
de la dimension, la famille £ = (y1,- -+ ,yns1) est liée. Or, L C £ donc £

est liée, ce qui est absurde. Par suite, £ est finie et |£] < |G]. -

Théoréme 2.2.2.3 (Base incompléte) Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que :
(i) G une famille génératrice finie de E ;
(i) L une famille libre et L C G.

Alors, il existe une base B de E telle que L C B C G.

Preuve :

On écarte le cas particulier ou G est la famille vide, auquel cas le résultat
est évident. On suppose donc par la suite que G = (z1,- -+ ,x,) avec n € N*.
On va présenter ici deux démonstrations totalement différentes mais qui
présentent chacune des idées ou méthodes importantes.

e Premiére méthode (non constructive)

Le principe est alors de construire une famille libre « maximale ». Dans ce
but, on considére ’ensemble :

A={keN/3rcl,n], |I|=Fket LC (z;)icr CG et (x;)ics libre}

(autrement dit, A est 'ensemble des cardinaux (ou « longueurs ») des fa-
milles libres qui contiennent £ et qui sont contenues dans G). Alors :
> AC Net A est non vide car |£| € 4;

> par définition, A est majoré par n.

Il s’ensuit que A admet un plus grand élément : soit p = max A.
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Remarques :

Puisque p € A, il existe I C [[1,n] de cardinal p tel que (x;);cr soit libre,
contienne L et soit contenue dans G.

On pose B = (x;);cr et on montre que B est une base de E.

x BB est libre par construction;

* Montrons que B est génératrice.
Pour cela, on montre que : Vk € [1,n], z; € Vect(B).
Soit k € [1,n]. Si k € I, alors xj, € B C Vect(B5). Sinon, on consideére
la famille B = BU (xy). Clairement, £L C B C B’ C G et B’ contient
p + 1 vecteurs . Par suite, B’ est liée puisque p = max A. D’apres les
propriétés des familles libres, 23, € Vect(B). Ainsi,

Vk € [1,n] , 21 € Vect(B)

et par suite,
E = Vect(G) C Vect(B) C E

Ce qui prouve que B est une famille génératrice de E.

Ceci montre que B est une base de E vérifiant £L C B C G.

e Seconde méthode (algorithmique)

On montre par récurrence finie sur k € [1,n] qu’il existe £y, libre, contenant
L, contenue dans G, telle que Vi € [1,k] , z; € Vect(Lg).

Initialisation :

Pour k£ =1, si z1 € Vect(L), on pose £; = L sinon, on pose L1 = LU (x1).
Dans les deux cas, £ est libre, £ C £1 C G et 1 € Vect(Ly). Ce qui montre
que la propriété est vraie au rang k = 1.

Hérédité :

On suppose avoir construit pour un entier k& < n une famille libre L,
contenant £, contenue dans G, et telle que Vi € [1,k] , ; € Vect(Ly).

Sizp41 € Vect(Ly), on pose Ly+1 = Ly ; sinon, on pose Ly+1 = L U(Tp41).
A nouveau, Li41 est libre (puisque par hypothese de récurrence Ly est
libre et d’apres les propriétés des familles libres), contient L5 et donc £
toujours par hypotheése de récurrence, est contenue dans G (puisque Ly, l'est
et z41 € G) et clairement, Vi € [1,k+ 1] , z; € Vect(Ly41).

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k+1 et acheve la récurrence.

La famille B = £,, est alors libre (par construction) et est aussi génératrice
car E = Vect(G) C Vect(L,,). Il sensuit que B est une base de E vérifiant
LCBCG. X

e dans la pratique, on applique la preuve « algorithmique » (c’est-a-dire la seconde méthode)
pour obtenir explicitement une base connaissant une famille génératrice ;
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e [e théoréme affirme ['existence « d’au moins une » base B telle que L C B C G. Dans les
deur démonstrations, on « voit » bien que B n’est pas nécessairement unique car :

* dans la premiére méthode le cardinal mazimal d’une famille libre est unique mais la
partie I C [1,n] tel que |I| = max A n’est pas forcément unique ;

x dans la seconde preuve, les vecteurs « xy » que l'on rajoute (ou non) a la famille
L dépendent des vecteurs rajoutés a l’étape précédente. Autrement dit, le résultat
obtenu dépend a priori de l'ordre des vecteurs dans la famille.

Corollaire 2.2.2.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :
(i) E admet une base finie ;
(i) si L est une famille libre, alors il existe une base de E contenant L ;

(iii) si L est libre et B est une base de E, alors on peut compléter L par des vecteurs de B
pour obtenir une base de E ;

(iii) si G est une famille génératrice quelconque (c’est-a-dire finie ou non) de E, alors il
existe une base de E contenue dans G.

Preuve :

Puisque F est de dimension finie, il existe une famille finie qui est génératrice
de E. Soit Gy une telle famille.

e Montrons (i).
On applique le théoréme de la base incompleéte avec £ = () (la famille vide),
qui est libre, et G = Gy qui est une famille génératrice finie de £ contenant L.

e Montrons (47).

D’apres le théoréme de la dimension, £ est finie (et [£| < |Gpl). Alors la
famille G’ = LUG est une famille génératrice finie de F contenant £. D’apres
le théoreme de la base incomplete, il existe une base B de E contenant L.

e Montrons (iii).

Puisque B est une base de E, B est en particulier libre. D’apres le théoreme
de la dimension, B et £ sont finies. Alors £ est libre, £ U 3 est génératrice
(car B l'est) finie donc d’apres le théoreme de la base incomplete, il existe
une base B’ de FE telle que L C B’ C LUB.

e Montrons (iv).
Si G est finie, on applique directement le théoreme de la base incomplete
avec £ = () famille libre contenue dans G, famille génératrice finie de E.

On suppose a présent que G est infinie. On note Gy = (zg,- - , ) (car si
Go = (), alors E = {0} et B = () est une base de E contenue dans G).
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On note également G = (¢;);er. Puisque G est une famille génératrice de
E, pour tout ¢ € [0,n], x; € Vect(G). Par définition, il existe donc J; une
partie finie de I et (\;;)jes, € K7 tels que :

zi= Y Niges

Jjedi
On pose J = U;eqo,n Ji» §' = (€i)ic, et on a alors :

e G CG;

e G’ est une famille finie (puisque J est une partie finie de I);

e par définition, pour tout ¢ € [0,n], z; € Vect(G'). Par conséquent,
Vect(xg, -+ ,2,) C Vect(G'), c’est-a-dire E C Vect(G’) (puisque Gy
est génératrice de E). Ce qui montre que G’ est une famille génératrice
de E.

Ainsi, G’ est une famille génératrice finie de E : d’apres le premier cas, il
existe une base B de E telle que BC G’. Or, ¢’ € G donc B C G. X

Exemple 2.2.2.5 Soient £ =R*, v = (1,1,1,1), v = (1, 1,1, —1) et £ = (u,v).

La base canonique B, = (e, €2, 3, e4) est une base de E et L est clairement libre (puisque u et
v sont non colinéaires). On va donc compléter £ en une base de E en appliquant la méthode
décrite dans la preuve du théoreme de la base incomplete (seconde méthode) :

e ¢; =(1,0,0,0) ¢ Vect(L). En effet, dans le cas contraire, il existerait A, u deux réels tels
que e; = \u + pv. Par suite,

()\+,LL,/\*/L,/\+H,)\*’LL) = (1707050)
et donc 1 =\ + pu =0, ce qui est absurde. On pose donc £; = LU (e1);

e de méme, on montre que es ¢ Vect(L1) (sinon, il existerait A, u et 7 trois réels tels que
es = A\u + pv + vey. En prenant la seconde composante puis la quatrieme, on trouve
1=X—p=0). On pose alors Lo = L1 U (e2) = (u,v,e1,¢€2);

e Lo est libre et £/ = Lo U (e3) est lide car |[L£'] =5 > 4 = |B,| (le cardinal d’une famille
libre est toujours inférieur au cardinal d’une famille génératrice) donc ez € Vect(Ls). On
pose donc L3 = Lo

e de méme, on a es € Vect(L3) donc on pose L4 = L3.

Alors, L4 = Lo = (u,v,e1,e2) est une base de R* contenant L.
Exercice 2.2.2.6 Soient £ =Ks[X]et £L=(1+X — X2,2— X, X" + X3 - X).

1. Montrer qu’il existe une base B de E telle que £ C B.
2. Compléter L est une base de E (c’est-a-dire trouver une base B de E telle que £ C B).
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2.2.3 Dimension d’un espace vectoriel et caractérisation des bases

Théoréme 2.2.3.1 (Définition) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
toutes les bases de E sont finies et ont le méme cardinal. Cette quantité s’appelle la di-
mension de E et est notée dimg (E).

Preuve :

On procede en trois étapes.

e Tout d’abord, puisque E est de dimension finie, £ admet au moins
une base d’apres le corollaire précédent.

e Ensuite, puisque E est de dimension finie, il existe G une famille gé-
nératrice finie de E. Soit B une base quelconque de E. Alors, B est en
particulier libre. D’apres le corollaire du théoréeme de la dimension, B
est finie et |B| < |G|
Ce qui montre que toutes les bases de E sont de cardinal fini.

e Enfin, soient B et B’ sont deux bases de E, de cardinal n et p respec-
tivement.
Puisque B libre et B’ est génératrice, on a n < p. En échangeant les
roles de B et B, p < n, et donc finalement p = n.

Ce qui montre que toutes les bases ont le méme cardinal. 2

Remarques :

e ainsi, on retient que la dimension d’un espace vectoriel est le cardinal d’une base quel-
conque de cet espace (car toutes les bases ont le méme cardinal) ;

e lorsque le contexte est clair, on notera aussi dimg(F) = dim(FE) (autrement dit, on ne
fera plus référence au corps des scalaires), ou encore dim E ;

e attention, si E est un C-espace vectoriel de dimension finie, alors E est aussi un R-espace
vectoriel de dimension finie mais dimc(E) # dimg(E). Par exemple, C est un C-espace
vectoriel de dimension finie égale a 1 (une base est (1)) mais C est un R-espace vectoriel
de dimension 2 puisqu’une R-base de C est (1,1).

Exemple 2.2.3.2 On a les cas simples suivants que vous devez connaitre.

e F = {0} est un espace vectoriel de dimension finie et dim{0} = 0 car B = () (la famille
vide) est une base de {0} et |[B| = 0. Plus généralement, on a :

E ={0} < (F est de dimension finie et dim E = 0)

Ce qu’on écrira sous la forme plus abrégée (mais abusive) E = {0} <= dim E = 0.
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e De facon similaire, si F = Ku avec u # 0, alors B = (u) est une base de F donc F est
de dimension finie et dim ¥ = 1. Réciproquement, si dim £ = 1, alors E a une base B de
cardinal 1. Il existe donc un vecteur u € E tel que B = (u). Puisque B est libre, u # 0 et
puisque B est génératrice, F = Ku. On conclut donc que :

Ju e E\{0} , E=Ku <= (F est de dimension finie et dim F = 1)

Exemple 2.2.3.3 L’ensemble S des solutions de ’équation différentielle 3" + w?y = 0 est un
espace vectoriel de dimension finie et dimS = 2.
En effet, on a déja vu qu’une base de S est B = (¢t — cos(wt), t — sin(wt)) (si w # 0) ou bien
B=(t—1,t—1t) (siw=0). On en déduit donc que :

e S est de dimension finie puisque B est une famille génératrice finie de S;

e dim S = |B| (car B est une base de S), c’est-a-dire dimS = 2.

A Attention : il ne faut pas confondre cardinal et dimension! Si E est un K-espace de
dimension finie et B est une base de E, alors :

e dim F est un entier qui a un sens mais |E| = 400 (si E # {0} et K=R ou K =C);

e |B| = Card(B) a un sens mais dim B n’a aucun sens!

On retient donc que :

1. E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice
finie ;

2. si F est de dimension finie, alors F admet des bases et toutes
les bases de E ont le méme cardinal ;

> A retenir : 3. dim E = |B| pour n’importe quelle base B;

4. la propriété précédente se comprend en disant que la dimen-
sion est « le nombre de parametres scalaires (c’est-a-dire le
nombre de constantes) indépendants qu’il faut pour décrire
I’ensemble ».

Proposition 2.2.3.4 Pour tout entier n, K,[X] est un K-espace vectoriel de dimension
finie et dmK,[X] =n+ 1.

Preuve :

On a déja vu que (X*)ocrgn est une base de K, [X] (base canonique) et
cette famille contient n + 1 éléments. <
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Proposition 2.2.3.5 Pour tout entier n > 1, K" est un K-espace vectoriel de dimension
finie n.

Preuve :

‘ C’est clair puisque la base canonique de K™ contient n vecteurs.

Définition 2.2.3.6 On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension infinie s’il n’est pas
de dimension finie.

Proposition 2.2.3.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N.
(i) Si L est libre, alors |L] < n avec égalité si et seulement si L est une base;

(i) si G est génératrice, alors |G| = n avec égalité si et seulement si G est une base.

Corollaire 2.2.3.8 Si E est de dimension finie n, les familles libres mazimales sont les
familles libres de cardinal n et les familles génératrices minimales sont celles de cardinal n.
Autrement dit, si F est une famille quelconque de n vecteurs,

F est libre <= F est génératrice <= F est une base

Preuve :

e Montrons ().

On sait déja que |£] < n car il existe une base B de cardinal n. Cette base
est une famille génératrice donc |£]| < |B|. Par ailleurs, si £ est une base
alors d’apres ce qui précede, |£| = n. Réciproquement, si |£| = n, on peut
compléter £ en une base £’ de F contenant £. Alors, |£'| = dim E =n = |L]
donc £ = £’ est une base.

e Montrons (7).

Soit B une base de E de cardinal n. Cette famille est libre et G génératrice,
donc |G| = n. De plus, si G est une base, il y a égalité d’apres ce qui précede.
Réciproquement, si |G| = n d’apres le théoréme de la base incomplete avec
L = (), il existe B’ une base de E avec B’ C G. Par égalité des cardinaux,
G = B’ est une base. X
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Remarque : dans la pratique, ¢’est la propriété (i) de la proposition qu’on utilise pour montrer
qu’une famille est une base. Autrement dit, on montre que L est libre et que |£| = dim E.

Exemple 2.2.3.9 Sion reprend 'exemple 2.1.1.4, on a vu que B = ((1,1,0), (1,2,1), (-1,1,1))
est une famille libre de R?. Puisque |B| = 3 = dimR?, on peut donc conclure que B est une
base de R3.
n
Exemple 2.2.3.10 On pose Py =1 et pour n € N*, P, 1 = H(X — k). Montrons que pour
k=0

n €N, L, = (Pr)ogkgn est une base de K, [X].

e Pour tout k € [0,n], P, € K,[X].

e La famille £, est une famille de polynomes échelonnée en degrés. Par conséquent, c’est

une famille libre de K,,[X].
e Enfin, |£,| =n+ 1= dimK,[X]. Par conséquent, £,, est une base de K, [X].

Proposition 2.2.3.11 Un espace vectoriel E est de dimension infinie si et seulement si il
contient une famille libre infinie.

Preuve :

e Si F contient une famille libre infinie, alors il n’est pas de dimension finie
d’aprés la proposition précédente (proposition 2.2.3.7).

e Réciproquement, si F est de dimension infinie, on construit par récurrence
une famille libre £ = (e, )nen.

Initialisation :

Puisque F n’est pas de dimension finie, () n’est pas une famille génératrice
de E : par suite, E # {0}. On choisit ey € E '\ {0}. Alors Ly = (eg) est une
famille libre.

Hérédité :

Soit n € N. On suppose avoir construit £,, = (€;)o<i<n une famille libre de
E. Puisque cette famille est finie, elle n’est pas génératrice de E. Par suite,
Vect(L,) € E. Soit e,11 € E\ Vect(L,,). Alors, L,4+1 = (€0, ,€nt1) €st
une famille libre de F.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+1 et acheve la récurrence.
Ainsi, on a construit une famille libre de E qui est infinie. X

Corollaire 2.2.3.12 Soit I un intervalle non trivial. K[X], KN, C°(I,K), C**(I,K) ne sont
pas de dimension finie.
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Preuve :

e On a déja vu que (X"),en est une famille libre de K[X]. D’apres la
proposition précédente, K[X] n’est donc pas de dimension finie.

e Puisque I est une partie infinie, on peut identifier polynéme et fonction
polynomiale. On en déduit donc que la famille (z — 2"),en est une fa-
mille infinie libre de C*°(I,K) (respectivement C°(I,K)). Par conséquent,
C>(I,K) (respectivement C°(I,K)) est de dimension infinie.

e Enfin, par définition de ensemble ! K[X], K[X] = K™ c KN, Il s’ensuit
que la famille (X™)pen = ((0n,p)pen)nen est aussi une famille infinie libre
de KN. X

Proposition 2.2.3.13 Soient E un espace vectoriel et n € N*. Alors,

(E est de dimension finie et dim E = n) <= FE est isomorphe a K"

Preuve :

e Montrons —.

On suppose que E est de dimension finie et que dim E = n. Il existe alors

B = (e, - ,e,) une base de E. D’apres la proposition 2.1.4.1, application :
K" — F
n
v (A, An) Z/\iei
i=1

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

e Réciproquement, supposons qu’il existe ) un isomorphisme de K" dans F.
Alors, en notant B, la base canonique de K", 1)(5,..) est une base de E (carac-
térisation des isomorphismes par 'image d’une base (théoreme 2.1.4.5)). Or,
[t(B.)| = |Be] = n donc E est de dimension finie et dim E = [(B.)| = n.

X

Corollaire 2.2.3.14 Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et
seulement si ils ont méme dimension.

1. voir cours de mathématiques supérieures 1.
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Preuve :

Soient E et F' sont deux espaces vectoriels de dimensions finies.

e Montrons I'implication directe.
On suppose que dim E' = dim F'. Notons n = dim £ = dim F' € N. Alors :

% sin > 1, alors E et F sont isomorphes a K" et donc isomorphes ;

x sin =0, alors E = F (ils sont tous deux égaux a {0}) et a fortiori, E
et F' sont isomorphes.

e Montrons la réciproque.

On suppose que E et F sont isomorphes. Alors, il existe f € L(E, F) qui
est un isomorphisme. Soit B une base de E (qui existe puisqu’on a supposé
E de dimension finie). Puisque f est bijective, f(B) est une base de F et
par suite :

dim E = |B| = |f(B)| = dim F -

Terminons ce paragraphe avec un corollaire un peu plus général et tres pratique pour montrer
qu’un espace vectoriel est de dimension finie et calculer sa dimension.

Corollaire 2.2.3.15 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que :
(i) E est de dimension finie;
(1) F est isomorphe a E.

Alors F est de dimension finie et dimg (F) = dimg (F).

Preuve :

C’est évident car si B3 est une base de E et f : ' — F est un isomorphisme,
alors f(BB) est une base de F. Or, f(B) est une famille finie (car B l'est) donc
F est de dimension finie et dimg (F) = |f(B)| = |B| = dimg(E). =

Remarque : la proposition 2.2.3.13 a une interprétation importante et simple. Dans un espace
vectoriel de dimension finie, connaitre un vecteur ou bien ses coordonnées c’est « la méme
chose ». On retrouve donc linterprétation de la dimension en tant que « nombre de degré
de liberté » ou encore le nombre de constantes indépendantes nécessaires pour décrire notre
ensemble. Ceci permet souvent de « comprendre » ou de « deviner » la dimension d’un espace,
en particulier, dans les espaces de matrices (voir chapitre 3).

Par exemple, dans RS, l’ensemble des éléments (zr)1<k<e vérifiant les conditions : x1 4+ zo =0
et x3—x5 = 0 est un espace vectoriel (a justifier) et on a 6 degrés de liberté moins 2 contraintes
indépendantes, c’est-a-dire au final 4 degrés de liberté donc la dimension de cet espace est 4.
Bien entendu ceci n’est pas du tout une preuve ! Mais ¢’est un moyen simple de « comprendre »
a quoi correspond la dimension.
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2.3 Propriétés de la dimension

2.3.1 Dimensions d’un produit cartésien et d’une somme directe

Proposition 2.3.1.1 Soient E et F deuz K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
E x F est de dimension finie et :

dimK(E X F) = dlm]K(E) + dlmK(F)

Preuve :

e Si E = {0}, alors E x FF'={0} x F ~ F et d’apres le corollaire précédent
(2.2.3.15), F étant de dimension finie, £ x F' est de dimension finie et :

dimg (E x F) = dimg ({0} x F) = dimg (F) = dimg({0}) + dimg (F)

soit encore, dimg (E x F) = dimg (E) + dimg (F).

e Puisque E x F ~ F x E, si F = {0}, alors d’apreés le cas précédent, E x F'
est de dimension finie et dimg (F x F) = dimg (E) + dimg (F).

e On suppose & présent que E # {0} et F' # {0}. Soient n = dimg(FE) et

p=dimg(F) : on adoncn > 1etp > 1. Soient alors By = (e1,--- ,e,) une
base de E et Br = (e}, -+ ,¢,) une base de F.
Montrons que la famille B = ((e1,0r), -+, (en,0r), (0m,€}), -+, (0r,¢}))

est une base de F x F'.

* Montrons que B est génératrice de £ x F.

Soit (z,y) € E x F. Puisque B (respectivement Br) est une base de
E (respectivement F'), il existe (z;)1<i<n € K" et (y;)1<j<p € K? tels

que :
n P
x:leel et y:Zyje;
i=1 j=1
Par suite,
n P
(z,y) = (z,0F) + (Op,y) = <Z$i€i,0F> + 08, yje)
i=1 j=1

soit encore :

n p

(z,9) = xi(ei,00) + > _y;(0m,¢))
i=1 j=1

Ce qui prouve que B est une famille génératrice de £/ x F.

+* Montrons que B est une famille libre.
Soient (x;)1<i<n € K™ et (y5)1<j<p € K? tels que :
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n P
Z%‘(%OF) + Zyj(OE,e;) =0gxr
=1 j=1

Alors, d’apres les calculs précédents,
n p
Zzie,;:()E et Zyje;»:m:
i=1 j=1

Or, By et Bp sont libres (puisque ce sont des bases), donc :
Vie[l,n] ,zi=0 e Vje[l,p].,y;=0
Ce qui prouve que B est libre.

Ainsi, B est une base de E X I et c’est une famille finie. Par conséquent,
> F x F est de dimension finie;
> et dimg(E x F) = |B| = n+ p = dimg(F) + dimg (F).

Exercice 2.3.1.2 Proposer une autre démonstration, beaucoup plus courte, en utilisant des
isomorphismes « naturels ».

Corollaire 2.3.1.3 Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On suppose que :

(i) F et G sont en somme directe ;

(i) F et G sont de dimensions finies.

Alors F & G est de dimension finie et on a :

Preuve :
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En effet, lapplication ¢ : F x G — F 4+ G qui a (z,y) associe x + y est
linéaire surjective (par définition de la somme de deux espaces vectoriels)
et injective (puisque F et G sont en somme directe). Par suite, ¢ est un
isomorphisme d’espaces vectoriels. Or, d’apres la proposition précédente,
F x G est de dimension finie (puisque F' et G le sont). Par conséquent,
F @ G est de dimension finie et :
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2.3.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 2.3.2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors :

(i) F est de dimension finie et dim(F) < dim(E) ;
(i1) dim(F) = dim(E) si et seulement si F = E.

Preuve :

e Montrons (7).

Posons n = dim(FE) et raisonnons par I'absurde : si F' n’est pas de dimension
finie ou si dim(F') > dim(E), alors il existe £ = (21, -+, Z,41) une famille
libre de F'. En effet,

% si F' n’est pas de dimension finie, il existe une famille infinie qui est
libre. On prend les n + 1 premiers vecteurs de cette famille;

% si I est de dimension finie et dim(F') > dim(E), on choisit une base
de F' : celle-ci contient dim(F) > n vecteurs, donc au moins n + 1
vecteurs. On prend les n + 1 premiers vecteurs de cette base.

Puisque F' C E, L est aussi une famille libre de E donc [£| < dim(E),
c’est-a~dire n + 1 < n, ce qui est absurde.
Ceci montre que F' est de dimension finie et dim(F) < dim E.

e Montrons (ii), c’est-a-dire dim(E) = dim(F) <= E = F.

* L’implication <= est évidente.

* Réciproquement, on suppose que dim(E) = dim(F).
Soit B une base de F. Alors d’une part, puisque ' C E, B est une
famille libre de E. Et d’autre part, |B| = dim(F) = dim(E). Par
conséquent, B est une base de F. Ainsi, B est une base de E et de F
donc E = Vect(B) = F. X

Pour montrer que deux espaces vectoriels E et F', de dimension finie,

» Méthode : sont égaux, on montre que :

FCFE et dim(F)=dim(E)

Remarque : la dimension remplace le cardinal pour les ensembles. En effet, on a vu que pour
deuz ensembles finis A et B, A C B et |A] = |B| implique que A = B. Pour les espaces
vectoriels, c¢’est la méme chose mais on remplace le cardinal par la dimension.
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Exercice 2.3.2.2 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel
de E. En considérant I’ensemble :

A={keN/ il existe £ famille libre de F' telle que |L| = k}
proposer une autre démonstration du théoreme précédent.

Corollaire 2.3.2.3 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vec-
toriel de E. Alors :

(i) F admet au moins un supplémentaire dans E ;
(i) de plus, pour tout supplémentaire G de F' dans E, on a : dim(F) 4+ dim(G) = dim(E).

Preuve :
e Montrons (7).

D’apres le théoreme précédent, on sait déja que F' est de dimension finie
et dim(F) < dim(F). Puisque F est de dimension finie, il admet une base.
Soit Br une base de F. Alors, Br est une famille libre de F', donc aussi une
famille libre de E. D’apres le corollaire du théoreme de la base incomplete,
il existe une base B de E telle que Br C B. On pose alors :

B =B\Br et G=Vect(B)
Alors, d’une part :
F + G = Vect(Br) + Vect(B') = Vect(Br U B') = Vect(B) = E

et d’autre part, F'N G = {0} (puisque B est libre). Il s’ensuit que G est un
supplémentaire de F' dans E.
Ce qui prouve l'existence d’au moins un supplémentaire de F' dans F.

e La propriété (ii) est évidente car si F & G = E, alors F et G sont de
dimension finie (ce sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de
dimension finie) et donc, d’apres le corollaire 2.3.1.3,

dim(F) = dim(F & G) = dim(F) + dim(G) =

Remarques :
e on rappelle qu’un supplémentaire n’est pas du tout unique (sauf si F = E ou F = {0})!
Ce corollaire dit seulement que si E est de dimension finie, alors tous les supplémentaires
de F' ont la méme dimension finie ;
e ce corollaire prouve l'existence d’un supplémentaire en dimension finie. En dimension infi-
nie, ce probléme est équivalent a l’existence d’une base et nécessite des outils qui dépassent
de loin les objectifs de ce livre.
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Exercice 2.3.2.4 Soient F un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose
que G et H sont deux supplémentaires de F' dans F.

1. Montrer que G et H sont isomorphes (on pourra considérer le projecteur sur G paralléle-
ment a F).

2. Retrouver alors que si E est de dimension finie, tous les supplémentaires de F' ont la méme
dimension.

Corollaire 2.3.2.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finien > 1 et H un sous-espace
vectoriel de E. Alors,

H est un hyperplan de F¥ <= dimH =n —1

Preuve :

e Si H est un hyperplan de E, alors il existe x € E\{0} tel que H &Kz = E.
Or, E est de dimension finie donc H et Kz le sont et :

dim(H) + dim(Kz) = dim(E) c’est-a-dire dim(H) = dim(E) — 1

e Réciproquement, si dim(H) = n — 1, d’apres le corollaire précédent, H
admet un supplémentaire G dans E et dim(G) = dim(F) — dim(H) = 1.
Autrement dit, un supplémentaire de H est une droite vectorielle. Par suite,
H est un hyperplan de E.

X

Remarque : on retrouve donc que les hyperplans sont les sous-espaces vectoriels maximaux de
E. En effet, si H C F C E alors en prenant les dimensions, on obtient :

n—1=dim(H) < dim(F) < dim(E) =n

Par suite, dim(F) = n—1 (et dans ce cas H = F) ou bien dim(F) = n (et dans ce cas F = E).

2.3.3 Dimension d’une somme de deux espaces

Théoréme 2.3.3.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-
espaces vectoriels de E. Alors :

(i) F+ G et FNG sont de dimension finie;
(i) dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
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Remarque : compte tenu des analogies entre dimension d’un espace vectoriel et cardinal d’un
ensemble fini, les démonstrations seront identiques en remplacant « complémentaire » (pour les
ensembles) par « supplémentaire » (pour les espaces vectoriels).

Preuve :

e Tout d’abord, on peut remarquer que puisque F est de dimension finie,
tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie. Il s’ensuit que F', G,
F + G et F NG sont aussi de dimensions finies.

e Ensuite, puisque G est de dimension finie et F' N G est un sous-espace
vectoriel de G, F'N G admet au moins un supplémentaire dans G. Soit G’
tel que G = G' & (F N G). Montrons que FF +G =F ¢ G'.

x Soit z € FNG'. Puisque G' C G, z € FNG et on en déduit done que
x € (FNG) NG = {0}. Par conséquent, F NG’ = {0}.

* Montrons que FF + G =F + G'.
Puisque G’ C G, l'inclusion F + G’ C F + G est claire.
Réciproquement, soit © € F' + G. Alors, par définition de la somme, il

existe u € F et v € G tels que x = u + v. Puisque G = G' @ (FNG),
il existe v/ € G’ et v’ € FNG tels que v = v + u'. On a alors :
r=u+v +u =w+u)+v €F+G.
Puisque G est de dimension finie, G’ et F N G le sont aussi et d’apres le
corollaire 2.3.1.2 (dimension d’une somme directe) :
dim(G) = dim(F N G) + dim G’
De méme, puisque F'+ G = F & G’ et F et G’ sont de dimensions finies :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G")

Par suite,

dim(F + @) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Corollaire 2.3.3.2 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, tous deux de dimen-
sions finies. Alors :

F et G sont en somme directe <= dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G)

Preuve :

| Cest évident car F'N G = {0} si et seulement si dim(F N G) = 0.
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Terminons ce paragraphe avec un corollaire important qui est la méthode pratique utilisée en
dimension finie pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

Corollaire 2.3.3.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-
espaces vectoriels de E. Alors,

FoG=FE < ( FNG={0} et dim(F)+dim(G)=dim(E) )

Preuve :
En effet, on sait que F & G <= F NG = {0}. Par suite,

FNG={0}
F+G=F

{
{ FNnG={0}
{
{

FeG=FE

dim(F + G) = dim(E)

Fn G {0}

dim(E) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(¥ N G)
Fn G {0}

dim(F) = dim(F') + dim(G)

[

Exemple 2.3.3.4 On se place dans £ = K* et on considére les ensembles :
F={(v,y,2,t) eEK* 2 =y =2z} et G = Vect((1,-1,0,0),(0,0,1,1))

Alors F est un sous-espace vectoriel de K* car c’est I'intersection de deux hyperplans (les noyaux
des formes linéaires (z,y, 2,t) — = — y et (x,y, 2,t) — = — 2). De plus, pour (z,y, 2,t) € K4,
on a :

(x,y7z7t) GF @ (I7y7z7t) :x(1717170)+t(070707 1)
<:> (x7y7 Z’t) eveCt((17 17 ]‘70)’(07 0707 1))

Par suite, F' = Vect((1,1,1,0),(0,0,0,1)). Il s’ensuit que B = ((1,1,1,0),(0,0,0,1)) est une
famille génératrice de F et il est clair que c’est une famille libre (car les deux vecteurs de cette
famille ne sont pas colinéaires). Ainsi B est une base de F' et dim(F) = |B| = 2.

De la méme facon, C = ((1,—1,0,0),(0,0,1,1)) est une base de G (elle est génératrice par
définition et libre car les deux vecteurs sont non colinéaires). Par suite, dim(G) = 2.

Par ailleurs, si (z,y,2,t) € F NG, alors d'une part, x = y = z et d’autre part, il existe
(a,B) € K2 tel que (z,y,2,t) = a(1,-1,0,0) + £(0,0,1,1). Alors z = o, y = —a, z = B et
t = . 1l s’ensuit que @ = 0 (car on a aussi x = y) et donc 0 = z = y = z. On en déduit ainsi
que B = 0 et on conclut donc que ¢t = 0.

Finalement, F' N G = {0}. Or, dim(F) + dim(G) = 4 = dim(K*) donc F' & G = K*.
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Remarque :

en fait le raisonnement ici est lourd car connaissant une base de chaque espace
F et G, il faut et il suffit de montrer que la réunion des deuz est une base de K* pour conclure

que F & G = K*. Cette technique sera détaillée dans le paragraphe suivant.

2.3.4 Caractérisation des sommes directes et des sous-espaces supplé-
mentaires par les bases

Ce paragraphe complet est a considérer comme une « méthode ».

Théoréme 2.3.4.1 (Caractérisation des sommes directes par les bases) Soient F
et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F et G sont de dimension finie
et on considére By une base de F' et By une base de G. Alors :

F et G sont en somme directe <= By U By est une base de F' + G

Preuve :
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e [’implication directe a quasiment déja été montrée.

En effet, si on note B] = ((e;,0g)) et B, = ((0g, €})), alors d’apres la preuve
de la proposition 2.3.1.1, B} U B} est une base de F' x G. Son image par
¢ : (z,y) — x+y est alors une base de F'+G car ¢ est un isomorphisme de
FxG dans F+G. Or, p(B},) = By, pour k € {1,2} donc B1UBy = o(BjUBY)
est bien une base de F' + G.

e Réciproquement, on suppose que B UBs est une base de '+ G. Montrons
que FNG ={0}. Si F = {0} ou G = {0}, alors la propriété est évidente.
On suppose donc que F # {0} et G # {0} et on note n = dim(F) et
p = dim(G). Soit x € FNG.

% By = (e;)1<i<n est une base de F et z € F. Il existe (A;)1<i<n € K"
tel que : n
i=1
P

x De méme, il existe (p;)1<j<p € KP tel que : & = Zuje;.
i=1

n P
Alors, Z Aie; — Z ,uje;» = 0. Or, By U By est libre (puisque c’est une base
i=1 j=1
de '+ G) et ByUBy = (€1, ,en, ], - ¢p). Par suite,
Vie[l,n], \i=0 et Vje[l,p],u =0

On en déduit donc que z = Z Aie; = 0.
i=1
X

2.3. Propriétés de la dimension
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Corollaire 2.3.4.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deur sous-
espaces vectoriels de E. Soient par ailleurs By une base de F et By une base de G. Alors :

F&G=FE <= B;UDB; est une base de E

Preuve :

‘ C’est une conséquence directe du théoreme précédent.
X

Remarque : rappelons que dans le paragraphe précédent, on a également donné une caractéri-
sation (par les dimensions) des sommes directes et des espaces supplémentaires (voir corollaires
2.3.3.2 et 2.3.3.3). Ceci donne « deuz » nouvelles méthodes (en dimension finie) pour prouver
que les sommes sont directes ou que deux espaces sont supplémentaires. En général, on utilise :

e la caractérisation par les dimensions lorsqu’on n’a pas déterminé (ou on ne connait pas)
de base explicite des espaces F et G ;

e [a caractérisation par les bases lorsqu’on a déja trouvé une base de chaque espace.

On verra que la premiére méthode (argument de dimension) est trés pratique lorsqu’elle est
combinée avec le théoréme du rang (voir le paragraphe 4).

2.3.5 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 2.3.5.1 Soit E un espace vectoriel et F = (z;);e; une famille finie de E. On
définit le rang de F par :
rg(F) = dimg (Vect(F))

Exemple 2.3.5.2 Si z € E'\ {0}, alors la famille 7 = (z) est de rang 1.

-,

Exemple 2.3.5.3 Dans le plan usuel, le rang de F = (7+ j 7—}, 2 + f, 35—]) est 2. En effet,
I’espace vectoriel engendré par cette famille :

e est un sous-espace vectoriel du plan < 7,j > donc sa dimension est au plus 2;

e contient l'espace vectoriel engendré par les deux premiers vecteurs de la famille, donc est
de dimension au moins 2 (car les deux premiers vecteurs sont non colinéaires).

On conclut donc que la dimension de cet espace est 2 et ainsi, par définition, rg(F) = 2.
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Exemple 2.3.5.4 Si F = (X2 + X +1,X% - X +1,X), alors rg(F) = 2. En effet,

X244 X4+1=1-(X2-X+1)+2-Xe< X - X+1,X >
Par suite, < X2+ X +1,X? - X+1,X >=< X2 - X +1,X > et (X, X2~ X +1) est libre car
échelonnée en degrés. Ainsi, (X, X2 — X + 1) est une base de < X2+ X + 1, X2 - X +1,X >
et cet espace est donc de dimension finie égale a 2.

Remarques :

e dans la pratique, pour déterminer le rang d’une famille (finie) de vecteurs, on procéde
exactement comme dans la prewve du théoréeme de la base incompléte pour déterminer
une base de Vect(F) ;

e on peut étendre la notion de rang a une famille quelconque. On dit qu’une famille F
(quelconque) de vecteurs est de rang fini si Vect(F) est de dimension finie. Dans ce cas,
on appelle rang de F, le nombre rg(F) = dimg(Vect(F)). On constate alors que toute
famille finie est de rang fini et on retrouve la définition dans le cas des familles finies.

Exemple 2.3.5.5 Soient f : x — cos(2z) et F = (f("))neN. Alors, la famille F est une famille
infinie de rang fini et rg(F) = 2. En effet, pour tout entier n € N et tout réel x,

™ (z) = Re ((2i)"e*™) = Re (2"e' 2 *7) =2 cos(ng) cos(2zx) — 2" sin(ng) sin(2z)
Il ’ensuit que f € Vect(f, f') et donc Vect(F) = Vect(f, f'). Alors, F est de rang fini et

rg(F) < 2. Enfin, puisque (f, f’) est une famille libre (exercice : le vérifier ou voir les exemples
du début de ce chapitre), on conclut que dim(Vect(f, f’)) = 2 et donc rg(F) = 2.

Proposition 2.3.5.6 Soit F une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E.
(i) Si E est de dimension finie, alors rg(F) < dim(E).
(i) rg(F) < |F|.

(iii) 9(F) = |F| si et seulement si F est libre.

Preuve :

o (i) est clair car Vect(F) est un sous-espace vectoriel de E.

e (it) est une conséquence des propriétés de la dimension. En effet, F est
une famille génératrice de F' = Vect(F). Par suite, F' est de dimension finie
et dim(F) < |F|.

e Montrons (iii). Si F est libre, alors c’est une base de F' = Vect(F) et donc
|F| = dim(F) = dim Vect(F) = rg(F).

Réciproquement, si |F| = rg(F), alors F est une famille génératrice mini-
male de F' = Vect(F) : par conséquent, ¢’est une base de F'. En particulier,
F est une famille libre. X
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2.4 Théoreme du rang

2.4.1 Définition du rang d’une application linéaire

Définition 2.4.1.1 Soit f € L(E, F). On appelle rang de f, et on note rg(f), la dimension
de Im(f) (& condition que Im(f) soit de dimension finie). Autrement dit,

rg(f) = dim(Im(f))

Exemple 2.4.1.2 Soit f € £L(R?) définie par :
V(z,y,2) €R®, f(w,y,2) = (x+y+ 2,20 —y+ 2,2+ 4y + 22)

On note B, = (ey, 2, e3) la base canonique de R?. On a vu (voir la preuve du point (i) du
théoréme 2.1.4.5) que :

Im(f) = VeCt(f(BC)) =< f(€1)7f(62)>f(e3) > =< (1727 1)7 (17 _174)7 (17 1>2) >

Il est évident que les deux premiers vecteurs sont non colinéaires. Il reste donc a déterminer si
(1,1,2) € Vect((1,2,1), (1, —1,4)). Or, pour (o, 3) € R?, on a :

1 = a+p
(1,1,2) = a(1,2,1) + B(1,-1,4) < 1 = 2a-8
2 = a+4p
2 = 3a
<~ 8 = 11—«
2 = a+4p
2 1
= => et B=-
a=g ot F=g

On conclut donc que (1,1,2) = 2(1,2,1) 4+ £(1,-1,4) € Vect((1,2,1), (1, —1,4)). Ceci prouve
donc que Im(f) =< (1,2,1),(1,—1,4) >. Les deux vecteurs étant non colinéaires, on conclut
donc que dim(Im(f)) = 2, c’est-a-dire rg(f) = 2.

Remarque : bien entendu ici, dans R3, il était plus rapide de calculer le déterminant pour
conclure que les trois vecteurs sont coplanaires. Autrement dit :

[,

1 1
2 “1]|=|1 1 —2|=0
1 2

Ce qui permet de dire que les trois vecteurs sont coplanaires. Or, les deux premiers sont linéai-
rement indépendants donc ils forment une base du plan engendré par les trois vecteurs.
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Exemple 2.4.1.3 Soit B € K[X]\ {0}. L’application f qui & un polynoéme A associe le reste de
la division euclidienne de A par B est une application linéaire dont le rang est rg(f) = deg(B).
En effet, en notant n = deg(B), Im(f) = K,,_1[X] donc dim(Im(f)) = dim(K,,_;[X]) = n.

Remarque : pour le moment, avec cette définition, on est donc amené a déterminer l’image
de f explicitement afin de calculer sa dimension. Dans ce qui suit, on va voir qu’en fait il n’est
pas toujours nécessaire de connaitre Im(f) pour calculer sa dimension.

Proposition 2.4.1.4 Soit f € L(E,F).

(i) Si E est de dimension finie, alors rg(f) est fini. De plus, si (€;)1<i<n est une base de
E, ona:

rg(f) = dim (Vect(f(e1), -+, fen))) <m et [ estinjective <= rg(f) =dimFE
(i1) Si F est de dimension finie, alors rg(f) est fini et rg(f) < dim F'. De plus,
[ est surjective < rg(f) =dim F
(iit) Si E et F sont de dimensions finies, alors :

f bijective <= dim E = dim F = rg(f)

Preuve :

e Montrons (7). Par définition,

Im(f) = f(E) = f (Vect(er, - ,en)) = Vect(f(er), - -, flen))

Par suite, Im(f) est un espace vectoriel de dimension finie (il existe une
famille génératrice finie) et rg(f) < n (la dimension d’un espace est toujours
inférieure ou égale au cardinal d’une famille génératrice). De plus, puisque
B = (e1, - ,ey) est une base de E,

f est injective <= f(B) est libre <= rg(f(B)) =n <= rg(f)=n

e Montrons (7).

Si F est de dimension finie, alors Im(f) est de dimension finie (puisque c’est
un sous-espace vectoriel de F) et rg(f) = dim(Imf) < dim(F). De plus, on
a alors :

f est surjective <= Im(f) =F <= dim(Im(f)) = dim(F)

la derniére équivalence provenant de 'inclusion Im(f) C F'.

e La propriété (iii) est une conséquence directe de (i) et (i7). =
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Remarques : si f € L(E,F) avec E et F' de dimensions finies, on a :

o sidim(E) # dim(F), alors [ ne peut pas étre bijective (on le savait déja : pourquoi ?) ; on
verra un peu plus loin (mais vous pouvez déja le prouver directement en exercice) que si
dim(E) < dim(F), alors f ne peut pas étre surjective et si dim(E) > dim(F), f ne peut
pas étre ingjective ;

on a toujours, rg(f) < min(dim(E), dim(F)) ;

st dim(E) = dim(F), alors f est bijective si et seulement si f est surjective si et seulement
st f est injective. On reverra une autre preuve de ce résultat juste aprés (conséquence du
théoréme du rang). Vous pouvez noter la similarité avec les ensembles finis. Si A et B
sont deux ensembles finis de méme cardinal et f : A — B, alors [ est bijective si et
seulement si f est surjective si et seulement si f est injective.

2.4.2 Théoréme du rang

Théoreme 2.4.2.1 Soit f € L(E,F) avec E de dimension finie et soit H un supplémentaire

dans E de ker(f), c’est-a-dire E = ker(f) ® H. Alors :

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, et par conséquent, on a le théoréme du rang :

f:H — Im(f)

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

Preuve :

e Tout d’abord, on peut remarquer que comme FE est de dimension finie,
on a prouvé lexistence d’un supplémentaire dans E de ker(f). Sinon, la
démonstration suivante est valable lorsque E est de dimension infinie en
admettant qu’il existe au moins un supplémentaire de ker(f) dans E.

e Ensuite, pour tout z € H, f(z) = f(z) € Im(f) donc Papplication f est
bien définie et puisque la restriction d’une application linéaire est linéaire,

f € £(H,Tm(f)).
e Montrons enfin que fcst bijective.

* Montrons que fest injective.

zeker(f) <= (x€ H et f(zr)=0) < z € HnNker(f) ={0}

Par conséquent, ker(f) = {0} et ]7 est injective.
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* Montrons que fest surjective.

Soit y € Im(f). Alors, il existe € E tel que y = f(z). De plus,
puisque H @ ker(f) = E, il existe h € H et xzg € ker(f) tels que :
= h+ x9. On a alors :

y=[f(z)=f(h+x0) = f(h)+ f(zo) = f(h)
Or, h € H donc y = f(h) Par suite, f est surjective.

e Pour finir, puisque F est de dimension finie, H est de dimension finie, tout
comme ker(f) et on a :

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(H)

fétant un isomorphisme de H dans Im(f) et H étant de dimension finie,
Im(f) est de dimension finie et :

dim(Im(f)) = dim H

En remplagant, on obtient le résultat. g

Remarque : en fait ce théoréme comporte deux parties, l’'une aussi importante que l'autre !

e La premiere partie est [’isomorphisme entre un supplémentaire du noyau et l'image : ceci

est trés important. D’un point de vue mathématique, c’est logique car H est isomorphe a
Uespace vectoriel quotient E/ ker(f). Pour plus de détails, vous pouvez consulter n’importe
quel ouvrage d’algebre général dans lequel les structures quotients sont abordées.

e La seconde concerne la relation entre les dimensions de limage et du noyau.

Exemple 2.4.2.2 Soit n € N*. Montrons que f: P — P(X + 1) — P(X) de R, [X] dans
R,,_1[X] est surjective.
Pour commencer, on vérifie que f est bien définie et linéaire (exercice : le faire).
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e Premiere méthode : on détermine I'image (ou sa dimension)

R,,[X] est de dimension finie et on connait une base : la base canonique (X*)o<r<n. Il
s’ensuit que :
Im(f) = Vect((f(X*))o<ksn)

Or, pour k = 0, f(1) = 0 et pour k € [1,n], deg(f(X*)) = k — 1 (on utilise la formule
du binéme de Newton). Par suite, (f(X*))1<k<n est une famille de polynémes non nuls
et échelonnés en degrés. C’est donc une famille libre et :

dim(Im(f)) = dim(Vect((f(X*))ocrsn) = dim(Vect((f(X*))1<k<n) = n

Ainsi, Im(f) C R,,—1[X] et dim(Im(f)) = n = dim(R,,—1[X]). Par suite, Im(f) = R,,_1[X]
et f est surjective.
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e Seconde méthode : on détermine le noyau.
Soit P € ker(f), alors  — P(z) est périodique (de période 1) et continue : par consé-
quent, cette fonction est bornée. Ceci impose que P est constant. Réciproquement, si P
est constant, alors P(X +1) — P(X) = 0. Par suite, ker(f) =R et d’apres le théoreme du
rang :
rg(f) = dimR,[X] — dim(ker(f)) =n

On conclut alors de méme qu’avant que Im(f) = R,,_1[X] (inclusion et égalité des dimen-
sions).

Exercice 2.4.2.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L£(E). On suppose
que Im(f) Nker(f) = {0}.

1. Montrer que Im(f) et ker(f) sont supplémentaires dans E.

2. Quels endomorphismes remarquables vérifient cette propriété ?

3. Tout endomorphisme vérifiant Im(f) @ ker(f) = E est-il un projecteur ?

Exercice 2.4.2.4 Soit f € L(E,F) et g € L(F,G). On suppose que E et F sont de dimension
finie. Montrer que :

dim(ker(g o f)) = dim(ker(f)) + dim(Im(f) Nker(g))

Indication : on pourra utiliser « la premiére conclusion » dans le théoréeme précédent.

Corollaire 2.4.2.5 Soient E et F' deuz espaces de dimensions finies et f € L(E, F).
(i) Si [ est injective, alors dim(F) < dim(F').
(i) Si f est surjective, alors dim(E) > dim(F).

Preuve :

e Puisque F est de dimension finie, on peut appliquer le théoreme du rang
et on a :

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

e On suppose que f est injective. Alors, dim(ker(f)) = 0 et donc, sachant
que Im(f) C F:

dim(E) = dim(ker(f)) + 1g(f) = 1g(f) = dim(Im(f)) < dim(F)

e On suppose que f est surjective. Alors, Im(f) = F et rg(f) = dim(F).
Par suite,

dim(e) = dim(F) + dim(ker(f)) > dim(F) -
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Proposition 2.4.2.6 Soient E, F,G, H quatre espaces vectoriels tous de dimensions finies,
f € LE,F) et ¢, ¥ deuz isomorphismes de F dans G et de H dans E, respectivement.
Alors :

rg(po f)=r9(f) et rg(fo)=rg(f)

Remarques :

e celte propriélé est souvent énoncée sous la forme suivante (que vous devez connaitre) : un
isomorphisme conserve le rang. Cela sera trés pratique dans le calcul matriciel et sera a
la base du calcul du rang par opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une
matrice ;

e en fait, il nest pas nécessaire que ¢ et P soient bijectives. La démonstration ci-dessous
traite un cas un peu plus général : ¢ est injective et ¢ est surjective.

Preuve :

Pour le premier point, il suffit de remarquer que :

Im(fov) = f(¥(H)) = f(E)=1Im(f) (puisque ¢ est surjective)

De méme, si ¢ est injective, gy est un isomorphisme de Im(f) sur son
image, c’est-a-dire sur o(Im(f)) = ¢(f(E)) = Im(p o f) et deux espaces
isomorphes sont de méme dimension. g

Exercice 2.4.2.7 Retrouver le résultat précédent en introduisant des bases (& vous de voir
de quel(s) espace(s)) et les propriétés sur les images d'une base par une application linéaire
injective, surjective ou bijective.

2.4.3 Caractérisation des isomorphismes et des éléments inversibles
de L(E)

Le théoréeme suivant est analogue & celui vu pour les ensembles finis en remplagant ensembles
finis par espaces vectoriels de dimensions finies et application par application linéaire.

Théoreme 2.4.3.1 Soient E et F' deuz espaces vectoriels ayant méme dimension finie n et
soit f € L(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective ;
(ii) f est surjective ;
(i11) f est bijective ;

(w) rg(f) = n.
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Preuve :

e En fait, on a déja vu ce théoreme comme conséquence de la proposition
2.4.1.4 mais on peut aussi donner une autre démonstration simple a partir
du théoreme du rang.

e Montrons (i) = (it).

Si f est injective, alors ker(f) = {0} donc d’aprés le théoréme du rang :
rg(f) = dim(E) — 0 = dim(E) = dim(F)

Ainsi, Im(f) C F et dim(F) = dim(Im(f)) donc Im(f) = F' et f est surjec-

tive.

e Montrons (i) = (1ii).
Si f est surjective, alors rg(f) = dim(Im(f)) = dim(F') = dim(E). Toujours
d’apres le théoreme du rang :

dim(ker(f)) = dim(E) —rg(f) =0
Par suite, ker(f) = {0} et f est injective, donc bijective.
o (i1i) = (iv) est évident.

e Montrons (iv) = (i).
Si rg(f) = n, alors dim(ker(f)) = dim E — rg(f) = 0 et f est injective.

Corollaire 2.4.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). Alors,

[ est injective <= f est surjective <= [ est bijective

A Attention : ce résultat est faux si les espaces n’ont pas méme dimension ou ne
sont pas de dimension finie!

Exercice 2.4.3.3 Contre-exemple en dimension infinie. Soit D la dérivation de K[X].

1. D est-il injectif ? Surjectif ? Bijectif ?
2. Conclusion par rapport au corollaire précédent ?

Exercice 2.4.3.4 Donner un exemple :

1. d’application linéaire simple surjective mais pas injective lorsque E et F' n’ont pas la
méme dimension.

2. d’application linéaire simple, injective mais non surjective, lorsque E et F' n’ont pas la
méme dimension.
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Pour chacune des familles suivantes, préciser s’il s’agit d’une famille libre ou
lice :

Dans R3, F = (u,v) avec u = (1,1,1) et v = (1,1,2).

Dans R3, F = (u,v,w) avec u = (1,—1,2), v = (2,1,1) et w = (5, —1,8).

Dans R3, F = (a,b,c,d) avec a = (1,1,1), b= (1,—1,1), c = (=1,1,1) et d = (1,2, 3).
Dans R[X], F = (P,Q,R) avec P = X2 +2X +1,Q = X2 +4X +4et R=X?+6X +9.
Dans RE F = (f,g,h) avec pour z € R, f(x) = cos(x), g(z) = sin(z) et h(z) = sin(2x).

AN L S -

Exercice 2.5.2 Pour chacune des familles suivantes, préciser s’il s’agit d’une famille libre ou
lide :
1. Dans R®, F = (f,g,h) avec pour = € R, f(x) = z, g(z) = sin(z) et h(x) = cos(3z).

2. Dans RN, F = (u,v,w) avec (u,) = (q7), (vn) = (g2)" et (w,) = (g%) avec q1,q2 et g3
trois réels.

3. Dans C,[X], F = (Py,---P,) ou pour 0 < k < n, P, = (X —a)* avec a € C.
4. Dans RE, F = (f,g,h) avec pour x € R, f(z) =z, g(x) = 2% + 1 et h(z) = (z + 1)%.

Exercice 2.5.3 Préciser si les familles suivantes sont libres ou non.
1. F = (f.g,h) avec pour z € R, f(z) =1, g(z) = cos(z) et h(z) = V2sin*(%).
2. F=(f,g,h) avec pour z € R, f(z) =z, g(z) = (x — 1), h(z) = z(z — 1)(z — 2).
3. F = (f,g,h) avec pour z € R, f(z) = |z], g(x) = Va2 + 1 et h(z) = /|22 — 1]

Exercice 2.5.4 Soit n € N*. On considere les deux familles C = (z +— cos(kz))o<k<n €t
S = (z — sin(kz))1<k<n-

1. Montrer que C est libre.
2. En déduire que S est libre.
3. Montrer que C U S est libre.

Exercice 2.5.5 Pour chacune des familles de vecteurs suivants, donner une base de Vect(F)
puis compléter si nécessaire en une base de R? :

Fir={(1,-2,1),(1,0,-3),(1,0,1)} ;o Fa={(1,-1,0),(2,1,-1),(1,5,-2)}

Fs=A{(1,1,1),(1,2,2),(-1,-1,-1)} ; F,={(1,-1,1),(-1,2,1),(1,-1,5)}
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Exercice 2.5.6 Dans chacun des cas suivant, F' = Vect(u,u’) et G = Vect(v,v’). Déterminer
une base de F'NG.

lou= (_1 2 _3)7 ul = (0717 _1)7 U= (27_371) et U/ = (7>_978)

2. u=(2, ’:(—1,2,5),0:(3,1,—6) et v’ = (4,13,7).
3. u= (-1, 2 1) = (~1,6,5), v = (2,-3,~1) et v/ = (0,1,1).
4 u=(1,2,1,1), v = (~1,1,1,0), v = (0,3,2,1) et v/ = (2, 1,0, 1).

Exercice 2.5.7 Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels de dimension
finie puis déterminer une base de chacun :

1. E={(z,y,2,t) ER* Jox+y+z+t=0etax—y+z—t=0};
2. F:{(x.,y—a:,z,y) | (m,y,z) eRg}'

Exercice 2.5.8 Montrer que l'ensemble S des solutions de y” + iy + 2y = 0 est un C-espace
vectoriel de dimension finie et déterminer une base de S.

Exercice 2.5.9 Apres avoir justifié qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel, déterminer la dimen-
sion des espaces suivants :

1. L’ensemble By = {((un)nen | (Un)nen est arithmétique}.

2. L’ensemble By = {P € R5[X] | P(0) = P’(0) = 0}.

3. L’ensemble E5 = {f € C*(R) , f” + f =0}.

4. L'ensemble Ey = {P € R3[X] | X|P'}.

Exercice 2.5.10 Soit f € L(K*) définie par f(e1) = f(e2) = e1 —ea, f(ez) = —f(es) = ez —eu,
ott (e, e, e3,e4) désigne la base canonique de K*.

1. Déterminer f(z,y, z,t), puis f2(e;) pour 1 <i < 4 et enfin, f2(z,y, z,t).

2. Donner une base, une représentation paramétrique et un systeme d’équations cartésiennes
de ker(f), Im(f), ker(f?) et Im(f?).

3. Montrer que ker(f) et Im(f) ne sont pas en somme directe mais que ker(f2) et Im(f2) le
sont.

Exercice 2.5.11 Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique polynome P, tel
que P, (X) + P,(X + 1) = 2X™, puis montrer que pour tout entier n, P, = (n+1)P,.

Exercice 2.5.12 Soit E un espace vectoriel et f € L(E). Montrer que les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) Ve e E, 3N, €K, f(z) = Az
(75) INeK , Ve e E, f(z) =z
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Exercice 2.5.13 Soient n € N, a € K et b € K tels que a # b. Montrer que la famille
(X — a)*(X = b)"F)o<crgn est une base de K, [X].

Exercice 2.5.14 Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que E est aussi
un R-espace vectoriel de dimension finie et que dimg(E) = 2n = 2dim¢(E).

Exercice 2.5.15 Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-
espaces vectoriels de E tels que : dim(F') + dim(G) > dim(E). Montrer que F NG # {0}.

Exercice 2.5.16 Soit E un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(E).
On suppose F' de dimension finie. Montrer que : F' C f(F) = F = f(F).

Exercice 2.5.17 Soient F un K espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que deux quelconques des trois propriétés suivantes entrainent la
troisieme :

(i) FNG={0} (i) F+G=F (#i7) dim F 4+ dim G = dim F
Exercice 2.5.18 Pour chacune des applications suivantes, déterminer le rang, ainsi qu’une
base de I'image et du noyau.

1. f € L(R3 R*) définie par f(z,y,2) = (v +y, 2+ 2,9+ 2,2 +y+ 2).

2. g : R,[X] — R[X] définie par g(P) = X P’.

3. h:R,[X] — R[X] qui & P associe XP' — P.

Exercice 2.5.19 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie n.
On suppose que f3 = Idg.

1. Montrer que Im(f — Idg) C ker(f? + f + Idg).
2. Montrer que E = Im(f — Idg) @ ker(f — Idg).

Exercice 2.5.20 Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimensions finies, f € L(E, F),
g € L(F,G). Montrer que :

rg(g o f) = rg(f) — dim(Im(f) Nker(g))

Exercice 2.5.21 Soient E et F' deux espaces vectoriels, F étant de dimension finie. Soient
f,9€ L(EF).

1. Montrer que rg(f + g) < rg(f) + rg(g).
2. En déduire que [rg(f) —rg(g)| < rg(f + g).

126



Chapitre 2  Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 2.5.22 Soit E un K-espace vectoriel et soient f et g deux endomorphismes de E' tels
que fog=1Idg.
1. Montrer que si E est de dimension finie, alors f et g sont des automorphismes de E.

2. Donner un contre-exemple lorsqu’on ne suppose plus £ de dimension finie.

Exercice 2.5.23 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). Montrer que
dim(ker(f?)) < 2dim(ker(f)).

Exercice 2.5.24 Soit F un espace vectoriel de dimension finie, f,g € L(F) tels que :
f+g=1dg et rg(f)+rg(g) <dimFE

Montrer que f et g sont des projecteurs.

Exercice 2.5.25 Soit E un K-espace vectoriel et u € Lg(E).

1. On suppose que F est de dimension finie. Montrer que les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
(i) E =ker(u) ® Im(u);
(i) ker(u) = ker(u?);
(ili) Im(u) = Im(u?).

2. On pose ici que F = R[X] et on considére u définie par u(P) = P" + 2P".
(a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer ker(u) et ker(u?).

) Montrer que u est surjective. En déduire Im(u) et Im(u?).

)

(c

(d) Parmi les égalités (4), (i) et (iii) de la question 1, quelles sont celles qui sont vérifiées ?

Exercice 2.5.26 Soit f € L(E) ol E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On
suppose que f est nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe p € N*, fP = 0.

f est-il injectif ? f est-il surjectif ? Justifier clairement la réponse.
Montrer que rg(f) < n — 1.

Montrer qu'il existe ¢ € N* le plus petit entier non nul tel que f¢ = 0.
Montrer que Vk > ¢, f* =0.

Justifier 'existence de ¢ € E tel que (xq, f(xo), -+, f9 (z0)) soit libre.
Montrer que g < n puis que f™ = 0.

NS Ot e

Si ¢ = n, que peut-on dire de la famille (zq, f(z0), -, 9 (z0))?

Exercice 2.5.27 Soit v € L(F). On suppose que : Vo € £, Ip, € N | uP=(z) = 0.
1. Montrer que si E est de dimension finie, alors u est nilpotent.
2. Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose plus £ de dimension finie ?
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Exercice 2.5.28 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit f € L(FE).

1. Montrer que la suite (ker(f*))ren est croissante (pour Iinclusion).

2. Enoncer puis démontrer une propriété analogue pour (Im(f*))xex.

3. Montrer qu’il existe p € N tel que ker(fP) = ker(fP+1) et qu’alors, pour tout entier k > p,
ker(f*) = ker(fP).

4. Montrer quil existe ¢ € N tel que Im(f?) = Im(f971) et qu’alors, pour tout entier k > ¢,
Im(f*) = Im(f9).

5. Soit ko € N le plus petit entier naturel tel que ker(f*0) = ker(fk+1). Montrer qu’alors
Im(fFo) = Im(f*o*1) et que E = ker(f*0) @ Im(f*).

Exercice 2.5.29 Soit K un corps.
1. On note 1k le neutre de K pour la multiplication et on considere application :

Z — K
n +— n-lg

(a) Montrer qu'’il existe un unique n € N tel que ker(¢) = nZ.

(b) Montrer que n = 0 ou bien n est premier. Cette valeur de l’entier « n » est appelée
la caractéristique du corps K.

(¢) On suppose que n = 0. Montrer que K contient un sous-corps isomorphe & Q et que
ce sous-corps est le plus petit sous-corps de K.

(d) On suppose que n = p est premier. Montrer que K contient un corps isomorphe &
F, = Z/pZ et que ce corps est le plus petit sous-corps de K.

2. On suppose ici que K est un corps fini.

(a) Que peut-on dire de la caractéristique de K7

(b) En déduire qu’il existe un nombre premier p tel que K soit un F,-espace vectoriel et
qu’il est nécessairement de dimension finie.

(¢) Que peut-on en déduire pour le cardinal de K ?

Exercice 2.5.30 Soient K un corps et A une K-algebre integre et de dimension finie. Montrer
que A est un corps.

Exercice 2.5.31 Soit L un corps et K un sous-corps de L.

1. Montrer qu’on peut munir I d’une structure de K-espace vectoriel.

2. On suppose que L est un K-espace vectoriel de dimension finie. On note alors :
[L: K] = dimg(L)
Montrer que pour tout corps M tel que KC M C L :
[L:K]=[L:Mx[M:K]
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2.6 Annexe

2.6.1 Démonstration du théoréeme fondamental de la théorie de la

dimension

Rappel : la théorie de la dimension est fondée sur le théoreme fondamental suivant :

Théoréme fondamental (de la dimension) Soit (z1,---,z,) une famille génératrice
de E. Alors toute famille (y1, -+, yn+1) de n + 1 vecteurs de E est une famille liée.
Preuve :

Pour n = 0, si la famille vide est génératrice de E, alors Vect (()) = {0}
donc E = {0} et par suite, pour tout vecteur y; € E, (y1) = (0) est une
famille liée. La propriété est donc vraie pour n = 0.

On procede ensuite par récurrence sur n > 1. On démontre par récurrence
que si E est un espace vectoriel admettant une famille génératrice de n
vecteurs, alors toute famille de (n + 1) vecteurs est liée.

Initialisation :

Pour n = 1, on suppose que E est un espace vectoriel admettant une famille
génératrice constituée d'un vecteur. Alors, il existe a € E tel que £ =< a >.
Soit (y1,y2) une famille de F contenant deux vecteurs. Puisque F =< a >,
il existe a, 8 € K tels que : (y1,y2) = (aa, fa). Cette famille est clairement
liée (en effet, si (o, ) = (0,0), alors y; = y2 = 0 donc la famille (y1,y2) est
lide et si (o, B) # (0,0), alors Sy; — ays = 0 est une combinaison linéaire
nulle & coefficients non tous nuls).

Hérédité :
On suppose que la propriété est vraie au rang n — 1 pour un certain entier
n > 2 et on montre qu’elle est vraie au rang n.

Soit E un espace vectoriel admettant G = (z1,- -+ ,x,) comme famille gé-
nératrice de E et soit (y1,- -+ ,Yns1) une famille de (n + 1) vecteurs de E.
On veut montrer que (Y1, -, Yn+1) est liée.

e G est une famille génératrice de E, donc :

n
Vi e [[1,71 + 1]] R El(ai,j)lgjgn e K" s Yi = Zam-zj
Jj=1

On fixe pour chaque ¢ € [1,n + 1], un tel n-uplet (a;;)1<j<n € K™
e On distingue alors deux cas.

* Premier cas : Vi € [I,n+1] ,Vj € [1,n], a;; =0
Alors, pour tout ¢ € [1,n+1] , y; = 0 et la famille est clairement lide.
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« Deuxieme cas : il existe (ig, jo) € [1,n + 1] x [1,n] tel que a;, ;, # 0.

Quitte & réordonner (ou renommer) les familles (x;)1<j<n et
(yi)1<i<n+1, O peut toujours supposer que d,+1,, 7% 0. On a alors :

n—1
1
Tn = Yn+1 — E An41,5T5
an+1,n =1

On remplace alors dans les n premieres équations. Pour tout 1 < i < n,
on a,

n—1 n—1
Yi = E a; jTj + Qin Ynt+1 — E An+1,525
j=1 j=1

an+1,1L

Q. iy a; nQ

7,mn i,nn41,5

= gty <ai,j - 7%)
j=1

an,+1,n a/n+l,n,

On pose alors pour 1 <7 < n,

n—1
_ Ain _ Qi nln+1,5 \ |
Zi = Yi — Ynt+1 = Qijg—— | %

an+1,'n, =1 a'n,+1,'n,
On considere alors l'espace vectoriel F' = Vect(z1,--- ,x,_1). Par dé-
finition, (z1, -+ ,zp—1) est une famille génératrice de F' et on a une
famille (z1,--- , z,) de n vecteurs de F'. Par hypothese de récurrence,

cette famille est liée. Il existe donc (Aq,---, A,) € K™\ {0} tel que :

n
E /\121 =0
i=1
soit encore,
n n
\ Al _
E iYi — E s Ynt1 =10
i=1 i=1 CnLn

Puisque les \; ne sont pas tous nuls, on a donc montré que (y;) est
une famille liée.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n et acheve la récurrence.



Chapitre 3

Matrices

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels ;

sous-espaces vectoriels en somme directe et sous-espaces vectoriels supplémentaires ;
application linéaire, noyau et image ;

théorie de la dimension ; rang d’une famille de vecteurs et d’une application linéaire ;

base d’un espace vectoriel et caractérisation d’une application linéaire par 'image d’une
base;

isomorphismes d’espaces vectoriels et groupe linéaire.

Aucune connaissance spécifique sur les matrices n’est supposée connue.
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3.1 Définition d’une matrice

Dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, K désigne un corps commutatif
quelconque. Dans la pratique, K = R (ou K = C). Le lecteur voulant généraliser pourra étudier
la théorie des matrices a coefficients dans un anneau A : soit en adaptant les définitions et
propriétés, soit en consultant d’autres ouvrages.

Définition 3.1.0.1 Soient K un corps commutatif, n et p deux entiers naturels non nuls.
On appelle matrice a n lignes et p colonnes (ou de type (n,p), ou encore de format (n,p)) &
coefficients dans K toute application :

A:l,n] x[l,p] — K

(%J) Qi
On écrit alors :
apil Gir2 -+ Alp ari1 ai2 - Aip
az1 Q22 -+ A2p ) az1 Qg2 -+ G2p
A= ) . . ) ouaussi A= .
ap1  Ap2 - Gp.p Gp1 QAp2 - QAn p

On note aussi A = [a;j]1<i<n ou A = (a;5)1<i<n, ou encore A = [a; ;] si le contexte est
. 1<j<p 1<j<p
clair.

L’ensemble des matrices de type (n,p) & coefficients dans K est noté M,, ,,(K).

Exemple 3.1.0.2 A = { (1) f (1) } est une matrice de type (2,3) & coefficients réels.
Exemple 3.1.0.3 B = ( 31415 9 ) est une matrice de type (1,6) & coefficients
réels.

Exemple 3.1.0.4 C' = ( i 141 4 ) est une matrice de type (1,3) & coefficients complexes.

X 2

Exemple 3.1.0.5 M = [ i X 1-X

] est une matrice (2,2) & coeflicients dans C(X).

Remarques :

e par définition, une matrice est une application. Par conséquent, deux matrices A et B
sont égales si et seulement si elles sont de méme type (i.en =n' et p=7p') et pour tout
(i,7) € [1,n] x [1,p], aij = b; ;. Autrement dit, A = B si les deur matrices ont la méme
« taille » et les « mémes coefficients » ;

e par convention, dans lécriture A = [a; jl1<i<n, le premier indice correspond toujours
L . o I<ysp
lindice de ligne et le second a l'indice de colonne.
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Définition 3.1.0.6 Soit A = [a; ;] une matrice de type (n,p).
e 1 est alors le nombres de lignes de la matrice, et p, le nombre de colonnes.

e Les nombres a; ; sont appelés les coefficients de la matrice; plus précisément, on dit
que a; ; est le (4, j)-eme terme de la matrice ou encore le coefficient (4, j) de la matrice.

e On dit qu'une matrice A est carrée d’ordre n (ou carrée de taille n) lorsque n = p.
Dans ce cas, les coefficients a; ; (pour 1 < i < n) sont appelés les coefficients diagonaux
de la matrice A.

e On dit que A est une matrice colonne si p = 1.
e On dit que A est une matrice ligne si n = 1.

e Pour i € [1,n] fixé, la matrice ligne [a;1 a;2- - a;p] € M1 ,(K) est appelée la i-eme

ligne de A.
ay.,j
e Pour j € [[1,p] fixé, la matrice colonne : est appelée la j-éme colonne de A.
anyj
2 1 1 2
Exemple 3.1.0.7 Soit A = 3 0 =1 i |.Alors ( 30 -1 4 ) est la 2¢ ligne de la
-1 4 4 1
2

matrice A et ) est la 4¢ colonne de A.

3.2 Opérations sur les matrices

3.2.1 Structure d’espace vectoriel

Définition 3.2.1.1 Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de méme type (n,p). On
définit la somme de A et B, notée A+ B, comme la matrice C' € M, ,(K) définie par :

V(i,5) € [L,n] x [1,p] , cij = aij + bi;

Autrement dit, A + B est la matrice obtenue par addition des coefficients terme a terme.

Remarque : cette définition coincide avec la définition de la somme de deux applications dé-
finies sur [1,n] x [1,p].
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Définition 3.2.1.2 On définit une multiplication externe sur M,, ,(K) par :

K x M",p(K) — Mn,p(K)
K laisl) = A xaig]

Remarque : cette définition coincide avec la définition de la multiplication externe sur l’en-
semble des applications de [1,n] x [1,p] dans K.

. 1 2 3 1 -1 1
Exemple 3.2.1.3 Soient A = { 1921 } et B = { 0 0 1 } Alors :

2 46 3 -3 3 5 19
2'A+3'B_{72 4 2}*{0 0 3}_[72 4 5]

Remarque et notation : comme d’habitude, on écrira 2A au lieu de 2 - A.

Proposition 3.2.1.4 Muni de ces opérations, (M, ,(K),+,-) est un K-espace vectoriel.
Le neutre pour laddition est la matrice nulle, ¢’est-a-dire la matrice de type (n,p) dont tous
les coefficients sont nuls.

Preuve :

En fait, c’est une conséquence directe du fait que F([1,n] x [1,p],K) est
un K-espace vectoriel dont le neutre est I'application nulle. %4

Notation : la matrice nulle de My, ,(K) est notée O, p, ou 0 si le contexte est clair.

3.2.2 Base canonique de M,, ,(K)

Définition 3.2.2.1 Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice de M, ,(K)
dont le (7, j)-¢me terme vaut 1 et tous les autres sont nuls. Autrement dit,
j-eéme colonne

- ‘L -
0 0 ... 00

Ei;= 0 0 1 0 [ i-eme ligne
00 0 00
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Remarques :
e dans la notation E; j, on ne précise pas le format de la matrice, il est sous-entendu suivant
le contexte. En toute rigueur, il faudrait écrite E; j(n,p) ;

o il est souvent utile d’utiliser le symbole de Kronecker. On rappelle que le symbole de
Kronecker est 6; j ot pour i,j € N, on pose 6; j =1 sii=j et 0 sinon. On a alors :

Eiu’ = [5l7i5k,]‘]1<1<n
1<k<p

Théoréme 3.2.2.2 La famille (E; j)1<i<n est une base de M, ,(K), appelée la base cano-
1<j<p
nique. En particulier, M,, ,(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie et :

dimg (M, p(K)) = np

Preuve :

e Montrons que B = (E;;)1<ign est une base de M,, ,,(K).
1<ji<p

% On montre d’abord que B est une famille génératrice de M,, ,,(K).
Soit A = [a; ;] € M, ,(K). On a alors clairement :

A=la; | = > ai ;B

(i,9)€[1,n]x[1,p]

Par suite, B est bien une famille génératrice de M, ,(K).

* On montre ensuite que B est une famille libre.
Soit (A;;) € K™ tel que :

n

P
D> NijEij =0

i=1j=1

Alors, d’apres le calcul précédent, [A; ;] = 0,5 (la matrice nulle). Par
suite, Vi € [1,n] , Vj € [1,p] , Ai,; =0, ce qui prouve que B est libre.
Ce qui montre que B est bien une base de M,, ,(K).

e Puisque B est une base de M, ,(K) et que B est finie, on en déduit que
M, p(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie et :

dimg M, ,(K) = |B| =n xp X

Remarque : dans une matrice, on a np choix de constantes a faire et il n’y a aucune contrainte
entre ces coefficients. La dimension est donc bien n X p. Rappelez-vous que concrétement la
dimension correspond au nombre de paramétres pour fizer les objets.
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3.2.3 Produit matriciel

Définition 3.2.3.1 Soient n,p et ¢ trois entiers naturels non nuls, A = [a, ;] € M,, ,(K) et
B = [b; 1] € M, 4(K). On définit le produit de A et B, noté A x B ou tout simplement AB,
comme la matrice C' = [¢; 1] € M,, (K) définie par :

p
V(Z,k‘) € [[1,’[7,]] X [[l,q]] , Cik = Zaiijjﬂk

=1

Remarques :

e on note justement l'indice des lignes de B et l'indice des colonnes de A de la méme facon
pour obtenir un moyen simple de retenir la formule ;

e attention aussi a l’ordre ! Il se peut que le produit AB soit défini mais pas le produit BA !

° A Attention : il faut vérifier la bonne compatibilité des formats! C’est comme pour

la relation de Chasles : retenez que (n,p) X (p,q) = (n,q). Il n’y a aucun sens a faire le
produit d’une matrice (2,3) avec une matrice (5,1) ;

e enfin, il est naturel de se demander pourquoi on ne définit pas le produit terme a terme : la
réponse a cette question apparaitra naturellement lorsqu’on fera linterprétation en termes
d’applications linéaires.

-1 1 1

1 1
9 ll}etB: 1 2

0 1
D’une part, le produit AB est bien défini puisque A est de type (2,3) et B est de type (3,2).
La matrice obtenue est une matrice de type (2,2), ¢’est-a-dire une matrice carrée de taille 2 :

o-[21]

Exemple 3.2.3.2 Soient A = {

3 5

D’autre part, le produit BA est aussi défini puisque B est de type (3,2) et A est de type (2, 3).
Par contre, la matrice obtenue par produit est une matrice carrée d’ordre 3 cette fois :

1 2 2
BA=1]3 3 3
2 11

Remarques :

e quec le logiciel Maple, on définit une matrice a l'aide de la commande Matriz dont la
syntaze est : B := Matriz([[1,1],]1,2],[0,1]]) (en fait, on rentre la liste des matrices
lignes). Puis pour faire le produit, le plus simple est de charger le package avec la com-
mande « with(LinearAlgebra); » (validée par le point virgule, sans espace) puis, on écrit
Uinstruction A.B (noter qu’il s’agit du point et non du produit = habituel sous Maple) ;
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e avec Scilab (ou Matlab), la syntaze est quasiment identique. B = [11;12;01]. Pour le
produit, on saisit Ax B (méme produit que pour les nombres) ;

e avec Python, la syntaxe est quasi identique. D’abord, on tmporte le « package » numpy
(import numpy) puis pour définir A, on saisit : A = numpy.array([[-1,1,1],[2,1,1]]); (et
de méme pour B). Pour faire le produit, on saisit l'instruction : numpy.dot(A, B).

1 2
Exercice 3.2.3.3 Soient C= | 1 -1 | et D= [
1 2

1 0 -1

90 2 ] Calculer CD et DC.

A Attention : la conclusion est que AB = 0=%&> A = 0 ou B = 0!! Erreur classique et
tres grave! En revanche, on ne parle en général pas de « non intégrité » car la multiplication
n’est pas une loi de composition interne sur M, ,(K) (sauf si n = p).

Proposition 3.2.3.4 Le produit matriciel est associatif quand il est bien défini, c’est-a-dire
que si A € My ,(K), B € M, (K) et C € My, (K), de sorte que les produits AB, BC,
(AB)C' et A(BC) sont tous définis, on a alors :

(AB)C = A(BC)

Preuve :

e Pour commencer, on remarque que (AB)C et A(BC) sont deux matrices
de méme type (n,r).

e Notons a = [a;;], B = [bji], C = [cki], AB = [di], BC = [ej],
(AB)C = [fi.], A(BC) = [gi,] et on fixe (z,7) € [1,n] x [1,7]. On a alors :

P
gil = E a; €51
Jj=1

n q
= i, bj kChit
j=1 k=1

q P
= > D aisbin |

k=1 \j=1
q

= > dixcrs
k=1

= fia

Ce qui montre que (AB)C et A(BC') sont de méme type et ont les mémes
coefficients. Par suite, elles sont égales, c’est-a-dire (AB)C' = A(BC).
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Théoréme 3.2.3.5 Soient n,p, q trois entiers strictement positifs. Alors, Uapplication ¢ :

Mip(K) X My g(K)  — Mo o(K)
(A,B) — AB

est une application bilinéaire, ¢’est-a-dire que :
(i) ¢ est linéaire a gauche :
V(A A € M, ,(K)?, VB € M, (K) , V(A 1) € K2, (ANA+pA")B = \(AB)+u(A'B)
(i1) ¢ est linéaire a droite :

VA € My p(K) , ¥(B,B') € M, (K)?, Y(\, 1) € K?, AAB+uB') = A\(AB)+u(AB')

Preuve :

Montrons par exemple que ¢ est linéaire a gauche

Soient A = [a;;], A" = [a] ;] € M, ,(K), B = [b;, } € M, ((K) et soit
(A, p) € K2 Par définition, A\A + pA" = [Aa, j + paj ;] € M, ,(K). Par
suite,
[ »
AA+pA)B = | (M + paj ;)bjk
j=1 1<i<n
- 1<k<q

[ P P
= /\Zaiﬁjijk +/Lza;7jbj7k
=1 =1

1<i<n
1<k<q
p P
’
E:ai,jbj,k tu E a; jbj k
j=1 1<i<n j=1 1<i<n
1<k<q 1<k<q

= AMAB) + u(A'B)

Remarques :

e qutrement dit, lorsque cela a un sens, les régles de calcul avec les matrices sont celles
qu’on attend !

e Pourquoi ne peut-on pas simplement dire que M,, ,,(K) est une K-algébre ¢

o On verra dans le paragraphe suivant que la linéarité a droite se déduit de la linéarité a
gauche a l'aide de la transposition.
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3.2.4 Transposition

Définition 3.2.4.1 Soit A = [a, ;] € M, ,(K). On appelle transposée de A, et on note ‘4,
la matrice définie par A = [o; ;] € M, ,,(K), ot pour (i,7) € [1,p] x [1,n] , i; = aj;.

Remarques :

en clair, lorsqu’on calcule la transposée d’une matrice, on échange simplement les lignes
et les colonnes ;
on peut aussi écrire 'A = [a; ;]1<j<p ou encore 'A = [a; ;] 1<i<p - Mais attention auz risques
Sisn 1<jsn
de confusions et auzx problémes d’écritures, en particulier, la notation [a;j;]1<j<n désigne
<igp
encore A et non sa transposée. Pour éviter les confusions, je vous conseille d’introduire

les Ozi’j = ajyi 5

la notation ‘A, pour la transposée de la matrice A, est une notation typiquement francaise !
On trouve aussi la notation (plus universelle) AT (ou AT ) qui ne sera pas utilisée dans
ce livre ;

lintérét principal de la transposée sera établie trés clairement dans ’étude de la dualité
ou de ladjoint d’un endomorphisme (voir cours de mathématiques spéciales 2).

9 1 1 1 21
Exemple 3.2.4.2 Si A = et B = 1 1 0 |,alors:
01 -1
-1 1 2
2 0 11 -1
A=11 1 et B=|2 1 1
1 -1 1 0 2

Proposition 3.2.4.3 La transposition vérifie les propriétés suivantes :

(i) VA € M, ,(K) , {(*4) = A.

(ii) La transposition est linéaire : VA, B € M,, ,(K) , VA, u € K, {AA+pB) = NA+ u'B.
(iii) VA € M, ,(K) , VB € M, ,(K) , {(AB) = B'A.

Preuve :

e Les propriétés () et (ii) sont évidentes.

e Montrons (i77). Soient A = [a; ;] € My, ,(K) et B = [bj ] € M, 4(K). On
pose AB = [Ci,k] S Mnyq(K) et 'B'A = [di’j] € qu(K)

* Tout d’abord, on constate que {(AB) et 'BA sont de méme type.

139



Mathématiques supérieures 2 3.3. Matrices carrées

* Ensuite, pour tout (4,7) € [1,¢] x [1,n],

P p
dij =Y britje =Y akbri = cj;
k=1 k=1

Par suite, '(AB) = BA. =

Remarques :
o les propriétés (i) et (i) se traduisent simplement lorsque n = p en disant que la transpo-
sition est une symétrie de M, ,,(K) ;
e attention a l'ordre pour la transposée d’un produit : il y a inversion de l’ordre, comme
pour le calcul d’inverse dans un groupe ;
e on verra une preuve non calculatoire dans le cours de mathématiques spéciales 2 (qui
utilise la notion d’adjoint).

Corollaire 3.2.4.4 L’application transposition de My, ,(K) dans M,, »,(K) est bijective.

Preuve :

C’est évident car son inverse est la transposition de M, ,,(K) dans M,, ,(K)
d’apres la proposition précédente (le premier point). X

3.3 Matrices carrées

3.3.1 Algebre M, (K)

Définition 3.3.1.1 L’ensemble des matrices carrées de taille n est noté M, (K).

Théoréme 3.3.1.2 Soit n € N*. Alors :

(i) (M, (K),+,-) est un K-espace vectoriel de dimension finie n?.

(i) La multiplication matricielle est une loi de composition interne sur M, (K) qui est

associative.
1 0 ... 0
(i) La matrice I, = | o -, 1 ¢ | est neutre pour le produit.
0 ... 0 1

(iv) (M, (K),+, x,) est une K-algébre (non commutative et non intégre si n # 1).
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Preuve :

e (i) est un cas particulier de la proposition 3.2.1.4 et du théoreme 3.2.2.2
avec n = p.

e La propriété (i) est une conséquence de la définition du produit matriciel
et de la proposition 3.2.3.4 (c’est-a-dire que le produit matriciel est associatif
lorsqu’il est défini).

e Montrons (iii).
Soit A = [a; ;] € M, (K). On pose AI, = [b; ;] € M,(K) et I,A = [¢; ;]
En remarquant que I,, = [§; ;], on a, pour tout (i,j) € [1,n]? :

n n
bijg =Y Qikduy=aij ot ;=) binan; =a
k=1 k=1

D’ou AL, = I,A = A.
e Enfin, montrons (iv).
% On a déja montré que (M, (K),+,-) est un K-espace vectoriel.

* On montre que (M, (K), 4, x) est un anneau.

> (Mp(K),+) est un groupe abélien (puisque (M, (K),+,-) est un
K-espace vectoriel) ;

> X est une loi de composition interne sur M, (K) qui est asso-
ciative et posséde un neutre (d’apres (4i7)). De plus, d’apres le
théoreme 3.2.3.5, x est bilinéaire : en particulier, elle est donc
distributive par rapport & + a gauche et a droite.

Ce qui prouve que (M,,(K),+, x) est un anneau.
* Enfin, toujours par bilinéarité de x, on a :
V(A,B) € M,(K)? ,VA€K,(A\-A)x B=X-(AxB)=Ax (\-B)

Par conséquent, M, (K) est bien une K-algebre.

Enfin, si on suppose que n > 2, on considére A = E 5 = [§1,;02 j]1<i<n €t
1<j<n
B = Es 9 = [02,i02,;]1<i<n, ¢t on vérifie alors que :
1<jsn

AxB=A et BxA=0

11 s’ensuit que : AB # BA (donc M,,(K) n’est pas une algébre commutative)
et BA=0avec A# 0 et B# 0 (donc M,,(K) n’est pas integre). -

Remarque : (M, (K),+, x) est donc un anneau non commutatif si n > 2. Cest un des
exemples le « plus simple » d’anneauw non commutatif. Lorsque n = 1, on identifie My (K)
et K et c’est donc un corps commutatif.
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Terminons cette section par une remarque/propriété élémentaire mais tres utile.

Proposition 3.3.1.3 Soit n € N*. Pour tout (i,j,k,1) € [L,n]* :

Eijx By =01

Preuve :

La difficulté principale ici est le choix des « noms » des variables... Notons

E; j = [0r,i0s j]1<r<n, Eri = [0s,10t1]1<s<n €t Eij X Epy = [artli<r<n.
1<s<n 1<t<n 1<t<n

Alors, pour (r,t) € [1,n]?, on a:

n n
Art = Z 6r,i65,j55,k5t,l = 5r,i5t,l Z 6s,j53,k
s=1 s=1
Or, dans cette derniere somme, d5; = 0 si s # j (et 1 sinon). Par suite,

Apt = 67',4,'6t,l6j,k

Sachant que Ej; = [0,i0¢,1]1<r<n, o0 conclut que E; ; X By = 6;1F; ;.
1<t<n

X

Remarques :

e on reverra une démonstration plus algébrique (sans autant de calcul) quand on aura fait
le lien entre matrices et applications linéaires ;

e dans la pratique, lorsqu’une propriété est vraie pour toute(s) matrice(s), il peut étre inté-
ressant de regarder ce qu’on obtient en choisissant des matrices parmi les E; ;. On reverra
cela dans les exemples un peu plus loin et dans les exercices.

3.3.2 Matrices carrées inversibles et groupe GL,(K)

Définition 3.3.2.1 On dit qu'une matrice A € M,,(K) est :
e inversible a droite s’il existe B € M,,(K) , AB = I,,;
e inversible a gauche s’il existe B € M,,(K) , BA=1,;
e inversible s'il existe B € M,,(K) , AB = BA = I,,.

Exemple 3.3.2.2 La matrice I, est inversible car I,, X I, = I,,.

Exemple 3.3.2.3 La matrice A = { (1) ] est inversible car A x A = I5.

1
0
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Exercice 3.3.2.4 Montrer que la matrice J = [1] (la matrice carrée de taille n dont tous les
coefficients sont égaux & 1) n’est pas inversible.

Remarque : pour le moment (c¢’est-a-dire avec la simple définition), il n’est pas toujours évident
de voir si une matrice est ou n’est pas inversible. La méthode « naturelle » serait de résoudre
le systéeme AB = I,, (systéme dont les inconnues sont les n? coefficients de la matrice B) mais
on verra que cela est bien trop compliqué et qu’on dispose en fait d’outils bien plus simples (ou
au minimum, beaucoup moins calculatoire).

Théoréme 3.3.2.5 Soit A € M, (K) une matrice carrée. Alors :

Dans ce cas, linverse a droite, l'inverse a gauche et linverse sont égaur et uniques. On note

A inversible o droite <= A inversible a gauche <= A inversible

alors A~ Dinverse de A dans M,,(K).

Preuve :

e Montrons que A inversible a droite implique A est inversible a gauche.
On suppose que A est inversible a droite. Soit alors B € M,,(K) une matrice
telle que AB = I,,. On considere 'application :

o : Mp(K) — M,(K)
X — XA

Puisque le produit matriciel est bilinéaire, il est en particulier linéaire a
gauche. Par suite, ¢ € L(M,,(K)). De plus, pour tout X € M,,(K) :

XA=0= (XA)B=0xB=> X(AB)=0=> XI, =0= X =0

et par conséquent, ker(yp) C {0}, c’est-a-dire ¢ est un endomorphisme in-
jectif de M,,(K). Or, M,,(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie :
par conséquent, ¢ est bijective. On en déduit donc qu’il existe (une unique
matrice) C' € M, (K) telle que CA = I,,, c’est-a-dire que A est inversible &
gauche et cet inverse a gauche est unique. De plus,

C=CI, =C(AB) = (CA)B=1,B =B

Ce qui montre que I'inverse a droite est égal a 'inverse a gauche.

e Montrons A inversible & gauche implique que A est inversible.

En reprenant exactement le méme raisonnement avec ¢(X) = AX, on
montre que si A est inversible a gauche, alors A est inversible a droite et les
inverses sont égaux et uniques. Par suite, A est inversible tout court.

e L’implication A inversible = A inversible a droite est évidente.
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Proposition 3.3.2.6 Soit n € N*. On note GL,(K) = {A € M, (K) / A est inversible}.
Alors (GL,(K), X) est un groupe, appelé groupe linéaire.

Preuve :

C’est clair car on a déja vu & plusieurs reprises (voir cours de mathématiques
supérieures 1) que si A est un anneau, alors lensemble U des éléments
inversibles de A est un groupe pour la multiplication. .

Remarques :
e en particulier, comme dans tout groupe (non commutatif), si A et B sont inversibles alors
AB lest aussi et (AB)™!=B71A71;
e vous pouvez constater l'analogie avec l'exercice 1.3.16 du cours de mathématiques supé-

rieures 1 ot on suppose que A est un anneau fini. Ici, le cardinal est remplacé par la
dimension ;

e on reverra un peu plus loin les méthodes pratiques pour déterminer si une matrice est ou
n’est pas inversible et lorsqu’elle [’est, comment calculer son inverse.

A Attention : on n’écrit jamais 1 111 Si A est inversible, on écrit A~! pour l'inverse.

Proposition 3.3.2.7 Soit A € M,,(K). Alors :
A€ GL,(K) <= A e GL,(K)

Dans ce cas, (A1) = (A)~L.

Preuve :

e Tout d’abord, puisque {("A) = A, il faut et il suffit de démontrer que :
A€ GL,(K) = A € GL,(K).

e Soit A € GL,(K). Alors, il existe A~ € GL,(K) telle que AA™ = I,
(on a vu qu’inversible équivaut a inversible & droite). Mais alors :
(ATHYA="AA" =", =1,

Par conséquent, A est inversible & gauche et donc inversible. De plus, le
calcul précédent montre que :

t(Afl)fA =1, donc (tA)*1 = t(Afl)
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3.3.3 Sous-ensembles remarquables de M,,(K)

3.3.3.a Matrices diagonales

Définition 3.3.3.1 On dit qu’une matrice carrée D = [d; ;] € M, (K) est diagonale si pour
tout (i,5) € [1,n]?, (i # j = d;; = 0). On note D,,(K) 'ensemble des matrices diagonales.

Exemple 3.3.3.2 La matrice nulle (carrée) est diagonale et I,, € D,,(K).

Notation : on écrit souvent D = diag(di 1,d22, - ,dp,n) pour désigner la matrice diagonale
de M, (K) dont les coefficients diagonaux sont les d; ;, pour 1 < i < n. Parfois, on écrira tout

simplement D = diag(dy,- - ,d,) (on omet le double indice).

Proposition 3.3.3.3 D,,(K) est une sous-algébre commutative de M,,(K).

Preuve :

i,7 € [1,n] tels que i # j. On a alors :

n
aij = E di kCh,j
k=1

= diei; (puisque d; j, = 0 si k # i)

sous-algebre de M, (K).

diag(dy,--- ,dy) x diag(eq, - ,en) = diag(diey, - - dpey)
= diag(e1dy, -+ ,endy)

Exercice 3.3.3.4 Quelle est la dimension de D,,(K)? Ce résultat est & connaitre.

=0 (puisque e; ; = 0 pour i # j)

e Enfin, pour tout (dy,- - ,d,) € K" et tout (e1,--- ,e,) € K" :

e Il est clair que D,,(K) contient I,, et est stable par combinaisons linéaires.
Il reste donc seulement & vérifier la stabilité par produit matriciel.

e Soient D = [d; ], E = [e; ;] € D,(K). Posons DE = [a; j]1<ign- Solent

Par suite, DE € D,,(K) et on peut donc conclure que D,,(K) est bien une

=diag(ey, - ,en) X diag(dy, - ,dy)

Ce qui prouve que D,,(K) est une sous-algébre commutative de M,,(K).

X
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Proposition 3.3.3.5 Soit D = diag(dy,--- ,d,) € D,(K). Alors :
DeGL,(K) < Vie[l,n],d; #0

Dans ce cas, D~' = diag(d;*,--- ,d;") € D,(K).

Preuve :

e < est évidente.

En effet, si Vi € [1,n] , d; # 0, on pose C' = diag(d;l, codyb). Daprés ce
qui précede, DC = CD = diag(1,1,---,1) = 1I,,.

e Montrons =—.

On suppose que D est inversible. Alors, il existe A = [a; j]1<i<n telle que
1<g<n
DA = I,. Par suite, pour tout (4,5) € [1,n]? :

n
Gy = Y digan; = diay,
7 . k:1
On en déduit donc que :

* sii = j, alors d;a;; = 1, et par conséquent, d; # 0 et a;; = d;l (ce
qui prouve le premier point);

* pour ¢ # j, on a d;a;; = 0 et donc a;; = 0 (puisqu'on vient de
montrer que d; # 0). Ce qui prouve que A est, elle aussi, une matrice
diagonale. X

Exercice 3.3.3.6 Proposer une autre démonstration (considérer X — DX).

Exemple 3.3.3.7 Pour n > 2, on souhaite déterminer toutes les matrices M € M,,(K) telles
que : VD € D,(K) , MD = DM. On raisonne par analyse-synthese.

e Analyse
Supposons que M = [m; ;] € M, (K) soit solution. Alors, pour tout entier s € [1,n],

Es oM = MEy cest-a-dire V(4,j) € [1,n]? , 6ismsj = mi s
Soient alors i, j € [1,n] tels que ¢ # j. En choisissant s = i, on obtient : &; ;m; ; = m; ;0;,; = 0,
c’est-a-dire m; ; = 0. Ce qui prouve que M est une matrice diagonale.
e Synthese
Réciproquement, si M € D, (K), alors VD € D,,(K) , DM = MD (car on a vu que D, (K) est

une algebre commutative).

Remarque : en fait, il est naturel de regarder ce qui se passe pour les matrices I; ;. En effet,
Dv+—— MD — DM est linéaire. Elle est donc nulle si et seulement si elle s’annule sur une base
de D, (K). On aurait aussi pu raisonner par équivalence mais la rédaction est plus difficile.
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3.3.3.b Matrices triangulaires

Définition 3.3.3.8 On dit qu’une matrice carrée A = [a; ;] € M, (K) est :

e triangulaire supérieure si : (i, j) € [1,n]?, (i > j = a; ; = 0).
Autrement, dit une matrice triangulaire supérieure est une matrice de la forme :

a1 ar2 ... Qain
0 a2 ... azn
A=
0 0 . :
0 0 0 apn

e triangulaire inférieure si V(i, j) € [1,n]?, (i <j = a;; = 0).
Autrement, dit une matrice triangulaire inférieure est une matrice de la forme :

aj. 1 0 0
a a 0
A= 2,1 2,2
: : 0
an,1  Gn,2 An,n

On note T, s(K) (respectivement 7}, ;(K)) ’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(respectivement inférieures) a coefficients dans K.

Proposition 3.3.3.9 On a les propriétés suivantes :
(1) T,.s(K) et T,,:(K) sont des sous-espaces vectoriels de My, (K) et on a

n(n+1)

dim T, 4 (K) = dim T, 4(K) = =

(i) La transposition est un isomorphisme de l’espace vectoriel T, s sur T, ;.
(i11) T, s(K) et T, ;(K) sont des sous-anneauz de M,,(K).

(iv) Si A = [a;;] € Ths(K)NGL,(K), alors A™1 € T, s(K). De plus, les coefficients
diagonaur de A~' sont les a;il.

(v) Si A=la;;| €T, s(K) (resp. T, :(K)), alors
Ae GLn(K) — Vie [[1,71]] y; Qi 7& 0

-1

Dans ce cas, les coefficients diagonauz de A=' sont les a; ;.
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Preuve :

e Montrons (i) et (i7).

% On vérifie de fagon immédiate que 7T}, 5(K) (respectivement T;, ;(K))
contient la matrice nulle et est stable par combinaisons linéaires. Par
suite, T;, s(K) et T, ;(K) sont des sous-espaces vectoriels de M,, (K).

x De méme, il est clair que la transposée d’une matrice triangulaire su-
périeure est une matrice triangulaire inférieure donc A — ‘A est bien
une application linéaire de T;, 5(K) dans T;, ;(K). De plus, puisque pour
toute matrice A, {(*A) = A, la transposition est bien un isomorphisme
de T, s (K) sur T, ;(K).

* D’une part, T, ((K) et T, ;(K) sont de dimension finie (en tant que
sous-espaces vectoriels d’un espace de dimension finie). D’autre part,
puisque T, s et T}, ; sont isomorphes, ils ont la méme dimension. Enfin,
il est clair que (E; ;)1<i<j<n est une base de T), 5(K). Par suite,

n(n+1)

dimg (T,,,4(K)) = dims (T,,,+ (K)) = =

e Montrons (i7).

« Il est clair que I,, € T), «(K) N7}, ;(K).

« Puisque 1), s(K) (et T}, ;(K)) est un espace vectoriel, il reste donc a
prouver que T, (K) (respectivement T, ;(K)) est stable par produit.
Soient A = [a;;], B = [b;,;] € T5,5(K). On pose AB = [¢; ;] et on
montre que AB € T, ;(K). Soient 7,5 € [1,n] tels que 7 > j. Alors :

n
cij = Y aixb,
k=1

j
= Z a; kbr,j (puisque si k > 7, by ; = 0)

k=1
=0 (puisque pour k < j < i, a;x = 0)

Ce qui prouve que AB € T,, ((K).

On en déduit que T;, ;(K) est également stable par produit puisque si
A',B" €T, :(K), alors 'A".'B’' € T, (K) et :

A'B' = ({(A'BY) = ((B)(4)) € T.4(K)

puisque le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une
matrice triangulaire supérieure et la tranposée d’une matrice triangu-
laire supérieure est triangulaire inférieure.

e Montrons (iv).
Soient A € T}, s(K) N GL,(K) et ¢ € L(T,, s(K)) définie par :

VX € T0(K) , 6(X) = AX

3.3. Matrices carrées
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Tout d’abord, ¢ est bien définie puisque T, 4(K) est stable par produit et
¢ est bien linéaire. Ensuite, puisque A € GL,(K), ¢ est injective. Ainsi, ¢
est un endomorphisme injectif de 7}, ;(K) qui est de dimension finie et par
conséquent ¢ est bijective. On en déduit donc qu'il existe B € T), 5(K) telle
que AB = I,, c’est-a-dire A~ € T,, 4(K).

e Montrons (v).
Soit A = [am-} S Tn,s(K)
« Montrons A € GL,(K) = Vi € [1,n] , a;; # 0.
On suppose que A € GL,(K). Alors, d’apres la propriété précédente,
A7t e T, s(K). Posons A=t = [b; ;] et soit i € [1,n]. On a alors :

n i
1= E a; by, = E i kb = aiibi;
k=1 k=1

Par suite, a;; # 0 et b;; = a;}l.

0,0

* On admet provisoirement la réciproque. Une démonstration sera don-
née plus loin (voir proposition 3.5.1.9).

X

Remarques : en fait, dans la démonstration précédente, on a montré deux propriétés remar-
quables a connaitre !

o Si A =lai;] et B = [b;;] sont deux matrices triangulaires, alors leur produit AB est aussi
triangulaire (de méme type) et de plus, les coefficients diagonaux de AB sont les a;;b;; ;

o si A = [a;;] est triangulaire et inversible, alors son inverse est triangulaire (de méme type)
et de plus les coefficients diagonauz de A~ sont les a;il ;

e on verra une démonstration moins calculatoire et bien plus élégante de la propriété (iii),
ou plus exactement du fait que T, s(K) (respectivement T, ;(K)) est stable par produit;
cette démonstration est basée sur interprétation d’une matrice comme la matrice d’une
application linéaire (voir paragraphe suivant) ;

e enfin, pour la réciproque dans (v), pour les plus curieuz, vous pouvez faire une preuve
par récurrence surn > 1 (la taille de la matrice) en introduisant un découpage par blocs,

c’est-a-dire :
aip ai2 ... QGip
0 asy . aon a11 L
A= =
0 0 . : 0 T
0 0 0  apn

ot L e My ,—1(K), T € T),—1,5(K) et 0 désigne la matrice colonne nulle (de taillen—1).
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3.3.3.c Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 3.3.3.10 Soit A € M,,(K).

e On dit que A est symétrique si A = A. On note S,,(K) I'’ensemble des matrices symé-
triques a coefficients dans K

e On dit que A est antisymétrique si A = —A. On note A, (K) Pensemble des matrices
antisymétriques a coefficients dans K.

Exemple 3.3.3.11 La matrice A =

\V]
=W N

1
4 | est une matrice symétrique réelle.
5

—_

Exemple 3.3.3.12 La matrice B = { Ez 6 } est une matrice antisymétrique complexe.

Exercice 3.3.3.13 Montrer que si A = [a; ;] € A,(K) (c’est-a-dire A est antisymétrique), alors
pour tout ¢ € [1,n] , a;; = 0.

Proposition 3.3.3.14 S,,(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires

dans M, (K) :
50 (K) @ Ap(K) = My (K)
nn+ 1)

n(nfl).
2

Par ailleurs, dimg (S, (K)) = 5

et dimg (A, (K)) =

Preuve :

e Notons 7 la transposition de M,,(K) dans lui-méme. On a déja montré que

T € LM, (K)) et que 72 = Idu, (k). Par conséquent, 7 est une symétrie.
On en déduit que :

* ker(1 — Idp, k) = Sn(K) et ker(r + Idpy, k) = An(K) sont des
sous-espaces vectoriels de M., (K);

* ker(7 — Idag, k) @ ker(7 + Iday,, k) = M (K), c’est-a-dire
Sn(K) & An(K) = M (K)

e Pour les dimensions de ces espaces, je vous laisse vérifier en exercice que la
famille B = (E; ;—Ej;)1<i<j<n est une base de A,,(K). On conclut alors que
dimg (A, (K)) = (2) = 220 ot que dimg (S, (K)) = n2 — (1) = 2t
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A Attention : en revanche, S, (K) et A, (K) ne sont pas stables par produit (et donc ne
sont pas des anneaux) ! Par exemple,

11 1 =2 =10
11 -2 2 - -1 0
0 1 o 1] _[-1 0
-1 0 -1 0 -l o0 -1
0 1 1 0o 1 2 [ -3 -3 3
-1 0 1 -1 0 3 = -2 -4 -2
-1 -1 0 -2 -3 0 | 1 -1 -5

Exercice 3.3.3.15 Soient A € S,,(K) et B € S,,(K).
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que AB € S, (K).

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que AB € A, (K).
3. Lorsque n = 2, construire A, B € S>(K) telles que AB € A>(K) \ {0}.

Exercice 3.3.3.16 Montrer que si A, B € A3(K), alors AB €< I3 >.

Remarque : il eziste bien entendu d’autres ensembles de matrices remarquables comme le
groupe spécial linéaire (voir chapitre 8 : déterminants), les matrices orthogonales (voir le cha-
pitre 9 : espaces euclidiens), les matrices hermitiennes ou anti-hermitiennes, les matrices uni-
taires (voir cours de mathématiques spéciales 2)... Dans ce chapitre, on se concentre sur un
nombre réduit d’ensembles remarquables que vous devez donc parfaitement maitriser.

3.4 Matrices et applications linéaires

3.4.1 Définition de la matrice d’une application linéaire relativement
a deux bases

Définition 3.4.1.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies non nulles.
On note p = dim E et n = dim F. Soient B = (e1,--- ,¢p) une base de E et C = (g1, -&y,)
une base de F et enfin, soit f € L(E, F). Alors, pour tout j € [1,p], il existe un unique
(a1, ,an;) € K" tel que :

fleg) = aizei
=1

On appelle matrice de f relativement aux bases B et C, et on note Mat(f,B,C) ou Matp ¢(f),

la matrice [a; j]1<i<n-
1<j<p
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Remarques :

o autrement dit, la matrice de Uapplication linéaire f relativement aux bases B = (e1,- - ,ep)
(au départ) et C (& Uarrivée) est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs f(e1), -+, f(ep) dans la base C ;

e attention a l'ordre des bases! La matrice de f relativement aux bases B et C n’est pas la
méme que celle de f relativement aux bases C et B. Cette derniére matrice n’a d’ailleurs
aucun sens si F' # FE ;

e par définition, Matgc(f) € M, ,(K) avec p = dim(E) et n = dim(F).

Exemple 3.4.1.2 Soit f: R3 — R? qui & (z,y, ) associe (z + y, = — z). On sait que f est
une application linéaire de R? dans R?. Pour déterminer la matrice A de f relativement aux
bases canoniques de R3 et R? respectivement, on calcule les images par f des vecteurs de la
base canonique de R? :

e f(1,0,0) =(1,1) =1(1,0) + 1(0,1) donc la premiere colonne de A est { 1 ] ;

e de méme, f(0,1,0) = (1,0) donc la deuxieme colonne de A est { é } ;

e enfin, f(0,0,1) = (0,1) donc la troisitme colonne de A est [ (1) ]

Par conséquent, la matrice de f relativement aux bases canoniques de R3 et R? est :
1 1 0
A= { 10 1 }

Exemple 3.4.1.3 Soit p le projecteur orthogonal sur le plan P d’équation =z +y + z = 0.
On veut déterminer la matrice de p relativement & la base canonique de R3 (au départ et a
Parrivée).
e En notant e = %(1, 1,1), on a P+ = Re.
e Soit ¢ le projecteur associé a p, c’est-a-dire le projecteur orthogonal sur Re. En notant
(.|.) le produit scalaire « usuel » dans I'espace R®, on a :

VX € R? | q(X) = (X|e)e

soit encore,

r+y+z r+yt+z rx+y+z
V(z,y,2) €R®, q((z,y,2)) = ( )

3 ' 3 ' 3

Or, p = Idgs — ¢ donc :

20 —y—2z —v+2y—2 —x—y+2z
Yo 2) €R  pl(any,2) = (R MR Syt
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Il reste alors a calculer les images des vecteurs de la base canonique par p :
2 1 1

1,0,0)) = (=,—2,—=

w00y = (3-3.-3)

12 1
0,1,0)) = (—-3,5.—3
oo = (-55-3)
1 12

1) = (-2 -2 =2
wH0.0.1) = (~3.-3.3)

On conclut donc que la matrice de p relativement & la base canonique de R? (au départ et &
Parrivée) est :

wino

—

o |

ol
ST

=l

W,

Remarques :

on pouwvait aussi déterminer une base orthonormée (£1,e2) du plan P pour conclure que
p(X) = (X|e1)e1+(X|e2)e2 mais cela revient & peu prés au méme que la solution proposée ;

si vous ne vous souvenez plus des méthodes de calcul de projection orthogonale dans R3
(qu’on reverra dans la chapitre 9 : espaces euclidiens), vous pouwviez aussi tout simplement
appliquer la définition pour déterminer la décomposition d'un vecteur X € R® comme la
somme d’un élément de P et d’un élément de Re ;

vous pouvez aussi constater que cette matrice est symétrique : autrement dit, que vous
écriviez les coordonnées des images en ligne ou en colonne, on obtient la méme réponse !
1l est donc mieuz ici de conclure, au moins apres le premier calcul, que la premiére colonne
2
de la matrice est donc = [ —1 | ;
-1
enfin, on reverra dans le paragraphe sur les endomorphismes qu’on dit simplement « la
matrice de p dans la base canonique de R » (on ne précise pas « au départ et a Uarrivée »).

Exemple 3.4.1.4 On considere f : R3[X] — Ry[X] définie par :

VP € Ry[X], f(P) = (X + 1)P" + 2P/

Tout d’abord, f est une application bien définie car si P € R3[X], alors deg((X+1)P") < 2
et deg(2P’) < 2 donc f(P) € Ro[X].

Ensuite, puisque la dérivation est un endomorphisme de R[X] et la multiplication est
bilinéaire, f est linéaire.

Enfin, notons B = (1, X, X2, X?) la base canonique de R3[X] et C = (1, X, X?) la base
canonique de Ry[X]. Pour k € [0, 3],

FXPY = k(e + 1)XP 1 4 k(k — 1) X572
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Il s’ensuit que f(1) =0, f(X) =2, f(X?) =6X +2, f(X?) = 12X? + 6X et donc :
02 2 0
Matg’c(f) = 0 0 6 6
00 0 12

Exemple 3.4.1.5 Soient n € N* et f la restriction de 'endomorphisme de dérivation & K, [X].
Alors f € L(K,[X]) et :
Yk e [0,n] , f(XF) = kXxF?

On en déduit donc qu’en notant B, la base canonique de K, [X] :

o 1 0 ... 0

o o0 2 ... 0
Mat(f» chBc) -

0 0 0 n

0 0

Exemple 3.4.1.6 Soientn € Net xg,x1,- - , 2, des éléments de K. On considere I’application :

I3 K,[X] — Kl

’ P +— (P(zo), - ,P(z))

o Il est évident que f € L£(K,[X],K""1) car les évaluations sont des formes linéaires sur
K[X].

e Pour déterminer A, la matrice de f relativement a la base canonique de K, [X] et la base
canonique de K"*!, on détermine les images par f des vecteurs de la base canonique.
Pour k € [0,n], on a :

rn

On conclut donc que la k-ieme colonne de A est donc [z¥]ocicn. Par suite,

1z 22 ... af

1 = ac% R
A= .

1 =z, a:i . )

s o . i—1
Ce que 'on peut aussi écrire plus formellement sous la forme : A = [le Lgigntl”
<ig

1<j<n+1
Remarque : la matrice A de l’exemple précédent est une matrice trés importante qui intervient
régulierement dans la pratique. Cette matrice s’appelle matrice de Vandermonde (associée a
(zo,- - ,xpn)). La transposée est aussi souvent appelée matrice de Vandermonde. Vous devez
connaitre le nom de cette matrice.

Exercice 3.4.1.7 On considére le R-espace vectoriel C muni de la base B = (1,1). Pour 6 € R,
on note f 'endomorphisme de C défini par f(z) = ¢’z pour tout z € C. Déterminer la matrice
de f dans la base B.
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3.4.2 Propriétés élémentaires des matrices d’applications linéaires

Proposition 3.4.2.1 Soient f € L(E,F), B = (¢j)1<j<p une base de E et C = (&;)1<i<n
une base de F'. On note A = Matpc(f). Pour tout x € E, on note X la matrice colonne
des coordonnées de x dans la base B. Alors, les coordonnées de f(x) dans la base C sont
données par la matrice colonne AX.

D T Y1
Remarque : en clair, si x = Z xjej, on pose X = | SiY = AX, avec Y = ,
Jj=1 Jj'p Yn
alors :
n
f@)=> e
i=1
Preuve :
En fait, ¢’est évident, comme on va le voir. Soit 2z € E et soient (xy,- -, x,)
P

les coordonnées de x dans la base B. On a donc x = E z;e;. Par suite,
j=1

flx) = ;i f(e;)

NE

1

<.
Il

p n
= E Zj E ai]'&'i
j=1 i=1
n P
= E E aijzj E;
i=1 \j=1

Par suite, la matrice colonne constituée des coordonnées de f(x) dans la

base C = (g1, ,&p) est :
P
Y = Z AT :|
J=1 1<i<n
x1
On reconnait immédiatement le produit AX avec X =
Tp

DY

Remarque : en fait, on a équivalence. Autrement dit, si A € M, ,(K) est donnée et vérifie :
pour tout z € E, AX (ou X est la matrice colonne constituée des coordonnées de x dans la base
B) est la matrice colonne constituée des coordonnées de f(x) dans C, alors A = Matgc(f).
Pourquoi ?
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Proposition 3.4.2.2 Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimensions finies non nulles,
B une base de E, C une base de F' et D une base de G. Soient également f € L(E,F) et
g€ L(F,G). Alors :

]\IatB’D(g o f) = ]Watc’p(g) X ]\/[at&(;(f)

Preuve :

On pose B = (e1,---,€p), C = (€1, -+ ,&n) €t D = (uq,---ugy). Notons
A= [ai,j] = Matlgjc(f) et B = [blj] = ]Vfatc,p(g).

Montrons que BA est la matrice de g o f relativement aux bases B et D.
Soit j € [1,p]. Par définition de la matrice d’une application linéaire, on a
successivement :

(go f)le)) g(f(ej))

= 9(2%,;‘51‘)
i=1
= Zai,jg(si)
i=1
n q
= > ai; (Zbkzuk>
i=1 k=1
q n
= Z(Z%i%,j) ug

k=1 \i=1

Par conséquent, la matrice de g o f relativement aux bases B et D est :

]V[atB,D(g o f) = |: meai’j :| = BA
i=1

<
1<j<p X

Remarque : on peut aussi retrouvver ce résultat en raisonnant sur les images. Si x € E, on note
X la matrice colonne des coordonnées de x dans B. Alors AX est la matrice des coordonnées de
y = f(z) dans la base C. Par suite, B(AX) est la matrice des coordonnées de g(y) = (go f)(z)
dans la base D. Ceci étant vrai pour tout x € E, on conclut que BA est la matrice de g o f
relativement aux bases B et D. Cette méthode pour déterminer la matrice d’une application
linéaire est trés pratique lorsque B = KP et ' = K". Par exemple, si pour tout (x,y,z) € R3,
flz,y,2) = (x+y, 2z —y — 2,y + 2z), alors cette observation permet directement de dire que :

1 1 0 T T4y
Matg,(f) =12 -1 -1 car Al y | =] 20 —y—=z
0 1 2 z y+ 2z

Notez bien que dans ce cas, on lit la matrice A « par ligne » alors que normalement, dans la
définition de la matrice d’une application linéaire, on lit la matrice « par colonne ».
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3.4.3 Isomorphisme canonique de £(K?,K") sur M, ,(K)

Théoreme 3.4.3.1 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives
p=1etn>1. Etant données deux bases B et C de E et F respectivement, l'application :

¢ L(E,F) — M,,(K)
f — Matge(f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
En particulier, si E =KP et F' =K", ¢ est appelé isomorphisme canonique et toute matrice

A e M,, ,(K) représente une unique application linéaire de KP dans K" relativement auzx
bases canoniques. On dit que f est l'application linéaire canoniquement associée a A.

Preuve :
e On peut noter pour commencer que ¢ est bien une application.
e ] est évident que ¢ est linéaire.

e Enfin, puisqu’une application linéaire est parfaitement caractérisée par
I'image d'une base et que les coordonnées d'un vecteur dans une base

existent et sont uniques, on conclut que ¢ est un isomorphisme.
X

Exercice 3.4.3.2 Rédiger les détails de la preuve.

Corollaire 3.4.3.3 Si E et F sont de dimensions finies, alors L(E,F) lest aussi et
dim £(E,F) =dim E x dim F'.

Preuve :

e Si dim F = 0 ou bien dim F' = 0, alors £(F, F)) = {0}, donc la propriété
est vraie.

e Sinon, dimFE =p > 1 et dim F = n > 1. D’aprés le théoreme précédent,
L(E, F) est isomorphe & M,, ,(K) et on a vu que M,, ,,(K) est de dimension
finie. Par conséquent, L(FE, F') est de dimension finie et :

dimg (L(E, F)) = dimg M, ,(K) = p x n = dimg (E) x dimg (F')
X

Remarque : lorsque p > 1 et n > 1, on peut expliciter trés simplement une base de L(E, F).
En effet, en fizant B = (ej)1<j<p une base de E et (£;)1<i<n une base de F, (07 (E; ;) = (fi.)
est une base de L(E, F) et pour (i,j) € [1,n] x [1,p] :

Vk e [1,p] , fijler) = Orjes
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Définition 3.4.3.4 Soit A € M,, ,(K). On appelle :

e noyau de A, noté ker(A), le sous-espace vectoriel de M), ; (K) défini par :
ker(4) ={X e M, 1(K) / AX =0}
e image de A, notée Im(A), le sous-espace vectoriel de M,, 1 (K) défini par :

Im(A) = {Y € Mp1(K) / 3X € M, 1(K), Y = AX}

Remarques :

e ['image de A est donc aussi égal a l’espace vectoriel engendré par les colonnes de A
(puisque la j-iéme colonne de A est limage par A de la matrice E; 1 et la famille des
(Ej1)1<j<p est une base de My, 1(K));

o si A e M,,(K), on considére f € L(KP,K") canoniquement associé a A (c’est-a-dire
que A est la matrice de f relativement aux bases canoniques). En identifiant K™ avec
M, 1(K) et KP avec M,,1(K), on a alors :

Im(f) =Im(A) et ker(f) =ker(A)
Dans la pratique, on fera toujours cette identification et on confondra souwvent f et A;

° A Attention : l’identification précédente provient du fait que dans K™ un vecteur et
ses coordonnées dans la base canonique sont identiques. Il n’y a donc pas de probleme a
identifier vecteur et coordonnées. En revanche, si f € L(E,F) avec E et F quelconques,
on ne peut pas identifier ker(f) et ker(A). Par exemple, si f € L(R3[X],Ro[X]) et A est
la matrice de f relativement auz bases canoniques de R3[X] et Ro[X], alors :

x ker(f) est un sous-espace vectoriel de R3[X] alors que ker(A) est un sous-espace
vectoriel de My (K) = K*;

« Im(f) est un sous-espace vectoriel de Ry[X] alors que Im(A) est un sous-espace
vectoriel de M3 1(K) = K3.

Exemple 3.4.3.5 Soit f € £(R3) dont la matrice relativement aux bases canoniques est :

1 21
A=1]10 1 1
1 3 2
En identifiant R? et M3 1(R), on a :
1 2 1 1 1
Im(f) = Im(A) = Vect 0], 1],|1 = Vect 01,1
1 3 2 1 2

puisque (2,1,3) = (1,1,2) + (1,0, 1).
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Par ailleurs, il est clair que (1,1,2) et (1,0,1) sont non colinéaires. On en déduit donc que
I'image de f est le plan de R® dont une base est ((1,0,1),(1,1,2)). On écrit aussi souvent que

1 1
c’est le plan dont une base est 01,1
1 2
x
Soit (z,y,2) € R%. Onnote X = | y |. On a alors :
z
(z,y,2) €ker(f) <= [f((z,9,2)) =0
—= AX =0
c+2y+z = 0
y+z = 0
r4+3y+2z = 0
r+y = 0
— z = —y
z+y = 0
z = -y
— (%%Z):y(*l’la*l)
— (z,y,2) e R(-1,1,-1)
-1
Ce qui montre que ker(f) =< (—1,1,—1) >. On écrit aussi souvent ker(f) =< 1 >.
-1
1 010
Exemple 3.4.3.6 Soit B=| 0 1 0 1 [.De méme que dans I'exemple précédent,
11 1 1
1 0 1 0 17 Jo
Im(B) = Vect Of,|1|,]0]|,]|1 = Vect 0,1
1 1 1 1 1 1

Les deux matrices colonnes précédentes étant clairement linéairement indépendantes, on conclut

1] 0
que Im(B) est le sous espace vectoriel de M3 1(R) dont une base est 01,1
1 1
Je vous laisse montrer que : )
T 1 0
Y 0 1
ker(B) = M eEMyi(R) /o+2z=y+1t=0p = Vect 0o
t 0 -1
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Proposition 3.4.3.7 Soient f € L(E,F), B une base de E et C une base de F. On note
A= Matge(f). Pourz € E ety € F, on note respectivement X et Y les matrices colonnes
constituées des coordonnées de x (respectivement y) dans la base B (respectivement C).
Alors :

z €ker(f) <= X cker(4) et yelm(f) < Y €Im(4)

Preuve :
‘ C’est clair d’apres la proposition 3.4.2.1. =

Exemple 3.4.3.8 Soit f € L(K3[X]) dont la matrice M relativement & la base canonique de
Ro[X] (au départ et a 'arrivée) est :

1 -1 3
M=|1 0 2
1 1 1
e Soit! U = (x,y,2) € R3.
0 = z—y+3z
Ue€ker(M) «— 0 = z+22
0 = z+y+=z
0 = —y+z
= T = -2z
0 = y—=z
y = z
= { r = -2z
— Ue<(-2,1,1) >

On en déduit alors que :

ker(f) =< X+ X -2 >
En effet, si P = 2+yX +2X2 avec (z,y, 2) € R, alors f(P) = 0 si et seulement si M (z,y,2) =0
si et seulement si (z,y,2) €< (—2,1,1) >. Il reste alors a traduire cette propriété sur les
coefficients du polynéme P et c’est ainsi qu’on détermine le noyau de f.

3 1 -1 1 -1
e Pour I'image, on constateque : | 2 | =2 | 1 | — 0 € Vect 1, 0 . On
1 1 1 1 1
-1
en déduit donc que : Im(M) = Vect 11,1 0 et par conséquent,
1 1

Im(f) = Vect (1+ X + X% —1+ X?)

1. on ne choisit pas « X » car c’est I'indéterminée des polynémes et ici on travaille dans Ro[X].
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3.4.4 Cas des formes linéaires : équations cartésiennes d’un hyperplan

Proposition 3.4.4.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p > 1 et f une
forme linéaire sur E. Etant donnée une base B = (ej)1<j<p de E, la matrice de f relative-
ment a B est une matrice ligne.

On peut donc identifier L(KP,K) avec M1 ,(K).

Preuve :

‘ Ceci découle de la définition de la matrice d’une application linéaire.

Exemple 3.4.4.2 Soit f de R4[X] dans R donnée par P — P(1). Alors, la matrice A de f
relativement & la base canonique de Ry[X] est :

A=[11 1 1 1]

Théoréeme 3.4.4.3 Soitp € N* et soit H un sous-ensemble de KP. Alors H est un hyperplan
de KP si et seulement si il existe (a1,--- ,a,) € KP\ {Og»} tel que :

P
V(z1, - ,zp) € KP, <($17-~,:c7,)€H = Zakazk—0>

k=1
P
Dans ce cas, on dit que Zakxk = 0 est une équation cartésienne de U’hyperplan H.
k=1
P P
Par ailleurs, deux équations Z arxrr =0 et Z brxi = 0 définissent le méme hyperplan si et
k=1 k=1

seulement si les équations sont proportionnelles (et non nulles), c’est-a-dire si et seulement
st il existe A € K* tel que (by,---,by) = Max,--- ,ap).

s Up

Preuve :

On a déja vu que H est un hyperplan si et seulement si ¢’est le noyau d’une

forme linéaire non nulle. Or, la matrice dans la base canonique de K? d’une
inéai ) . p

forme. linéaire non nul}e est de la forme [%]1. <j<p AVEC (a;) € KP\ {0}.

Par ailleurs, on a aussi vu que deux formes linéaires non nulles ont le méme

noyau si et seulement si elles sont proportionnelles. X

Remarque : toute forme linéaire sur KP peut aussi s’écrire X — LX, avec L € M, 1(K).
Comment interpréter ce résultat en terme de « produit scalaire » ¢
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3.5 Matrice d’un endomorphisme

3.5.1 Définition et isomorphisme de £(FE) sur M, (K)

Définition 3.5.1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, f € L(E) et B
une base de E. On appelle matrice de f relativement & la base B (ou bien matrice de f dans
la base B) la matrice :

]Watg(f) = ]Vlat(f, B, B) = Matgﬂg(f)

Remarques :

e autrement dit, la matrice de f relativement & la base B = (e;)1<j<n est la matrice dont
les vecteurs colonnes sont les coordonnées de f(e1),--- , f(en) dans la base B ;

e dans certains cas, on peut étre amené a munir E de deuz bases différentes B et B'. On
peut alors aussi définir la matrice de [ relativement auz bases B et B’ (en prenant F = E
etC=08);

e vous pouvez reprendre les exemples 3.4.1.8 et 8.4.1.5. pour déterminer la matrice d’un
endomorphisme dans une base.

Exercice 3.5.1.2 Dans R? muni de la base canonique, former la matrice de la rotation (vec-
torielle) d’angle 6.

Théoreme 3.5.1.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et B une base de
E. Alors Uapplication :
¢ Lx(E) — Mn(K)
f = Mats(f)

est un isomorphisme de K-algéebres, c’est-a-dire un isomorphisme d’espaces vectoriels et un
morphisme d’anneauz.

En particulier, toute matrice A € M,,(K) représente un unique endomorphisme de K" muni
de la base canonique.

Preuve :

On a déja vu qu’il s’agit d’un isomorphisme d’espaces vectoriels (cas parti-
culier du théoréme 3.4.3.1). 1l reste uniquement a vérifier que :

e o(Idg) = I,, (ce qui est clair);

o Y(f.9) € Lx(E)*, ¢(go f) = ¢(9) x ¢(f) (déja vu : c’est un cas
particulier de la proposition 3.4.2.2). -
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Remarques :

e [e fait que ¢ soit un isomorphisme permet de dire que « matrice » ou « endomorphisme »
c’est la méme chose. Rigoureusement, ce sont des objets différents mais fondamentalement
ou manipule le méme objet de deux facons différentes;

e en fait, a la base on a fait un « transfert de structure », c’est-a-dire qu’on a défini sur
M, (K) les opérations de fagon a ce que ¢ soit un morphisme d’algébres. C’est pour cela
d’ailleurs, qu’on n’a pas défini la multiplication de matrices terme a terme.

Exemple 3.5.1.4 On va maintenant voir comment l'interprétation d’une matrice en terme
d’application linéaire permet parfois de simplifier un probleme. On va donner une démonstration
« plus simple » du fait que T;, s(K) est stable par multiplication.

e Pour commencer, soit A = [a;;] € M, (K) et soit f I'endomorphisme canoniquement
associé & A. Notons B, = (e1,- -+ ,e,) la base canonique de K". Alors :

AeT,, < Vie[l,n], f(e;) € Vect(er, - ,e;)
ou encore de fagon équivalente, en notant F; =< (e;j)1<;<i > pour ¢ € [1,n] :
AeT, (K) < Vie[l,n], f(F;) CF;

e Soient A et B triangulaires supérieures, f et g les endomorphismes de K" canoniquement
associés. Alors, pour tout ¢ € [1,n],

(go f)(F) = g(f(Fy)) C g(Fi) CF;
Ce qui montre que B x A € T), ((K).

Proposition 3.5.1.5 Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finien > 1,
B une base de E, C une base de F, f € L(E,F) et A= Matgc(f). Alors :

f est bijective <= A€ GL,(K)

Dans ce cas, A~ = Mate g(f71).

Preuve :

e Si f est bijective, alors d’apres la proposition 3.4.2.2 (matrice de la com-
posée de deux applications linéaires), on a :

I, = ]VIatB,B(IdE) = Matgﬂg(fil o f) = Matc’B(fil) X MatB,c(f)

c’est-a-dire :
I, = Mate g(f~")A
Par suite, A est inversible et A~! = Matc g(f71).

e Réciproquement, si A est inversible, soit g 'unique application linéaire de
F dans E telle que Matc g(g) = A7, On a alors :
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Matp (go f) = Mates(g) x Matge(f) = A"'A=1,

Par suite, go f = Idg (puisque application qui & un endomorphisme associe
sa matrice dans une base est un isomorphisme). On en déduit donc que f
est injective. Puisque E et F' ont méme dimension finie, f est donc bijective

tg=f"1.
etg=f 2

Voici un cas particulier de ce théoréme (cas d'un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie) qui est trés utile dans la pratique.

Corollaire 3.5.1.6 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, B une base de
E, fe L(E) et A= Matp(f). Alors :

feGLy(E) — AcGL,(K)

Dans ce cas, on a Matg(f~') = A~L.

Corollaire 3.5.1.7 Soit A € M, (K). On note Cy,---,C,, les vecteurs colonnes de A,
Ly, - Ly les matrices lignes. Alors sont les énoncés suivants sont équivalents :

(i) A est inversible ;
(i) (C1,---,Cy) est une base de K™ ;
(iii) (La,--- 'Ly) est une base de K".

Preuve :
e Montrons (i) <= (i)

Soit f I’endomorphisme de K™ canoniquement associé & A. On identifie K™
et M, 1(K). On a alors :

AeGL,(K) <= [ est bijective
<= f(B.) est une base de K"
<~ (C4,---,C}) est une base de K"

e Pour (i) <= (iii), il suffit de remarquer que ; sont les vecteurs colonnes
de A et que A est inversible si et seulement si ‘A I’est. =

Remarque : pour ceux qui ne sont pas satisfaits a cause de la phrase « on identifie », refaire
une démonstration trés propre en introduisant l'isomorphisme naturel de K" dans M, 1 (K).
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Corollaire 3.5.1.8 Soit A € M, (K). Alors A € GL,(K) si et seulement si ker(A) = {0}.

Preuve :

Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A. D’apres ce qui précede :

AeGL,(K) <= f est bijective
<= [ est injective
—  ker(f) = {0}
< ker(A) = {0}

La seconde équivalence provient du fait que f € L(K™) avec K™ qui est de
dimension finie. X

Proposition 3.5.1.9 Soit A = [a; ;] € T, s(K) telle que a;; # 0 pour tout i € [1,n]. Alors
A est inversible.

Preuve :

e Pour montrer que A est inversible, on montre que ker(A) = {0}. Soit
X € ker(A). On note X =[xy, -+, z,]. Alors AX = 0, soit encore :

(*) Vi € [[1,11]] s Zam-xj =0
j=1

On montre par récurrence forte finie que pour tout &k € [0,n — 1], 2,,— = 0.
Initialisation :

Pour k = 0, on choisit i = n dans () : 3°7_; anjz; = 0. Or, A est triangu-
laire supérieure, donc a, ; = 0 si j < n. Par suite,

n
Zansjm]' =0 < AnnTn = 0 << z,=0
Jj=1

puisque par hypothese, a, ,, # 0. Ce qui montre que x,,_o = 0 et la propriété
est vraie au rang k = 0.

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang k — 1 pour un certain

entier 1 < k < n et on montre qu’elle est vraie au rang k. Par hypothese de
récurrence, ,—; = 0 pour 0 < j < k — 1. On choisit ¢ = n — k dans (x) :

165



Mathématiques supérieures 2 3.5. Matrice d’'un endomorphisme

n n k
0= GnkjTj= Y Gnok;Tj =D Gn kn1Tn i
j=1 1=0

j=n—k
D’oti, par hypothese de récurrence, an—gn—r Tn—t = 0 et donc z,_p = 0
(puisque a,,— n—k 7# 0). Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k
et acheve la récurrence.
On a donc montré que Vk € [0,n — 1] , 2,— = 0, c’est-a-dire X = 0. Dot
ker(A) = {0} et A est inversible. =

Proposition 3.5.1.10 (Premiére méthode de calcul de A~1) Soit A € M,,(K). Alors
les énoncés suivants sont équivalents :

(i) A€ GLy(K);

(i) VY € Mp1(K) , 31X € M, 1 (K) , Y = AX.

Dans ce cas, pour tout (X,Y) € M, 1(K)2, Y = AX <= X =A"'Y.
En particulier, la résolution « brutale » du systéme Y = AX permet de calculer A~".

Preuve :

C’est évident car si f est 'endomorphisme de K™ canoniquement associé
a A, on a déja vu que A est inversible si et seulement si f est bijective,
c’est-a-dire si et seulement si :

Vye K", Az e K", y= f(x)

En traduisant cette égalité dans M,, 1 (K) (au lieu de K™), on a donc A est
inversible si et seulement si :

VY € Mpi(K), X € M1 (K), Y = AX -

1
-1 1
Soient (a,b) € R? et (z,y) € R%. On a alors :

| _ |a a = x+2y
A{y]_{b} - {b=*x+y

Exemple 3.5.1.11 Montrons que A = [ } est inversible et déterminons son inverse.

PN a = x+2
a+b = 3y L2<—L2+L1
1 2
r = za—%b
S T

Ce qui montre que A € GLy(R) et A1 = % [ 1 =2 }
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1 1
Exemple 3.5.1.12 Soit B = | 0 1 |. On sait déja que B est inversible car c’est une
matrice triangulaire a coefficients diagonaux non nuls. Pour calculer son inverse, on applique
la méme méthode, c’est-a-dire on résout le systéme « Y = BX ». On identifie R? et M3 1(R).
Soient Y = (a,b,¢) et X = (2,9, 2), deux éléments de R3. Alors :

a = z+2y+z
c =z
r = a—>b
<~ {y = %b—%c
z = ¢
T 1 -1 0 a
= [v “lo & 1]
z 0 0 1 c
1 -1 0
Ce qui montre que B~'= | 0§ -3
0 0 1
1 x
Remarque : on savait déja que B~ est de la forme | 0§« | donc la forme obtenue est
0 0 1

cohérente.

Pour montrer qu’une matrice A € M,,(K) est inversible, on peut :
1. si A est triangulaire, appliquer le critere sur les coefficients dia-

gonaux ;

montrer que ker(A4) = {0};

montrer que Im(4) = M,, 1(K);

2.
' N .
4. montrer que le systeme ¥ = AX (d’inconnue X € M,, 1(K))

admet une unique solution.

w

Pour calculer l'inverse de A lorsque A est inversible, on résout le
systeme Y = AX.

Remarque : on verra d’autres méthodes plus loin dans ce chapitre (et dans le chapitre sur
les déterminants) pour montrer qu’une matrice est inversible et calculer son inverse. Dans la
pratique, la méthode 4 (résolution du systéme) est la plus efficace pour montrer que A est
inversible et calculer son inverse. En revanche, ce n’est pas la meilleure méthode si on souhaite
uniquement montrer que A est inversible : dans ce cas, il est souvent préférable de calculer le
rang de la matrice (voir la section suivante) ou son déterminant (voir chapitre 8).

Remarque : si A € My(K) ou A € M3(K), en utilisant les outils vectoriels de R? ou R?,
on constate que A est inversible si et seulement si det(A) # 0 (le déterminant étant celui des
vecteurs colonnes dans K2 ou K3 ).
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3.5.2 Matrice d’une famille finie de vecteurs dans une base

Définition 3.5.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et 3 une base de
E. Soit F = (z1,- - - xp) une famille finie (non vide) de vecteurs de E. On appelle matrice de
la famille F relativement & la base B (ou plus simplement matrice de la famille F dans la
base B), et on note Matp(F), la matrice de type (n,p) dont les vecteurs colonnes sont les
coordonnées des vecteurs x; dans la base B.

Exemple 3.5.2.2 Dans le plan R? usuel, la matrice de la famille (7 + 7,7 — j,2i + 3j) est :

Exemple 3.5.2.3 Pour tout réel z, e'® = cos(z) + isin(z) et e~ = cos(z) — isin(z). La

matrice de la famille F = (z — €/, 2 — ¢~#*) dans la base B = (cos, sin) est donc :

T =1

Matys(F) = { bt }

Exemple 3.5.2.4 La matrice de la famille F = (X2 + X +1,-X2+4+1,2X2 +3X — 1) dans la
base canonique de Ra[X] est :

11 -1
Mats (F)=]1 0 3
1 -1 2

Ici, attention, la base canonique est (1, X, X2) donc les coordonnées sont inversées par rapport

a Iécriture des polynoémes!

Exemple 3.5.2.5 Si f € L(E, F) et si B est une base de E et C une base de F, alors :
Matgc(f) = Matc(f(B))

c’est-a-dire la matrice de f relativement aux bases B et C est la matrice dans la base C de la
famille f(B).

On peut aussi reformuler ce qu’on a déja vu pour les endomorphismes.

Corollaire 3.5.2.6 Soient f € L(E,F) (E et F étant de dimensions finies non nulles), B
une base de E, C une base de F' et A= Matpc(f). Alors, pour tout z € E,

Mate(f(z)) = A x Matp(x)
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Proposition 3.5.2.7 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, B une base de
E et F une famille finie de vecteurs de E, de cardinal n. Alors :

F est une base de E <= Matg(F) € GL,(K)

Preuve :

On note A = Matg(F) et on considere f € L(E) ’endomorphisme associé &
A (c’est-a-dire tel que la matrice de f dans la base B est A). Par définition,
on a donc f(B) = F. Alors :

A€GL,(K) <= [ est bijective
<= f(B) est une base de E
<= F est une base de F/ =

Remarque : ceci permet de retrouver trés rapidement qu’une famille de polynémes échelonnés
en degrés est libre. En effet, supposons que pour tout n € N, P, soit un polynéme de degré n
et fitons n € N. Alors, la matrice de la famille F,, = (Py)o<k<n est une famille de K,,[X] et sa
matrice M dans la base canonique est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients
diagonauz sont non nuls (car pour k € [0,n], Py est de degré k exactement). On en déduit donc
que M est inversible et donc d’apres la proposition précédente, F,, est une base de K, [X] et a
fortiori, cette famille est libre.

Exercice 3.5.2.8 Comment adapter cette démonstration si on se donne une famille finie quel-

conque de polynémes échelonnés en degrés? Autrement dit, on se donne (P;)ocicn de degrés
distincts (et entiers) mais on ne suppose plus deg(P;) = i.

3.5.3 Matrice de passage et changements de bases

Définition 3.5.3.1 Soient F un espace vectoriel de dimension finie n > 1, B et B’ deux
bases de E. On appelle matrice de passage de B & B’, et on note P g ou encore Pass(B,B'),
la matrice de la famille B’ relativement a la base B.

Remarques :

° A Attention : ['ordre des bases est important! Les roles de B et B’ ne sont pas du
tout symétriques!

° A Attention : on ne parle pas de matrice de passage tant qu’on n’a pas démontré que
B et B' sont des bases!
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Exemple 3.5.3.2 La famille B = (1, X + 1, (X +1)2, (X + 1)) est une base de R3[X] (famille
libre (car échelonnée en degrés) et maximale (car |B| =4 = dim(R3[X]))) et :

1 1 11
Pass(B.,B) = 8 (1) ? g
00 0 1

Proposition 3.5.3.3 Soit Pg g la matrice de passage de la base B a la base B'. Alors :

P&B/ = ]\IatB/ﬁ(IdE)

Preuve :

‘ C’est clair mais attention a 'ordre des bases ! X

Corollaire 3.5.3.4 Toute matrice de passage est inversible et PB_IB, = Pp 3.

Preuve :

En effet, Idg est bijective donc Pg g = Matp g(Idg) est inversible et :

Py = Matp iz (1d,') = Matp g (1dg) = P 5

Exercice 3.5.3.5 Montrer que toute matrice inversible est une matrice de passage.

Proposition 3.5.3.6 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit x € E.
On suppose que :

(i) B et B' sont deuz bases de E et P = Pass(B,B') ;
(i) X = Matg(z) (la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B) ;

(i1i) X' = Matp (z) (la matrice colonne des coordonnées de x dans la base BB').

Alors X, X' sont liés par la relation (appelée formule de changement de coordonnées) :

X =PX'

Preuve :

| En effet, on a : X = Matg(z) = Matg p(Idg)Matp () = PX'.
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Exercice 3.5.3.7 Prouver la proposition directement par le calcul brutal.

A Attention : remarquez bien que la formule de changement de coordonnées exprime les
« anciennes coordonnées » en fonction des « nouvelles coordonnées ». Dans la pratique, c’est
« autre sens » qui nous intéresse, c’est-a-dire la relation X’ = P~1X.

Exemple 3.5.3.8 Soient B, = (Z, j) la base canonique du plan et B la base obtenue par rotation
d’angle 0 avec 6 € R. Alors :

B = (cos(@)z—ﬁ— sin(0)7, — sin(6)i + cos(@)j)

On en déduit donc que la matrice de passage de la base canonique a la base B est :

P=[ e ey ]

et en notant (z,y) les coordonnées d’un vecteur dans la base canonique et (z’,y") ses coordonnées
dans la base B, on a :

< 1 = 5(0)x’ — sin(6)y’
X = PX'  Cest-a-dire * C.Ob( )x, sin )y/

y = sin(f)z’ + cos(0)y
Ceci nous amene a la proposition suivante, appelée « formule de changement de bases pour une
application linéaire », qui donne la relation entre les matrices d’'une méme application linéaire
exprimée dans des bases différentes.

Proposition 3.5.3.9 Soient E et ' deur K-espaces vectoriels de dimensions finies non
nulles. On suppose que :

(i) B et B' sont deuz bases de E et P = Pass(B,B') ;
(ii) C et C' sont deuzx bases de F et Q = Pass(C,C’);
(Z’LZ) f (S ﬁ(E,F), A= Matgﬂ(f) et A = Matg/ycl(f).

Alors :
A =Q AP

Remarques :

e noter ici que si p = dim(FE) et n = dim(F), alors P € GL,(K) et Q € GL, (K) puisque ce
sont des matrices de passages (donc inversibles) mais P et Q ne sont pas nécessairement
de méme taille ;

e cette propriété est trés importante et sera a l'origine de la notion de matrices équivalentes
(et le corollaire suivant sera a l'origine de la notion de matrices semblables).
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Preuve :

e Premicre méthode : on raisonne sur les bases uniquement

On remarque que f =Idp o foldg. On a alors :
]W'atgryc/(f) = ]V[at(j’c/(ldp) X Matgﬁc(f) X MathB(IdE)

Par suite, A’ = Per ¢ X A X Pg pr, soit encore A’ = Q~TAP.
e Deuziéme méthode : on raisonne sur les vecteurs
Soient z € E, X = Matg(z) et X' = Matpg (x). Alors :

x AX = Mate(f(x));

* puisque X = PX', APX' = Matc(f(x));

x d’apres les formules de changement de coordonnées « Y/ = Q1Y »,
donc Q YH(APX') = Mate: (f(z)).

Ainsi, pour tout vecteur z € F :

X' = Matg (z) = Q" 'APX' = Mate (f(x))

Ce qui montre que Q' AP est alors la matrice de f relativement aux bases
B et C'. =

Remarque : ceci donne donc une autre méthode pour déterminer la matrice d’une application
linéaire. Si on connait déja la matrice de [ relativement a deux bases données, on peut sim-
plement appliquer les formules de changement de bases. En revanche, cette méthode n’est pas
toujours pratique puisque pour l'appliquer, on doit déterminer les deux matrices de passage (ce
qui n'est pas toujours rapide et nécessite souwvent de calculer linverse de ['une des matrices)
puis faire deux produits matriciels.

Corollaire 3.5.3.10 (Formule de changement de base pour un endomorphisme)
Soient E un espace vectoriel de dimension finie non nulle, B et B’ deux bases de E et
f € L(E). On note P = Pass(B,B'), A= Matp(f) et A’ = Matp (f). Alors :

A =PpPtAP

Exercice 3.5.3.11 Soit p un projecteur non nul de K" et r = rg(f). On note A la matrice de
IL.| 0 }

p dans la base canonique. Montrer qu'’il existe P € GL,(K) telle que P"1AP = { 010

Exercice 3.5.3.12 Reprendre I'exercice précédent pour une symétrie en adaptant la conclusion
et les notations.
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3.6 Rang d’une matrice et opérations élémentaires

3.6.1 Définition du rang d’une matrice et premiére caractérisation

Définition 3.6.1.1 Soit A € M,, ,(K). On note Ct,---C, € M,, 1(K) les colonnes de A.
On définit alors le rang de A, noté rg(A), par :

I‘g(A) = rg(cb 027 e ;CP)

1 2 1

Exemple 3.6.1.2 Soit A = | 2 1 —1 |. Alors rg(A4) = 2. En effet, il est clair que les
11 0

vecteurs C7, Cy forment une famille libre et C'3 = Cy — C. Par conséquent,

Vect(Cy, Cq, C5) = Vect(Cy,C2) et 1g(A) =2

Dans la pratique, on rédigera souvent comme suit :

12 1 [1 20
rg| 2 1 -1 = g2 10 C3+—C3—Cy+ (4
110 110
M1
= rg| 2 1
11
= 2
1 1 3 5
Exemple 3.6.1.3 SiB=| —1 1 3 |,alorsrg(B) = 2 car en notant B = [C} Cy C3 C4],

o Cy =3C1 +2C,,
e et (Cy,Cy) est libre.

Exemple 3.6.1.4 Soit J = [1] € M,,(K) (matrice dont tous les coefficients sont égaux & 1).
Alors rg(J) = 1 car toutes les colonnes sont égales & la premiere colonne et cette premiere
colonne est non nulle.

Voici un cas particulier ot 'on peut déterminer directement le rang.

Proposition 3.6.1.5 Si A = diag(dy,--- ,dy), alors rg(A) = |{k € [1,n] / dix # 0}/
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Preuve :

On note (Ey,- -, E,) la base canonique de M,, 1 (K), alors par hypothese,
en notant Cy, 1 < k < n, les colonnes de A, et I = {k € [1,n] / dy # 0},
ona:

Vect(Cy, -+ ,Cy) = Vect(d1Ey, - -+ ,dpEy) = Vect ((E;)ier)

Or, (E;)ier est libre donc dim (Vect ((E;)ier)) = |1]. 5

A Attention : ce résultat est trés faux pour une matrice triangulaire ! Les matrices suivantes
sont triangulaires a coefficients diagonaux nuls mais pourtant :

0 1 0 0 1 0
rg 0 0 1 =2 1g 0 0 O =1
0 0 0 0 0 0

Proposition 3.6.1.6 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finies non nulles,
feL(EF), B une base de E, C une base de f et A= Matgc(f). Alors rg(A) = rg(f).

Preuve :

Notons B = (eq,--- ,ep) et C = (g1, -+ ,&,). On a vu que 'application
© Mn,l(K) — F
T n
— Zl’kak
- k=1
n

est un isomorphisme de M,, 1 (K) sur F. On a alors :

I'g(A) = rg(Ch ) )
= rg(@(C’l), 0(Cp))
= rg(fler), -+, flep)))
= rg(f)
En effet, ¢ (la restriction de ¢ & < Cy,---,C), > au départ et & son image
< p(C1), -+ ,¢(Cp) > a larrivée) est un isomorphisme donc conserve la
dimension. <

Remarque : ceci donne une nouvelle méthode pour déterminer le rang d’une application li-
néaire. On peut déterminer le rang de la matrice de f relativement o deuz bases (quelconques)
de E et F, respectivement.
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Corollaire 3.6.1.7 Soit A € M, ,(K). Alors rg(A) < n et rg(A) < p, c’est-a-dire :

rg(A) < min(n,p)

Preuve :

En effet, en notant (C;)1<i<p les matrices colonnes de A, (C;)1<igp est une
famille de M,, 1 (K) donc rg(A) < n (car dimg (M, 1 (K)) = n). Par ailleurs,
rg(A) < p (le nombre de vecteurs de la famille). =

Exercice 3.6.1.8 Faire une preuve directe de cette propriété a l’aide de I'application linéaire
canoniquement associée a A.

Proposition 3.6.1.9 En interprétant matriciellement les résultats prouvés sur les applica-
tions linéaires, on a :

(i) Pour toute A € M, (K), rg(A) =n < A e GL,(K).
(it) Pour toute A € My, ,(K) :

VP € GL,(K) , rg(AP) = rg(A) et VQ € GL,(K) , r9(QA) = rg(A)

Preuve :

e Pour (i), c’est une conséquence du corollaire 3.5.1.7, c’est-a-dire :

AeGL,(K) <= (C1,---,C)) est une base de M,, 1(K)
— 1g(Ch, - ,Ch)=n
— rg(4)=n

e La propriété (i7) est la traduction matricielle de la proposition 2.4.2.6

qui dit que les isomorphismes conservent le rang. Notons f € L(K?,K")
I’application linéaire canoniquement associée a A.

% Si P € GL,(K), I’application linéaire ¢ canoniquement associée a P
est un automorphisme de KP. Par suite :

rg(A) = 1g(f) = rg(f o p) = rg(AP)

* De méme si Q € GL,,(K) et ¢ est 'endomorphisme de K™ canonique-
ment associé a @, alors ¥ est un automorphisme de K™ et :

rg(A) =rg(f) =rg(v o f) = rg(QA) 5
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3.6.2 Opérations élémentaires sur les lignes (ou les colonnes)

Définition 3.6.2.1 On appelle « opérations élémentaires » sur les colonnes d’une matrice,
les trois types de transformations suivantes :

e l’échange de deux colonnes C; et C (avec i # k), que l'on note C; «— Cl;
e le remplacement d’une colonne C; de A par aC; avec a € K*, que l'on note C; +— aC;;

e le remplacement d’une colonne C; de A par C; + aCy, avec o € Ket k € [1,p] \ {i}.
Cette opération est notée C; +— C; + aCy.

Remarques :

e attention dans le second type de transformation, o # 0 ;

e on définit de la méme facon les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice, que
l’on note respectivement :

« L; <— Ly, (échange des lignes i et k) ;
* L; «— aL; avec a € K* (remplacement de la i-ieme ligne par aL;) ;

Théoréme 3.6.2.2 Les opérations élémentaires sur les colonnes reviennent a multiplier a
droite par une matrice inversible et les opérations élémentaires sur les lignes reviennent a
multiplier & gauche par une matrice inversible. Plus précisément, si A € M, ,(K) :

(i) Uéchange des colonnes C; et Cy, (pour k # i) revient & multiplier o droite par la matrice
P =T+ (Eip+ Eri — Eiy — Ep ) € GLy(K) ;

(ii) Uéchange des lignes L; et Ly (pour k # i) revient a multiplier & gauche par la matrice
Py =1In+ (Eix+ Eri — Ei;i — Ex i) € GLn(K) ;

(iii) le remplacement d’une colonne C; par aC; avec o € K* revient a multiplier a droite
par la matrice D;(a) = diag(1,--- ,1,0,1,--- 1) =1, + (a« — 1) E; ; ;

(iv) le remplacement d’une ligne L; par aL; avec o € K* revient & multiplier ¢ gauche par
la matrice D;(«) = diag(1,--- ,1,0,1,---1) =1, + (« — 1)E;; ;

(v) remplacer la colonne C; par C; + aCy, (avec k # i) revient & multiplier ¢ droite par la
matrice Ty, ;(a) = I, + aEy; ;

(vi) remplacer la ligne L; par L; + oLy (avec k # i) revient & multiplier a gauche par la
matrice T (o) = I, + aFE; .
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Exercice 3.6.2.3 Ecrire les matrices correspondant a chaque opération élémentaire.

Remarque trés importante :

I, (respectivement I,,).

Preuve :

On va commencer par démontrer les propriétés sur les opérations élémen-
taires sur les colonnes en interprétant en termes d’applications linéaires.
Pour cela, on note :

* C1,---,Cp les colonnes de 4;

*

€ L(KP,K") canoniquement associé a A;
* g 'endomorphisme de K? canoniquement associé a P;  ;
* h I’endomorphisme de K canoniquement associé a D;(a);

* | endomorphisme de KP canoniquement associé a T}, ; ().

e Montrons ().

AP; j; est la matrice de fog relativement aux bases canoniques. Déterminons
a présent les vecteurs colonnes de AP, i, ¢’est-a-dire les coordonnées (dans la
base canonique de K™) des images par fog des vecteurs de la base canonique
(e1,---,ep) de KP. Soit j € [1,p]. On a alors trois cas :

* Premier cas : j ¢ {i,k}
Dans ce cas, g(ej) = e; et (fog)(e;) = f(e;) dont le vecteur colonne
associé est C; : la j-ieme colonne de AP, est donc Cj.

* Deuxieme cas : j =1
Alors g(e;) = ey et donc (f o g)(e;) = f(er). Par suite, la i-ieme
colonne de AP; j, est C.

x Troisieme cas : j =k
De méme, (f o g)(ex) = f(e;) donc la k-ieme colonne de AP, i est C;.

Ce qui montre que AP; j, est la matrice dont les matrices colonnes sont celles
de A ou l'on a échangé les colonnes C; et Cj.

Par ailleurs, les calculs précédents montrent aussi que g = Idg» (ces deux
applications linéaires sont égales sur la base canonique) et donc que g est
un automorphisme, c’est-a-dire P; , € GL,(K).

e La preuve de (7i7) est identique avec seulement deux cas & distinguer car
1

h(ej) =e; sij # i et h(e;) = ae; puis on vérifie que D;(a)™! = D;(a™!).
e Montrons (v).

On reprend la méme méthode : AT}, ;(a) est la matrice de f ol relativement
aux bases canoniques et on explicite donc I'image de la base canonique.

on constate que les matrices par lesquelles on multiplie sont
obtenues en partant de I, (respectivement I,,) et en effectuant la méme opération sur la matrice
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Par définition, T} ;(a) = I, + aE} ;. Par suite,
Vie[1,p]\{i} ., l(e;) =e; et lle;) =e;+ e

11 s’ensuit que pour j € [1,p] \ {i}, (fol)(e;) = f(e;) et par conséquent, la
j-ietme colonne de AT; i, () est C.

De plus, (fol)(e;) = f(e; + aex) = f(e;) + af(ex) et done la i-eme colonne
de AT; () est C; + aC.

Enfin, on remarque par ailleurs que T gi(c) ™! = T ;(—a).

Pour les opérations élémentaires sur les lignes, il est plus difficile de raisonner
sur les applications linéaires puisque dans ce cas, les matrices sont lues par
« colonne » et non par « ligne ». On va présenter ici deux preuves : 'une
par le calcul brutal et I'autre par déduction des opérations sur les colonnes.

e Montrons (i) par le calcul.

On note P; i, = [0y s]1<r<n- Alors par définition,
1<s<n

V(T‘, 3) € ﬂl, n]]2 s Qs = 61&,5 + 57‘,2’65,]@- + 6r,k65,i - 57',1'55,1' - 67‘,k65,k

On a alors :

P A=

n
E ar,sas,t
s=1

On détermine alors les lignes de cette matrice. Soit r € [1,n].

:| 1<r<n
1<t<p

x Premier cas: r #ietr#k
Dans ce cas, Vs € [1,n] , a5 = Js, et donc pour tout ¢ € [1, p],

n n
E Qr sQs t = § 6r,sas,t = Q¢
s=1 s=1

Ce qui montre que la r-ieme ligne de P; ;A est [a, ] L,.

1<t<p

* Deuxieme cas : r = 1.
Dans ce cas, on vérifie que Vs € [1,n] , o, s = d5 et donc :

n n
Vi € [[17p]] s Zar,sas,t = st,kas,t = Akt
s=1 s=1

On conclut donc que la i-eme ligne de P; A est Ly,.

* Troisieme cas : r = k.
De la méme fagon, Vs € [1,n] , o, s = d5, et donc :

n n
vt € [[lvp]] B Zansas,t = Z 5s,ias,t = Q4 t
s=1 s=1

On conclut donc que la k-eme ligne de P; A est L;.
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e Montrons (vi).
On considere la matrice B = "A. Alors les colonnes de la matrice B sont
C!="; pour 1 <i<n(ou Ly, L, désignent les lignes de la matrice A).
D’apres (v), en notant Q. ;(c) = I, + aE}y ;, BQy,i(a) est la matrice ayant
les mémes colonnes que B sauf la i-eme qui a été remplacée par C; + aCl.
Autrement dit, AQy. ; () est la matrice dont les colonnes sont :

« Ljsije[Ln]\{i};

* L; + oL, pour la i-eme colonne.
Alors les lignes de {(BQy, (), c’est-a-dire les lignes de 'Qf,;(c) A sont :

« Ljsije[Ln]\{i};

x L; + alLj pour la i-eme ligne.

On conclut en remarquant que ‘Qy (o) = T, + o'By; = I, + aE; .

e La propriété (iv) est laissée en exercice et se démontre de 'une des deux
fagons présentées avant.

X

Remarque : un moyen « simple » de retenir sur qui on agit (lignes ou colonnes) quand on
multiplie par une matrice inversible est le suivant :

« LINES = LEFT »

Cela marche pour un francophone mais pas pour un anglophone car en anglais, on parle de
« rows » pour les lignes, et « columns » pour les colonnes. La terminologie « lines » n’existe pas...

Corollaire 3.6.2.4 Soit A € M,, ,(K).

e [uire une série d’opérations élémentaires successives sur les colonnes de la matrice A
revient ¢ multiplier A & droite par une matrice inversible P € GL,(K). Cette matrice
P est d’ailleurs obtenue en effectuant la méme série d’opérations sur la matrice I,.

e Faire une succession d’opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A revient
a multiplier A & gauche par une matrice inversible Q € GL,(K). Cette matrice Q est
obtenue en effectuant la méme série d’opérations sur les lignes de la matrice I,,.

Preuve :

e La premiere partie des assertions est claire car un produit de matrices
inversibles est inversible et chaque opération élémentaire est équivalente a
multiplier par une matrice inversible (d’apres la proposition précédente).

e En écrivant A = A, (ou A = I, A), on constate que AP = A(I,P) et donc
la matrice I, P est bien la matrice I, a laquelle on fait les mémes opérations

élémentaires sur les colonnes. De méme pour les lignes.
X
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Corollaire 3.6.2.5 Les opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes d’une matrice ne
modifient pas le rang de la matrice.

Preuve :

Si A e M, ,(K) et M est la matrice obtenue aprés une série d’opérations é16-

mentaires sur les lignes ou les colonnes de A, le corollaire précédent montre

quil existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que M = QAP. Par suite,
rg(A) = rg(AP) = rg(QAP) = rg(M)

puisqu’on a déja vu que la multiplication par une matrice inversible conserve
le rang (proposition 3.6.1.9).

X
1 2 1
Exemple 3.6.2.6 Soit A= 1 1 1 |.
0 1 1

1 2 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1
[1 0 07 [1 -2 -1 Cy +— Cy—2C4

1 -1 0 0 1 0
L 1 1 ] L 0 0 1 ] Cd — Cg -y
[1 0 0] 1 2 -1

1 1 0 -1 0 CQ — 702
L0 —1 1] 10 0 1
[1 0 0] [ -1 2 —1]

0 1 0 1 -1 0 Cl — Cl 702
|1 -1 1] | 0 0 1]

1 0 0 [0 1 -1 C; — (C1—-0C4

01 0 1 -1 0

0 0 1 L —1 1 1 | Cy +— O+ 04

Ainsi, en posant :
0 1 -1
P=| 1 -1 0 ona PA=TI;donc A€ GL3y(R) et A= =P
-1 1 1
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Remarques :

e cn général, on privilégie les opérations élémentaires sur les colonnes parce qu’elles ne
modifient pas l'image de la matrice (exercice : le justifier) ;

e pour un systéme, c’est le contraire : on ne fait que des opérations élémentaires sur les
lignes (on reverra cela en détails dans le cours sur les déterminants et systémes linéaires) ;

e enfin, on verra dans le paragraphe suivant que dans certains cas, on effectue des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci est exclusivement réservé au calcul de rang
et « transformation » en la matrice « J,. ». Pour le calcul d’inverse, on ne fait que des
opérations sur les colonnes ou bien que des opérations sur les lignes, mais pas les deux
(voir paragraphe suivant).

r+3y+z+50s+t = 1
Exemple 3.6.2.7 On consideére le systéme (S) : ¢ z+2y+z+4s+3t = .
2y + 2+ 25+ 2t = 0
e Si on pose :
x
y 1 13151
X=1z , B=1 2 et A=]1 2 1 4 3
s 0 02 1 2 2
t

Alors le systéme (.S) s’écrit sous forme matricielle AX = B c¢’est-a-dire que :

1
(z,y,2,s,t) est solution de (5) <= AX = | 2
0

Une méthode possible de résolution (et de rédaction) est « I'élimination de variables » par
opérations élémentaires sur les lignes, a savoir :

1 = 2+4+3y+z+5s+t Iy
AX =B << 2 = x+2y+z2+4s+3t Lo

0 = 2y+2+2s+2¢ L3
1 = z4+3y+z2+5s+t Ly

— 1 = —y—8+2t Lo<+— Ly— 1,
0 = 2y+2+2s+2¢ Ls
1 = z43y+2+5s+t Ly

= 1 = —y—s+2t Lo
2 = Z+6t L3<‘L3+2L2
r = 2—2s—1

= y = —1—s5+2t
z = 2-6t
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3.6.3 Meéthode du pivot de Gauss pour déterminer le rang d’une ma-
trice (ou l’inverse d’une matrice)

Définition 3.6.3.1 Soient (n,p) € N* x N* fixés et 7 € N tel que r < n et r < p. On définit
la matrice J, ,(r) € M,, ,(K) par :

I, 0 $ ,

J7L7p(r) = 0 0 i n—r
—
r p—r

Remarques :

e on convient que quand r = 0, J, ,(r) = 0 (autrement dit le « bloc vide » n’est pas écrit)
et de méme, lorsque r =p <n ou lorsque r =n <p :

Jnp(p) = [ 0 Iy } respectivement J,, ,(n) = [ I, Onpn ]
n—p,p
ot pour (r,s) € N* x N*, 0, ¢ est la matrice nulle de M, 4(K) ;
e dans le cas particulier obn =1 etr=n=p, Jy,(n) =1Ip;
e pour ceur qui ne sont pas satisfaits, on peut aussi définir explicitement cette matrice par
ses coefficients a; j en posant :

V(?,]) € [[1777’]] X [[lvp]] s Qg = 6i,jX[[1,T]] (Z)
ou X[1,r] est la fonction caractéristique de l’ensemble [L,r];

e dans la pratique, lorsque le contexte est clair (¢’est-a-dire lorsque les tailles des matrices
sont connues), on écrit tout simplement J, ou J(r). La notation la plus répandue est J,.

Lemme 3.6.3.2 Pour tout r < min(n,p), la matrice J,. est une matrice de rang r.

Preuve :

‘ C’est évident et la démonstration formelle est laissée en exercice. X

Théoréme 3.6.3.3 (Pivot de Gauss) Soit A € M,, ,(K). Par une succession d’opéra-
tions élémentaires sur les lignes et les colonnes, on peut transformer A en une matrice J,.
Llentier r est alors unique et on a r = rg(A).
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Preuve :

e Lunicité de r est claire car les opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes ne modifient pas le rang. Par suite, rg(A) = rg(J,) = 7.

e On démontre le théoreme par récurrence sur n > 1.

Initialisation :
Pour n =1, soient p € N* et A = [a1 ;]1<j<p € M1,p(K).
% Si A =[0], alors A = .Jy directement.

* Sinon, il existe jo € [l,p” tel que a1, # 0. On effectue alors les
opérations élémentaires suivantes (et dans cet ordre) :

> Cj“ «— Cy;
1
1.0
> pour j € [2,p], Cj «— Cj —a1,;C1;

> O +—

Cr;

Alors, par cette succession d’opérations élémentaires sur les colonnes
de A, on a transformé A en Jy ,(1).

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n — 1 > 1 et on montre qu’elle est
vraie au rang n. On suppose donc que pour tout entier p € N* et toute
matrice B € M,,_1,(K), on peut transformer B en une matrice .J, par une
succession d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de B.

Soient p € N* et A € M,, ,,(K).
x Si A est nulle, alors A = Jy et la propriété est vraie au rang n.
* Sip =1, on procede de la méme fagon que dans l'initialisation.
* Sinon, p > 2 et A # 0. Il existe a; ; # 0.
> On échange alors la premiere colonne avec la j-éme, puis on

échange la premiere ligne avec la i-eme. On est alors ramené
a une matrice de la forme :

!
a oap,

avec o un nombre non nul.

1

> On peut alors multiplier la premiére colonne par o™+, ce qui

transforme la matrice en :

! !
1 ayo  ah,
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> Pour j € [2,p], Cj - C; — a) ;C1, ce qui conduit a la matrice :

1 0 ... 0

/ . . /
asq Doag,

l i
L

> Pour 2 < i < n, on effectue L; + L; — ag,lLl, ce qui conduit a
une matrice de la forme :

1 0 0
/ /

0 as o as,
’ ’

0 an,2 n,p

Il ne reste plus qu’a appliquer '’hypothese de récurrence a la matrice
A = ld] j] 2<i<n © Par une succession d’opérations élémentaires sur les
,
IS

lignes et les colonnes de A’, on peut transformer A’ en une matrice .J,..
En considérant la méme succession d’opérations sur les lignes et les
colonnes de la matrice précédente, on peut donc la transformer en :

11010
07, [0 | =da
0] 010

Ainsi la propriété est vraie au rang n, ce qui achéve la récurrence.

Remarque : les plus rigoureux d’entre vous ne seront pas satisfaits par cette preuve qui uti-
lise des « ... ». Dans ce cas, on peut énoncer puis démontrer un résultat un peu plus formel.
Pour toute matrice A, il existe U € GL,(K) qui est un produit fini de matrices d’opérations
élémentaires sur les lignes et V€ GL,(K) qui est un produit fini d’opérations élémentaires sur
les colonnes telles que UAV = J,.. Dans ce cas, pour linitialisation (lorsque A #0), on pose :

p
V =Py, Di(ay ) [[ Th(—ary)
=2

Alors V' est un produit fini de matrices élémentaires et AV = Jy. Vous pouvez d’ailleurs remar-
quer que le dernier produit est commutatif.

Dans Uhérédité, on reprend le raisonnement en écrivant de la fagon suivante (lorsque A # 0 et
p=2):
> Ay = Py, APy j, est une matrice dont le coefficient (1,1) est non nul. On le note o ;

> Ay = A1 Di(a™1t) est une matrice dont le coefficient (1,1) vaut 1;
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En notant Ay = [b; ;], on pose alors :
n P
Az = HTm(*bi,l) <Az - H Ty j(=b1,5)
i=2 j=2

Notez qu’il n’y a pas d’ambiguité dans les produits car les matrices dans chaque produit
commutent deuz a deuzx. Alors Az est de la forme :

1 0o ... 0
A !
0 a3y .. ag,
As =
! !
0 apo .. ayy

Quand on applique l’hypothése de récurrence a A’ (méme notation que dans la preuve),
il existe U' € GLy,_1(K) qui est un produit fini de matrices élémentaires et V' € GLp_4
qui est un produit fini de matrices élémentaires telles que :

UAV =,
N N’
Notons par exemple U’ = H Ry, et V' = H Ny, ou les R}, et N} sont des matrices
k=1 k=1

élémentaires. On pose alors :

o S R;C = Pi,j € GLnfl(K), Ry = Pi+17j+1 ;
e si R, = D;(a), R, = Dis1(0) ;
® Si R;C = Tkyi(()z), Ry =Tht1,i+1 ((1).

(et de méme pour les Nj.). Alors en posant :

N N’
U=]]Rr et V=]]N
k=1 k=1

D’une part, U € GL,(K) et est un produit fini de matrices élémentaires (de taille n).
D’autre part, V € GL,(K) et est un produit fini de matrices élémentaires (de taille p) ;
De plus, UA3V = J,11 et finalement :

n P
(U X HTiyl(ibivl) X Pl,io) X A % Ply]'o X Dl(a_l) X HTl,j(fbl,j) xV = Jr41
=2

j=2
Ce qui montre qu’il existe deuz matrices inversibles P et Q~1, obtenues comme produit

fini de matrices d’opérations élémentaires, telles que QAP = J, 1 et termine la preuve
par récurrence.
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Corollaire 3.6.3.4 Soient A € M, ,(K) et r < min(n,p). Alors r = rg(A) si et seulement
si il existe U € GLn(K), V € GL,(K) telles que :

UAV = J,

Preuve :

e Pour le sens direct, c’est la traduction matricielle du théoreme précé-
dent, en remarquant que faire une succession d’opérations élémentaires sur
les lignes (respectivement colonnes) revient & multiplier & gauche (respec-
tivement & droite) par une matrice inversible (ou bien voir la remarque
précédente).

e La réciproque est immédiate puisque rg(UJ,. V) = rg(J,) = r pour toutes
matrices inversibles U € GL,(K) et V € GL,(K). X

Remarques :

e on peut utiliser [’algorithme du théoréme précédent pour déterminer le rang d’une matrice.
C’est la méthode du pivot de Gauss qui consiste 4 mettre un « 1 » en premiére position et
utiliser ce « 1 » pour faire apparaitre des zéros sur la premiere ligne et la premiére colonne
(sauf le tout premier coefficient bien sir) puis recommencer ;

o les matrices U et V ne sont pas du tout uniques! On peut trouver un couple (U, V) qui
convient en effectuant les mémes opérations sur les lignes (respectivement les colonnes)
que sur A sur la matrice I, (respectivement Ip) ;

e en fait, le corollaire peut se déduire directement de l’étude des applications linéaires. En
effet, si (e1,---es) est une base de ker(f), on la compléte en une base B de E. D’apreés le
théoréme du rang, p = dim(E) =+ s avec v = r9(f) et (e1 = f(est1), - ,er = f(ep))
est une base de Im(f). On compléte en une base C' de F. La malrice de f relativement
auz bases B' et C' est la matrice J, et d’aprés les formules de changement de bases :
J, = Q LAP.

Exemple 3.6.3.5 Déterminons le rang de A = et trouvons U,V inver-

[NCRE N
— = O
— = = N
=
— = O

sibles telles que UAV = J,.

e Premiere méthode : on va simplement appliquer la méthode du pivot de Gauss. Ceci permet
aussi de préciser la rédaction attendue.

L’avantage (ou l'inconvénient) de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas de comprendre le
lien avec les applications linéaires : elle est purement « algorithmique ».

En général, on présente les calculs sous la forme d'un tableau de 3 matrices : a gauche la
matrice utilisée pour faire les opérations sur les lignes, au milieu la matrice obtenue apres les
transformations sur les lignes ou colonnes et a droite, la matrice pour les opérations sur les
colonnes.
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1 00 0] 10 0 0 0 (1)11202?
LacLatar, | 2 90 0 10 00 000 1 1 0
101 0 00 -1 00 00 0 1 0
113 -2]][000 20 00 0 0 1
1 0 0 0] 1 0000 (1)11202?
Lye-Ly | 2 0 0 -1 01000 00 1 1 0
Li 2Ly | 1 0 -1 0 00100
4 12 3 1 00010 00 010
2 2 2 - 00 0 0 1 |
Ainsi, en posant :
Lo o0 o 1 -1 1 0 0
5 0 0 -1 0 1 -3 -2 -1
U=|1 o -1 o et V=10 0 1 1 0
118 00 0 1 0
2 2 2 0 0 0 0 1
U € GL4(R), V € GL5(R) et par construction :
10000
01 000
UAV=14 010 0
00010

e Seconde méthode : en raisonnant sur I’application linéaire associée.
Soit f I’application linéaire canoniquement associée & A. On note (e, - - , e5) la base canonique
de R®. Pour commencer,

Im(A) = < C1,C3,C3,C4,C5 > = < C1,05,03,C4 > = < Cp — Cy,C5,C5 — Cy, Cy >

soit encore en remplacant :

— = O =
O;Ob—‘
»—\»—jr—lo
S O O
B
H;OO
_ == O

Enfin, en remplagant Cy par —Cs + Cy et ('3 par —C5 + C4, on obtient :

Im(A) = < >=R*

o O O
O;OO
OC;HO
»—w—l—t@
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On en déduit que Im(f) = Im(A) = R* (A est surjective) et rg(A) = 4 donc dim(ker(A)) = 1.
Or, Cy = C5 donc Cy — C5 = 0, c’est-a-dire f(ez — e5) = 0. On conclut donc que :

ker(f) =< e2 —e5 >

On en déduit alors que si on pose B = (ey,e9,€e3,¢e4,¢5 — €2), la famille B est une base de
R® et C = (f(e1), f(ea), f(es), f(ea)) est une base de l'image de f, c’est-d-dire de R?, car
< ey, e9,e3,e4 > est un supplémentaire de ker(f) dans R®. Ainsi, en posant :

P = Pass(B.,B) =

0

1 0 0 0 112 0
01 0 0 -1 20 1 1
001 0 O et Q= Pass(B.,C) =

¢ 1 1 11
0001 0 21 1 1
0000 1

P et @) sont inversibles car ce sont des matrices de passages et :

1.0 0 00
L o100 0
Q AP_]watB,C(f)_ 00 1 0 0
00010

En toute rigueur, il faudrait encore déterminer Q~!. Je vous laisse vérifier en exercice qu’on

obtient :

0 -1 1
-1 1
-1
-1

Q' =

= o O

[NIEE NI
o= O

D=

Corollaire 3.6.3.6 Soit A € M,, ,(K). Alors rg(A) = rg(‘A).

Preuve :

Soit 7 =rg(A). Il existe U € GL,(K) et V € GL,(K) telles que :
UAV = J, ,(r)

Notez qu’ici, les formats de A et A étant différents, il est sans doute mieux
de préciser de quelle matrice « J,. » on parle. Alors :
Jpn(1) =T p(r) = VAU

Or, 'U € GL,(K) et 'V € GL,(K) donc rg(*4) = r = rg(A).
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Remarque : en fait ce n'est pas si évident que « le nombre de colonnes linéairement indé-
pendantes » est le méme que le « nombre de lignes linéairement indépendantes ». Ce corollaire,
simple d’énoncé, n’est a priori pas si simple que cela. On reverra dans le cours de mathématiques
spéciales 2 qu’en interprétant 'A comme la matrice de ’adjoint, alors le résultat est évident (ou
presque évident).

Corollaire 3.6.3.7 Toute matrice inversible s’écrit comme un produit fini de matrices
d’opérations élémentaires.

Preuve :

En effet, si P € GL,, alors rg(P) = n. D’apreés le théoréme précédent, on
peut transformer P en la matrice .J, = I,, par une succession d’opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes, c¢’est-a-dire qu’il existe U, V' pro-
duits de matrices d’opérations élémentaires telles que UPV = I,. Alors
P=U"'W=tet U™!, V! sont des produits finis de matrices d’opérations
élémentaires. %

Remarque : en vocabulaire de la théorie des groupes, on peut reformuler en disant que le
groupe (GL,(K), x) est engendré par les matrices d’opérations élémentaires.

Exercice 3.6.3.8 Calculer D;(—1)T; ;(1)T;,(—1)T; ;(1). En déduire que toute matrice inver-
sible s’écrit comme un produit de matrices d’opérations élémentaires de type T; j(c) ou D;(«).

Corollaire 3.6.3.9 Si A € M,,(K) est inversible, on peut transformer de A en la matrice
I,, par une succession d’opérations élémentaires uniquement sur les colonnes (respectivement
uniquement sur les lignes).

Preuve :

Si A € GL,(K), il existe B € M,,(K) telle que AB = I,, = BA. La multi-
plication a gauche par B est alors une succession d’opérations élémentaires
sur les lignes de A d’apres le corollaire précédent. =

Exercice 3.6.3.10 Montrer que la matrice suivante est inversible et calculer son inverse :

1 2 -1 3
1 -3 3 1
M= 1 -2 -2 -1
1 2 2 0
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3.7 DMatrices équivalentes, matrices semblables et trace
d’une matrice carrée

3.7.1 Matrices équivalentes

Définition 3.7.1.1 Soient A, B € M,, ,(K). On dit que A est équivalente & B s'il existe
Q € GL,(K) et P € GLy(K) telles que :

B=Q 'AP

On note alors parfois A eq B.

Proposition 3.7.1.2 On a les propriétés suivantes :

(1) la relation eq est une relation d’équivalence sur M, ,(K), c’est-a-dire qu’elle est ré-
flexive, symétrique et transitive ;

(it) pour toutes matrices A, B € M,, ,(K),

Aeq B < r9(A) = r9(B)

Preuve :

e La démonstration de (i) est laissée en exercice. Cela découle du fait que

GL,(K) et GL,(K) sont des groupes.

e Montrons (47).

D’apres le corollaire précédent, on sait que :

rg(A) =r < Aeq J,
D’ot le résultat.
ott le résulta -

Remarques :

e il n'y a aucun sens & dire que deux matrices de taille différentes sont équivalentes! Cette
notion n’est définie que pour deur matrices de méme taille ;

e puisque eq est une relation d’équivalence (donc symétrique), on dit que A et B sont équi-
valentes plutét que A est équivalente a B ;

e on peut interpréter en termes d’applications linéaires le fait que A et B sont équivalentes
mais en général, cette interprétation n’est pas trés utile. Elle le sera en revanche dans le
paragraphe suivant avec la notion de matrices semblables.
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3.7.2 DMatrices semblables

Définition 3.7.2.1 Soient A, B € M, (K). On dit que A est semblable & B, et on note
A ~ B, ¢'ll existe P € GL,(K) telle que :

B=P'AP

Proposition 3.7.2.2 La relation de similitude ~ est une relation d’équivalence sur M,,(K).

Preuve :

‘ C’est évident. Exercice : le démontrer. 2

Remarque : de méme que pour les matrices équivalentes, on dira plutot que A et B sont
semblables (puisque la relation de similitude est symétrique) au lieu de A est semblable a B.

Proposition 3.7.2.3 Soient A, B € M,,(K).
(i) A~ B = A eq B mais la réciproque est fausse ;
(i) si A~ B, alors rg(A) = rg(B) (mais la réciproque est fausse) ;

(iii) A ~ B si et seulement si A et B représentent le méme endomorphisme de K" dans
des bases différentes.

Preuve :
e Montrons (4).

Si A ~ B, alors il existe P € GL,(K) telle que : B = P~'AP. En posant
Q = P, on a bien : il existe P,Q € GL,(K) telles que B = Q'AP. Par
suite, A eq B.

- . 0 1 10 .
Pour la réciproque, soient A = 0 0 et B = 0 0 } Clairement,
rg(A) = 1 = rg(B) donc A et B sont équivalentes (d’aprés la proposition
précédente). En revanche,

A’2=0 e B?’=B

Par suite, A et B ne sont pas semblables. En effet, si elles 1’étaient,
il existerait P € GLy(K) telle que : B = P~'AP. Mais dans ce cas,
B? = (P71AP) x (P7'AP) = P71 A2P = 0, ce qui est absurde.
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e (ii) est une conséquence de (i) (en fait est équivalent a (4)).
e Montrons (i7).

x Si A et B représentent le méme endomorphisme de K™ dans deux
bases différentes, alors, par définition, il existe B et B’, deux bases
de K™, et f € L(K™) tels que : A = Matg(f) et B = Matg (f). En
notant P = Pgp, on a P € GL,(K) et B = P~1AP donc A et B
sont semblables.

* Réciproquement, s’il existe P € GL,(K) telle que B = P"1AP. On
note f I’endomorphisme de K" canoniquement associé a A, c’est-a-dire
A = Matg,(f). Puisque P est inversible, les vecteurs colonnes de P
forment une base de K" (en identifiant & M,, 1 (K)) : notons B’ cette
base. Alors, P = Pg_ g et donc B = P~1AP = Matg (f).

3.7.3 Trace d’une matrice carrée et trace d’un endomorphisme

Définition 3.7.3.1 Soit A = [a; ;] € M,,(K). On appelle trace de A, et on note tr(A), le

nombre :
tr(A) = Z ;g
i=1

Remarque : autrement dit, la trace d’une matrice carrée est la somme des coefficients diago-
naux de cette matrice. Attention, calculer la trace d’une matrice non carrée n’a aucun sens!

Proposition 3.7.3.2 On a les propriétés suivantes :

(i) Uapplication trace, tr : M, (K) — K, est une forme linéaire non nulle sur M,,(K) ;
(i) ker(tr) est un hyperplan de M,,(K) dont un supplémentaire est KI,, ;
(ii1) pour toutes matrices A, B € M,,(K), tr(AB) = tr(BA) ;
(iv) Si A ~ B, alors tr(A) = tr(B) mais la réciproque est fausse.

Preuve :
e Montrons que la trace est linéaire.
Soient A = [a; ;] € M, (K), B = [b; ;] € M,,(K), (A, p) € K2 Alors :

n

tr(AA + uB) = tr([Aa; j + pbi ;) = Y (Aaxx + pb k)
k=1
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Par suite,
tr(AM + pB) = )\Zakk—l—qukkf)\tr )+ ptr(B)

Ce qui montre que la trace est bien une application linéaire de M, (K) dans
K, c’est-a-dire une forme linéaire sur M, (K).

e Montrons (i7).
Puisque la trace est une forme linéaire non nulle et tr(,) =n # 0, on a'!

ker(tr) @ KI,, = M,,(K)

e Montrons (iii).

La preuve est purement calculatoire mais on va néanmoins faire les calculs.
Soient A = [a; ;] € M, (K) et B = [b; ;] € M, (K). On note AB = [¢; ;] et
BA = [d; j]. Pour tout (i, 5)[1,n]?,

n n
Cig =) aikbey et diy =) birar,
k=1 k=1

Par suite,

RS o p U ol pol O I 08

i=1 k=1

c’est-a-dire tr(AB) = tr(BA).

e Montrons enfin (iv).
Soient A € M,,(K) et B € M,,(K). Si A et B sont semblables, alors il existe
P € GL,(K) telle que B = P~1AP. On en déduit, en utilisant (iii), que :

tr(P~'AP) = tr(P™'(AP)) = tr((AP)P™") = tr(A(PP™ ")) = tr(Al,)

c’est-a-dire tr(B) = tr(A4). X

Exercice 3.7.3.3 Pour A, B dans M,,(K), on note [A, B] = AB — BA (qu’on appelle le com-
mutateur de A et B). Montrer que :

Vect ({[A, B] , (A, B) € M,(K)?}) = ker(tr)

Définition 3.7.3.4 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Pour tout
endomorphisme f € L(E), on appelle trace de f, et on note tr(f), la trace de la matrice de
f dans une base quelconque de F.

1. voir le lien entre hyperplans et formes linéaires (cours de mathématiques supérieures 1).
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Proposition 3.7.3.5 La trace d’un endomorphisme est bien définie.

Preuve :
En effet, soient B et B’ deux bases de E, A = Matp(f) et A’ = Matg (f).

Alors, A ~ A" donc tr(A) = tr(A’). Par suite, la trace ne dépend pas du

choix de la base de E, c’est-a-dire que tr(f) est bien défini. -

Proposition 3.7.3.6 Soient (f,g) € L(E) x L(E) et (A, u) € K2 Alors,

tr(Af + pg) = Atr(f) + ptr(g) et tr(go f) =tr(foyg)

Preuve :
C’est une conséquence directe du fait que :
e f+— Matg(f) est un morphisme de K-algebres;

e A — tr(A) est linéaire et vérifie la relation tr(AB) = tr(BA) pour

toutes matrices A, B € M,,(K). -

Terminons par une propriété simple mais remarquable (et importante dans la pratique).

Proposition 3.7.3.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle et p un pro-
jecteur de E. Alors :

tr(p) = rg(p)

Preuve :

On fixe By une base de Im(p) et B2 une base de ker(p). Alors, d’apres les
propriétés des projecteurs et des sommes directes, B = B; U By est une base
de E et :

tr(f) = tr(Matg(p)) = te(J;) = r = rg(p) -

195



Mathématiques supérieures 2 3.8. Exercices

3.8 Exercices

Exercice 3.8.1 Calculer si possible les produits suivants :

2 1 1

1 *; ? , 1120 0 1 117
9 11 ’ 1 2 3 4 0 0 ’ 1 2
-1 1
Exercice 3.8.2 On donne les matrices suivantes :

-1 1 0 2 1 1 -1 1 -1
A= 0 1 1 ;. B=1]3 2 ;. C=]10 1 1 0
1 0 0 4 3 1 0 1 0

Parmi les produits suivants dire lesquels ont un sens puis les calculer : AB, BA, AC, CA, BC,
CB, A%, B?, C? et 'CAB.

Exercice 3.8.3 Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K).
1. A quelle(s) condition(s) les produits AB et BA sont-ils simultanément définis ? Comment
est la matrice produit dans ce cas?
2. Montrer que les matrices A4 et YA A sont toujours définies. Que peut-on en dire de plus ?
3. Calculer la trace de AA. En déduire que si K = R et AA = 0, alors A = 0.

1 a b
Exercice 3.8.4 Soit B=| 0 1 ¢ |.En écrivant B sous la forme I3 4+ C, calculer B".
0 0 1

Exercice 3.8.5 Soient A = [a; az azay] et B = [by by b3 by]. Calculer (*AB)™.

Exercice 3.8.6 Soit A € M,,(K) nilpotente, ¢’est-a-dire telle qu’il existe p € N* tel que AP = 0.
+oo
1. Justifier 'existence de Z(—l)k A*. A quoi cette série vous fait-elle formellement penser ?
k=0
2. Montrer que I,, + A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A.

Exercice 3.8.7 Soient A, B € M,,(K) telles que : AB = aA + B avec «, 3 € K*. Montrer
que A et B commutent.

Exercice 3.8.8 Soit A € M,,(C) telle que A% + A2 + A = 0.
1. A est-elle nécessairement nulle ?
2. Montrer par des exemples que A peut étre ou ne pas étre inversible.
3. Montrer que A? + I,, est inversible et déterminer son inverse.

4. Montrer que si @« € C\ {0,4,5}, alors A+ al,, est inversible.

196



Chapitre 3  Matrices

Exercice 3.8.9 On considere la matrice A = { ((1: Z } .

1. Etudier D'existence et I'unicité d'un couple (o, 3) € K2 tel que A% = oA + S15.
2. On note F le sous-espace vectoriel de Ms(K) engendré par I et A.

(a) F est-il de dimension finie ? Si oui, quelle est sa dimension ?
(b) Montrer que F est un anneau commutatif.

3. On suppose que le couple (a, 8) est unique. Montrer que A est inversible si et seulement
si B # 0 et déterminer A~! dans ce cas.

4. Quel résultat “connu” a-t-on retrouvé dans la question précédente ?

S

Exercice 3.8.10 On note H l'ensemble des matrices de la forme { Z } pour (u,v) € C2.

1. Montrer que H est un anneau non commutatif.

2. Montrer que tout élément non nul de H est inversible. Que vient-on de prouver sur H?
3. H est-il un C-espace vectoriel 7 Est-il un R-espace vectoriel ?
4.

Lorsque H est un K-espace vectoriel (cf. question 3), H est-il de dimension finie ? Si oui,
déterminer une K-base.

Pour information, le corps H est appelé le corps des quaternions : c’est un exemple « simple »
de corps non commutatif.

Exercice 3.8.11 Pour a € K, calculer les inverses des matrices suivantes :

| —
[
—
| S
o O =
o = 2
— 2 O
[}
-+
o =9 O
—Q OO

1 a
0 1
0 0
00
Généraliser au cas d’une matrice de cette forme de type (n,n).

Exercice 3.8.12 Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse :

- 03 2 1 -1 1
A:{34};B: 11 1] ;c0c=2 1 o0
01 1 0 1 -1

Exercice 3.8.13 Calculer le rang des matrices suivantes et déterminer leur inverse lorsque cela
a un sens :

11 2 1 1/2 1/3 ; :1,) (1) _12 11 1
01 0 : 1/2 1/3 1/4 ; 0 1 9 1 : 1 5 42
10 1 1/3 1/4 1/5 T 152
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Exercice 3.8.14 Soit J € M,,(K) la matrice dont tous les coeflicients sont 1.
1. J est-elle inversible ? Quel est son rang ?
2. Donner une base de ker(J) puis de Im(J).
3. Calculer JP pour p € N*.

Exercice 3.8.15 On considere les matrices suivantes :

2 11 1 3 5
A= 4 1 0 ; B=12 7 1 ; C=
-2 2 1 01 -9

[ i R e
=W = N
SO = O
=N =

1. Déterminer le rang de chacune de ses matrices.

2. Pour chaque matrice, trouver U,V inversibles telles que UMV = J, avec r = rg(M).

Exercice 3.8.16 Soit A une matrice de rang 1. Montrer qu'il existe U,V € M,, 1 (K) telles que
A = V' et en déduire que A? = tr(A)A.

Exercice 3.8.17 Déterminer suivant la valeur du parametre réel m le rang des matrices sui-
vantes :

1 1 1—m 1 —-m m? Lrobom
9 1 1 m 1
1+m -1 2 ; m  —m m ;
9 1 m 1 1
2 —m 3 m 1 —m
m 1 1 1

Exercice 3.8.18 Déterminer 'espace vectoriel engendré par les matrices de rang 1.

Exercice 3.8.19 Donner la matrice relativement aux bases canoniques des applications li-
néaires suivantes :

1. 'homothétie e K™ de rapport A;

2. la projection orthogonale sur le plan d’équation z —y + 2 =0;

3. lapplication de Ry[X] dans R3[X] qui & P associe (X + 1)P.

4. Pendomorphisme de M (K) qui & A associe A.

Exercice 3.8.20 Donner la matrice relativement aux bases canoniques des applications li-
néaires suivantes :

1. Tapplication de R,,[X] dans R,,_1[X] qui & P associe P’.

2. lapplication de R,,[X] dans R, [X] qui & P associe X P’ + P.
3. lapplication de K,,[X] dans K,,[X] qui & P associe P(X + 1).
4. l'application de R? dans R3 qui & @ associe (;+ 2j — E) A .
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1 2 3
. . 2 4 5
Exercice 3.8.21 On donne la matrice A = 3 5 10
4 7 12

1. Si f est Papplication linéaire de K" dans K* dont la matrice associée est A, que valent r

et s?
2. Déterminer ker(f) et en déduire le rang de A.

3. Déterminer une base de Im(A).

n
Exercice 3.8.22 Soit H I'hyperplan de K™ d’équation Z arxr = 0 et D la droite dirigée par
k=1
u = (b1, -+ ,by) avec u n'appartenant pas & H. Donner la matrice dans la base canonique de
la projection sur D parallelement a H puis celle de la projection sur H parallelement & D.

. . . a b fA : MQ(K) — MQ(K)
Exercice 3.8.23 Soit la matrice { e d } et Y s AX .

Donner la matrice de f4 dans la base canonique de M1 (K).

Exercice 3.8.24 Soit M la matrice carrée de taille n 4 1 avec m; ; = (i) avec la convention
())=0sii>j.
1. M est-elle inversible 7
2. Déterminer 'endomorphisme de K,,[X] ayant M pour matrice dans la base canonique.
3. En déduire 'inverse de M.

Exercice 3.8.25 Dans R?, démontrer que les deux familles suivantes sont des bases puis donner
la matrice de passage de la base B vers la base B’ :

B=1((1,2,1),(2,3,3),(3,7,1)) et B =((3,1,4),(5,3,2),(1,-1,7))

Exercice 3.8.26 Quelles sont les matrices de M,,(K) qui sont équivalentes & une matrice
nilpotente ?

0 -1 -1
Exercice 3.8.27 Soient A € M35(R) et B € My 3(R) telles que AB=| -1 0 -1

1 1 2

1. Montrer que ’endomorphisme associé a AB est un projecteur et déterminer son rang.

2. Montrer que BA est de rang 2 et conclure que BA = Is.

Exercice 3.8.28 Déterminer ’ensemble des matrices :

1. qui commutent avec toutes les matrices diagonales ;
2. qui commutent avec toutes les matrices triangulaires supérieures ;

3. qui commutent avec toute matrice inversible.
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Exercice 3.8.29 Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice relativement & la base cano-
nique de R? est :

1 4 6
]\40,135C (f) =A= 1 1 3
-1 -2 -4

1. Déterminer une base du noyau de f et une base de 'image de f. Ces deux espaces sont-ils
supplémentaires ?

2. Montrer que f o f = —f et déterminer une base B’ = (£1,£2,¢3) dans laquelle la matrice
de f est:

1 00
Matg(f)=| 0 -1 0
0 00

3. On considere le systeme différentiel : (S) : X' = AX ou X = | y(t) |.Onnote (a(t), 8(t),y(t))

les coordonnées de X (t) dans la base B'.

(a) Montrer que X est dérivable si et seulement si o, 3 et 7y le sont.

(b) Montrer que X est solution de (S) si et seulement si a, 8 et v sont chacune solution
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

(c) En déduire les solutions de (.5).

Exercice 3.8.30 Dans tout cet exercice, on notera 0 la matrice nulle, I la matrice I3, et A la
matrice suivante :

1 0 0 1 9 15
I=]0 1 0 ;0 A= 3 7 15
0 0 1 -3 -9 17

Partie 1

1. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, déterminer A~! et sinon, préciser le rang de A.

2. Calculer A? et A3 et déterminer des réels a1, as, as, by, ba et bs tels que :

A= a1A+b1[ ; A2 =a2A+b2[ 3 A3 =a3A+b3[

3. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique couple (a,,b,) de réels tels que :
A" = a, A+ b, 1

On donnera une relation liant an41 @ an,b, et une autre liant b,11 @ ap et by,.
. Démontrer que la suite (a,)nen vérifie la relation : ¥n € N | ap49 = —Tap+1 — 10a,,.
En déduire 'expression de a,, en fonction de n puis celle de b,,.

En déduire I'expression de A”™.

N o ol oA

. La derniére relation est-elle encore valable pour calculer la matrice A=1?
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Partie 2

On note B, la base canonique de R? et on considere f € L(R?) tel que A = Matp, (f).

1. f est-il un automorphisme de R??

2. Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles f — Aldgs n’est pas inversible.

® N o o

On pose F' = ker(f + 2Idgs) et G = ker(f + 5Idgs).

(a) Déterminer la dimension, une base Br et un systeme d’équations cartésiennes de F'.
(b) Déterminer la dimension, une base B¢ et un systeme d’équations cartésiennes de G.
(c) Montrer que Br U Bg est une base de R3. Que peut-on en déduire sur F et G ?

On pose par la suite ¢; = (1,-2,1), ea = (2,1, —-1) et 5 =(—1,—1,1) et

B = (e1,e9,¢3).

Montrer que B est une base de R3.

Donner la matrice, notée D, de f dans la base B.

Donner la matrice de passage de la base canonique B, vers la base B. On la notera P.

Justifier que P est inversible et calculer P~ 1.

En déduire une relation simple pour n € Z entre A", D", P et P~

Partie 3

On note M = {P(A) , P € R[X]} C M3(R), ot si P = ap X", P(A) =) apA".
k=0

k=0

En particulier,
esiP=1 PA)=1;=1;
esiQ=2X, QA=A

Ainsi, une matrice M appartient & M si et seulement si il existe un polynéme P € R[X] tel
que M = P(A).

1.
2.

Montrer que M est un espace vectoriel. Est-il de dimension finie 7

En utilisant les résultats de la partie 1, montrer que M est de dimension 2 et donner une

base C de M.

3. Montrer que M est un anneau commutatif. Est-ce un corps ?

On note C(A) = {M € M3(R) /| AM = M A} (appelé le commutant de A).

(a) Montrer que M C C(A).
(b) Avec les notations de la partie 2, montrer que si M € M3(R) et N = P'MP,
alors :
MeC(A) < DN=ND
(¢) En écrivant N sous forme matricielle (9 coefficients), calculer DN et ND.
(d) Conclure que C(A) est un espace vectoriel de dimension 5.
) A-t-on M =C(A)?

—
@
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Exercice 3.8.31 Soit A = [a; ;] une matrice carrée triangulaire supérieure telle que a;; = 0
pour tout i € [[1,n].
1. Montrer que A™ = 0 en raisonnant sur I’endomorphisme de K" associé a A.

2. Montrer qu’on a le méme résultat pour une matrice triangulaire inférieure a coefficients
diagonaux nuls.

0 -1 1
Exercice 3.8.32 On considere la matrice A= | 1 2 -3
1 1 =2

1. Déterminer le rang de A et trouver P, Q inversibles telles que QAP = J,.
2. Déterminer, suivant la valeur de A € R, la dimension et une base de ker(A — Al3).
3. En déduire qu’il existe P inversible que vous donnerez telle que P~'AP soit diagonale.

Exercice 3.8.33 Soit A € M,,(K). Montrer que :
(VX € My(K) , (XA)?=0) = A=0

Exercice 3.8.34 Résoudre dans M,,(K) les équations suivantes :
1. X +tr(X)A = B avec A, B € M,,(K) données;
2. X + X = tr(X)A.

Exercice 3.8.35 Résoudre dans M3 (R) le systeme :

(XY + (V)X = 48]

4 —4
1 1
xv=|§ Y]

Exercice 3.8.36 Soient n € N*, G C GL,,(K). On suppose que :

(i) G est un ensemble fini non vide |G| =p € N*;
(i) G est stable par multiplication : ¥(A4,B) € G? , Ax B € G.

1. Démontrer que G est un sous-groupe de GL,,(K).

1
2. Montrer que M = — Z A est un projecteur.
AeG
3. En déduire que Z tr(A4) =0 [p].
AeG

Exercice 3.8.37 Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et H un hyperplan de M,,(K). On
veut montrer que H N GL,, (K) # 0.
1. On suppose qu'il existe (i,5) € [1,n]? tel que i # j et E;; ¢ H. Montrer alors que
< I,, E;; >NH # {0} et conclure.

2. On suppose que pour tout (i, ) € [1,n]? tel que i # j, E; ; € H. Montrer que H contient
au moins une matrice inversible.
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Chapitre 4

Intégration des fonctions d’une
variable réelle

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e limite et continuité, continuité uniforme, dérivation pour une fonction d’une variable
réelle a valeurs réelles ou complexes ;

e suites et convergence de suites réelles ou complexes ;

e relation de comparaison o, O et ~ pour les suites et pour les fonctions;
e fonctions de classe C™ sur un intervalle ;

e structures algébriques : anneaux, espaces vectoriels et algebres ;

e application linéaire ;

e polyndmes, fractions rationnelles et décomposition en éléments simples.

Aucune connaissance spécifique sur la notion d’intégrale n’est supposée connue.




Mathématiques supérieures 2 4.1. Intégration sur un segment d’une fonction en escalier

La théorie ou plutdt les théories de 'intégration sont essentielles et nombreuses. Parmi
elles, deux théories dominent : l'intégration au sens de Riemann et l'intégration au sens de
Lebesgue. Pour la théorie de Lebesgue, bien que plus « souple » et plus facilement « compatible
avec les passages a la limite », elle nécessite des outils théoriques assez avancés : en particulier,
la notion de tribu et la notion de mesure. Ces notions seront introduites brievement dans le
chapitre de probabilités et revues dans le cours de mathématiques spéciales 2. Cela donnera une
introduction & la théorie de la mesure mais ne constituera absolument pas un cours complet.
Le lecteur intéressé pourra consulter n’importe quel ouvrage d’analyse réelle (le livre de Walter
Rudin est souvent considéré comme « la » référence sur le sujet).

En ce qui concerne ce cours, on va se focaliser sur la théorie de I'intégration de Riemann,
mais dans un cadre un peu plus restreint : celui des fonctions continues ou continues par
morceaux (notion qui sera introduite au début du premier paragraphe). Ceux qui souhaiteraient
connaitre les généralisations peuvent a nouveau lire n’importe quel ouvrage de licence sur le
theme de l'intégrale de Riemann.

4.1 Intégration sur un segment d’une fonction en escalier

4.1.1 Fonction en escalier

Définition 4.1.1.1 Soient a < b deux réels.

(i) Une subdivision o de [a, ] est une suite finie strictement croissante ag < a1 < -+ < a,
telle que ag = a et a,, = b. On note en général

J:[a07"' 70171}

(ii) On dit qu'une application ¢ : [a,b] — K est en escalier §’il existe une subdivision
o =lag, - ,ay,] de [a,b] telle que, pour tout 7 € [0,n — 1], Q[ja;,a:.,[ €St constante :

o)

<
(P(ao) ——
oo
a, an:b
ag=a a, a el a4

o{as)
o{e)

Une telle subdivision est dite adaptée a ¢.
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Remarques :

e tout d’abord, notez bien que l’on n’impose rien du tout sur les valeurs de ¢ aux points a;
de la subdivision ;

e une subdivision adaptée a une fonction en escalier n’est pas unique : on peut toujours ra-
jouter des points a une subdivision adaptée (et on obtient encore une subdivision adaptée)
et dans certains cas, on peut en retirer;

e on peut aussi définir la notion de fonction en escalier sur un intervalle quelconque I en
disant qu’elle l’est sur I si elle ’est sur tout segment inclus dans I.

Exemple 4.1.1.2 La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur tout segment
[a,b] CR:

4
3 B
2 —
1 —
4 3 2 v 1 2 3 4 5
P et
— 2

Exemple 4.1.1.3 La fonction 2 — (—1)%(®) (signal créneau en physique) est une fonction en
escalier sur tout segment.

Lemme 4.1.1.4 Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier sur le segment [a,b]. Alors, il
existe une subdivision de [a,b] adaptée a ¢ et a 1.

Preuve :

Soient o1 = [ag, -+, an] une subdivision adaptée & ¢ et oo = [by,--- , by
une subdivision adaptée a 1. On considere la subdivision o = 01 Uoa, c’est-
a-dire la subdivision obtenue en rangeant dans l'ordre tous les éléments de
{ag, -+ ,an} U{bo,---by}. Alors, o est clairement une subdivision de [a, b]
adaptée a ¢ et 1.

X
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Proposition 4.1.1.5 L’ensemble E([a,b],K) des fonctions en escalier sur [a,b] a valeurs
dans K est une sous-K-algébre de B([a,b] ,K).
En particulier, toute fonction en escalier sur un segment [a,b] est bornée.

Preuve :

e Montrons d’abord que &([a,b] ,K) C B([a, b] , K).

Soit ¢ une fonction en escalier sur [a, b] et soit o = [a;]o<i<n une subdivision
adaptée & ¢. Pour ¢ € [0,n — 1], on note \; € K la valeur (constante) de ¢
sur |a;, a;41[. On pose alors :

M = max ({e(a)] i € [0,n]} U{IN] i € [0,0 = 1])

(qui est bien défini puisque I’ensemble en question est un sous-ensemble fini
de R). Alors, clairement :

Vz € [a,b] , |p(x)] < M
D’ou ¢ est bornée sur [a, b].
e Montrons a présent que &([a,b],K) est une sous-algebre de B([a, ], K).

* 1jq.), la fonction constante égale a 1 est bien une fonction en escalier
sur [a,b];

* solent ¢,1 € £([a,b],K) et A, u € K. D’apres le lemme précédent, il
existe une subdivision o = [ag - ,a,] de [a,b], adaptée & ¢ et 1. 1l
est alors clair que :

> Mg 4 ) est constante sur chacun des intervalles Ja;, a;11] avec
0 <i<netdonc Ao+ uh € E(Ja,b],K);

> X1 est constante sur chaque intervalle Ja;, a;+1[ pour 0 <i < n
et donc ¢ x ¢ € E([a, b],K).

Ce qui prouve que &([a,b],K) est bien une sous-algebre de B([a, ], K). g

Remarques :
e si f € &E(la,b],K), alors |f| € E(Ja,b],RT) mais la réciproque est fausse (par exemple,
x — € nlest pas en escalier sur [0,27] mais |f| = 1 est constante et a fortiori en
escalier) ;
e la composée (lorsqu’elle est bien définie) de deuz fonctions en escalier est aussi en escalier.
En fait, si p est en escalier sur [a,b] & valeurs dans A C K et si f est une application de
A dans K, alors f o est en escalier sur [a,b]. Mais dans la pratique, on ne fait pas de
composition de fonctions en escalier.
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4.1.2 Intégrale sur un segment d’une fonction en escalier

Théoréme 4.1.2.1 (Définition) Soit ¢ € £([a,b],K). Soient o = [ag, - ,a,] une subdi-
vision adaptée a @ et pour 0 <i <n, \; € K tel que N\j = @jja; a,,,[- Alors le nombre :

n—1

Z(ai+l - ai)/\i

=0

est indépendant du choix de la subdivision adaptée a p. Ce nombre est appelé intégrale de v
sur le segment [a,b] et on le note :

b b
/“]@:/@:/@(t)dt

Preuve :
La démonstration se découpe en trois étapes :

(i) d’abord, on montre que si on rajoute un point a la subdivision adaptée,
cela ne change pas la valeur;

(ii) ensuite, on montre par récurrence que si on rajoute un nombre fini de
points a la subdivision adaptée, la valeur ne change pas;

(iii) enfin, on choisit deux subdivisions adaptées et on montre que les deux
valeurs sont égales.

Soit ¢ € &([a,b],K). Pour toute subdivision o = [ag, - ,a,] de [a,b] adap-
tée a ¢, on note : n—1
I(p,0) = > (aip1 — a);
i=0
ou pour i € [0,n — 1], A; est la valeur (constante) de ¢ sur ]a;, a;41].

e Premiere étape.

Soit o = [a;]o<i<n une subdivision de [a, b] adaptée & ¢ et pour ¢ € [0,n—1],
A; la valeur (constante) de ¢ sur ]a;, a;+1[. Montrons que si 'on rajoute un
point & o, alors la nouvelle subdivision ¢’ obtenue est encore adaptée a ¢
et I(p,0) = I(,0").

Soit ¢ € [a,b] \ {a; , i € [0,n]}. Considérons la subdivision ¢/ = o U {c}.
Autrement dit, puisque ¢ € [a,b] \ {a; , 7 € [0,n]} et ap = a et a, = b,
il existe un unique entier k € [0,n — 1] tel que ap < ¢ < ag4+1 : on a
donc ¢’ = [ag, -, Gk, ¢, a1, ,a,]. Il est clair que o’ est encore une
subdivision adaptée a ¢ et de plus, sur |ag, c[ et |¢, ar11], ¢ est constante et
vaut \,. Par suite,

k—1 n—1
I(p,0") = Z(ai+1 —ai)\i + (¢ — ar) Mk + (k41 — ) Ap + Z (ait1 — ai)Ai
i=0 i=kt1
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c’est-a-dire :

k—1 n—1
I(p,0") = Z @iy1 — ;)N + (Qrg1 — ap) Mg + Z Aigp1 — Qi) A
=0 i=k+1
n—1
= (@ig1 — as)A
=0

= Ip0)

e Deuxieme étape.

On fixe & nouveau o = [ag, - - - , a,,] une subdivision de [a, b] adaptée & ¢ et on
conserve les mémes notations que précédemment. On montre par récurrence
sur p > 1 que si l'on rajoute p points a o, alors la nouvelle subdivision o),
est encore adaptée & p et I(p,0) = I(p,0p).

Initialisation :
La propriété est vraie au rang 1 d’apres ce qui précede, c’est-a-dire la pre-
miere étape de la démonstration.
Hérédité :
On suppose que la propriété est vraie au rang p > 1 et on montre qu’elle
est vraie au rang p + 1.
Soient by, -, bpy1, p+1 points distincts de [a, ]\ {a; , i € [0,n]}. On pose
alors :

p=0U{br, -+ b} et oppy =0pU{bpi1}

11 est clair que o, et 0,41 sont encore des subdivisions de [a, b], adaptées &
. De plus, d’apres hypothese de récurrence, on a :

I(p,0) = I(p, JP)

De plus, d’apres la premiere étape du raisonnement (appliquée a o, et
{bP+1})7 I(¢p, J;D) = I(¢p, Up+1)' Par suite,

1(307 Up+1) = I(‘/Qv U)

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang p+1 et acheéve la récurrence.

e Derniere étape.

Enfin, soient o et o’ deux subdivisions de [a, b], adaptées & ¢. Alors, o U o’
est une subdivision de [a,b] adaptée & . De plus, o U o’ est obtenue en
rajoutant un nombre fini de points & la subdivision o (respectivement o).
Par conséquent,

1(9950—)21(90’0—UOJ):I(9970,) X

Remarque trés importante : la définition de I'intégrale d’une fonction en escalier ne fait pas
intervenir les valeurs de la fonction aux points de la subdivision adaptée. On peut donc modifier
la valeur d’une fonction ¢ en escalier en un nombre fini de points sans changer la valeur de son
intégrale.

208



Chapitre 4  Intégration des fonctions d’une variable réelle

Interprétation graphique : / o est la somme des aires algébriques des rectangles délimités
[a,b]
par les droites d’équation v = a;, ¢ = a;41, y=0et y = A; :

7

Exemple 4.1.2.2 Soit ¢ : x — E(2?) définie sur [0, 2].
e o est en escalier sur [0,2] et [0,1,v/2,/3,2] est une subdivision adaptée & ¢ ;
e et par définition :

/[]so = 1-0)x04+(V2-1)x1+(V3-V2)x24+(2-V3)x3
0,2
6—(V3+V2+1)

4
Exercice 4.1.2.3 Calculer/ (—1)P@ E(z) da.
0

4.1.3 Propriétés de l’intégrale

4.1.3.a Linéarité

E(a,b],K) — K
Proposition 4.1.3.1 L’application I : o — /[ ) o est une forme linéaire,
a,

c’est-a-dire :

w%weaMWMKVQMew,[H

(As0+uw)=A/ o+ p ]w

[a,b] [a,b
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Preuve :

Soient ¢, € &([a,b],K) et (A, u) € K2. Soit par ailleurs o = [ag, - - - , an)],
une subdivision de [a,b], adaptée & ¢ et . On pose pour 0 < i < n — 1,
Ai = Pllaaisa] € Hi = Vagai, - 1 est alors clair que o est adaptée a
Ao + i et (Mg + pap) = A\; + pp;. Par suite,

[lai,aita]
. n—1
/[ b]()\%@ +uy) = Z(%‘Jﬂ —a;) (AN + )
@ i=0

n—1 n—1
= A Z(az’Jrl —ai) i + 1 Z(ai+1 — ;)
i=0 i=0

= A ptp (4

la,b] la,b]

X

4.1.3.b Monotonie
Proposition 4.1.3.2 Soit ¢ € E([a,b],R). Si ¢ >0 sur [a,b], alors / v = 0.
[a;b]
Preuve :
| Clest clair!
X

Corollaire 4.1.3.3 Par conséquent,

(i) pour toutes 0,6 € £t B) s <v— [ o< [ u;
[a,b] [

a,b)
[oel</ el
[a,b] [a,b]

(it) pour toute ¢ € E([a,b],C)),

Preuve :

e Pour (i), il suffit de remarquer que ¥ — ¢ > 0, appliquer la proposition
précédente et utiliser la linéarité de I'intégrale.

e Pour (i7), c’est une simple conséquence de I'inégalité triangulaire dans C.
X
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4.1.3.c Relation de Chasles

Soit ¢ € E([a,b],K) et soit ¢ € Ja,b], alors ¢y, , € E([a,c] ,K) et ¢, € E([c,b],K). Pour
simplifier les notations, on posera alors :

/a,,(:] fe-c] [a,c]

Proposition 4.1.3.4 (Relation de Chasles) Soient ¢ € £([a,b],K) et ¢ € [a,b]. Alors :

[ o= e+[ o
J[a,b] la,c] [e,b]

Preuve :
En effet, si on prend une subdivision adaptée & ¢ qui contient ¢ (ce qui est
toujours possible), on a directement 1’égalité. <

4.2 Intégrale sur un segment d’une fonction continue par
morceaux

4.2.1 Fonctions continues par morceaux et approximation uniforme
par des fonctions en escalier

Définition 4.2.1.1 Soit f : [a,b] — K une application. On dit que f est continue par
morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision o = [ag, - - , ay] de [a, ] telle que :

(i) pour tout i € [0,n — 1], f|]a . est continue sur Ja;, a;1[;

41
(ii) pour tout ¢ € [0,n — 1], f admet une limite finie & droite en a; et une limite finie &
gauche en a;4.

On note Co m([a,b],K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] & valeurs
dans K.

Remarque : de fagon équivalente,

e f est continue par morceauz sur le segment [a,b] si et seulement si f a un nombre fini
de points de discontinuité dans le segment [a,b] et en chacun de ces points, f admet des
limites finies a droite et a gauche (lorsque celles-ci sont bien définies) ;

e ou encore [ est continue par morceauz sur le segment [a,b] si et seulement si il existe
o = |ailocicn une subdivision de [a,b] telle que pour tout i € [0,n — 1], flla, ais[ 5€
prolonge en une fonction continue sur le segment [a;, a;+1].
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Exemple 4.2.1.2 On peut vérifier sans aucune difficulté que :

les fonctions en escalier sur [a, b] sont des fonctions continues par morceaux sur [a, b];

les fonctions affines par morceaux sur [a,b] sont également des fonctions continues par
morceaux ;

toute fonction continue sur [a, b] est a fortiori continue par morceaux sur [a, b] ;

la fonction f définie sur [0,4] par :

0 siz=0
e® si x €10,1]
fley=<X z+1 size[l,2]

2—2 sizel2,3
In(z) siz€]3,4]

est une fonction continue par morceaux sur [0,4];

en revanche, les fonctions f et g définies par :

1 i sin(2 six
L “@:{1() gxfyﬂ

WGmﬂ,ﬂ@:{f siz=0 '

ne sont pas continues par morceaux sur [0, 1] car elles n’ont pas de limite finie & droite en
0 (ou pas de limite tout court pour g);

de méme la fonction f définie par :

n’est pas continue par morceaux sur le segment [0,1] (bien qu’elle soit continue en 0!).
Ici, le probleme n’est pas du tout Iexistence des limites aux points de discontinuité (la
partie entiere admet des limites finies & droite et & gauche aux points entiers) mais dans

cet exemple, f a une infinité de points de discontinuité qui sont tous les n%_l avec n € N.

Remarque : 'ezemple précédent dit que C°([a,b],K) C Com([a,b],K).

Proposition 4.2.1.3 Soient a et b deux réels tels que a < b.

(i) Co.m([a,b],K) C B([a,b],K) : toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est bornée

(i) Co.m([a,b],K) une sous-algébre de l’ensemble des fonctions bornées sur [a,b).

sur [a,b] ;

On retient donc que la somme ou le produit de fonctions continues par morceaux est continue
par morceaux.
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Preuve :

e Montrons que Co ([a, b] ,K) est inclus dans B([a, ], K).
Soient [ € Com([a,b],K) et o = [a;]o<icn une subdivision de [a, b] adaptée
a f. Soit i € [0,n — 1]. On définit la fonction f; : [a;, ai41] — K par :

lim f(z) siz=gq

r—ra;
r>a;

filz) =< f(z) st @ € Jag, a;v1|

ml}g{l+l f(z) siz=aj1
<t

fi est bien définie et est continue sur le segment [a;, a;+1] puisque par dé-
finition, f admet une limite finie a droite en a;, & gauche en a;11 et f est
continue sur Ja;, a;41[. Par conséquent, f; est bornée sur [a;, a;41].

On a alors pour tout z € [a,b] :

@ <max ({5@] i€ Orlyul_sw Ifi@)] i€ 0.0 -11))

Ce qui prouve que f est bornée sur [a, b].

e Le fait qu’il s’agisse d’une sous-algebre découle alors directement de 1’exis-
tence d'une subdivision adaptée commune pour deux fonctions continues par
morceaux sur [a, b] et des opérations algébriques sur les limites. =

A Attention : si f € Cym([a,b],R), f est bornée mais n’atteint pas forcément ses bornes!

A Attention : si f et g sont continues par morceaux, g o f ne ’est pas forcément !

Théoréme 4.2.1.4 (d’approximation) Soit f € Con([a,b],R). Pour tout réel € > 0, il
existe des fonctions ¢ et 1 en escalier sur [a,b] telles que :

p<f<Y et Y—p<e

Preuve :

On admet ce théoréme. Pour les plus curieux, une démonstration est
donnée en annexe. L’outil principal est le théoreme de Heine et la continuité
uniforme. X

Remarques : vous verrez dans le cours de mathématiques spéciales 1 que || f|lcoc = SUP[q 4 |7
définit ce qu’on appelle une norme sur lespace vectoriel Co ., ([a,b] ,R) et le théoréme se traduit
alors par le fait que Uensemble des fonctions en escalier est dense dans (Co m([a,b],R),||.]lec)-
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4.2.2 Définition de l’intégrale d’une fonction continue par morceaux

Théoréme 4.2.2.1 (Définition) Soit f € Comm([a,b],R). On pose :

A(f)—{/[ b]sovwef([a,b},R) etcpéf}

B(f) = {/[ b]1/),z/1€€([a,b],R) etfgw}

(i) A(f) admet une borne supérieure ;
(1) B(f) admet une borne inférieure ;

(iii) sup A(f) = inf B(f).

On appelle alors intégrale de f sur [a,b], et on note f, cette borne commune :
[a,b]
b b
fa= [ =] f= sw [ o= e [y
/(L a la,b] pe&([a,b],R) J[a,b] YEE([ab],R) [a,b]
o< f S
Preuve :

e Tout d’abord, f est continue par morceaux sur [a, b, elle est donc bornée
(d’apres la proposition précédente). Soient m, M € R tels que m < f < M
sur [a, b]. Alors, la fonction constante égale & m (respectivement & M) est en
escalier sur [a,b] et vérifie m < f (respectivement f < M). Par suite, A(f)
et B(f) sont des parties non vides de R (elles contiennent respectivement
m(b—a) et M(b—a)).

e Par ailleurs, si ¢ € £([a,b],R) et p < f, alors ¢ < M et par conséquent :
/ e < M(b—a)
[a,b]

Par suite, A(f) est majorée par M(b — a). De fagon similaire, B(f) est
minorée par m(b — a). Plus généralement, tout élément de A(f) minore
B(f) et tout élément de B(f) majore A(f).

e Ainsi, A(f) est une partie non vide et majorée de R : elle admet une borne
supérieure. De méme, B(f) est une partie non vide et minorée de R donc
elle admet une borne inférieure. Ceci prouve donc les propriétés (i) et (iz).

e Par ailleurs, d’apres ce qui précede,

sup A(f) < inf B(f)
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En effet, si z € A(f) et y € B(f), alors il existe ¢ et ) deux fonctions en
escalier sur [a,b] telles que ¢ < f, f <t et:

T = / p et y= P
[a,b] [a,b]

Or, ¢ < 9 donc par croissance de 'intégrale (pour les fonctions en escalier) :

/ » < / 1 clest-a-dire z <y
[a,b] [a,b]

Ainsi, A(f) admet une borne supérieure, B(f) admet une borne inférieure et
de plus V(z,y) € A(f) x B(f) , © < y. Par conséquent, sup A(f) < inf B(f).

e Soit € > 0. D’apres le théoreme d’approximation des fonctions continues
par morceaux par des fonctions en escalier (théoreme 4.2.1.4), il existe ¢, ¢
€

en escalier sur le segment [a, b] telles que p < f <Y et 0 <Y —p < ——

b—a’
/ ® < / P < / p+e
[a,b] [a,b] [a,b]

On en déduit donc que :

On a alors :

B < [ w< [ pre<swa( e
[a,b] [a,b]

e Ainsi, on a montré que pour tout € > 0,
sup A(f) < inf B(f) <sup A(f) +¢

Par conséquent,

sup A(f) = inf B(/) .

Interprétation graphique : c’est a nouveau l’aire algébrique de la portion du plan comprise
entre les droites d’équations x = a, x = b, l'axe des abscisses et la courbe représentative de f.

Remarques :

e cette définition de lintégrale prolonge celle des fonctions en escalier puisque si f est en
escalier sur le segment [a,b], alors

sup A(f) = max A(f) = f =min B(f) = inf B(f)
[a,b]

e dans un cadre un peu plus général que celui des fonctions continues par morceaux, on dit
que f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si A(f) admet une borne supérieure, B(f)
admet une borne inférieure et sup A(f) = inf B(f). Le théoréme précédent exprime donc
que toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann intégrable.
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4.2.3 Extension aux fonctions a valeurs complexes

Pour étendre la notion d’intégrale aux fonctions a valeurs complexes, on ne peut pas procéder
comme dans le cas des fonctions réelles puisqu’il n'y a pas de relation d’ordre naturel dans C.
En revanche, puisqu’on veut une intégrale linéaire, la définition naturelle est donc de poser :

/[a,b] f= /[a,b] (Re(f) +1iSm(f)) = Re(f) +i/ Sm(f)

[a,b] la,b]

Pour cela, il y a néanmoins une propriété qui est sous-entendue : c¢’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.3.1 Soit f : [a,b] — C. Alors :

f € Com([a,b],C) <= (Re(f) € Com([a,b],R) et Im(f) € Com([a,b],R))

Preuve :

C’est évident car on a déja vu que f admet une limite en un point « € [a, b]
si et seulement si Ne(f) et Im(f) admettent des limites finies en a et que
dans ce cas, lim f(x) = lim Re(f)(z) +i lim Sm(f).

T—a T T X

On peut maintenant définir sans ambiguité l'intégrale de f.

Définition 4.2.3.2 On pose pour f € Com([a,b],C), / f= Re(f)+1i / Sm(f).
Ja,b] [a,b] Ja,b]

4.2.4 Linéarité, monotonie et relation de Chasles

Proposition 4.2.4.1 Soit I : Cym([a,b],K) — K qui a f associe I(f) = f.
[a,b]

(i) I est une application K-linéaire :

W59) € Conllost) K7 0w e [ O v =a [ pan] g
(it) La restriction de I a Com([a,b],R) est positive :

Vf € Com(la,b],R) , < f>20= f=0 )

[a;b]

(i11) La restriction de I a Cy,n([a,b],R) est croissante :

2
V(f.9) € Com(la,b],R)* , ( fég:/[aﬁb]fé/[mb]g >
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Preuve :

e Soient f, g € Co,m([a,b],K). Montrons I(f +g) = I(f) + I(g).

Par définition de l'intégrale d’une fonction complexe et par R-linéarité de
la partie réelle et de la partie imaginaire, il suffit de le prouver lorsque f
et g sont & valeurs réelles. En effet, si le résultat est prouvé pour toutes les
fonctions réelles, alors :

I(f +g)

Re(f +g) + Z/ Sm(f+g) (par définition)

[a,b] [a,b]

/ (%e(f)Jr%e(g))H( / (%m(f)+%m(g)))
[a,b] [a,b]

R Re 7 Sm 7 Sm
)+ [ elo)+ /[a,b]sm(fﬂ /[a’b]mg)

[a,b]

Re(f)+i [ Sm(f) + R+ /[aﬁb]%m(g)

[a,b] [a,b]
[l

[a,b] [a,b]
Soit 5 en escalier telle que po < g. Alors pour toute ¢; en escalier telle
que 1 < foona: p; + s < f+ g. Par suite,

/ sﬁl+/ s@z:/ (901+902)</ (f+9)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

On en déduit que :

voreelell B, (<i= [ w<[ (rg- [ )
[a,b] [a.b] [a,b]
d’out

sup / ©1 </ (f+g)—/ ©2
p1€€([a,b],R) J[a,b] [a,b] [a,b]

p1<f

soit encore, par définition de 'intégrale,

[ i< tra-[ e
[a,b] [a,b] [a,b]

On en déduit donc que :

Vore (el B (e<g— [ w< [ (tra-[ 1)
[ab] [ab] [a,b]
d’ou

sup / ©2 </ (f+9)— !
p2€€([a,b],R) J[a,b] [a.b] [a.,b]

P2<g
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Et finalement, compte tenu de la définition de 'intégrale :

/ g < / (f +9) - f
[a,b] [a,b] [a,b]

Amf+ﬁmg<AmU+w

En procédant de fagon analogue avec 11 et ¢2 en escalier telles que f <
et g < b9, on obtient la seconde inégalité, c’est-a-dire :

/[uvb](erg) </{a1b]f+/[aﬁb]g

e Montrons & présent que : Vf € Cp . ([a,b],K) , VA€ K, I(Af) = M (f).

c’est-a-dire

* Premiere étape : Vf € Co m([a,b],R) , VA€ R | I(Af) = X (f).
Soit f € Co.m([a,b],R) et soit A € R. On distingue trois cas.

> On suppose que A > 0. Soient ¢ et ¥ deux fonctions en escalier
sur [a,b] telles que ¢ < f < 9. Alors, Ap < Af < A\ et puisque
Ap et A\ sont en escalier, on a alors :

[ e[ ars[ w
[a,b] [a,b] [a,b]

soit encore, d’apres la propriété de linéarité pour l'intégrale des
fonctions en escalier :

e[ areaf v
[a,b] [a,b] [a,b]

et donc en multipliant par A=! > 0 :

1
[ e<i [ on<[ v
[a,b] [a,b] [a,b]

Ceci étant vrai pour toutes fonctions en escalier ¢ et v telles que
p < f <1, on a en passant respectivement a la borne supérieure
et a la borne inférieure :

1
sup / p< 5 (Af) < inf / (8
eee(abl®) Jias) Al veE(a k) Jya

23 Sv

1
[ r<5] on</ s
J[a,b] [a,b] [a,b]

D’ou, on a bien /
[a,b

c’est-a-dire

A =X[ f
]

[a,b]
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> On suppose que A < 0. En reprenant la méme démarche que
dans le cas précédent, si ¢ < f < 1, avec ¢ et ¥ en escalier sur
le segment [a, b], alors Ay < Af < Ap. De fagon similaire, on a
alors successivement :

)\/ab] /[ab M) <A abw

Ayant supposé ici A < 0,

1
[ e<i] on<[ v
[a,b] [a,b] [a,b]

On conclut alors exactement comme dans le cas précédent que :

[ on=af i
[a,b] [a,b]

> Enfin, si A = 0, alors la propriété est évidente.
* Deuxieme étape : cas général.
Soient f € Cpm([a,b],C) et A € C. On note u = Re(f), v = Im(f),
z = Re(A) et y = Im(N). Alors :
A = (zu — yv) +i(zv + yu)

avec ru — yv et xv + yu a valeurs réelles. Par définition, on a alors :

/LﬁﬁAf)::/Lﬁﬁxugfyv>4—i/ﬁbfxv4+yu>

Or, par on a déja montré que la restriction de lintégrale a
Co,m([a,b] ,R) est R-linéaire. On en déduit donc que :

/ (zu —yv) = m/ u— y/ v

[a,b] [a,b] [a,b]

/ (zv+yu) = y/ u+ sc/ v
la,b] [a,b] [a,b]
Af

/ (ac—l—zy)/ u—l—(u—y)/ v
[a,b] [a,b] [a.,b]
= A u+ (z+ iy)z‘/ v

Par suite,

[a,b] [a,b]
(i)

J[ab] J[ab]

[a,0]
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e Montrons (i) (ce qui donnera directement (i77) par linéarité de U'intégrale).
Soit f € Com([a,b],R) telle que 0 < f. Alors la fonction ¢, nulle sur [a, b],
est une fonction en escalier sur [a, b] vérifiant p; < f. Par suite,

/ »1 < sup / 2
[a,b] ve&(la,b],R) J[a,b]

e<f

c’est-a-dire 0 < f
[a,b]

Corollaire 4.2.4.2 Soit f € Cym([a,b],K). Alors :

o’

< / | f]-
[a,b]

Preuve :

e Si f est a valeurs réelles, le résultat est évident car —|f| < f < |f] et
par croissance et linéarité de l'intégrale (propriété (iii) de la proposition

précédente) :
[ s/ s<[
[a,b] [a,b] [a,b]

[ <]
Ja,b] [a,b]

o Si f € Com(la,b],C), on pose r = / !
[a,b]

Ce qui équivaut a

et on fixe 0 € R tel que :

f=re?
a,b]
On a alors :
/ fl=r= / e 0f = Re(e " f) +i/ Sm(ef)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]
Ainsi / Sme f)=0etr= Re(e f). Enfin, g = Re(e ™ f) est
[a,b] [a,b]

continue par morceaux sur [a, b], & valeurs réelles et |g| < |e™* f| < |f|. Par
croissance de l'intégrale sur Co ., ([a, b] ,R) et d’apres le cas réel, on a alors :

/ g </ lg| </ |f] cest-a-dire / f g/ ¥i
[a,b] [a,0] [a,b] [a,b] [a,b]

X
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Proposition 4.2.4.3 (Relation de Chasles) Soit f € Com([a,b],K) et soit ¢ € ]a,b|.

Alors :

o= s+ 1
[a,b] la,c] [e,b]

Preuve :

Ceci découle des définitions de 'intégrale d’'une fonction a valeurs réelles
puis a valeurs complexes et de la relation de Chasles pour les fonctions en
escalier.

e Tout d’abord, il faut et il suffit de vérifier cette relation de Chasles pour
les fonctions & valeurs réelles. Exercice : le vérifier.

e Ensuite, si f € Co,m([a,b],R), soient ¢y et @o en escalier sur [a, c] et [c, D]
respectivement, telles que : p; < f‘[w] et pg < f\[c,b]' Alors ¢ définie sur
[a,b] par (z) = ¢1(z) si @ € [a,c] et pa(x) sinon, est en escalier sur [a, ]
et vérifie ¢ < f. Par suite :

/s01+/ s02:/ 90+/ sOZ/ ¢ < f
la,c] [e,b] [a,c] [e,b] [a,b] [a,b]

Ceci étant vrai pour toute fonction ¢ (respectivement ¢3) en escalier sur
[a, c] (respectivement [c,b]) telle que 1 < f), ., (respectivement telle que
©2 < fljep) ), On peut passer a la borne supérieure, ce qui donne :

/[a,c] F+ /[c,b] /s /[a,b] !

En raisonnant de la méme facon avec des fonctions v, en escalier sur [a, (]
et 1y en escalier sur [c, ] telles que f‘[a_c] < 1 et f\[c,b] < 1)y, on obtient :

[ o< s+ s
[a,b] la,c] [e,b]

X

Notations : lorsque f est continue par morceaux sur tout segment inclus dans U'intervalle I et
«a, B €1, on pose :

f sta< f
[e,3]
B
/ f=¢0 sia=0
f/ f sia>f
(8,01
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Proposition 4.2.4.4 Avec cette nouvelle convention, si f est continue par morceaur sur
tout segment inclus dans lintervalle I et a valeurs réelles ou complexes, alors :

W(a,b,c) € IS | /abf:/:er/cbf

Preuve :

‘ La démonstration (ou vérification) est laissée en exercice.

4.2.5 Valeur moyenne et inégalité de la moyenne

Théoréme 4.2.5.1 (Inégalité de la moyenne) Soient f et g deux fonctions continues
par morceaux sur |a,b] a valeurs dans K. Alors :

/[a’b] fg

< sup /] / 11
] [a,b]

[a,b

Preuve :

e Tout d’abord, on peut remarquer que sup|f| est bien défini (dans R)
[a,0]

puisqu’on a déja vu qu’une fonction continue par morceaux sur un segment

[a,b] est bien bornée sur [a, b].

e Ensuite, pour tout « € [a,b], | f(2)g(2)| < supy, y |f| X |g9(x)]. Sagissant
de fonctions a valeurs réelles, on a, par croissance et linéarité de l'intégrale
et d’apres l'inégalité établie auparavant :

/ fg| < / |9l
[a,b] [a,b]
</ (supfxg|>
[a,b] \ [a,b]

< suplff [ gl
bl Jlat]

X

Exercice 4.2.5.2 Soient f continue sur [a,b] & valeurs réelles et g continue par morceaux sur
[a, b] & valeurs réelles avec g > 0. Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que :

]f9=f(C)X/abg

[asb [a;0]
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Corollaire 4.2.5.3 En particulier, si [ est continue par morceaux sur [a,b], alors :

foo?

(i1) si f est a valeurs réelles, alors : (b— a) X [ln{] ;< / f < (b—a)xsupf
a (4] fa.b]

(i)

< (b—a) xsup|f];

[a,b]

Preuve :

e Pour la premiere inégalité, il suffit de choisir ¢ = 1 et d’appliquer I'inégalité
de la moyenne.

e Pour la seconde, on remarque que inf f < f <sup f. D'ou :

[a,b] [a,b]
(b—a) x inf f = inf f / / supf=(b—a)xsupf
[a,0] [a,b] la:b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Définition 4.2.5.4 Soit f € Cy . ([a,b],R). On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le

nombre : |
=y [

Exercice 4.2.5.5 Interpréter graphiquement la valeur moyenne d’une fonction f.

Exercice 4.2.5.6 Calculer la valeur moyenne de cosinus et sinus sur une période (on pourra
utiliser des « primitives » pour le calcul méme si cela n’a pas encore été¢ démontré).

Exercice 4.2.5.7 Soit f : [a,b] — K.

1. Montrer que si f est continue sur [a,b] et & valeurs réelles, alors il existe ¢ € [a, b] tel que
u(f) = f(c).
2. Le résultat est-il encore valable si f est continue et a valeurs complexes ?

3. Le résultat est-il encore valable si f est continue par morceaux et a valeurs réelles ?

Remarque : en physique, on est souvent amené a plutot considérer la valeur moyenne quadra-
tique (puisque les valeurs moyennes sont nulles) définie par :

N
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4.2.6 Cas des fonctions continues : produit scalaire usuel sur C°([a, b] ,R)
et inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 4.2.6.1 Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors :
f =0 — f =0
[ab]

On raisonne par contraposée. Si f # 0, alors il existe au moins un point
¢ € [a,b] tel que f(c) > 0. Alors, par continuité de f en ¢, il existe un
voisinage fermé V de c tel que :

Preuve :

Ve e Vnlab , flz)>=f(c)

On pose :

fle) sizeVnNla,b
sinon

Ol

voelot] ple) = {
Alors, par construction, ¢ < f sur [a,b] (et ¢ est en escalier) donc :

/ p < f et donc 0<wf(c)< f
(a,b] [a,b] 2 [a,b]

ou £(VNla,b]) est la longueur de I'intervalle VN [a, b] et est donc strictement
positif.

X

A Attention : le résultat est tres faux si on retire '’hypothese f positive sur [a,b]. Par

exemple, / xdx = 0 mais © — x n’est pas identiquement nulle sur [—1,1].
[-1.1)

A Attention : le résultat est tres faux sans l'’hypothese de continuité. Par exemple, la
fonction dp sur le segment [0, 1] (fonction identiquement nulle sur |0, 1] et qui vaut 1 en 0) est
continue par morceaux, positive sur [0,1] et d’intégrale nulle (par définition).

Remarques :

e dans la pratique, on utilise beaucoup la contraposée (comme dans la preuve) pour déter-
miner le signe de lintégrale ;

e on verra une preuve plus simple lorsqu’on aura étudié les propriétés de x — f[a_’z] f-
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Définition 4.2.6.2 On définit 'application :
¥ ZCO([(LbLR) XCO([avb]aR) — R

(f.9) — fg
[aab]

On pose alors ¢(f, g) = (flg), quon appelle produit scalaire usuel de f et g.

Proposition 4.2.6.3 L’application ¢ vérifie les axiomes d’un produit scalaire, ¢’est-a-dire :

(i) @ est bilinéaire : pour tout f, f1, f2,9,91,92 € C°([a,b] ,R) et tout \,u € R

oM 1+ pf2,9) = Ap(f1,9) + pp(f, 9) et o(f, g1 + pg2) = Ap(f, 91) + pe(f, 92)
(ii) ¢ est symétrique :
Vf,g€C%a,b],R) , (flg) = (glf)

(iit) @ est positive :
Vfec(la,0],R), (fIf) >0

(iv) ¢ est définie :
vf € C([ab],R) , ((£1f)=0= f=0)

Preuve :

e (i) est une conséquence directe de la bilinéarité de la multiplication de
deux fonctions et de la linéarité de I'intégrale.

e (i1) est clair puisque f x g =g x f.
e (ii1) est une conséquence directe de la positivité de Uintégrale.

e La propriété (iv) est le résultat de la proposition précédente.

Théoréme 4.2.6.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f,g € C([a,b],R). Alors :

2
/ fg| < \/ f2x \// g% ou encore (/ fg) < 2 x / ¢*
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

De plus, il y a égalité si et seulement si (f,g) est une famille liée.
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Preuve :

Soient f, g € C°([a,b],R).

e Si g = 0, alors I'inégalité est évidente (et c’est méme une égalité).

e On suppose donc que g # 0 et on pose :
WGR,P@%:/‘(f+mf

[a,b]

* Par positivité de U'intégrale, on a : Vt € R, P(t) > 0.

x Par ailleurs par linéarité de 'intégrale,

VteR,P@):(/] f)t2+2</‘(m>t+ f?
[a,b] [a,b] [a,b]

Or, g2 est continue, positive et non nulle donc / g% # 0. Par suite,
[a,b]
P est une fonction polynomiale du second degré.

* Puisque P est positive, on en déduit que P admet au plus une racine
réelle. Par suite, son discriminant A est négatif ou nul, c’est-a-dire :

2
(/ m>< ﬂX/ g
[a,b] [a,b] la,b]

D’ou l'inégalité voulue.

e Par ailleurs, il y a égalité si et seulement si g = 0 ou bien A = 0, c’est-
a~dire si et seulement si ¢ = 0 ou bien il existe ¢ty € R tel que P(ty) = 0.
Or,
P(ty) =0 <= (f +t09)> =0 < f+tyg=0
[a,b]
puisque le produit scalaire est défini-positif. Ainsi, il y a égalité si et seule-
ment si (f,g) est une famille liée.

X

Remarques :
e ['inégalité de Cauchy-Schwarz reste vraie pour f,g continues par morceaux (la démons-
tration est identique). En revanche, le cas d’égalité n’est plus vrai;

o cette inégalité est en fail valable pour toute forme bilinéaire, symétrique et positive (le cas
d’égalité étant vrai si on rajoute définie-positive) et la démonstration est identique a celle
donnée ci-dessus (voir le chapitre 9 : espaces euclidiens) ;

o si on pose ||f|l2 = /(f|f) (appelé norme 2 de f), Uapplication ||.||2 vérifie les aziomes
des normes, a savoir : définie-positive, homogénéité et inégalité triangulaire. On reverra
cela dans le cours de mathématiques spéciales 1.
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4.3 Approximation de l’intégrale

4.3.1 Sommes de Riemann

Définition 4.3.1.1 Soit f une application définie sur [a,b] & valeurs dans K. Pour tout
entier n > 1, on considere 0 = [aglo<k<n, la subdivision réguliere de [a,b] définie par

b—a
ak:a—i-kia pour 0 < k < n, et on se donne & = (&, -+ ,&—1) € R™ tel que :
n

Vk € [[0, n — lﬂ s fk € [ak,ak_,_l]

On appelle somme de Riemann de f associée a (o, &) le nombre :

n—1 n—1
S00,6) = Y (oer —an) () = 3 f(e)
k=0 k=0

Exemple 4.3.1.2 Soit f :  — = + 1 sur Uintervalle [0, 1]. Alors :

n—1 n—1
1 k 1 k
Sp = . 1;:0 f(ﬁ) = 1?:0(5 +1)

est une somme de Riemann de f associée & la subdivision réguliere de [0,1] et aux points
k
()oksn—1-

Exercice 4.3.1.3 Calculer la limite de (S,,). Quel lien y-a-t-il avec U'intégrale ?

n—1

1 2k + 1
Exemple 4.3.1.4 Pour n > 1, la somme — E f ( +
n
k=0

2n

fonction f associée & la subdivision réguliere de [0, 1] et aux points (£ + 2£)o<rcn—1.

) est une somme de Riemann de la

Théoréme 4.3.1.5 Pour tout n > 1, on se donne o, = [a0.n, "+ ,0nn] la subdivision
réguliere de [a,b] et un élément &, = (Eon, -+ »&n—1,n) € R™ vérifiant :

Vn e N* ,Vk e [0,n—1] , &k.n € [akn, Qkt1,n]

Alors, pour toute f fonction continue sur [a,b], la suite des sommes de Riemann associées
G (04, &,) converge et on a :

n—1
0

n—+o00 n e [a,b]
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Remarques importantes et extension du théoréme :

n—1
L. . —a N ..
e on écrira souvent lim E f(&) = f, c’est-a-dire qu’on ne précisera pas que
n—-+4o00 n [a b]
k=0 .
les nombres & dépendent aussi de n ;

e en fait, le résultat reste vrai pour une subdivision o = [ag, -+ ,a,] quelconque de |[a,b]
dont le pas, ¢’est-a-dire max(ag+1 — ax), tend vers zéro quand n tend vers Uinfini ;

e [e théoreme s’applique aussi lorsque f est seulement continue par morceaur. Une dé-
monstration dans le cas général (c’est-a-dire [ continue par morceauz et une subdivision
quelconque) est proposée en annexe pour les étudiants intéressés ;

e dans la pratique, on aura des sommes de Riemann de la forme :

n—1

b_aZf(a—i—k(b_a))

n n
k=0

Vous pouvez utiliser ces résultats généraur dans les exercices.

Interprétation graphique : la somme de Riemann de f associée & o et & & = (o, ,&n—1)
est la somme des aires algébrique des rectangles de longueur f(&) et de largeur agy1 — ay :

—

(8, )t
(5o) Ll

&

N
A

N\
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Preuwve du théoréeme :

On conserve les notations et les hypotheses du théoreme.
e Tout d’abord, pour tout entier n > 1, on a d’apres la relation de Chasles :

/{Lb flx)de = :Z_:/;jm f(z)dx

Par ailleurs, on a pour tout entier k € [0,n — 1], art1,n — Ghn = b% Par

suite,
b—a n—1 n—1
S(f,on,gn)—/ f' = Zf(gk,n)—Z/ f’
[a,b] n k=0 k=0 Y [ak,n,0K+1,n]

n—1 n—1

- Z(ak+1,n'ak n gk n Z / f
k=0 k=0" [ak,n,0k+1,n]
n—1l capyin n—1l capyin

= / ' f(&km) de — Z/ ' dz
k=0 " %k.n k=0 " %k.n
n—1l apiq,

< 3 [ - f@)] 4o
k=0 " %k.n

e Soit € > 0. Puisque la fonction f est continue sur le segment [a,b], elle
est uniformément continue sur [a, b] d’apres le théoreme de Heine. Il existe
donc o > 0 tel que :

a

v<x7y>e[a7b]27(\z—y\ 0= 1)~ 1] < =)

Puisque lim = 0, il existe un entier ng € N tel que, pour tout

n—-+00
n = ng, 0 < b; < a. Soit n € N* tel que n = ng. On a alors pour tout
ke0,n—1],0 < aky1,n—apn < aetypn € [akn, Aht1,n]. Par conséquent,
V& € [agn, ht1n) 5 [T — Epnl < a. Il Sensuit que :

n

Vo e [ak,n7ak+1,n] ) |f(§k,n) - f(.?l?)| < b—a

Par croissance de l'intégrale :

/ k+1,n |f(§k,n) B f(x)| o < / k+1,n ' c e

Ak,n Ak,n —a

c’est-a-dire

[ 1w - ol o< £

kon
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Par suite,
. n—1 akJrln .
s<.f,an,en>f/ f < 2/ F () — F(@)] da
[a,b] k=0 Y @kn

n—1 c

< —

< -
k=0

< €

Ainsi, on a prouvé que :

Ve>0,3dngeN,Vn>ng <e

S(f,om ) —/[ I

Ce qui prouve que la suite des sommes de Riemann de f converge vers
I'intégrale de f sur [a, b]. =

Alors, pour tout n > 1 :

M=
—+ | =

Exemple 4.3.1.6 On pose pour n > 1, S, =

n+k’
k=1
I 1
Sn - — 1 3
[ tn
On reconnait donc une somme de Riemann de f : z +—— o= +z associée a la subdivision réguliere
0,2, 2=L 1] de [0,1] et & &, = (L,2,.--, 2). Puisque f est continue sur [0, 1], on a donc :

1 bode
li — | = =In2

n

Exercice 4.3.1.7 Déterminer la limite de Z

n
2 2"
n k
Pt +

On peut aussi parfois utiliser les sommes de Riemann pour déterminer des équivalents de cer-
taines sommes partielles de séries.

Exemple 4.3.1.8 On considere la série (S,,) de terme général u,, = y/n. Alors pour tout entier

n>1,
zﬁ_nﬁpz\f

Or, f : & — /x est continue sur [0, 1]. Par suite, hm Z \/7 / Vadr == ;é 0. Ce

qui permet donc de conclure que S, ~ =ny/n.
n4>+003
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4.3.2 Méthode des rectangles pour approcher une intégrale

Proposition 4.3.2.1 (Définition) Soit [ continue (ou continue par morceauz) sur [a,b].

Alors les suites (Sy)n>1 €t (Tn)n>1 respectivement définies par :

convergent vers / f. On dit que S,, (respectivement T, ) est une valeur approchée de
[a,b]

/ f par la méthode des rectangles a gauche (respectivement d droite).
[a;?]

Preuve :

C’est évident puisque ce sont les suites des sommes de Riemann de f asso-

ciées aux subdivisions régulitres de [a, b].

Méthode des rectangles a droite

Méthode des rectangles a gauche

Proposition 4.3.2.2 Soit f de classe C* sur [a,b]. Alors, pour tout entiern > 1, on a :

<

' /M] =S,

et

0]

x sup |f'(z)]

z€[a

Jout el

(b a)?
2n

<

/ f - Tn
[a,b]

[ rvo(L)ur- Y.
[a,b] n n

Par conséquent, S,
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Preuve :

Pour démontrer cela, il nous manque une propriété que I'on va admettre
maintenant et qui sera démontrée dans le paragraphe suivant. On admet
provisoirement que si f est continue sur lintervalle I et a € I, alors
Frav— [, f est de classe Clsur I et F' = f.

Dans notre cas, puisqu’on suppose f de classe C! sur [a,b], la fonction F
est de classe C? sur [a, b]. D’apreés l'inégalité de Taylor-Lagrange, on a alors
pour tout entier k € [0,n — 1] :

(ak+1 — ag)?

|F(ag1) — F(ar) — (ap1 — ar) F'(ag)] < 5

sup  |F"(2)]

z€lak,akt1]
Or, ' =f, F"=fet sup |F"(x)|< sup |F"(x)|. Par suite,

z€lak,an+1] z€[a,b]

(b — a)2 /
< 55— sup [f'(2)|
2n? z€[a,b]

[ i@ pa)

k

Il s’ensuit que :

/abf(w)dwan

([ rwar- bn‘Lf(ak))‘

M3

/A
—
(ol
N
3
[\V)
&
w
=
ho]
=
=
1S3
=

Y sup |f (@)

<
2n z€la,b]

Pour les rectangles & droite, on procede exactement de la méme facon mais
en appliquant la formule de Taylor au point ax4+1 au lieu de ay. =

Remarque : on dispose aussi de la méthode du point milieu. Celle-ci consiste a approcher
l’intégrale par la suite définie par :

- 7 o " k=0

2

On verra en exercice, et c’est un peu plus subtil, que si f est de classe C? sur [a,b], alors :

_a3
O G 1)

f - Mn
24n? z€la,b]

[a,b]

<
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4.3.3 Meéthodes des trapezes

Proposition 4.3.3.1 Soit f continue par morceauz sur [a,b]. Alors, la suite (Up)n>1 définie
par :

L b—a R fla+ k=) + fat (k+ 1))
L, Un=— >

Vn > 2
k=0
converge vers / f. On dit que U, est une valeur approchée de f par la méthode des
[a,b] [a,b]
trapezes.
Preuve :

1
‘ C’est clair car pour tout entier n > 1, U,, = 3 (Sn +Tp).

/

Interprétation graphique :

2 5
o 3 a, a5 a, a5 a, A; dg #Ay Ay

Méthode des trapezes pour le calcul de / f
[a,b]

Proposition 4.3.3.2 Si f est de classe C?, alors pour tout entier n > 1 :

—a)?
O o 1)

f - Un
12n2 z€la,b]

[a,b]

<
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Preuve :
On reprend la méme démarche que pour la méthode des rectangles. On note

donc F': x — f. Puisque f est de classe C2, F est de classe! C3.

[a,z]

e Soient «v et 8 deux réels dans [a, b]. D’apres la formule de Taylor avec reste
intégral :

B _ 2
F(9) = Fla) + (8= )P (@) + 53 - P+ [ ES L poar

@

soit encore

F(9) ~ Fle) = (- a)f() + 55— P fa)+ [ 5 prieyar
En échangeant les roles de a et 3, on a également :
o 2
Fla) = F(8) = (o= 93) + 5077 () + [ Sy

Remarquez qu’il est parfaitement logique d’écrire ces deux formules car dans
la méthode des trapezes, les roles de « ay, » et « ar41 » sont symétriques. En
faisant la différence de ces deux égalités, et en simplifiant, on obtient donc :

B
2 / () dt = (8- a)(F(a) + F(8)) + R(o, §)

avec

1 2 ! !/ 1 ﬁ " 2 2
R(a,8) = ~3(8=@(f(0) = @)+ [ £1O5-87+(@—t7)

B
Puisque f’ est de classe C*, f'(8) — f'(a) = / 1" (t) dt. Par suite,

B B
Rlap) = 5 [ £/@0(B-02+@-t?) dt—3 [ (5-aPr o

2
B
= 5 P0G a0 = (B a)

= %/j f7(t) (28° — 2(a + B)t + 2a8) dt

B
/ (t = a)(t— B) (1)

1. voir paragraphe suivant.
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Il s’ensuit que pour o < 3, on a :

B
R(o8)| = ‘/(t*aﬂthf%ﬂdt

’

< [ le-ae-pix )

p
< sm\fﬁnx/ (t—a)(3—t)dt
te(o,B] o’
1
< S(B-a) x sw |7
tela, ]
1 )
< S(5-a) x s |7(0)
t€la,b]

e Soit n € N* et soit k € [0,n — 1]. En choisissant o = ay, et 8 = ap4+1 dans
le raisonnement précédent, on obtient :

2 [0 = (10 + Flaw)| < o= 0 x s 17700

6 t€a,b]

soit encore

akJr}(t)dtf b— <f(ak)+f(ak+l)>‘ < 1 i (bia)B X sup ‘f”(t”

n 2 12n3 t€(a,b]

)

ax
Alors, en appliquant l'inégalité triangulaire et en sommant, on obtient :

"2‘21 < aak?(t) dt — b;a <f(ak) +2f(ak+1)))'

k=0

ak“ _b-a f(ak)+f(ak+1))'
<
<5/ 2 (fet
—0
—1 1
< s(b—a)® x sup |f"(1)]
k=0 12n? t€la,b]
1
< b—a)® x sup |f"(t
(o) s [0

X

: en fait, dans ces méthodes, il s’agit d’approximer f par une fonction polynomiale

sur chacun des intervalles [ay, ag41].

e Dans la méthode des rectangles, il s’agit d’approcher f par une fonction polynomiale Py
de degré 0 (constante), soit égale a f en ay (méthode des rectangles a gauche), soit égale
G f en agpy1 (méthode des rectangles a droite).
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e Dans la méthode des trapeézes, il s’agit d’approcher f par une fonction polynomiale Py de
degré 1 qui est égale a f auz points ay et arp4+1. On peut expliciter Py directement ou bien
plus généralement o laide des polynémes d’interpolation de Lagrange® :

Vo € [ag, apq1] , P(x) = flar)Lo(z) + f(ant1)Li(x)
= flay) ¢ )T
Ap+1 — A

ot Ly et Ly sont les polynémes de Lagrange associés  (ay,ag41). Pour rappel,

X — ay X — ag
Lo = et 41 = —
ap — ax a; — ap

La question dans ces méthodes d’approzimation de l’intégrale est donc en réalité liée a controler
Uerreur entre [ et Uapprozimation faite a l'aide des polyndomes d’interpolation de Lagrange.
Or, on peut démontrer que si f est de classe C"*1 et si (wg,- -+ ,2,) sont n+ 1 points distincts
de [a,b], alors :

Vz € [a,b] ,

f@) =" flaw)Ly
k=0

1 n
< ———sup|f™ Y| x T — ag
< Gl [ e

e Dans la méthode des rectangles, on a un seul point. Cette approximation s’écrit donc :

Va € [ag, an1] , |f(@) = flar)| < o — ax] x sup | f|
ARk41

En remarquant que (agp+1 — ag) f(ag) = / f(ag)dt, on a alors :

aj

/akﬂ f(@) dt = (a1 — ax) f(ar)

k

/ "0 - fla) e

agk

A1
< [T - stan) e
ag
Af41
S/ [t — ax|sup |f'|dt
ag
k41
< swlyx [ - ade
ag

On retrouve donc bien [’estimation de l'erreur trouvée dans la proposition 4.3.2.2.

e Dans la méthode des trapézes, on a deux points. On a donc pour tout x € [ak, aj+1] :

[f(2) = flar)Lo(x) + flart1) L (2)] < %Sup 71 % (@ = ar)(z = axi1)|

Or, x — f(ag)Lo(x) + f(ag+1)Li(x) est affine sur [ag, ax+1], €gale a f(ar) en ay et a
flagt1) en ags1. On en déduit que Uaire algébrique sous cette courbe est 'aire du trapéze,

c’est-a-dire :
[ G Lota) + Flawen) La(a) o = (ann — ) x L2 E k1)

1. voir cours de mathématiques supérieures 1 : exercice 7.7.21.
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En procédant de méme que dans la méthode des rectangles, on conclut donc que :

ayﬂf(t) -2 ,_1 2 L) +2f(ak+1)

< 170 X/”’*i(%ak)@wkﬂ)\dx

2 tefap) .

ay,
En faisant le calcul explicit de l’intégrale, on retrouve donc l'inégalité :

ap41 B b—a o f(ak) -+ f(ak+1) < (ak+1 - ak)3

f(t) x sup |f"(t)]
ap n 2 12 t€la,b]
c’est-a-dire :
e b—a  flag) + flagp) | _ (b —a)?® "
t) — < 3 t
. F#) = ——x 5 o < tzl[zl,)b]lf )l

Et on retrouve donc exactement le méme résultat que dans la preuve de la proposition
4.8.3.2.

Ainsi, on constate que tout repose en réalité sur ’estimation de I’erreur commise par ['approxi-
mation polynomiale par les polynémes d’interpolation de Lagrange et la fonction : c’est l’objet
de ’exercice qui suit.

Exercice 4.3.3.3 Soit f € C"*!([a,b],K) et soient xg, - -z, des points de [a, b], deux & deux
distincts. On note (L )o<k<n les polynémes d’interpolation de Lagrange associés a (xg, - -+ , Zy,).
On rappelle que par définition :

VEk € [[O,n]] s Lk [S Kn[X} et V(k,J) S [[0, TI/]] s Lk($J) = 6)“]‘

1. On suppose ici que K = R et on fixe = € [a,b] \ {zg, -+ ,z,}. On pose alors :
“ t—xp
Vit b VLik(t) — A
G[a‘7 ] ,(,Q( kz:oka k: H.’L’*.’L'k;

(a) Déterminer la valeur de A € R telle que ¢(z) = 0.

(b) Montrer que ¢ s’annule n + 2 fois sur [a, b].

n+1 n
(c) En déduire qu'il existe ¢ € [a, b] tel que A = H
n (7 L+1)
su
(d) En déduire que : |f(z) — Zf(mk)Lk(:r) Peel ‘(l;]_l_fl )| X H |z — .
(e) Le résultat est il-encore valable si x € {zg, -+ ,z,}?

2. On suppose que K = C et on fixe z € [a,b] \ {z¢, - ,2n}.
(a) Pourquoi la démonstration précédente n’est-elle plus valable ?

oient r > 0 et 6 € els que : ) — _ z)Li(z)| = re*’. En vous inspiran

b) Soient r >0 et 0 € R tel . L U E t
de la preuve du corollaire 4.2.4.2 et en utilisant le cas réel (question 1), montrer que
le résultat est encore vrai pour f a valeurs complexes.
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4.4 Intégration et dérivation

Dans cette partie, on va démontrer les résultats importants (que vous connaissez déja) qui
relient intégrale et primitive. Bien que vous connaissiez déja ce résultat, rappelez-vous que ce
n’est pas si évident que cela si on part de la définition de l'intégrale comme borne supérieure
(ou borne inférieure).

4.4.1 Primitive d’une fonction continue

Définition 4.4.1.1 Soit f une fonction définie sur 'intervalle I. On appelle primitive de f
sur I, toute fonction F' définie et dérivable sur I telle que F’' = f.

Remarque : la condition « I est un intervalle » n’est pas nécessaire dans la définition. On
peut aussi prendre une réunion d’intervalles mais pour éviter des confusions importantes, on
se place toujours sur un intervalle. On reverra cela dans les exemples et propriétés simples qui
suivent.

Exemple 4.4.1.2 La fonction 2 — sin(z) est une primitive sur R de la fonction cosinus.

2zsin(1) —cos(2) siz#£0

0 Siz=0 admet

Exemple 4.4.1.3 La fonction f : z +—— {

2?sin(l)  siz#0

Fro— { 0 siz=0
pour primitive sur R. En effet, il est évident que F est dérivable sur R* et que F’ = f sur R*.
De plus, puisque F'(x) = O(x?) = o(z), F est dérivable en 0 et F'(0) =0 = f(0).

T—r r—r

Exemple 4.4.1.4 La fonction partie entiere n’admet pas de primitive sur R. En effet, si elle
admet une primitive f, alors f est dérivable sur R et f/ = E. Alors :

e [ est continue sur [0,1], dérivable sur ]0,1[ et f’ admet une limite (finie) en 1~ qui
est 0 (puisque la partie entiere est constante égale a 0 sur |0, 1[). D’apres le théoreme de
prolongement (proposition 1.3.6.1), f est dérivable a gauche en 1 et fy(1) = lim1 f(z)=0.

r—
<l

e Puisque f est dérivable en 1, 0 = f;(1) = f'(1) = E(1) = 1. Ce qui est absurde.

Remarque : pour la partie entiere, on dispose d’une autre facon trés simple de justifier qu’elle
n’admet pas de primitive : ¢’est le théoréme de Darboux (exercice 1.8.23) qui affirme que toute

fonction dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

A Attention : les exemples précédents montrent qu'une fonction non continue peut ou non
admettre une primitive !
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Proposition 4.4.1.5 Si F' et G sont deux primitives d’une méme fonction f sur un inter-
valle I, alors il existe A € K tel que :

Veel, Flz)=G(z)+ A

Preuve :

| Cest évident car (F — G)’ = 0 sur un intervalle. -

4.4.2 Fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque

Définition 4.4.2.1 Soit [ un intervalle quelconque. On dit qu'une application f : [ — K
est continue par morceaux sur U'intervalle I si pour tout segment [a,b] C I, f|[4,5 est continue

par morceaux sur [a, b].
On note Co (I, K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I & valeurs dans K.

A Attention : une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque (c’est-a-dire
sur un intervalle qui n’est pas un segment) peut admettre une infinité de points de discontinuité
(voir les exemples ci-dessous). En revanche, dans tout segment inclus dans l'intervalle I, il n’y
en a qu'un nombre fini! Ceci permet de montrer qu’elle a un nombre dénombrable ! de points
de discontinuité.

Exemple 4.4.2.2 La partie entiere est continue par morceaux sur R puisque tout segment de
R ne contient qu’un nombre fini d’entiers.

Exercice 4.4.2.3 Soit f définie par : Vo >0, f(z) = IQE(%)
. Montrer que f est continue par morceaux sur ]0, +o0|.

. Montrer que f se prolonge par continuité en 0. On note f ce prolongement.

—_

2
3. f est-elle continue par morceaux sur [0, +oo| ?
4

. Commentaires ?

On montre directement la proposition suivante (exercice : le faire).

Proposition 4.4.2.4 L’ensemble Co ., (I,K) est K-algébre.

1. voir le paragraphe 5.5.1.
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4.4.3 Intégrale de la borne supérieure et théoreme fondamental

Théoréme 4.4.3.1 (théoréme fondamental de I’analyse) Soient I un intervalle réel
quelconque et a € 1.

(i) Si f € Com(I,K), alors la fonction F : x — ft)de :
[a,x]
e est continue sur I ;
o est dérivable en tout point xo € I ol f est continue et F'(xg) = f(xo) ;

e admet en tout point xg € I une dérivée a droite et a gauche (lorsque cela a un
sens) qui sont :

Fé(mo) = flzy) = lim f(x) et Fj(zo)=f(zf)= lim f(z)

B0 o>aq
(is) Si f est continue sur I,
o [ :x+—> f()dt est de classe Ct sur I et est l'unique primitive de f qui
s’annule en [c(nl;'gv]
o pour tout x € I, et toute primitive G de f sur I, » f(t)dt = G(z) — G(a).
ax

En particulier, on vient de montrer que toute fonction continue sur un intervalle admet des
primitives sur cet intervalle.

Preuve :
e Montrons (7). On suppose que f est continue par morceaux sur I.
x Tout d’abord, on peut remarquer que F' est bien définie car si z € I, alors

[a,z]U[z,a] C I (par définition d’un intervalle) et f est encore continue par
morceaux sur le segment [a, z] U [z, al.

* Montrons que F' est continue sur I.
Soit J un segment inclus dans I. Puisque f est continue par morceaux sur
le segment J, f est bornée sur J. Par suite,

Yo,y € J, [Fy)—F(z)| =

Yy
[ s dt‘ </ 1] < sup |£(8)| x ly—z]
z [z,y]Uly,2] teJ

Par suite, F' est lipschitzienne sur J et donc, continue sur J. F' est donc
continue sur tout segment J C I : on en déduit que F est continue sur /.

* Montrons que F' est dérivable & droite (respectivement & gauche) en tout
point = € I tel que = # sup I (respectivement = # inf I).
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Soit z¢ € I tel que ¢ # sup I. Montrons que F est dérivable a droite en zq
et que F'(z) = f(z) ot I'on note f(zd) = Jim - f(x).

g 7

x>0

Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe a > 0 tel que :

Vo € IN]zo,z0+al , |f(2) = flzg)l <e

Alors, pour tout x € I N|xg,zo + ] :

F(x) — F(xo) n 1 /” 1 /l N
—_— = t)dt — dt
pra—— flzg) Z — 7o zof() Z — 7o Iof(xo)
1 x
< _ +
< oo | O - saar
! / edt
T =20 Jgq
< €
Ceci montre que :
F(x)—F
lim 7@) (20) = f(z)
om0 w—a

c’est-a-dire F est dérivable & droite en xq et F)(zg) = f(z¢).

x On montre de la méme fagon que F est dérivable & gauche en tout point
xg € I tel que xq # inf I et que de plus, Fy(vo) = f(zg).
% Supposons enfin que f soit continue en xg € I. Si xg € I, alors d’apres ce
qui précede,

> F est dérivable a droite et a gauche en zq;

> Fi(zo) = f(ag) = fwo) = f(z5) = Fj(xo).
Par suite, F est dérivable en zq et F'(zg) = f(z0).
Si zp = sup I (et donc zp = maxI) ou zy = inf I, alors le résultat est déja
montré (on ne peut calculer la limite & gauche en xyp = max I et a droite en
2o =minT).

e Montrons (i7).

* Si f est continue sur I, alors d’apres (i), F est dérivable sur I et
F'= f € C%I,K). D'ou, F est de classe C! sur I, F' = f et F(a) = 0.

% Soit G’ une autre primitive de f sur I. Alors, d’aprés la proposition
4.4.1.5, il existe A € K tel que G = F + A. 1l s’ensuit que :

> d’une part, Vo € T , /1 f@)dt = F(x) — F(a) = G(z) — G(a);

> et d’autre part, G(a) =0 <= A =0 <= G = F, clest-a-dire
que F' est bien I'unique primitive de f qui s’annule en a. X
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Corollaire 4.4.3.2 Si f est de classe C* sur I et a,b € I, alors

b
F(b) — f(a) = / F(t)dt

Preuve :

| Crest clair!

X

Ce théoreme fondamental a pour conséquence que les calculs d’intégrales sont donc bien les
mémes que ceux que vous avez appris avant. Dans les cas pratiques simples, il s’agit donc d’'un
simple calcul de primitive.

1 1
dt dz
Exercice 4.4.3.3 Calculer les intégrales / —— et / —_—
¢ o 1+ 0o Vaz+1
A Attention : on reverra a la fin de ce chapitre qu’il ne faut pas oublier de vérifier que

la fonction intégrée est bien continue par morceaux sur l'intervalle. Par exemple, une erreur
classique et tres grave est de faire le calcul suivant :

/ & et —0 HORREUR!!!

Ceci n’a pas de sens actuellement car la fonction x — % n’est pas continue par morceaux sur
[-1,1]! On reverra que cela n’a pas de sens de toute fagon, méme dans le cadre des intégrales
généralisées.

Corollaire 4.4.3.4 Soit I un intervalle réel. Si f est de classe C™ sur I, alors la fonction

F:zv+— / f(t)dt est de classe C"H sur I.

Preuve :

Puisque f € C" C C°, F est dérivable et F’ = f. Par suite, F’ est de classe
C", c’est-a-dire F est de classe C" 11 X

Exercice 4.4.3.5 Soient f une fonction continue sur Iintervalle I, u et v deux fonctions déri-
vables sur l'intervalle J et a valeurs dans /. On considere alors la fonction g définie par :

v(z)
Vx€J7g(z):/ f(t)dt

u(z)

Montrer que g est dérivable sur J et calculer ¢'.
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4.5 Calcul d’intégrales et de primitives

Dans ce paragraphe, on va utiliser une notation, assez commune, mais qui peut induire en
erreur. Je vous conseille donc de bien faire attention et de ne pas confondre :

b
° / f(z)dz qui désigne Uintégrale de f sur le segment [a, b] ;

° / f(z)dz qui désigne les primitives de f (& condition qu’elles existent).

4.5.1 Intégration par parties

Théoréme 4.5.1.1 (Intégration par parties) Soient u,v deuzx fonctions de I dans K,
de classe Ct sur I. Alors pour tout (a,b) € 1% :

Preuve :

Puisque u et v sont de classe C!, uv est de classe C! et (uwv)’ = vw'v + uwv'.
Alors :

[u(@o@)]” = (x v)®) - (ux v)(@) = / () 1)

e qui donne, par linéarité de l'intégrale :
Ce qui d , 1 té de I'int 1

b b
u@p(@)] = [ w@ua+ [ u@eba
[ } /a t)v(t t+/a t)v'(t)de .

Exemple 4.5.1.2 Les fonctions u :  — Inx et v : 2 — 2 sont de classe C* sur ]0, +oo|.
D’apres la formule d’intégration par parties :

/ln(m) de = [u(z)v(z)] — /u’(m)v(a:) dz
[z In(z)] — [2]

= zln(x)—x+c ,avecceR

us

Exemple 4.5.1.3 Calculons la valeur de l'intégrale / (22 4 1) cos(x) de.

0
Soient u : & — (2x + 1) et v : & — sin(x). Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 7].
D’apres la formule d’intégration par parties, on a donc :

/W(Qm + 1) cos(z) dz = [(2z + 1) sin(z)]; — /7T 2sin(z) = 0 — 2 [— cos(z)], = —4
0 0
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Remarque : il faut prendre ’habitude de toujours vérifier la cohérence des résultats! En phy-
sique, on vous apprend a vérifier qu’une formule est homogene. En mathématiques, ce qui joue
le réle de ’homogénéité, c’est le signe. Il est donc impératif quand on a terminé un calcul (d’in-
tégrale, de limite, d’équivalent, etc.) de vérifier, si c’est possible, que les signes sont cohérents.
Cela ne permet pas de dire que la réponse donnée est correcte mais cela permet de détecter les
erreurs grossiéres (et en particulier les erreurs de signe qui sont fréquentes lorsqu’on fait une
intégration par parties).

Dans l’exemple précédent, on trouve une intégrale négative ce qui est parfaitement logique

s

puisque les valeurs de la fonction cosinus sont « symétriques par rapport a G » (positive puis

négative) et la fonction x — (2 + 1) est positive et ses valeurs « plus grandes » sur [g,ﬂ.

La technique d’intégration par parties permet aussi souvent de déterminer une relation de
récurrence quand on a une suite d’intégrales.

1
Exemple 4.5.1.4 On pose pour n € N, [,, = / x2"e” dz. Alors, pour n € N, z +— 2"+ et
0

x > e% sont de classe C! sur [0,1]. En intégrant par parties, on a donc :

1 1
Iy = {x"“ez} — / (n+1)z"e*de =e— (n+ 1)1,
0 0

z
Exercice 4.5.1.5 Les intégrales de Wallis sont définies pour n € N, par W, = / cos™(z) dz.
0

n—+1
n+2 "

Montrer que pour tout entier n, W, 4o =

4.5.2 Changement de variable

Théoréme 4.5.2.1 (Changement de variable) Soient f une fonction continue sur I, ¢
une fonction de classe Ct sur [o, 8] @ valeurs dans I. Alors :

B w(B)
/ (@) (@) dz = / F(tydt
a w(a)

On dit qu’on a fait le changement de variable t = p(x).

Preuve :

Puisque f est continue sur I, elle admet une primitive I’ sur I qui est donc
de classe C! sur I. De plus, puisque ¢ est de classe C* sur [a, 8], F o ¢ est
aussi de classe C! sur [a, 8]. Par suite,

B

~0(B)
/ () dt = (Fop)(B) — (Fog)(a) = / Fo(@))g! () da
Jo(a) @ X
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1
Exemple 4.5.2.2 Soit 'intégrale I = / V1 —1t2dt. On pose t = cos(z) (ce qui correspond &
0

us

choisir (z) = cos(z) de [0, 5] dans [0,1] qui est bien de classe C'). Alors :

s

/01 Mdt:/j_ms‘m(m)dx: /zsmz(x)dw

J0

Or,

s

/05 sin’ () dz = /O e =g me -

1
Finalement, / V1—t2dt = g
0

ol

S

dt

1
Exercice 4.5.2.3 Calculer I'intégrale / R
Jo t24+t+1

A Attention : il faut s’assurer que le changement de variable soit 1égitime. Par exemple, on

2
ne peut poser x = cost dans / Va2 —1 car ¢ = cos est a valeurs dans [—1,1] ¢ [1,2].
1

A Attention : il faut aussi s’assurer que le changement de variable est bien de classe C! sur
Iintervalle! Une erreur classique : on ne peut pas poser t = tanx dans

" 1
/ T o) &
o 1+ cos?(z)

puisque la fonction tangente n’est pas de classe C! sur [0, 7].

Proposition 4.5.2.4 Soit f : I — K continue, avec I un intervalle.

b+T b
(i) Si [ est T-périodique, alors pour tout a,b € I, / f)de = / ft)de.
+T Ja
(i) Si f est paire, pour tout a € I, F)dt = 2/ () de.
—a 0

a
(i11) Si f est impaire, alors pour tout a € I, F@&)dt =0.

—a

Exercice 4.5.2.5 A Daide des sommes de Riemann, montrer que la proposition précédente
reste vraie si f est seulement continue par morceaux.
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Preuve :
e Montrons (i).
On suppose que [ est continue et T-périodique. On fixe a,b deux éléments
de I et on fait le changement de variable u = ¢t + 7T (qui est bien de classe
C! de [a,b] dans [a + T,b+ T]) et on a directement :
b b b+T
/ f(t)dt:/ f(t—i—T)dtz/ f(u)du
a a a+T
e Montrons (i7) et (7).
On suppose que : Vo € I, f(—x) =ef(x) avec ¢ € {—1,1}. Alors pour tout
a € I, en faisant le changement de variable t = —z, on a :
0 0 ~a
f)ydt= —/ f(—x)dxza/ f(z)da
—a a 0
On en déduit alors facilement (i7) et (7). -
Remarques :

e [e théoréeme de changement de variable a été énoncé sous ’hypothése « f continue » et
c’est pour cela que la démonstration précédente ne s’applique plus lorsque f est seulement
continue par morceaux. En fait, vous verrez que cette preuve est encore correcte (voir cours
de mathématiques spéciales 2) car le changement de variable est un Ct-difféomorphisme ;

e en revanche, on retient (c’est 'objet de lexercice 4.5.2.5 juste avant) que cette proposition
reste valable lorsque f est continue par morceaut ;

e enfin, retenez (et ¢’est important) que le changement de variable permet toujours de rame-
ner le calcul d’une intégrale sur un segment quelconque [a,b] a celui d’une autre fonction
sur [0,1] en posant v = a+t(b— a).

4.5.3 Cas des fonctions rationnelles

Dans le cours de mathématiques supérieures 1, on a vu que toute fraction rationnelle se dé-
compose de fagon unique en éléments simples. Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que le
calcul de primitive de fonctions rationnelles se rameéne aux calculs de primitives de polynémes
et d’éléments simples.

1
Exemple 4.5.3.1 La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle m

1
—_ == — ——— 1I¥ it :
XX+1) X X+1 s’ensuit que

d d d
/iz/ﬁ_/ i =Inlz| —In|z+1]4+c¢ ,avecceR
(x4 1) x z+1

Bien entendu, il faudra prendre garde aux intervalles sur le(s)quel(s) ce calcul est valable.
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On est donc ramener a savoir déterminer des primitives d’éléments simples. Pour cela, on
dispose des propositions suivantes (dont les preuves sont évidentes et laissées en exercice). Pour
la troisieme, elle se prouve en faisant une intégration par parties par exemple.

Proposition 4.5.3.2 Soit a € K. Pour tout entier n > 2,

/ dz = — ! X ! + ¢, avec c € K
(x—a)  n-1" (x—at

Proposition 4.5.3.3 Pour le cas, n = 1, il faut distinguer deux cas a cause du logarithme
« compleze » qui n'est pas défini.

d
(i) Siac€R, alors/i=1n|xfa\+c, avec ¢ € R.
r—a

(i) Sia=a+if € C, avec (a,8) € R® et § # 0, on écrit : Xl—a = (;(:O(é);;-iﬂﬁQ et

on est ramené au calcul pour des éléments simples dans R[X] :

' dx 1 T — o
S _ 2 2 i 5 . R
,/xfafzﬂ 211((4” a) +ﬁ)+zxrctan<7ﬁ )—i—c , avec ¢ €

Proposition 4.5.3.4 Le calcul de primitive de x — se fait par un calcul « de

(1+22)p
proche en proche » en utilisant la relation :

Vn € N* / dz _2n—1/ dz +i x
T ) (L)t 2n (1+a22)»  2n [ (1+z?)"

our déterminer une primitive d’une fonction rationnelle :
P 1ét t 1’ fonct t 11

1. on décompose en éléments simples;

2. on intégre directement la partie principale (polynéme) et les
éléments simples d’ordre 1

. les 616 s d’ 2:
> Méthode : 3. pour les éléments d’ordre ,
(a) on fait apparaitre la forme ‘- (qu’on integre directement) ;

(b) pour le terme qui reste, on fait un changement de variable
pour se ramener a une primitive de z — ﬁ ;

(c¢) on détermine une primitive par intégration par parties suc-
cessives (n — 1 intégrations par parties).
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5X —4
X24+4X +6
e On constate que F' est déja un élément simple (I'étape 1 est donc « offerte » et il n’y a pas
d’étape 2 car il n’y a pas d’élément simple d’ordre 1).

Exemple 4.5.3.5 Déterminons une primitive de z — F(z) o F =

e Pour I’élément simple d’ordre 2 (en fait F ici), on procede en deux étapes (puisque la multi-
plicité est 1 au dénominateur) :
!/
- A . u N .
x Tout d’abord, on complete pour faire apparaitre la forme — a une constante pres. Ici :
U

2X+4 14
X2+4X+6 X?244X+6

F=§><
2
Du coup, on a :

5 2z+4 5.1,
/§deﬂfz§h’l’l’ +4J5+6‘+C7C€R

x Ensuite, pour le terme qui reste, on se rameéne a la forme arctan’. Pour cela, on complete
les identités remarquables (ou on donne la forme canonique) :

/ dx _ / dx
2 +4x+6 (x+2)2+2

1/ dzx
=5 72 5
<x+ ) 1

V2

1 V2 du (on pose m+2)
— - —_— n =
2 ) w1 poset =75
2
= garctanquC’ avec C € R

2 2
= £ arctan (i) +C avecCeR

2 V2
On conclut alors que les primitives de I’ sur R sont les fonctions définies sur R de la forme :

T+ 2

V2

5 2
xn—>%lnx2+4x+6|+garctan( )—l—c ,avecc € R

3 +1

Exercice 4.5.3.6 Déterminer les primitives sur R de & — ————.
202 +x+1

3 1 4 1
Réponse : x — = In|222 + = + 1| + —= arctan (— (x+7)> 4+ C.
Réponse : 7ol 1+ 57 7 1
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202 + 5z +1
(% + 22 +5)%"

e Tout d’abord, la décomposition en éléments simples est de la forme :

Exemple 4.5.3.7 Déterminons une primitive de x ——

aX +b cX +d

F =
X?2+2X +5  (X2+2X +5)?

avec (a,b, c,d) € R*. En remarquant que 2X2? +5X 4+ 1 =2(X2 +2X +5) + X — 9, on conclut
que :

B 2 X -9

T X?iax s (X2 +2X +5)2

F

e Pour le premier terme (qui est d’ordre 2 et de multiplicité 1), on applique la méme méthode
que dans I'exemple précédent (changement de variable pour se ramener a la dérivée de arctan) :

/ 2dz _1/ dz _ larctan z+1
22 4+2r+5 2/ 1+ (=) 2

e Pour le second terme, on procede étape par étape :

r—9 r—9
/(x2+2x+5)2dx - /((m+1)2+4)2dx

r—9
16 (54 1 1)
1 xr—9
Lk S
16 (1 + (:1:;1)2)2

1 ) 1
= 7/”7(1“ (avecu:i)

4 ) (1+u?)? 2
Ensuite,
l/uiff)du_l/Ziudu,?/L_,lx;j/i
4) (T+u2)?2 " 8) (1+u2)? 4) A+u2)2 87 1+u2 4 ) (1+u2)?
Il reste alors a faire l'intégration par parties : « l'astuce » consiste a partir de la puissance
précédente :
/ du _ U +/ 2u? d
T+u2  |[14+u? (1 4+ u?)? “
d
arctanu = ﬁ + 2arctanu — 2/ ﬁ +C
Ce qui donne :
/ du 1w +1arctanu+C
(1+u2)2  21+u2 2
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On remplace :

/x7—9dw _ 1 1 ,§< En +arctan(x+1))+0
(22 + 22 +5)2 81+ (22 8 \1+4 (&) 2
— 7%z2+;x+57Zx2i;zl+572arctan<%+l)+c
= 7%%f§amtan (%ﬂ>+c
e On conclut alors qu'une primitive de = — % est :

xl—)—li&:_‘—? +§arctan 7x+1
422 +22+5 8 2

4.5.4 Fonctions rationnelles en sinus et cosinus

Cadre : on veut calculer l'intégrale sur un segment ou bien trouver une primitive de
f:x v+ R(cosz,sinx) ou R est une fonction rationnelle en deux variables.

On applique les regles de Bioche :

esi « f(x)dx » est invariant par la transformation z — —z,
on pose t = cos T ;

esi « f(x)dx » est invariant par la transformation x — 7 — z,

on pose t =sinx;
» Méthode :
esi « f(x)dx » est invariant par la transformation x — 7 + z,

on pose t =tanw;

e sinon, on fait le changement de variable « universel » t=tan (7>

Ceci ramene le calcul d’intégrale ou de primitive de f & un calcul de
primitive d’une fonction rationnelle en « ¢ ».

A Attention : bien entendu, comme toujours, il faudra faire attention aux intervalles,
voire découper lintégrale en utilisant la relation de Chasles et faire des calculs sur des
intervalles distincts ol le changement de variable est 1égitime.

Remarques :

e pour se souvenir du « bon changement de variable », c’est en fait assez facile. L’invariance
par r — —x est la symétrie de la fonction cosinus, linvariance par x — ™ — x est la
symétrie de la fonction sinus et pour la derniere, ¢’est l’invariance pour tangente qui est
m-périodique ;
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e si vous ne vous souvenez plus des regles de Bioche, la bonne nouvelle est qu’il suffit de
connaitre le changement de variable « universel » (qui marche toujours) t = tan(5) ;

e par contre, si vous appliquez correctement les régles de Bioche, les calculs seront plus
simples car elles permettent de diminuer (diviser par deux) le degré de la fraction ration-
nelle qu’il restera a intégrer.

s

2 d
Exemple 4.5.4.1 Calculons l'intégrale I = / ’
0

24 cosz’
e On vérifie que la forme « f(z)dz » n’est pas invariante par © — —x, * — ©™ — & ou
x

x — 7+ x. On va donc poser :t:tani.

1—1¢2

11 et

T
e On pose donc ¢t = tan (§> (licite ici puisque = € [O, g]) On a alors : cosz =

1 2
dt = =(1 +t?) dz soit dz = —— dt. D’ot1 'on déduit :
2 1+ ¢2

I/lmt Z{t(t)}l 2 t<1) ™
= —— = — |arctan | — = —arctan [ —= | = ——=
0 3+t V3 V3)le V3 V3/) 3V3
A Attention : il faut par contre faire attention a la 1égitimité du changement de variable!

Exemple 4.5.4.2 Calculons les intégrales :

27 . ., 2 2
J:/ Lﬂ;dx et K:/ Smifda:
o 44 cos?(x) Jo 3+ cos?(z)
e Calcul de J
Pour J, il n’y a aucun probleme. On montre que J =0 :
* soit en appliquant les régles de Bioche et en faisant le changement de variable ¢ = cos(z) ;

* soit en remarquant que sin(z) = — cos’(x) et en calculant directement une primitive, qui

.. . cosx
ici donnerait © — -3 arctan B ;

% ou bien en remarquant que par 27-périodicité et imparité, on a :

27 . T .
sinz sinz
P . T
/0 4 + cos?(x) ’ /,7T 4 + cos?(x) ’

e Calcul de K

D’apres les regles de Bioche, puisque la forme est invariante par changement x — x4+, on fait
le changement de variable ¢t = tanz. Le probléme ici est que 'on ne peut poser ¢ = tan(z) sur
tout l'intervalle z € [0, 27]. On fait donc le calcul intervalle par intervalle, 1& o ce changement
de variable est licite.
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* Tout d’abord, on se place sur un intervalle I,, = }—% +nm, 5+ nﬂ'[ avec n € Z. Sur cet

intervalle, on peut poser t = tanz. Alors :

t2
R

1
T14¢2

/ sin® z de — / 2 dt
34cos2(z) ) B2+4)(t2+1)

cos?(x) ;dt=(14+%)dr et sin’(z)

Par suite,

+ Ensuite, on décompose la fraction en éléments simples. On sait qu’il existe un unique

(a,b,c,d) € R* tel qu’on ait I'égalité dans K(T') :

T2 _al'+b  cI'+d
(3T2 +4)(T2+1) T2+1  3T2+4

Le calcul (laissé en exercice) donne :

T2 4 1
(3T2+4)(T2+1) 3T2+4 1+7T2

On en déduit alors successivement que :

/ t2dt B _/ 1 dt+4/ dt
(B2 4+ 4)(t2+1) 1+¢t2 4 + 3t2

2 3
—arctant + — arctan <\[t> +cCn,cn €ER

V3 2

Par conséquent, pour tout entier n € Z, il existe ¢, € R tel que, sur chaque intervalle de

T ™ .
la forme ]—5 +nmT, - +nw [, on ait :

2
in?(: 2 3
/ ZiimT(s:zx) dx = — arctan(tanz) + e arctan g tanz | + ¢y

Il y a alors essentiellement deux facons de procéder :

> Premiére méthode : par « recollement des constantes »

sin?(z)
3+ cos?(x)
sur R). Soit F' une primitive. Alors d’apres ce qui précede, F' s’éerit de la forme
précédente sur chaque intervalle I,, pour n € Z. Autrement dit, pour tout n € Z, il
existe un unique ¢, € R tel que :

On sait que f: 2z — admet des primitives sur R (elle est continue

V3

2 3
Vo € ]fg + nm, g + mr[ , F(z) = —arctan(tan z) + — arctan <\2[ tan Jc) +cp
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e ™ . .
Alors, pour n € Z fixé, la continuité de F' en 3 + nm implique que :

Ty e =T
2 V3 "2

™ +e
\/g n+1

D’ou 'on déduit que :

2
VneZ,cntr =Ch+—=1—T

V3

Il s’agit donc d'une « famille » géométrique et on a donc :

2nm

e

VneZl,c,=cy—nm+

an
75

> Seconde méthode : on découpe en intervalles puis on passe a la limite.

On conclut finalement que : K = F(27) — F(0) = co — ¢g = —27 +

Onﬁxe0<a<g,g<b<c<37”et37”<d<277.0npose:

K(a,b,c d):/a sin?(z) dr+/c sin?(z) dx+/2ﬂ sin?(z)
T 0 3+cos?(z) » 3+ cos?(x) a  3+cos?(x)

™
Puisque 0 < a < 3 la premiere intégrale vaut :

a 2.2
/ M dz = —arctan(tana) + 2 arctan @ tana
o 3+ cos?(x) V3 2

sin?(z)
3+ cos?(x)
2 102 a 02
/ sin”(z) do — Tim / sin®(z) doe T
o 34 cos?(x) a—% Jo 34 cos?(x) 2 3

7
a<y

a
Par continuité sur R de a — / dx, on obtient :
0

s

De méme,

¢ Sinz(l') = | —arctan(tan(x larc an ﬁ an(xr C
/bB—i-cosQ(:c)dx_{ tan(t ())+ﬁ t <2t ())]b

Or,

. 2 V3 T T
LIiH% |:— arctan(tan(c)) + 7 arctan (2 tan(c))] =5 2

e<¥
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et
2 V3 s ™
lim |—arctan(tan(b)) + —= arctan | — tan(b =——+ =
%[ (tan () + (2 ()ﬂ T+
b>7
. o * sin’(x)
Toujours par continuité sur R de u — 55— dz, on conclut que :
o 3+ cos?(x)

% sin? (x) 2
/ ———de="—F+-—7
= 34 cos?(x) V3

2

Enfin, en reprenant la méme démarche :

™ sin?(x) 2 V3 o
/ ———~>—dx = lim |—arctan(tan(z)) + —= arctan [ —— tan(z)
3z 3+ cos2(x) d— 8% V3 2
2 d

= lim (arctan(tan(x)) — % arctan <\g§ tan(x)))

D’apres la relation de Chasles, on a :

fud

™ sin?(x) 2 sin’(x) ki sin?(z) I sin?(x)
/0 3+ cos?(x) do = /0 3+ cos?(x) do /% 3+ cos?(x) do /37«3 + cos?(x) de

2

__f,F 2 7T
2 V3 V3 V32
47

4.5.5 Autres exemples

Dans les paragraphes précédents, on a donné des méthodes générales pour le calcul de primitives
pour des fonctions d’une forme particuliere. Lorsqu’on n’est pas dans ces cas, il faut utiliser son
« bon sens » et les outils usuels : changement de variable et intégration par parties.

d
icr . On peut alors faire le changement de variable
x

N

4
Exemple 4.5.5.1 On veut calculer /
1

u=+/retona:
4 4 V4
dx 1 dz 1 2
= X — = —— x2du=2In(1 +u
A wim:‘ﬁl+vi NG /%1+u [2In( h
. - - sh?(z)
Exercice 4.5.5.2 Déterminer une primitive de z +— —————.
1+ ch(z)
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4.6 Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Dans cette partie, on donne une introduction a la notion d’intégrale généralisée, que nous
utiliserons dans la suite de ce livre pour étudier les propriétés de convergence ou de divergence
de certaines séries numériques, notamment a l’aide du théoréme de comparaison série-intégrale.

S’agissant d’une introduction, on ne développera pas toutes les méthodes et outils et
certains aspects théoriques ne seront pas non plus abordés. L’étude approfondie sera abordée
plus en détails dans le cours de mathématiques spéciales 2.

4.6.1 Définition de la convergence d’une intégrale généralisée

Définition 4.6.1.1 Soit f € Cy,([a,b],K) avec —oo < a < b < +o0.
b
e On dit que I'intégrale généralisée / f(t) dt converge (ou est convergente) si la fonction
a

T — f(t) dt admet une limite finie lorsque = tend vers b.

la,z]

b T
Dans ce cas, on pose : / ft)dt = lin%) / f(t)de.
z—
@ z<b V¢

x
o Sizr— / f(t) dt n’admet pas de limite ou bien admet une limite infinie lorsque x

b
tend vers b, on dit que I'intégrale / f(t)dt diverge (ou est divergente).
a

Remarques :
e celte définition a un sens puisque pour x € [a,b[, la fonction f est continue par morceaux

sur le segment [a,x]. Son intégrale sur le segment [a, z] est donc parfaitement définie ;

T b
e on note aussi parfois f= lin%) / f(t)dt et on dit que lintégrale f(t)dt est une
sl 22 Ja a

intégrale généralisée ou impropre ;

b
e si f est continue par morceaux sur [a,b], alors Uintégrale généralisée / f(t)dt est conver-
a

b
gente et on a / f)ydt = / f. L’intégrale généralisée est donc un prolongement de
a [a,b]

lintégrale sur un segment ;
b b
e pour toul ¢ € [a, b, ft)ydt et | f(t)dt sont de méme nature (c’est-a-dire que l'une

a c
converge si et seulement si l’autre converge) ;

b
e par définition, si f converge, lim / f=0.
fatl 2 o
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+o0
Exemple 4.6.1.2 L’intégrale 1 =/

™
est convergente et I = —. En effet, pour tout
o 1+t 2

z>0:

¢ ode
/0 i [arctan(?)]; = arctan(z) et zkg}oo arctan(z) = g

+o0o
Exemple 4.6.1.3 En revanche, l'intégrale J = / cos(t) dt est divergente puisque la fonc-
0

tion & — / cos(t) dt (c’est-a-dire sinus) n’admet pas de limite en +oco.
0

est divergente puisque pour tout 0 < x < 1,

1
dt
Exemple 4.6.1.4 L’intégrale/ 1
0

xT dt
; 1—_t=71n(17x) et ;E —In(l —z) =400
<1

Exemple 4.6.1.5 En revanche, 'intégrale converge car :

/1 dt
0o VI—t

Ve €10,1] , =2—-V1-z et lim 2-vV1-z)=2

/z dt
0o V91—t z—1

<1

+oo
Exercice 4.6.1.6 Montrer que / e~ *dux est convergente et calculer sa valeur.
0

Définition 4.6.1.7 Soit f € Cy . (]a,b],K) avec —oo < a < b < +o0.
b
e On dit que 'intégrale généralisée / f(t) dt converge (ou est convergente) si la fonction
a

T — f(t) dt admet une limite finie en a.
[2,b]

b b
Dans ce cas, on pose : / f(t)dt = lim / f(t)de.
a e>a Ja

b
e Siz+— / f(t) dt n’admet pas de limite ou bien admet une limite infinie lorsque x
x

b
tend vers a, on dit que l'intégrale / f(t)dt diverge (ou est divergente).
a
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1

Exemple 4.6.1.8 Montrons que l'intégrale In(t) dt est convergente et calculons sa valeur.

0
Soit @ € ]0,1[. Les fonctions t — ¢ et ¢t — In(t) sont de classe C' sur le segment [, 1], on
peut donc intégrer par parties, ce qui donne :

/1 In(t) dt = [tIn(2)]} — /1 dt = —zIn(z) +2 -1

1 1
Or, lirr%) (—zln(z)+ 2 —1) = —1 donc / In(t) dt converge et / In(t)dt = —1.

x>0

Théoréme 4.6.1.9 (Définition) Soit f € Com(Ja, b, K) avec —oco < a < b < +o0. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il existe ¢ € |a,b] tel que ft)dt et f(t)dt convergent ;
1) pour tout ¢ € |a t)dt et t)dt convergent.
(ii) p Ja, b, f)d fd g

[

Lorsque l'une de ces conditions équivalentes est vérifiée, on dit que l'intégrale généralisée

b
/ f(t)dt converge et on pose
a

Cette définition de l'intégrale ne dépend pas du choiz de ¢ € Ja,b].
Sinon, on dit que l'intégrale f: f(t)dt diverge (ou est divergente).

f@)de = ft)dt+ f(t)dt = lim /Cf(t) dt 4 lim /y ft)de
[e.b] w>a vip Je

Ja,c] [e,b]

la,c] [e,b

la,c] T

Preuve :

e L’implication (i) = (i) est évidente.

e Montrons que (i) = (i1).
En réalité c’est évident, c’est une simple conséquence de la relation de
Chasles. On va néanmoins donner les détails. On suppose qu'il existe ¢g € T

tel que / f(t)dt et / f(t)dt convergent. Notons alors :
la,co] [co,b]

Fy:azr— f)ydt et Go:azr— f()de

[,c0) [co.]

Par définition de la convergence d’une intégrale généralisée, Fjy admet une
limite finie en a et Gy admet une limite finie en b.
Soit ¢ € I et soient F', G les fonctions définies par :
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F:xv+— fo)ydt et G:z+— ft)dt

[z,c] [e,2]

D’apres la relation de Chasles, pour tout = € I :

F(x) = t)dt = t)dt ‘ t)dt
@=[ 10 /[m]f() +/cof()

ou on rappelle qu’on note ici :

f(t) dt sicp <c

c [co,c]
/ fO)dt=< 0 sicy=c
co

— f)ydt sico>e

c’est-a-dire
Ve el, F(x) / f()
De méme, Vo € I , G(z) / f(t)

x Puisque Fy admet une limite finie en a, F' admet une limite finie en
C
a, c’est-a-dire / f(f)dt converge.
a
x Puisque Gy admet une limite finie en b, G admet une limite finie en

b, ¢’est-a-dire f(f)dt converge.
c

Ce qui prouve (i7) et de plus, on a alors :

lim F(x )7 hm Fo / F @)

Tr—a
r>a
et
lim G(x )—hm Go(z / ft)
z—b
z<b 1<b
Par suite,

lim F(z) + lin%) G(z) = lim Fy(z) + };IES; Go(x)

r>a ;Z)b r>a <b

c b
Ce qui montre que la valeur / ft)de+ / f(t) dt ne dépend pas du choix

d 1.
ece 5
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Remarques :
o bien entendu, si f est continue par morceauzr sur [a,b] avec b € R, alors f f fa bl
o de méme, si [ est continue par morceauz sur le segment [a,b], alors f]a ol f = f[a ] I

e on retient donc que la convergence d’une intégrale généralisée est donc [’existence d’une
limite finie d’une primitive quelconque (ou deuz limites si les deuz bornes sont ouvertes)
et que le calcul de l'intégrale revient « simplement » a faire le calcul de limite pour une
primitive de la fonction intégrée.

400
Exemple 4.6.1.10 L’intégrale / est convergente et vaut m puisque :

—00

1+t2

Yoode
Vo,y € R, /z TTe = arctan(y) — arctan(z)

+o0

Or, arctan admet des limites finies en 400 et —oo donc / converge et en faisant

oo 1412
o0
tendre x vers —oo puis y vers +o0o, on obtient la valeur de cette intégrale, a savoir .

A Attention : il faut bien voir que la convergence de I'intégrale f b f signifie, par définition,
que la limite quand x tend vers a et y tend vers b de f f existe et est finie! Ce sont donc

deux variables différentes (ou deux calculs 1ndependants)' Ce n’est pas du tout équivalent a
choisir x = —y par exemple! C’est bien pour cela que le théoréeme définition « dit » que pour
étudier la convergence, on doit étudier la convergence de chacune des deux intégrales sur ]a, c]
et sur [, b[.

Exemple 4.6.1.11 L’intégrale / sin(t) dt est divergente car la fonction — cos n’admet pas de
R

T

limite en +oo mais lirf / sin(t) dt = 0 car sinus est impaire.
T—r+00
—x

esin(t)

—— dt. Pui
i uisque

+oo
Exemple 4.6.1.12 On veut étudier la convergence de l'intégrale /
0

esin(t)
t— m est continue par morceaux sur |0, +o0c[, la convergence de cette intégrale est, par
définition, équivalente & la convergence de chacune des intégrales :

1 esin(t) +o00 esin(i)
[t o [
o t(1+1) 1 t(1+1)

1 _sin(t) 1y 1
Or, pour tout z € ]0,1], / ﬁdt > / mdt > / Edt = —7111(1) et de plus,

esin(t)

lim —1 1 — dt = .
lim n(xz) = +oo donc par comparaison, im aED dt = 400

x>0 z T

1 esm(t) +oo esm(t)
Ainsi, / LD dt diverge et donc, /
0 0

—dt di .
) AT 0 iverge
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4.6.2 Propriétés élémentaires

Les propriétés suivantes découlent directement des propriétés de I'intégrale sur un segment, des
opérations sur les limites et de la compatibilité du passage a la limite avec la relation d’ordre
dans R.

Proposition 4.6.2.1 Soient I un intervalle quelconque, f,g deux fonctions continues par
morceaux sur 1.

(i) Si f >0 et /f converge, alors /f > 0.
I I
(ii) Si f<get si/f et /g convergent, alors /f < /g.
I I I 1

(ii1) Si /f et /g convergent et (A, 1) € K2, alors /()\f + ug) converge et on a :
I I I

/I(Af+ug)=k/lf+u/jg

Preuve :
xT
c

Soit ¢ € 7. On pose pour x € I, F(z) = /z f(®)dt et G(z) = / g(t)dt, et
on note a = inf I et b =supl (dans R). ’

e Montrons (ii).

On suppose que /If et /Ig convergent. Soit (), u) € R2.

* D’une part,
vy e le,bl | /[ OF +pg)(0)d0 = AF() + 4Gy)
Yy

Or, F et G admettent des limites finies en b. Par conséquent, AF 4 uG
aussi, c’est-a-dire y — f[c_y]()\f + 119)(t) dt admet une limite finie en
b, soit encore || [c,b[(/\ f + ug) converge, et de plus :

lim (Af+ pg)t)dt = AMim F(y) + plim G(y)
y—b [e,y] y—b y—b
y<b y<b y<b

c’est-a-dire / (Af+ng)=A f+ u/ g.
[e,b] [e,b] [e,b]
* De méme,

v € ae , /[ OF +pg)(0)df = AF(@) = Go)
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On conclut de la méme facon que / (Af + ng) converge et :

Ja,d]

[]Qf+mﬂzh f+u4]g

la,c]

Ainsi,/ (A + ng) et/ (Af 4+ ng) convergent, i.e. / (Af 4+ 1g) converge et :
Ja c

i<l [e,b] Ja,b[

/}a,,,[“f“g) - /]a_dufwgw / (A + 1)

[e:b]

=A f+u/ g+A f+u/ g
Ja,c] Ja,c] [e,b] [e,b]
—A</ f+/)f>+ﬂ</ g+ g)
Ja,c] [e,b[ Ja,c] [e,b[
=A f+u/ g
Ja,b] Ja,b[
e Montrons (7).

Si f est positive, alors pour tout z,y € I tels que = < y, fj f@®)dt > 0. En
passant a la limite quand z tend vers a et y tend vers b (légitime puisque
J; f converge), on a donc :

Y
lim f#)dt >0 cest-a-dire /f >0
z—a™ x I

y—b—

e (i7) est une conséquence immédiate de (i) et (ii7). -

: on peut simplifier la preuve de (i). En effet, il suffit de dire que \F + puG est

une « primitive » de \f + pg. Or, F' et G ont des limites finies en a =inf I et b = sup I donc
AP + puG aussi. Ceci prouwve la convergence de l'intégrale de \f 4+ pg. La valeur s’obtient par
linéarité de la limite.

Corollaire 4.6.2.2 L’ensemble A=< f € Com(I,K) / /f converge} est un espace vec-
T

toriel et l'intégrale est une forme linéaire sur A.

On montre que c’est un sous-espace vectoriel de Co ., (I, K) et ceci est une
simple traduction de la propriété (iii) de la proposition précédente (apres

avoir vérifié que la fonction nulle est d’intégrale convergente). 5
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A Attention : A n’est pas une algebre en général :
( / f converge et / g Converge) = / fxg converge
I 1 I

et méme si toutes ces intégrales convergent : / (fxg)# / fx / g (en général).
I I I

1
Par exemple, posons Vz € ]0,1] , f(z) = g(z) = —.

Jz

dr 1 1
° / —— converge donc / fet / g convergent ;
0.1 V& 0 0
1 1
d
e mais / (fxg) = / & diverge.
0 o T

De méme si on pose Va € [—1,1] , f(z) = g(z) = , alors :

e f et g sont continues (par morceaux) sur le segment [—1, 1] (et donc f x g U'est aussi);

1 1 1
e les intégrales / I, / g et / fg sont toutes bien définies ;
-1 -1 —1

o mais/jlfgz§7£0:/711f></j1g.

Terminons ce paragraphe par une propriété « béte » mais utile dans la pratique. Sa démonstra-
tion est laissée en exercice.

Proposition 4.6.2.3 Soit f € Cy (I, K) et soit A € K*. Alors :

/f converge <= /)\f converge
1 1

4.6.3 Cas particulier des fonctions positives

Proposition 4.6.3.1 Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I et
positive. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) /If converge ;

(1) il existe M € R tel que : V[a,b] C I, f<M.
[a,b]

Dans ce cas, c’est-a-dire si ['une des conditions est vérifiée, on a : /f = sup / f.
1 la,b]CTI J[a,b]
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Preuve :

On va voir qu’en réalité ce théoreme est évident : c’est une simple consé-
quence du théoreme de la limite monotone pour les fonctions.

On pose a = infI € RU{—o0} et § =supl € RU {+o0} et on prouve le
résultat dans le cas ou I =]a, f[.

Tout d’abord, soit ¢ € |a, B[. On pose pour t € I, F(t / f(u

e Montrons (i) = (it).
On suppose que f}a 8l f converge. Soit [a,b] C I. Puisque f est positive, la
fonction F' est croissante sur I. Par conséquent,

f=F(@b)—F(a) < lim F(y) — lim F(z)= . f

[a,b] y=8 e Ja, 8

Etdonc:V[a,b}CI,/ fé/ fet sup/
[a,b] o, B[ la,b]CI J[a,b] o B

e Montrons (i) = (i).
On suppose qu’il existe M € RT tel que : V[a,b] C T, f<M
[a,b]
Alors, la fonction F' est majorée sur [c, 8] et croissante (car f > 0). D’apres
le théoreme de la limite monotone, elle admet donc une limite finie en 3 et :

lim F(y) = sup F(y)
y—p y<p

De méme, pour tout x € Ja, ¢, [z,¢] C I donc f < M, ce qui montre
[,c]
que —F est majorée sur |«, c]. De plus, —F est décroissante sur |a, c]. D’apres
le théoreme de la limite monotone, —F' admet donc une limite finie en « et :
lim —F(x) = sup —F(z)

Tr—o r>a

Ainsi, F' admet des limites finies en « et en (3, donc / f converge.
Jo, B

Par ailleurs, soit ¢ > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure
dans R, il existe b € [¢, O] tel que :

sup F'(y) — e < F'(b) < sup F(y)
y<p y<p

De méme, il existe a € a, ¢] tel que :
sup —F(z) —e < —F(a) < sup —F(x)
> r>o

On a alors :

lim F(y) — lim F(z)—2: < F(b) — F(a) < lim F(y) — lim F(z)

y— T—ra yﬁﬁ T—a
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c’est-a-dire

f—2< / < f
Je, B[ [a,b] Je, Bl

e Ainsi, les deux conditions sont bien équivalentes et lorsqu’une de ces condi-
tions équivalentes est vérifiée, alors les deux le sont et on a alors :

% (1) est vérifiée donc d’apres la preuve de (i) == (ii), on a :

w | <]
[a,b]CTI J[a,b] Je, B[

* (ii) est vérifiée donc d’apres la preuve de (ii) = (i), on a :

Ve >0,3abCT, f—25</ f< !
Jou, B[ [a.b] Jou B[

Ce qui montre que : /f = sup / f
[a.b]

I [ab]CT

Remarques :

e on peut reformuler ce résultat de fagon plus concréte pour l'utilisation pratique. Si f est
continue par morceaux et positive sur I, alors fI f converge si et seulement si la fonction

F:t— fct F(t)dt est une fonction bornée sur I. L’outil clé est que lorsque f > 0, F
est croissante sur I : elle admet une limite finie en B = sup [ si et seulement si elle est
magorée, et elle admet une limite finie en o = inf I si et seulement si elle est minorée ;

e celte proposition donne une méthode pratique pour prouver la convergence de lintégrale
d’une fonction positive : il faut et il suffit de majorer les intégrales de cette fonction sur
tout segment. En revanche, le calcul de l’intégrale a partir de la borne supérieure n’est pas
« pratique » et il est tres rare qu’on utilise cela pour calculer une intégrale ;

e enfin, dans la pratique, pour majorer une intégrale, on essaye de majorer la fonction sur
lintervalle : autrement dit, Uapplication principale de ce théoréme est le théoréme de
comparaison pour les fonctions positives (paragraphe 5).

4.6.4 Intégrales de référence

Proposition 4.6.4.1 (Critére de Riemann) Soit o € R.

dt . .
i) = converge si et seulement si o < 1.
]

)

y dt ) .
(i) — converge si et seulement si v > 1.
[1,+oof £
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Preuve :

C’est évident puisqu’on sait déterminer une primitive de la fonction ¢t — ti
sur ]0, +oc[. En effet, une primitive est ¢ — 21" si o # 1 et t — Int

-«
si a« = 1. Par suite, pour 0 < a < 1,
Lar —In(a) sia=1
a 17 2 (1-a") sia#l
Dron too sia=1
1
dt .
lim = 1% sia<1
a—0 to o
a>0 Y%

+o0o  sia>1

Le cas de lintervalle [1,4o00[ se traite de la méme fagon et est laissé en
exercice. X

Exercice 4.6.4.2 Déduire le deuxieme cas du premier a I’aide d’'un changement de variable.

Proposition 4.6.4.3 (Critére de Bertrand) Soit (o, 3) € R2.

(i) Poura > 1, / dt

[a,+oo[ 2 (ln(t))ﬁ

dt
u W converge si et seulement si v <1 ou (a=1¢et > 1).

converge si et seulement st « > 1 ou (a=1et f>1).

(i) Pourb <1, /

10

Preuve :
La preuve sera faite en exercice d’application des regles de comparaison pour
les fonctions positives. X

A Attention : il ne faut pas oublier les valeurs absolues pour In car sur |0, 1[, In < 0.

A Attention : le critere de Bertrand ne s’applique pas sur ]0, 1[ ou sur |1, +o00[! Pourquoi ?

Proposition 4.6.4.4 Soit z € C. Alors :
“+o0
/ e ' dt converge <= RNe(z) >0
0

—+o00
1
Dans ce cas, c’est-a-dire lorsque Re(z) > 0, / e *tdt = =,
0 z
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Preuve :
Soient z € C et a > 0. Alors,
a a siz=0
e *tdt = 1—e*@
/0 ——— siz#0
e Premier cas : Re(z) >0
Dans ce cas, |[e *%| = e ()@ ot lim |e7*%| = 0. Par suite,
a——+00
+o0 +00 1
/ e *t dt converge et / e *tdt = —.
0 0 z
e Deuxieme cas : Re(z) =0
Si z = 0, il est clair que l'intégrale est divergente. Sinon, en posant
z=1y avecy € R*, on a:
/a e #t dt — 1- 'e_“Ja
0 vy
Or, la fonction a — e~ n’a pas de limite en +oo. Par suite, 'inté-
grale est divergente.
o Troisieme cas : Re(z) < 0.
Alors, en reprenant le calcul précédent,
a 1 e 20 efﬁe(z)a
/ T S
0 Z Z ||
@ 1
Par suite, lim / e *tdt — 7’ = 400 ce qui implique que l'inté-
a—+00 0 z
grale diverge.
X
—+o0
Corollaire 4.6.4.5 Soit a € R. Alors, / e~ dt converge si et seulement si a > 0 et :
0

+o0o 1
Va>0,/ e dt = —
0 a

Remarque : dans les propriétés qui précédent, dans les cas de convergence, on a calculé la
valeur de l'intégrale. Vous devez connaitre ces résultats qui sont tres utiles dans la pratique.
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4.6.5 Criteres de convergence pour les fonctions positives

Théoréme 4.6.5.1 Soient f et g deux fonctions continues par morceaur sur un intervalle

[a,b] (avec —o00 < a < b < +00), 4 valeurs positives.

b b
(i) Si f ~ g, alors les intégrales foet / g sont de méme nature, c’est-a-dire que
b a a

l'une converge si et seulement si l’autre converge.

b
(ii) Si f = o(g) et si/

a

b
g converge, alors/ f converge.
a

b b
(ii) Si f = O(g) et 51’/ g converge, alors/ f converge.
a a

Preuve :

e Montrons (iii).
b
On suppose que f = O(g) et / g converge. Par définition, il existe M > 0

a
et ¢ € [a,b] tel que, pour tout x € [c,b], | f(x)| < M|g(x)|. Puisque f et g
sont positives, on a donc :

Vo € [c,b] ,0< f(z) < Mg(z)

Par suite, pour tout = € [c, b] :
T T b b
/ f@)dt < ]VI/ g(t)dt < M/ g(t)dt < ]VI/ g(t)dt

b
Par conséquent, pour tout segment J C [c, b, /j < ]M/ g. D’apres la
b J “ b
proposition 4.6.3.1, / f converge, ce qui équivaut a dire que / f converge.
Je a

e Montrons (7).
Si f = o(g), alors f = O(g). D’ou le résultat d’apres (iii).

e Montrons ().
On suppose que f ~ g. On a alors f = O(g) et g = O(f). D’apres (iii), on
b

a alors :

b b b b
/ g converge —» / f converge et / f converge — / g converge
a a a a

Dot (4).
X

267



Mathématiques supérieures 2 4.6. Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Exemple 4.6.5.2 Montrons que / e da converge (intégrale de Gauss).
R

. 2 .
e Tout d’abord, les fonctions x — e™* et x — %2 sont continues par morceaux et

positives sur R.

—+o00
. a2 . o .
e Ensuite, e™* = o0 (%) De plus, d’apres le critere de Riemann, —- converge.
T—+00 x 1 1'2
00
. . g —_xz2
Par comparaison pour les fonctions positives, / e~ * dz converge.
1
—1 ) -1
N X 2
e De méme, / — converge donc / e~ * dx converge.
o T e
2 1 2
e Enfin, 2 — e~ *" est continue sur le segment [—1, 1] donc / e~ dz converge.
-1

2
Ce qui montre que / e~ " dx est convergente.
R

Exercice 4.6.5.3 Calcul de la valeur de I = / e dw.
R
L g—a(1+t%)

On pose pour z € R, f(z) = / dt et g(x) = f(2?).

o L+t
1
1. Montrer que f est dérivable sur R et que : Vo € R, f/(z) = f/ e~ =1+ gy
r 2 2 71'
2. En déduire que g est dérivable et que : Vo € R | g(z) + (/ et dt) =7
0

400 5
3. Montrer que lirf f(z) =0 et en déduire la valeur de / e " dax.
Tr—r+00 0

4. En déduire la valeur de I.

o0 1 — cos(z
Exemple 4.6.5.4 Montrons que / — () dx converge.
0 T
1 — cos(z
e Tout d’abord, f:z — # est une fonction continue par morceaux et positive
x

sur 0, +o0l.
e Ensuite, f(z) ~v % et x —> % est continue par morceaux, positive et d’intégrale conver-

x—0

1
gente sur |0, 1]. Par comparaison, / f converge.
0

e Enfin, f(z) = O(s).Or,z— 5 est continue par morceaux et positive sur [1, 400]
T—+00

et d’intégrale convergente sur [1,4+oo[ d’apres le critere de Riemann. Par comparaison

+o0
pour les fonctions positives, / f(z) dz converge.
1

T2 1 — cos(z)

5 da converge.

Ce qui montre que /
0 x
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0 sin(x)
Exercice 4.6.5.5 On veut étudier la convergence de / ———= dz (intégrale de Dirichlet).
0 €

1. Montrer que pour tout 0 < € < a,

/ sin(x) do — [1 - Cos(x)r +/ 1 — cos(x) de
le,a) T T € [e,a) z?

- - T sin(x)
2. En utilisant 'exemple précédent, conclure que / —— dx converge et que :
0 x
4oo +00
. 1— .
/ sin(z) do = / C(;b(.r) da
0 T 0 T
T +°° 5in? (z) , .
3. En déduire également que 5— dz converge et qu’on a aussi :
0 x
+o0o :..2 +o00 +o0 -
sin“(x 1 — cos(x sin(x
/ g)dx:/ 72()(1.1}:/ ()dx
0 T 0 T 0 £
, +oo e~ T
Exemple 4.6.5.6 Etudions la nature de / ——dx.
o In(l+2x)
e Tout d’abord, x — - est continue par morceaux et positive sur ]0, +oo.
In(1+ z)

—x

. 1 . s . Ydr
e Ensuite, —. Or, d’apres le critére de Riemann, — diverge. Par com-
0 T

e
In(1+ ) ;:0 x
—x

1
paraison pour les fonctions positives, / n( dx diverge.
o In

In(1+x)

+o00
On en déduit donc que / I (6 dx diverge.
0 n

1+z)

A Attention : il ne faut pas confondre les régles de convergence pour une méme fonction
et celles pour la somme de deux fonctions! Si f et g sont continues par morceaux sur ]0, 40|,

alors :
400 1 +o0
/ f converge <—- ( / f converge et / f converge )
0 J1

J0

+o00 +oo Foo
( / f converge et / g converge ) = / (f + g) converge
0 0 0

En particulier,
1 “+o00
/ f diverge = / f diverge
Jo 0

mais

—+o0 —+o00
/ f diverge =% / (f + g) diverge
0 0
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A Attention : le théoreme de comparaison avec les équivalents, les o et les O ne s’applique
pas pour des fonctions qui ne sont pas positives!!! Explication : si f = O(g) alors, |f| < M]|g|
au voisinage de b, pour un certain M > 0. La convergence de fcb g n’entraine pas du tout la
convergence de jcb lg|.

Exemple 4.6.5.7 Contre-exemple dans le cas de fonctions de signe quelconque.

sin(t)

NG

—+oo
1. A laide d’une intégration par parties, montrer que / est convergente.
1

2. Montrer que pour tout n € N*,

/<n+1>” | sin(t)] 2 /<”+1>” | sin(t)] 2
dt > et t>
nw \/i \/ (n =+ 1)7[' nmw t (n + ]‘)ﬂ—

+00 | g
t
3. En déduire que / M
1 Vit

4. On pose pour = > 1, f(z) = Si?}? et g(z) = f(z) + %

+00 |
sin(?
dt et / %J dt sont divergentes. Conclusions 7
1

+oo 00
Montrer que f(x) ~v g(z) et comparer les natures des intégrales / f et / g.
1

T—+00 1

Exercice 4.6.5.8 En appliquant les regles de comparaison, prouver le critere de Bertrand sur
(2, +oof en :
1. comparant avec les fonctions x — % lorsque o # 1
2. déterminant directement une primitive lorsque o = 1.
Ensuite, a 'aide d’un changement de variable, déduire le critere de Bertrand sur ]0, %]
4.6.6 Parties réelles et imaginaires, absolue convergence et lien avec

la convergence

Proposition 4.6.6.1 Soit f € Cy ,,,(I,C). Alors :

/f converge <= (/ Re(f) converge et /i}m(j) converge)
I I

I
Dans ce cas, /If:/jéRe(f)—i—i/I%m(f).

Preuve :

C’est une conséquence immédiate de la définition de l'intégrale sur un seg-
ment d’une fonction complexe et des propriétés de limite des fonctions a
valeurs complexes. X
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Définition 4.6.6.2 Soient I un intervalle réel et f € Co (1, K). On dit que f est intégrable

sur I ou que l'intégrale / f est absolument convergente si / | f| converge.
I I

Remarques :

e pour une fonction positive, la convergence ou l'absolue convergence de l'intégrale sont la
méme chose car |f| = f;

e lorsque /f converge et / | f| diverge, on dit parfois que l'intégrale est semi-convergente.
1 1

+00 o
sin(x
C’est le cas par exemple pour/ L dz (voir exercice 4.6.5.5 et exemple 4.6.5.7) ;
0 €
e [‘avantage de l’absolue convergence est qu’on manipule une fonction positive, pour laquelle
on dispose de plus d’outils et de méthodes pour prouver la convergence de l'intégrale.

Proposition 4.6.6.3 Soit f € Cy,,(I,K). Alors :

/|f\ converge —> /f converge
1 I

Autrement dit, I’absolue convergence de l’intégrale implique la convergence de celle-ci.

A Attention : la réciproque est fausse (c’est ce qu'on vient de voir dans la remarque
précédente) !

/ f converge =% / |f| converge
i 1

Preuve :
e On commence par traiter le cas ot f est a valeurs réelles.
On suppose que / |f| converge. Notons fy et f_ les parties positives et

1
négatives de f, c’est-a-dire pour tout x € I :

| _ 1@ @)

@) = TOHIEN a0, @) et 1 (@) = LD

2
Alors :

x f, et f sont continues par morceaux et positives sur [ ;
0 f<|flet 0< f <Ifl;
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x Or / | f| converge donc par comparaison pour les fonctions positives

1
/ fi et / f_ convergent.
I

I
Enfin, puisque f = f, — f, /f converge
I
e On suppose maintenant que f est a valeurs complexes et / | f| converge

On a alors :
< [Re(f) < [fl et 0 < [Sm(f)] < |f];
% or, / | f| converge donc par comparaison pour les fonctions positives,
/ [Re(f)] et / |Sm(f)| convergent ;
x d’apres le cas précédent (fonctions a valeurs réelles), on en déduit que
/ Re(f) et / Sm(f) convergent
I I
x on conclut donc que / f converge
I
X
+oo
I
0

ix cos(z?)
Exemple 4.6.6.4 Soit f : x — £ " On veut étudier la nature de I'intégrale
Va(l+z)
e Pour commencer, f est continue par morceaux sur |0, 00|
1
. Alors :

e Ensuite, pour tout = > 0 = ——
Or, x —> ﬁ est continue par morceaux, positive et d’intégrale
convergente sur ]0 1] d’apres le critere de Riemann. Par comparaison pour les fonc-

~Y
* | f(2)] ) \f
converge. Par comparaison

tions positives, / |f| converge.
3 T da

et puisque 5 > 1, —

1 z2

3

*x De méme, |f(z)] ~v
Tx—+o0 T2
+oo
pour les fonctions positives, / | f| converge
1

+o0
Ce qui montre que / | f| converge
0

—+o00
e Puisque / f est absolument convergente, elle est a fortiori convergente
0
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4.6.7

Bilan sur les méthodes

Dans ce paragraphe, on donne un petit résumé des méthodes et outils que 1’on utilise soit pour
prouver la convergence d’une intégrale, soit pour prouver la divergence d’une intégrale.

Méthode pour prouver la convergence d’une intégrale

0) On vérifie que f est continue par morceaux sur U'intervalle (si ce n’est pas le cas,
voir le prochain paragraphe) ;

1) on vérifie si on connait directement une primitive F' de f :

si oui, alors on peut conclure directement en étudiant les limites de F' aux bornes
de I (et en cas de convergence, on peut donc calculer la valeur de l'intégrale) ;

si non, on continue;

2) Si f est positive (ou de signe constant), alors on essaye pour chaque borne ouverte
de l'intervalle I :

de déterminer un équivalent « simple » de f;

puis de comparer (au sens ~, o ou O) f avec une fonction de référence. Si
I’équivalent ne permet pas de conclure, on essaye souvent de comparer avec
« Riemann » (voir le point méthode suivant) ;

et enfin d’appliquer les régles de comparaison pour les fonctions positives pour
déterminer la nature de I'intégrale sur chaque « partie » ;

3) Si f n’est pas positive, alors :

on commence par étudier si |f| est d’intégrale convergente (et pour cela, on
revient & I’étape 2 en utilisant |f| au lieu de f). Si oui, alors on conclut que
Iintégrale est absolument convergente donc convergente. Sinon, on continue ;

on essaye de faire une intégration par parties pour faire apparaitre une partie
qui est absolument convergente ;

on essaye de faire un développement asymptotique jusqu’a obtenir un terme de
signe constant ou bien absolument convergent.

4) Si on arrive a cette étape, alors il n’y a que trois possibilités :

soit on s’est trompé ;

ou bien on n’a pas fait un changement de variable « naturel » qui permet d’obte-
nir une nouvelle fonction plus simple pour laquelle on peut appliquer la méthode ;

ou enfin, on doit changer de méthode et prouver que l'intégrale diverge!
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Méthode de comparaison

Cadre

e [ est une fonction positive et continue par morceaux sur 'intervalle I ;

e on veut étudier la convergence de l'intégrale sur [¢, +o0[ (ou ]0, +00]) (on peut toujours
se ramener a 'un de ces cas par changement de variable) ;

e ’équivalent de f est trop compliqué ou bien ou ne peut pas trouver d’équivalent
« simple ».

Objectif
. 1 .
On veut comparer f avec les fonctions de la forme 2 +—— — (au voisinage de 0 ou de +00)
x

Méthode dans le cas b = +o0

1. On fixe o dans R et on essaye de déterminer la limite £(a) = lirf % f(x).
T—r+00

Si on a réussi a déterminer cette limite :

(a) s’il existe a € R tel que () € R*, cela veut dire qu’on n’aurait pas di appliquer
cette méthode car on sait déterminer un équivalent simple de f :

fa) ~ 49

z—+00 T
on conclut alors en appliquant les regles de comparaison pour les fonctions posi-
tives et le critere de Riemann.

(b) s’il existe a > 1 tel que BI-P % f(x) =0, alors :

f@) =o (xi)

et on applique les regles de comparaison pour montrer que lintégrale de f est
convergente (car ici @ > 1);

(c) sl existe o < 1 tel que liT 2 f(x) = 400 (en fait dans ce cas, c’est aussi vrai
T—r+00

pour « = 1), alors :
S = o)

i a:—:koo

on utilise alors les regles de comparaison pour les fonctions positives pour conclure
que l'intégrale de f diverge;
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Méthode de comparaison (suite)

(d) sion est & chaque fois dans le cas critique, ¢’est-a-~dire :
x lim 2%f(z) =0 <= a<1;
r——+00

x et lim 2%f(z) =400 < a>1.
r— 400

alors on compare f avec r — en utilisant une démarche analogue.

1
z|In(z)|?
2. Si on n’arrive pas a calculer la limite lirf z%f(z), c’est souvent que f est trop

Tr—r+00

« gros » pour rentrer dans 1’échelle des comparaisons usuelles. Dans ce cas, on calcule
plutot la limite de :
lim (In(z%f(z))) = L(«)

r— 400

Si on a réussi a déterminer cette limite :

(a) s’il existe @ € R tel que L(a) € R, alors on n’aurait pas di appliquer cette
méthode car on connait un équivalent simple de f :

eL(a)

f(z) Y T

et on conclut en utilisant le critere de Riemann et les regles de comparaison pour
les fonctions positives;

(b) 8l existe o > 1 tel que L, = —o0, alors on justifie que :

fl@) = o (x%)

et on conclut comme avant que l'intégrale de f converge;

(c) il existe aw < 1 tel que L(a) = 400 (alors c’est aussi vrai pour aw = 1), on justifie

que :
1

% z—)j—oo

o(f(x))

et on conclut comme avant que l'intégrale de f diverge.

3. Sion n’a pas réussi a déterminer cette limite parce que les termes sont toujours « trop
gros » pour étre comparés directement, alors on recommence en reprenant le In (éven-
tuellement apres avoir « supprimé » les termes non significatifs (des o) qui ne contri-
buent pas au calcul de limite).
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Méthode pour montrer qu’une intégrale diverge

Cadre et objectif

e f est continue par morceaux sur [a, b et on veut prouver que f diverge.
[a,b]

Méthode
Pour montrer que 'intégrale diverge, on essaye (dans 'ordre) les étapes suivantes :
1. si on connait une primitive, alors on montre que cette primitive n’a pas de limite ou

bien admet une limite infinie en b;

2. si la fonction f est positive (ou de signe constant), alors on peut essayer d’appliquer
les regles de comparaison et/ou la méthode précédente pour montrer que son intégrale
diverge;

3. si f est a valeurs complexes, regarder s’il est évident que soit la partie réelle soit la
partie imaginaire est d’intégrale divergente ;

4. si f n’est pas de signe constant ou si les régles de comparaison n’ont pas permis de
conclure alors :

(a) on essaye de trouver deux suites (2 )nen €t (Yn)nen de limite b telles que :

Yn
( / f) ne converge pas vers 0
Tn neN

dans la pratique, pour faire cela, on essaye de minorer la valeur absolue par une
constante strictement positive ;

(b) ou bien, on essaye de trouver une suite (x,)n,en (croissante dans la pratique) de

limite b telle que :
Tn41
E / f(&)dt  diverge

Remarque : ce qui justifie ces méthodes (en tout cas les deuz derniéres), ¢’est la caractérisation
séquentielle de la limite. En effet, si F' : v — f[a 2] f, F admet une limite finie en b (c’est-
a-dire Uintégrale de f sur [a,b] converge) si et seulement si pour toute suite (T,)nen telle que

lirf xn =0, (F(zy,)) converge (et la limite est la méme pour toute suite de limite b). Ainsi :
n——+oo

x 87l existe deux suites (Tn)nen €t (Yn)nen de limite b telles que f: f ne tend pas vers 0,
alors la suite (F(yn) — F(xz,)) ne converge pas vers 0 : F' n’a pas de limite finie en b ;

x sl existe une suite (T, )nen de limite b telle que la série Y fx"'“

. f diverge, alors la suite
(Sn) des sommes partielles diverge, c’est-a-dire (F(xy,) — F(x0)) diverge et donc F n’a

pas de limite finie en b.
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+o00
Exemple 4.6.7.1 On veut étudier la convergence de / e~ VIm@I gy,
0

e La fonction f :  +— e~ V™M@ est bien continue par morceaux sur ]0, +o0] et il est clair
que f est positive.
e Au voisinage de 0, un calcul direct de limite donne lil% f(x) = 0. I sensuit! que
r—

x>0
f(z) = o(1). Or, z — 1 est d’intégrale convergente sur |0,1] donc par comparai-
z—0

son pour les fonctions positives, f lest aussi.

e Au voisinage de +00, on ne peut pas donner d’équivalent simple de f. On va donc appliquer
la méthode décrite dans le point méthode. Pour a € R,

Va € [1,+o00] , 2% f(z) = @ ~VIn()

Or, /In(z) = o(ln(z)). On en déduit (je vous laisse rédiger les détails) donc que :

+o00 sia>0

lim 2%f(x) =
v 0 sia <0

On voit qu’on ne peut pas choisir a > 1 tel que la limite soit nulle. En revanche, on voit

1
qu’on peut choisir « = 1 et qu'on a alors lim xf(z) = +oco. Par suite, — = o(f(x)).
r——400 €Xr T—+4oo

+o0
T . N . . .
Or, / — diverge (critere de Riemann) donc par comparaison pour les fonctions po-
1 T

+oo +oo
sitives, / f diverge. On conclut alors que / e~ V@) 4z diverge.
1 0

+oo
Exemple 4.6.7.2 Déterminons la nature de Vasin(x) dx.
0

e Tout d’abord, g : * — /zsin(z) est continue par morceaux sur [0, +00].

e Ensuite, un tracé sommaire de 'allure de la courbe représentative de g permet de deviner
que l'intégrale de g diverge car on voit qu’il y a des parties d’aires de plus en plus grandes :

1. attention, si on rédige en prolongeant par continuité en 0, alors il faut dire que f est continue sur |0, 1]
et se prolonge en une fonction continue sur [0,1]! On rappelle qu’un prolongement par continuité en un point
d’une fonction continue par morceaux n’est pas nécessairement continue par morceaux.
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e On applique donc la méthode pour montrer que l'intégrale diverge et on va montrer qu’il
v a des « parties de plus en plus proche de 400 dont ’aire ne tend pas vers 0 ». Pour cela,
on va minorer l'aire sur intervalle [2n7, (2n 4+ 1)7] pour n € N. On a directement :

(2n+1)m (2n+1)mw
VneN, / Vrsin(z)dz > vV2nm sin(z) dz > 2v2n7w
2

nmw 2nm

On en déduit done qu'il existe deux suites (2, )neny = (207 )nen €t (Yn)neny = (2nT+7)nen

telles que :
¥ nllglr»loo Tn = nlli&r»loo Yn = 1003
Yn Yn
*  lim g(x)dx = +o0 et a fortiori, (/ g(x) dx> ne converge pas vers 0.
n—=too Jo, T neN
+o0
Ceci prouve donc que Vasin(x) dz diverge.
0
— +oo sin(z)
Exemple 4.6.7.3 On veut étudier la convergence de In(2)
3 n(x

sin(x)

In(x)

e Pour étudier la convergence, on commence par étudier I’absolue convergence car h n’est
pas de signe constant au voisinage de +o0.

e Tout d’abord, h : z +— est continue par morceaux sur Uintervalle [3, +oo].

% On ne peut donner d’équivalent plus simple de |h| au voisinage de +o00;

* Lorsqu’on essaye de comparer avec les fonctions puissances, on constate qu'on ne
peut pas conclure car lim z%|h(z)| = 0 si a < 0 et sinon, cette fonction n’a pas

xr—+00
de limite en +oo.

% Si on suit la méthode, on s’arréte ici en ce qui concerne l’absolue convergence et
on passe directement a I’étape suivante : I'intégration par parties. On va néanmoins
(méme si ce n’est pas nécessaire ici) prouver que l'intégrale n’est pas absolument
convergente. En effet, pour tout entier n > 2,

/ | sin(x)] dz 2/ | sin(z)] do > 2 > 2
(n—1)m | 1n(:1:)| (n—1)m ln(nﬂ) ln(nﬂ-) nmw
Or, on sait que la série de terme général Z% diverge. Par comparaison, la série

+0o0 | o3

sin(z sin(x

Z / ‘ 2)| dx diverge et par suite, / M dz diverge.
(n—1)m |1Il | 3 111(.’E)

e On essaye de faire une intégration par parties en intégrant le terme en sin et en dérivant

le terme en i (ce qui va permettre d’obtenir un terme plus petit). On fixe ¢ > 3 et on

considere u = —cos et v = % Les fonctions u et v sont de classe C! sur [3,a], on peut

intégrer par parties, ce qui donne :

Fge- - e
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—cos(a cos(x 1
* d’une part, lim A =0 car J = O|——);
a—+oo  In(a) In(z) z—+o0 In(x)
, cos(x) .
* et d’autre part, x — est continue par morceaux sur [3,4o00[ et :
(In(x))?
cos(z) 1
Vo € [3,+o0] ,
S e
1
avec r — ————— continue par morceaux, positive et d’intégrale convergente sur

a(In(x))?
[3, +00[ d’apres le critere de Bertrand.

. . . o | cos()]
Par comparaison pour les fonctions positives dx converge et par
7

3 a(n(z))?

, ¢ / e cos(x) d
conséquent, ———— dx converge.
, 2(n()?
a o s a a .
* Ainsi, dans ’égalité / sin(z) dr = 0os(z) —/ M dz, les deux termes
3 In(z) In(z) |, J3 z(In(x))?
du membre de droite ont des limites finies quand a tend vers +oco. Par conséquent,

@ sin(z
a+— / I (( )) dx admet également une limite finie quand a tend vers +oo, c’est-
5 In(x

+oo s .
a-dire / sin(z) dx converge.
3 In(z)

Exemple 4.6.7.4 On considere la fonction f définie par :
sin(a:z)em cos(x) ) esin(m2)

Vo € [1,+ool , fla) = 22 4 (In(z))? * T2 cos(z)

e On vérifie sans peine que f est bien définie et continue par morceaux sur [1, +oo].
e Pour tout z € [1, +o0],
SiIl(.’L‘2) 671

= =0
x+24cos(x) " z+1

€

Sm(f(z)) =
+o0 T
Or, / 1 diverge (d’apres le critére de Riemann). Par comparaison pour les fonc-
1 T

+oo
tions positives, / Sm(f(z))dx diverge.
1

+o00
Ce qui permet directement de conclure que f(z) dz diverge (sans avoir a étudier la partie
1
réelle qui semble assez difficile & étudier).

+o0 ;
sin(z
Exemple 4.6.7.5 On veut étudier la nature de l'intégrale # dzx.
o vz +cos(z)
, sin(x) .
e Tout d’abord,  — —=————— est continue par morceaux sur [0, +oo].
Vi + cos(z)
e Malheureusement, cette fonction n’est pas de signe constant au voisinage de +o0o donc on
ne peut pas utiliser directement les regles de comparaison.
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. +o00 .
_ sin(z) ot on sait que / |sin(z)]

Va + cos() 0 Vo

—+o00
Pexemple 4.6.5.7). Par comparaison pour les fonctions positives, /
0

e Par ailleurs, M dz diverge (voir

r——+00 x

sin(z)

VT + cos(x) de

diverge.

e La technique d’intégration par parties ne semble pas tres encourageante car la dérivée de
T — m est « compliquée » et surtout ne permet pas de faire apparaitre un terme
absolument convergent.

e On arrive donc a la conclusion qu’on va étudier la nature a l'aide d’un développement
asymptotique (si vous le devinez de suite, il n’est donc pas nécessaire de rédiger les étapes
précédentes). Pour tout z > 0,

sin(x) sin(z) 1

Vi + cos(x) Va1

e S (-0 ()
I;mm%m@wtwmﬂwﬁg)

+oo 3 +oo i +o0
sin(x sin(2z x
Or, / (2) dz et / (22) dx convergent, et converge aussi d’apres
1 \/E 1 €T 1 T/ T
le critere de Riemann. Par comparaison pour les fonctions positives,
/+°° sin(z) sin(z)  sin(2x)
1 VT + cos(x) NG 2x

)’ dx converge

+00 . . .
sin(z sin(z sin(2z
et a fortiori / (2) — (z) — (22) dx converge. On conclut donc
1 Vi + cos(z) NZA 2x
oo gin(x) . . L
que ——————dx converge car c’est la somme de trois fonctions d’intégrales
1 Vx4 cos(x)
convergentes.
) . oo sin(x) )
Remarque : si on modifie avec ———————dx, alors le développement asymptotique est

\ Vi +sin@)
plus court car on tombe des le second terme sur un terme de signe constant! Dans ce cas, on
rédige comme suit :

sin(x) sin(x) sin?(z)

VT +sin(z) VT xoiee T

Ensuite, on démontre (exercice : le faire en linéarisant sinz) que

+o00 i 2
fwdm diverge. On

.+éo( sin(z) Sin(x)) dx

conclut alors que par comparaison pour les fonctions négatives, 8
mer p P J g / Jz tsm(z) V=
oo sin(x)

1
+o00 o3
sin(z
diverge. Or, / ( )da: converge donc ——————— dx diverge.
1

Vi 1 Ve tsin(z)
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4.6.8 Extension aux fonctions continues sur un intervalle sauf en un
nombre fini de points

Théoréme 4.6.8.1 (Définition) Soient I un intervalle, a =infI et b =supl avec a < b
et soit [ une fonction définie et continue sur I sauf en un nombre fini de points.

Soit ag = a < a1 < --- < a, = b une subdivision de I telle que f est définie et continue
sur |ag, ag+1] pour tout k € [0,n — 1]. On dit que l'intégrale impropre j: f(t)dt converge si
pour tout entier 0 < k <n, [ f(t)dt converge.

Dans ce cas, on pose : '

Ag41

/ab [0 dt::Z_:/ak Ft)dt

De plus, dans ce cas, le nombre ff f(t)dt ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée.

Remarques :

e les fonctions considérées ici ne sont pas nécessairement continues par morceauz. Dans le
cadre de la définition, il se peut que f ne soit pas définie en certains points de l’intervalle
I (voir exemple suivant) ou bien qu’elle le soit mais que les limites a droite ou a gauche
en ce point soient infinies ou tout simplement non définies ;

o essentiellement, il s’agit simplement d’étendre la relation de Chasles pour des fonctions
qui seraient typiquement définies et continues sur I\ {a} avec a € I, avec I'\ {a} qui n’est
pas intervalle mais la réunion de deux intervalles disjoints ;

o c’est aussi pour celte raison qu’il faut bien différencier le cas des fonctions continues ou
continues par morceaux sur un intervalle (ot il suffit d’étudier le comportement de la
fonction auz bornes de lintervalle) et le cas des fonctions continues sauf en un nombre
fini de points (ot il faudra découper en plusieurs intervalles et étudier le comportement
au voisinage de chacun de ces points) ;

e dans la pratique, on ne vous demande pas de justifier que la fonction est continue par
morceaux sur l'intervalle : on l’écrit tout simplement comme dans tous les exemples des
paragraphes précédents. Mais il faut tout de méme s’assurer que la fonction est effective-
ment continue par morceaux et ne pas oublier de le faire !

. T In(z)
Exemple 4.6.8.2 Etudions la nature de I = / P dx.
0 o=
, | Inz) | |
e Tout d’abord, la fonction f : 2 — e est continue sur ]0, 1] et sur |1, +o00[. On doit

donc étudier sur chacun de ces intervalles et par définition, I'intégrale I est convergente

1 +o0
si / fet / f sont convergentes.
0 1

1
e Nature de/ f(z)dz.
0
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x La fonction f est continue, positive sur ]0,1[. De plus, f(z) ~ 5 et la fonction
x~>1
constante égale a = est d’intégrale convergente (ou intégrable) su
1
paraison pour les fonctions positives, f est aussi convergente.
1/2

[

% [ Par com-

* De méme, f(z) ~ —Inz et 2+ In(z) est d’intégrale convergente sur |0,
z—0

% [ Par

1/2
conséquent (il s’agit toujours de fonctions positives), / f est convergente.
1 0
Ceci montre que I'intégrale f est convergente.

0

+oo
e Nature de/ f.
1

2
* Le raisonnement précédent montre aussi que / f est convergente.
1

x Par ailleurs, f(x) ~ 11;(727) D’apres le critere de Bertrand, o — lnx(f ) est d'in-
r——+00
3

tégrale convergente (a = 3 > 1) sur [2,4oc[. Par comparaison pour les fonctions

+oo
positives, / f converge.
2

+o0 too
On conclut donc que / f converge et donc, finalement, / f converge.
1 0

Proposition 4.6.8.3 Soit f une fonction définie et continue sur l’intervalle I, sauf en un

nombre fini de points. On pose a = inf I et on suppose que /f converge.

Alors, la fonction F définie pour tout x € INR par F(x / f(t)dt est continue sur INR.

Preuve :

Notons b = sup [ et considérons a = ag < a1 < - -+ < a,, = b une subdivision
de I telle que f est continue sur chaque intervalle a;, a;11[. Alors F est
définie par morceaux par la relation :

ak+1 €T
Vo € lag, a;1] R, Fx Z/ dt+/ f(t)dt

On conclut alors que pour tout i € [0,n — 1], F est continue sur |a;, a;+1].
Enfin, par définition de la convergence de l'intégrale, lorsque {a;, a;11} C R,
le reste d'une intégrale convergente tend vers 0 et F' est donc continue a
droite en a; et a gauche en a;41.

X
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4.7 Exercices

Exercice 4.7.1 Calculer les intégrales suivantes :

/% dz /1 dt /1 da /2 1 .
_aizt—1 o 17 o L+iz 1 22(22 4 1)2

Exercice 4.7.2 Calculer les intégrales suivantes :

1 42 a . 3a
t2dt ; arcsin(z) /
—-— —_— ——dx ; V1 —zde
/0 12 +3 /0 V3—4z?  Jo V1—2a? 2a VT —a2

Exercice 4.7.3 Calculer les intégrales suivantes :

/11 (1+2%)d /3 / e
z9)dz ; —
0 " ' 1 t\/1+1n 7 R tlntln tintln(nt) o chz

Exercice 4.7.4 Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
3 .
z° 42 3r+5 2 +1 ;
—d ; ——dx de x—1i)e” do
/x2+x+1 v /@—1)3 ’ /ix—l /( )

Exercice 4.7.5 Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant 'intervalle de
validité :

/9326' sinzdx ; /cosxchxdz ; /sinxchzdaz ; /Ldz ; /ztanQ(:v)dsc
@+ 1)

Exercice 4.7.6 Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant I'intervalle de
validité :

. d
/sin(ln x)dr /ln(l ++Vz)dr /e‘"‘"cc"“C dz / e
sinz cos x

Exercice 4.7.7 Calculer les intégrales suivantes :

ud

¢ (Inz)™ 3 dx i 2 cosw T da
/ ! dz ; / _ / tan?(z) dz ; / ———dz ; / _—
1 x 2 z+Va—1 0 o 1+sin’(z) o 4+sinz
Exercice 4.7.8 A l'aide d’une intégration par parties déterminer les primitives suivantes :

/:vo‘ Inzdz ; /631 cos(2z) dx ;/arcsin(m) dz ; /arctan(?m) dz /ﬁ(z)dx
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b b— ’
Exercice 4.7.9 En posant x = % + 3 a4 cost, calculer I'intégrale / Vi(z—a)(b—z)dx.

. e els 1 N .
Exercice 4.7.10 Trouver une primitive de x — T & I'aide du changement de variable

z = sh (y) et une primitive de z — ﬁ en posant @ = ech (y) avec € € {—1,1}.

1
Exercice 4.7.11 Soit f la fonction définie par f(z) = 2E (f)
x

1. La fonction f est-elle continue par morceaux sur |0, +oo[ ?

2. Montrer que f se prolonge par continuité en 0. On note f le prolongement obtenu : f

est-elle continue par morceaux sur RT ?
n

1
1
3. Soit n € N*. Montrer que : A f(z)dz = 3 = o

b n
Exercice 4.7.12 Soit f € C%([a,b],C). Montrer que lirf </ |f(x)"dx> = sup |f(x)|.
n—1oo a z€[a,b]

Exercice 4.7.13 Soit f continue sur [a, b] & valeurs réelles. On suppose que :

b
vk € [0,n], / thft)dt =0

Montrer que f s’annule au moins n + 1 fois sur U'intervalle ]a, b] :
(a) en raisonnant par récurrence sur n;
(b) puis en raisonnant par absurde.

1
1
Exercice 4.7.14 Soit f € C°([0,1],R) telle que / f= 3 Montrer que f a un point fixe.
Jo

Exercice 4.7.15 Soit f : [0,a] — [0,b] une bijection croissante de classe C'. Montrer que

/ f+ f~1 = ab et interpréter géométriquement le résultat.
(0,a] [0,0]

b
Exercice 4.7.16 Soit f € C*([a, b]). Montrer que : Va € [a,b] , |f(z)| < %|f(a)+f(b)\+/ I

Exercice 4.7.17 Soit f € C°([0, +oo[,RY) telle que Ik € R, Vx > 0, f(z) < k/ f(t)dt.
0
Montrer que f = 0.

Exercice 4.7.18 Soient f, g deux applications de classe C* sur [a, b] telles que f(a) = g(a) = 0.

Montrer que :
b b b
/ (F9)' ()] de < ( / If’(af)ld:r) ( / |g'<x>dz)

284



Chapitre 4  Intégration des fonctions d’une variable réelle

Exercice 4.7.19 Soit a > 0 et f: [0,a] — K continue telle que, pour tout z € [0,a],
a d"
f(z)f(a—z) = Let f(x) # —1. Justifier 'existence puis calculer l'intégrale suivante : / T}L(l)
Jo

2

¥ dt
Exercice 4.7.20 On considere la fonction f définie par la relation : f(z) = /

13+t

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

1 1
2. Montrer que = (t), ot g est continue en 0 et g(0) = 0.

—+
VIt 10t Vit g

En déduire que f se prolonge par continuité en 0.

Donner un équivalent de f en 0.

Déterminer la limite de f en +o0.

2
Montrer que f(z) ~ ——.

r—+o00 \/5

7. Etudier les variations de f puis tracer I'allure de sa courbe représentative.

o ok W

z
Exercice 4.7.21 On pose pour n € N, I, = / (tant)™ dt.
0

1. Calculer, en fonction de n € N, I, + I, 4o.
2. En déduire que (I,,) converge et déterminer sa limite.

3. A Paide d’une intégration par parties, prouver que pour tout entier n :

— /4 cos(2t)(tant)™ dt
0

B | =

nl, =

4. En déduire un équivalent de I,,.

Exercice 4.7.22 On pose pour a € R\ {~1,1} et n € N, I,,(a) /7r cos(nt) dt
ol C 1 _ _ e\t g
p pour a s n , In(a : 172acos(t)+a2

1. Montrer que I,,(a) est bien définie.
1

2. Pour a € R\ {-1,0,1} et n € N, exprimer I, (7> en fonction de a et I,,(a).
a

Calculer Iy(a) pour |a| # 1.

Montrer que 2al;(a) = (14 a?)Iy(a) — 7. En déduire la valeur de I;(a).

Montrer que pour tout entier n > 1, a(I,11(a) + Ih_1(a)) = (1 + a?)I,(a).

En déduire I'expression de I,,(a) en fonction de a et n suivant que a = 0, 0 < |a| < 1 ou
la| > 1.

A

Exercice 4.7.23 Etudier les limites des suites suivantes :

n

1 n 1
n_—*il +k)—1 ; n——g - n=—vVn+1)n+2)--(n+
U 02 n(n+k)—Inn v w - Y+ 1)(n+2)---(n+n)

2 2
—n + k
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Exercice 4.7.24 Déterminer un équivalent des suites suivantes :

B n ) kﬂ' ‘ n A n
S"_Zk sm( ) Z n—i—k n—i—k—i—l) ' R"_tan< )Xz:12+cos )

k=1 k=1

Exercice 4.7.25 Soit a > 0. A I'aide d’une somme de Riemann, déterminer un équivalent de
n

Sp(a) = E k% puis retrouver le résultat & I'aide d’une comparaison série/intégrale.
k=1

k k
E ice 4.7.26 Dét i li sin(— ) sin(— ).
xercice éterminer niriloo g:lbln(n) sin( n2)
Exercice 4.7.27 Soient f € C%([a,b],]0, +00]) et g € C°([a,b],R).

1. Justifier que £ = f>0.

[a,0]
2. Démontrer que pour tout entier n > 1, il existe une unique subdivision [zg - - , Zp ] de
[a, b] telle que :
Tk+1,n g
Vk e [0,n—1], f)dt =—
Thon n

3. Etudier l'existence et la valeur de  lim Z 9(Trn)

n—+oc n

Exercice 4.7.28 Montrer que les intégrales suivantes convergent et calculer leur valeur.

oo dg 1 L 45
1. ; 6. tin(t)dt; 11. —=d
/1 z? 41 /0 © /0 Vi— B

+oo +oo 00
d : 7
2. / 2 . 7. / te=t" dt; 12. / In(L+8) 4.
T A 2 J1 tt
400 1 400 .
3. ——dt; 8. sin(t)e” " dt; . e
/1 PR ./0 bm( )e 13 /_2 T
too +o0 400
4. / — dt; 9. / sin(t)e” 11 dt; 14. / dt ;
2 b=t —oo oo ch(?)
+o0 t +o0 400
- L a1 & 10. /0 te”'sin(t)dt; 15, /0 sin(3t)e " dt.

Exercice 4.7.29 Déterminer la nature (convergente ou divergente) des intégrales suivantes :

1 400 s 400 1 +o00
/ In(2) ; / 51‘n(x) ; / w dz ; / ] dx / cos(2?) dz
0o z—1 o -1 0o T R 0

22 —1
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Exercice 4.7.30 Déterminer la nature (convergente ou divergente) des intégrales suivantes :

oo gin(t)

1 t +o0 1
—dt ; In(t)e~tdt / — 7 __dt ; /1 ) In(1l —t*)dt
[oammms [, moetar [0 i s [ moma )

Pour la troisieme et la quatrieme intégrale, on discutera suivant les valeurs du réel a.

Exercice 4.7.31 Déterminer la nature (convergente ou divergente) des intégrales suivantes :
+oo s
5 t
1. / sin(mt) g,
0o t/tln(t)

+o0 e
2. / ln(lti—;—t)dt (avee (o, B) € R?);
0

“+oo
3. /O In(1 — th (t)) dt;

oo In(¢
4. / n(®) dt (avec a € R).
Jo

2 -1

Exercice 4.7.32 Déterminer la nature (convergente ou divergente) des intégrales suivantes :
1 2
In(1—t¢
L[ R
o (1+1)?
1
sh (vt
[ AED
o Vt—sin(t)

oo In |2 — ¢
/ 711‘ 2|dt;
0 (1+1¢)

+o0o
48 . . ,
/ t*e~"" dt (on discutera suivant les valeurs des réels o et 3);
0

@

-

ot

+o0 n o
/1 (iﬁ(i))l dt (avec (a, ) € R x R*);

1 B
1
6. / t <ln(¥)> dt (on discutera suivant les valeurs des réels a et f3).
0

Exercice 4.7.33 Soit f continue par morceaux sur R admettant des limites finies en 400 et

en —oo. Montrer que I'intégrale / (f(t+1)— f(¢)) dt converge et calculer sa valeur.
R

Exercice 4.7.34 Lemme de Riemann-Lebesgue.

b
1. Soit f € C([a,b],C). Montrer que : 11)111 / f(t) sin(xt) dt = 0.

2. Montrer que ce résultat est aussi vrai si f est en escalier.

3. En déduire que le résultat est encore vrai pour f continue par morceaux sur [a, b].
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Exercice 4.7.35 Dans cet exercice, on va calculer de fagon « élémentaire » la valeur de 'inté-

F00 o3
grale de Dirichlet / % dz.
0 x
7r sin(nt)
1. On pose pournENette]Qf}?Lp"(t): - .
2 sint

m
(a) Montrer que ¢, se prolonge en une fonction continue sur [0, 5] On notera encore

wn la fonction obtenue.

dt.

2 sin(nt
(b) En déduire l'existence de J,, = / sm.(n )
o sint

(c) Montrer que pour n > 2, J, —J,_a = T sin((n—1)%). En déduire une expression

de J, en fonction de n.
Indication : on distinguera deux cas suivant la parité de n en dans l'un des cas, on

exprimera Jp, a Uaide d’une somme.

. . . o _ T
(d) Montrer que ngrfoo (Jp — Jn—1) = 0 puis en déduire que : nll)rfoo J, = 5

n
o . p s : (="
(e) Déduire des questions précédentes I'égalité : m = 4 x "EIEOO kz_% M1
%_Silllm‘ SiZCG}(L%]
2. On considere I'application f définie par : f(z) =
0 six=0

Montrer que f est de classe C! sur le segment [0, %}

fud

2 sin(nt 2 sin(nt
3. Déterminer alors lim / M dt — / bm.(n ) dt |. On pourra utiliser le résultat
n—+o0o 0 t 0 sint

de Uexercice précédent (lemme de Riemann-Lebesgue).

+oo
4. En déduire que la valeur de / @ dt.
0

Exercice 4.7.36 On pose pour n € N, W,, = /2 cos™(z) dz. Ces intégrales sont appelées les
intégrales de Wallis. ’
1. Etudier les variations de la suite (W) et prouver qu’elle converge.
Montrer que (W,,) converge vers 0.
Pour k € N, déterminer une relation entre Wy o et Wi.

En déduire les expressions de Wy, et Wa, 11 pour n € N.

ANl

A Paide des questions précédentes prouver que W,, ~ W, 1.
n—-+00

6. Etablir que la suite <(n + 1)Wan+1) est constante et déterminer cette constante.
neN

7. En déduire que W,, ~v T
n—4o0 2n
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Exercice 4.7.37 Le but de cet exercice est de calculer de maniere « simple » l'intégrale de

Gauss :
+o0 5
I:/ et dt
0

T

. . — 2
On notera ici ' : x — et dt.
0

1. Prouver la convergence de l'intégrale définissant le nombre I.
t? < ;

1+41¢2
3. En déduire successivement que pour tout entier n € N* :

1 1 o e gy
/ (1—tH)"dt < / e dt < / I
0 0 o (1+2?)

2 1 B
/ cos™ T (z)de < —=F(vn) < / cos® % (x) da
0 Vn 0
Indication : on pourra pour cela, faire des changements de variables (distincts) dans cha-
cune des intégrales.

2. Montrer que pour tout réel ¢, 1 —t> < e~

puis que

s

4. En utilisant le résultat de l'exercice précédent (sur les intégrales de Wallis), conclure que :

x -
lim eftz dt = VT
z—=+o00  Jo 2
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4.8 Annexe

4.8.1 Démonstration du théoréme d’approximation

Théoréme d’approximation uniforme : soit f € Co ., ([a,b],R). Alors, pour tout € > 0,
il existe ¢ et 1 deux fonctions en escalier sur [a, b] telles que :

pSf<Y et Y-p<e

Preuve :

Avant de rentrer dans les détails techniques, résumons ici les idées princi-
pales sans rédiger :

1. sion choisit une subdivision adaptée [a;]o<i<n, alors la restriction de f
a chaque intervalle se prolonge en une fonction continue sur le segment
i, ait1];

2. toute fonction continue sur un segment est uniformément continue ;

3. pour une fonction uniformément continue sur un segment, il suffit de
fixer € > 0 et @ > 0 un module d’uniforme continuité et de découper
le segment en intervalles de longueur « : sur chacun de ces petits
segments, la fonction est comprise entre son minimum et son maximum
et la différence des 2 est plus petite que ¢

4. pour les valeurs aux points a;, il suffit de prendre la valeur de f en ce
point.

Soit € > 0 et soit o = [ag,- - ,a,] une subdivision de [a,b] adaptée & f.
Pour i € [0,n — 1], on note f; I'unique prolongement continu de fla.a
a [a;, a;41], ¢’est-a-dire Papplication définie par :

i1

zlgrali flx) siz=aq;
r>a;

fi(x) =4 [f(2) six € Jag, a1

LLI[IIMJrl flz) siz=aj1

r<aiq1

Soit i € [0,n — 1]. Puisque f; est continue sur le segment [a;, a; 1], d’aprés
le théoréme de Heine, f; est uniformément continue sur [a;, a;11]. Par consé-
quent, il existe a; > 0 tel que :

V(z,y) € [ai,air1]” , (Jo -yl < s = |filz) - fily)| < &)

On pose alors a = I<n‘in () >0, n; = E(%+—) et on définit les applica-
i<n

tions ¢; et ¢; sur Ja;, a; 41 par :
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min  fi(v) stz € a;,a; + af
z€lai,ait+a]

min filx)  six€la; + ka,a; + (k+ 1)a]
i(r) = z€lai+ka,ai+(k+1)a)
(avec 1 < k < n;)

min fi(z) si @ € [a; +nia, aga
z€lai+n;o,aiq1]

max  fi(z) si @ € Jag, a; + of
z€lai,a;+a]

max i(x six € [a; + ka,a; + (k+ 1)
Yi(x) = { w€laitha.at(k+1)a] fi@) la i+ Jol
(avec 1 < k < n;)

max fi(z) si @ € [a; + nia, aiqa]

z€lait+n;o,a;y1]

On peut remarquer que @; et 1; sont bien définies puisque f; est continue
sur chaque segment [a; + ka, a; + (k + 1)a] donc elle est bornée et atteint
ses bornes : le maximum et le minimum sont donc parfaitement définis (et
sont atteints).

Par ailleurs, ¢; et 1; sont des fonctions constantes par morceaux sur
Jai, a;y1] (ce sont des fonctions en escalier) et ¢; < f < ), sur Ja;, a;41].

On définit enfin les fonctions ¢ et ¢ sur [a,b] par :
(z) = fla;)) siz=a;avec0<i<n
= wi(x) stz €lag,a;11] ,avec 0 <i<n

et

P(z) =

fla;)) siz=a;avec0<i<n
Yi(z) stz €laj,a;41] ,avec 0 <i<n

e Il est clair que ¢ et 1 sont des fonctions en escalier sur le segment [a, b]
et a valeurs réelles.

e Montrons que ¢ < f < ¢.
Soit x € [a,b]. On distingue deux cas :

* s'il existe i € [0,n] tel que x = a;, alors p(z) = ¥(x) = f(a;) donc
p(x) < fz) <¢(r);

* sinon, il existe (un unique) entier ¢ € [0,n — 1] tel que = € |a;, aj41].
Alors, par définition :

pi(r) < filz) S¢i(x) et done () < fz) < P(2)

e Enfin, montrons que ¢ — ¢ < €.
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Soit z € [a, b]. A nouveau, on distingue deux cas :

x 8l existe ¢ € [0,n] tel que @ = a;, alors : () = f(a;) = ¢(x) donc
P(x) —p(r) =0<¢€;

* sinon, il existe un unique ¢ € [0,n—1] tel que z € |a;, a;4+1[. Puisque f;
est continue sur le segment Iy = [a;, a; + @], sur chacun des segments
I, = [a; + ko, a; + (k4 1)a] pour 1 < k < n; et enfin sur le segment
I,,, = [a; + nya, a;41], elle est bornée et atteint des bornes sur chacun
de ces segments. Ainsi, pour tout k € [0,n;], il existe ¢; k,d; x € Ij
tels que : fi(cix) = min fi(x) et fi(dix) = max fi(z).

x€l}, el
De plus, puisque |d; p — ¢ x| < o < o, on a | fi(d; k) — fi(cix)| < e.
Par suite,

et donc

soit encore,

Ce qui prouve que 0 < ¥ — p < €.

4.8.2 Compléments sur les sommes de Riemann

Définition 4.8.2.1 Soit f € Com([a,b],K). Soient o = [a;]o<ign une subdivision de [a, b]
et £ = (&, ,&n—1) € K" tel que : Vk € [0,n — 1] , & € [ak, ak+1]-

On appelle somme de Riemann associée & f et a (o, &) le nombre :

n—1

S(f,0,6) =D (ars1 — ar) f(&)

k=0
Le nombre h(o) = max |ak+1 — ag| est appelé le pas de la subdivision o.
0<k<n

On dit que (0, &) est une subdivision pointée de [a, b].

Théoréme 4.8.2.2 Soit f € Co . ([a,b],K). On note T ensemble des subdivisions pointées
de [a,b]. Alors :
< 6)

V£>0,3a>O,V(U,§)€T,<0<h(0)<a = f

s.a.0 - [

[a,b]
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Preuve :

Soit € > 0. En reprenant la démonstration du théoreme d’approximation,
il existe ag > 0 tel que pour tout [x,y] C [a, b] si f est continue sur [z,y],
alors | f(t) — f(s)| < e pour tout (s, t) € [z, y]* vérifiant |s — | < .

Soit alors (o, ¢) une subdivision pointée de [a,b] telle que h(o) < a < .
On pose 0 = [ailo<i<n €t & = (&, -+ ,&n—1). On a alors :

S(f,0,6) - / ‘

ak+1

— f(&)) dx

< Z / @) - Fe]da

k=0" %
On considere alors I = {k € [0,n — 1] / f est continue sur [ax, ar+1]} et
J=1[0,n—1]\ I.

e si k € I, alors pour tout = € [ay, ax+1], puisque & € [ak, ag41], on a
| — &k| < a1 — ar < a < agp. Par suite,

/ﬂrk+1 |f(x) B f(gk)| & < /(lk+1 e da < E(ak"’l - ak)

ag ak
Q41

esibe s, [ - feldr < < 20up 7] (s — ).
[e37 7

Puisque f est continue par morceaux sur [a,b], f a un nombre fini N € N de
points de discontinuité dans [a,b]. Par conséquent, J contient au plus 2N
éléments et on a donc :

S(f,m&)—/ ‘ Z/ F(€0)] da

kel

+3 / ") - felae

keJ ok

et enfin,

S(f,a,f)—/[ b]f' < Z(ak+1—ak)5+2N><25up|f|X(akﬂ—ak)

kel [a;b]
< (b—a)e+4Nasup|f]
[a.]
Ceci étant vrai pour tout a € ]0, o) et hm 4Nasup |f| = 0, on choisit
[a,?]

a €10, ap] tel que 4ANasupy, ) |f| < e &
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Chapitre 5

Séries numériques

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e toutes les définitions et propriétés des suites réelles ou complexes (cours de mathéma-
tiques supérieures 1). En particulier :

e théoreme des suites adjacentes;

e théoreme de la limite monotone (pour les suites) ;

e l'introduction aux séries a termes positifs ;

e relations de comparaisons des suites ;

e la méthode de comparaison série-intégrale ;

e intégrales généralisées (chapitre précédent);

e criteres de Riemann et de Bertrand pour les intégrales.

Aucune autre connaissance spécifique sur la notion de série n’est supposée connue.




Chapitre 5 Séries numériques

5.1 Généralités sur les séries

Dans tout ce chapitre, on note K le corps R ou C.

5.1.1 Définitions et vocabulaire des séries

Définition 5.1.1.1 Soit (up)neny une suite d’éléments de K. On appelle série de terme
général u,, la suite (S, )nen définie par :

n

VvneN, S, = Zuk

k=0
La série de terme général u,, est notée > u,. Pour n € N, on dit que :

e u, est le terme d’indice n de la série (ou le terme général) ;

e S, est la somme partielle d’indice n.

A Attention : la série de terme général u,, est notée > u,, sans indice sur la somme! Il ne
faut pas confondre cette notation avec :

n 400
E U ou bien E un Ou encore E Uy
k=0 n=0

neN

La premiere somme désigne la somme partielle d’indice n, la seconde la somme de la série
(sous réserve d’existence) et la troisieme la somme de la famille (voir dernier paragraphe de ce
chapitre sur les familles sommables).

Remarque : si une suite (uy,) est définie a partir d’un certain rang ng € N, on définit la série
de terme général u, par la suite (Sp)p>n, avec :

n
Vn>=ng, S, = Zuk
k=ng

On note alors souwvent la série (3 wp)n=n,- Ceci étant dit, en posant pour n € N, v, = Upy4n,
on est ramené a une suite définie pour tout entier n. Par conséquent, dans ce chapitre, on ne
traitera que le cas des séries définies pour tout entier n € N.

Exemple 5.1.1.2 Commengons par certaines séries simples mais de référence :

e les séries arithmétiques sont les séries de la forme Y u, ol (u)nen est une suite
arithmétique. Si pour tout n € N | u, = ug + nr, avec r € C donné, alors la somme
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partielle d’indice n de la série arithmétique de terme général u,, est :

n(n+1
S/,L = (TL + 1)U0 + %7’
les séries géométriques sont les séries de la forme Y u, ol (uy)nen est une suite géo-
métrique. Si pour tout n € N, u,, = upq", avec ¢ € C\ {1} donné, alors la somme partielle
d’indice n de la série géométrique de terme général u,, est :

1— qn+1
Sn = Up X
1—q
les séries de Riemann sont les séries dont le terme général est u,, = n% avec o € R

fixé. Ces séries sont définies a partir du rang n = 1;

les séries de Bertrand sont les séries dont le terme général est w, = = avec

1
n®(Inn)

(a, B) € R? fixé. Elles sont définies & partir du rang 2;

. . ) z 7z " .
la série exponentielle est la série de terme général u,, = 75 avec x € R. Le nom provient
du fait que pour tout réel x,

n
. ok
lim E —=e
n—-+o00 k!
k=0

On verra un peu plus loin que cette définition s’étend au cas des nombres complexes.

Remarque : connaitre la suite (u,)nen ou connaitre la série de terme général u,, sont équiva-
lents. En effet, avec les notations précédentes,

So=uy et Yn>=1,u,=58,—S,_1

L’étude d’une suite peut donc aussi étre ramenée a ['étude d’une série. Cette remarque pour-
tant simple est absolument essentielle dans la pratique, en particulier pour les recherches de
développement asymptotique.

5.1.2 Convergence, divergence, divergence grossiére et convergence

absolue

Définition 5.1.2.1 Soit (u,)nen une suite d’éléments de K. On dit que :

e la série > u,, converge si la suite (S, )nen des sommes partielles est une suite conver-
gente. Dans ce cas, la limite de (S,,)nen est appelée la somme de la série Y u,, et est

+oo
notée E U ;
n=0

e la série > u,, est divergente si (S, )nen est une suite divergente ;

e la série > u, est absolument convergente si la série > |u,| est une série convergente.
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Exemple 5.1.2.2 Si (u,,) est une suite arithmétique non identiquement nulle, alors la série
> uy, est une série divergente.

Exemple 5.1.2.3 Soit ¢ € C. Alors, la série géométrique Y ¢" converge si et seulement si
lg| < 1. Dans ce cas, la somme de la série est :

“+o00
>y

1-g¢q
n=0

On peut aussi remarquer que cette série converge si et seulement si elle converge absolument,
ce qui n’est absolument pas le cas en général (on reverra cela un peu plus loin dans le cours).

Remarque : d’un point de vue pratique, la difficulté principale est qu’on ne sait en général pas
calculer les sommes partielles d’une série. Dans les paragraphes suivants, on étudiera donc des
méthodes d’étude de convergence qui ne nécessitent pas de calculer les sommes partielles.

Définition 5.1.2.4 Soit Y u,, une série convergente. Pour n € N, on appelle reste d’indice
n, et on note R, le nombre :

+o0o n +o0o
Rn = E U — E U = E Uk
k=0 k=0

k=n+1

A Attention : on parle de reste uniquement lorsqu’on a montré la convergence de la série!
Sinon, cela n’a aucun sens!
Remarques :

e on ne modifie pas la nature d’une série (c’est-a-dire la convergence ou la divergence de

la série) si on modifie un nombre fini de termes. En particulier, pour tout entier N, les
7. n n A

séries (D p_o Uk)nen €t (D p_n Uk)n>N sont de méme nature ;

o sila série Y u, converge, alors la suite des restes (R, )nen converge vers 0 (on dit souvent
simplement que le reste tend vers 0) ;

o les séries télescopiques permettent directement de ramener ’étude de la convergence d’une
suite a celle d’une série :

(un)nen converge <= E (Unt1 — uy) est une série convergente

o lorsque la série Y u, converge, la définition du reste n’est pas universelle dans le sens ot
on trouve souvent les définitions suivantes :

+o00 I
R, = E ur ou bien aussi R, = E U,
k=n+1 k=n

Pour cette raison, il convient de bien préciser de « quel reste » on parle, c’est-a-dire de
bien préciser la définition choisie (qui n’est d’ailleurs pas forcément la méme dans tous
les exercices).
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Proposition 5.1.2.5 Soit Y u,, une série réelle ou compleze. Si' Y u, est une série conver-
gente, alors la suite (u,) converge vers 0.

Preuve :

En effet, si > u, converge, alors la suite (S,)nen des sommes partielles

converge. Il en est alors de méme pour la suite (S,—1)n>1. Or, pour tout

entier n > 1, u, = S, — Sp—p et lim S,_1 = lim S, dott (upn)nen
n—-+4o0 n—-+o0o

converge vers 0. X

A Attention : la réciproque est tres fausse! On a vu (dans le cours de mathématiques

supérieures 1) que la série harmonique Z dlverge bien que le terme général ( ) tend vers 0.
En effet, pour tout entier n > 1, In(1 + - ) < - et par conséquent,

Zln(lJr ) Zk

n

Dans la pratique, on utilise souvent la contraposée de cette propriété, qui porte d’ailleurs un
nom bien précis : la divergence grossiere.

Corollaire 5.1.2.6 (Divergence grossiére) Si (u,) ne converge pas vers 0, alors > uy,
diverge. On dit alors que la série Y u, diverge grossiérement.

Exemple 5.1.2.7 Si on reprend la série géométrique Y ¢", pour |¢| > 1, (¢™) ne converge pas
vers 0, ce qui permet de conclure que cette série diverge grossierement pour |g| > 1.

Proposition 5.1.2.8 Soit (2, )nen € CN. Alors, 3" 2, converge si et seulement si 3 Re(z,)
et > Sm(z,) convergent.

Preuve :

C’est évident car une suite complexe converge si et seulement si ses parties
réelle et imaginaire convergent. %
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5.1.3 Opérations sur les séries convergentes

Proposition 5.1.3.1 Soit S ’ensemble des séries convergentes (a valeurs dans K).

(i) L’ensemble S est un sous-espace vectoriel de l'ensemble des suites a valeurs dans K.
S — K
.. . . +o00 . . . .
1) L’application ¢ : est une application linéaire.
(i) L app P S o Y PP
n=0

(iii) Si Y u, converge ety v, diverge, alors pour tout A € K, Y (Auy, + vy,) est une série
divergente.

Preuve :

e Les deux premiers points sont clairs puisque si (tn )nen, (Vn)nen € KN et
(A, 1) € K2, alors :

VneN, Z(Auk + poy) = /\Zuk +quk
k=0 k=0

k=0

e Montrons (iii).

On suppose que Y u, converge et » v, diverge. Montrons que pour tout
A €K, > (Au, +vy,) diverge par I'absurde. S'il existe A tel que Y (Auy, +vy,)
converge, alors d’apres (), Y- (Au,+v,) —A D up, converge, c’est-a-dire ) vy,
converge, ce qui contredit I’hypothese de départ. X

A Attention : on ne peut pas déterminer directement la nature de la somme de deux séries
divergentes ! Pourquoi ?

Remarques :
e on montrera plus loin que [’ensemble des séries absolument convergentes est lui aussi un
espace vectoriel ;
e en revanche, l'ensemble des séries convergentes n’est pas une sous-algebre de l’ensemble
des suites car :
x la suite constante égale a 1 (le neutre pour la multiplication “usuelle” dans KN n'est
pas de série convergente ;

* ou tout simplement le « produit usuel » de deux séries convergentes n’est pas toujours
convergent dans le sens suivant : sty u, ety v, convergent, alors Y (u, X v,) ne
converge pas forcément (on le prouvera plus loin).

e dans le cours de mathématiques spéciales 1, on introduira un « nouveau produit », le
produit de Cauchy de deux séries, qui sera « compatible » (ou presque) avec la convergence
(ou plus exactement ’absolue convergence).
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Dans la suite de ce chapitre, on va d’abord s’intéresser dans un premier temps aux séries a
termes positifs, puis ensuite aux séries a termes réels, et enfin aux séries a termes complexes.

En fait, il est assez logique de considérer a part les séries a termes positifs. Une explication est
que toute suite réelle peut s’écrire comme la différence de deux suites réelles positives. En effet,
si (up)neny € R™, on a pour tout entier n :
|Un| +un _ ‘unl — Up

2 2

Uy, = max(uy,, 0) — max(—u,,0) =

(ceci est analogue « discret » des fonctions f et f_, parties positives et négatives de f).

5.2 Séries a termes positifs

5.2.1 Convergence, divergence et comparaison des termes généraux

Théoréeme 5.2.1.1 Soit > w, une série a termes positifs. On note (Sp)nen la suite des
sommes partielles associées. Alors,

—+o0

(i) > un converge <= (Sp)nen est majorée. Dans ce cas, E Up = Sup S, .
n=0 neN

(i) > uy diverge vers + 0o <= (Sp)nen n'est pas majorée.

Preuve :

Puisque (u,) > 0, on a pour tout entier n, Sp+1 — Sp = Upt1 = 0, cest-
a-dire que la suite (S, )nen est une suite réelle croissante. On en déduit
immédiatement le résultat (d’apres le théoréme de la limite monotone pour
les suites réelles). -

Exemple 5.2.1.2 La serle Z est une série a termes positifs. De plus, pour tout entier n > 2,

1 1
< Ao S < 51 . Par bulte7

1
Vn € N* | ZkQ \1+Z(———) <S1+1--<2
Par conséquent, les sommes partielles sont majorées et la série Z est une série convergente.

esin(n)

Exemple 5.2.1.3 On considére la série ) 0.

C’est une série a termes positifs et :

esm(n) -1 sm

VpneN'", —— > — d —_
" "n+ 1+ cos(n) n one Zk-i—l—i—cos Z k
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n o1 n sin(k)
Or, on a déja vu que lim —— = +o00 donc  lim —— = +4o00.
Ja v q n—+4o00 e k + n—-+00 1 k + 1+ COS(k’) +

Exercice 5.2.1.4 Soit (a,) une suite de nombres positifs. On pose pour n > 1,
Ay _ Qnp,
(1+a)x--xT+an) [l (I+ag)

Uy =
En introduisant une série télescopique, montrer que Y u, converge.

Remarques :

e en général, lorsqu’on veut majorer (ou minorer) les sommes partielles d’une série a termes
positifs, on majore (ou minore) le terme général. On peut parfois majorer par une inté-
grale : ceci sera détaillé dans le paragraphe sur la comparaison série/intégrale ;

e [a remarque précédente suggére également qu’on peut appliquer des régles de comparaison
O (ou o ou ~) auzx termes générauz de deuz séries pour étudier la nature. Ce sera l'objet
des propriétés suivantes.

Proposition 5.2.1.5 Soient (un)nen €t (Vn)nen deuz suites réelles a termes positifs. On
suppose que pour tout entier n, U, < Up.

+o0 +o00
(i) Si > v, converge, alors Y u, converge et on a : E Uy < E Uy

n=0 n=0

(i) Si Yy u, diverge, alors Y v, diverge vers +o0c.

Preuve :

e Montrons (i).
On suppose que Y v, converge. Avec les hypothéses de la proposition, on a

pour tout n € N :
n n 400
D uk <Y v <) o
k=0 k=0 k=0

Ce qui montre que les sommes partielles de la série de terme général u,, sont
majorées. Par conséquent, Y u,, converge et on peut passer & la limite dans
I'inégalité ci-dessus.

e (ii) est la contraposée de (i) en remarquant qu’une série & termes positifs
diverge si et seulement si elle diverge vers +oo. X

A Attention : cette proposition est tres fausse si I'on retire I’hypothése a termes positifs.

Par exemple, —7 < # pour tout entier n > 1 et la série ) # converge alors que la série
> (=) est une série divergente !
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Les trois corollaires suivants, appelés « regles de comparaison pour les séries a termes positifs »,
sont tres utiles dans I’étude pratique de la nature d’une série.

Corollaire 5.2.1.6 Soient (un)nen, (Vn)nen deuzx suites réelles a termes positifs. On sup-
pose que (u,) = O(vy,).

(i) Si > v, converge, alorsy  u, converge.

(i) Si )y u, diverge, alors Y v, diverge vers +o0c.

Preuve :

On suppose que (u,) = O(v,). Par définition, il existe M > 0 et ng € N
tels que : Vn = ng , u, < Mu,. Les natures des séries Y uy, et (D un)n>n,
étant les mémes, tout comme celles de Y~ vy, et (> Mvy,)n>n,, on en déduit

directement le résultat d’apres la proposition précédente.
X

Corollaire 5.2.1.7 Soient (un)nen, (Vn)nen deux suites réelles a termes positifs. On sup-
pose que (u,) = o(vy,).
(i) Si Y vy, converge, alors Y u, converge.

(ii) Si > uy, diverge, alors > v, diverge vers +oc.

Preuve :

C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent car (u,) = o(v,,)
implique (u,) = O(vy,).
X

Corollaire 5.2.1.8 Soient (un)nen, (Vn)nen deux suites réelles a termes positifs. On sup-

pose que (up) ~ (vy). Alors, les séries Y u, et Y v, sont de méme nature, c’est-a-dire :
n——4oo

E un converge < g Up COnverge

Preuve :

En effet, (u,) ~ (v,) implique que (u,) = O(vy) et (v,) = O(uy).
n—-+o00
D’apres le corollaire précédent, les natures des séries > u, et > v, sont

donc les mémes. =
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A Attention : ce résultat est tres faux pour des séries a termes quelconques! Ce n’est pas

parce que (u,) ~v (v,) que les séries > u, et > v, sont de méme nature.
n—-+4oo
_ (="

Par exemple, si on pose pour n > 1, u, = NG et v, = u, + %, en admettant provisoirement

que Y- u, est convergente, on a (un)~(v,) mais > v, diverge puisque Y L diverge.

A Attention : de méme, la conclusion de divergence pour les O et o est fausse si les séries

ne sont pas & termes positifs. Par exemple, % = o (_\2” ), > % diverge mais ) (_\/1%" converge.

Remarques :

e bien entendu, ces propriétés restent vraies pour des séries a termes négatifs et donc pour
des séries a termes de signe constant ;

e puisque la nature d’une série ne dépend pas des premiers termes, on peut aussi remplacer
Uhypothese « a termes positifs » par « a termes positifs a partir d’un certain rang » ;

e en particulier, si Y v, est une série a termes positifs et si u, ~o Uy, alors Y u, est
n—+o00

aussi une série a termes positifs a partir d’un certain rang : on peut donc appliquer la
regle sur la nature des séries;

e on reverra dans l’étude des séries quelconques que les régles pour prouver la convergence
avec les O et o restent valables si Y vy, est une série o termes positifs et Y u, est quel-
conque.

Exemple 5.2.1.9 Soit (u,) = (In(1 + 1)) et (v,) = (In(1 + -%)). On a directement :

n

() ~ et () ~
(22 ~  — € v ~
" n—+oo T " n—>+oon2

De plus, (u,) et (1) (respectivement (v,,) et (-)) sont positives donc les séries Y u, et > &
(respectivement Y v, et > -3) sont de méme nature. Par conséquent, Y- u,, diverge et > v,
converge.

Exemple 5.2.1.10 On considere la série de terme général u,, = % pour n € N.

Alors, u, = O (%) Or, S u, et 3 -4 sont deux séries & termes positifs et > L converge.
n—+o0 n n n

Par comparaison pour les séries a termes positifs, > u,, converge.

n 1
Exemple 5.2.1.11 On consideére la suite (u,,) définie pour n > 1 par : u,, = Z T In(n+1).
k=1
On veut montrer que (u,) est une suite convergente. Or, on a vu que (u,) converge si et
seulement si la série Y (u,+1 — uy,) converge. Pour n > 2, on a :

1
Up —Up—1 = — —In(n+1)+In(n)
n
1 1
-~ (14—
- —In(l+-)

303



Mathématiques supérieures 2 5.2. Séries a termes positifs

S S G N I
tn = tn—1 n—too 1 n  2n? 0n2

~Y 2
n—too 2N
so. 1 JEETREY ape . so.
Or, la série ) 5 est une série a termes positifs convergente. Par comparaison pour les séries
a termes positifs, > (u, — u,_1) converge, c’est-a-dire que la suite (u,) converge.

Remarques :

e pour information, la série E% est appelée la série harmonique (et ses sommes partielles
sont souvent notées H,, ) et la limite de la suite (H,, —In(n+1)) est un nombre de référence,
noté vy, et appelé constante d’Euler. On a v ~ 0,577 ;

e on verra plus loin que toute série réelle ou complexe absolument convergente est conver-
gente. On peut donc étre amené a étudier la convergence de Y |uy|. Dans ce cas, il s’agit
d’une série a termes positifs et on peut donc appliquer les régles de comparaisons. Mal-
heureusement, cette méthode ne permet pas toujours de conclure puisqu’une série peut
converger sans converger absolument ;

e enfin, notons que ces régles de comparaison ont pour objectif de comparer (uy,) avec (vy),
une suite dont la nature de Y, v, est connue. C’est en particulier pour cela, comme pour
les intégrales, qu’on va introduire des séries de référence dont la nature sera connue.

_ (=D In(ges)

n

Exemple 5.2.1.12 Soit pour n > 1, u, .Onapourn>1,

n

|In(1 4 <=y | cos(n)| 1
un| = ~ 2 2
n n—4o0 n n
Ainsi, (|un|) = O(%) avec Y- -1 une série & termes positifs convergente. Par comparaison pour
les séries & termes positifs, Y |u,| converge (et a fortiori, > u, converge comme on le verra
plus loin).

5.2.2 Comparaison série-intégrale

C’est une méthode qu’on a déja rencontrée dans le cours de mathématiques supérieures 1 et
certainement une des méthodes les plus importantes. On rappelle ici simplement le principe et
on donne deux exemples. Pour ceux qui ne se souviennent pas bien des détails, je vous encourage
a relire le paragraphe dédié dans le cours de mathématiques supérieures 1.

Exposé du principe : on se donne une fonction continue par morceaux et monotone sur
n
[a,4+00[ avec a > 0. On veut comparer Z f(k) avec e
k=a [a,n]
C’est surtout la méthode qu’il faut retenir, plus que le théoréme qu’on énoncera a la fin. La
méthode permet souvent d’obtenir des équivalents des sommes partielles ou des restes.

On commence par un exemple.

304



Chapitre 5 Séries numériques

Exemple 5.2.2.1 On consideére la série de Riemann Y nl avec ici a > 0.

e Premiére étape : on encadre les sommes partielles par des intégrales

On note (Sy,)n>1 la suite des sommes partielles associées. La fonction f : x — x% est

continue par morceaux sur [1, +oo[ et puisque o > 0, elle est aussi décroissante sur [1, +-00].
Soit k € N*. On a :
Vo € [k k+1] , f(k+1) < f(z) < f(k)

Par croissance de l'intégrale, on a alors :

k+1
flk+1) < /k f(a)dr < f(k)

Soit n € N avec n > 2. On somme ces inégalités :

k+1 n—1
Z Flk+1) Z/ z)dz <> f(k)

> s < | " f(a)de < S
é/ll flz)dz < S, — f(n)

/f )da + f(n) < S < /f )de + £(1)

c’est-a-dire

soit encore

ou encore

e Deuxiéme étape : on conclut sur la nature de la série

Dans notre exemple, on constate que pour le calcul de l'intégrale, il y a deux cas a
considérer :

* Premier cas : v > 1
+o00 T
Dans ce cas, d’apres le critere de Riemann pour les intégrales, / — converge et
1 x

puisque f est positive, on a d’aprés (%) :

n o0 dﬂ?
</1 f(fv)dsc+f(1)</l oy

Ce qui prouve que les sommes partielles sont majorées. Puisque f est positive, Y f(n)
est une série a termes positifs. On conclut alors que (Sy,),>1 converge, c’est-a-dire
que la série Y f(n) converge.
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* Deuxieéme cas : o < 1
Dans ce cas, I'intégrale de f sur [1,+o0o[ est divergente (elle diverge vers +o0). On
n

en déduit donc que lim f(z)dz = 4o00. Or, lim f(n) = 0. Par suite,
n——+00 1 n—-+4oo

Jim </1nf(ac) dx+f(n)) - 400

n—-+4oo

Par comparaison, (S,,) diverge aussi vers +oo donc ) f(n) diverge.

e Troisieme étape : recherche d’équivalent

A nouveau, il faut avoir des hypotheses raisonnables pour pourvoir conclure. C’est pour-
quoi, il faut savoir refaire la méthode et conclure au cas par cas, avec les fonctions qui
vous sont données.

Dans notre exemple, on doit distinguer deux cas.

* Premier cas : a > 1
On a vu dans ce cas que la série Y f(n) converge. On va donc essayer de déterminer
un équivalent du reste. En reprenant la méme démarche que précédemment, on a
pour tout entier n > 1 et tout entier N > n :

N-1 N N-1
S kv < [ fade< Y rw)
k=n n k=n

soit encore
N N N-1
> < [ fwde< 3 5w
k=n+1 n k=n

Or, on a montré que la série > f(n) converge et que l'intégrale de f sur [1,+o0]
converge. Par suite, chaque membre de 'inégalité précédente admet une limite finie
lorsque N tend vers +oo et on peut donc passer a la limite, ce qui donne :

f f(kr)</

k=n+1 n

400

+oo
fl)de < f(k)
k=n
En notant R,, le reste d’ordre n, on a donc :

—+o00
Rn</ f(x)dz < R, + f(n)

ou encore
too +o0
[ < Bas [ s

Remarque : on voit bien que pour conclure quant a l’équivalent, il faut une hypo-

theése sur f(n) par rapport a f:oo f(z)dz.
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Dans notre exemple,

+oo +ood 1
[ sma= [ e

rm =t =o( [ swar)

D’apres le théoreme des gendarmes, on a donc :

Par suite,

+oo 1
R" ~Y f( )dl’ ~Y

n—+oo Jn n—+oo (O’ - 1)na 1

* Deuxieme cas : 0 < a < 1
En reprenant directement la relation (), on a :

/j )de — f(n) < Sy < /j )de + £(1)

n
Or, nEToo /1 f(z)dz = +ooet nkrfoo f(n) =0, a fortiort f(n) s o ([ f(z)da)
et f(1 i ( f 1 ) En appliquant le théoreme des gendalrmes7 on obtient :

Sp ~ nf(z) dx
1

n—r-+oo

11 reste alors a calculer l'intégrale (en distinguant deux cas a = 1 et o < 1) et on
obtient :

Sp ~ In(n) (sta=1) et S, ~

n—+oo n~>+c>ol —

(st €]0,1])

Exercice 5.2.2.2 En appliquant la méme méthode, traiter le cas aw < 0.

Exemple 5.2.2.3 On veut déterminer un équivalent de > In(n). La nature de la série est
évidente car le terme général ne tend pas vers 0 donc on sait que la série diverge grossierement.

On considere la fonction z — In(z). Cette fonction est continue (par morceaux) et croissante
sur [1,4o00[. On en déduit donc que :

k+1
vk e N* | In(k) < / In(z)dz < In(k+1)
k

Alors, pour tout entier n > 2, en sommant les inégalités précédentes pour k € [1,n — 1], on
obtient :

n—1

Z In(k) < / n(z)dzr < Zln(k)
k=2
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soit encore
n

/ In(z)de < Zln(k) < / In(z) da + In(n)
1 1 1
c’est-a-dire

n
nln(n) —n+1< Zln <nln(n) —n+14In(n)
k=1

Or,(nln(n) —n+1) ~ (nln(n) —n+1+1In(n)) ~ nln(n),donc d’apres le théoréme des
n—+00 n——+oo

gendarmes :
n

Zln(k) ~ nln(n)

=1 n—+o00

Remarques :

e on peut noter qu’ici la conclusion est tres maladroite. En effet, l’encadrement obtenu
permet de dire que pour tout n > 2 :

-n+1< Zln )—nln(n) < —n+1+1In(n)
k=1

Or, In(n) = o(n) donc (—n+1) ~ (—n+1+1In(n)) ~ —n. Il s'ensuit que :

n—-+oo n—+oo

Zln )—nln(n) ~ —n  cest-a-dire Zln ) =nln(n) —n+ o(n)

n—+4o0o
Dans cet exemple, la méthode de comparaison série-intégrale permet directement d’obtenir
deuz termes du développement asymptotique (mais pas 3 car le terme suivant n’est pas du
méme ordre de grandeur dans l’encadrement).

e En particulier, on a donc montré que In(n!) = nln(n) —n+o(n), ce qui constitue le début
de la formule de Stirling (voir cours de mathématiques spéciales 1).

On retient donc la méthode de comparaison série-intégrale. Le seul résultat que vous pouvez
appliquer directement est le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.2.4 (Comparaison série-intégrale) Soit [ wune fonction continue par
morceauz, décroissante et positive sur [0, 4o00].

(i) La série de terme général u, = / f(z)dz — f(n) est une série a termes positifs
1
convergente.

(i) La série Y f(n) converge si et seulement si / f converge.
[0,+00[

(iit) Si Yy~ f(n) diverge, alors on a : Zf n—>+00/ [z

k=0
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A Attention : sous les hypotheses du théoréme, lorsque la série > f(n) converge, on ne
peut rien dire directement du reste! Autrement dit,

+oo +o0
Zf(n) converge =X Z fk) ~ / f(z)dx
p— n—+o0o Jn
Pour s’en convaincre, il suffit de choisir f : @ — €% qui est bien continue (par morceaux),
positive et décroissante sur [0, +oo[, > e~ converge car c’est une série géométrique de raison
g =-e"1€]-1,1] et pour tout entier n € N :

—+o0 e,n —+o00

E ek = ——— alors que e de=e"
h 1—e~ n

=n

Ces deux suites ne sont pas équivalentes. Ceci était prévisible car dans la méthode, on a vu
oo
qu’en cas de convergence, on doit avoir f(n) = o ( / f) pour pouvoir conclure que le reste
n

de la série est équivalent au reste de l'intégrale.

Preuwve du théoréeme :

e Montrons (i).
Pour tout entier n > 1, on a :

Ve eln—1,n], f(n) < f(z)< f(n—1)
Par conséquent,
fo< [ fde< 1)
n—1
et donc
0<un < f(n=1) = f(n)
Ce qui montre pour commencer que Y u,, est bien une série & termes positifs.
Par ailleurs, pour tout n > 1,

n

Do <Y (flk—=1) = f(k) = £(0) = f(n) < f(0)

k=1 k=1

Ainsi, > u, est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées. Par conséquent, Y u, converge.

e Montrons (7).
Tout d’abord, puisque f est positive, on sait que f[o ool f converge si et

seulement si (f;" f(z)dx),
n =1,

en admet une limite finie. Or, pour tout entier

et S fE) = [ fayde
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Et puisque Y ug converge d’apres (i), on en déduit que :

n

Z f(k) converge <— (/n f(x) dx) converge
0 neN

k=1
“+oo
— / f converge
0

e Enfin, montrons (i:7).

00
On suppose que Y, f(n) diverge. Alors, d’apreés (i), / f diverge et donc

0

n—-+oo

(i wc) . =0(1)=o0 (/On f(z) dx). Ainsi,

;f(k)—/Onf(ﬂﬁ)diBJrO(/onf(z)dx)

n
lim / f(z)dz = 400 (puisque f est une fonction positive). On a donc
0

c’est-a-dire

X

Remarque : un des intéréts est qu’on dispose de plus d’outils pour calculer une intégrale que
d’outils ou méthodes pour calculer une somme. Autrement dit, il est souvent plus facile de

n n
déterminer un équivalent de / f plutot que Zf(k)
0

k=0
o L. In(n) In(z)
Exemple 5.2.2.5 On consideére la série >, ——. On pose pour z € [2,+o0[, f(z) = .
n x

In(n 1 1 . . PPN
() > — et Y, — diverge. Par comparaison pour les séries &
n n

e Pour tout entier n > 3, f(n) =

termes positifs, Y f(n) diverge.

n

e La fonction f est continue par morceaux, positive sur [2, +o00[. De plus, f est dérivable sur cet
1 —1In(x)
—
(en fait sur [e, +o00[). D’apres le théoreme de comparaison série intégrale, on a alors :

intervalle et pour tout = > 2, f/'(z) = . Il s’ensuit que [ est décroissante sur [3, 4+00]

) n—-+o00 €T 3
| 1 2
Et donc finalement Z n(k) ~ ( n(zn))
n——+oo

k=3
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1

Exemple 5.2.2.6 On considere la série > e
n

=

1

1 1 3 . L qéries A . en  1;
~ ety - diverge. Par comparaison pour les séries a termes positifs, ) < diverge.

en

n L
n—+4oo

e On veut maintenant déterminer un équivalent des sommes partielles. Puisque la fonction
1

g : x— <= est continue par morceaux, positive et décroissante sur [1, 4+-oo[ et puisque ) g(n)
diverge, on a, d’apres le théoreme de comparaison série-intégrale :

1 1
ek "ew
—_— ~Y dz
k n—+oo 1 X

e Soit n > 2 un entier. Les fonctions # — In(z) et @ — exp(L) étant de classe C' sur le
segment [1,n], on peut intégrer par parties, ce qui donne :

mer B 1" " In(x)er
/1 - dz = [ln(w)e L +/1 de

1 n 1 1
Or, d’une part, [ln(x)e?] =In(n)er ~ In(n). Et d’autre part, x — In(@)ex

n

k=1

Bl

est continue

1 n—+oo £E2
In(z)es 1 oo
par morceaux sur [1,4o0o[ (et positive) et n(acge ~ n(g:) et / LZc)dac converge
T r—4o00 T T

N s . . . +2° In(z)ex
d’apres le critere de Bertrand. Par comparaison pour les fonctions positives, ———dz

1 z?

) 1
. n(z)ew oo . .
converge. Il s’ensuit que ( / % dx) converge et a fortiori est bornée. Par suite,
1 x
neN*

1

/1" Qe = In(n) + o(ln(n)) + O(1) ~ 1In(n) et donc Z e In(n)

x n—-+4o0o

Remarques :

e dans cet exemple, notez bien que bien qu’on ne sache pas calculer lintégrale, les outils
dont on dispose pour l'intégration nous permettent de trouver un équivalent simple ;

e on pouvait aussi « ruser ». Si on devine que le comportement est le méme que celui de %,
on pouvait tout simplement écrire :

" ek "1 "ok —1

ISR

k=1 =1 k=1

1 1
Or, E"'k_l = O(kl—z) donc par comparaison pour les séries a termes positifs, » skk_l
) ) ) n e%
converge. On conclut alors de facon similaire que Z — ~ In(n);
k n—+00

k=1
e ceci est un cas particulier du théoréme de sommation des équivalents qui sera étudié dans
le cours de mathématiques spéciales 1.
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5.2.3 Séries positives de référence

Théoréme 5.2.3.1 (critére de Riemann) Soit oo un nombre réel. La série de Riemann
> ,%a converge si et seulement si o > 1.

Preuve :

e Si a < 0, alors la suite (-) ne tend pas vers 0 donc Y - diverge

grossierement.

e Si a > 0, la fonction f : x — 11(1 et continue par morceaux, décroissante

et positive sur [1, +oo[. D’apres le théoréme de comparaison série-intégrale,

1 dx
E — converge <= —— converge
ne x®
[1,+00[

— a>1

(la derniere équivalence étant le critere de Riemann pour les intégrales).

Remarques :
e attention, ce critére est fauzr et n’a aucun sens si o € C;
—+o0
e la fonction x — E — est appelée fonction zéta de Riemann, notée . C’est une fonction
ne

n=1
de référence en mathématiques (au méme titre que 'exponentielle ou le logarithme). Elle

sera Etudiée bricvement dans le cours de mathématiques spéciales 1.

Proposition 5.2.3.2 Plus exactement,

+00 1 1
1) si o> 1, alors — —_—
() ];L ke n—i\:—oo (Oé - l)na71

n—-+oo

1
(i1) si =1, alors : Z T In(n) ;
k=1

nlfa

~ .
n—too 1—a

n
1
(ii1) si oo < 1, alors Z T
k=1

Preuve :
C’est ce qu’on a démontré dans l’exemple de comparaison série-intégrale
(lorsque a > 0) et ce que vous avez fait en exercice lorsque a < 0. %
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Proposition 5.2.3.3 Soit (o, 3) € R2. La série de Bertrand

m converge st et

seulement si « > 1 ou bien (=1 et f>1).

Preuve :

Soit (o, B) € R2.

e Pour commencer, si a < 0, alors par croissances comparées, la série diverge
grossierement,.

e Si =0, on a directement :

*

e On

si <0, la série diverge grossierement ;
n

n
1 1 -1
siﬂ>07alorsp0urn>27z o :Z( 2” . Or,
n
— k:_

(Inn)? Inn)® =~ (lnn)?

lim

= d 7 di .
W ()P = +o00 done, par comparaison, E 1nn>5 iverge

est donc ramené au cas « > 0. On distingue alors trois cas :

: 1 _ 14+a 1
st > 1, alors comos = o( lJr(,) Or, v = 5% > 1 donc ) -
converge. Par comparaison pour leb séries a termes positifs, la série

converge ;

>y n®(Inn)?

2 (lnn)? Inn)?
sia<1, r (nn) 7(;1111()1 Or, 1—a>0d0nc;fo(m)

De plus, Z dlverge Par comparaison pour les séries a termes posi-
tlf@ Z m leCrgC

enfin, si @ = 1, alors la fonction f : z —— 7 est continue positive

1
z(Inx)

et décroissante sur [a, +-00[ (avec a = e=# > 0). D’apres le critere de
comparaison série-intégrale, la série Y f(n) et f[2 oo f sont de méme

nature. Or, pour tout x > 2, on a :
T 1 Inz dt
[t [
2 x(lnx)ﬁ In2 tﬁ

+oo
D’apres le critere de Riemann pour les intégrales, / f converge si
2

et seulement si § > 1.

Ce qui prouve au final que la série de Bertrand converge si et seulement si
a>1oubien (a =1et f>1).
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5.2.4 Critére de d’Alembert

Théoréme 5.2.4.1 (critére de d’Alembert) Soit (u,,)nen € RY. On suppose que :
1. VneN,u, >0;

U
2. la suite ( "H> admet une limite.

Un

Alors :

. . . Up 41 ;.
(i) si lim <1, la série y_ u, converge ;
n—-+4oo Up,

.. . . un+1 . s . . N
(i) st lim —— >1, lim w, =+oo et la série Y u, diverge grossiérement;
n—-+4oo Up, n——+oo
Un+1

(iii) si lim

=1, on ne peut pas déterminer directement la nature de la série Y uy,.
n—+4o0o Up

Preuve :

e Montrons (4).

1—/
On suppose que £ = lim Unit < 1. On fixe e = —— > 0. Par définition
n—+00 Un 2

de la limite, il existe alors un entier ng tel que :

U
Vn g, [ 5‘ <e
Unp,
On a alors : 142
U + 4
Vn>ny,0< 2 <12
Up, 2

1+¢
En posant ¢ = i , on en déduit que (u,) = O(¢™) (comparaison loga-

rithmique). Or, 0 < ¢ < 1, donc Y ¢" converge et par comparaison pour les
séries & termes positifs, > u, converge.

e Montrons (i).

. Un+1
On suppose que £ = lim nt
n—+o0 Uy

(vy,) est bien définie (puisque (u,) ne s’annule jamais), > v, est & termes

> 1. Posons v,, = ui pour n € N. Alors,

. e . Un+1 N .
strictement positifs et lim ——— = - < 1. D’apres (i), Y. v, converge.
n—-+4o0o Un f
En particulier, lim v, = 0. Il s’ensuit que lim w, = 400 et donc >_ u,,
n——+oo n—-+oo
diverge grossierement.
e Pour (4ii), il suffit de considérer par exemple u, = ﬁ et v, = 5. Je
. ;. . Up41 . Un+1
vous laisse vérifier que dans les deux cas, lim B | A 1,
n—4oo Up, n—-+4oo Un
> uy, diverge et > v, converge.
X
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Remarques :

bien entendu, ce critére s’applique si la suite (un)nen est strictement positive a partir d’un
certain rang puisque la nature d’une série n’est pas modifiée si on change un nombre fini
de termes ;

u;“) existe, ce qui n'est
o

n’oubliez pas que dans ce théoréme, on suppose que la limite de (
pas toujours le cas;

ce critére est pratique lorsque l’expression de u, comporte des produits puisqu’en calculant
le rapport %, il y a des simplifications ;

ce théoréme est trés faux si on ne suppose pas up, > 0 : par ezemple, si (u,) = ((—=1)"), on

. . U 1
a pour tout entier n, u, # 0, lim —ntl

= —1<1 et pourtant la série _ u, diverge;
n—+oo Unp

vous pourriez vous demander pourquoi on fait cette comparaison avec des suites géomé-
Un+1
€ 10, 4o0],

triques. En fait, c’est assez naturel. Par exemple, lorsque ¢ = lim
n—+4oo

Uhypothese nous dit que :

lim In (@) = In(¢)

n—4+oo Up

n—1
1 n
D’apreés le théoréme de Césaro, on a donc : lim — E In (M) =In(¢).
Un
k=0

n—4+ococ n

Un, P . P
Or, > In < H) est une série télescopique. On en déduit donc que :
Un,

lim In(un) =In(¢)

n—+oo n

Lorsque € # 1, on peut donc conclure que In(u,) ~ nln(f). On ne peut cependant
n—+oo

pas directement composer des équivalents et donc on ne peut pas directement donner un
équivalent de u,. Par contre, on peut conclure que (u,) = e" In(6)+o(n) — pn  go(n)

Ceci permet de voir qu’on pourra comparer (u,) avec une suite géoméirique (¢™) deés que
q # L. On pouvait aussi alors tout simplement conclure en comparant avec une série de
Riemann. En effet, pour a € R,

nu, = e" In(£)4o(n)+aln(n)

1l s’ensuit que :

* sil <1, lim n%u, =0 etdonc (u,) = o(-%). On conclut en choisissant n’importe
n—-+oo n
quelle valeur o > 1 et en appliquant les régles de comparaison pour les séries a termes
positifs ;
x s> 1, alors lim wu, = +oco et u, diverge grossiérement ;
n——+oo

(n

% si 0 =1, on ne peut rien dire car on a alors n®u, = e°™ et le comportement de

o(n) nest pas connu.
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Exemple 5.2.4.2 La série factorielle % est une série convergente. En effet, c’est une série
a termes strictement positifs et :

n'

ngg-loo (n+1)! :ngg-loo n+1 =0<l

Bien entendu, on pouvait aussi directement conclure en remarquant que % = o(n%).

n

1
Exemple 5.2.4.3 On considere la série de terme général u,, = R H k*.
n!
k=1

e Pour tout entier n > 1, u,, > 0.

e Soit n € N*. (nl) )
n+1 _ n: " _
(n+1) = G

Unsl (nh)™
up  ((n+1)Hn+t

. . Un+1
Il s'ensuit que lim  —41 =0 < 1 donc 3 u,, converge.
n—+0o0  Up

(n!)?

A ) . 5 7.
@t A nouveau, il s’agit d’une série

Exemple 5.2.4.4 Déterminons la nature de Y u, = >
a termes strictement positifs et pour tout entier n € N :

((n+1)))?
Gorr __ (nt1D? 1
DEI
E;n))! (2n + 1)(2n + 2) nstood
Par suite, lim -2t — ! < 1 et la série > u,, converge
bl n=s+oo uﬂ - 4 n g .

Exercice 5.2.4.5 Montrer que si »_ u, est une série & termes strictement positifs et si on

. Up+41
suppose que lim  —+L = 1+ (
n—+4oo Up

la série > u, diverge.

c’est-a-dire qu’elle tend vers 1 par valeurs supérieures), alors

Remarques :

Un+1
Un

e retenez que méme si vous ne vous sowvenez plus de la régle, l'hypothése sur ( ) permet

d’estimer le comportement de (In(uy,)) et donc de comparer avec des suites de référence ;

e il existe d’autres régles similaires comme par exemple la régle de Cauchy qui généralise
le critére de d’Alembert mais il ne sert a rien de s’encombrer l'esprit avec beaucoup de
regles ou de « recettes » alors qu’on peut directement comparer avec des séries de référence,
comme les séries Riemann par exemple ;

e [e lecteur intéressé pourra consulter les exercices pour connaitre la régle de Cauchy pour
les séries (qu’il mne faut pas confondre avec le critere de Cauchy pour les séries qui s’ap-
plique dans des espaces « complets » (voir le chapitre sur les espaces normés du cours de
mathématiques spéciales 1), ce qui est le cas de R ou C).

316



Chapitre 5 Séries numériques

5.3 Séries réelles

5.3.1 Séries absolument convergentes et semi-convergentes

Proposition 5.3.1.1 Soit Y u,, une série réelle. Alors :

E |un| converge —> E U, converge

Autrement dit, toute série réelle absolument convergente est convergente.

Preuve :
On suppose que Y |u,| converge.

e Pour tout entier n € N, 0 < |uy| — up < 2|uy|. Or, Y |u,| converge donc
par comparaison pour les séries & termes positifs, > (|u,| — u,) converge.

e L’ensemble des séries convergentes étant un espace vectoriel (proposition
5.1.3.1), on conclut que > |uy| — > |(Jun| — uy) converge, c’est-a-dire > u,
converge. X

Remarques :
(=D"

n

e la réciproque est fausse : Y converge mais n'est pas absolument convergente ;
e [‘avantage d’étudier la convergence absolue est qu’on manipule une série a termes positifs

(>~ |un|) pour laquelle on dispose de plus d’outils ou méthodes pour étudier la convergence.

Proposition 5.3.1.2 L’ensemble des séries absolument convergentes est un sous-espace
vectoriel de l’ensemble des séries convergentes.

Preuve :

e On vient de montrer que ’ensemble des séries absolument convergentes
est inclus dans I’ensemble des séries convergentes.

e Soient > u,, et > v, deux séries absolument convergentes et (A, u) € R2.
On a alors :

VY € N, |Auy, 4 pog| <A X |y, | + | p] X |og]

Or, > |un| et > |v,| convergent donce > (|A| X |u,| + |p| X |vn|) converge.
Par comparaison pour les séries & termes positifs, Y |[Au,, + pv,| converge,
c’est-a-dire > (Au, + pvy,) est absolument convergente. X
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Définition 5.3.1.3 Une série réelle (ou complexe d’ailleurs) telle que Y u,, converge et
> |up| diverge est dite série semi-convergente.

Exemple 5.3.1.4 On prouvera dans le paragraphe suivant que la série ) (_TIL)" est une série

convergente qui n’est pas absolument convergente. C’est donc une série semi-convergente.

Remarque : on reverra dans le paragraphe sur les familles sommables pourquoi on parle de
séries semi-convergentes.

5.3.2 Critere spécial pour les séries alternées

Définition 5.3.2.1 Soit Y u,, une série réelle. On dit que Y u, est une série alternée si la
suite de terme général (—1)"u,, est de signe constant.

Remarque : autrement dit, une série réelle > u,, est alternée s’il existe ¢ € {—1,1} tel que :

Vn e N, u, =e x (—=1)"|uy]

Théoréme 5.3.2.2 (Critére spécial pour les séries alternées ou régle de Leibniz)
Soit Y u, une série alternée. On suppose que la suite (|un|)nen est décroissante et converge
vers 0. Alors :

(i) > u, converge;

400 400
(ii) pour tout entier n, Z ug et uy, sont de méme signe et Z ug| < |-
k=n k=n

Preuve :

e Pour commencer, quitte a travailler avec (—u,), on peut supposer que
pour tout entier n, u, = (—1)"|u,| (en remarquant que Y u, est alternée
si et seulement si Y (—u,) lest).

n —+o0
e Posons pourn € N, §,, = Z ug et R, = Z ug. Montrons que (S2;, )nen
k=0 k=n-+1

et (S2n+1)nen sont adjacentes.

* Soit n € N.

Sonta — Son = Usni2 + tzpt1 = (= 1) ugpia| + (—1)" Huzn 1]
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soit, encore,
Sont2 — Son = |u2ny2| — [Uuzn41]

Or, par hypothese, (|un|)nen est décroissante. Par conséquent,
(S2n)nen est une suite décroissante.

x De méme, pour tout n € N,
Sont3 — Sont1 = Uznt2 + Uznts = |Uzns2| — |U2ny3] =0

Ce qui montre que la suite (S2,41) est croissante.

« Enfin, pour tout entier n, |S2,+1 — San| = |u2n+1| et par hypothese,
lim |u,| = 0. Par conséquent, lim (S2,4+1 — S2,) =0.
n——+o00 n——+00

Ainsi, les suites (Son)nen et (Sont1)neny sont adjacentes donc elles
convergent et ont la méme limite. Par conséquent, (S, ),en converge, c’est-
a-dire Y u,, converge.

e Par ailleurs, puisque (S2,,) est décroissante et (Sa,+1) est croissante :

+oo
Vn € N, Sa,p1 < Zuk < Sop
k=0

Il s’ensuit que pour tout entier n € N; Rog,,+1 > 0 et Rg,, < 0, c’est-a-dire

400
Ropt1 = E uy est du méme signe que ug,+2 et de méme, Ro, est du
k=2n-+2
méme signe que Uzp+1-
+oo
Enfin, S; < E uj montre que la somme de la série est positive, c’est-a-dire
k=0
du méme signe que ug.
“+o0
Ceci montre que pour tout entier n, E uy est du méme signe que uy,.
k=n

e Enfin, I'inégalité précédente montre que pour tout entier n,

400 —+00
> uk =)k = S| < [Snt1 — Snl = [tnga]
k=n+1 k=0

+oo
et de méme, S < Zuk < Sy, donc :
k=0

—+o00
0 < Juol — Jur] <Y g < Jugl
k=0

X

Remarque sur la preuve : il est en fait assez naturel de considérer les suites (San)nen €t
(Son+1)nen puisqu’on rajoute successivement un terme positif puis un terme négatif. Le grou-
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pement des termes deuz par deux est donc parfaitement naturel.
Par ailleurs, sous les hypothéses de la preuve, si on représente les termes de la suite, on voit
clairement apparaitre les suites adjacentes :

1

=

uy

Py

81:u0+u1 SSZSZ+“3 S2:S1—I-ll2 So:uo

e a4 chaque étape, on rajoute ou retire une longueur qui est strictement inférieure a la lon-
gueur précédente ;

o [es étapes d’indice pair on « augmente », les étapes d’indice impair on « diminue ».

(=n"
n+1

Exemple 5.3.2.3 Montrons que la série Y converge.

(=n"

e On pose pour n € N, u,, = T 11 est clair que pour tout entier n, (—1)"u, > 0 donc
n

la série Y u, est une série alternée.

1

e Lasuite (|un|)nen est la suite (515

Jnen @ ¢’est bien une suite décroissante de limite nulle.
D’apres le critere spécial pour les séries alternées, > u,, converge.

= (="
Exercice 5.3.2.4 Montrer que Z

n=0

=In(2).

n+1

Exemple 5.3.2.5 On considere la série ) % (définie & partir du rang n = 1).
e Tout d’abord, % est une série alternée.
In(n)

n

e Ensuite, une étude rapide de fonction montre que ( ) est décroissante.
n=3

e Enfin, lim In(n)

n—-+4oo n

=0.

On en déduit donc que (3 %),@3 converge, c’est-a-dire y % converge.
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Remarques :

e ceci prouve bien qu’une série convergente n’est pas toujours absolument convergente ;

e n'oubliez pas que ce théoreme comporte deux conclusions! La premiére est la convergence
de la série et la seconde est l'estimation et le signe du reste ;

e comme d’habitude pour les séries, le théoréme reste valable si la série est alternée a partir
d’un certain rang ou si (|u,|) est décroissante d partir d’un certain rang mais attention,
dans ce cas, la seconde conclusion (sur le reste) n'est valable qu’a partir d’un certain rang ;

e attention de bien vérifier et justifier que les hypothéses du théoréme sont satisfaites ! Dans
les situations suivantes, on ne peut pas appliquer le théoréme :

cos(“5")

% 81 Uy = , > u, nest pas une série alternée ;

nmw

nlc0s(E)]

* 81Uy, = (—1) , alors Y u, est alternée mais la suite (|u,|) n’est jamais

décroissante a partir d’un certain rang car pour tout entier n, |ugn+3| = 0 < |ugn+e| ;

e en particulier, il faut éviter d’affirmer que « la suite (|u,|) est décroissante & partir d’un
certain rang » sans le justifier proprement (en général par une étude de fonction) ;

e lorsque la décroissance de (|uy,|) n'est pas « facile » & prouwver ou bien lorsque c’est fauz,
on procéde plutdt par développement asymptotique (voir 'exemple suivant et le bilan a la
fin du paragraphe sur les séries réelles) ;

e enfin, remarquez que si Y u, vérifie les hypothéses du critére spécial pour les séries al-
ternées, alors :

400
x la suite (R,) = (Z uk> des restes est elle aussi alternée car pour tout entier n,
k=n

(=D)"R,, et (71)”u; sont de méme signe ;

x lim R, =0 (par définition du reste d’une série convergente).
n—+oo

Exemple 5.3.2.6 On veut étudier la nature de Y % Il s’agit bien d’une série alternée
mais 'hypothese de décroissance de la valeur absolue n’est pas du tout évidente. On va donc

procéder autrement, par développement asymptotique.

(=)™ (=)™ 1 (=)™ (=1)"cos(n) <cos(n))
+o0

S S x — _
n++/ncos(n) notoo  n 1+ % notoo  n ny/n ny/n
n
. _n _nn )
Par suite, en posant (u,) = (n+\(/ﬁc)os<n) _ n) ), on a montré que (Ju,|) = O(ﬁ) Or,
ST L est une série a termes positifs convergente. Par comparaison pour les séries & termes

ny/n
positifs, > |u,| converge et a fortiori Y u, converge. De plus, d’aprés le critére spécial pour
—1)"

- ) ) —n" N
les séries alterndes, ) = converge. Par conséquent, Y (u, + %) converge, c’est-a-dire

(—1)"
> TV cos(n) converge.
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5.3.3 Séries et sommes réelles de référence

Parmi les séries réelles de référence, les séries trigonométriques suivantes sont importantes. Le
critere suivant est admis mais une démonstration est proposée en annexe.

Théoreme 5.3.3.1 Soit o € R et soit v € R.
(i) Six #0 [27] (ou de fagon équivalente x ¢ 27Z) alors :

ZM converge <= a >0 et Z M

converge <= a > 1
na

rn/Dt

(i) Sixz #0 [n] (ou de fagon équivalente x ¢ ©wZ), alors :

ZM converge <= o >0 et Z M converge <= o > 1
nOt

nOé

Remarque : en fait, lorsque o« > 1, ces séries sont absolument convergentes et donc conver-
gentes. De méme, si a < 0, alors (sous les hypothéses données) les séries divergent grossieé-
rement. En réalité, la partie « théoréme » porte sur le cas a € 10,1] et affirme que les séries
convergent dans ce cas.

Théoréme 5.3.3.2 (Sommes de référence) On a les propriétés suivantes :
n

n +o00
. , x T .
(i) pour tout réel x, E — converge et E — =€
n! n!
n=0

2n 2n

—+oo
x x
(ii) pour tout réel x, E ooy converge et E oy = ch(z);
(2n)! oard (2n)!

l.2n+l +oo .’E2n+l
(i) pour tout réel x, Z @nr) converge et HZ:O @nri =sh(z);
2n too 2n
(i) pour tout réel x, Z(fl)”% converge et Z(fl)" én)' = cos(z) ;
’ n=0 ’
—+o0
(v) pour tout réel x, Z(—l)"ﬂ converge et Z(—l)”ﬂ = sin(z) ;
(2n +1)! = (2n+1)!

n +oo n

x x
j tout réel x €1-1,1], Y (-1)" 1= £ ()" =In(1 4 2);
(vi) pour tout réel x € |—1,1], » (—1) — converge e (-1) - n(l+z);

n=1
2+l too p2n+1
(vii) pour tout x € [—1,1], Z(—l)" o p1 Converge et ;}(—1)" 1 arctan(z).
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Remarques :

e ces formules sont assez faciles a retenir car il s’agit simplement des formules de déve-
loppement limité mais sans « reste » : c’est ce qu’on appelle des développements en série
entiére (voir cours de mathématiques spéciales 2) ;

e pour retrouver (et non démontrer) les valeurs du réel x pour lesquelles la formule donnée
est valable, c’est en fait trés simple : il suffit de regarder pour quelles valeurs la série
converge et pour quelles valeurs la fonction est bien définie ;

e les 5 premiéres formules proviennent tout simplement de [’exponentielle (en admettant
qu’on peut aussi choisir x € C et donc ix) et les 3 dernieres de la série géométrique (par
intégration,).

Preuve :

e Montrons (i).
Soit « € R. La fonction exponentielle étant de classe C* sur R, on a d’apres
I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout entier n € N :

n

(k)
z exp (0) k (n+1)
o™ — g < S t
‘ ! (n+1)! . tE[O?;]IB[x,O] |exp @)

!

soit encore,

n_ ok +1
-y P A B
Pt k! (n+1)!

Or, par croissances comparées, lim —

X - zk
e ,E il
k!

k=0

= 0 donc d’apres le théoreme
des gendarmes,

lim =0
n——+00

k nok
s x ) z
c’est-a-dire — converge et lim — =e".
k! n—too £ k!

e Les propriétés (i7) et (4i7) sont alors des conséquences immédiates puisque
pour tout réel x, 2ch (x) = e® + e~ et 2sh (x) = €” — e~ 7.

e Montrons (iv).

Pour le moment, on ne peut pas utiliser le développement avec iz car la
formule () a été prouvée pour x réel. On va donc & nouveau appliquer
I'inégalité de Taylor-Lagrange. Soit = € R. Alors, pour tout n € N :

2
cos(z) —

COS(k)(O) k| < ‘x‘Qn_‘—l % sup |COS(2n+1)(t)‘

z¥| <
= K 2n+ 1! 40,2100

Or, pour k € N, cos®*)(0) = cos(0 + 2kZ) = cos(km) = (—1)* et de facon
similaire, cos®+1)(0) = cos(0 + (2k +1)Z) = cos(% + kr) = 0. Par suite,
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n k 2k |x|2n+1

cos(z Z (2n+ 0

k=0

|2n+1

Or, = (0 donc toujours d’apres le théoreme des gendarmes,

li D
'n%HJIrloo (277, + 1)

-1 k$2k 1 k,..2k
Z % converge et Z L = cos(z).
k) 2" ah)

e La preuve de (v) est similaire et laissée en exercice.

e Montrons (vi).
Soit = € |—1,1]. Alors, pour tout entier n € N* :

B T gt B Zl_(_t)n z(—t)”
ln(1+x)7/0 1+t7/0 17(7t)dt+/0 1+tdt

soit encore :
x Tl
n(l+z) /
0

k:()

1

c’est-a-dire

n—l k s © yn
In(1 —1yn 1t
n(l+2) E:O k+1 +(=D /0 11t

/max(o,z) ‘t‘n t<Mz|m|n+l - M,

T yn
(0] -n" dt| < < <
" ( ) A 1+t nin(0,z) 1+t n+1 n+1

ouonaposé M, =1siz>0et M, = p%z si —1 <z < 0. Il s’ensuit que :
- L
ngr-rkloo ln 1+ .I‘ Z k +1 =0
k kAL +oo (_1)kxk+1
c’est-a-dire Z k T converge et Z TRl In(1+ z).

k=0

e La preuve de (vii) est identique & celle de (vi) en écrivant que pour
e[-1,1]etneN:

x t2n+2

_ 2k -1 n+1/
arctan(z) /0 e Z/ ek dt 4 (—1) e dt

Les détails de rédaction sont laissés en exercice.
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5.3.4 Bilan des méthodes d’étude des séries réelles

Méthode d’étude d’une série réelle I

0. On vérifie (si c’est facile) que (uy)nen tend vers 0.

1. On regarde il s’agit d’une série réelle de référence : si oui, on connait directement la
nature (et parfois méme la somme).

2. Sinon, on commence par étudier si la série ) u,, est absolument convergente. > |u,|
est une série a termes positifs et on dispose donc des outils pour de telles séries :

(a) regle de comparaison avec un équivalent ;
(b) reégle de comparaison avec o ou O (qui suppose qu’on sait ce qu’on veut prouver) ;
¢) comparaison avec une série de Riemann (méthode identique a la méthode vue en
de R thode ident 1 thod
intégration) ;
(d) regle de d’Alembert (si elle s’applique bien entendu).
3. Si la série n’est pas absolument convergente (ou si on n’a pas réussi « simplement » &
prouver qu’elle 1'était) :
(a) on regarde si on peut appliquer le critere pour les séries alternées ;

(b) on fait un développement asymptotique jusqu’a obtenir :

e un terme qui est de signe constant ;

e un terme qui est de série absolument convergente.

4. Si vous arrivez a cette étape, il n’y a que deux possibilités :

(a) vous vous étes trompés et 'une des méthodes précédente doit permettre de
conclure ;

(b) votre professeur est méchant (ou bien a une haute opinion de vous) et vous a
donné une série pour laquelle les méthodes « usuelles » ne marchent pas. Il faut
donc « improviser » en utilisant des méthodes ou techniques inspirées des démons-
trations du cours. Bien entendu, ce type d’exercice est beaucoup plus difficile.

(—1)EG™ cos(In(n))
nsin(n) + arctan(n cos(n)) +n2? + 2

Exemple 5.3.4.1 On considere la série D u,, ol u, =
e Malgré I'aspect compliqué, (|u,|) = O(53). Or, 3 -5 est une série & termes positifs

convergente. Par comparaison pour les séries & termes positifs, Y |u,| converge et par
conséquent, > u, converge.
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sin(n)

Exemple 5.3.4.2 On considere la série ) Trteos(n) -

. sin(n) o . 5 I .
e [l est clair que nhrfoo Tnteos(n) = 0 donc la série n’est pas grossierement divergente.

am(n)

|Sl\r;(ﬁ" | et 1 <1 donc d’apres le théoreme 5.3.3.1, 3 ‘5“‘% diverge. Par

n—>+<>o

sin(n)

comparaison pour les séries & termes positifs, Y ‘m diverge et on ne peut donc

pas conclure directement quant & la nature de ) %

e L’équivalent du terme général n’est pas de signe constant (et pas absolument convergent).
On fait donc un développement asymptotique :

o v ()

e (- 0(2)
= Siil/(%l) _sin(n) nCOS( " .o (S;n\(/%))
n)

e - o ( )

P sin(n) Sin(n) Sln(2n) _ 1 1 p
Ainsi, Viteos) T | = (0] —= - Or, Y 7/m converge donc par com-

i sin(n sin(2n
paraison pour les séries & termes positifs, > ‘ \/ﬁsfc(:s)(n) _ \}) 2( )
n n

converge et a

sin(n) sin(n)  sin(2n)

fortiori, Z( Vireos® + o )Converge.

Or, d’apres le cours (théoreme 5.3.3.1), 37 =75 sin(n) of 0 % convergent. Par conséquent,

__sin(n) s
> Jrtoos(n) COTVETge en tant que somme de trois séries convergentes.

Remarques :
e dans la pratique, on ne rédige pas les deux premiers points puisqu’ils ne permettent pas
de conclure ! On rédige directement a partir du développement asymptotique ;

e notez bien qu’on a fait le développement limité a trois termes car le second terme n’est
pas de signe constant et n’est pas absolument convergent.

(—1)

Exemple 5.3.4.3 On considere la série ) NCETE T e

e On vérifie (le faire) que le terme général tend vers 0 et que la série n’est pas absolument
convergente.

o Cette série est bien alternée mais le terme en (—1)" In(n) au dénominateur laisse deviner
qu’étudier les variations sera difficile. On fait donc un développement asymptotique :

e e (e OR)
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_1\n _1\n In . —In(n -

Par suite, (\/m_((_ll))n O (\/lﬁ) )n—:\-lJ—oo — ;n). Or, la série Z% est une série

a termes négatifs divergente (d’apres le critére de Bertrand). Par comparaison pour les
PPN L 1y =Y g (-1)"

séries & termes négatifs, (\/E+(71)n1n(n) NG ) diverge. Or, > Jn converge donc

> m diverge (c’est la somme d’une série convergente et d’une série divergente).

N - (=nFvm
Exemple 5.3.4.4 On considere la série ) u, = > ~———.

Cette série n’est pas absolument convergente (mais le terme général tend vers 0), n’est pas
alternée (il y a des changements de signe mais ((—1)"u,) n’est pas de signe constant & partir
d’un certain rang) et on ne peut pas faire de développement asymptotique.
On est donc ici face a un exercice un peu plus difficile. On a vu que la série n’est pas alternée
mais qu’il y a des changements de signe tous les « n2 ». On va donc procéder en s’inspirant des
séries alternées en groupant les termes par paquets de signe constant.

n E \/E
Pour n € N*, on note S,, = kzl %

e Pour n € N* donné, on a :

(n+1)%-1 VE) (n+1)%-1
(_1)E( n 1
E AA———— | E _

k=n?

Or, le nombre de termes dans cette somme est (n 4 1)2 —n? = 2n + 1 donc en minorant
(respectivement majorant) par le plus petit terme (respectivement plus grand terme), on

obtient :

2_
m+1 (A

(n+1)2—1

1<2n+1

S

(]
=

/
:[\J

Or, d’une part :
2n+1 2 1+ 5 2 1 2 1
Y = — X ——— o — = — 1+40(—-))|=—-+0—=
(n+1)2-1 nxl—#)2 U n n n?

2 1 2 1 2 1
et d’autre part, ntl_ =2 +r— =210 7)
n

n? n n? n2
(n+1)2-1 EWE
—1)BWk) 2(—-1)" 1
Par conséquent, kzz ( )k: T ( - ) +0 (n2 )
=n

- —n" s - - .
e La série ) ( n) est convergente (critére spécial pour les séries alternées) et > -1 est

une série a termes positifs convergente. Par comparaison pour les séries & termes positifs,
(n+1)*~1 E(WVk) n
(=1 2(-1)
> E 3 — est absolument convergente et donc convergente.
n

k=n?2
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("H‘l)z*l (71)E(\/E)

On conclut donc que la série Z Z 3 converge.
k=n?
(n+1)%-1 (_1)E(\/E)
e Puisque la série Z Z — converge, la suite de ses sommes partielles

k=n?

converge, c’est-a-dire avec les notations de cet exercice, (Sp2_1)n>1 converge.
e Soit n € N*. On a :

O

|0 = Spmp-al = | D
h=E(V)?

Or, E(y/n)? < n < (E(y/n) +1)%. 1l s’ensuit que pour k € [F(v/n)?,n], E(Vk) = E(/n)
et que le nombre de termes dans cette somme est n+ 1 — E(y/n)? et est donc inférieur ou
égal & (E(y/n) +1)%2 — E(v/n)? = 2E(y/n) + 1. On en déduit alors successivement que :

n (_1)E<\/E) n (-1)Bvm B n 1
> Gl y BRIy s g
k=E(y/n)? k=E(y/n)? k=E(y/n)?
c’est-a-dire
"1 _2E(/n)+1 _3E(/n) 3
Sy — Sp(/mz_1| = - < < <
} E(v/n) 1‘ k:E;/ﬁ)z k E(\/n)? E(yn)? = E(Vn)

Ce qui montre que nll)l}rloc }Sn — SE(\/E)Q_I‘ = 0.

e Ainsi, pour tout entier n > 1, S, = Sp( mz_1 + (Sn — Sp(ym2—1)- Or, on a montré que

la suite (Sn — SE(\/;)z,l) converge vers ( et on a aussi prouvé que la suite (SE(\/,;)z,l)

)BT
n

. N —1
converge. Par conséquent, (S,,) converge, c’est-a-dire » D" converge.

Remarques :

e ['idée de grouper les termes par paquets ou le signe est fize est assez logique et naturelle. La
difficulté ici est que c’est compliqué car la taille des paquets n’est pas fize, contrairement
au cas des séries alternées ;

e on aurait aussi pu essayer d’appliquer le critére spécial pour les séries alternées a la série

(n+1)2-1 (_DE(\/E) (n+1)%-1 1
Z Z = Z(fl)” Z e La difficulté majeure est d’étudier les
k=n? k=n?

variations de la valeur absolue (on peut en fait montrer que c’est bien une suite décrois-
sante en valeur absolue).
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5.4 Séries complexes

5.4.1 Séries absolument convergentes et semi-convergentes

Proposition 5.4.1.1 Soit > z,, une série complexe. Alors,

E |2| converge —> E 2, converge

Autrement dit, toute série complexe absolument convergente est convergente, la réciproque
étant fausse.

Preuve :
On suppose que Y |z,| converge.

e Puisque pour tout n € N, [Re(z,,)| < |zn] et [Sm(z,)] < |zn] et D |2]
converge, les séries _ |Re(z,)| et > [Sm(z,)| convergent (par comparaison
pour les séries & termes positifs).

o Les séries réelles Y Re(z,) et > Im(z,) étant absolument convergentes,
elles sont également convergentes.

e Ainsi, > Re(zy) et Y Sm(z,) convergent, c’est-a-dire » | z, converge.

X

Remarque : comme pour les séries réelles, une série complexe Y z, qui converge mais qui ne
converge pas absolument est dite semi-convergente.

. s, L, in
Exemple 5.4.1.2 Soit ) u, la série de terme général u, = %5 avec § € R. Alors, pour tout
entier n > 1, |u,| = n% qui est le terme général d'une série convergente d’apres le critere de
Riemann. Par suite, Y |u,| converge et donc ) u,, converge.

Remarque : dans la pratique, on commence toujours par étudier la convergence absolue de la
série. Pour cela, on peut appliquer toutes les méthodes vues pour les séries a termes positifs. En
particulier, la méthode d’étude est parfaitement similaire a la différence prés qu’on peut découper
l’étude de la série en deux : l’étude de la partie réelle et I’étude de la partie imaginaire.

A Attention : si (u)~(v,), on peut dire que les séries > |uy| et > |v,| sont de méme

nature mais on ne peut absolument pas conclure quant a la nature des séries > u, et > vy,.
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5.4.2 Séries complexes de référence

Proposition 5.4.2.1 Soit g € C. Alors, la série Y ¢" converge si et seulement si |q| < 1.

Proposition 5.4.2.2 Soit z € C. Alors, la série Y % est une série absolument convergente
et sa somme vaut exp(z).

Preuve :

e La convergence absolue est évidente a partir de la convergence pour la
série exponentielle réelle.

e Montrons que la somme est bien exp(z) = e®¢(2) x ¢i9m(=),

On pose pour t € R, f(t) = exp(tz). Alors f est de classe C* sur R et on
peut donc appliquer 'inégalité de Taylor-Lagrange a tout ordre. Pour tout
entier n € N :

—~ fP0) x| _ Lo (n+1)
) - 1 < x sup [f"TH (1)
‘ ,;0 k! (n+1D! o
Or, pour tout k € N et tout t € R, f)(t) = 2F exp(tz) et |et?| = etTe(2),
Par suite,
n Zk ‘z|n+1 |Z‘n+1
B e I G T G
exp(2) ;) K|S nr1)© (n+1)°
Or, lim i l2l = 0 donc  lim iZk exp(z)
i = nc i — =ex .
? oo (7”L+ )'6 n—+o00 =0 k! Pz

X

Remarque : on reverra dans la fin de ce chapitre avec l’étude des familles sommables que cette

fonction vérifie bien :
to0 _n oo _m +oo nn
z z (z+2')
<2m> . (Zn'> =

n=0 n=0 n=0

Ceci permettra de retrouver que la somme vaut exponentielle en le déduisant des sommes pour
l’exponentielle réelle, cosinus et sinus.

Remarque : vous pouvez aussi revoir plus de détails dans le cours de mathématiques spéciales 1
ot ceci est prouvé a partir des produits de Cauchy.
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5.5 Familles sommables et théoremes de Fubini

5.5.1 Notion de dénombrabilité

Définition 5.5.1.1 Un ensemble non vide I est dit dénombrable s’il existe une bijection
d’une partie non vide D de N dans I.

Remarques :

o [a définition ci-dessus est parfois appelée définition d’un ensemble « au plus dénombrable ».
Dans ce cas, un ensemble est « dénombrable » s’il est dénombrable et infini;

e de facon équivalente, I (non vide) est dénombrable si et seulement si il existe une partie
non vide D C N et une bijection de I dans D ;

e [a notion d’ensemble dénombrable est en fait simple a comprendre : un ensemble est dé-
nombrable si on peut « numéroter » ses éléments. Toute bijection ¢ de D C N dans I est
une « numérotation » des éléments de I. C’est tout a fail analogue au cas des ensembles

finis.

Exemple 5.5.1.2 On commence par des exemples simples :

e tout ensemble fini non vide est dénombrable car un ensemble fini non vide est en bijection
avec un certain [1,n] C N;

e N, N* et plus généralement toute partie non vide de N sont dénombrables;

e toute partie non vide d'un ensemble dénombrable est elle aussi dénombrable ;

e 7 est un ensemble dénombrable. En effet, on peut montrer (exercice : le faire) que l'ap-
plication ¢ : N — Z définie par :

VneN, p(2n)=n et YneN, p2n+1)=—-(n+1)

est une bijection ;

e on prouvera plus loin que Q est dénombrable mais que R ne ’est pas.

Le but ici est de pouvoir étendre la notion de somme (infinie) & une famille dont les indices
ne sont plus forcément des entiers naturels, mais par exemple des indices n € Z (en particulier
pour les séries de Fourier, les coefficients de Fourier complexes forment une famille indexée par
7,), ou bien des couples (p,q) € N2 ou (p, q) € Z? ou ... Pour cela, on a besoin de quelques outils
technique qu’on va admettre en partie.

Théoréme 5.5.1.3 Soit D une partie non vide et infinie de N. Alors, il existe une unique
bijection croissante de N dans D.
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Preuve :

Exercice ! En fait, il suffit de vous inspirer de la démonstration de la propriété
équivalente pour les ensembles finis : si E est un ensemble fini non vide de
cardinal n > 1, alors il existe une unique bijection croissante de [1,n] dans
E.
On donne ici les idées principales : les détails sont laissés au lecteur.
e Existence
On construit 'application ¢ par récurrence forte en posant :

©(0) =minD et Vn e N, ¢(n+ 1) = min{D \ ¢([0,n])}

et on démontre que ¢ est bien définie, strictement croissante de N
dans D et surjective.
e Unicité

S’il existe ¢ et 1) deux telles applications, alors f = ¥ ~! o ¢ est une
application strictement croissante de N dans N et bijective. On conclut
successivement que :

* YneN,n< f(n);

* YneN, f71(n) <n;

* VneN, f(n)=n;

x f = Idy.

Corollaire 5.5.1.4 Soit I un ensemble infini. Alors I est dénombrable si et seulement si il
existe une bijection de N dans I.

L’inconvénient de la définition d’un ensemble dénombrable est qu’elle nécessite de construire
une bijection et ceci n’est pas toujours facile. En revanche, on dispose d’une caractérisation
importante et assez pratique pour montrer qu'un ensemble est dénombrable : c¢’est 'objet du
théoreme suivant.

Théoréme 5.5.1.5 (Caractérisation de la dénombrabilité) Soit I un ensemble non
vide. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) I est dénombrable ;

(i) il existe une suite (Jp)nen de parties finies de I, croissante (pour Uinclusion), telle

que I = U I
neN
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Preuve :

e Montrons (i) = (it).
On suppose que I est dénombrable. Soient D C N (non vide) et f : D — I

une bijection. Puisque D = U DnN[0,n] et f est bijective,
neN

I=f(D)=J f(Dn[o.nl)
neN

En posant pour n € N, D,, = DN [0,n] et J, = f(D,), il est clair que :

* pour tout n € N, D,, est un ensemble fini donc J,, = f(D,,) est une

partie finie de I ;
* pour tout n € N, J,, C Jp41;
s I= ] Jn.
neN

Ce qui prouve (77).
e Réciproquement, on suppose (i7). Soit (Jp,)nen une suite croissante de

parties finies de [ telle que I = U Jn. On distingue alors deux cas :
neN

* Premier cas : (J,,)nen est stationnaire

Alors, il existe ng € N tel que : Vn > ng , J,, = J,,. Alors,

1= U Jn = Jno
neN

donc I est fini (et non vide par hypothése) donc I est dénombrable.

* Deuxieme cas : la suite (J,)nen nest pas stationnaire

Par définition, on a donc : Vng € N, In > ng , J,, € J,,. On construit
alors par récurrence une sous-suite (H,) = (Jy(n)) strictement crois-
sante pour inclusion de parties finies non vides de 1.

L’idée est alors simple : I est la réunion disjointe des Hy+1 \ Hy, et
de Hy. On « numérote donc les éléments de I en commencant par les
éléments dans Hy, puis ceux dans Hy \ Hy, puis ... ». La seule difficulté
est la rédaction propre.

On pose pour n € N, ¢, = |H,,| > 1.
> Hy est fini non vide de cardinal ¢y donc il existe une bijection
©o : [1,¢c0] — Ho;

> Ensuite, pour n € N*, H, 11\ H,, est un ensemble fini de cardinal
Cnt1 — Cn, tout comme lensemble [¢, + 1,¢,41]. 11 existe donc
une bijection ¢, : [en + 1, cnp1] — Hpt1 \ Hp -
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La suite (¢, )nen est une suite strictement croissante d’entiers donc
elle tend vers +o0o. Par conséquent, pour tout entier k& > co + 1, il
existe un unique entier n(k) tel que :

Cn(k) <k < Cpry+1
Ceci permet de définir une application de N* dans I en posant :

wo(k) sil<k<c
k) = .
90( ) { Pn(k) (k) S1 Cn(k) <k< Cn(k)+1

Ainsi définie, il est clair que ¢ est surjective puisque si z € I, soit
x € Hy ou bien il existe un unique entier n € N tel que © € Hy,11 \ H,
et g et chaque ¢, est surjective. De plus, ¢ est aussi injective puisque
les ¢, (n € N) le sont et que les images de chaque ¢, sont deux &
deux disjointes. Ce qui prouve qu’il existe une bijection de N* C N
dans I, c’est-a-dire I est dénombrable.

X

Définition 5.5.1.6 Soit / un ensemble quelconque. On appelle suite exhaustive de I toute
suite (J,)nen telle que :

(i) Vn e N, J, € Ps(I) (pour tout n € N, J,, est une partie finie de I);
(i) YVn e N, J, C Jpy1  ((Jn)nen est croissante);

(iii) 1= Jn.

neN

Remarque : le théoreme précédent affirme donc qu’un ensemble I est dénombrable si et seule-
ment si il admet au moins une suite exhaustive.

Corollaire 5.5.1.7 Le produit cartésien de deur ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve :

Si I et J sont dénombrables, il existe des suites croissantes (I,)nen et
(Jn)nen de parties finies de T et J respectivement telles que I = [J, ¢y In et
J = U, en Jn- En posant pour n € N, K, = I, X J,,, il est clair que (K}, )nen
est une suite exhaustive de I x J. 5

Corollaire 5.5.1.8 La réunion de deuxr ensembles dénombrables est dénombrable.

334



Chapitre 5 Séries numériques

Plus généralement, une réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable. La démons-
tration est laissée en exercice. On peut encore généraliser :

Corollaire 5.5.1.9 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve :

Remarque :

Soient I un ensemble non vide dénombrable et pour 7 € I, A; un ensemble
dénombrable. On veut montrer que A = U A; est dénombrable.

i€l

e Si I est une partie finie (non vide), alors ¢’est le corollaire précédent
(dont la preuve a été laissée en exercice).

e Si [ est infini, alors il existe une bijection ¢ : N — I et on veut donc
montrer que A = U Ay(n) est dénombrable.

neN

Pour n € N, puisque A () est dénombrable, il existe une suite ex-
haustive (Ji(n))ren de Agny. On pose alors :

k
vkeN, Jp = J(p)
p=0
k
Pour tout £ € N, J C U Aupy CA.
p=0

Pour tout & € N, Ji est une réunion finie d’ensembles finis donc
Ji. est un ensemble fini.

Soit k£ € N.

k+1

k
= U Ji(p U Je1(p U Je1(p) = Jra1
p=0

Ce qui montre que (Jy)ren est une suite croissante.

Enfin, si € A, alors il existe n € N tel que z € Ay, Par
ailleurs, puisque (Ji(n))ren est une suite exhaustive de Ay, il
existe ko € N tel que z € Ji,(n). En posant k& = max(ko,n), on
a alors :

T e Jko( C Jk U Jk

Ce qui prouve que U Jp = A.
keN %

meéme la réunion de deur ensembles dénombrables.

dans la pratique, on utilise plutdt les réunions finis d’ensembles dénombrables, et
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Corollaire 5.5.1.10 Q est dénombrable.

Preuve :

En effet, en posant pour n € N,
Jn:{geQ/(p,q)erN*et lpl +¢<n+1}

il est clair que la suite (J,,)nen est une suite croissante de parties finies de
Q dont la réunion est Q. 2

Théoréme 5.5.1.11 R n’est pas dénombrable.

Preuve :

On admet ce résultat. Pour ceux qui sont intéressés, une méthode « simple »
pour prouver ce résultat est de raisonner par ’absurde en utilisant ’existence
et 'unicité du développement décimal de tout nombre réel (voir cours de
mathématiques spéciales 1).

On raisonne donc par ’absurde et on suppose que R est dénombrable. Alors
10, 1[ est aussi dénombrable et on peut donc écrire |0,1[ = {z,, , n € N} (on
a vu qu'un ensemble infini et dénombrable est en bijection avec N : si « x »
est une bijection de N dans ]0, 1], alors Im(z) = {z(n) , n € N} =]0,1]).
Soit n € N fixé, on écrit le développement décimal de x,, :

+o00
2y =107") "dy(n)107*
k=0

o (di(n))ken est une suite d’éléments de [0,9] qui n’est pas stationnaire
égale & 9 (autrement dit, cette suite n’est jamais constante égale & 9 & partir
d’un certain rang). On choisit un entier ¢,, € [0,9]\{0, d,,(n),9}. Ceci définit
alors une suite (¢, )nen d’éléments de [1,8] C [0, 9], non stationnaire en 9
(puisqu’aucun terme ne vaut 9) et telle que ¢g # 0. On pose alors :

+oo
z=10"" chlm’c
k=0

Puisque par définition, pour tout entier n, (cx)ren # (dr(n))ren et puisque
Pécriture décimale d’un réel est unique, x # x,, pour tout n € N. Ce qui est
absurde puisque z € |0,1[ = {z,, , n € N}.

X
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5.5.2 Familles sommables de nombres réels positifs

Dans tous les paragraphes suivants, I est un ensemble dénombrable. On note P¢(I) 'ensemble
des parties finies de 1.

Définition 5.5.2.1 Soit (u;);c; une famille de nombres réels positifs. On dit que la famille
(u;)ier est sommable si 'ensemble { Z uj , J € Pf(I)} est majoré. Dans ce cas, on appelle
JjeJ
somme de la famille (u;);er, et on note Z u;, le nombre :
icl

Z U; = sup Z Uj

il JEPr) \jes

Remarques :

e tout d’abord, si I est un ensemble fini (et non vide), alors la famille (u;)ier est toujours
sommable et sa somme est la somme finie de tous les u; pour i € I ;

e [orsque I est infini, cette définition est parfaitement en accord avec le critére pour les
séries a termes positifs (a la fois pour la « convergence » et la « somme ») ;

e notez bien que la différence est que contrairement aux séries, ici, on fait des sommes finies
arbitraires (pas d’ordre dans les termes choisis). On verra que pour les séries positives,
cela ne change rien mais pour les familles quelconques, cela aura son importance.

Théoréme 5.5.2.2 Soit (u;);c; une famille de nombres réels positifs. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

(i) la famille (u;);er est sommable ;
(i) pour toute suite croissante (J,)nen de parties finies de I dont la réunion est I,
Z u; est majorée (ou converge) ;

i€y neN
(1) il existe une suite croissante (Jy)nen de parties finies de I, dont la réunion est I et

telle que la suite <Z uz) soit magjorée (ou converge).
i€Jn neN

Lorsque l'une des conditions précédentes est réalisée, on a pour toute suite exhaustive

(Jn)nEN de I :
Eui = sup Z u; = "ETOO Z u;

iel neN; T i€

337



Mathématiques supérieures 2 5.5. Familles sommables et théoremes de Fubini

Preuve :
e Montrons (i) = (it).

On suppose que (u;)ier est sommable. Par définition, M = sup Zuz
JePy(I) icJ
est bien défini et :
VIE€PHI), Y wi < M=) u
icJ il

Soit (K, )nen une suite croissante de parties finies de I, dont la réunion est
I. On a alors :

YneN, S, = Z w; <M

i€k,

La suite (Sy,)nen est une suite réelle croissante (puisque (K, )nen est crois-
sante et (u;);es est une famille de nombres positifs) et par hypothese, elle
est aussi majorée et par conséquent, elle converge : ce qui prouve (ii). Par
ailleurs, puisque (5,) converge, on a en passant a la limite dans 'inégalité

précédente :
lim E u; = sup E u; < g Us;
n—+oo neEN
i€k, i€k, icl

e Montrons (i) == (1ii).
Cette propriété est toujours vraie car il existe au moins une suite exhaustive

de I (on a supposé I dénombrable). Attention, il ne faut pas oublier de
préciser cela car la propriété :

Vxe X, Plz)) = (Ixr € X, P(x))

est une implication fausse si X = () et vraie sinon.

e Montrons (iii) = (7).

On suppose qu'’il existe (J;,)nen une suite exhaustive de I telle que la suite

(Sn)nen = (E Ui )nen SOit majorée. Alors, cette suite est croissante et
=

majorée donc elle converge et on a :

VneN,Zui:SnésupS’k: lim Zuz
h keN k—+o0
i€y i€ J

Soit J une partie finie de I. Puisque U Jn = I et puisque (J,)nen est

neN
croissante, il existe ng € N tel que J C .J,,,. Par suite,

ng Z Uignggloo Zuz

icJ i€Jn, i€

Ce qui prouve que { E u; , J € Pf(])} est majoré par lirf E u;
n—+0oo
ieJ =

338



Chapitre 5 Séries numériques

Ceci prouve que la famille (u;);er est sommable et :
S m Y
icl i€dn
(puisque par définition, la borne supérieure est le plus petit des majorants).

e On a donc montré que les trois propriétés sont équivalentes. Par ailleurs,
si 'une est vérifiée, alors les trois sont vérifiées. Par suite, si on fixe (J,)nen
une suite exhaustive de I, alors :

* d’apres (i) = (1) :
i Y u< Y
i€Jn i€l
« d’apres (i1i) = () appliquée a cette suite (Jy,)nen, on a :

e i, Y

el i€Jp

i€y
pas du choix de la suite (J,)nen et est égale a la somme de la famille
sommable (u;)ier.

Ce qui prouve que la limite de la suite (S, (u)) = (Z ui> ne dépend
neN

X

Remarques : en général,

e pour montrer qu’une famille de réels positifs est sommable, c¢’est souwvent la propriété (iii)
qu’on utilise ;

e en revanche, lorsqu’on sait que la famille est sommable c¢’est surtout (i) qu’on utilise.

Corollaire 5.5.2.3 Une suite (u,)nen de Téels positifs est sommable si et seulement si la

+oo
série > u, converge. De plus dans ce cas, on a : E Uy = E Up, .-
neN n=0

Preuve :

; . P - _
C’est une conséquence du théoreme précédent car (Jn)nen = ([0,n]), oy
est une suite exhaustive de N et une série a termes positifs converge si et
seulement si ses sommes partielles sont majorées.

X
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Corollaire 5.5.2.4 Soit (uy)nez une famille de nombres positifs indexée par Z. Alors les
énoncés suivants sont équivalents :

(i) (un)nez est sommable;

n

(i) la suite < Z uk> est majorée (ou converge) ;
neN

k=—n
(i) les séries (3 un)nen €t (D u_p)n>1 convergent.

Lorsque l'une de ces conditions équivalentes est vérifiée, on a :

n —+o00 +o0
E u, = lim E Uk=E un+E U_p
n—+00
k=—n n=0 n=1

nez

Preuve :
e (i) équivaut & (ii) car ([—n,n])nen est une suite exhaustive de Z.
e Ensuite, (i4i) implique (i7) est évident.

e Enfin, (i¢) implique (4ii) car la famille (Un)nez est une famllle de nombres

positifs donc pour n € N, Zuk Z uy, et Eu k< Z U

k=0 k=—n k=—n

1

Exemple 5.5.2.5 Soit f € C§_(R,C), on pose pour n € Z, ¢, (f) = o
T

27
f(a:)eii"”” dzx.
0
2

]- 3 . . .
On admet ici que l'application (f,g) — (flg) = o / fg définit un « produit scalaire
T Jo
complexe » (c’est ce qu’on appelle un produit hermitien) et on note ||.|| la « norme associée »

(définie par ||| = /(f]f))-

On note pour k € Z, ey, : © — e* et pour n € N, S,,(f) = Z (ex|f)ek, alors on montre que

n

k=—n

pour tout n € N :
o [ —S,(f) est orthogonal & Vect(ey, k € [—n,n]), c'est-a-dire :

Vp € [—n,nl, (f = Su(f)lep) =0
e puisque S, (f) € Vect(eg, k € [—n,n]), on a alors :
IF1Z = [1f = Su(HI* + 1Sa(HI* et done  [[Su(HI* < If]?
Or, la famille (ey)kez est une famille orthonormale (c’est-a-dire pour tout k, p, (ex|ep) = 0k.p).

Il s’ensuit que :
n
150 (NI =1 Z cr(Dexl® = len(H)?

k=—n k=—n
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Ce qui prouve que :
n 1 270
VneN, > Jalf)F <o | If@))Pde

= oor
k=—n

D’apreés le corollaire précédent, on en déduit que la famille (|, (f)|?)nez est sommable et :

1 2
SlenhF <5 [ 1@ ds
T Jo
nez
Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Bessel. On verra dans le cours de mathématiques

spéciales 2 (séries de Fourier) qu’en fait ¢’est une égalité (théoreme de Parseval).

5.5.3 Séries doubles a termes positifs

Théoréme 5.5.3.1 (Fubini pour les familles positives) Soit u = (upq)(p,qcnz une fa-
mille de nombres réels positifs indexée par N2. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) u est sommable ;

400
1) pour tout g € N, la série ( Uy (> converge et la série U, | converge;
(i) p q Z P4) en g Z Z D,q g

p=0

+o0
1) pour tout p € N, la série ( U > converge et la série U converge.
(i1i) p p ’ Z P4 e g Z Z D,q g

q=0
Lorsque l'une de ces conditions est vérifiée, on a alors l’égalité :

(p,q)EN? q=0 \p=0 p=0

Remarques :

e on retient souvent le théoreme de Fubini pour les familles positives en disant que « si ¢a
marche dans un sens, alors ¢a marche dans les deux sens et on peut permuter » ;

e en fait, pour des familles de nombres positifs, on a toujours ’égalité :
> () -5 (L)
q=0 p=0
Mais c’est une égalité dans R U {+oc} si on ne rajoute pas la condition « famille som-

mable ». En revanche, on verra que pour des familles de nombres réels quelconques (ou
de complezxes), on ne peut pas permuter les deux sommes infinies sans conditions.
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Preuve :

342

e Montrons (i) = (it).

On suppose que u est sommable et on pose :

S = Z Upq = SUpP Z Up,q

2
(p,q)EN? JEPs (N2) (pyg)ed

* Soit go € N fixé. Alors pour tout entier N, J = [0, N] x {go} est une
partie finie de N2, par suite :

N
Z Upq < S Clest-a-dire Zup,qo <S8
(p,q)€J p=0

N
On en déduit donc que la suite (Z Up,qo ) NeN €st majorée. Par consé-
p=0
quent, la série (D up g, )pen converge (c’est une série a termes positifs
dont les sommes partielles sont majorées). Ce qui prouve pour com-
mencer que pour tout entier ¢ € N, la série (D uyq)pen converge.
Posons alors :

“+o0
Vg e N | vq:Zupyq
p=0

% Soient N, M deux entiers naturels. L’ensemble J = [0, N] x [0, M]
est une partie finie de N2. Par conséquent,

N M M N
E E Upq < S soit encore E E Up g <5
p=0 ¢q=0 q=0 p=0

Or, pour tout ¢ € [0, M], la série (3 up,q)p>0 converge. On peut donc
passer a la limite quand NV tend vers 'infini dans 'inégalité précédente,
ce qui donne :

M +o00 M
Z ( u,,,,q) < S Clest-a-dire qu <SS
0

q=0 \p= q=0

Ainsi, la série de terme général v, est une série a termes positifs
dont les sommes partielles sont majorées. Par conséquent, cette série
converge, ce qui prouve (ii). De plus, on peut alors passer & la limite
quand M tend vers +oo dans I'inégalité ci-dessus, ce qui donne :

+00 +oo /+oo
qu <8 Cest-a-dire (%) : Z <Z up7q> < Z Up,q

q=0 q=0 \p=0 (p,q)EN?
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e Montrons (i) = (ii).

On suppose (i7).

x Soit pg € N. Puisque u est une famille de nombres positifs et puisqu’on
suppose (7i), on a pour tout entier ¢ € N :

+o0
Upg,q S E Up,qg = Vq
p=0

Par suite, pour tout entier NV, on a :

N

N “+oo

E Upo,g S § ”q<§ Uq

q=0 q=0 q=0
Ce qui prouve que la série & termes positifs (3 up,.q)g=0 converge.
Ainsi, on a montré que pour tout entier p, la série (D upq)qen
converge. On pose alors :

+o00
VpeN, w, = Zup,q
q=0

* Solent N et M deux entiers naturels. On a alors :

N M M N M +o0
E E Up,qg = § § Up,g S § Vg < § Uq
p=0 q=0 q=0 p=0 q=0 q=0

Or, pour tout p € [0, N, la série (3 uy q)qen converge (c’est ce quon
vient de prouver), on peut donc passer & la limite (quand M tend vers
+00) dans l'inégalité précédente, ce qui donne :

N +o0
dowp <D v
p=0 q=0

Ceci étant vrai pour tout entier N, on en déduit que la série de terme
général w,, est une série & termes positifs convergente : ce qui prouve
(7i7). De plus, on a alors en passant a la limite dans I'inégalité précé-

dente :
400 400
E wy < E Uy
p=0 q=0
c’est-a-dire
+oo [/+oo +oo /+oo
() : Upyg | < E Up,q
p=0 \g=0 g=0 \p=0
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e Montrons enfin (#i1) = ().

On suppose (i77). Montrons que u est sommable.
Soit J une partie finie de N2. Alors, il existe N et M, deux entiers naturels,
tels que J C [0, N] x [0, M]. On a alors :

N M N /+oco N +o0
5 zzz(z) T o
p=0 p=0

(p,q)ed p=0 g=0 p=0 \q¢=0

Les inégalités précédentes sont justifiées dans la mesure ou u est une fa-
mille de nombres positifs et d’apres (4i7), les séries en question sont toutes
convergentes. On obtient donc finalement :

“+o00
E Up,g < E Wp
p=0

(p.a)eJ

Ainsi, on a montré que :

+oo
VIEPN?) Y e <D wy

(p q)eJ p=0

Ce qui prouve que u est sommable (et donc (7)) et de plus, on a alors :

“+o0
D g < wp
p=0

JGPf(N ) (p.q)e]

c’est-a-dire
(% %) : Z Up g < Z(Zupq)
(p,q)EN? p=0

Ainsi, on a montré que (i), (7i) et (iii) sont équivalentes et que lorsque I'une
de ces propriétés est vérifiée, on a par (%), (xx) et (x**) :

S e (S £ (S ¥

(p,q)EN? p=0 q=0 (p,q)EN?

c’est-a-dire que ces trois nombres sont égaux. X

Exemple 5.5.3.2 Soit > u, une série a termes positifs. On pose pour n € N* :

1 n
Uy = ———< Y ku
n(n—i—l); k

On veut montrer que Y u, et Y v, sont de méme nature et qu'en cas de convergence, les
sommes sont les mémes.
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e Concretement, on veut justifier que :

400 n 400 400

I B I R I B TS M CEF - B Wit

Ceci peut peut-étre vous paraitre difficile en premiere lecture mais il faut simplement com-
prendre qu’on fait une somme pour tous les entiers n, k vérifiant 1 < k < n. Avec la seconde
somme, il est peut étre plus difficile de voir qu’on veut appliquer le théoreme de Fubini mais
avec la troisieme, on voit bien apparaitre une somme double (infinie & chaque fois).

e En fait, il y a ici une « remarque » simple mais pourtant essentielle : « une somme finie peut
toujours étre écrite comme une somme infinie, en complétant par des zéros ». En clair, on va
définir une famille (a, ) telle que :

53 =2 (S

De cette fagon, on pourra essayer d’appliquer directement le théoreme de Fubini.

n

e Suivant la remarque précédente, on pose :

kuy k<
V(m k) EN*xN* [ app =4 nn+1) ="
0 sik>n

* (Gn,k) (n,kyen+xn+ est une famille de nombre réels positifs (puisque (un)nen est une suite
positive).

* Par construction, si £ € N* est donné, on a :

kuk
Qn, k ~ 5
n—+oo N

Or, (3 n" Jn>1 est une série & termes positifs convergente. Par comparaison pour les
séries & termes positifs, (3 an k)n>1 converge.

* D’apres le point précédent, pour tout k € N* :

—+oo

kuk —k = 1 1 B
Z“” z; n(n+1) “k7§<n_n+1)‘“k

D’apres le théoreme de Fubini pour les familles positives,

Zuk converge <= (@nk)(nk)eNs xN+ €8t sommable

(1) VYneN*, (3 ank)k>1 converge

N
= (4) Z <Zan>k) converge

k=1
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Or, pour n € N* fix¢, il est évident que (D ay 1 )k>1 converge car tous les termes de cette série

)
sont nuls a partir d’un certain rang et

" kuk 1 “
ku,. =
(n+ 1) ]; Uk v

Z“"’“ Z nn+1)

Par conséquent,
E up converge <= (Gn,k)(n,k)eNs xy+ €St sommable <= Zvn converge

Dans ce cas, toujours d’apres le théoreme de Fubini

400 +00
E U = Z Un

400 +oo
c’est-a-dire
n=1

Z E an,k = § Z Qn,k
k=1n=1 n=1k=1
on peut aussi démontrer ce résultat & laide de la transformation d’Abel (voir

Remarque : i dé
Uannexe) et du théoréme de Césaro mais ¢’est moins élégant et certainement plus long a rédiger.

Exemple 5.5.3.3 On rappelle que la fonction ¢ de Riemann est définie par

+o00 1
Vo >1,((x) = —
/,LJ/
n=1
+oo
Montrons que S = Z(((q) — 1) est bien défini et que S = 1. On pose
q=2

Y(n,q) € [[2,-1—00[[2 ) Ung = o

Par définition de ¢, on a donc (sous réserve d’existence)
400 400 +o00 +oo

+oo
EDNCOEDED S) I T 9) S
q=2 qg=2n= 2 q=2n=2

Il s’agit donc de prouver que u = (Un g)n>2,4>2 est une famille sommable de nombres positifs

.
Soit n > 2 fixé. La série a termes positifs L), =5 est une série géométrique convergente
na/4=z2

puisque |711| < 1. De plus,
X1 L1 1
Uy = — = T = —
ondon 11—+ nm-1)
Par ailleurs, v, ~ -3 donc Y v, converge. Ainsi, u est une famille sommable et
n—-+4oo
400 400 1 400 400 1
S = =1
D= ZZM 2D
q=2n=2 n=2q=2 n=2
1 i SRS
n—1 n’ N’

N
uisque pour tout entier N > 2 =
puisque p > ,;n(nfl) 2
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-1
Exercice 5.5.3.4 Montrer que la série Z % converge et calculer sa somme.
p

Exercice 5.5.3.5 A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s) sur « la famille

)
((p +q)” (p,q) EN* X N*

est-elle sommable ?

5.5.4 Familles sommables de nombres complexes

Définition 5.5.4.1 On dit qu’une famille (u;);e; de nombres complexes est sommable si la
famille de nombres réels positifs (|u;|);er est une famille sommable.

Remarque : autrement dit, une famille (u;);c; de nombres complexes est sommable si :

{Z lug , J € Pf(I)} est une partie majorée de R
icJ

En revanche, on ne peut pas définir la somme aussi facilement que pour les familles positives
car d’une part dans C, il n’y a pas d’ordre naturel et d’autre part, pour une famille de réels
quelconques, on voit bien que le « sup » ne donne en général pas du tout la somme (par exemple,
st on ne prend que des termes négatifs, ce serait la borne inférieure qui donnerait la somme).

Théoréme 5.5.4.2 (Définition) Soit (u;);c; une famille sommable de nombres complezes.
Alors :

(i) pour toute suite exhaustive (Jn)nen de I, la suite définie par (S, )nen = (O ;e ;. Ui)nen
est une suite convergente ;

(i) la limite de la suite (Sy, )nen est indépendante du choiz de la suite exhaustive (Jp)nen.

Cette limite est appelée la somme de la famille (u;);er, et on la note Z“i'
iel

Preuve :

e Montrons (i).
Soit (Jp,)nen une suite exhaustive de I. Montrons que (S, )nen converge.
Pour cela, on va montrer que ) (Sy,., — Sy,) converge. S’agissant d'une

série a termes complexes, il suffit de prouver que cette série est absolument
convergente.
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Pour simplifier les notations, on note (Sy,) (Z |u1>. On a alors pour

i€Jy,
tout entier n :

|Ssss = Su,| = Z u;
1€Jnr1\Jn
< D
1€Jn+1\JIn
<D Dl =D il
1€Jnt1 i€Jy
< Sy =S,

Ces inégalités étant valables car J, C Jpy1. Or, par hypothese la fa-
mille (Ju;|);er est sommable. D’aprés les propriétés des familles sommables
de nombres réels positifs, la suite (5' J,) converge, c'est-a-dire la série
Z(S Jnir — S 7,,) converge. Par comparaison pour les séries a termes positifs,

la série - |Sy,., — (87,41 — S,) converge.

e Montrons que la limite ne dépend pas du choix de la suite (J,,)nen. Soit
(J] )nen une autre suite exhaustive de I. On pose (K, )nen = (Jn U J),)nen,
qui est aussi une suite exhaustive de I qui vérifie J,, C K,, et J|, C K.
On a alors pour tout entier n,

S, = Sal=| D w| < D Jul =Y ul = D Judl

€K \Jn P€K\Jn i€k, i€,

Or, d’apres le théoreme 5.5.2.2, hm Z lu;| = hm Z |u;|. D’apres

€K, i€Jn
le théoreme des gendarmes, on a donc :

lim |Sk, — S, |=0 etdonc lim S; = lim Sk,

n——+00 n——+00 n—-+o00

puisqu’on a déja montré juste avant que les suites (S, )nen et (Sk, )nen
convergent. Les roles de (J,,)nen et (J))nen étant symétriques, on a égale-

ment lim Sy = lim Sk, et par conséquent, on a donc montré que
n——+00 —+o0
lim S; = lim S T
n—-+o0o " n—-+oo X

Remarques :
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e en fait, il faut comprendre ce théoreme de la facon suivante : lorsque la famille est som-
mable, on peut grouper les termes de n’importe quelle facon et dans n’importe quel ordre,
et la série obtenue est convergente et la valeur de la somme est indépendante de la mé-
thode de « groupement ». Le choix de chaque « paquet de termes » correspond & Jp41\ Jn
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et on voit bien que dans le choix de J, il n'est pas nécessaire de choisir les termes de la
famille dans un ordre précis donné ;

la notion de sommabilité correspond donc a dire que « les calculs » avec cette famille « se
passent bien » : quelle que soit la facon dont on fait la somme, « ¢ca marche » et on « trouve
la méme valeur » ;

_qyn-t
g 7)L )”21 et

ceci n’est pas vrai de toute famille! Par exemple, si on choisit la famille (
on pose pour n € N :

Jn=[1,n] et K, =|J{2k+ 1,4k + 2,4k + 4}
k=0

On vérifie que (Jp)nen et (Kn)nen sont deux suites exhaustives de N* et avec les notations
de la preuve précédente :

* o - (_1)k_1
VneNt, S, =) ———

k=1

donc ngrfm Sy, =In(2)

(pour la valeur de la somme, voir le théoréme 5.8.3.2 (sommes de référence), propriété

e "1
(vi)). Par ailleurs, en notant u,, = (7171 Dt H, = Z 77 on a pourn >2:
k=1
n—1 n—1 2n—1 n—1 1 2n—1 1
SKn_y = Z(U2k+1 +Ugpg2tUsk o) = Z Ugg+1+ Z Ugkyo = Z Ml Z %12
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
soit encore :
n—1 n—1 2n—1
1 1 1 1 1 1 1 1
SKn_1:Z(7+7)_7 T, 1 5 7:H27L_7Hn_7H2n
= 2k+1  2k+2 2k:0k+1 2k:0k+1 2 2
Finalement,
1 1 In(2
Sk s = 3 (Haw — Hy) =  (1n(20) + 5+ (1) ~ In(n) — 7+ o(1)) = "2 + o(1)
. 1 1 . )
On conclut donc que lim Sk, = —In(2) = = lim S, ! Autrement dit, pour cette
n—+too " 2 2n—too "

famille, quand on a changé Uordre dans lequel on choisit les termes, on conserve la conver-
gence mais on modifie la somme !

l’exzemple ci-dessus montre que le cadre « agréable » est donc bien celui des familles som-
mables pour lesquels « tout va bien » et il n’y a pas de « mauvaises surprises » ;

les plus curieux pourront consulter a ce sujet le théoréme de réarrangement de Riemann
qui affirme que siy_ u, est une série réelle convergente mais pas absolument convergente,
alors on peut toujours modifier ['ordre des termes pour obtenir une série qui diverge vers
400, mais aussi modifier l’ordre des termes pour obtenir une série qui diverge vers —oo
et encore pour tout ¢ € R, modifier l’ordre des termes pour obtenir une série qui converge
vers £.
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Corollaire 5.5.4.3 Une suite compleze (up)nen est sommable si et seulement si Y u,, est
absolument convergente. Dans ce cas,

E unfg U

neN

Preuve :

Clest clair : (uy,)nen est sommable si et seulement si (|uy,|)nen est une famille
sommable de nombres positifs, si et seulement si ) |u,| converge. Dans ce
cas, en choisissant (Jp,)nen = ([0, n])nen, on obtient :

n —+o00
E u, = lim E up = lim E uk:E Ups
n—-+4oo n—-+4oo

neN kedn k=0 k=0 %

Corollaire 5.5.4.4 Une famille complexe (up,)nez est sommable si et seulement si les séries
S uy et Y u_p sont absolument convergentes. Dans ce cas,

400 400
S =t Y
n=0 n=1

nez

Preuve :

e L’équivalence est évidente. En effet, par définition (uy,)nez est sommable
si et seulement si (|uy|)nez est sommable. Or, d’apres le corollaire 5.5.2.4,
(|un])nez est sommable si et seulement si Y |u,| et > |u_p| convergent.

e Ensuite, pour I’égalité, on choisit (J,,)nen = ([—, 7, n])nen. On a :

Le calcul est licite car lorsque la famille est sommable, chacune des séries
>y et > u_, est convergente (car absolument convergente). =

n
A Attention : ce n’est pas parce que 11111 Z u) existe que la famille est sommable!
n—s

=—n
En effet, si u, = sin(k), pour tout entier n, >.;__, u, = 0 donc cette suite admet une limite
qui est nulle mais pourtant les séries Y uy et > u_j, divergent !

Remarque : ainsi, dans le cas des familles indexées par N, la notion de famille sommable est
la méme que la notion de série absolument convergente.
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5.5.5 Séries doubles complexes

Théoréme 5.5.5.1 (Fubini) Soit u = (up,q)p,qenz une famille de nombres complexes.
Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) u est sommable ;
“+o00

(i) pour tout ¢ € N, (3 |upq4|)pen converge et Z <Z |up,q) converge ;

(iii) pour tout p € N, (3

Lorsque l'une de ces trois conditions équivalentes est vérifiée, on a alors :

(1) pour tout ¢ € N, (3" up q)pen converge et la série Z <Z“qu> converge ;

p=0

—+o0
)gen converge et Z <Z i ) converge.

q=0

+o00

p=0

400
pour tout p € N, U eN converge et la série U converge ;

2 tout N p.q)q t la séri P.q
q=0

(3) et enfin,

+o00 +o0 /+oo
OIRED {0 ST B of pattty
(p,q)EN? q=0 p=0
Preuve :

e L’équivalence des trois propriétés est claire : ¢’est une simple traduction
du théoreme de Fubini pour les familles de réels positifs.

e Supposons a présent que I'une de ces propriétés équivalentes soit vérifiée,
alors elles le sont toutes et :

% pour tout ¢ € N, (3 up q)pen est absolument convergente d’apres (4)
donc convergente. De plus, d’apres I'inégalité triangulaire et par conti-

nuité du module :
+o0
< E |up,ql
p=0

—+o0
Or, d’apres (i), E E |tp,q| converge. Par comparaison pour les séries

p=0
400
converge et a fortiori, g E Up,q
p=0

—+o0

§ Up,q
p=0
converge, ce qui prouve (1).

a termes positifs, Z
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* En échangeant p et ¢ dans le raisonnement précédent, on conclut de

méme que (2) est vérifiée.

Enfin, pour n € N, on pose J,, = [0,n]? et :

Sy, = Z Upq  CF SJn: Z [up,ql

(P, a)EJn (p,q)EJn

La suite (J,)neny est une suite exhaustive de N2 donc d’apres le
théoreme-définition de la somme d’une famille complexe sommable
et le théoreme pour les familles de nombres positifs, on a :

lim Sy, = Z Up.q

n——+00
(p,q)EN?

et

lim S;, = lim Z [tp.q

n—+o00 n—-+oo

= Z [up.ql

(P.@)€Jn (p,q)EN?

Par ailleurs, pour n € N donné, d’apres l'inégalité triangulaire et par
continuité du module, on a :

n 4oo n —+o00
E E Up,g — S, | = E E Up,q
q=0 p=0 q=0 p=n+1
n +00
< E E |up,ql
q=0 p=n+1
< Y fupel =S,
(p,q)EN?
Or, lim E [upgl —Ss, | = 0 donc d’apres le théoreme
n—-+00 .
(p,q)EN?
n —4oo
des gendarmes, lim E E Up.q — S, | = 0, et puisque (Sy, )nen
n—-+4oo 0 0
q=0 p=

CONVEIge VTS », ez Up,q, OL Obtient :

n +oo
i (E3w) = 3w,

q=0p=0 (p,q)EN?

c’est-a-dire
+oo /+oo
(E "P,q> = §, Up,q
q=0 \p=0 (p,g)eN?

On démontre la seconde égalité de la méme fagon, en échangeant les
roles de p et gq. X
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Remarques :

e dans le cas des familles de nombres complexes, le théoréme de Fubini donne des conditions
suffisantes pour pouvoir permuter les deux sommes infinies ! Autrement dit, si les hypo-
theses du théoréme ne sont pas satisfaites, il se peut qu’on puisse néanmoins permuter les
deux sommes infinies mais on ne peut pas Uaffirmer directement ;

e en général, on retient le théoréme sous la forme suivante : « si ¢a marche dans un sens
avec les valeurs absolues, alors ¢ca marche dans les deux sens avec et sans valeurs absolues
et on peut permuter » ;

e dans la pratique, quand on applique ou énonce le théoréme, on conclut que la famille est
sommable et d’apres le théoréme de Fubini, on a :

+oo /400 400 /400
> (S ) -3 (S )
p=0 \g=0 q=0 \p=0

Autrement dit, on omet les conclusions (1) et (2) du théoréme qui disent simplement que

ce qui est écrit apres a un sens;

e enfin, notez que le théoréme de Fubini est le premier théoréme de permutation de limites
appris jusqu’ici :

N M N M
lim lim E E Upq = lim lim E E Up,q
N—+oco M—+oco ’ M—+4+00 N—+oco
p=0¢=0 p=0g¢=0

Ce theme de permutation de limites sera largement étudié dans les cours de mathématiques
spéciales 1 et 2. Pour le moment, le point important est de vous sensibiliser a ce type de
probléme et de bien comprendre que l’échange n’est pas toujours possible. C’est ce que les
deux exemples suivants montrent dans le cas des séries doubles.

Exemple 5.5.5.2 Considérons la famille (up q)(p,q)enz définie par :
-1
— sip>1

Vp,q € N? | Up,q = 2

1 sip=0

Soit ¢ € N fixé. La série (3 up,q)p>0 converge et on a :
+oo +oo 1
vq=Zup,q=IfE§=0
p=0 p=1
Par conséquent, la série ) v, converge et on a :

+oo /+oo
Z ( up7q> =0
0

q=0 \p=

En revanche, pour tout p € N, la série (3 up q)q>0 diverge grossierement (puisque le terme est
constant égal a 1 ou bien 72%,) Dans cet exemple, on a donc une série double qui converge et
lautre qui diverge.
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Exemple 5.5.5.3 On considere maintenant la famille (up, ) (p,q)enz définie par :

, —m sip<g
v(qu) eN y Up,qg = 1 S1p=4q
0 sip>q

e Soit ¢ € N. La série (D up,q)p>0 est convergente car le terme général de cette série est nul
a partir du rang ¢+ 1 et :

= 1 1 1 1-4 1
N 1= 29 _
Z“Wz Z“pq—lfzqu_l ZQk_l 2X1_l_2q
p=0 k=1 2
“+oo
e La série Z <Z up7q> est une série géométrique de raison % € ]—1,1[. Par conséquent,
p=0

elle converge et :

> (L) -2 5

q=0 q=0
. o _ 1
e Soit p € N. La série (D up q)q>0 converge car pour ¢ = p+ 1, up 4 = ~5e=p ¢t I5] < L.
De plus,
“+o0 “+o0 1 “+o0 1
I D TR i O
q=0 q=p+1 k=1
—+o0
e Pour tout p € N, Z (Z up7q> converge (car le terme général de cette série est nul) et
q=0
> (S ) -0
p=0
e On conclut donc ici que les deux séries doubles sont convergentes mais :
> (L) 5 ()
q=0
A Attention : pour une famille quelconque (up,q)(p,q)ene :
VpeN, Y u,, converge VgeN, Y u,, converge
—+o0 —+o0
Z (Z upyq) converge < Z (Z upﬂ) converge
q=0 p=0

Autrement dit, il ne faut pas confondre les théorémes de Fubini pour les familles positives et
pour les familles quelconques! Pour une famille quelconque, « si ¢a marche dans un sens, on ne
peut pas conclure que ¢a marche dans les deux sens et méme si ¢ca marche dans les deux sens,
on ne peut pas conclure qu'on peut permuter ».
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Exemple 5.5.5.4 Soient |a| < 1 et |b] < 1. Montrons que la famille (aPb?), 4)enz est sommable
et déterminons sa somme.

e Soit p € N. La série (3 |aPb?]) converge car |[b| < 1 (critére pour les séries géométriques) et
ona:

+oo P
o - o7
- T

e La série Z |b| est également convergente car |a| < 1.

D’apres le théoreme de Fubini, la famille (a?b?), q)en> est sommable et :

. +o0 +oopq +o00 +oopq 1
> ab‘Z(Z“)‘Z(Z“b)_MM

(p,q)EN? p=0 \q=0 ¢=0 \p=0

Plus généralement, je vous laisse montrer le résultat suivant en exercice qui concerne les séries
« & variables séparées ».

Proposition 5.5.5.5 Soit Y u, et > v, deuzx séries complexes. On suppose que (Un)nen
et (Vn)nen ne sont pas identiquement nulles. Alors :

(upVq) (p,g)enz st sommable <= <Z |un| et Z|vn| com;ergent)

+o00 +00
Dans ce cas, Z Up g = Zup qu .
p=0 q=0

(p,q)EN?

Remarque : notez bien qu’on met Uhypothése « non identiquement nulle » car si (up)peny =0
alors (upvg)(p.qenz = 0 est donc sommable et cela ne dépend pas du fait que Y |v,| converge
ou pas.

+oo
Exemple 5.5.5.6 On considere la fonction f définie pour z € C par f(z) = Z Z—'
n!
n=0
Montrons que pour tout z,z’ € C, f(z +2') = f(z) x f(2’). Soient z,z’ € C. On a :

+oo +oo n /(n k)
(2 + 2
fle+2) =3 ZZ,M_
n=0 n=0 k=0
On pose alors pour (n, k) € N2 :
k/(n—k) X
%fk)l si 0 < k < n
Up, k. =
0 sinon
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Pour tout entier n fixé, la série (3 |y, k|)ren converge (c’est en fait une somme finie). Sa somme
Iyn
est v, = w qui est le terme général d’une série convergente (série exponentielle réelle).

D’aprés le théoréme de Fubini, la famille est sommable et :

400 400 400 +00 400 400 +o0 k —+o00 lm

FEta) =D unk =D tnk= ZZkln_ Zk|2mu: 2) x f(2)

n=0 k=0 k=0n=0 k=0n=~k

Exercice 5.5.5.7 On reprend la fonction f précédente.
1. Calculer f(z) pour = € R.
2. Calculer f(iy) pour y € R.
3. En déduire que : Vz € C, f(z) = exp(2).

En réalité, ceci est la définition mathématique de la fonction exponentielle.

converge et calculons sa somme.

Exemple 5.5.5.8 Montrons que la série Z(fl)p_l@
p

e Puisque ( est définie comme la somme d’une série, I’énoncé ici demande de prouver I’existence
puis de calculer :

On voit bien que « dans 'autre sens », c’est plus facile a calculer car :

+oo+oo p 1+oo+oo 1 p +oo 1 1
Sy ISy CUE () - (mar - 1)
n=1p=2 pr n=1p=2 n=1 n n

11 est donc logique d’essayer de justifier la permutation mais on voit ! tout de suite, que la famille
ne sera pas sommable & cause du cas n = 1 car pour cette valeur, ‘(17 ‘ = Z 1
diverge. On pouvait aussi le comprendre en remarquant que ((p) = 1 + o(1) donc la série
S (=1t % n’est pas absolument convergente (et donc la famille ne peut pas étre sommable).
Pas de panique a ce stade! Il n'y a qu’'une seule valeur de « n » qui pose probléme : on va

donc simplement isoler cette valeur et appliquer le théoreme de Fubini aux autres valeurs.

Concretement, on pose :
V 2 2 _ (_1)p71
(n,p) € [2,4+00[" , unp = T

Montrons que la famille (tn p)(n p) )e[2,+o00[2 €St sommable.

o Soit =23 |up,| =3 - onp est une série de référence convergente car —;- € |-1,1] et :
+o0o “+o0
1 1 1
3o 1)
=z — pnP n n

1. sinon, vous essayez de prouver la sommabilité et vous devez vous rendre compte qu’il y a un probleme
lorsque n = 1.
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° (— In (1 - %) — %) ~ 5 0Or, Z 5,7 est une série a termes positifs convergente. Par
n—4o0 2n
comparaison pour les séries a termes positifs, > (— In (1 — 5) — l) converge.

D’apres le théoreme de Fubini, la famille () (n,p)e[2, 4002 €St sommable et :

+o00
—1
% pourp = 2,y Uy, , converge et Z (Z un,p> converge, i.e. Z(—l)pq% converge ;
p

n=2

% pour n =2, >y, converge et Z <Z U, p) converge, i.e. > (In(1+ 1) — 1) converge;

p=2
)N 5 (w0 - 1) - S o
% enfin, Uy p = Uy, p, Cest-a-dire (ln 1 + ) (—1)pt—
n=2p=2 p=2n=2 p=2 p

or, v E70

alternées, ou bien c’est une somme de référence). Il s’ensuit que :

est une série convergente (soit par application du critere spécial pour les séries

* Z(fl)pA@ converge car c’est la somme de deux séries convergentes ;
p

+o0 +o00 +c>o p
* et Z(—l)']*l% Z( 1P~ 1) 1 + Z , soit encore :
= eSe) RS 11 = 11
—pi = n —)— = n(2)—1= n —-)—-=
;( 1) » ;(l (1+-) n)+1 2)-1 ;(1 (1+ ) n)

Or, pour N € N*,

it d) - )

n=1

= In(N+1)—In(1)— Hyx

« ¢(p)
Ce qui prouve que : Z(—l)p*IT

p=2

= —.

Remarque : dans la pratique, lorsqu’on demande de calculer une somme d’une série double,
on essaye souvent de montrer que la famille est sommable et qu’on eut permuter. Pour le faire,

on fait toujours (ou presque) le calcul dans le sens contraire a celui donné : si on demande de
+00 +o00

calculer ZZUWJ’ alors pour montrer que la famille est sommable, on montre que pour tout
p=0¢=0
g €N, Y |upq| converge et Y Z;:S [up.q| converge.
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DA et e N0 Vi

Exemple 5.5.5.9 On veut prouver que ; kz:l P 2:1 nz:l Pt

e Bien entendu, ce qui semble naturel est d’essayer de montrer que la famille en question est

;o . —1)*
sommable. Or, pour n € N* donné, il est évident que > \]iui)nﬁ converge. En revanche, on va

montrer que :
+o0
Z 7
k=

~
n—+oo 2N

k2+n2

400
Ce qui permet de conclure, par comparaison pour les séries a termes positifs, que E E

(=D*
k2 4+ n2
diverge. Il s’ensuit que dans cet exemple, on ne peut donc pas appliquer le thoorcmc do Fubini.

1

Pour n € N*| la fonction f : t — 2w est continue par morceaux et décroissant sur [1, +00[.
n

Il s’ensuit que :

k+1
ke N, f(k+1) < /k F(t)dt < (k)

+o0 ’H'l
Or, > f(k) converge et / f(t)dt converge donc Z / t)dt converge. Ainsi, chaque

terme de I'inégalité précédente est le terme général d'une série convergente. Par conséquent, on
peut sommer les inégalités, ce qui donne :

+o00 400 400
Softern< [ <y
k=1 1 k=1
400 “+o00 t 1
Or, / f)ydt= {l arctan(z)] =T &n(”)‘ Par suite,
1 n n’l, 2n n

)k 7 arctan(i) 1

2n n n?

s arctan
o Z

arctan(L arctan(% 1

Or, T J ~ L~ T J + — ). Donc, d’apres le théoreme
2n n n—s—+o00 2N n—too \ 2N n n?

des gendarmes :

k2+n2

,_.

k us

(a2
k2 + n2 n——+oo 2n

+

k=

e On est ici dans un cas ou la famille n’est pas sommable et contrairement & I’exemple précédent,

ce n'est pas en retirant une valeur de « n » ou « k » que la famille sera sommable. Il va donc

falloir tout faire « & la main ». Pour raccourcir les écritures, on pose ici pour (n, k) € (N*)2,
(=1)*

k% +n?

% On a déja vu que pour n € N*, la série > |u, | converge donc »_ u,, j, converge.

Up, k. =
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Par ailleurs, pour n € N* fixé Un k) k>1 st une série alternée, (|u,, r|)r>1 est décrois-
) ) B 2 ? s =
sante et converge vers 0. D’apres le critere spécial pour les séries alternées :

1
= N2 4 n?

+o00
. (=D*
N
VN eN Zk2+n2 N2+n2

En particulier,

f ( )k <KL <i
— E24+n2| ST 12402 T n2

Or, Y % est une série a termes positifs convergente. Par comparaison pour les séries a

+o00 (71);‘, +o00 1)k
termes positifs, Z ; m converge et a fortiori, Z Z e converge.
400 /+oo
Ceci prouve l'existence de Z Z Un, &
n=1 =

. 1 . . .
Soit k € N*, |up k| ~ — donc par comparaison pour les séries a termes positifs,
n—+oo Tl

(3~ tn,k)n>1 est absolument convergente et donc convergente.

+o0o
Il nous reste donc a montrer que la série E E Up ) | converge et que sa somme est
n=1
400 400
E E Unp, k|, C’est-a-dire il reste a montrer que :
n=1
N +4oo 400 /+oo
lim E E Up k= E E Unp,
N—+o00
=1n=1 n=1 \k=1
Soit N € N*. On a :
N +4oco 400 +o0 +oco N “+00 +00 +oo  +oo
§ § Up, k — § § U,k § E Un, k. — § E Un,k| = § § Unp, K
k=1n=1 n=1k=1 n=1k=1 n=1k=1 n=1k=N+1

Notez bien que la premiere permutation est une permutation entre somme finie et somme
infinie : c’est simplement la linéarité de 'application qui, & une série convergente, associe
sa somme. Par ailleurs, on a déja montré que :

= 1 1
Z Unk| S 2 3 S N2 2
Mot (N+1)2+4n N2+n
+oo
Il s’ensuit que Z l Z Uy, k| converge et on en déduit donc que :
k=N+1
+oo  +oo +oo +oo +oo 1
D 2 w2 X wk| <Y qmm
n=1k=N+1 n=1|k=N+1 n=1
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c’est-a-dire

N +oo 400 +oo
DD nk DD Uk \ZN2+n2
k=1n=1 n=1k=1 n=1
+o0 1
Or, a on aussi prouvé au début de cet exemple que : —_ —— donc :
P pleaue: 3oy~ on

n=1

NE)TOO ZlN2+n2 =0
n=

Il s’ensuit que :

N +oo 400 +oo
lim § E Up k — § E Unp k| = 0
N—+o0
k=1n=1 n=1k=1
c’est-a-dire
N +oo +o00 +0o
lim E E unk—g E Unp, ks
N—+oo
k=1n=1 n=1k=1

Remarques : lorsque la famille n’est pas sommable (ou bien lorsque vous n'avez pas réussi a
prouver qu’elle l’est), on essaye de prouver « a la main » que 'on peut permuter. Pour cela, il
faut montrer que :

e pour tout p € N, (3" up q)gen converge ;

—+oo
° E E Up,q CONVETGE ;
q=0

e pour tout ¢ € N, (D" upq)pen converge ;
e puis enfin, que :

N +oo +00 +oo 400  +oo
lim E E Up g = E E U c’est-a-dire lim E E Upg =0
Nesboo P,q P,q N oo P,q
q=0p=0 p=0¢=0 p=0¢g=N+1

Pour le moment, la méthode principale que vous devez retenir est celle du « contréle du reste »,
ce qui est typiquement le cas pour des séries alternées (comme dans l'exemple précédent). Dans
le cours de mathématiques spéciales 1 (chapitre sur les séries de fonctions), on verra une autre
méthode (le théoréme de la double limite) permettant de justifier que :

+oo  +oo +o00 +oo +o00
lim E E Up.g = E lim E U = E 0=0
N—+oc0 pa N—+o0 Pa
p=0g¢=N+1 p=0 g=N-+1 p=0

Avant de faire tout cela, vérifier bien qu’on n’est pas dans le cas de l’exemple précédent, c¢’est-
a-dire le cas ot il suffit de retirer un nombre fini de valeurs de « p » ou « q » pour obtenir une
famille sommable ! C’est bien plus rapide.

Enfin, lorsque la somme double est de la forme Y S, ou > R, (S, et R, désignant la somme
partielle ou le reste d’une série convergente), mais la famille double n’est pas sommable, il est
souvent plus rapide de faire une transformation d’Abel (voir 'anneze).
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5.6 Exercices

Exercice 5.6.1 Déterminer la nature des séries dont le terme général est donné ci-dessous :

(1)  sin(3) (2)  cos (L) (3)  sin(10e™™)

(1) () (5) 5 —arctan(n) (6)  —In(cos())

() e/ _eon/m)(g) % (4 cR) 0 =

(10) exp(—n?) (1) exp(—yi) (12) exp(—n®) (a € R)
(13) (1 + ﬁ)n (14) (ni 1)n2 (15) e— (1 N %)"
(16) (nsinl)™ —¢(ceR) (17) (1-L)V" (18) {nm"

(19) arceos (25: ) (@ €R) (20 a2 (0 > 0) (21) aVm" (a>0)
(22) (cos())"” (28) sin(r(2 - V3)") (20) 22

Exercice 5.6.2 Déterminer la nature des séries de terme général :

n n S 1 nn)(mnn)®
@ g €0 Oer Y (©) (1— 22)

1
Exercice 5.6.3 Montrer que pour entier n, l'intégrale / 2™ In(1 — z) da est convergente puis
Jo

1
déterminer la nature de la série Z/ 2" In(l — z) dz.
0

Exercice 5.6.4 Déterminer la nature des séries de terme général :

I no1 1
— [ 1 —2®)"dz ; a*+=? 7E (avec a > 0) ;
no 0 1o¢+2a++no¢

3

—+oo
Exercice 5.6.5 On pose pour n € N*| u,, = Z %e .

k=n

=

1. Montrer que pour tout n > 1, u,, est bien défini.

2. Déterminer, si elle existe, lim .
n—-+oo
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Exercice 5.6.6 Déterminer la nature de la série > u, ol (uy),>1 est définie par u; € R et
pour tout n € N, w41 = Le—un,

n

Exercice 5.6.7 Soit ) u,, une série a termes positifs et a > 0.

1. Montrer que > up, > In(1+uy), 30 52— et > I lfz’a sont de méme nature.

2. Le résultat est-il encore vrai si on retire hypothese (u,) > 07

Exercice 5.6.8 Soit > u,, une série & termes strictement positifs.

1. On suppose que Y u, converge. Discuter, suivant la valeur de @ > 0, la nature de la série

> pat— ol R, désigne le reste d’ordre n de la série ) u,.
n—1

2. On suppose que Y u, diverge. Discuter, suivant la valeur de 8 > 0, la nature de la série
U

i ol S, désigne la somme partielle d’indice n de ) u,.
"

Exercice 5.6.9 Soit > u, une série & termes strictement positifs. On suppose que la suite
({/un) admet une limite ¢ € [0, +o0c]. Déterminer la nature de la série Y u,, en fonction de .

Exercice 5.6.10 Soit > u, une série & termes strictement positifs. On suppose qu’il existe
a € R tel que :
u o 1
S —1-—+0 <—2>
Uy, n n

1. Montrer que la suite (n®u,,) converge.

2. En déduire la nature de la série Y u,, en fonction de a.

Exercice 5.6.11 Soit > u, une série & termes positifs convergente. Déterminer la nature de

la série > \/Untni1.

Exercice 5.6.12 Soit ) u, une série & termes positifs convergente.

1. On suppose que (uy)nen est décroissante. Montrer que (u,) = o(1).

n

2. Montrer que c’est faux si on ne suppose plus (u,)nen décroissante.

Exercice 5.6.13 Prouver l'existence puis calculer les sommes suivantes :

400 “+oo 400 2 +o0
1 1 n°+3n+2 0
Zn(n+2) ’ Zn2,4 ’ Zn( n2 + 3n ) ) TLZ()H(CO§(27L)) (0<0<ﬂ—/>

n=1 n=3 n=1
+o0 +00
1 n 3%
E arctan (| —= | ; E 3"sin” ([ —
2n?2 3n
n=1 n=0

; ; . 1 _ n _ n—1
Indication : on pourra montrer que arctan (2n2) = arctan <n+1> arctan (—n )
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Exercice 5.6.14 Déterminer la nature des séries dont le terme général est donné ci-dessous

(n+1)m
1 (3) / sin(z)e” V@) dg

us

0 5@ ey

cos('n

4)  sin(wen! 5 —
(@) sin(ren) I f+mn

o sin(n) s (=1)E/™) cos(n?) © i" (=1)*
Vn + cos(n) sin?(n) + In(n) + n3 =k
)k+1
Exercice 5.6.15 Soient a > 0 et (uy,),>1 la suite définie par : Vn € N* | H ( )

1. Etudier la convergence de la suite (uy,).
2. Déterminer la nature de la série Y u,,.

n
Exercice 5.6.16 Soit pour n € N*, S, = Z(—l)kﬂ\/E.
k=1
1. Montrer que S,, ~v (—1)"+1§ (on pourra étudier Sz, puis Sap41)-

n—-+4oo
2. Montrer que la suite (S, 4+ Sp+1)n>1 converge vers une limite £ > 0.
3. En considérant Sy,' + S2_k1+17 déterminer la nature de la série Y S, L.

+o0
Inn
Exercice 5.6.17 Le but de cet exercice est de calculer la valeur de ¢ = Z(—l)"—T
n
n=1
"1
1. Montrer que la suite de terme général a,, = 5 In(n) converge. On rappelle que sa

k=1

limite est notée v et appelée constante d’Euler.
__Inn

2. On pose pour n € N*, b, = ==
(a) Quelle est la nature de la série Y b,,. Justifier la réponse.

1
(b) Démontrer que B,, = Z by ~ =(Inn)2.

n—-+4oo

(¢) On pose alors pour n € N*, u,, = B,

\
3. Justifier la convergence de la série Z(fl)"ﬂ.
n
1
4. On note (Sy,)n>1 la suite des sommes partielles de la série Z(—l)”ﬁ.
(In2)?
(a) Démontrer que pour tout entier n > 1, Sa, = a,, In2 + w,, — ugy — 5
= Inn
b) En déduire la valeur de £ = —Hn—.
(b) En déduire la valeur de ,;1( ) -

1
——(Inn)2. Démontrer que la suite (u,,) converge.
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Exercice 5.6.18 Soit f une application de classe C* et bijective de [1, +oco[ dans lui-méme. On
veut montrer que :

1 -1
Z m converge <= Z ! 2(71) converge
n n
00
1. Montrer que > ﬁn) converge si et seulement si / —— dt converge.
) 1 f(t)
+o0 f_l(t)

12

—1
2. Montrer que Y f nzf") converge si et seulement si /
1

v odt /f“”) F®) @ 1
!

dt converge.

3. Prouver que pour tout z > 1, — —

dt = —— — ——.
1 f(t) o P flx)  F(1)
+o00 1 +o00 fﬁl(t)
4. Montrer que la convergence d’une des intégrales / m dt ou / I dt implique
1 1

o(3)-

TG 2 oo

5. Conclure.

Exercice 5.6.19

1. Soit (un)neny € CN. On suppose que u,i; = o(u,). Montrer que > u, est absolument

+oo
convergente et que Z Uy ~ Up.
P n——+00
P ) . gl ol 1 B
2. En déduire la nature de la série de terme général n! [(Z k!) <Z X > 1] .
k=0 k=0

Exercice 5.6.20 Soient Zun et Zvn deux séries réelles convergentes et an une série
réelle telle que :
V’I’LEN,'Uzngwngvn

Que dire de Z wy? A quel théoreme ce résultat vous fait-il penser ?

Exercice 5.6.21 Comparaison série-intégrale et application.
1. Soit f € C*([1,+oo[,R). On suppose que f est intégrable sur [1, +ool.

n+1 n+1
(a) Montrer que : Vn € N* | / flx)dx = f(n) +/ (n+1—2)f'(x)daz.

n

(b) En déduire que Y ( f:_l f—r (n)) est absolument convergente.

1
2. En déduire que la série Z M diverge.

n
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Exercice 5.6.22 Soient a > 0 et b > 0. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour

que la famille (
a

— ) soit sommable.
+ bP (n,p)EN?

Exercice 5.6.23 Soit Y u, une série convergente & termes positifs. On pose pour n > 2 :

1

Un = nin(n)In(n + 1) %uk Ik +1)

Prouver que Y v, converge.

Exercice 5.6.24 Soit (u,)nen une suite de nombres réels positifs tel que Y u,, converge.

Up
1. Prouver que > , ——— converge.
aue 3 n(n+1) &
+oo  +oo
2. Prouver I'existence de Z Z ——— et exprimer sa valeur a ’aide de la somme de la
k=1 n= k + 1)

série de terme général u,,.

Exercice 5.6.25 Soit z € C tel que |z| < 1.

400 1
1. Etablir que Z(n—F 1)z" = -z
n=0
+o0 o +oo o
2. En déduire que : Z 1= z:: 1—2zn)2

Exercice 5.6.26 Montrer que pour tout z € C tel que |z| < 1 et tout (a,b,¢) € 0, +o00[®,

+ +

e an B e 1y Lmne
Z 1 4 znate - Z(_ ) 1 — gzna+b
n=0 n=0

= L) xS, pClp+2)
Exercice 5.6.27 Montrer que : Z arctan (ﬁ) = Z(fl)pi.

n=1 p=0 2p +1
= (D
Exercice 5.6.28 Montrer que la série de terme général u,, = Z = converge et calculer

k=n
Sa somime.
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5.7 Annexe

5.7.1 Transformation d’Abel et critére pour les séries trigonométriques

La transformation d’Abel est ’équivalent pour les suites de 'intégration par parties pour les
fonctions. Il y a une analogie importante a garder a l’esprit :

Fonctions Suites

fonction f suite (uy,)
dérivée de f : fonction f' | « suite dérivée de (u,) » : suite A(uy,) = (upt1 — un)

primitive de f : fonction « suite primitive » : série

T /a f(t) dt Zun = (Sn)nEN = (i uk)
neN

Compte tenu de cette analogie, il est logique de trouver un équivalent du théoreme d’intégration
par parties. Voici ce que vous devez retenir de la méthode.

Objectif : e on veut étudier la nature d’une série de la forme Y u,v,

Contexte : e la série n’est pas absolument convergente ;

e les sommes partielles de la série de terme général wu,
sont bornées (attention, ceci ne veut pas dire que Y uy,
converge) ;

e le terme vy, 41 — v, est « petit ».

Méthode : e on remplace u, par S, —S,_1 (avec S_; = 0) et on découpe
la somme en deux parties, puis on regroupe pour avoir une
seule somme avec S, en facteur.
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On va appliquer cette méthode pour prouver le théoreme 5.3.3.1 :

Théoreme 5.3.3.1 : Soit a € R et soit x € R.
(i) Six#0[27] (ou de fagon équivalente x ¢ 27Z) alors :

Zcoigigx) converge <= o >0 et Z

/)/LO(
(i1) Six Z 0 [n] (ou de fagon équivalente © ¢ wZ), alors :

Zsméi:x) converge <= o >0 et ZM

nO[

cos(nz)

converge <= a > 1

converge <= ao > 1

Preuve :

Soit & € R\ 27Z. Alors pour tout entier n € N*,

sin(ﬁ) Pi(n;rl)w

Dans ce cas

nO(

a < 0.
Dans ce cas, la suite (%

grossierement.

* Deuxieme cas :

* Troisieme cas : 0 < a < 1.

cos(kx)
ke

(x) —

-

S

k=1

(s
o

Ty (z

%] -

7

7

=
Il
-

convergente d’apres le critére de Riemann. Par comparaison,
est absolument convergente (et donc convergente).

) ne tend pas vers 0 et >

Z ikx iz et —1 116%218111(%) 2
et =" — = . = 4
w—1 e’s 2isin(%) sin(3)
sin( &
Dot |T,(z)| < | . ( 2 ) < ——— et donc (T),(z))n>1 est bornée.
Isin(3)] ~ |sin(3)] ~
e Montrons (i).
* Premier cas : a > 1
cos(nz)

1 1 s o
< — avec ) .5 une série a termes positifs
n

cos nx)

cos(nzx)
na

diverge

C’est ici que nous allons appliquer la méthode (appelée transformation
d’Abel). Pour tout entier n > 1, en notant Ty(z) =0, on a :

Ty (z )))

Zk%Tk 1( )

k=
n
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En regroupant maintenant les termes, et sachant que Ty(x) = 0, on

obtient :
“~ cos(kx) T, (x) = 1 1
; ku - §R€ < no + ; k(x - (k + 1)(1 Tk(.’I))

Or, on a montré que (T;,(x)) est bornée. Par suite,

(@) _ @) (nia) donc  lim Tn(z) =0 (car a > 0)

n® n—+oo n——+oo n%«

et de méme :
1 1 1 1
— - 7 _ .
‘(k <k+1>a) ’““”)‘ koroo O(ka <k+1>a)

1
k—+oo C)(ka+1>

Or, a+1 > 1 donc la série > ﬁ converge. Par comparaison pour
1 1

— — ——— | Ti(x) est absolument
ko (k+ 1)(x) k( )

convergente, a fortiori convergente.

n—1
1 1
On en déduit donc que la suite (Z (k—a - W) Tk(x)>

k=1

les séries & termes positifs, > (

n=1
n

) cos(kx) ,
converge et par conséquent, E T converge car c’est la
k=1 n>1
partie réelle de la somme de deux suites convergentes.
Finalement, on a montré que > Coi(ifz) converge si et seulement si a > 0.

Par ailleurs, dans la preuve, on a montré que si a > 1, alors cette série
est absolument convergente. Réciproquement, si a < 1, pour tout entier
n e N*:

| cos(nx)| _ |cos(nz)| _ cos?(nz) 1 cos(2nz)
= > = —_— 7
ne n n 2n 2n

* Six € nZ,alors Y. ‘“ff%” = -L diverge puisque a < 1;

. D s . PR cos(2nz)

* Si z € R\ 7Z, alors d’aprés ce qui précede, > —— converge et
cos(2nz) )
2n

diverge. Par comparaison pour les séries & termes positifs, » “‘f}#ﬂ

diverge.

d’apres le critere de Riemann, Z% converge. Alors Z(% +
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e Montrons (it). Soit € R\ nZ.

sin(nx)
ne

* De méme qu’avant, si « > 1, Y est absolument convergente.

% Si o <0, puisque z € R\ 7Z, Y “mn(izx) diverge grossierement.

* Si « €]0,1], le calcul précédent montre que pour n € N* :

" sin(kz)

o T (z) /1 1
L e T mn ( ne *; (i?a Tkt 1)&) Tk(m))

Or, d’apres la preuve de la propriété (i), on a déja montré que la
. Tn(:ﬂ) n—1 1 1
suite + |l === ) Tk(x converge. Il s’en-
( ne L=t k> (B4 1)~ (=) n>1 :
suit que sa partie imaginaire converge, ce qui permet de conclure que
sin(nx)
> T converge.

4

* La preuve du critere pour I'absolue convergence est identique et laissée
en exercice. X

Remarques :

e notez bien que dans ce théoréme, on suppose d’abord x # 0[27] car dans ce cas, la série
> Cosn(ilw) =Y -L est une série de Riemann et le critere de convergence n'est pas du tout
le méme ;

~ L sin(nxz) _

o de méme dans le second cas, si x = 0[n], alors Y 5 = >0 est convergente quelle que

soit la valeur de «;

e dans la preuve, on a mis en place « lintégration par parties » (c’est-a-dire la transforma-
tion d’Abel) avec le remplacement de e par T,, — T,—1. Plus que le théoréme qu’on va
énoncer juste apres, c’est la méthode qu’il faut connaitre.

Plus généralement, on dispose des deux résultats suivants qui, combinés, donnent un outil
important dans 1’étude des séries.

Théoréme 5.7.1.1 (Transformation d’Abel) Soient (an)nen €t (bn)nen deuz suites
complezes. Alors, pour toul entier n € N* :

n—1 n—1
Z(ak+l — ag)by = (anby — aobo) — Z ap41(brt1 — i)
k=0 k=0

Preuve :

C’est évident car :

|
—

n

—

((apg1 — ar)br + aps1(bpgr — bi)) = (ap41bpg1 — arby)
k=0
X

B
Il

0
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Dans le cas des séries, on reformule plutot cette égalité sous la forme suivante :

Corollaire 5.7.1.2 Soient > u, et > v, deux séries complexes et soient (Up)nen et
(Vi )nen les suites des sommes partielles associées. Alors pour tout entier n > 1 :

n n
E UKV = Upy1 Vi — E (kg1 — ur) Vi
k=0 k=0

Preuve :

11 suffit d’appliquer la transformation d’Abel (le théoréme précédent) avec :
Vk e N by =up et ap = Vi1

avec la convention que V_; = 0 (c’est une somme vide).

Théoréme 5.7.1.3 (Critére d’Abel) Soient (up)nen €t (Vn)nen deuz suites complezes.
On suppose que :

n

(i) la suite (Z vk) est bornée ;
k=0 neN

(i) la suite (uy)nen est une suite réelle décroissante de limite nulle.

Alors la série Y u,v, converge.

Preuve :

On conserve les notations du corollaire précédent.

e Puisque (Vp)nen est bornée, ((upt1 —ur)Vi) = O (ug —ugs1). Or,
> (ug — ug+1) est une série & termes positifs (puisque (uy,)nen est décrois-
sante) convergent (puisque (uy,)nen converge). Par comparaison pour les
séries & termes positifs, > (ur+1 — ux)Vj converge.

e De méme, (u,41V,) = O(ups1) = o(1) donce (upn4+1V,y,) converge (vers 0).

e D’apres le corollaire précédent, on conclut donc que (3°)_, urvx) converge,
c’est-a-dire > u, v, converge. =

Remarque : on peut aussi remplacer la condition (ii) par les conditions « moins forte » (Un)nen
converge vers 0 et Y |up+1 — uy| converge.

Exercice 5.7.1.4 Soit ) u, une série convergente. Montrer que ) “= converge.
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5.7.2 Théoreme d’associativité pour les familles sommables

Les théoremes de Fubini sont en fait des cas particuliers d’un théoréme un peu plus général :
il s’agit du théoréeme d’associativité dont on va donner deux versions, une pour les familles
positives puis une pour les familles quelconques.

Théoréme 5.7.2.1 (Associativité) Soit u = (u;);e; une famille de nombres réels posi-

tifs. On suppose que I = |_| 1, ou K est dénombrable. Alors les énoncés suivants sont

acK
équivalents :

(i) (u;)icr est sommable ;

(i) pour tout o € K, (u;);er, est sommable et la famille (Z ui> est sommable.
i€l acK

De plus, lorsque l'une des ces conditions équivalentes est satisfaite, on a alors :

Su- ¥ (2]

iel acK \i€l,

Remarque : notez que ceci généralise le théoréme de Fubini pour les familles positives. En effet,
il suffit de choisir I = N?, K =N et pour p € K, I, = {p} x N (respectivement I, = N x {p} ).

Preuve :
e Tout d’abord, pour a € K, I, est aussi dénombrable puisque I l’est.

e Montrons que (i) = (i1).
On suppose que la famille (u;);c; est sommable. Par définition, on a alors :

VIE€PHI), Y i <Y u

icJ icl

% Soit @ € K. Montrons que (u;);cs, est sommable.

Soit J € P¢(Iy). Alors J € Py(I) et donc Zui < Zm
icJ iel

Ce qui montre que l’ensemble {Z u; , J € Pf(I,I)} est une partie
icJ

majorée de R. On conclut donc que la famille des nombres positifs

(u;)icr, est sommable.

* Notons v, = Z u; pour « € K (somme qui est bien définie d’apres
icl,
le point précédent). On veut montrer que (v )acrk €st sommable.
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372

Soit J une partie finie de K. Pour o € J fixé, soit (J,(«))nen une

suite exhaustive de [I,. Alors, pour tout entier n, U Jn(a) est une
acJ
partie finie de I (c’est une réunion finie d’ensembles finis) donc :

Z Szui

i€ | Jn(a) el
aed

Or, les ensembles I, pour a € K sont deux a deux disjoints donc :

)SID IRIES ot

acJiced,(a) i€l

Or, pour a € J, la famille (u;);er, est sommable et (J,(«)) est une
suite exhaustive de I,. Par conséquent,

lim E u; = E u;
n——+00

i€y (o) i€lq

Ainsi, chaque terme de l'inégalité précédente admet une limite finie
quand n tend vers +00. On peut donc passer a la limite, ce qui donne :

LT SRR ot

aeJ i€J, () iel

c’est-a-dire
> (yu)<Xu
e \i€l, iel

Ceci étant vrai pour toute partie finie J de K, on conclut que :

> la famille (Ziela ui)aeK est sommable;
> et de plus,

() Z(Zui)<2ui

aeK \i€l, icl
e Montrons (it) = (1).
On suppose donc que la propriété (ii) est vraie et on veut montrer que u

est sommable.
Soit J une partie finie de I. Alors, il existe A une partie finie de K telle

que :
JcC |_| I,
acA

Alors, J C |_| JN1I,. Or, pour tout @« € A, J N I, est une partie finie de
acA
I, et (u;)ier, est sommable. Par conséquent,
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Z Uz‘SZUi

i€JNIa i€l,
Et ainsi,
SO ol P ol
acAiednl, acA \iel,

Or, d’une part, |_| J NI, est une union disjointe donc :
acA

DINTED DI Ot

ie | JNl. acAicdnl,
acA

d’autre part, (u;);cr est une famille de nombres positifs et J C |_| JNI,

acA
donc :
E u; < E U
ieJ i€ || JnIa
acA

Et enfin, la famille <Z uz> est sommable et A est une partie finie de
i€l aceK

K, donc :
¥ ($u) <X (2]
acA \iel, aceK \i€l,

Ceci permet donc de conclure que :

Sus X (2]

ieJ acK \iel,

Ceci étant vrai pour toute partie finie J de I, on conclut que :

> la famille (u;);er est sommable;

> et de plus,

CORDIRTESY (Zu)

icl acK \iel,

e On a donc montré que (7) et (ii) sont équivalents. De plus, si I'une des
propriétés est vérifiée, alors les deux le sont et d’apres (x) et (xx), on a

alors : > (Z“) <> w< <Z“>

acK \iel, iel acK \iel,

Ce qui prouve ’égalité voulue.
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Théoréme 5.7.2.2 (Associativité pour les familles quelconques) Soit (u;);e; une

famille (dénombrable) de nombres complexes. On suppose que I = |_| I, ou K est dé-

aceK
nombrable. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) (u;)ier est sommable;
(i) pour tout o € K, (|ug|)ier, est sommable et la famille (Z |U1> est sommable.
i€lo acK

De plus, lorsque l'une des ces conditions équivalentes est satisfaite, on a alors :

Su- X (2]

icl acK \iel,

Preuve :

e [’équivalence des deux propriétés est évidente : ¢’est une conséquence du
théoréeme précédent pour les familles positives.

e On suppose que les conditions équivalentes sont vérifiées. Montrons 1’éga-
lité des sommes.

* Tout d’abord, puisque pour tout o € K, (u;);es, est sommable, la
somme Z u; est bien définie.
icl,
* D’apres l'inégalité triangulaire et par continuité du module :

Va € K, Zui < Z|uz|
i€l =
Or, <Z |uL|> est sommable donc (Z ui> Pest aussi.
i€l acK i€l acK

* Soit (J,)nen une suite exhaustive de K. Pour tout n € N :

Sy Y

i€l acdy i€l,

=10 w <D ful = YD ful

€I\ | I. icl acJy i€ly
a€Jn

et d’apres le cas des familles positives, nEIEoo Z Z lui| = Z [ug.

a€d, i€l icl
Par suite, lim E E ui:E Ui, i.€. E E ui:E U
n—-+oo
a€Jp i€lq iel acK iel, i€l
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Chapitre 6

Probabilités discretes

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e le cours de probabilités sur un univers fini;
e tout le cours sur les suites réelles ou complexes, les séries et les familles sommables ;

e images directes et réciproques et leurs propriétés : en particulier, opérations ensem-
blistes sur les images réciproques.

Aucune autre connaissance spécifique sur la notion de probabilité n’est supposée connue.
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6.1 Notion de tribu et définition d’une probabilité

On rappelle les définitions et propriétés suivantes :

Rappels de cours : soit Q un ensemble fini (non vide).

e Définition : un événement A est un sous-ensemble de €2, c’est-a-dire A € P(Q);

Propriétés : Q) est un événement; si A est un événement, alors A = Q\ A est aussi un
P s n sz
événement ; si Ay, -+, Ay, sont des événements, [ J;_; A; est un événement.

Définition : une probabilité sur €2 est une application P : P(2) — R vérifiant :
(i) VAe P(Q2), P(A) € ]0,1];

(i) P(@) =1

(i) VA,BeP(Q) , (ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)).

Propriété : si P est une probabilité sur €, alors pour toutes parties Ay, -, A, deux a
deux disjointes,

n

P

n
A;) =) P(4)
=1 =1
Si maintenant, on considére un ensemble quelconque, c’est-a-dire qui n’est plus nécessairement
fini, on doit adapter (c’est-a-dire modifier) les définitions : il faudra rajouter des conditions de
« compatibilité par passage a la limite ».
Dans la pratique, si on réalise une expérience aléatoire, on doit se donner une collection d’en-
sembles observables qui seront les événements : cette « collection d’événements » est ce qu'on
appelle une tribu (ou o-algebre pour les anglo-saxons).

Définition 6.1.0.1 Soit 2 un ensemble. On dit qu'une partiec 7 C P(Q2) est une tribu si
elle vérifie les 3 propriétés suivantes :
Pl: QeT;
P2:VAcT ,AcT (T eststable par passage au complémentaire) ;
P3: V(Ap)neny € TV, U A, €T (T est stable par réunion dénombrable).
neN

Le couple (€2, T) est alors appelé un espace probabilisable et les éléments de 7 sont appelés
les événements de 2.

Exemple 6.1.0.2 On peut toujours choisir 7 = P(Q) : c’est une tribu sur €, appelée tribu
discrete.
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Exemple 6.1.0.3 Si 7 = {0, 2}, alors 7 est aussi une tribu sur Q, appelé tribu grossiére.

Remarque : on peut se demander pourquoi on ne prend pas toujours P(Q) comme tribu, c’est-
a-dire pourquoi toute partie de  n’est pas un événement. Tout d’abord, cet ensemble est « trop
grand » et contient en général beaucoup trop d’éléments. Ensuite, l’idée derriere est qu’un évé-
nement doit correspondre a un « phénomene observable » mais tout n’est pas « observable » :
c’est pour cela qu’on se restreint a une collection « plus petite ». Prenons un exemple : on lance
un dé parfaitement équilibré et on continue de lancer le dé tant qu’on n’a pas obtenu un 6.
Dés qu’on obtient un 6, on s’arréte. On peut alors considérer que l'univers Q) est constitué des
suites finies (qui correspondent au cas ot on obtient un 6 aprées un nombre fini de lancers) et
des suites infinies (ce qui correspond au cas théorique ot on n'obtient jamais le 6). Dans cet
exemple, le singleton constitué par la suite finie (1,1) n’est pas un événement. En fait, l'idée
principale est que lorsqu’on réalise une expérience aléatoire, en fonction de ce qu’on cherche a
analyser, on va privilégier certaines issues : ces issues possibles seront appelées les événements.

Proposition 6.1.0.4 Soit (2, T) un espace probabilisable. Alors :
(i) DeT:

(ii) Vn € N, V(Ai)o<icn € T, | JAi € T ;
=0
(iii) V(Ap)nen € TV, [V An €T ;
neN
(iv) VA,BeT ,A\BeT.

Preuve :

e Montrons (i). -
Par définition, Q € 7. Or, T est stable par complémentaire donc ) = Q € 7.

e Montrons (7).
Soient n € N et (Ay,---,A,) € 7" On pose pour i > n, 4; = (). Alors,
(Ay)ien € TN et puisque T est stable par réunion dénombrable,

n
U A; €T clest-a-dire U A, eT
ieN =0

e Montrons (iii).

Soit (Ap)neny € TV, Alors, (A)nen € TV, Par suite, U A, € T, et

- neN
(An=J4neT.

neN neN

e Enfin, la preuve de (iv) est laissée en exercice.
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Proposition 6.1.0.5 Soient 2 un ensemble et (T;)icr une famille non vide de tribus de Q.

Alors m T: est une tribu de .
i€l

Preuve :

On pose T = ﬂ T;. Montrons que c’est une tribu.
iel
e Tout d’abord, puisque pour tout i € I, ) € T;, on en déduit que 2 € T.

o Par ailleurs, soit A € 7 et soit i € I. On a A € T;. Or, 7; est une tribu
donc A € T;. Par suite, A € ;¢ Ti, c'est-a-dire A € T.

e Enfin, soit (4, )nen une famille d’éléments de 7. Soit i € I. Alors, pour
tout entier n, A, € 7; et puisque 7; est une tribu, UneN A, € T;. Ceci étant

vrai pour tout i € I, on en déduit que (U, oy An) € Nies; Ti=T.-

Ce qui prouve que ﬂ T; est une tribu de Q.
iel

Corollaire 6.1.0.6 Soient Q un ensemble non vide et X C P(Q). Alors, il existe une unique
tribu T(X), minimale au sens de linclusion, contenant X. On dit que T(X) est la tribu
engendrée par X.

Preuve :

En effet, on pose T(X) = ﬂ T. Alors, T(X) est une intersection

T tribu de Q

XCT

non vide de tribus de Q (puisque P(Q2) est une tribu qui contient X), c’est
donc une tribu d’apres la proposition précédente.
De plus, si T est une tribu de © qui contient X, alors 7(X) C 7y par
définition. Ce qui prouve que 7 (X) est minimale au sens de 'inclusion.
Enfin, si 7y est aussi minimale au sens de I'inclusion, I'inclusion précédente
est une égalité, ce qui prouve 'unicité.

X

Remarque : la définition posée est analogue a celle vue dans les espaces vectoriels pour l’espace
vectoriel engendré par X (qui est défini comme lintersection de tous les sous-espaces vectoriels
contenant X ).

Exemple 6.1.0.7 Soient 2 un ensemble non vide, A C Q et X = {A}. Alors, on peut vérifier
(le faire) que T(X) = {0, A, A,Q}.
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Exercice 6.1.0.8 Soit {2 un univers quelconque non vide. Déterminer la tribu engendrée par
X ={{w},wen}.

Remarque : en général, on ne peut pas décrire de facon « simple » ce qu’est un élément de
T(X), contrairement auz espaces vectoriels ou l’espace vectoriel engendré par X est caractérisé
par l’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

Définition 6.1.0.9 On appelle tribu des boréliens de R la tribu engendrée par la collection
des segments de R. Cette tribu est notée B(R).

Remarques :

par définition, la tribu borélienne est la plus petite tribu de R qui contient tous les segments
[a,b] avec a < b;
la tribu des boréliens contient tous les singletons puisque pour tout a € R, [a,a] = {a};

cette tribu contient aussi tous les intervalles ouverts ]a,b[, avec —oco < a < b < 400 et
donc aussi tous les intervalles de R (ouverts, fermés, ouverts a droite...). En effet, si a et
b sont deuz réels, alors en convenant que [x,y] =0 sixz >y :

Jovl= U [aﬁ,bﬁ] ool = J lan] 5 J-oob(= U [w,bfﬂ

neN* neN neN*

on verra dans le cours de mathématiques spéciales 2 qu’en fait c’est aussi la tribu engen-
drée par les « ouverts » de R ou encore la tribu engendrée par les « parties fermées » de
R;

on peut de méme définir la tribu borélienne de R™ (avec n € N*) : c’est la plus petite
tribu de R™ qui contient tous les pavés, c’est-a-dire qui contient tous les ensembles de la

forme :
n

1T lax, b]

k=1
Cette tribu est notée B™(R) et est importante lorsqu’on étudie des vecteurs aléatoires, en
particulier pour des couples (X,Y) de variables aléatoires ;
a ce stade, il serait logique de se poser la question de savoir si P(R) = B(R) : la réponse
est bien entendu non (sinon on ne donnerait pas un nom a cette tribu) mais la preuve
dépasse de loin les objectifs de ce livre ;
ce que vous devez retenir c’est que dans la pratique, « toutes les parties de R sont des
boréliens » mais qu’en théorie c’est fauxr. La bonne nouvelle est qu’il est trés difficile de
construire des sous-ensembles de R qui ne sont pas des boréliens de R ;

enfin, si tout ce qui est écrit avant vous parait incompréhensible, et bien ce n’est pas
grave... Pour ce chapitre, la notion de tribu et en particulier la notion de borélien est un
cadre formel pour la théorie des probabilités. Ce cadre formel ne doit pas vous empécher
de comprendre [’essentiel : on manipule des événements qui doivent vérifier un certain
nombre de regles de calculs, c’est tout.
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Définition 6.1.0.10 Soit (€2, 7") un espace probabilisable. On appelle mesure de probabilité
sur 7 toute application P : T — R telle que :

(i) VA€ T , P(A) €[0,1];
(i) P(Q) =1;

(iii) Pour toute suite (A, )nen d’éléments de T, deux & deux incompatibles (ou disjoints),

P (U An> =Y P(A,)

neN neN

On dit alors que (€2, 7, P) est un espace probabilisé.

Remarques :

e tout d’abord, on peul remarquer que cette notion généralise celle vue dans le cadre des
probabilités sur les ensembles finis. En effet, si Q est un ensemble fini et T = P(Q), alors
une suite (Ap)nen de parties deuz d deux incompatibles est nécessairement stationnaire :
a partir d’un certain rang N € N, pour tout n > N, A,, = 0.

UAan=JAn et > PA,)=) P4

neN n=0 neN n=0

Dans ce cas,

e il faut interpréter la propriété (iii) comme une propriété de continuité. En clair, siles A,
sont des événements deux a deux incompatibles :

(o, )= . Soriaa= s #(() )

Exemple 6.1.0.11 Si on se donne ©, muni de la tribu discrete P(£2), et un élément wy € €,
alors I’application :
0wy : P(Q) — R
A { 1 si wo e A
0  sinon

est une mesure de probabilité appelée mesure de Dirac en wy. En effet,

o VAEP(Q) , duy(4) € {0,1} € [0,1];

® 0,,(2) =1 (car wy € Q) ;

e enfin, si (A, )nen est une suite de parties de Q deux a deux disjointes, alors :

* Soit wy € |_|n€N A, et dans ce cas, il existe un unique ny € N tel que wy € A,,,. Par

stite, G, (An) = Gn.n, et ainsi : 0y, (| An) =1 =) 0uy(An);
neN neN
* ou bien wy ¢ | ], An et dans ce cas, pour tout entier n € N, wg ¢ A, et d,(A4,) = 0.

Il s’ensuit que : &y, ( U A,)=0= Z 0o (An)-

neN neN
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Proposition 6.1.0.12 Soit (2,7, P) un espace probabilisé. Alors,
(1) P(0)=0;

(ii) sin €N et Ag, -+, Ay, sont des événements deuz d deuz incompatibles, alors :
n n
P (U Ak> => P(Ay)
k=0 k=0

(iii) pour tout A€ T, P(A)=1—P(A);
(iv) pour tout (A, B) € T?, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB);
(v) si A,BeT et AC B, alors : P(A) < P(B) et P(B\ A) = P(B) — P(A).

Preuve :

e Montrons (4).
On pose Ag = Q et A, = 0 pour n > 1. Alors (4,) est une suite d’éléments
de T, deux a deux incompatibles. Par suite,

+oo +o00
1=P(@Q) =P (U An) => P(A,) =1+ PO
n=0 n=1

neN
+o0o
11 s’ensuit que Z P(0) = 0. Or, par définition d’une probabilité, P(() > 0.
n=1
1l s’ensuit que 0 < P(0) < 312 P(0) = 0, cest-a-dire P(f) = 0.

e Pour (i), on pose A = A si 0 < k < net A =0 sinon. Alors (A} )ren
est une suite d’éléments de 7 deux & deux disjoints. Sachant que P(0)) =0
d’apres (i), on obtient (77).

e Les preuves des autres propriétés sont identiques a celles vues dans le
cadre des univers finis. X

Théoréme 6.1.0.13 (de la limite monotone) Soit (2,7, P) un espace probabilisé.

(i) Pour toute suite croissante (Ap)nen d’éléments de T, on a :

+oo
(U ) im0
(ii) Pour toute suite décroissante (By)nen d’éléments de T, on a :

+oo
P (ﬂ Bn> =L, P(5)

n=0
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Preuve :

e Montrons (i).

Soit (A,,)nen une suite croissante d’éléments de 7. On peut commencer par
remarquer que 1'énoncé a un sens puisque |J, .y An € T

L’idée est de se ramener & une suite (A) d’événements deux & deux incom-
patibles telle que pour tout entier n, Ji_, Ar = Uj_o 4} Pour cela, on
définit la suite (A}) par Aj = Ag et pourn > 1, A/ = A, \ A,_1.

Tout d’abord, il est clair que si i # j, AN A} = (). En effet, si i < j, alors
A; C A; C AJ‘,1 et A; = Aj \Aj,1 = Aj N AJ',1 donc A; n A; = 0.

Par ailleurs, soit n € N et soit z € J,_qAr = An. Si z € Ay, alors
z € Ay C Ui_y A4 Sinon, Pensemble {k € [0,n] / x ¢ Ax} est une partie
non vide et majorée de N, elle admet donc un plus grand élément : notons
le p. Alors p < n puisque z € A,, et par définition, = ¢ A, mais € Apy;.
Par suite, z € Ay \ Ay = A,y C Uji—o 4

On a alors :
“+oo +oo +oo
P (U An> - p (U A;) =Y ray)
n=0 n=0 n=0
Par conséquent,

+o0 n
P(Ua) = i, (raos X - ran)
n=0 k=1

lim P(4,)

n——4oo

e Montrons (i7).
Si (B,,) est une suite décroissante d’éléments de T, alors (B,,) est une suite
croissante. D’apres (i) et les propriétés des probabilités :

P(05)=1-r(Um)

=1— lim P(B,)
n——+00
i (1= P)

lim P(B,)

n——+oo

Corollaire 6.1.0.14 Soit (Ag)ren une suite quelconque d’événements. Alors :

+oo n +o0 n
P(Un)=mm r(On) o« p(fa)- e r(A)
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6.2 Mesure de probabilité conditionnelle et formule des
probabilités totales

Théoréme 6.2.0.1 (Définition) Soient (Q, T, P) un espace probabilisé et B € T un évé-
nement tel que P(B) # 0. Alors Uapplication :

PB T — R
A P(ANB)
P(B)
est une mesure de probabilité, appelée probabilité conditionnelle sachant B. Cette application

est aussi notée P(.|B) (autrement dit, pour A € T, Pg(A) = P(A|B) et on dit probabilité
de A sachant B).

Preuve :

La preuve est immédiate et est laissée en exercice.

Corollaire 6.2.0.2 Si A et B sont deur événements de probabilités non nulles, alors :

P(AN B) = P(B) x P(A|B) = P(A) x P(B|A)

Théoréme 6.2.0.3 (Formule des probabilités totales) Soient (2, T, P) un espace pro-
babilisé et (By)nen une suite d’événements vérifiant :

(i) V(i,j) € N? , (i # j = B;NB; = 0) (les événements sont deuz a deux incompatibles) ;

(ii) | | Bn=9;
neN

(iii) ¥n € N, P(B,,) > 0.

+oo
Alors, pour tout événement A € T, P(A) = Z P(B,,) x P(A|B,,).

n=0

Remarques :

e cette formule est ce qu’on utilise quand on fait un calcul de probabilité a l'aide d’un arbre
de probabilité ;

e on peut remplacer (i) par la condition moins forte P <|_| Bn) =1.
neN
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Preuve :

Soit A € T. On a alors, compte tenu des hypotheses (i) et (i7),

A:AmQ:Am<|_| Bn) = |_|Ar1Bn

neN neN

Or, P est une mesure de probabilité et la suite (A N By, )nen est une suite
d’événements deux a deux incompatibles. Par suite,

—P<|_| AﬂBn) :ioP(AﬂBn)
n=0

neN

Enfin, pour tout n € N, puisque P(B,,) # 0, P(ANB,,) = P(B,) x P(A|B,,).
En remplagant, on obtient donc la formule des probabilités totales, a savoir :

P(A) = f P(B,) x P(A|B)
n=0 X

Remarque : si on suppose seulement que P(| |
notant B = | |

j— 2
en Bn) = 1, on conclut en remarquant qu’en

e P(A) = P(ANB) + P(ANB)
)=

et par croissance de P, 0 < P(ANB) < P(B) = 0.

Théoréme 6.2.0.4 (Formule de Bayes) Soient (2, T, P) un espace probabilisé.

P(A)P(B|A)
P(B)

(i) Plus généralement, si (By)nen est une suite d’événements deux & deuz incompatibles et
de probabilités non nulles et de réunion égale a l'univers, et si A est aussi un événement
de probabilité non nulle, alors pour tout n € N

(i) Si A et B sont de probabilités non nulles, alors P(A|B) =

P(A|B,) x P(By)
“+oo
> P(By) x P(A|By)
k=0

P(B,|A) =

Preuve :
e (i) est une conséquence du corollaire 6.2.0.2.

e Pour (i7), avec les hypotheses données, on sait déja d’apres (i) que pour

P(A|B,)P(B, L
n € N, P(B,|A) = % Ensuite, il suffit de remplacer P(A)
par le calcul donné par la formule des probabilités totales. %4
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6.3 Variable aléatoire réelle et loi de probabilité

Définition 6.3.0.1 Soit (€2, 7) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire réelle
sur (€, 7) toute application X : @ — R telle que :

VBeB'R), X YB)eT

L’inconvénient de cette définition est qu’on ne possede pas de représentation simple d’un boré-
lien. On va donc admettre le résultat suivant (qui est assez logique puisque les boréliens sont
engendrés par les segments) qui donne une caractérisation « plus simple ». Le lecteur plus cu-
rieux pourra consulter le cours de mathématiques spéciales 2 ol cette propriété est prouvée et
d’autres notions sur les variables aléatoires sont introduites.

Théoréme 6.3.0.2 (Admis) Soient (2, T) un espace probabilisable et X une application
de Q2 dans R. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) X est une variable aléatoire réelle ;
(ii) pour tout segment [a,b] C R, X~ 1([a,b]) € T.

De méme, on va admettre les regles usuelles de calcul avec les variables aléatoires.

Proposition 6.3.0.3 (Admis) Soit (2, T) un espace probabilisé.

(i) L’ensemble des variables aléatoires réelles sur (Q,T) est une R-algébre. Autrement dit,
st X,Y : Q — R sont des variables aléatoires et X € R, alors X +Y, AX, X xY
sont encore des variables aléatoires.

(i1) Si X est une variable aléatoire sur Q et si X ne s’annule pas sur , alors % est aussi
une variable aléatoire.

(iii) St X et'Y sont deuz variables aléatoires réelles sur (Q,T), alors | X|, sup(X,Y) et
inf(X,Y) sont aussi des variables aléatoires sur (,7T).

Remarques :

e en particulier, toute application constante de Q0 dans R est une variable aléatoire réelle ;

e toute combinaison linéaire de variables aléatoires (définies sur un méme espace probabilisé)
est une variable aléatoire ;

e en particulier, si (X, )nen est une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
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probabilisé, et si on pose pour tout entiern > 1 :

1 n
SnszXk i M, = max Xy ; m, = min Xj
n=

1<k<n 1<k<n

alors Sy, M, et m, sont des variables aléatoires.

Exercice 6.3.0.4 Montrer que si X est une variable aléatoire réelle sur (Q, 7)), alors AX (avec
X € R) et | X| sont des variables aléatoires réelles.

Notations et abréviations :

e dans le cadre des probabilités, on dira souvent variable aléatoire au lieu de variable aléa-
toire réelle et on écrira « soit X une v.a.r. » ou bien « soit X une v.a. »;

e si X est une v.a.r. sur (€2,7), on utilise les notations suivantes :

XY([a,b]) = {X €[a,b]} ouencore X *([a,d]) ={a< X <b}

De méme,
X7!(~00,a]) = {X < a}

Vous trouverez aussi souvent l'écriture X ~1(]—oco,a]) = (X < a) dans les ouvrages de
probabilités. C’est une notation moins lourde mais qui peut induire en erreur. Je vous
conseille de toujours noter avec les accolades {.} pour vous rappeler qu’il s’agit bien d’un
ensemble.

Exemple 6.3.0.5 Si Q est un univers fini (non vide) et 7 = P(Q), alors toute application de
() dans R est une variable aléatoire réelle. On retrouve donc, dans le cas d’un univers fini avec
pour tribu P(Q2), la définition de variable aléatoire que vous aviez apprise : ¢’est une application
de © dans R;

Exemple 6.3.0.6 En revanche, si Q est non vide et 7 = {0, Q}, alors les variables aléatoires
de € dans R sont exactement les applications constantes.

Remarque : dans la pratique, quand on réalise une expérience aléatoire, on « admet » que le
phénomene que l’on veut observer est bien une variable aléatoire au sens mathématique et il est
en fait assez rare de préciser l'univers de départ. Par exemple,

e la durée de vie d’un élément radioactif (¢’est-a-dire le temps au bout duquel il se désintégre)
est une variable aléatoire réelle ;

e lorsqu’on réalise une « marche aléatoire », la position apres n itérations est une variable
aléatoire ;

e si on lance un dé équilibré autant de fois que nécessaire pour obtenir une premiére fois
« pile », alors application qui associe le nombre de lancer nécessaire est une variable
aléatoire.
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Théoréme 6.3.0.7 (Définition) Soient (Q, T, P) un espace probabilisé et X une variable

aléatoire réelle. Alors lapplication Px définie par :

est une mesure de probabilité sur (R, BY(R)). Cette mesure est appelée la loi de probabilité

VI e BY(R) , Px(I) = P(X~I))

de la variable aléatoire X .

Preuve :

Remarques :

e Tout d’abord, on peut noter que Px est bien une application bien définie
de I’ensemble des boréliens de R & valeurs dans R (puisque pour tout borélien
I, X~Y(I) € T) et que de plus, pour tout borélien I, Px(I) € [0,1] (puisque
P est une mesure de probabilité sur (2, 7)).

e Par ailleurs, Py(R) = P({X € R}) = P(Q) =1.
e Enfin, soit (I,,),en une suite de boréliens deux a deux incompatibles. On

a alors :
XN UL)=UX ") =] X"

neN neN neN

Par suite,

Px(Um) = P(x ")

neN neN

+oo
= Y P(X7'(I.)

n=0

+oo
= Y Px(I.)

n=0

Ce qui prouve que Px est bien une mesure de probabilité sur (R, B! (R)).ZI

la notion de loi de probabilité est absolument essentielle pour deux raisons.

o Tout d’abord, on peut noter que pour toute mesure de probabilité Py sur l’ensemble des
boréliens, il existe au moins un espace probabilisé (Q, T, P) et une variable aléatoire réelle
X définie sur Q tels que Px = Py (il suffit de choisir Q =R, T = BY(R) et X = Idg).

e On peut donc parler de variable aléatoire de loi Px sans préciser (0, T, P). L’étude de
(R, BY(R), Px) est alors faite de facon « indépendante » (c’est-a-dire sans tenir compte
de la fagon dont X a été définie) et provient des valeurs observées de X. Toutes les
principales informations probabilistes sur X sont données par la loi Px.
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6.4 Indépendance d’événements ou de variables aléatoires

Dans ce paragraphe, on rappelle les principales définitions et propriétés élémentaires concernant
I'indépendance (notions déja étudiées dans le cadre des univers finis).

Définition 6.4.0.1 Soit (2,7, P) un espace probabilisé. On dit que deux événements A et
B sont indépendants si P(AN B) = P(A) x P(B). On note alors A L B.

Corollaire 6.4.0.2 Si P(B) > 0 alors : A L B <= P(A|B) = P(A).

Définition 6.4.0.3 On dit qu’une famille quelconque (A, ),en d’événements sont mutuel-
lement indépendants si :

vIePrN), P (A4 | =] P4y

= jedJ

A Attention : la notion d’indépendance n’est pas aussi simple a manipuler que ce qu’on
aurait pu espérer.

x AL Bet AL C nentrainent pas forcément A L (BNC);

% bien que A, B et C soient deux a deux indépendants, ils ne sont pas forcément mutuelle-
ment indépendants : on n’a pas forcément P(AN BN C) = P(A) x P(B) x P(C).
Autrement dit, la notion d’événements mutuellement indépendants est bien différente de la

notion d’événements deux a deux indépendants.

Exercice 6.4.0.4 Sion lance deux dés 4 six faces (les lancers sont indépendants) parfaitement
équilibrés, et si on note A I'événement « le premier dé est pair », B « le second dé est pair »
et C' « les deux dés ont la méme parité ». Montrer que A, B, C sont deux a deux indépendants
mais pas mutuellement indépendants.

Définition 6.4.0.5 On dit que deux variables aléatoires X et Y, définies sur un méme
espace probabilisé (2, T, P), sont indépendantes si, pour tous boréliens A et B, on a :

P{X € AYN{Y € B}) = P({X € A}) x P({Y € B})

Puisque les boréliens sont engendrés par les segments, on peut montrer la proposition suivante
(la démonstration étant un peu technique, on admet le résultat).
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Proposition 6.4.0.6 Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé (2, T, P). Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) X etY sont indépendantes ;
(ii) Y(a,b,c,d) € R* |, P{X € [a,b]} N{Y € [¢,d]}) = P({X € [a,b]}) x P{Y € [¢,d]}).

Définition 6.4.0.7 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé (2,7, P). On dit que (X, )nen est une suite de v.a.r. indépendantes (ou
mutuellement indépendantes) si pour toute partie finie J C N, et toute famille (B;);cs de
boréliens, on a :

P ({X;eB;} | =] PUX; € B}

jeJ jeJ

Proposition 6.4.0.8 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé (Q, T, P). Alors la suite (X,,) est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes si et seulement si :

VneN,VBy,---,B, € B{R) , P (ﬁ{xi € Bi}) = ﬁP({Xi € B;})

=0 i=0

Preuve :

Le sens direct est évident puisque pour tout entier n, [0,n] est une partie
finie de N. Pour la réciproque, si J est une partie finie de N, alors J est
majorée : soit n un majorant de J. On applique alors la propriété avec

B;=Rsiie|0,n]\J.
[o.]\ .

Comme pour le cas de deux variables aléatoires, on peut montrer que :

Proposition 6.4.0.9 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé (Q, T, P). Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) la suite (X,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes ;

1) pour tout entier n, pour toute famille ([a;, b;])o<i<n de segments de R, on a :
<ig g

P (ﬂ{xi € [a,i,bi]> = [[ PUXi € [ai, bil})
=0

i=0
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6.5 Définition d’une probabilité discrete

Théoréme 6.5.0.1 Soit (2, T) un univers probabilisable et soitwy € Q. Alors lapplication :

0wy : T — R

A 5WD(A):{1 siwg € A

0 sinon

est une mesure de probabilité sur (Q,T) appelée mesure de Dirac en wy.

Preuve :

La démonstration est identique a celle de I’exemple 6.1.0.11, en remplacant
P(2) par T ici. -

Remarque : on retrouve donc la définition (et la preuve) du Dirac lorsque l'univers Q0 est un
univers fini et T la tribu discréte.

Dans le cas des univers finis, vous avez beaucoup utilisé qu'une combinaison « convexe » (une
combinaison linéaire dont les coefficients sont positifs et de somme 1) de Dirac est une mesure
de probabilité. Ceci se généralise de la fagon suivante.

Théoréme 6.5.0.2 Soit (0, T) un espace probabilisable et soit I un ensemble dénombrable.
On se donne («;)ier une famille de nombres réels et (z;)icr une famille d’éléments de Q.
On suppose que :

(Z) Viel,a >0;

(ii) la famille (c;)icr est sommable et Y, ;o = 1.

Alors lapplication P = Z 0y, est une mesure de probabilité sur lespace (2,T).
iel

Preuve :
e Montrons pour commencer que P est bien définie et a valeurs dans [0, 1].

Soit A € T un événement. Pour tout i € I, 0 < d,,(A) < 1. Par suite, pour
toute partie finie J C I, on a :

Zaidzi(A) QZOQ < Zai =1

ic€J JjeJ iel
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On en déduit que la famille («;0,, (A));es est une famille de nombres positifs
sommable et :

0< ) b, (4) <1

icl

Ce qui prouve que P(A) est bien défini (la somme infinie est bien définie)
et P(A) €]0,1].

e Prenons A = (). On a alors :
PQ) =) i, ()= a;=1
i€l iel

e Enfin, soit (4, )nen une suite d’événements deux & deux incompatibles.
On a alors :

P (U An> = iby, (Unendn) = > Y aibs, (An)

neN iel i€l neN

Soit A = U A, et considérons la famille double (a;0z, (An))(i,n)erxn-
neN

* (Q;0y, (An))(i,n)elxN est une famille de réels positifs.

* Soit ¢ € I. Puisque ¢,, est une mesure de probabilité, la famille
(0i0y; (Ap))nen est sommable et :

Z 057761,1 (An) = ai6$1 (A)

neN
« Enfin, la famille (;0,, (A));er est sommable (d’apres le premier point).
Par suite, la famille double est sommable et on peut permuter les sommes :

PA) =) aib,, (An) = Y > aids, (An) = Y P(Ay)

i€l neN neN el neN

Ce qui prouve que P est une mesure de probabilité.

Définition 6.5.0.3 Soit (2, 7) un espace probabilisable. On appelle mesure de probabilité
discrete sur 2 toute mesure de probabilité de la forme précédente.

Remarque importante : par hypothése I est dénombrable. Si I est fini non vide, on dit que
P est une mesure de probabilité finie. Sinon, si I est infini, on sait qu’il existe une bijection
de N dans I. Par suite, (o;)icr = (Qp(n))nen. On peut donc remplacer I par N. C’est ce qu’on
fera par la suite. Lorsque I est fini, c’est encore vrai puisqu’il suffit de poser o, = 0 a partir
d’un certain rang.
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6.6 Variables aléatoires discrétes

Définition 6.6.0.1 On dit qu’une variable aléatoire réelle est discrete si Px est une mesure
de probabilité discrete.

Exemple 6.6.0.2 Une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de parametre p € [0,1] est
une variable aléatoire discrete (en fait finie). Je vous rappelle que cette loi est notée B(1,p) et
que dans ce cas :

Px = B(1,p) = (1 — p)do + pd1

Autrement dit,
P{X =1})=pet P{X =0})=1-p

Exemple 6.6.0.3 Une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n, p) de parametres n € N*
et p € [0,1] est une v.a.r. discréte. Je vous rappelle que dans ce cas :

n

Px =B(n,p) =) (Z)pk(l —p)" e,

k=0

Autrement dit, V& € [0,n] , P{X =k}) = (})p"(1 — p) .

Exemple 6.6.0.4 On lance une piece (avec probabilité p d’obtenir pile) jusqu’a obtenir une
premiere fois pile. La variable aléatoire X qui donne le nombre de lancers nécessaires pour
obtenir pile est une variable aléatoire discrete.

Proposition 6.6.0.5 Soit X une variable aléatoire réelle telle que X () soit dénombrable.
Alors X est une variable aléatoire discréte. Plus précisément,

(i) Si X(Q) ={xo, - ,xn} est fini, alors Px est discréte finie :
Px =Y P({X =x}})s,
k=0

(i) Si X(Q) = {x, , n € N}, alors Px est discréte et :

Px =Y P({X =au})b,,

neN
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Preuve :

Traitons le cas ot X () est infini. Montrons que :
Px =Y P({X =x,})d,,
neN
Soit B un borélien de R. On a alors :
Px(B) = P({X € B})
=P <|_| {Xe(Bn {mn})}>

neN

=Y PH{X e (BN {z.})})

neN

{X==2,} siz,€B
0 .

sinon

Or, pour n € N donné, {X € (BN {z,})} = {

Par suite,

P({X € (BN {z,})}) = { ﬁgéf = o)) :i §§ 83 _ é

= P({X = :cn}) X 5.’1?7,,(‘8)

D’ou le résultat en remplacant dans Uexpression de Px (B). =

Remarques :

e on retrouve que toute variable aléatoire sur un univers fini est discréte (finie). Les lois
usuelles étudiées dans le cadre des univers finis sont donc des cas particuliers de variable
discreéte ;

e une variable aléatoire peut étre discréte méme si Q n'est pas dénombrable (par exemple,
lorsque X est constante) ou X (Q) n’est pas dénombrable (par evemple Q = R, T = BY(R),
P = 9§y et X = Idg). Autrement dit, la condition sur Q ou X (Q) est suffisante mais pas
nécessaire pour que X soit discrete. Ceci étant dit, dans la pratique, lorsqu’on travaillera
avec des v.a.r. discrétes, on sera toujours dans le cas ou X (Q) est dénombrable, voire
méme  dénombrable.

Théoréme 6.6.0.6 (Loi de Poisson) Soit A > 0. Alors l'application :

+o0o 6,>\)\n
™= o
n=0 :

est une mesure de probabilité discréte (infinie) sur (R, BY(R)), appelée loi de Poisson de
parametre \.
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Preuve :

—A\n

Il est clair que pour tout entier n, > 0. De plus, la série de terme

n!
général % est convergente et sa somme est e*. Par suite,

too 7>\)\n
e _1

n!
n=0

Ce qui prouve que 7 est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

Notation : on note souvent P(A) la loi de Poisson de parametre A > 0.

Définition 6.6.0.7 On dit qu’une variable aléatoire réelle suit la loi de Poisson de parametre
A > 0si Py = my. On écrit alors X < P(A).

Théoréme 6.6.0.8 (Loi géométrique) Soient p € 10,1[ et ¢ = 1 —p. Alors Uapplication :
400
Gp) =) pg" 'on
n=1

est une mesure de probabilité discréte (infinie) sur (R, BL(R)), appelée loi géométrique de
paramétre p.

Preuve :

C’est une conséquence directe du théoreme 6.5.0.2 puisque la famille
(Pq")n>1 est une famille sommable de nombres positifs et :

2 : p P
1
n=1 1 q 1 (1 p)

Remarques :

e en toute rigueur, on peut aussi choisir p = 1 mais dans ce cas, on retrouve une mesure
de Dirac car G(1) = 01 et on ne parle pas de loi géométrique dans ce cas;
e attention, pour p = 0, ce n'est pas une mesure de probabilité car tous les termes pg™ "

sont nuls (et la somme ne vaut donc pas 1) ;

e [es lois géométriques sont utilisées pour modéliser les « temps d’arrét » : on répéte une
épreuve de Bernoulli jusqu’a obtenir un succés, la variable aléatoire qui donne le nombre
de tirages nécessaires suit une loi géométrique.

394



Chapitre 6  Probabilités discretes

Théoréme 6.6.0.9 (Transformation de v.a.r. discréte) Soit X une v.a.r discréte sur
(Q,T,P). On suppose que X () est dénombrable. Alors, pour toute fonction g définie sur
un ensemble contenant X (Q) et a valeurs réelles, Uapplication Y = g o X est une variable
aléatoire discrete. De plus, si Px = Z 00y, , alors :

neN

Py = Z anég(zn>

neN

Preuve :
Notons Py = Z 0y, -
neN

e Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire réelle.
Soit [a,b] un segment de R (a < b). Alors :

Yl ([a,b) = {w € Q / g(X(w)) € [a,0]} = {w € @ / X(w) € g7 ([a, b])}

Par suite, en notant A= {n €N / z, € g71([a,b])}, on a :

Y ([a,0) = | X' ({zn})

neA

Or, X est une variable aléatoire donc pour tout entier n, X *({z,}) € T et
la réunion précédente est dénombrable (puisque A est une partie de N). Par
conséquent, Y ~1([a, b]) € T, prouvant ainsi que Y est une variable aléatoire.

e Fnsuite, on constate que pour tout entier n et tout borélien B,

1 siz,€g (B 1 sig(x,) €B
S FE AR LN

1 o
0, (9 (B))f{ 0 sinon 0 sinon

On en déduit donc que :

Py(B)=P({go X € B}) = Px(g7"(B)) = Y _ s, (97" (B))
neN
c’est-a-dire

Py (B) = Z an(sg(xn)(B)

neN

X

Remarque : si X est discréte mais on ne suppose plus que X () est dénombrable, on ne peut
plus prendre une fonction g quelconque. Pour obtenir une variable aléatoire, on met la condition
g « mesurable », c’est-a-dire que l'image réciproque par g de tout borélien est un borélien. Toute
fonction continue de R dans R est automatiquement mesurable donc en particulier, le théoréme
s’appliquera lorsque g est continue. Ceci est abstrait. Dans la pratique, on sera toujours dans
le cas ou X () est dénombrable et donc on ne se posera pas ces questions sur la « régularité »
de g.
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6.7 Espérance, variance et moments

Définition 6.7.0.1 Soit X une variable aléatoire discrete, de loi
P X = Z O‘némn
neN

On dit X admet une espérance mathématique si la série de terme général a,,x,, est absolu-
ment convergente. Dans ce cas, on appelle espérance mathématique de X, le nombre F(X)
défini par :

—+o0
E(X)= Z Ap Ty
n=0

Remarques :

e dans cette écriture, on n’a pas du tout supposé que les x,, sont distincts ! La seule hypothése
qui est sous-entendue dans la phrase « de loi Px = ZneN o0y, » est que la famille
(an)nen est une famille sommable de nombres positifs dont la somme vaut 1 ;

e si X admet une espérance mathématique, la famille (,Zn)nen est sommable (puisque la
série est absolument convergente). Il s’ensuit que si on permute les termes, la valeur de
la somme est la méme. De méme, si on note (y;)icr les valeurs distinctes prises par X et
Bi les probabilités associées, on a aussi Px =Y, ; Bi0y,. Mais alors :

“+oo
n=0

i€l neN i€l
Tn=Yi

Par conséquent, l'espérance de X ne dépend pas de l’écriture de Px : elle ne dépend que
de X. C’est pour cette raison qu’on impose l’hypothése de sommabilité dans la définition,
plutot que la seule convergence de la série.

Exemple 6.7.0.2 Si X < B(n,p), alors X admet une espérance (la série est en fait une somme
finie) et

E(X) = ik(Dp’“(l —p)"* =np

k=0

Remarque : plus généralement, comme dans l’exemple précédent, on montre que toute variable
aléatoire discréte finie admet une espérance et on retrouve la définition que vous aviez vue dans
le cadre des univers finis.
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Exemple 6.7.0.3 Si X < G(p) avec p € |0,1[, alors X admet une espérance car la série
termes positifs > npg"~! converge (et donc est absolument convergente) et :

+oo +oo » 1
PO = Yot =p Y n = = ]
n=1 n=1 4 p

Pour les détails des calculs, voire la preuve de la proposition 6.7.0.14.

Théoréme 6.7.0.4 (Admis) L’espérance est linéaire, c’est-a-dire que pour toutes va-
riables aléatoires discrétes X et'Y définies sur un méme univers probabilisé, et pour toutes
constantes \, u € R, si X et Y admettent une espérance, alors \X +pY admet une espérance
et :

EAX 4+ uY)=XE(X)+ nE(Y)

Remarque : remarquez que le souci ici est que la connaissance des lois de X et de' Y ne permet
pas de déterminer la loi de X +Y. On ne peut donc pas, avec la définition donnée, vérifier si
X +Y admet ou non une espérance puisque Pxyy n’est pas connue.

On a néanmoins un cas particulier ou cette propriété est évidente.

Théoréme 6.7.0.5 (Transfert) Soit (2,7, P) un univers probabilisé. On suppose que §)
est dénombrable. Alors toute variable aléatoire X sur €0 est une v.a.r. discréte et on a :

X admet une espérance <= (X (w)P({w}))wea est sommable

Dans ce cas, on dispose de la relation :

E(X)=) P{whX(w)

weN

Preuve :
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur ). Puisque €2 est dénombrable,
X () est dénombrable. II s’ensuit que X est discrete (proposition 6.6.0.5).

On note X(Q) = {z,, , n € K} ot K est dénombrable et les x,, sont deux &
deux distincts. Alors :

Px = Z P{X = 2n})ds,

nek

Par définition, X admet une espérance si la famille (P({X = z,})zn)nek
est sommable. Posons alors :
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VneK, A, ={weQ/ Xw)=2,} =X "{zn})

Alors, (Ap)nex est une partition dénombrable de €2, c’est-a-dire que K
est dénombrable et Q@ = ||, , An. D’apres le théoreme d’associativité
(théoreme 5.7.2.1 dans les annexes du chapitre sur les séries), la famille
(P({w}) X (w))wen est sommable si et seulement si :

{ Vne K, (P{w})X(w))wea, est sommable
(ZweAn P({W}”X(W)Dne}( est sommable

Dans ce cas (¢’est-a-dire si 'une de ces conditions équivalentes est vérifiée),
on a:

> PHwhX (W) > ( > P({w})X(W)>

weN nekK \we€A,

. (z P({w}m)

neK \w€eA,

. ( > P<{w}>)

nek wEA,

= > a.P(4,)

nekK

= Z e P{X = an})

nek
= EX)

Or, pour tout n € K, il est évident que la famille (P({w})X (w))wea, est
sommable (définition d’une mesure de probabilité) et :

Y IPUoNX @)l = lzal Y PH{w}) = |2l PUX = 20})

wEA, wEA,

On conclut donc que (P({w})X (w))weq est sommable si et seulement si
(lzn|P({X = @n}))nex est sommable, c’est-a-dire si et seulement si X
admet une espérance. X

Remarque : en fait, on a tout simplement étendu le théoréeme de transfert aur univers dé-
nombrables infinis. Dans le cadre des univers finis, cette propriété a déja été vue. Notez que
la preuve est identique a la différence prés qu’on manipule des sommes infinies et qu’il faut
donc justifier le « réarrangement des termes », c’est-a-dire la sommabilité de la famille. Notez
aussi que si K est fini (notations de la preuve - qui correspond au cas ot X ne prend qu’un
nombre fini de valeurs), alors la seconde condition est toujours vérifiée, i.e. X admet toujours
une espérance.

Exercice 6.7.0.6 On suppose {2 dénombrable. Montrer la linéarité de ’espérance.
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Définition 6.7.0.7 Soit X une v.a.r. discrete. On dit que X admet une variance (ou un
écart-type) si X admet une espérance et si (X — E(X))? admet une espérance. Dans ce cas,
on appelle variance de X et on note V(X)) le nombre :

V(X) = B((X - B(X))?)

Si X admet une variance, on définit alors 1’écart-type de X par ox = /V(X).

Exemple 6.7.0.8 Si X < B(n,p), alors X admet une variance et V(X) = np(1 — p).

Théoréme 6.7.0.9 (Transfert) Soient X une v.a.r. discréte de loi Px = ) oy 0nlg,
avec X(Q) ={xz, , n € N} et ¢ : R — R une fonction définie sur X (). Alors :
(i) Y = poX est une v.a.r. discréte;

(i1) Y admet une espérance mathématique si et seulement si la série Y anp(x,) est abso-
lument convergente. Dans ce cas,

E(p(X)) = Z ()

neN

Preuve :
e D’apres le théoreme 6.6.0.9, on sait déja que Y est une variable aléatoire

discrete de loi :
Py =) tndy,)
neN

e La seconde propriété est alors claire par définition de 1’espérance. %

Corollaire 6.7.0.10 Si X est une variable aléatoire discéte de loi Px = ZneN andy, qui
admet une espérance, notée m, alors :

X admet une variance <= E an (T, — m)2 converge

Dans ce cas, V(X) = Z (T, —m)?.
neN

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme de transfert avec ¢ : x — (¥ —m)Z. =
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Définition 6.7.0.11 Soit X une v.a.r. discrete. On dit que X admet un moment d’ordre
p > 1 si la variable aléatoire discrete XP admet une espérance. Dans ce moment, le moment
d’ordre p de X est le nombre M, (X) = E(XP?).

Corollaire 6.7.0.12 Awvec les notations précédentes, X admet un moment d’ordre p si et
seulement si la série Y a,af converge absolument.

Preuve :

‘ C’est une conséquence directe du théoreme de transfert.

Remarques :

e toute variable aléatoire (discréte) admet un moment d’ordre 0. En effet, X° = 1 est une
variable aléatoire constante et donc elle admet une espérance qui est E(X°) = E(1) = 1;

e par définition, X admet un moment d’ordre 1 si et seulement si X admet une espérance.
Dans ce cas, M1(X) = E(X);

e une wvariable aléatoire peut ou non admettre des moments, a certains ordre mais pas

d’autres, ou & tout ordre. Par exemple, si Px = . ﬁ&zn (je vous laisse vérifier

que ceci définit bien une loi de probabilité discréte), alors pour tout p € N,

D
n

X a un moment d’ordre p <~— Z (xi
n(n

converge
1) v

Par suite,
* 81 on choisit x, = n pour tout n > 1, alors X n’admet pas de moment d’ordre p > 1;

x s1 on choisit x, = \/n pour n > 1, alors X admet un moment d’ordre 1 mais pas de
moment d’ordre p > 2 ;

* st on choisit T, = nk avec k > 2 fixé, alors X admet un moment d’ordre p si et
seulement sip <k —1;

x 80 on choisit x, = % pour n = 1, alors, X admet un moment a tout ordre.

Proposition 6.7.0.13 Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment
d’ordre 2. Alors :

(i) X admet une espérance ;
(ii) X admet une variance et V(X) = E(X?) — B(X)~.
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Preuve :
Notons Px = ZneN andz, avec (o, )nen sommable de somme 1. Puisque X

admet un moment d’ordre 2, Z ana? converge (corollaire précédent).

e Montrons (4), c’est-a-dire que Z T, converge absolument.
Soient n € N, I = {k € [0,n] / |zx| < 1} et J = {k € [0,n] / |xk| > 1}.
On a donc I U J = [0,n]. Par suite,

n
>l > arlz + Y aglay|
k=0

kel kelJ

< Dot ) anlal’
kel keJ

< St Y auaf
keN keN

< 1+ B(X?)

Ce qui prouve que les sommes partielles de la série de terme général ay|zy|
sont majorées. Par conséquent, cette série converge (c’est une série a termes
positifs), ¢’est-a-dire X admet une espérance.

e Prouvons alors la seconde relation. Y = (X — F(X))? est une variable
aléatoire discrete et on a vu juste avant que Y admet une espérance si et
seulement si la série Y o, (2, — E(X))? converge.

Or, pour tout entier IV,

N N N N
> an(n — B(X)? =) anr) —2B(X) > anwn + E(X)* > an
n=0 n=0 n=0 n=0

On reconnait la somme de trois sommes partielles de séries absolument
convergentes et donc convergentes. Par suite, la série de terme général
(2, — B(X))? est convergente (et donc Y admet une espérance, c’est-
a-dire X admet une variance) et on peut passer a la limite quand N tend
vers +oo dans 1’égalité précédente :

+oo +o0 +oo +oo
> an(zn — B(X)? =Y ana} = 2B(X) Y anan + E(X)*) o
n=0 n=0 n=0 n=0

c’est-a-dire

E(Y) = E(X?) —2BE(X)*+ E(X)* = E(X?) — E(X)*

Remarque : la formule V(X) = E(X?) — E(X)? est appelée formule de Huyguens.
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Proposition 6.7.0.14 Soit X une v.a.r. qui suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
Alors X admet une espérance mathématique et une variance qui sont :

B(X)=X et V(X)=A\

Preuve :
e Tout d’abord, X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si (;%nnz
converge.

)\)\n

A
n? > 0 et fdl = donc
" n—+4ooM

Or, pour tout entier n € N, u, =

. Up+1

lim ——
n—-+oo Up,
Ainsi, X admet un moment d’ordre 2 donc d’apres la proposition précédente,
X admet une espérance et une variance.

=0 < 1. D’apres le critere de d’Alembert, > u,, converge.

e Il reste donc a calculer les sommes. Or, d’une part :

foo APe—A N too An—1 N N
EX)= WZ:O Xn=Ae" Zn—l Ae™ M x et = A
Et de fagon analogue,
2)\n too na"
X2 —>\ _ —)\
Z 2 o

soit encore

c’est-a-dire
) N 2+°° A2 too A1 )
F(X2) =e AN A ) =
(X*) =e )\;(n72)!+/\z(n71)! PR

On conclut alors d’apres la formule de Huyguens que :

V(X)=BE(X?) —EX)2=X4+A-X =)\ <

Proposition 6.7.0.15 Soit X une v.a.r. qui suit la loi géométrique de paramétre p € 10, 1].
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :

1 qg 1-p
=3

hS]
bS]
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Preuve :

o Il est évident que pour tout entier & € N, 3" n¥pg"~! converge (absolu-

ment) car |g| < 1. Par suite, X admet un moment & tout ordre k € N. Il
s’ensuit que X admet une espérance et une variance.

e Il reste donc a faire les calculs de somme :
+oo oo
E(X) = anq”_l et E(X?) = anQq”_l
n=1 n=1

Or,

+00 +o00 +o00
M=) > ng"™" = Y ng"™ =3 ng"
n=1 n=1 n=1

+o0

+o00
= > (n+1)q" =) ng"
n=1

n=0

“+oo
= 1+Z(n+1fn)q”
n=1

—+o00
= 14> ¢"
n=1
1
1—g¢
“+o00
Il s’ensuit que Z ng" ! =

n=1

1 1 1
W:petdoncE(X)zﬁzf

P> P
Pour le calcul du moment d’ordre 2, on procede de fagon similaire :

+00 +o00 +o00
27112(171—1 _ Zn(n_ 1)(]71—1 + ann—l
n=1 n=1 n=1

La seconde somme vient d’étre calculée. Pour la premiere, de méme
qu’avant :

+o00 +o0 +o0o
1= nn-1g¢"'=> nn—-1)¢"" = n(n-1)q"
n=1 n=1 n=1
+o0 +oo
=> (n+1ng" = n(n—1)q"
n=0 n=1
+o00
= Z 2nq"
n=1
N o 2q 1 2¢ 1 _2q 1 1 q
Dot E(X?) p(l—q)3+p 2eretV( ) p2+p PR .
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6.8 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 6.8.0.1 (Inégalité de Markov) Soit X une v.a.r. discréte qui admet une es-

pérance. Alors :
E(|X
w0, P> < 20D

Preuve :
Notons Px = Z a0y, . Soit € > 0. Par hypothese X admet une espérance
neN
(ce qui équivaut & dire que | X| admet une espérance), donc :
E(X) = Y anlal
neN
- Z Oén|xn| + Z an‘in‘
neN neN
|lzn|<e |z | =€
> ) anlzalte > an
neN neN
|zn|<e 2] >e
Z € Z Qp
neN
len]>e
2z eP({|X]2¢})

Théoréme 6.8.0.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X une v.a.r. discréte
admettant un moment d’ordre 2. Alors X admet une espérance et une variance et on a :

Ve >0, P({|X — B(X)| > ¢}) <

Preuve :

On a déja montré que si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une
espérance et une variance. Considérons la v.a.r. discréte Y = | X — E(X)|.
Par définition de la variance, Y2 admet une espérance et E(Y?) = V(X).
Alors,

Ve>0,P{|Y|>¢}) = P{Y?>¢%))
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Proposition 6.8.0.3 Soit X une variable aléatoire discréte.

(i) Si X admet une espérance et E(|X|) =0, alors P({X = 0}) = 1.
(i1) Si X admet une variance et si V(X) =0, alors P{X = E(X)}) = 1.

Remarques :

e [es réciproques sont vraies et évidentes! C’est l'implication donnée par la proposition qui

est moins évidente ;

e moralement, « si V(X) = 0, alors X est constante ». Mathématiquement c’est incorrect
car la propriété dit que X est constante sur un ensemble de probabilité 1 qui n’est pas
nécessairement égal a ), mais c¢’est comme cela qu’il faut penser a cette proposition.

Preuve de la proposition :

(X))

V€>O’O<P({|X‘>€})<T:0

11 s’ensuit que pour tout entier n > 1, P({|X| > 1}) = 0. Or,

{IX[>01=J {Ix> -}

neN*

S

n
monotone :

PUIX|> 08 = lim Pa({X] > 1)) =0

e Montrons (7). X admet une espérance donc d’apres 'inégalité de Markov :

et la suite ({|X| > 1}),>1 est croissante. D’apres le théoreme de la limite

On conclut que P{X =0})=1—-P({X #0})=1—-P{|X|>0}) =1

e La propriété (i7) se déduit de (7) car si X admet une variance et V(X) = 0,
alors Y = (X — E(X))? admet une espérance et E(|Y]) = 0. D’apres (i),
P{Y =0}) =1, clest-a-dire P{X = E(X)}) = 1. 2

6.9 Sommes de variables aléatoires discretes usuelles et

indépendantes

la loi binomiale B(n + m,p).

Théoréme 6.9.0.1 Soient X et Y deuz v.a.r. indépendantes (définies sur le méme univers
probabilisé) suivant les lois binomiales B(n,p) et B(m,p) respectivement. Alors X +Y suit
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Preuve :

Tout d’abord, il est clair que (X + Y)(Q) C N. De plus, pour tout entier

keN,
(X+Y=k}=| {X=in{Y =k—i}
ieN
X et Y étant indépendantes, on a alors en posant (;) =0sij>i:

PU{X +Y =k}) Y PHX =i}) x P{Y =k —i})

€N

= 2 <T;)pi(1 —p)"" X (knji)pk"'(lfp)m‘<k‘i)

ieN

<ieZN (ZZ) <krj z>> pF(1 — p)rtmk
(m /_: n) pr(1 —p)rtmk

La derniere égalité provenant de la relation de Vandermonde (propriété des
coefficients binomiaux). D’ou le résultat. %

Remarque : attention, en revanche, si on additionne deux lois binomiales avec des paramétres
« p » différents, on ne retombe pas sur une loi binomiale.

Corollaire 6.9.0.2 Soient X1,---, X, des v.a.r. mutuellement indépendantes de lois res-
n

pectives B(n;, p) avec pour 1 < i < n, n; € N*. Alors S, = ZXi suit la loi binomiale
i=1
B <Z ni,p> .
i=1

Preuve :

‘ Il suffit par exemple de faire une récurrence sur n. =

Exercice 6.9.0.3 En interprétant les loi binomiales comme le nombre de « succes », expliquer
pourquoi le corollaire est « évident ».

Théoréme 6.9.0.4 Soient X et 'Y deux v.a.r. indépendantes de lois respectives P(N) et
P(p) avec A >0 et pp > 0. Alors X +Y suit la loi de Poisson P(A+ p).
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Preuve :

On reprend la méme démarche. Soit n € N.

PU{X +Y =n}) Y PUX =k}n{Y =n—Fk})

= S PUX =k}) x P({Y =n - k})

k=0
n — . — —k
e A)\k e /,Llun k

AV S
= kK (n—k)!

e~ O I N

k=0

e~ (A n)

= X A+p)"

Par suite, X + Y suit la loi de Poisson de parametre A + p.

Corollaire 6.9.0.5 Soit (X;)1<i<n des v.a.r. mutuellement indépendantes, de lois respec-
n n

tives P(\;) pour1 <i < n. Alors, S, = Z X, suit la loi de Poisson de paramétre X = Z A

i=1 i=1

Remarque : notez que dans les preuves par récurrence, on utilise une propriété « intuitivement
évidente » mais qui n’est en fait pas si « évidente ». Si (X, )nen est une suite de variables aléa-
n

toires indépendantes, alors pour tout entiern € N, X,, 41 et S, = Z X sont indépendantes.
k=0

Exercice 6.9.0.6 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes (définies sur le méme univers) et
suivant toutes deux la loi géométrique de parametre p € ]0, 1[. Déterminer la loi de X + Y.

6.10 Calculs d’espérance ou de variance pour des variables
aléatoires indépendantes

Théoréme 6.10.0.1 (Admis) Soient X etY deuz v.a.r. discrétes. On suppose que :

(i) X etY admettent une espérance ;
(ii) X etY sont indépendantes.

Alors X XY admet une espérance et E(X xY) = E(X) x E(Y).
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Corollaire 6.10.0.2 Si (X,)nen est une suite de v.a.r. discrétes mutuellement indépen-
dantes et admettant toutes une espérance, alors pour tout entier n, HZ:O Xy admet une

espérance et :
n n
E (H Xk) = H E(Xy)
k=0 k=0

Preuve :

11 suffit de procéder par récurrence en remarquant que puisque (X, )nen est
une suite de v.a.r. mutuellement indépendantes, H;I':O X L X4

Corollaire 6.10.0.3 Si X et Y sont des v.a.r. discrétes, indépendantes et admettant des
variances, alors X +Y admet une variance et :

V(X +Y)=V(X)+ V()

Preuve :
Tout d’abord, (X +Y)? = X2 +Y?+2XY. Or,
% X et Y ont un moment d’ordre 2;
* puisque X et Y ont une espérance et X 1 Y, XY a une espérance et
E(XY)=E(X)E(Y).
Alors (X +Y)? a une espérance et donc X + Y admet une variance avec :
V(X+Y)=E(X+Y)*)—(E(X +Y))*
=FB(X?)+ E(Y?) +2E(XY) - (E(X)+ E(Y))?
=V(X)+V(Y)+2(E(XY)- EX)E(Y))
=V(X)+V(Y)
X
Corollaire 6.10.0.4 Si Xy, -, X,, sont des v.a.r. discretes mutuellement indépendantes

(ou tout simplement deux a deux indépendantes), et admettant chacune une variance, alors
n .
Sn = > p_o Xk admet une variance et on a :

1% (i Xk> = zn: V(X5
k=0 k=0
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6.11 Exercices

Exercice 6.11.1 On considere les matrices :

1 00 1 1 1 %é%
r=fo1 ol u={r ). m={L 5 g
00 1 11 1 T

1 1 1 1
1. En remarquant que M = 6(3I+ J), montrer que ¥Yn € N, M" = 2—nI+ 3 <1 — 27) J.

2. Un mobile se déplace aléatoirement dans ’ensemble des trois sommets d'un triangle ABC
de la fagon suivante : si & I'instant n il est sur I'un quelconque des trois sommets, alors a
Iinstant n + 1, soit il y reste avec probabilité % soit il se place sur I'un des deux autres
sommets et ceci avec la méme probabilité. On note :

— A, I'événement « le mobile se trouve en A & 'instant n » ;
— B, I'’événement « le mobile se trouve en B a l'instant n » ;
— (), 'événement « le mobile se trouve en C' a I'instant n ».
On pose aussi pour n € N, a,, = P(A,), b, = P(By) et ¢,, = P(C},).
(a) Pour n € N, déterminer a,, + b, + c.
(b) Exprimer, pour tout entier naturel n, an+1, byt et ¢, en fonction de ay, by, et ¢,.

(¢) On suppose, dans cette question seulement, que le mobile se trouve en A & Uinstant
0. En utilisant la matrice M, calculer a,,, b, et ¢, en fonction de n.

(d) Expliquer comment traiter les autres cas.

Exercice 6.11.2 Soient a € R et X une variable aléatoire réelle, a4 valeurs dans N, telle que
VneN, P{X =n}) = —

T onpl

1. Déterminer a.
2. X admet-elle une espérance mathématique ? Si oui, la calculer.
3. X admet-elle une variance 7 Si oui, la calculer.

Exercice 6.11.3 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant la loi géométrique G(p) avec
p €]0,1[. On définit alors 3 nouvelles variables aléatoires :

Z
T=mnX,Y); Z=|X-Y]; G:T

+oo
x

1. Dé t Ve 0,1 — = —In(1 —2).

émontrer que : Vo € [0,1] , n; - n(l —z)
Déterminer la loi de T et calculer E(7).
Calculer pour k > 1let n > 1, P{T > k} N{Z =n}).
En déduire la loi de Z et E(Z).
Démontrer que Z et T sont indépendantes.

A e

G admet-elle une espérance ? Si oui, la déterminer.
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Exercice 6.11.4 Soient X et Y deux variables aléatoires telles que :
(i) X <= P(X) avec A > 0;

(ii) si X =0, alors Y = 0 et pour n € N*, sachant {X = n}, Y suit la loi binomiale B(n, p)
avec p € [0,1].

1. Traduire 'hypothese (i4) mathématiquement.

2. Déterminer la loi du vecteur aléatoire Z = (X,Y), c’est-a-dire calculer pour (i,5) € N2,
PHUX =i} n{Y =j}).

3. En utilisant la formule des probabilités totales, déterminer la loi de Y.

Exercice 6.11.5 Soient X et Y deux v.a.r. définies sur le méme espace probabilisé. On suppose
que X — P(A), Y — P(p) et que X et Y sont indépendantes.

1. Quelle est la loi de probabilité de S =X +Y 7
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant {S = s} avec s € N.

3. Calculer pour s € N donné, l'espérance de X sachant {S = s}. Ceci définit donc une
nouvelle variable aléatoire E(X|S).

4. Quelle est la loi de probabilité de F(X|S)?

5. Montrer que E(X|S) admet une espérance et calculer E(E(X|S)). Comparer le résultat
avec E(X).

Exercice 6.11.6 Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N*.

1. Montrer que pour tout entier n € N*, on a :

> kP{X =k}) = i P{X >k}) —nP({X >n})
k=1 k=0

2. On suppose que lig_l (nP({X >n})) =0et que >, P({X > n}) est une série conver-
n—-+oo

gente. Montrer que X admet une espérance et que :

+o0
E(X)=> P{X >n})

n=0

3. Réciproquement, montrer que si X admet une espérance, alors liT (nP{X >n})) =
n—-+o0o

0, > P({X > n}) est une série convergente, et :

+oo
E(X) =) P({X >n})
n=0
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Exercice 6.11.7 On lance une piece équilibrée et on note Z la variable aléatoire égale au rang
du lancer ou l'on obtient le premier « pile ». Apres cette série de lancers, si Z a pris la valeur
k (k € N*), on remplit une urne de k boules numérotées 1,2, ..., k, puis on tire au hasard une
boule de cette urne. On note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée apres la
procédure décrite ci-dessus.

1. Rappeler la loi de Z ainsi que son espérance et sa variance.

2. On veut déterminer la loi de X.

(a) Pour (i, k) € N* x N*, déterminer la probabilité Pz_zy (X = i).

+o0 k
1/1
(b) En déduire que : Vi € N* , P(X =i) =Y - (5) ,
k=i

(¢c) Vérifier que :;Of P(X =i)=1.

3. Etude de I’espérance.

1 i—1
(a) Montrer que, pour tout entier naturel ¢ non nul, iP(X =14) < (§> .

(b) En déduire que X possede une espérance.

(¢) Montrer que E(X) = 3.

4. Etude de la variance.
(a) Montrer que X a un moment d’ordre 2.

+o00 k
. 1 1
b) Etabli : =2 — ).
(b) Etablir que : F(X?) s E (k+1)(2k+1) (2)
k=1
11
(c) En déduire E(X?) et vérifier que V(X) = T
11

5. Déduire des questions précédentes que P(X > 3) < 77

Exercice 6.11.8 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de
Poisson de parametres A > 0 et > 0 respectivement. Quelle est la probabilité que la matrice

M suivante soit inversible ?
X

2 1
M = 3 Y 1
2 1 1

Exercice 6.11.9 Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose qu’il existe I C R tel que :
Veel , P{X=xz})>0

Montrer que I est dénombrable.

Exercice 6.11.10 Soit 7 € N et 7 > 2. On lance une piece dont la probabilité d’obtenir « pile »

est p. On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaire pour obtenir pour
la premiere fois r piles. Déterminer la loi de X.
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Exercice 6.11.11 Soit X une variable aléatoire réelle discrete et f une application définie sur
X (9). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que X L f(X).

Exercice 6.11.12 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles (définies sur le méme univers),
a valeurs dans N et telles que :

a
V(n,p) e N* , P{X =n}n{Y =p}) = ]

1. Déterminer la valeur du réel a.

2. Déterminer les lois de X et Y.

3. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 6.11.13 On considere un avion A ayant 4 moteurs et un avion B ayant 2 moteurs.
On suppose que la probabilité qu'un moteur tombe en panne est p et on suppose aussi que les
moteurs sont mutuellement indépendants. Un avion arrive a sa destination si au moins la moitié
de ses moteurs fonctionne. Quel avion vaut-il mieux choisir ?

Exercice 6.11.14 On considére une piece truquée avec probabilité % d’obtenir pile. On suppose
que les lancers sont indépendants et on note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers
nécessaires pour obtenir pour la premiere fois deux piles consécutifs. On note p,, = P({X = n})
pour n € N*.

1. Déterminer py, pa, p3 et py.
2. Montrer que pour n > 4, p, = %pn,Q + %pn,l.
3. En déduire l'expression de p,, pour n > 1.

4. X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
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Chapitre 7

Fonctions convexes

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e continuité, dérivation;
e fonctions de classe C™ sur un intervalle ;

e formules de Taylor.

Aucune connaissance spécifique sur la notion de fonction convexe n’est supposée connue.
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7.1 Fonctions convexes

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide.

7.1.1 Définition et interprétation graphique

Définition 7.1.1.1 Soit f : I — R. On dit que f est convexe si :

V(m7y) € [2 ,V)\ € [0>1} ’ f((l _)‘)x_")‘y) g (1 _)‘)f(x)+)‘f(y)

Définition 7.1.1.2 On dit qu’une fonction f : I — R est concave si :

V(@,y) € I, VA€ [0,1] , f(1 =N+ My) > (1= 1) f(z) + Af(y)

Remarque : cela signifie en fait que f est concave si et seulement si —f est convexe.

Interprétation graphique : une fonction est conveze si et seulement si tout sous-arc est en-
dessous de la corde :

Af(x) + (1 =X fy) \

SOz + (1 - Ny) \

M

T Ar+(1—Ny v
Exemple 7.1.1.3 Les fonctions affines sont des fonctions convexes et concaves. En effet, si
Vo €1, f(x) = ax +b avec (a,b) € R2, alors pour tout (z,y) € I? et tout A € [0,1] :

FOz+(1=Ny) =adz+ (1 =Ny +b=a e+ (1 - Ny + Mo+ (1 - Nb=Af(z)+ (1 -\ f(y)

Exercice 7.1.1.4 Montrer que les fonctions affines sont les seules fonctions convexes et concaves
a la fois.
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Exemple 7.1.1.5 La fonction carré est convexe sur R. En effet, pour z,y € Ret A € [0,1] :
A2+ (1=Ny? =Dz + (1 =Ny =21 - N(z—9)?*=0

Remarquez que c’est plutét difficile & prouver alors que graphiquement cela parait évident. On
peut également traduire la définition d’une fonction convexe en terme d’épigraphe, mais pour
cela il manque deux définitions.

Définition 7.1.1.6 Soit n > 1. On dit qu'une partie C' de R™ est convexe si elle vérifie :
Y(z,y) € C? ,Vte[0,1] ,tx+(1—-t)yecC

Autrement dit, V(z,y) € C? , [z,y] C C.

Remarque : l’'ensemble vide est conveze.

Exemple 7.1.1.7 On a prouvé dans le chapitre sur les nombres réels (voir cours de mathéma-
tiques supérieures 1) que les parties convexes de R sont exactement les intervalles de R.

Exemple 7.1.1.8 Dans R3, la boule unité fermée
B={(z,y,2) eR®, |[(,9,2)| = Va? + 4> + 2% < 1}
est une partie convexe. En effet, si u = (z,y,2) € Bet v = (2/,y,2') € Bett € [0,1], alors :

l[tu+ (1 = t)ol] <[t fluf + 1=t x flo] <t +(1-1) <1

Exemple 7.1.1.9 En revanche, C = R?\ {(0,0)} n’est pas convexe carsiz € C, y = —x € C
et le segment [—z, 2] n’est pas inclus dans C' car il contient (0,0).

Définition 7.1.1.10 Soit f : I — R une application. On appelle épigraphe de f, et on
note Epi(f), le sous-ensemble de R? défini par :

Epi(f) ={(z,y) e I xR [y > f(z)}

On a alors la caractérisation suivante qui découle des définitions et dont la preuve est laissée
en exercice.

Proposition 7.1.1.11 Soit f : I — R une application. Alors [ est conveze si et seulement
si Epi(f) est une partie convexe de R2.
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7.1.2 Caractérisation de la convexité par la pente des cordes

Théoréme 7.1.2.1 Soit f : I — R une application. Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est convexe sur I
(i) f vérifie l'inégalité des trois cordes (ou trois pentes), c¢’est-a-dire pour tout x,y,z € I,
fly) = f&) _ f(2) = fl@) _ f(z) = f)
X X
y—x z—x z—y

(i) pour tout a € I, la fonction Ty, : I\ {a} — R définie par Ty o(x) = f@) = /o) est
r—a

r<y<z=—

croissante sur I\ {a}.

Interprétation graphique :

\

y—a

Preuve :

e Montrons que (i) = (i1).
On suppose [ convexe. Soient x,y,z € I tels que x <y < z. Soit A € ]0,1]

—z
tel que y = Az + (1 — A\)z. On a donc A = LA f étant convexe, on a :
T—z

fly) SAf(@2) + (1 =N f(2)

En soustrayant successivement f(z) ou bien f(z), on obtient :
fy) = @) A =N(f(2) = f(@)) et fy) = f(2) S A(f(2) = f(2))

T —
En remarquant que 1 — A = 73/’ on en déduit que :
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F) = F@) < L=2(1) - f@) et fy) = f(2) < —L(f(2) - f(2))

zZ—x Z—T

D’otu le résultat en divisant respectivement par y —x > 0 et y — 2 < 0.

e Montrons (i1) = (i)
On suppose que f vérifie I'inégalité des trois pentes. Soit a € I. On montre
que Ty, est croissante sur I \ {a}. Soient x,y € I\ {a} tels que z < y. On
distingue alors trois cas.
* Premier cas : z < a <y
D’apres I'inégalité des trois pentes, on a :

fz) = f(a)

r—a y—x y—a

Par conséquent, T (z) < Tf,q(y).

* Deuxieme cas : x <y <a
Toujours d’apres l'inégalité des trois pentes :

fo) = F@) _ flo) = @) _ fla) = I()

N X
y—x a—x a—y

et donc, & nouveau, Ty q(x) < Tfq(y).

* Troisieme cas : a <z <y

On procede de méme et on montre que f(@) — f(a) < 1) - f(a).
T—a y—a

e Montrons enfin que (iii) = (7).

On suppose (7ii) et on montre que f est convexe. Soient z,y € I et A € [0, 1].

Si A =0 ou A =1, 'inégalité a démontrer est claire. On suppose donc

A €]0,1[. Quitte & échanger les noms (et & échanger A par 1 — \), on peut

toujours supposer que x < y : on pose alors a = Az + (1 — Ny € ]z, y.

D’apres (iii), Ty,q est croissante sur I\ {a}. D’ou :

@)= f0) _ fw) - f@) @) - f@) )~ f)
r—a ~ y—a M T-Ne-9) ~ Ay—2)
D’ou
AF(@) = f(@) > (1 - N(F(a) - ()
c’est-a-dire

Af(@)+ (1 =Nfy) = (1 =A+N)f(a)

soit encore, compte tenu de la définition de a,

fAz+ (1= Ny) <Af(z)+ 1= A)f(y)

Ce qui prouve que f est convexe. %4
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7.1.3 Caractérisation de la convexité lorsque f est dérivable

Théoréme 7.1.3.1 Soit f dérivable sur l'intervalle I. Alors :

7 est conveze sur I <= (ii) f’ est croissante sur I
(@) f

Preuve :
On suppose que f est convexe. Montrons que f’ est croissante sur I. Soient
z < y. Alors, pour tout z € |z, y[, d’apres 'inégalité des trois pentes, on a :

f) = f@) _ fly) = fz) fly) = &) _ fly) = f(z)

z—x . y—= y—x S oy—z

En passant a la limite dans la premiére inégalité lorsque z tend vers z (licite
puisque f est dérivable en x), on obtient :

T z—x Yy—x y—r

En passant a la limite dans la seconde, lorsque z tend vers y, on obtient :

% < f’(y) Dot f’(z’) < f’(y) et f’ est croissante.

On suppose [’ croissante sur I. Soient x,y € I et A € [0,1]. Quitte a
échanger les noms, on peut toujours supposer que x < y et de plus, on peut
supposer A € ]0,1[ (puisque si x = y ou A € {0, 1}, 'inégalité est en fait une
égalité). Posons :

vt ez, yl () = A1)+ (1= A)fly) = FAE+ (1= Ny)
© est dérivable sur [x,y] et :
VEE [z,y] (1) = Mf(1) = (X + (1= A)y))

Puisque f’ est croissante, ¢’ < 0 sur [z, y]. Il s’ensuit que ¢ est décroissante
sur [z,y]. Or, ¢(y) = 0 donc ¢ > 0 sur [z,y]. En particulier, p(z) > 0.

Exercice 7.1.3.2 On suppose que f est croissante sur I. Soient 2 < y dans I et A € ]0,1[. On
pose a = Az + (1 — \)y. Montrer qu’il existe ¢,d tels que x < c < a<d<yet:

M)+ (1 =N f(y) = fla) = A1 =Ny — 2)(f'(d) = f'(c)

Conclure que f est convexe.
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Le corollaire suivant est le plus utile dans les exercices concrets ayant pour but de prouver une
inégalité par convexité, ou l'on considere en général une fonction de classe C*°.

Corollaire 7.1.3.3 Si [ est deuz fois dérivable sur I, alors :

f convexe sur I <= f">0

Exemple 7.1.3.4 Exponentielle est convexe sur R et In est concave sur ]0, +o0l.

Exemple 7.1.3.5 La fonction sinus est concave sur I = [0,7] car elle est de classe C? et
sin” = —sin < 0 sur I. En revanche, sinus est convexe sur [r, 27].

Proposition 7.1.3.6 Soit f : I — R. On suppose que f est dérivable sur I et on note Cy
sa courbe représentative. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe;

(it) Cy est située au-dessus de chacune de ses tangentes, c¢’est-a-dire :

Vael, Vzel, f(z)> f(a)(x —a)+ f(a))

Preuve :

On suppose que f est convexe. D’apres le théoreme précédent, f’ est alors
croissante. Soit a € R. La tangente au point d’abscisse a a pour équation
y = f'(a)(z —a) + f(a). On pose pour z € I,

p(x) = f(z) = f(a)(x - a) - f(a)

Alors ¢ est dérivable sur I et pour tout = € I, ¢'(x) = f'(z) — f'(a). On en
déduit que @ est décroissante sur |—oo, a] NI et croissante sur [a, +oo[ N 1.
Par suite, ¢ admet un minimum en a qui vaut ¢(a) = 0. Ce qui montre que
© est positive sur I, d’ou (7).

On suppose (i1). Montrons que f’ est croissante sur I. Soient a,b € I tels
que a < b. On a alors :

{ Ve el, f(x) 2 f'(a)(x—a)+ f(a) donc [f(b) > f'(a)(b—a)+ f(a)
Veel, f(z) 2 f/(b)(x —b)+ f(b) donc f(a)> f'(b)(a—0b)+ f(b)

M < f/(b), et f’ est croissante.

P ite, f'(a) <
ar suite, f'(a) — -
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Remarques :

e dans la pratique, cette proposition s’utilise dans le sens (1) = (ii). Autrement dit, on

montre que f est convexe pour en déduire que sa courbe est située au-dessus de chacune
de ses tangentes ;

en particulier, on obtient les inégalités suivantes qui sont trés utiles dans la pratique (et
que vous devez connaitre) :

x* Ve €R , e* > 1+ (converité de exp et tangente en (0,1));

* Vo € |—1,400[ , In(1+ ) < z (concavité de In et tangente au point (0,1) ou bien
on prend 'image par In de l'inégalité précédente) ;

x* Vo € R, |z| < [sh(z)| (convezité de sh sur [0,+oc0| et tangente a 'origine, puis
imparité de sh et x — x) ;

* Vr € R, |sin(z)| < |z| (concavité de sinus sur [0, 7], évident pour x > w et imparité
de sinus et x — x);

s

2
* Vo € [0, g} , —x < sin(x) (concavité de sinus sur [0, 5} et corde reliant les points
T

d’abscisses 0 et 5 ) ;

x Vo € [0, g[ , « < tan(z) (converité de tan sur [0, g[ et tangente a lorigine).

1l peut aussi étre utile de parler de fonction « strictement convexe » qui permet d’avoir
des inégalités strictes. Une fonction est strictement convexe si elle vérifie l'inégalité de
convezité et que l'inégalité est stricte dés que © # y et A € ]0,1[. On vérifie (exercice :
le faire) que ceci correspond a dire que la courbe est située strictement en-dessous de
ses cordes (sauf auz extrémités de la corde) et si f est dérivable, la courbe est située
strictement au-dessus de ses tangentes, sauf au point de tangence. Ceci étant dit, on peut
généralement prouver les inégalités (strictes ou larges) en faisant une étude de fonction,
méme si c¢’est souvent un peu plus long.

7.1.4 Régularité des fonctions convexes

Proposition 7.1.4.1 Soit f : I — R une fonction conveze.

o
(ii) f est continue sur I.

(i) Pour tout a € I, f est dérivable a droite et a gauche en a et on a fy(a) < fi(a).

o
A Attention : cela ne veut pas dire que f est dérivable sur I'! L’existence des dérivées a
droite et & gauche ne permet pas de conclure que f est dérivable puisqu’on ne sait pas si les
deux nombres dérivées sont égaux.

Exemple 7.1.4.2 La fonction z — |z| est convexe sur R mais elle n’est pas dérivable en 0.
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Preuve :
e Montrons (i).

o
Soit a € I. Puisque f est convexe sur I, la fonction T}, est croissante sur
I'\ {a}. D’apres le théoreme de la limite monotone, T, admet des limites
finies a droite et a gauche en a et :

lim Tfq(x) =supTia(z) < ian Tyal(z) = lim Tyo(2)
xE €T a

r—a

r<a ;Sé r>a r>a
. . x)— Jla . xr)— Jla .. .
c’est-a-dire lim M < lim M (et ces limites sont finies).
o<a A a>a T a

Ce qui montre que f est dérivable a droite et a gauche en a et f;(a) < fj(a).

e Montrons (i7).

Soit a € I. D’apres le chapitre sur la dérivation, puisque f est dérivable a
droite en a, 113}1 f(z) = f(a). En effet, pour z € I et = > a,

X (z—a)+ f(a)

et on passe a la limite quand « tend a*. De méme, lim f(z) = f(a).

rx<a

Par suite, f est continue en a.

X
7.2 Inégalités de convexité
7.2.1 Inégalité généralisée de convexité
Théoréme 7.2.1.1 Soient f une fonction conveze sur I, n > 1, x1,--- ,xn € I et (Xi)i<i<n

n
des réels strictement positifs tels que Z)\Z‘ =1. Alors :

i=1
i=1 i=1

De plus, il y a égalité si et seulement si [ est affine sur [inf x;,sup z;].

Remarque : ['inégalité est vraie si on suppose seulement \; > 0 (au lieu de A; > 0) mais dans
ce cas, le cas d’égalité n’est pas vrai car lorsque \; = 0, en fait le « x; » n’intervient pas dans
le calcul.
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Preuve :

422

Pour n =1, c’est évident. On procede alors par récurrence pour n > 2.

Initialisation :
Pour n = 2, I'inégalité est évidente : c’est la définition d’une fonction
convexe. Il reste donc a traiter le cas d’égalité. On suppose donc que
1,29 € I et (quitte & échanger les noms) 21 < za, Ay > 0, A2 > 0,
A+ =1let f()\lxl +>\2J72) = >\1f(371)+)\2f(l’2). Posons a = A1z + Noxo.
To—a a—z
Alors, a € |zy,z2[ et on a: A\ = 20 A =1—-) = B ||
T2 — T T2 — 1
s’ensuit que :

A fla) +Aaf(a) = A f(z1) + Ao f(22)

soit encore
M(f(a) = f(21)) = Xao(f(22) — f(a))
c’est-a-dire
t fla) — f@) _ fws) - £(a)

a— I To —a

Puisque f est convexe, la fonction T , est croissante sur I\ {a}. Or, le calcul
précédent montre que T 4(x1) = Tf q(x2). Par suite, T}, est constante sur
[z1,22] \ {a}. En notant « cette constante, on a donc :

Vr € [z, x2] \ {a} , M =«

Tr—a

c'est-d-dire Vo € [z1, z2])\{a} , f(z) = a(z—a)+ f(a), égalité encore valable
pour z = a. Ce qui prouve que f est affine sur [z1, z5].

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n > 2 et on montre qu’elle est vraie au
rang n+ 1. Soient 1, -+ ,zp11 € I, A1, -+, A\py1 des réels strictement posi-

tifs dont la somme vaut 1. L’idée est d’utiliser 1’associativité du barycentre
(si vous étes familiers avec cette notion).

n+1 n
1
Soit g = E Aiz; (barycentre des (x4, \;)) et ¢/ = T E i,
i=1 T Antl o

Alors :
f(9) = fns12ns1 + (1= Any1)g")
< (1= Ag1)f(9) + Mg f(ng)
n+1

<) Aif (i)
=1

la derniere inégalité provenant de 'hypothese de récurrence.

De plus, on peut supposer que 1 < -+ < &, < Tnp41 (quitte & échanger les
noms) : dans ce cas, il y a égalité si et seulement si f est affine sur [z, 2]
(hypothese de récurrence) et sur [¢', z,,+1] (cas n = 2). Or, ¢’ < z,, d'ou il
y a égalité si et seulement si f est affine sur [zq,z,]. =
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7.2.2 Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique

Définition 7.2.2.1 Soient n € N* et 1, -, xz, des réels.

e On définit la moyenne arithmétique des (z;), notée my, par :

n
1
Mg = — E xZ;
n
i=1

e Si pour tout i € [1,n], z; > 0, on définit la moyenne géométrique des z;, notée my,
par :

par :
1 11
my N
Proposition 7.2.2.2 Soient x1,--- ,x, des réels strictement positifs. Alors :

mp <My < Mg

avec égalité si et seulement si pour tout (i,7) € [1,n]?, z; = z;.

Preuve :

e Montrons pour commencer que my < Mg.
La fonction In est concave sur ]0,+oo[. D’apres l'inégalité généralisée de
convexité, on a alors :

i % In(z;) < In (Z’L: :lzz> ie. In (ﬁ xf) < In(ma)
i=1

i=1 i=1

En prenant les images par I’exponentielle, on conclut donc que my < m,. De
plus, il y a égalité si et seulement si il y a égalité dans I'inégalité généralisée.
La fonction In n’étant affine sur aucun intervalle non réduit a un point, on
a donc égalité si et seulement si max z; = min x;.

e La seconde inégalité et le cas d’égalité s’obtiennent en appliquant le pre-
mier résultat aux inverses. X
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7.3 Exercices

Exercice 7.3.1 Montrer que toute fonction convexe et majorée sur R est constante.
Tty
Exercice 7.3.2 Montrer que pour tout z,y > 1, In 5 > Inzlny.

Exercice 7.3.3 Quelques opérations sur les fonctions convexes.

1. Soient f et g deux applications convexes telle que g soit croissante. Montrer que go f est
convexe.

2. Soit f : R — R** telle que In f est convexe. Montrer que f est convexe.

Exercice 7.3.4 Soit f : ]0,+o0o[ — R une fonction convexe.

1. Montrer que x — @ admet une limite finie ou bien 400 pour limite en +oo.
x
x
2. On suppose lirf M = ( € R. Montrer que z — f(z) — fz admet une limite en +oo.
T—>—+00 X

Exercice 7.3.5 Soit f continue sur I telle que : V(z,y) € I?, f (m—l—y) < /(@) —O—f(y)_

2
Montrer successivement que :

1. Vn € N*, Y(z,y) € I%, ¥p € [0,2"], f (2775 + (1 - 22) y> < 2%1"(37) + (1 - 7) f().

2. f est convexe sur I.

1 1
Exercice 7.3.6 Soient n € N* et p, ¢ deux réels strictement positifs tels que — + — = 1.
p q

yq

2P
p q
2. En déduire I'inégalité de Hélder : pour tout X = (zi)1<i<n, Y = (yi)1<i<n € C”

> < (z) (z w)

Indication : considérer les nombres aj, =

1. Montrer que pour tout x,y € [0, +oo[, zy <

11X 11

P
Remarque : pour information, on pose || X||, = <Z z;ﬁ’) . On peut en fait démon-
trer que || ||, est une norme sur C". Et ict, on vient de prouver que | X - Y| < || X|[p]|Y]|q-

3. En écrivant que pour tout entier k, |zx + y&|? < |ox||7x + yuP~ + |ye||zr + yeP7! et en
utilisant I'inégalité précédente, montrer I'inégalité de Minkowski :

n g n g n g
IX+ Yl <[ X|lp + 1Y, e (Z |$k+ykp> < (Zxkp) + (Zykp)
k=1 k=1 k=1
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Chapitre 8

Déterminants et systemes
linéaires

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e espaces vectoriels, applications linéaires ;

e familles libres, génératrices, bases;

e théorie de la dimension ;

e matrices, matrice d’'un endomorphisme dans une base ;

e sous-espace affine d’un espace vectoriel.

Aucune connaissance spécifique sur les déterminants n’est supposée connue.
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8.1 Définition du déterminant

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif inclus dans C. Pour les plus curieux, tout reste
valable dans un corps commutatif K quelconque (sauf I'équivalence entre forme alternée et
forme antisymétrique ou l'on doit supposer que 1x + 1g # Ok, c’est-a-dire que K est un corps
de caractéristique différente de 2).

8.1.1 Formes n-linéaires, formes alternées et antisymétriques

Définition 8.1.1.1 Soient E un K-espace vectoriel et n un entier non nul. On appelle forme
n-linéaire sur E toute application :

s E" — K
' (ula"'vun) — f(ula"'7un)
telle que « f est linéaire par rapport a chaque variable », ¢’est-a-dire que pour tout 7 € [1,n],
et tout (uy, -+ ,Ui_1,Uir1, - Up) € B 'application :
est linéaire
x — f('Uq,"',Ui_l,l',uz'_'_l,"',un)
On convient que pour ¢ = 1 et ¢ = n, il s’agit des applications = —— f(z,ua, - ,up) et
x+— f(ug, -+ ,up—1,x) et que si n = 1, il ’agit simplement de f : z — f(x) est linéaire.

Vocabulaire : lorsque n = 2, on parle de forme bilinéaire sur E et lorsque n = 3, on dit aussi
forme trilinéaire sur E. A partir de n = 4, on dit toujours n-linéaire.

Exemple 8.1.1.2 L’application f : K[X]? — K qui & (P, Q) € K[X]? associe P(0)Q(0) est
une forme bilinéaire. En effet, pour tout P € K[X], 'application de K[X] dans K définie par :

vQ € K[X] , v(Q) = f(P,Q) = P(0)Q(0)
est linéaire puisque pour tout (Q1,Q2) € K[X]? et tout (A, u) € K2,
P(AQ1 +pQ2) = P(0) x (AQ1 + 1Q2)(0)
P(0) x (AQ1(0) + pQ2(0))
AP(0)Q1(0) + nP(0)Q2(0)
= 2p(Q1) + pp(Q2)

De méme, pour tout @ € K[X], P — f(P,Q) est une forme linéaire sur K[X].

Exercice 8.1.1.3 L’application de R” x R™ dans R qui & ((x1, -+ ,2n), (Y1, -+ ,Yn)) associe

n
E x;y; est une forme bilinéaire sur R™.

i=1
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Exemple 8.1.1.4 L’application (f,g) — / fg est une forme bilinéaire sur 1’ensemble
[a,b]

CY (a,b] ,K). En effet, c’est la composée de :
e (f,g9) — f x g qui est bilinéaire (régles de calcul dans une algebre);
e et de f+— f qui est linéaire.
Ja,b]
n
Exemple 8.1.1.5 L’application de K™ dans K qui & (z1,--- ,x,) associe Hml est une forme

i=1
n-linéaire sur K.

A Attention : une forme bilinéaire sur F n’est en général pas une application linéaire de
E? dans K ! En effet, si f est une forme bilinéaire sur E (avec K # {0,1})), on a :

Vo,y € E,VAEK, f(Ax,\y) = N f(z,y)

Ce qui n’est pas égal & Af(z,y) lorsque A2 # X et f(x,y) # 0. Ainsi, si f est une forme bilinéaire
non identiquement nulle et si K # {0, 1}, alors f n’est pas linéaire de E? dans K.

Remarque : attention au vocabulaire ! Il ne faut pas confondre forme bilinéaire et application
bilinéaire !
e (P,Q)+— P'Q+ QP’ est une application bilinéaire mais n’est pas une forme bilinéaire ;

o (f,g) — fog est une application bilinéaire de L(E)? dans L(E) mais n'est pas une
forme bilinéaire.

Définition 8.1.1.6 Soit f : E™ — K une forme n-linéaire (avec n > 2). On dit que :

(i) f est alternée si pour tout (uq,..,u,) € E",
((Hi,j ell,n],i#jetu; =uj) = flur, - ,un) = 0)
(ii) f est antisymétrique si pour tout (uy,..,u,) € E™, pour tout (4,5) € [1,n]?,

(7' <j:>f(ula'“ s Ui—1, Uy U1y 0 5 Uj—1, Ugy - ,Un) sz(uh... 7un))

Remarque : en clair,
o « f est alternée lorsque f(uy,--- ,un) =0 dés que deuzx vecteurs sont égaux » ;

e « f est antisymétrique si quand on échange deux vecteurs, la valeur de f est remplacée
par la valeur opposée ».
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Exemple 8.1.1.7 L’application ¢ : R? x R? — R qui & ((z,9), (z',9)) associe zy’ — 2’y est
une forme bilinéaire alternée et antisymétrique.

Proposition 8.1.1.8 Soit f une forme n-linéaire sur E. Alors f est alternée si et seulement
si f est antisymétrique.

Preuve :

e Montrons f alternée = f antisymétrique.

On suppose f alternée. Soient (u1,--- ,u,) € E™ et (i,5) € [1,n]? tels que
i < j.On a alors :

flur, - wi—1, s 4 Uy, i1, - U1, U+ Uj Ujge1, 0 Uy) = 0

puisque par hypothese, f est alternée. De plus, puisque f est n-linéaire, on

a donc :
0 = f(uh"' s Ui— 1y Wiy U1y 700 5 Uj—1, Ujy Ujq1, " 7un)
0 puisque f est alternée
+ f(uh"' s Ui—1, Wy U1y -0y Uj—1,5 Ujy Ujt1y 7 7Un)
+ f(uh'" s Ui—1 Uy Ui 1y 700y Uj—15 Ujy Ujt15 7" 7un)
+ f(ul»"' y Wi—1y gy Wi 1y -0 5 Uj—15 Ujy Ujp1,° " 7un)
0 puisque f est alternée
D’ou
f(uh'" s Ui—1y Uy Ut 1y * 0 5 Uj—1, Ugy * - 7Un) = _f(uh'" ,un)

ce qui prouve que f est antisymétrique.

e Montrons f antisymétrique = f alternée.

On suppose f antisymétrique. Soit (u1,---,u,) € E™. On suppose qu'’il
existe (i,7) € [1,n]? tels que i # j et u; = u;. Quitte & échanger les noms,
on peut toujours supposer que i < j. Alors,

f(uh"' »Un) = f(uh'" s Uj—1y Uiy Uig 1500 5 Uj—1, Uy U1,y >Un)
= f(ulw" s Ui—1y Uy Ut 1y =0y Uj—1,5 Ujy Ujtp1y 7" ,Un)
= _f(ulv"' 7un)

Par suite, 2f(u1, -+ ,u,) = 0 et puisque 2 # Ok, on a donc :

flua, -+ un) =0

Ce qui prouve que f est alternée.
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8.1.2 Caractérisation des formes n-linéaires alternées et dimension de
I’espace A, (FE)

Proposition 8.1.2.1 Soit L,,(E,K) l’ensemble des formes n-linéaires sur E et A, (E) Uen-
semble des formes n-linéaires alternées. Alors L, (E) et A, (E) sont des sous-espaces vecto-
riels de F(E", K).

Preuve :

e [l est évident que I’application nulle de £™ dans K est n-linéaire et qu’elle
est alternée.

e Puisque I’ensemble des formes linéaires sur F est un K-espace vectoriel, il
est clair qu’une combinaison linéaire d’applications n-linéaires est n-linéaire.

e Enfin, si f, g sont alternées et A € K, Af 4 g est encore alternée.

Ces propriétés sont évidentes.

Proposition 8.1.2.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie p > 1, (e1, -+ ,ep)
une base de E et f une forme n linéaire sur E. Soit (z1,--- ,x,) € E™ et pour 1 < i < n,

soit (Nji)i1<i<p € KP tel que :
P
T =y Njie
j=1

Alors :

f(zlv"'vx"): Z (H/\lk,k) f(eh?"'vein)

(i1, yin)E[1,p]™ \k=1

Preuve :

Il s’agit simplement d’un calcul brutal en développant successivement et en
utilisant la n-linéarité. Pour étre plus rigoureux, on peut aussi le démontrer

par récurrence sur n. =

Proposition 8.1.2.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finiep > 1 etn > 1. Alors
toute forme n-linéaire est parfaitement caractérisée par l'image des m-uplets de vecteurs
d’une base. Autrement dit, si B = (e1, - ,ep) est une base de E et f est une forme n-
linéaire sur E, alors [ est parfaitement déterminée par la donnée des f(e;,,- - ,€;,) avec
(ilv e 7ln) S [[Lpﬂn
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Preuve :

11 s’agit de montrer que la donnée des f(e;,, - ,€;,) = a;,,... i, (pour les
(i1, ,in) € [1,p]™) détermine de fagon unique I'application n-linéaire f.

e D’apres la proposition précédente, et en conservant les mémes notations,
n .
pour (z1, - ,xp,) € B :

n
o= 5 () s
(i1, in) €[L,p]™ \k=1

Ce qui montre 'unicité de f sous réserve d’existence.

e Réciproquement, si on pose pour (z1,--+ ,,) € E™,

n
f(xh e ,.In) = Z < )‘Mc,k) iy yoee iy,
k=1

(i1, sin) €[1,p]™

ol (\j)1gj<p sont les coordonnées de z; (1 < i < p) dans la base B, alors :
% f est clairement n-linéaire car :

> pour tout (i1,---,i,) € [1,p]™, Vapplication qui & (1, -, 2y)
n
associe H iy, k est une forme n-linéaire sur E;
k=1
> L,(E,K) est un espace vectoriel.

* Par construction, pour tout (iy,--- i) € [1,p]",

flei, s ei,) = ai,. i,

Ce qui prouve l'existence.

Remarque : si dans la preuve précédente, on suppose en plus que la forme est alternée, alors
les f(ei,, -+ ,e;,) sont tous nuls sauf si iy, i, sont deuzr o deuz distincts. Ceci n'est pas
possible sim > p et lorsque n = p, ceci est possible si et seulement si {i1,--- ,i,} = [1,p] et
dans ce cas, (i1,--- ,ip) est une permutation de [1,p]. Mais puisque f est aussi antisymétrique,
la valeur de f(ei,,--- ,ei,) est donc déterminée par f(e1,--- ,ep) et « le nombre d’échanges »
dans la permutation. Autrement dit, f sera parfaitement déterminée par l'image de la base.
Tout ceci sera développé en détails dans le cours de mathématiques spéciales 1.

Théoréeme 8.1.2.4 (Admis) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, alors
A, (E) est un espace vectoriel de dimension finie et dim A,,(E) = 1. De plus, pour toute base

o A(E) — K ) . )
B de E, application ~ " est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
pp f #(B) P /4
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8.1.3 Définition du déterminant dans une base B et propriétés élé-
mentaires

Théoréme 8.1.3.1 (Définition) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Alors, pour toute base B = (e1,--- ,e,) de E, il existe un unique élément de A, (E) (c’est-
a-dire une unique forme n-linéaire alternée), noté detg, tel que detg(ey, - ,en) = 1.

La forme n-linéaire alternée detg est appelée le déterminant dans la base B.

Preuve :

D’apres le théoreme 8.1.2.4, B étant une base fixée de I, 'application qui &
f € Ay (E) associe f(B) € K est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Par
conséquent, il existe un unique f € A, (F) tel que f(B) = 1.

X

A retenir : le déterminant dans la base B est donc mathématiquement défini par « sa valeur
sur B et ses regles de calcul », c’est-a-dire par le fait que c’est la seule forme n-linéaire alternée
sur F vérifiant detp(B) = 1. En revanche, le calcul pratique de déterminant d’une famille de
vecteurs n’est pas toujours facile a faire : dans le paragraphe 3, on verra quelques outils pratiques
pour le calcul effectif.

Exemple 8.1.3.2 Soit B = (e1,e2) une base de E et solent u; = aey + bey et ug = ceq + dea,
avec a,b,c,d € K. Alors :

detp(ur,uz) = detg(ae; + beq, ceq + des)
= acdetg(er,er) +addetp(er, ez) + bedetp(ea, e1) + bd detp (e, €2)
= addetg(ey,e2) + bedetg(ea,e1)  (puisque detp est alternée)
= addetg(ey,e2) — bedetg(er,ea)  (puisque detp est antisymétrique)
= ad—bc (puisque par définition, detp(B) = 1)

On retrouve donc la « formule » que vous avez probablement vue dans R? ou dans un cours de
géométrie plane.

Remarque : la différence avec le déterminant étudié en géométrie plane est qu’ici il n’y a pas
d’hypotheses sur la base : c¢’est une base quelconque de E alors que dans le cours de géométrie
plane, c’était en base orthonormée directe. On reverra dans le chapitre suivant (espaces eucli-
diens) la définition formelle d’une base orthonormée (et directe) et on montrera que si B et 5’
sont deux bases orthonormées directes, alors le déterminant dans la base B et le déterminant
dans la base B' sont égaux, c’est ce qui explique pourquoi on parlait de déterminant de deux
vecteurs, sans préciser la base.

Dans toute la suite de ce chapitre, £ désignera toujours un espace vectoriel de
dimension finie n > 1.
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8.1.4 Caractérisation des bases de E par le déterminant

Théoréme 8.1.4.1 Soient B et B’ deuz bases de E. Alors il existe un unique A\ € K* tel
que detp: = Adetg. Plus précisément, on a :

A = detp (B)

En particulier, detp (B) x detg(B’) =1 et donc detg/ (B) # 0.

Preuve :

e Puisque B est une base de E, detp est une forme n-linéaire alternée de
E qui n’est pas identiquement nulle (puisque detg(B) = 1). Or, d’apres le
théoreme 8.1.2.4, A,,(E) est de dimension 1 : par suite, (dets) est une base
de A, (E).

e Puisque B’ est aussi une base de E, detp € A,(FE) et donc il existe
un unique A € K tel que detg: = Adetg. Par ailleurs, puisque detg: n’est
pas identiquement nulle, on a A # 0. Ce qui montre le premier point du
théoreme.

e Enfin, en partant de 1’égalité dety = Adetp (égalité dans A, (E)) et en
évaluant ces deux formes n-linéaires sur la base B puis sur la base B, on
obtient :

detp (B) = Adetg(B) =X et 1=dets(B') = Adets(B)

Par conséquent, on a bien detp (B) # 0 et detp(B’) x detp (B) = 1. .

Remarque : en particulier, on a donc pour toutes bases B,3' de E et tout (uy,--- ,u,) € E™ :

detpr(uy, -+ ,u,) = detp (B) x detp(uy, -+, up)

Théoréme 8.1.4.2 Soient B une base de E et F une famille de vecteurs de E telle que
|F| =dim E. Alors :
F est une base de E <= det g(F) #0

Preuve :

e Montrons —
Si F est une base, alors d’apres le théoréme précédent, detp(F) € K*.
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e Montrons <=

On raisonne par contraposée et on suppose donc que F n’est pas une base
de E. Alors F = (uq,--- ,u,) est une famille liée (puisque |F| = dim F). 1l
existe donc (A;)1<i<n € K™\ {Ogn } tel que :

i=1

Soit j € [1,n] tel que Aj # 0. Alors u; = Z _/\i” u; et donc :
)\ it
detg(}') = Z /\71 detB(ul, U1, Uy Ujg1, ,un) =0
it

puisque le déterminant est une forme alternée.

8.2 Déterminant d’un endomorphisme

8.2.1 Définition

Théoréme 8.2.1.1 Soient E de dimension n > 1, B une base de E et f € L(E). Alors, il
existe un unique \ € K tel que :

V(z1,- - ,xy) € E™, detp(f(x1),---, f(z,)) = Adetg(z1, -+ ,2p)

De plus, le nombre \ est indépendant du choix de la base : on l'appelle le déterminant de f,
et on le note det(f) ou det f.

Preuve :
e Tout d’abord, puisque f € L(E) et puisque le déterminant dans la base
B est n-linéaire alterné, il est clair que 'application :
() : E" — K
PRI () e dets(f(@n)c L f(@a)

est une forme n-linéaire alternée sur E. Par suite, il existe bien un scalaire
A € K tel que : pp(f) = Adetg.

e Montrons & présent que A ne dépend pas du choix de la base. Soit B’ une
autre base de E. Soit (z1, - ,z,) € E™. D’apres le théoreme 8.1.4.1 :

detp (f(x1), -, f(wn)) = dets (B) x dets(f(x1,---, f(zn))

detp (B) x Adetg(xy, -+, xy)

detp (B) x A x detg(B') x detg/ (21, ,xp)
= (detg(B') x detp (B)) x Mdetg (w1, ,Tp)
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Or, toujours d’apres le théoreme 8.1.4.1, detp(B') x detp/ (B) = 1. Par consé-
quent,

detp (f(21), -+, flan)) = Adetp (21, -+, 2n)

Ce qui prouve que A est indépendant du choix de la base de E.
X

Remarques :
e on a donc pour toute base B = (e1, -+ ,e,) de E :
det(f) = detp(f(B)) = dets(f(e1), -+, f(en))
Le choixz de la base B n'est pas important pour la valeur de det(f) mais par contre, on

verra qu’avec un choir « astucieux », on peut faire le calcul beaucoup plus simplement ;

e il ne faut pas confondre le déterminant d’un endomorphisme (qui ne dépend pas du choiz
de la base) et le déterminant d’une famille de vecteurs qui lui dépend du choiz de la base !
detp est une forme n-linéaire alternée sur E alors que det (Iapplication qui a f € L(E)
associe son déterminant) n'est pas une fonction « d’une seule variable » et il n’y a donc
aucun sens o dire qu’elle est multilinéaire.

Exemple 8.2.1.2 On a toujours det(Idg) = 1. En effet, si B est une base de E, alors :
det(Idg) = detg(Idg(B)) = detg(B) = 1

Exemple 8.2.1.3 Soit f: R? — R? définie par V(z,y) € R? | f(z,9) = 22 + y,z — 3y).
Calculons le déterminant de f. Pour cela, on peut considérer B = (e, e2) la base canonique de
R2. On a alors :

det(f) = detg(f(e1), f(e2))
= detg(2e; + e2,e1 — 3e2)
= —6detp(er,e2) + detp(ea,e1) +040
= —6 dCtB(B) — dOtB(B)

= -7
Exemple 8.2.1.4 Si s est une symétrie de E, alors en notant p = dim(ker(s + Idg)), on a
det(s) = (—1)P. Dans cet exemple, si on choisit une base quelconque de E, il est a priori
impossible de calculer le déterminant de s. En revanche, puisque ker(s—Idg)@ker(s+1dg) = F,
si on choisit By = (e1,--- ,ep) une base de ker(s + Idg) et By = (€pt1,- -+ ,€,) une base de
ker(s — Idg), alors B = By U Bs est une base de E et :
det(s) = detp(s(er), - ,s(ep),s(ept1), -, s(en))
= detB(_el,"' y —€py Ept1, 7671)
= (_1)pdet8(€17"' 3 €py Ep1y 7en)

= (=1)Pdetp(B)
(-1
Ceci confirme ce qui a été dit dans la remarque : le choix de la base pour faire le calcul du
déterminant est important !
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8.2.2 Propriétés du déterminant et caractérisation des isomorphismes

Proposition 8.2.2.1 Soient f € L(E) et A € K. Alors en notant n = dim(E),

det(Af) = A" det(f)

Preuve :

En effet, soit B = (e, - ,e,) une base de E. On a alors :

det(Af) = detg((Af)(e1),---, (Af)(en))
= detB(/\f(el)7 T 7>‘f(€n))
= MN'detg(f(e1), -, f(en)) (dets est n-linéaire)

= \'det(f) =
Proposition 8.2.2.2 Soient f,g € L(E). Alors det(g o f) = det(g) x det(f).
Preuve :
Soit B = (e, - ,e,) une base de E. Alors, par définition du déterminant
d’un endomorphisme, on a successivement :
det(go f) = detw(g(f(er)), + ,g(f(en))
det(g) x detg(f(e1), -+, flen))
= det(g) x det(f) x dctg( )
det(g) x det(f) X

Exemple 8.2.2.3 Si f est nilpotent, alors det(f) = 0 car il existe p > 1 tel que f? = 0. D’apres
la proposition précédente, 0 = det(fP) = (det(f))? et puisque K est integre det(f) = 0.

A Attention : le déterminant d’endomorphisme n’est pas linéaire et n’est pas additif si
n > 2! En général :

det(f + g) # det(f) + det(g)
11 suffit par exemple de choisir f = g = Idg, 2" = det(2Idg) # 2 = det(Idg) + det(Idg).

Exercice 8.2.2.4 Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe
f € L(E) tel que f? = —Idg. Montrer que la dimension de E est paire.

Remarque : puisqu’une application linéaire est parfaitement caractérisée par l'image d’une
base, on conclut que le déterminant va aussi caractériser les automorphismes.
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Proposition 8.2.2.5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

(i) Soit f € L(E). Alors : f € GL(E) < det f #0.
GL(E) — K*
fo— det(f)

(i) L’application ¢ : est un morphisme de groupes.

1
(iii) En particulier, on a donc : Vf € GL(E) , det(f~!) = Qe ()’
e

(iv) On définit SL(E) = {f € GL(E) / det(f) = 1}. Alors, SL(E) est un sous-groupe de
GL(E), appelé groupe spécial linéaire de E.

Preuve :

e Montrons ().
Soit B une base de E. Alors :

f € GL(E) <= f(B) est une base de £ <= detg(f(B)) #0

Par définition du déterminant d’'un endomorphisme, on a donc
f € GL(E) <= det(f)#0

e Montrons (i7), (i) et (iv).

D’apres (i), ¢ est bien définie et d’apres la proposition précédente, ¢ est un
morphisme de groupes. Ce qui montre (4i).

Puisque ¢ est un morphisme de groupes, (iii) est évident (propriété des
morphismes de groupes) et SL(E) = ker(p) est donc un sous-groupe de
GL(E). X

8.3 Déterminant d’une matrice carrée

8.3.1 Définition et propriétés « simples »

Définition 8.3.1.1 Soit A € M, (K) et Cy,---,C, les colonnes de A. Soit B, la base
canonique de M,, 1(K). On définit le déterminant de la matrice A, noté det A, ou encore
det(A) ou encore |A|, par :

det A =det g, (C1, -+ ,Ch)

Remarque : ainsi, si A = (a; ;) € M, (K), alors en notant B = (E;)i1<i<n la base canonique
de My 1(K), on a :

det(A) = detp (i ai,lEi,i:ai,QEi, e aiai,nEi>
i=1 i—1 i=1
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Proposition 8.3.1.2 Pour tout A = (

o 2

det(A) =

11 T12  T13

et pour tout M = | xo1 T2y Tos € M3(K), ona :

31 32 T33

11 Ti2 T13

det(ﬂf) = | 21 T22 T23
T3l T32 T33
= T11T22%33 + T21T32T13 + T12T23T31 — T11T23T32 — T12221T33 — T13T22T31
Preuve :
. a b 1 0
e Soit A = e d )€ My (K). En notant Fy = 0 et By = 1)

B = (E1, E3) est la base canonique de Mo 1 (K). Par suite,
det(A) = detg(aEy + cE9,bEy + dEs) = ad — be
(voir I'exemple 8.1.3.2 pour les calculs).

e Dans le cas de la matrice M € Mj3(K), on développe brutalement en
utilisant la trilinéarité du déterminant. En notant cette fois C = (E4, Es, E3)
la base canonique de M3 (K), on a :

3 3 3
det(]V[) = det¢ Z zi1 By, Z l’ng]', Z T3
k=1

i=1

i=1
3 3 3
= Z Z Z Ti1%5,22k,3 dete (B4, By, Ey)

i=1 j=1k=1

—

Ensuite, il suffit d’écrire explicitement les termes de cette somme (27 termes)
et de constater que seuls 6 termes ne sont pas directement nuls puisque le
déterminant est alterné (on a trois choix pour i; pour i fixé, il ne reste plus
que 2 choix pour j, puis la valeur de k est alors fixée). Dans ces 6 termes,
on fait le calcul en « remettant » les vecteurs de la base dans le bon ordre
et en utilisant 'antisymétrie du déterminant dans la base C. Par exemple :

dth(EQ,Eg,El) = *detc(El,Eg,Eg) = *(* detc(El,EQ,Eg)) =1

Je vous laisse faire les calculs par vous-méme. X
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Remarque : pour le calcul du déterminant d’ordre 3, on peut utiliser la régle de Sarrus : on
fait tous les produits de 3 termes sur chacune des 6 « diagonales » : les diagonales « montantes »
A sont comptées — et les diagonales « descendantes » ~\, sont comptées +.

1 21
Exemple 8.3.1.3 Calculons le déterminant de A = 2 1 1 en utilisant la regle de
-1 1 1

Sarrus.
e Il y a ici trois « diagonales descendantes » :

1] 2 1

21;
1

Cequidonne 1 x1x14+(-1)x2x1+2x1x1=1.

1 12
1 et 11
1 1

[N
[NV}

-]

e De méme, il y a trois « diagonales montantes » :

1 1 [2] 1 2
2 1] 1 ;
11 -1 1 -1 [1]

Cequidonne: (—1) x1x142x2x1+1x1x1=4.

=]
—
[\
—
-5~

e On conclut donc que det(A) =1—4 = -3.

Théoréme 8.3.1.4 Pour tout A € M, (K), det(4) = det(A).

Preuve :

On admet le cas général. Pour n = 2 oun = 3, c’est évident a partir des
formules données ci-dessus. Le lecteur curieux pourra consulter le cours de
mathématiques spéciales 1 pour le cas général. X

Exercice 8.3.1.5 Soient n € N et A € Ag,,41(K). Montrer que det(A) = 0.

Remarque : terminons ce paragraphe avec une remarque sur les notations. En toute rigueur, il
faudrait noter det le déterminant d’un endomorphisme et Det le déterminant d’une matrice : il
s’agit de deux applications distinctes. Mais comme vous pouvez vous en doutez, la méme notation
signifie qu’on pourra identifier le déterminant d’un endomorphisme et celui de sa matrice dans
une base. Ceci explique la notation identique utilisée.

Dans le paragraphe qui suit, on va étudier des méthodes « pratiques » de calcul de déterminant.
Les théoremes sont majoritairement admis dans ce cours et ’objectif de ce chapitre est plutét la
maitrise des méthodes calculatoires. La partie plus théorique ainsi que les preuves de propriétés
admises seront étudiées plus en détails dans le cours de mathématiques spéciales 1.
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8.3.2 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition 8.3.2.1 Soit 4 = (a;j)1<i<n € My (K) avec n > 2. Pour (i,5) € [1,n]? on

1<j<n
définit :

o le mineur (,j) de la matrice A, noté A, ;, comme le déterminant d’ordre n — 1 de la
matrice A;, ;» obtenue & partir de A en supprimant la i-¢me ligne et la j-itme colonne;

e le cofacteur de a; j, noté A; j, par : A; j = (=1)"*7 det A ; = (=1)"7 Ay ;.

On admet qu’on peut obtenir le déterminant de A en développant par rapport a une ligne ou
une colonne. Formellement, c¢’est le théoreme suivant :

Théoréme 8.3.2.2 (Admis) Soit A = (a;;) € My(K) avec n > 2. Avec les notations
précédentes :

e On peut développer par rapport a la j-éme colonne :

n

V] S [[Ln]] 5 det(A) = Zaiﬂinﬁj = Z(*l)hﬁai’j detA;yj
i=1

i=1
e On peut développer par rapport a la i-éme ligne :

n

Vi € II].,TL]] 5 det(A) = Zaiyin,j = Z(—l)iJrjaiJ det A;,j
j=1 Jj=1

A retenir : la régle est qu’on fait la somme (soit sur i, soit sur j) des (—1)™a; ; (indice de
ligne + colonne) fois le déterminant de la matrice ot l'on a retiré la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

2 1 3

Exemple 8.3.2.3 Pour calculer le déterminant de A= | 0 2 0 |, il est plus astucieux de
1 11

développer par rapport & la deuxieme ligne (puisqu’il y a plus de 0). On obtient alors :
1 3 2 3 2 1
det A= (—1) x 0 x 1 1'+2>< 1 1‘—Ox 1 1‘——2

1 2 1 1
. . . 01 1 -1
Exercice 8.3.2.4 Calculer le déterminant de A = 00 1 1
1 3 1 1
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8.3.3 Opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes

Par définition, le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de la famille des vecteurs
colonnes dans la base canonique de M,, 1(K). Mais le déterminant dans une base B donnée est
n-linéaire et alterné : on en déduit donc que les opérations élémentaires sur les colonnes de la
matrice sont « compatibles » avec le calcul de déterminant.

Proposition 8.3.3.1 Soient A € M, (K), Cy,---,Cy les colonnes de A et (i,j) € [1,n]?
avec i # j.

o Pour a € K, en notant M la matrice obtenue par lopération C; <— C; + aC; sur A,

on a:
det(M) = det(A)

e En notant N la matrice obtenue par lopération C; <— C; sur A, on a :
det(N) = —det(A)

e FEnfin, si a € K*, on note P la matrice obtenue par l'opération C; +— aC; sur A.
Alors :
det(P) = adet(A)

Preuve :

On note B la base canonique de M,,(K) et on conserve les notations de la
proposition. Pour le premier point,

dCt(M) = detg (Cl,”- ,Cii1,C +aCj,C¢+1,-~- ,Cn)

detg (Cy,---,Cp) + adetp (Cy, -+ ,Ciz1,C4,Cigr, -+ C)
detp (Cy,--- ,Ch)
= det(4)

Les autres propriétés sont évidentes car detp est antisymétrique et linéaire
par rapport a la i-eme place. X

Remarques :

e dans la pratique, on n'utilise pas les opérations (ii) et (ii1) qui modifient la valeur du
déterminant ;

e on retient surtout la premiére propriété qui est trés utile pour le calcul pratique de déter-
minant et qui se généralise de la facon suivante : si on remplace une colonne C; par C;
a laquelle on rajoute une combinaison linéaire des autres colonnes de la matrice, alors le
déterminant est le méme. Ceci sera particulierement efficace lorsque couplé avec le calcul
de déterminant de matrices triangulaires ;

o puisque det(A) = det(*A), les régles sont valables pour les opérations sur les lignes de A.
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8.3.4 Cas particulier : cas des matrices triangulaires

Corollaire 8.3.4.1 Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice triangulaire. Alors :

det(A) = ﬁam
i=1

Preuve :

Remarque

Tout d’abord, puisque det(A) = det(%A), il suffit de prouver le résultat pour
une matrice triangulaire supérieure.
Montrons par récurrence sur n € N* que :

VA € T, s(K), det(A H @i,
ou l'on note A = (a;,j)1<i,j<n-
Initialisation :
Pour n =1, c’est clair.
Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n € N*. Montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1. Soit A = (a;;)1<ij<nt1 € Tnt1,5(K). On développe le
déterminant par rapport a la n + 1-eme ligne, ce qui donne

det(A) = Gp+1,n+1 det(A’)

ot A’ est obtenue en supprimant la n + 1-éme ligne et la n + 1-éme colonne
de A, cest-a-dire A" = (ai j)1<i,j<n € Tn,s(K). Or, d’apres hypothese de

récurrence,
det(A H Qi

Ce qui donne en remplacant dans le déterminant de A :

n+1
det( ) = Gp+1,n+1 det H (7%

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+ 1 et acheve la démons-
tration par récurrence.

X

: ce résultat est tout a fait cohérent avec ce qu’on a vu sur les matrices triangulaires.

En effet, on sait qu’une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls et on montrera dans le paragraphe suivant qu’une matrice est inversible
si et seulement si son déterminant est non nul.

441



Mathématiques supérieures 2 8.3. Déterminant d’une matrice carrée

1 2 1 2

, . -1 -4 1 -1

Exemple 8.3.4.2 On veut calculer le déterminant de A = 1 111
1 2 3 4

Au lieu de développer brutalement par rapport & une ligne ou une colonne puis de recommen-
cer pour chacun des déterminants obtenus, on va effectuer des opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes, de facon a faire apparaitre « beaucoup » de zéros et si ce n’est pas long,
transformer A en une matrice triangulaire. Ceci permet de conclure directement sur la valeur
du déterminant.

L3 1] nenen
det(A) = 0 -1 0 -1 Ly<+— L3 — 1
0 0 9 9 Ly<+— Ly— 14
1 2 -1 2
0 -2 1 1
= 0 —1 1 1 C3+— C5—C4
0 0 0 2
11 -1 2
0 -1 1 1
= 0 0 1 1 CQ — Cz + Cg
0 0 0 2
= 1Ix(-1)x1x2 (matrice triangulaire)
= -2

Notez qu’on aurait aussi pu s’arréter apres la premiere série d’opérations élémentaires sur les
lignes et développer par rapport a la premiere colonne :

1 2 1 2

-2 2 1
0 -2 2 1
0o 0 2 2

Puis pour le déterminant restant, il suffit d’appliquer la regle de Sarrus (3 termes sur les six
sont nuls & cause des deux zéros dans la matrice).

8.3.5 Lien avec le déterminant de D’application linéaire associée et
conséquences

Proposition 8.3.5.1 Soient f € L(E), B une base de E, et A= Matp(f). Alors :

det(f) = det(A)
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Preuve :

En effet, en notant B = (e1,--- ,e,) et A = [a;;], on a pour tout j € [1,n],
n

fle;) = Z a; je;. Par suite, en notant B, = (E1,-- - , E,) la base canonique
i=1

de M, 1(K), on a :

det(4) = detp, (C1,---,Cy)

n n
= detg, <Z ai1 By, - Z ai,nEi)
= detB (Z i 1€, Z a; 7L67>

= detg(f(e1), -, f(e ))
= det(f) =

Remarque importante : ainsi, on retrouve ici que le déterminant de f est égal au détermi-
nant de la matrice de f dans n’importe quelle base, c’est-a-dire que le déterminant de f ne
dépend pas du choix de la base.

Corollaire 8.3.5.2 On en déduit les propriélés suivantes :

(i) VA e M,(K) , VA e K, det(AA) = A" det(A) ;

(i) V(A, B) € M, (K) x M, (K), det(AB) = det(A) x det(B) ;
(iii) VA e M,(K) , (A€ GL,(K) <= det(A) #0).

Dans ce cas,
1

det(A)

det(A™!) =

(iv) L’application déterminant est un morphisme de groupes de GL,(K) dans K* ;
(v) SL,(K) ={A € GL,(K) / det(A) = 1} est un sous-groupe de GL,(K).

Preuve :

C’est une simple conséquence des résultats vus pour les endomorphismes en
considérant les endomorphismes canoniquement associés aux matrices. X

A Attention : en revanche, det(A + B) # det(A) + det(B) en général !
Exercice 8.3.5.3 En utilisant les formules de changement de bases et les propriétés du déter-

minant d’une matrice, retrouver que le déterminant de la matrice d’'un endomorphisme dans
une base B ne dépend pas du choix de la base.
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8.4 Systemes d’équations linéaires

8.4.1 Définitions et structure des solutions

Définition 8.4.1.1 Soient n, p deux entiers non nuls. On appelle systéme linéaire a n équa-

tions et p inconnues z1,- - ,x, dans K, tout systeme de la forme :
a1ry + - + arpTy = bl
(S) : a;1T1 + . + awxp = b2
an1Ty + - + AppTp = bn

ou pour (4,7) € [1,n] x [1,p], a;; € K.

Définition 8.4.1.2 Soit (S) un systeme linéaire a n équations et p inconnues. Avec les

notations précédentes, on pose A = [a; ;]i<i<n €t B = [b;] € M,, 1(K).
1<ji<p

e La matrice A est appelée la matrice du systeme linéaire ;
e B est appelé le second membre du systeme ;
o le systeme s’écrit matriciellement sous la forme AX = B avec X = [z;] € M, 1(K);

e l'ensemble des solutions du systéeme (S) est noté

E(S) = {X € Mpyl(K) , AX = B}

Proposition 8.4.1.3 L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est soit vide, soit un
espace affine de direction ker(A).

Preuve :

En effet, p : X — AX est linéaire donc I'équation AX = B est une équa-
tion linéaire. On sait alors (voir cours de mathématiques supérieures 1 :
espaces vectoriels et applications linéaires) que 'ensemble des solutions est
soit vide, soit un sous-espace affine de direction ker(yp) = ker(A).

X
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8.4.2 Rang d’un systeme linéaire et dimension de ’espace homogene
associé

On peut interpréter le systeme en disant que si Cy,--- ,C) sont les colonnes de A, on cherche
x1, -, 2 € K tels que 21C1 + -+ - + 2,C), = B, autrement dit, on cherche si B € Im(A).

Définition 8.4.2.1 Soient (S) un systeme linéaire, A la matrice associée, et C1,--- ,C), les
colonnes de A. On définit :

e le rang du systeme (S) par rg(S) = rg(A) = dim (Vect(Cy,---,Cp));

e le systtme homogene (ou sans second membre) associé a (5), noté (Sp), par

Proposition 8.4.2.2 Soient (S) un systéme linéaire, A la matrice associée et Ey l’ensemble
des solutions de l’équation homogene associée (Sy). Alors Eqy est un espace vectoriel de
dimension finie et dim(FEy) = p — rg(A).

Preuve :

C’est une simple application du théoreme du rang :

dim(Ey) = dim(ker(A)) = dim(K?) — rg(A) = p — rg(A)

Définition 8.4.2.3 On dit que le systéme (S) est compatible si Egy # 0.

Remarque : ainsi, le systéme (S) est compatible si et seulement si B € Im(A).

8.4.3 Cas des systemes de Cramer et formules de Cramer

Définition 8.4.3.1 Un systeme AX = B est dit de Cramer si A € GL,(K). Dans ce cas, il
admet alors une unique solution donnée par X = A~'B.
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Proposition 8.4.3.2 (Formules de Cramer) Soient AX = B un systéme de Cramer et
Cy,- -+ ,Cy les colonnes de A. Alors l'unique solution X = [x;] de (S) est donnée par :

Vie[[17n]]7xi: det(cl7"'7C’L—17Bac’i+17"'7Cn)

1
det(A)

Preuve :

e Tout d’abord, puisque (5) est un systeme de Cramer, A est inversible et
(S) admet bien une unique solution X € M,, ;(K).

n
e Ensuite, en posant X = [z;], puisque AX = B, ona B = ZLC’L
i=1
Soit k € [1,n]. On note :
]\/[k = det(c’17 T 7Ok’717 B7 Ck+17 T 7077,)

On a alors :

Mk = det(01,"' 7Ck717zxici70k+17"' 7Cn)

i=1
= > x;idet(Cy,-++,Cr1,Ci, Chp, -, Cr)

= xdet(Cr,- -+, Cr—1,Cl, Cryr,- - Cp)

= 1xpdet(A)
D’ou le résultat puisque det(A) # 0. -
Exemple 8.4.3.3 Soit le systeme (S) : artby = d . On suppose que ad — be # 0.
' cr+dy = UV

Alors d’apres les formules de Cramer, la solution (z,y) du systéme est donnée par :

1 a b | da -0V 1 a da | abl—cd
S ad—bc |V d| ad-—be Y= ad—be| ¢ ¥V |~ ad—be
On retrouve donc que :
x\ d a
y ) ad be v
Autrement dit, on retrouve que si A = ( Z Z ) et A est inversible (c’est-a-dire det(A) # 0),

1 d —b
-1 _
alors A 7adfbc(—c a )
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Exemple 8.4.3.4 On veut résoudre le systeme suivant :

z+y+z+t
) 20 —y+z2+2t
(5): —r+2y+22-2t =
—3r+2y+4z4+3t =

S W w

Dans la pratique, pour résoudre un systéme (et/ou déterminer s’il admet une solution), on
peut procéder en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes (car pour toute matrice
inversible P € GL,(K), AX = B <= (PA)X = PB) ou parfois par substitution (c’est-a-dire
remplacer une des inconnues par une combinaison linéaires des autres dans les autres équations)
ou encore en combinant ces deux méthodes. Dans notre exemple, on peut rédiger de la facon
suivante :

r+y+z+t = 1 z+y+z+t = 1 Ly
2$—y+2+2t = 3 — —3y—Z =1 L2<—L2—2L1
—r+2y+22-2t = 3 3y+3z—1 = 4 L3<— L3+ Ly
—3r+4+2y+4z+3t = 0 Sy+T7z4+6t = 3 Ly<+— Ly+ 3Ly
r+y+z+t = 1
— z = —1-3y
—6y —t = 7
—16y + 6t = 10
r+y+z+t = 1 Ly
z = —1-3y Lo
= 6y —t = 7 Ls
—52y = 52 Ly+— Ly+ 6L3
r = l1l—-y—z—1
— z = —1-3y
t = —6y—7
y = -1
r = 1
— 2= 2
t = -1
y = -1

La solution du systéme est donc (z,vy, z,¢) = (1,—1,2,—1) (attention & I'ordre).

Bien entendu, la méthode ci-dessus est souvent beaucoup plus rapide que d’appliquer les for-
mules de Cramer. Dans cet exemple, pou pouvoir appliquer les formules de Cramer, on doit
calculer 5 déterminants de taille 4 (celui de la matrice A, puis un pour chaque inconnue du
systeme) : ce calcul est a priori bien plus long que la résolution proposée ici. A titre d’exercice,
je vous encourage & faire ces calculs par vous-méme pour vous rendre compte de cette différence
de temps.

En revanche, bien que souvent peu « pratique » dans les exercices pratiques, les formules de
Cramer sont assez importantes dans un cadre plus « théorique » et il est donc important de les
connaitre.
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Définition 8.4.3.5 Soit A € M,,(K) avec n > 2. On appelle comatrice de A, et on note
Com/(A), ou encore A, la matrice dont les coefficients sont les cofacteurs de A.

Autrement dit, si A = (a; ;) et si A; ; = (=1)"*7 det A] ; avec A] ; la matrice carrée de taille
n — 1 obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de A, alors :

Com(A) = (Aij)1<i<n
1<j

Jjsn

Proposition 8.4.3.6 Si A est inversible, alors A~' = ﬁ(mtfl.

Preuve :

On suppose que A = (a;;) € M,,(K) est inversible.

Soient Y = (y;) € M, 1(K) et X = (2;) € M, 1(K). Alors :
AX =Y «<— X=A4"1'Y

Or, d’apres les formules de Cramer, AX =Y si et seulement si pour tout
entier j € [1,n],

1
%= Gt (A) x det(Cy, -+, Cj—1,Y,Cjpr, -+, C)
avec O, - -+, O}, les colonnes de la matrice A. En développant ce déterminant
par rapport a la j-éme colonne, on a alors :

det(A) x z; = Z(fl)i”yidctA;’j

i=1
n

= Z Aijyi
i=1

Ce qui montre que Y = AX si et seulement si det(4)X = 'Com(A)Y,
c’est-a-dire

- L Com(A

= Ger(a) o)

Exercice 8.4.3.7 Montrer plus généralement que pour toute matrice carrée A € M,,(K),

A'Com(A) = 'Com(A)A = det(A)I,

448



Chapitre 8  Déterminants et systemes linéaires

8.4.4 Meéthode du pivot de Gauss pour résoudre un systéme

Dans I'exemple précédent (exemple 8.3.4.3), on a déja remarqué qu’on pouvait faire des opé-
rations élémentaires sur les lignes de la matrice du systeme pour résoudre. Ces calculs sont
similaires a la méthode du pivot de Gauss pour déterminer le rang. En revanche, pour éviter
les confusions, on ne fait pas d’opérations élémentaires sur les colonnes (qui reviennent & faire
des changements d’inconnues) pour résoudre un systéme : seulement sur les lignes.

Enfin, notez que ces résolutions sont similaires aux recherches d’équations paramétriques de
droites ou plan vues en géométrie et dans les espaces vectoriels (cours de mathématiques supé-
rieures 1).

Exemple 8.4.4.1 Déterminer suivant les valeurs de a et b (deux réels), la ou les solutions de :
r+y+z =1
(S) 2e+y—z = 4
ar+2y+z = Db
On applique la méthode décrite ci-dessus.
rTH+y+z = 1 3z + 2y = 5 Li+— L1+ Lo
2r4+y—2z = 4 = 20 +y—=z = 4 Lo
ar+2y+z = b (a+2)x+3y = b+4 Ly+— Ls+ Lo
3z + 2y = 5 Ly
— 2e4+y—z = 4 Lo

(2a — b))z

2b—7 L3 <+— 2L3—3L4

Notez qu’on a en fait ici « trigonalisé », c’est-a-dire en changeant l'ordre des variables et en
posant Z = (z,y,x), le dernier systéme s'écrit 7Z = C avec T triangulaire supérieure. La
résolution est alors simple et se fait en « remontant les équations une par une en remplagant
par les valeurs trouvées ».

Compte tenu de la derniere équation, on considere deux cas :

e Premier cas : a # g
Dans ce cas, on a :

5 3 _ 5a—3b—2

= 32737 Yy = Taa-5

(S) <= { 2z = 20+y—4 <— z = =Sathid
T 2b—7 r = 2b0—7
2a—5 - 2a—5

e Deuxieme cas : a = g
Dans ce cas, on doit & nouveau distinguer deux cas :
* sl b # %, alors le systeme (S) n’est pas compatible (autrement dit, il n’y a pas de
solution) ;
x sib= %, alors :

5_3 5_3
vy = 37 2% vy o= 327 2%
(S)@{z = 2z+4+y—4 <:>{z = f%Jr%w
Et I'ensemble des solutions de (S) est donc {(z,3 — 3z, -2 + 1z) , z € R}.
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Remarques :

e si vous n'avez pas confiance en vos capacités de calcul, vous pouvez aussi commencer par

calculer le déterminant de la matrice A du systeme, ce qui va faire apparaitre naturellement
les cas a distinguer suivant les valeurs de a (autrement dit, on saura pour quelles valeurs
de a, A est inversible - et il y a donc existence et unicité de la solution - ou ne l’est pas -
et il y aura donc aucune solution ou une infinité de solutions). Dans cet exemple, le calcul

direct donne :
1

-1 |=2a-5

1
det(A) =1 2
a 1

[N

Ce qui permet de distinguer directement les deux cas. Notez que pour 2a — 5 # 0, on
peut aussi appliquer les formules de Cramer mais ce n'est pas plus rapide que de faire la
résolution du systéme.

Bien entendu, on retrouve aussi les méthodes géométriques dans le sens ou les deux pre-
mieres équations sont des équations de plans dont on connait un vecteur normal pour
chacun. La condition 2a — 5 est la condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur
normal du dernier plan soit proportionnel au produit vectoriel des deux autres vecteurs
normaus.

y— 2243t = a
Exemple 8.4.4.2 On veut résoudre { —x+3y+5& = b .
r—y—4z+1t = c

e Premiere méthode
On ne se pose pas de questions sur les solutions ou bien comment les trouver : on applique
« bétement » la méthode du pivot de Gauss (pour les lignes).

y—2z+ 3t = a r—y—4z+t = ¢
—x+3y+5t = b = —r+3y+5 = b
r—y—4z+t = ¢ y—2z+3t = a
r—y—4z+t = ¢
— 2y — 4z + 6t = c¢c+b Ly+— Lo+ 14
y—2z+3t = a
r—y—4z+t = ¢
= y—2z+3t = a Lo +— L3
2y — 4z + 6t = c+b
r—y—4z+t = ¢
= y—2z+3t = a Ly <— L3
0 = c¢c+b—2a L3<—L3—2L2

On distingue alors deux cas :
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* s1b+c—2a=0, alors :

ct+y+4z—1t
a+2z—3t

r—y—4z+t
(8) = { y—2z+ 3t

d’olt en remplagant y par son expression en fonction de z et ¢ dans la premiére équation :

c {x
—
a Y

r = a+c+6z—4t

(8) = { a+2z— 3t

<
I

L’ensemble des solutions est donc Eg = {(a + ¢ + 6z — 4t,a + 2z — 3t, 2,t) , (z,t) € R%}.

e Seconde méthode

0 1 -2 3
La matrice du systeme est A= | —1 3 0 5
1 -1 -4 1

% On calcule le rang de A et on trouve (le faire) : rg(A) = 2.

% Les deux premieres colonnes de A sont indépendantes : elles forment donc une base de
I'image. Le systéme sera compatible si et seulement si B € Im(A) =< Cy,Cs >, c’est-a-
dire si et seulement si :

a 0 1
det| b —1 3 =0 soit encore —2a+b+c=0
c 1 -1

(en développant par rapport & la premiére colonne).

x Lorsque le systeme est compatible, puisque le rang de A est 2, et puisque (par exemple) les
deux premieres lignes de A sont indépendantes, on sait que la troisieme ligne du systeme
est une combinaison linéaire des deux premieres, autrement dit :

y—2z+3t = a
(5) = { —r43y+5t = b
a
En effet, la condition de compatibilité signifie que B=| b | € Im(A) donc :
c

Tg(ch 027 037 C47 B) = I'g(Ch 027 037 04)

c’est-a-dire
0 1 -2 3 a
2=rg(A)=1rg| -1 3 0 5 b
1 -1 -4 1 ¢

Les deux premieres lignes de cette nouvelle matrice étant clairement non colinéaires, elles
forment une base de 'espace engendré par les lignes. On conclut donc que la troisieme
ligne est bien une combinaison linéaire des deux premieres.
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. -2 3 N . .
x Enfin, puisque ’ 0 5|7 —10 # 0, le systeme admet « une unique solution en (z,t) » et

d’apres les formules de Cramer (ou ici ce n’est pas utile on peut simplement substituer) :

3a —b+6z—4t
y = a+2z-—3t

8
I

(S)<=>{

On conclut donc que I’ensemble des solutions est :
E'={(3a—b+6z—4t,a+2z—3t,z,1) , (2,t) € R?}

11 s’agit bien du méme ensemble trouvé avec la premiére méthode (il suffit de remplacer
b par 2a — ¢ pour obtenir exactement la méme forme).

Remarques :

e notez bien que l’ensemble des solutions est unique mais que la forme des solutions ne [’est
pas! Cela dépend du choix des « paramétres » (ou de fagon équivalente, du choix de la
base de ker(A));

e [a seconde méthode proposée est en fait « générale » et fait appel auxr notions de dé-
terminant principal, d’équations et d’inconnues principales. Le lecteur intéressé pourra
consulter n’importe quel ouvrage de licence et se référer au théoreme de Rouché-Fonténé.

Exercice 8.4.4.3 Soit

ay+bz = u
(S):q br+az = w
ar+by = w

ol a,b,u,v, w sont des parametres dans K. Déterminer une (des) condition(s) nécessaire(s) et
suffisante(s) pour que (S) soit de Cramer ; le résoudre dans ce cas.
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8.5 Exercices

Exercice 8.5.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (eq, €2, €3).
1. Calculer detg(ea + e3,e1 + e3,e1 + €2).
2. Calculer pour A € K, detg(e; + Aea, ea + Aes, ez + Aey).

Exercice 8.5.2 Calculer les déterminants suivants :

1 1 1 1 cos(a) cos(2a) a b c
b+c a+c a+bd ; 1 cos(b) cos(2b) ; b ¢ a
be ca ab 1 cos(c) cos(2c) c a b

Exercice 8.5.3 Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui, déterminer leur inverse.

10 1 2 2 3 1 a0 l+a 1 1
01 1 : 1 -1 0 ; 01 a : 1 1+b 1
110 -1 21 00 1 1 1 14c

Exercice 8.5.4 Montrer que les systemes suivants sont de Cramer et les résoudre en utilisant

les formules de Cramer (on suppose a € K* pour le dernier) :
3r+y—z = 1 z+2y+2z = 1 ar —y—+=z =1
(S1): 4 z—3y+2z =1 (S2): < 2z+y+z =1 (S3): 9 z+ay—z = 0
T — 3z = 2 r+y+2z = 3 —xrx+yt+az = 1
Exercice 8.5.5 Résoudre les systemes suivants d’inconnues x,y, 2, ¢ :
r—y—z—1t = 1
20 +3y—2z = 5 r—2y+z+3t = 2
r+y—z—-t = -1
r—2y+3z = 2 i ; r+y+z+t = 1
de—y+4z = A rhy+z—t =0 r—y+t = 1
r—y—z+t = 2
Exercice 8.5.6 Déterminer les solutions du systéme suivant :
T + axo = 0
To + axsy = 0
Tp1+azr, = 0
Ty + axy = 0
Exercice 8.5.7 Soient n € N (n > 2) et Ay, -, A, n points du plan complexe. A quelle(s)
condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s) existe-t-il My, -+, M, tels que A; est le milieu de

[M;M; 1] pour 1 <i<n—1et A, est le milieu de [M, M;]?
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Exercice 8.5.8 Soit B € M3(K) telle que B? # 0 et B® = 0.

1. Déterminer un exemple tres simple de matrice vérifiant cette propriété.
2. Montrer que I3 + B est inversible. (Indication : penser auz séries géométriques...)

3. Montrer que det(I3+ B) = 1. (si b désigne I’endomorphisme de K® canoniquement associé
a B, on pourra calculer le déterminant de b dans une base bien choisie...)

4. Montrer que si A commute avec B, alors det(A+ B) = det(A). On pourra distinguer deux
cas, sutwant que A est inversible ou non.

Exercice 8.5.9 On veut déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
suivante soit inversible :

1 1 1 1
Ty T2 Tn—1 Tn
M — 17% x% X 1 .TQ
(xla 7xn) n— n
n—1 n—1 n—1 n—1
Ty ) Tp—1 Tn

1. Traiter a la main le cas n = 2, puis le cas n = 3.

2. Premiére méthode : interprétation avec les polynomes d’interpolation de Lagrange

(a) Montrer que s’il existe 4, € Hl, n|] tel que z; = z;, alors la matrice c’est pas inver-
sible.
(b) On suppose maintenant que pour tout i,5 € [[1,n[, z; = 2; =i = j.
i. Rappeler ce que sont les polynémes d’interpolation de Lagrange associés aux (z;).
ii. Montrer que ces polynémes forment une base B de R,,_1[X].
iii. Déterminer les coordonnées d’un polynéme P € R,,_;[X] dans la base B.
iv. Donner la matrice de passage de la base B vers la base canonique de R,,_;[X].

v. Conclure que M(z1,--- ,x,) est inversible.

3. Seconde méthode : en calculant le déterminant

(a) En effectuant successivement, pour ¢ variant de n a4 2, L; «— L;—x1L;_1, obtenir une
relation de récurrence sur le déterminant de M, appelé déterminant de Vandermonde.

(b) En déduire la valeur du déterminant de M(zq,--- ,x,) et conclure.

4. Troisiéme méthode : avec le déterminant et des fonctions
On pose pour z € R, P(x) =det M(xq,- -+ ,xp_1,2).
(a) Justifier que P appartient a R, _1[X].
(b) Montrer que P admet n — 1 racines « évidentes ».

(¢) Quel est le coefficient dominant de P ? Conclure.
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Exercice 8.5.10 On souhaite déterminer toutes les matrices A € M,,(K) telles que :

VM € M,(K) , det(A+ M) = det(A) + det(M)

1. Donner une matrice A vérifiant cette relation.
2. Soit A une matrice non nulle vérifiant la propriété précédente.

(a) Montrer que, mis a part un cas particulier que l'on traitera, A n’est pas inversible.

(b) Montrer, & I'aide du théoréme de la base incomplete, que I'on peut construire M
inversible telle que A + M ne soit pas inversible.

(c) Conclure.

a b ¢ 1 1 1
Exercice 8.5.11 Soit (a,b,c) € C3>. Onpose M = ¢ a b|etJ=[1 5 42
b ¢ a 1 42 3

127

On rappelle que j =e 3 .

Calculer det(.J). On exprimera le résultat comme puissance de (1 — j).
Que peut-on en déduire concernant la matrice J ?

En utilisant la regle de Sarrus, calculer det(M).

Calculer le produit M .J.

Calculer det(MJ) sous forme factorisée, a I'aide d’opérations élémentaires.

IR

A Paide des questions précédentes, calculer det(M) sous forme d’un produit de trois termes
de la forme aa + 8b+ e avec (o, 3,7) € {1, 7, 72}>.
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Chapitre 9

Espaces euclidiens

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, groupes et sous-groupes ;
dimension finie, familles libres, génératrices, bases;

application linéaire, matrice d’une application linéaire ;

application bilinéaire ;

déterminant d’un endomorphisme ou d’une famille de vecteurs;

géométrie élémentaire dans le plan et dans l’espace.

Aucune connaissance spécifique sur la notion de produit scalaire ou d’espace euclidien n’est
supposée connue.
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9.1 Produit scalaire

Dans tout ce chapitre, F est un R-espace vectoriel.

9.1.1 Définition d’un produit scalaire et exemples

Définition 9.1.1.1 On appelle produit scalaire sur le R-espace vectoriel £ toute application
f: ExE — R telle que :

(i) f est bilinéaire;

(ii) f est symétrique : Va,y € E | f(z,y) = f(y,z);
(iii) f est positive : Ve € E | f(z,z) = 0;
(iv) f est définie : Vo € E |, (f(z,2) =0= 2 =0).

On note en général f(x,y) = (z|y) ou encore x -y, ou encore < z,y >.

Remarques :

e en général, les propriétés (iii) et (iv) se lisent en une seule phrase. On dit que f est
définie-positive si :

Vee E, (f(z,z) 20 et (f(z,z) =0= 2 =0))

e il ne faut pas oublier qu’il y a en réalité une propriété « (0) » a vérifier qui est que f
est bien une application. Dans les cas « simples » on ne U’écrit pas mais dans des cas
un peu moins évident (par exemple faisant intervenir une somme infinie ou une intégrale
généralisée), il faudra le justifier;

e on retient la phrase courte en francais (que vous devez savoir traduire mathématique-
ment) : un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique définie-positive.

Exemple 9.1.1.2 On a déja vu que « le produit scalaire usuel » dans le plan ou dans l'espace
est bien un produit scalaire : ¢’est d’ailleurs a partir de ce « modele » qu’on a donné la définition
formelle d’un produit scalaire.

b
Exemple 9.1.1.3 Dans le chapitre d’intégration, on a vu que (f,g) — / fg est un produit
a

scalaire sur C°([a, b] , R).

Exemple 9.1.1.4 On considere Papplication f définie sur R[X] x R[X] par la relation :

00

W(P,Q) € RIX] x RX] , f(P,Q) = / P(2)Q(x)e ™ da

0

Montrons que f est un produit scalaire.
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e Contrairement aux exemples précédents, on doit ici commencer par justifier que f est une

application (autrement dit que I'intégrale généralisée est convergente pour tous polynémes
P et Q). Soient P € R[X] et @ € R[X]. La fonction g : # — P(2)Q(z)e™" est continue
sur 'intervalle [0, +oo[. De plus, par croissances comparées :

lim 2?P(z)Q(x)e™ =0 clest-a-dire  g(z) = 0( ! )

T—~00 z~>_+oo z2

(en effet, si n,p € N sont tels que deg(P) < n et deg(Q) < p, alors P(z) = O(a™) et

xr——+00

1
donc P(z)Q(x) = O (z"*7)). Or, la fonction & —— — est continue (par morceaux),
r—-+00 T
positive et d’intégrale convergente sur [1,+oo| (critere de Riemann). Par comparaison
+oo

400
pour les fonctions positives, / |g(x)| dz converge, et a fortiori / g(x) dz converge.
1 1
1

De plus, puisque g est continue sur le segment [0, 1], g(x) dx converge.
0
+o00
Ce qui prouve que P(z)Q(x)e~" dx converge et montre donc que I'application f est

0
bien définie.

Il est évident que f est symétrique car pour tout (P, Q) € R[X]?,

+o0 too
; P(z)Q(z)e " da = | Q(z)P(z)e " dx

Puisque le produit de deux fonctions est bilinéaire et puisque 'intégrale est linéaire, f est
bilinéaire.

Soit P € R[X]. Puisque la fonction continue (par morceaux) x — P(x)%e™% est positive

“+oo
(et d’intégrale convergente), f(P, P) = / P(x)?e™"dx > 0.
0
De plus, si f(P, P) = 0, alors pour a > 0,0 < P(z)?e " dx < / P(z)* % dz = 0.
[0,a] 0
Par conséquent, P(z)?¢ ®dz =0 . Or, 2 — P(2)%e est une fonction continue et

(0,a]
positive sur le segment [0, a]. D’apres la proposition 4.2.6.1,

Vo €[0,a] , P(z)?e ™ =0 clest-a-dire  Vz €[0,a] , P(z) =0

On conclut donc que le polynéme P a une infinité de racines (tous les réels de l'intervalle
[0,a]) et par conséquent P = 0, prouvant que f est bien définie-positive.

Dans la pratique, on peut « réduire » le nombre de propriétés a vérifier de la fagon suivante :
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Proposition 9.1.1.5 Soit f : E x E — R une application. On suppose que f est symé-
trique. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bilinéaire ;
(ii) [ est linéaire a droite;

(iii) f est linéaire a gauche.

Preuve :

e L’implication (i) = (i) est évidente.

e Montrons (i) = (ii).
On suppose que f est linéaire a droite. Montrons que f est linéaire a gauche.
Soient y € E, (x,2') € E? et (A, 1) € R% On a alors :

fQz+pay) = [fly, e+ pa’) (car f est symétrique)
= M(y,z)+ pnf(y,z’) (car f est linéaire a droite)
= MN(z,y)+puf(2,y) (car f est symétrique)

e On montre de méme que (i4) == (z), autrement dit que si f est linéaire

a gauche, alors f est linéaire a droite (et donc bilinéaire). -

Proposition 9.1.1.6 Soit n € N*. L’application de R™ x R™ dans R définie par pour tout
= (x1, - ,zy) ER" et tout y = (y1,--- ,yn) € R™ :

est un produit scalaire sur R™ (appelé produit scalaire canonique sur R™).

(aly) = > iy
k=1

Preuve :

e Le produit est commutatif dans R, donc (.|.) est symétrique.

e Pour z = (z;)1<i<n € R”, Papplication qui & y = (y;) € R™ associe (z|y)
est bien une forme linéaire (exercice : le rédiger).
Puisque (.|.) est linéaire & droite et symétrique, (.|.) est bilinéaire.

e Montrons enfin que (.|.) est définie-positive. Soit = = (z;)1<i<n € R™.
n
* D’une part, (z|z) = Z x3 > 0 (puisque les zj, sont des réels).
k=1

* D’autre part, si (z|z) = 0, alors la somme précédente nulle.
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Ainsi (x|z) une somme de termes positifs qui est nulle, par conséquent,
tous les termes sont nuls, c’est-a-dire pour tout k € [1,n], xi = 0 soit
encore z = 0. Ce qui montre que z = 0.

Ceci prouve donc que (.|.) est définie positive.

Corollaire 9.1.1.7 En identifiant M; 1(R) a R, Uapplication (X,Y) — XY est un pro-
duit scalaire sur M., 1(R).

Preuve :

C’est une simple traduction matricielle du fait que le produit scalaire usuel
sur R™ est bien un produit scalaire.

X

Exercice 9.1.1.8 On considere 'espace vectoriel E = B(N,R) des suites réelles bornées. Si
a = (an)nen € RY, on note ¢, application de E x E dans R définie pour tous u = (U )nen € E
et v = (vp)ney € F par :

+oo
Pa(u,v) =Y antinoy

n=0

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a, )nen pour que ¢, soit une appli-
cation bien définie. On suppose par la suite que cette condition est vérifiée.

2. A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s) ¢, est-elle un produit scalaire ?

Exercice 9.1.1.9 (Plus difficile) On considere de méme E = C°([0,1],R) et on fixe w une
fonction continue sur [0, 1]. On pose alors :

1
V(f.9) € B, dulf,g) = / F(@)g(@)w(z) dz

1. Montrer que 9, est bien définie et qu’elle est bilinéaire symétrique.
2. Montrer que 1, est positive si et seulement si w > 0.

3. On note Z(w) = {z € [0,1] / w(z) = 0}. Montrer que v, est définie-positive si et seule-
ment si w > 0 et Z(w) ne contient aucun intervalle.
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9.1.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz, norme euclidienne et distance as-
sociée

Théoréme 9.1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (.|.) un produit scalaire sur E.

Pour tout (z,y) € E? :
(zly)] < v (zl2) v/ (yly)

De plus, il y a égalité si et seulement si (z,y) est liée.

Preuve :

Soient z € F et y € E.
Siy =0, le résultat est clair (et on a alors égalité). Supposons donc y # 0.
On pose alors :

VieR, P(t) = |z +ty|? = (= + tylz + ty)
e Tout d’abord, puisque le produit scalaire est bilinéaire et symétrique :
VteR, P(t) = (yly)t* + 2(z[y)t + (z|z)

P est donc un polynéme du second degré puisque y # 0 implique que (y|y) #
0. De plus, par positivité du produit scalaire,

VieR, P(t) = (z+tylz+1ty) >0
Ainsi, P est un polynéme du second degré qui garde un signe constant sur
R. Par conséquent, son discriminant A est négatif ou nul, c’est-a-dire :
(zly)® = (afa)(yly) <O
D’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

e Pour le cas d’égalité, on remarque que :

(ely)? = (2]2) (1) y=0 ou A=0
y=0 ou FHeR,Pt)=0
y=0 ou FHeER, (x+tylz+ty)=0
y=0 ou F#eR,z+ty=0

(z,y) est lice

1reet

Ce qui termine la preuve.
X

Remarque : en particulier, en reprenant les produits scalaires usuels déja vus, on obtient les
inégalités suivantes :

461



Mathématiques supérieures 2 9.1. Produit scalaire

e pour tout (zy,--- ,x,) € R™ et tout (y1,--- ,yn) € R",

| <

e pour toutes fonctions [ et g, continues sur le segment [a,b],

of ([ soraen | [

Définition 9.1.2.2 Soit E un espace vectoriel. On dit qu'une application N de E dans R
est une norme sur E si :

(i) Vee E,N()=20etVz e E, (N(z) =0= 2 =0) (N est définie-positive) ;
(ii) VAe K, Ve € E, N(Az) = |[A\|N(z) (N est homogene) ;
(ii) Vz,y € E, N(z+y) < N(z) + N(y) (N vérifie 'inégalité triangulaire).

On note souvent N(z) = ||z|| qu’on appelle la norme du vecteur x.

Proposition 9.1.2.3 Soit E un R-espace vectoriel et (.].) un produit scalaire sur E. Alors,
z— ||z]| = /(z]x) est une norme sur E. On dit qu’il s’agit d’une norme euclidienne.

Preuve :

e Tout d’abord, pour tout = € E, (z|x) > 0 (puisque le produit scalaire est
une forme positive), donc ||.|| est bien définie.

e Le fait que ||.|| est définie positive est évident (cela découle des mémes
propriétés du produit scalaire).

e Montrons I'homogénéité. Soient x € E et A € R. On a alors :

Azl = V(Az[Az) = VA2(z]z) = AV (@la) = [A] x |«

e Montrons enfin I'inégalité triangulaire. Soient z,y € E. On a alors :

lz+yl*> = (z+ylz+y)
]| + lylI* + 2(z|y)

<zl A+ lyll? + 2llz) x |ly]| (inégalité de Cauchy-Schwarz)
< (=l + Nyl
D’ou le résultat puisque ||z + y|| = 0. 5
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Remarque : on verra dans le chapitre sur les espaces vectoriels normés (cours de mathéma-
tiques spéciales 1) qu’une norme n’est pas toujours euclidienne, c¢’est-a-dire qu’elle ne provient
pas toujours d’un produit scalaire.

Proposition 9.1.2.4 (Cas d’égalité dans ’inégalité triangulaire) Soit (.|.) un pro-
duit scalaire sur E et ||.|| la norme associée. Alors, pour tout (v,y) € E? :

[z +yll < ]l + llyl

avec égalité si et seulement siy =0 ou il existe t € [0, +o0[ , x =ty (on dit alors que (x,y)
est positivement lice).

Preuve :

e [’inégalité triangulaire a été prouvée dans la preuve de la proposition

précédente.
e De plus, d’apreés le calcul dans la preuve de 'inégalité, ||z +y|| = ||z|+ ||yl
si et seulement si (z]y) = ||z | % [|y]|-

x Par suite, s’il y a égalité, alors on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, donc y = 0 ou bien, il existe t € R tel que z = ty. Mais dans
ce cas, on a :

tlyll* = (tyly) = (xly) = ll= ] < llyll = [t} x [ly]]*

et puisque y # 0, ||y|| # 0 et par conséquent, t = [¢| > 0.

* Réciproquement, si y = 0 ou si * = ty avec t > 0, alors on a bien
égalité, c'est-a-dire ||z + y|| = ||z|| + ||y||. En effet, lorsque y # 0,
x =ty avec t > 0 et donc :

e +yll = [T+ Dyl = L+t <yl = A+l = thyll + llyll

et puisque ¢ >0, [lz +y[ = [¢[ x [[yll + [yl = ll=[l + [[y[l- <

9.1.3 Propriétés remarquables

Proposition 9.1.3.1 (Identités remarquables) Soient (.|.) un produit scalaire sur E et
Il.Il la norme associée. Alors, pour tout (z,y) € E? :

2+l = llzlI* + llyl* + 2(zly)

lz =yl = ll=lI* + llyll* - 2(xly)

Iz = llyll* = (= + ylo - v)
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Proposition 9.1.3.2 (Identité du parallélogramme) Pour tout (z,y) € E?,

llz+yl* + = — yll* = 2(lllI* + lly]I*)

Preuve :

11 suffit d’utiliser la bilinéarité (et la symétrie) du produit scalaire pour

obtenir les résultats précédents. =

Exercice 9.1.3.3 Interpréter graphiquement l'identité du parallélogramme et justifier le choix
du nom de cette propriété.

Proposition 9.1.3.4 (Identités de polarisations) Soient (.|.) un produit scalaire sur E
et ||.]| la norme associée. Alors, pour tout (z,y) € E?,

(i) (ely) = 3 (o -+ 92—l — 9l1)

(i) (zly) = % (I + gl = lll® = llyl1?).-

Autrement dit, la connaissance de ||.|| permet de retrouver le produit scalaire.

Preuve :

C’est clair a 'aide des identités remarquables ou de l'identité du parallélo-

gramme énoncée ci-dessus. =

9.2 Orthogonalité

9.2.1 Définitions

Définition 9.2.1.1 Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.). On dit
que :

(i) deux vecteurs z € E et y € E sont orthogonaux si (z|y) = 0;

)

(ii) un vecteur z € F est unitaire (ou normé) si ||z|| =1;

(iii) un vecteur z € F est orthogonal & une partie A C Esi:Va € A, (z|a) = 0;
)

(iv) deux parties A C E et B C E sont orthogonales si : V(a,b) € A x B, (a|b) = 0.
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Notations : soient (z,y) € E2, A € P(E) et B € P(E) (A et B sont des parties quelconques
de F). On note :

e r | y lorsque = et y sont orthogonaux ;
e r | A lorsque x est orthogonal a A

e A | B lorsque A et B sont orthogonales.

Exemple 9.2.1.2 Dans R3 muni du produit scalaire canonique,
e u=(1,1,1) et v = (1,—1,0) sont orthogonaux car (ujv) =1x1+1x—-1+1x0;

e u = (1,1,1) est orthogonal au plan A d’équation cartésienne x +y + z = 0 (logique car x
est un vecteur « normal » au plan). En effet, si a = (z,y, 2) € A, alors :

(ulg) =1xz+1lxy+lxz=c+y+2z=0

1
Exemple 9.2.1.3 Dans F = C°([-1,1],R) muni du produit scalaire usuel (f, g) — / f9,
—1

e l’ensemble P des fonctions paires (et continues) et ’ensemble Z des fonctions impaires (et
continues) sont orthogonaux car pour tout (f,g) € P X Z, f X g est impaire donc :

[ @) dr =0

1 1
o f:x+—— \/|x| est unitaire car || f||* = / |z|da = 2/ rdr =1
-1 0

Définition 9.2.1.4 Soient ' un R-espace vectoriel quelconque muni d’un produit scalaire
(.].) et F = (4)ics une famille quelconque de vecteurs de E. On dit que :

(i) F = (z4)icr est une famille orthogonale (de vecteurs de E) si :
V(i,j) € I*, (i # j = (zil;) = 0)

(i1) F = (x;)ier est une famille orthonormale (ou orthonormée) si F est orthogonale et si
tous les vecteurs de F sont unitaires, ¢’est-a-dire si :

V(l,j) S 12 s (Zi‘I]) = (Si’]'

Exemple 9.2.1.5 La base canonique de R" est orthonormée pour le produit scalaire usuel. En
effet, en notant B, = (eq,- - - , e,) la base canonique de R™, on a pour i € [1,n], ¢; = (0; k)1<k<n-
Par suite, pour 4,5 € [1,n],

(eilej) = Z 0i K0k, = 0i;
=1
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Exemple 9.2.1.6 La famille (z — cos(nz)),en est orthogonale pour le produit scalaire usuel
sur C°([0,27]). En effet, soient n,p € N tels que n # p. Alors, en notant C,, :  — cos(nz) :

27
(ChlCp) = /0 cos(nz) cos(px) dx

_ /27r cos((n — p)x) + cos((n + p)x) de
A 2
s —pa) | sn(mep0)])T
- [Rnilops) sl C arntn)
= 0

Ce qui montre que la famille (C),)pen est bien une famille orthogonale. En revanche, elle n’est
pas orthonormée puisque pour n € N*, (C,,|C,,) = 7.

Remarque : la famille vide (¢’est-a-dire I = ()) est une famille orthonormée car la propriété :
Vi € @ , Vj (S w , (fl‘fj) = 5i,j

est toujours vraie (proposition logique commencant par « Vi € () »).

Exercice 9.2.1.7 On consideére l'application (.|.) définie par :

W(P.Q) e RX] xRix], (PiQ) = 2 [ D g

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer que pour tout entier n € N, il existe un unique polynéme P, dans R[X] tel que :
Vz € R, cos(nz) = P,(cos(z))

3. Comment s’appellent ces polynomes ?
4. Montrer que (P,,),en est une famille orthonormée de (R[X], (.].)).

Définition 9.2.1.8 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On dit qu’'une
famille B est une base orthogonale (respectivement orthonormée) de E si c’est une base de
E et une famille orthogonale (respectivement orthonormée).

Exemple 9.2.1.9 D’apres ce qui précede, la base canonique de R™ est une base orthonormée
de R™ muni du produit scalaire canonique.

Remarque : la famille vide est une famille orthonormée. C’est donc une base orthonormée de
E = {0} (et le seul produit scalaire sur E = {0} est Uapplication nulle de E x E dans R).
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9.2.2 Propriétés des familles orthogonales

Dans tout ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (.|.).

Proposition 9.2.2.1 Soit F = (x;)ic1 une famille orthogonale de E dont tous les vecteurs
sont non nuls. Alors, F est libre.

Preuve :
e Si I =0, le résultat est vrai car la famille vide est orthogonale et libre.

e On suppose donc que I # (. Montrons que (z;);cs est libre, ¢’est-a-dire
que toute sous-famille finie est libre.

Soit J une partie finie de I avec |J| = n > 1. Notons J = {iy, -+ ,i,}.
Montrons que (z;,,- - ,x;, ) est libre. Soient Ay, -+, A\, € R tels que :

i )\ka:lk =0
k=1

Soit j € [1,n]. On a alors :

0= (x4]0) = (xij

> A, ) =3 Al |ws,)
p] k=1

n

Or, F est orthogonale donc : 0 = Z)\k(;%k(.ri] lzi,) = Ajllas, |12

k=1
Puisque les vecteurs de F sont non nuls par hypothese, ||Z‘ZJH2 # 0. Par
suite, A\; = 0, ce qui prouve que la famille (x;,,--- ,z;,) est libre.

X

Remarque : on retrouve ici de facon immédiate que la famille C = (x —— cos(nx))nen est libre
puisqu’elle est orthogonale pour un produit scalaire (le produit scalaire usuel sur C°([0,27],R))
et chacune de ces fonctions n’est pas identiquement nulle.

Corollaire 9.2.2.2 Toute famille orthonormale est libre.

Preuve :

Une famille orthonormale est une famille orthogonale dont tous les vecteurs
sont normés et donc non nuls.
X
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Théoréme 9.2.2.3 (Pythagore) Soit F = (21, -+ ,x,) une famille orthogonale, alors :
2

n
=D llzall?
k=1

n

DL

k=1

Preuve :
En effet,
n 2 n n
pOr (NS D oPi} 2%
k=1 i=1  j=1
n n
- S e
i=1j=1
n
= Z(L\a&) (puisque F est orthogonale)
i=1
n
= > ll=l?
=1 X

Remarque : pour deux vecteurs, on a la réciproque du théoréme de Pythagore :
|z +yl* = [l2]|* + llylI* = (zly) =0
En revanche, ceci ne se généralise pas au cas de trois vecteurs ou plus comme le montre l’exemple
simple suivant dans R® muni du produit scalaire canonique :
o siz=(1,1,0), y = (1,0,1) et z = (0,1, —2), alors ||z||> =2, |yl|> =2 et ||z||* = 5;
e x+y+z=(2,2-1)donc|lz+y+z|>=9=|z|*+|yl*+ |I2]*;

e en revanche, (z|ly) =1 #0, (z]z) =1 #0 et (y|z) = =2 # 0 donc les trois vecteurs sont
deur a deux non orthogonauz.

Proposition 9.2.2.4 Si B = (e, - ,e,) est une base orthonormée de E et si x ety sont
deuz vecteurs de E de coordonnées respectives (xy1,- -+ ,x,) et (Y1, ,yn) dans B. Alors :

(aly) = > way
k=1

Preuve :

C’est clair : il suffit de développer en utilisant la bilinéarité et de constater
que (e;le;) = d;,5. Je vous laisse faire la preuve formelle par vous-méme. 5
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9.3 Espaces euclidiens

9.3.1 Définition

Définition 9.3.1.1 Soit F un espace vectoriel. On dit que :

e [ est un espace préhilbertien réel si E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ;

e F est un espace vectoriel euclidien si E est un espace préhilbertien réel de dimension
finie, c’est-a-dire un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Remarques :

e le terme « préhilbertien » est a mettre en relation avec les espaces hilbertiens qui sont des
espaces préhilbertiens « complets » ;

e la notion d’espace préhilbertien complexe sera étudiée dans le cours de mathématiques
spéciales 2.

Exemple 9.3.1.2 R"™ muni du produit scalaire habituel est un espace euclidien.

Exemple 9.3.1.3 C%(a,b],R) muni du produit scalaire usuel est un espace préhilbertien réel
mais n’est pas un espace euclidien puisqu’il n’est pas de dimension finie.

9.3.2 Orthogonal d’une partie et existence de bases orthonormées

Dans ce paragraphe, on va rapidement se restreindre au cas des espaces euclidiens (c’est-a-dire
de dimension finie) mais les premieres définitions sont générales et valables dans un espace
préhilbertien.

Définition 9.3.2.1 Soit F un espace préhilbertien et soit A C F une partie quelconque de E
(autrement dit, A n’est pas nécessairement un sous-espace vectoriel). On appelle orthogonal
de A, et on note A I’ensemble :

At={zecE/z LA ={zcE/Vac A, (az)=0}

Proposition 9.3.2.2 Soient E un espace préhilbertien et A C E une partie de E. Alors :
(i) A+ est un sous-espace vectoriel de E ;
(i) ALt = (Vect(A))™" ;

(iii) B+ = {0} et {0}t = E.
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Remarque : on retient que l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel
et que le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs de l’espace est le vecteur nul.

Preuve :

e Montrons (i).
x Tout d’abord, 0 € A+ car Vo € A, (0|z) = 0.
% Par ailleurs, si (z,y) € AL x A+ et (\, 1) € R?, alors :

Vae A, Az + pyla) = Az|a) + p(yla) =0

Ce qui montre que (Ax + uy) € A,

Ceci prouve que A+ est bien un sous-espace vectoriel de E.

e Montrons (i).
Si A = 0, alors Vect(A) = {0} et AL = E = {0}+ = (Vect(4))". On
suppose donc par la suite que A # .

+ Linclusion (Vect(A))™ C AL est claire car A C Vect(A) donc :
Ve e E, ((Va € Vect(4) , (a|Jz) =0) = (Va € A, (a|z) =0))

* La réciproque est aussi simple car le produit scalaire est bilinéaire.
Soit = € AL. Montrons que z € (Vect(A))", cest-a-dire :

Yy € Vect(A) , (zly) =0

Soit y € Vect(A). Puisque A est une partie non vide de E, il existe

n €N, (ag, -+ ,a,) € A" et (Ao, , A\n) € R*L tels que :

Y= Z Ak
Alors (z|y) = ( ) Z)‘k xlag) = 0 (puisque » € A+
donc Vk € [0,n] , (:r|ak = A1n81 z € (Vect(A))" prouvant donc

Pinclusion A+ C (Vect(A))™.

e Montrons (iii).

La propriété {0}+ = E (déja utilisée pour la preuve de (i7) lorsque A est
vide) est évidente. Ensuite, puisque £+ est un sous-espace vectoriel de E,
on a déja l'inclusion {0} C E+. Réciproquement, si x € £+, alors :

Yye £, (zly) =0

En particulier, en choisissant y = = € E, on a (z|z) = 0 et donc z = 0
puisque le produit scalaire est défini-positif. Ce qui montre que £+ C {0}.

X
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Corollaire 9.3.2.3 Si E est préhilbertien et a € E\ {0}, alors < a > est un hyperplan.

Preuve :

Cest évident car < a >1= ker(f,) o1 f, : © — (a|z) est une forme linéaire
non nulle (puisque f,(a) = (ala) # 0). =

Théoreme 9.3.2.4 Tout espace euclidien admet au moins une base orthonormée.

Preuve :

On procede par récurrence sur n = dim F.

Initialisation :

Pour n = 0, la famille vide est une base orthonormée de {0}.

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie pour un certain entier n, c’est-a-dire
que tout espace euclidien de dimension n admet une base orthonormée.
Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

Soit E un espace euclidien de dimension n + 1. Alors dim F > 1 et il existe
Tn+1
[
C’est un vecteur unitaire de £. On pose F' =< e,,41 >+. D’apres le corollaire
précédent, F' est un hyperplan de £ donc F' est de dimension finie et de plus,
dim FF = n+ 1 — 1 = n. Par ailleurs, la restriction a F' du produit scalaire
sur F est encore un produit scalaire sur F'. Par conséquent, F' est un espace

Znt1 € E\ {0}. On pose alors e,11 = (qui est donc bien défini).

euclidien de dimension n : par hypotheése de récurrence, il existe (e1,--- , €y,)
une base orthonormée de F'.
La famille B = (eq, - ,en+1) est alors une famille orthonormée de E, c’est

donc une famille libre et son cardinal est n + 1 = dim E. Par conséquent, B
est une base orthonormée de E. Ce qui montre que la propriété est vraie au
rang n + 1 et acheve la récurrence. X

Remarques :

e on verra un peu plus loin qu’on peut en fait faire mieux que dans la démonstration. On
peut « orthonormaliser » toute base de E (procédé d’orthonormalisation de Schmidt) ;

e ['inconvénient de cette démonstration est que dans la pratique elle est « difficile » a mettre
en place car il faut déterminer lorthogonal de < e,+1 > puis recommencer a chaque étape.
L’avantage du procédé de Schmidt est qu’il donne une méthode constructive « algorith-
mique » et simple pour construire une base orthonormée connaissant déja une base.
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Théoréme 9.3.2.5 Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :

FoF+t=E

Preuve :

o Le fait que F'NF* = {0} est clair puisque si z € F N F*, alors (z|z) =0
et donc z = 0.

e Puisque E est euclidien, F' est aussi euclidien. D’apres le théoréeme précé-
dent, F' admet une base orthonormée : soit (e1,--- ,ep) une base orthonor-
mée de F et soit x € E. Alors,

P
Z z|ey)ey appartient & F*
k=1

En effet, Vi € [1,p], (yle:) = (zles)— 33—, (wlex) (exle:) = (z]ei)—(z]e:) = 0,
lavant derniere égalité provenant du fait que (eq,--- ,ep,) est une famille
orthonormée). Ainsi, y € {e; ,i € [1,p]}* =< e, 1 <i<p>t=Ft Ce

qui montre que :
P P
Z (z|exr)er + (z — Z(w|ek)ek>

k=1 k=1

P
avech|ek Jer, € F et (x Zm|ek er) GFL Dot E = F + F*.
k=1 k=1 =

A Attention : vous verrez dans le cours de mathématiques spéciales 2 que ce résultat n’est
pas toujours vrai si E est seulement préhilbertien réel mais n’est pas de dimension finie! On
peut avoir F- = {0} sans que F' = E!

Remarque : en fait la démonstration donne des informations supplémentaires. Elle permet de
déterminer la décomposition d’un vecteur x € E en tant que somme d’un vecteur de F' et d’un
vecteur de l'orthogonal. Autrement dit, elle fournit le calcul de la projection sur F' parallélement
a F*, qui s’appelle le projection orthogonale sur F (voir le paragraphe 9.3.3).

Corollaire 9.3.2.6 Si E est un espace euclidien et si ' est un sous-espace vectoriel de F,
alors : dim F+ = dim E — dim F.

Preuve :

‘ C’est évident car F- est un supplémentaire de F dans E. =
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Proposition 9.3.2.7 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E.
(i) (FY)* =F;
(i) FCG < G+ CF+;
(i) (F+G)* =F+tnGt;
(iv) (FNG)*t =F++G*t.

Preuve :

e Montrons ().
Fc(FY)tcarsiz € Fetye F*, (zy) = 0donc z € (F)*. Par ailleurs,

dim((F+)*) = dim(F) — dim(F*) = dim(F)
Par conséquent, (F1)+ = F.

e Montrons (7).

On commence par montrer 'implication directe. On suppose que F C G.
Soit y € G*. Alors, pour tout x € F, z € G et donc (z|y) = 0. Par suite,
y € F+. Ce qui montre que G+ C F*.

Réciproquement, si G+ C F'*, alors d’apres I'implication directe (appliquée
aux sous-espaces vectoriels - et G1), (F1)L C (GH)*, c’est-a-dire d’apres
(i), F C G.

e Montrons (iii).

Pour commencer, F C F + G donc d’apres (ii), (F + G)* C FL. De la
méme fagon, (F + G)+ C G* et donc finalement, (F + G)* C F- N G+.
Réciproquement, si z € FX N G+, alors pour tout (y, z) € F x G,

(zly+2) = (z|ly) + (x]z) =0+0=0
Par suite, z € (F + G)*.

e Montrons (iv). On a d’apres (i4i) et () :

(FRG: = (P 0 (GHY = (FH+ G = P 6

9.3.3 Projecteurs orthogonaux et symétries orthogonales

Définition 9.3.3.1 Soit F un espace euclidien et soit F' un sous-espace vectoriel de E.

e La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallelement & F*. Elle est
en général notée pr.

e La symétrie orthogonale par rapport a F' est la symétrie par rapport a F' parallelement
& F. Elle est en général notée sp.
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Remarque : ces applications sont bien définies puisque d’apreés le théoréme 9.3.2.5, F& F-=E
lorsque E est euclidien.

Proposition 9.3.3.2 (Expression de la projection orthogonale) Soient F' un sous-
espace vectoriel d’un espace euclidien E et (eq,--- ,e,) une base orthonormée de F. Alors :

p
Vo € B, pr(x) =) (exl)er
k=1

Preuve :

C’est ce qu'on a démontré pour établir que F + F+ = E lorsque E est
euclidien. X

Corollaire 9.3.3.3 Si sg désigne la symétrie orthogonale par rapport a F', alors pour tout
r e F,

sp(x) = 22(6k|1‘)6k —x
k=1

ot (e1,--- ,ep) est une base orthonormée de F.

Preuve :

‘ C’est évident car sp = 2pp — Idp. =

Exercice 9.3.3.4 R? étant muni du produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans la
base canonique de la projection orthogonale sur le plan d’équation z — y + z = 0.

Définition 9.3.3.5 Soient I un espace préhilbertien réel, A une partie quelconque non vide
de E et z € E. On appelle distance de = a A et on note d(z, A) le nombre :

d(z, A) = inf [}z

Remarques :

o cette définition a un sens puisque {||x —a| , a € A} est une partie non vide de R (puisque
A est non vide) et elle est minorée (par0). Par suite, elle admet bien une borne inférieure ;

e en général les calculs de distance sont des probléemes difficiles. Dans le cadre des espaces
euclidiens, lorsque A est un sous-espace vectoriel, c’est « simple ».
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Théoréme 9.3.3.6 Soient E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E et x € E.
On note pr(x) la projection orthogonale de x sur F. Alors, pour touty € F,

2 = pr(x)|l < [z -yl
avec égalité si et seulement si y = pp(x). En particulier, on a donc :

dz, F) = ||z — = mi —
(@, F) = llz = pr(2)[| = min ||z — ]|

Preuve :
e Puisque pp(x) € F, on a déja ||z — pp(z)|| > d(x, F).
o Par ailleurs, pour tout y € F, ||z —y||? = ||z — pr(z) — (y — pr(2))|?. Or,
r—pp(z) € Ftety—pp(z) € F done (x —pp(z)) L (y—pr(x)). Par suite,

lz = ylI* = llz = pr@)* + lly — pr ()|
d’olt 'inégalité voulue, avec égalité si et seulement si ||y — pr(x)||* = 0,
c’est-a-dire si et seulement si y = pp(z). 2
“+oo
Exemple 9.3.3.7 Déterminons inf e (z% — ax — b)* da.

(a,b)erR? J

e Premiere méthode : calcul du projeté orthogonal

+o0o
x On montre d’abord que (.|.) : (P,Q) — / P(z)Q(x)e™" dx est un produit sca-
0

laire sur Ry [X] (voir exemple 9.1.1.4).

+o00
* On en déduit que inf / e (2% —azx —b)?dz = inf || X?-P|%
(a,b)ERZ Jq PER; [X]

D’apres le théoreme précédent, cette borne inférieure est un minimum, qui est atteint
pour P = pRl[X](XZ). On pose pRl[X](Xz) = aX+p, avec (o, ) € R2. On détermine
a et (3 par les conditions suivantes :

(X2—aX-B[1) =0 , . . (X21) = a(X1)+B(1[1)
{ (X2—aX —glX) = o oetadie ey ox|x) 48X )
Je vous laisse faire les calculs, résoudre le systeme et vérifier que « =4 et = —2.

« Enfin, on conclut, d’apres le théoreme de Pythagore, que :

1X% = p(X))? = [IX2* = [p(X*)[|* = 4

e Seconde méthode : en utilisant une base orthonormée de Ry[X]

Une autre méthode consiste & déterminer une base orthonormée de Ry [X] (voir le para-
graphe suivant) puis appliquer la formule de projection orthogonale.

475



Mathématiques supérieures 2 9.3. Espaces euclidiens

Dans cet exemple, si on a trouvé que Py = 1, P, = X — 1 et (P, P;) est une base
orthonormée de R;[X], alors :

p(X2) = (X2|P0)P0+(X2\P1)P1 = (/04—00 22”7 dw> 1Jr(/0+<>o 22(1' —1)e ™ dm) (X-1)

On obtient donc p(X?) =2+ 4(X — 1) = 4X — 2 et on conclut alors de méme qu’avant
pour la valeur de la distance.

Troisiéme méthode : en étudiant une fonction de deux variables

+o0o
On pose : V(a,b) € R? | f(a,b) = / e %(2? —ax—0b)? dz = 2a* +2ab+b* —12a—4b+24.
0

Les fonctions de plusieurs variables et le calcul différentiel seront étudiées en détail dans le
cours de mathématiques spéciales 1 dans lequel on montrera que si f admet un extremum
en (a,b) € R? (un « ouvert »), alors la « différentielle de f » en (a, b) est nulle, c’est-a-dire :

0 0

O a0y =%
da ob
Ce qui permet de trouver a = 4 et b = —2. Ensuite, pour déterminer si ce point critique

(point ou la différentielle est nulle) est un minimum, un maximum ou rien du tout, ou
peut essayer d’utiliser la matrice Hessienne au point (a,b) :

(a,b) =0

o2 f o2 f
. b W(a”b) aaab(a7b)
(a,b) = ”, o

a5 ) Gz (@)

L’idée est simple a comprendre. Si la dérivée d'une fonction f est nulle en un point, f
admet un minimum en ce point si la dérivée seconde est strictement positive, admet un
maximum si la dérivée seconde est strictement négative, et on ne peut pas conclure si la
dérivée seconde est nulle. Ici, c¢’est la matrice Hessienne qui remplace la dérivée seconde.
Le fait que « H soit positive » ou « H est négative » est alors une propriété simple a
étudier, mais il nous manque quelques outils pour le moment. Tout cela sera traité en
détail dans le cours de mathématiques spéciales 1.

Remarque : pour cet exercice, vous pouvez aussi simplement appliquer le cours sur les coniques
(et les courbes du second degré). Je vous laisse vérifier que la courbe est de type ellipse et donc
qu’il « suffit » de trouver une équation réduite pour déterminer le minimum de f.

Définition 9.3.3.8 Soit £ un espace euclidien. On appelle réflexion de E toute symétrie
orthogonale par rapport & un hyperplan de E.

Exemple 9.3.3.9 Dans R?, les réflexions sont les symétries orthogonales par rapport & une
droite et dans R3, les réflexions sont les symétries orthogonales par rapport & un plan.
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9.3.4 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Le théoreme suivant est absolument fondamental : en fait, c’est surtout la preuve qu’il faut
retenir puisqu’elle donne la méthode pratique d’application.

Théoréme 9.3.4.1 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt) Soient E un espace
préhilbertien réel et L = (x1,--- ,xp) une famille libre de E. Alors, il existe une famille
F =(e1, - ,ep) telle que :

(i) F est orthonormée ;

(i) Pour tout k € [1,p] , Vect(zy, - zy) = Vect(er,--- ,ex)

De plus, la famille F est unique si l’'on impose en plus la condition :
(iit) Yk € [1,p] , (ex|xr) > 0.

On dit que F est obtenue en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a la
Sfamille L.

Remarques :

e attention, on suppose que L est libre ! La famille F obtenue contient alors le méme nombre
de vecteurs que L ;

e ceci donne une méthode explicite pour transformer une base en une base orthonormée.

Preuve :

On prouve l'existence (et l'unicité en imposant (4i:)) par récurrence forte
finie.

Initialisation :
On suppose ici que k = 1.

e Analyse.
Si ey existe, on doit avoir Vect(e;) = Vect(z1) donc e; = Azy, avec A € R.
Or, 1 # 0 puisque £ est libre. On obtient alors [A| = ||z1]| 7! (puisque eq

. NIET Ty e .
est normé), c’est-a-dire e; = j:ﬂ. La condition (eq]|z1) > 0 impose alors
T

T
e =+ .

[E3Y|
e Réciproquement, e; = —— est bien défini et par construction, il vérifie

|21

les propriétés (i), (i7) et (éi7) au rang k = 1.
Hérédité :
Supposons construits, et de fagon unique, les vecteurs e, - - ,er avec k < p

vérifiant les conditions (7), (i7) et (¢iz) (jusqu'a lordre k).
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e Analyse
Si ej41 existe, alors exy1 €< ey, -, €1 >=< X1, - ,TEpp1 >. Par suite,
il existe a € R et u € Vect(xy,--- ,x) = Vect(eq,--- ,ex) tels que :

€k+1 = ATp+1 + U
Sia =0, alors ey, appartient & Vect(z1,---,25) = Vect(ey,--- ,ex) et la
famille (e1,- -+, ex+1) ne peut pas étre libre (ce qui est absurde puisqu’elle

est supposée orthonormée). On a donc :

k
ekr1 = a (Ik+1 + /\iei>
i=1

avec a € R* et (\1,---,\x) € R*. Puisque (e1,--- ,exy1) est orthonormée,
(ejler+1) = 0 pour 1 < j < k. Ce qui donne :

k

0=a ((eq,—|xk+1) + Z)\i(ejei)) = a((ejlrr1) + Aj)

i=1

k
Or, a # 0 donc A\j = —(zi4+1]e;) et donc ep41 = a (mk+1 — Z(ei|xk+1)ei).

i=1
Le vecteur ej41 devant également étre normé, on a nécessairement :
k
k Tht+1 — Z(fﬂk+1|ei)€i
la] X [lzkpr — > (e =
i=1
Tk+1 — Z(Sck+1|6i)€7:

i=1

;Uk+1)6i =1 1.e. Cr+1 = +

k
T — (Tt
i=1
K
Trr — Y (Tralese:

i=1

ei)e;

Or, (egt1|Trs1) >0, doll egyq =

e Synthese
Réciproquement, puisque (z1,- -+ ,zr11) est libre (c’est une sous-famille de
la famille libre £) @41 ¢ Vect(z1,---x) = Vect(ey, -+, ex). On en déduit

donc que :
k

Tyl — Z(xk+1|6i)€i #0
i=1
Ainsi, ep41 défini comme dans l'analyse, est bien défini, (eq,- -+ ,er41) est
une famille orthonormée telle que Vect(eq,- -+ ,ext1) = Vect(z1,- -+, Trt1)
et (eg+1]|zr+1) > 0. Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1
et acheve la récurrence. <
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Remarque : en fait, il faut retenir la méthode de construction :

Tl — D<er,or o> (Tht1)
kaJrl — D<eq,- ,€k>(xk+1) ”

Ck+1 =

Exemple 9.3.4.2 On reprend 'exemple précédent (exemple 9.3.3.7) et on construit une base
orthonormée de Ry [X] pour le produit scalaire défini par :

+o0o
W(P.Q) € RIX] xBIX) (PIQ) = [ P@)Q()e da

Soit B. = (1,X,X?) la base canonique de Ry[X]. Pour commencer, on montre (exercice : le
faire) que l'intégrale suivante converge et on calcule sa valeur par récurrence (a laide d’une
intégration par parties) :

+oo
VneN, / e " dx =n!
0
On applique maintenant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt :

+oo
o 1= / e *dx = 1. Donc, on pose Py = 1.
0

—+o00
e Ensuite, Q1 = X —pep,>(X) =X — (/ ze”’dz) Ph=X-1.
0

+o00
Or, Q1] = / (z —1)>e ®dz = 1 donc on pose P, = X -1
0

G
1Qull
e Enfin, on pose Qs = X2 — (X2|P) P, — (X?|Py)Py. On a :

+oo
(X?1) = / zie " dr =2
Jo

+o00 +o00
(X3P = (XX -1) = / e dx — / e dr =31 -21=4
0 0

Par suite, Qy = X2 —4P; — 2Py = X? —4(X —1) - 2= X? —4X + 2.
Enfin,
[Qall” = IX?|* — 4P + 2P |* = || X?||* — (4> +2%) =41 - 20 =4

Ainsi, Q2] =2 et on pose P, = 1Qs = X% —2X + 1.

Ainsi, F = (1,X — 1, 5X? — 2X + 1) est une famille orthonormée de Ry[X] : par conséquent,
elle est libre. Or, |F| = 3 = dimRy[X] donc F est une base orthonormée de Ry[X].

Corollaire 9.3.4.3 Soit E un espace euclidien. Alors, toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base orthonormale de E.

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoreme de la base incomplete puis le procédé d’or-
thonormalisation de Schmidt & la base considérée. X
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9.3.5 Isomorphisme naturel entre F et son dual

Théoréme 9.3.5.1 (Riesz) Soient E un espace euclidien et E* = L(E,R) lespace dual
de E (les formes linéaires de E). Pour tout a € E, on définit l’application f, par :

fo:E — R
z — (a|z)

E — E*

2, * 2 .
Alors, d’une part f, € E* et d’autre part, ¢ : 0« — f,

est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

Preuve :

e Tout d’abord, il est clair que pour tout a € E, f, € E* (puisque le produit
scalaire est linéaire a droite).

e Par ailleurs, puisque le produit scalaire est linéaire a gauche, ¢ est linéaire.
En effet, soient a,b € E et A\, u € R. Alors, pour tout =z € E,

Prasup(@) = (Aa + pabl) = Mala) + p(ble) = Ma() + ufo(x)

Par suite, p(Aa + pub) = faarup = Mo + 1fo = Ap(a) + pup(b).

e Montrons que ¢ est injective. soit a € ker(y). Alors, pour tout = € FE,
(alz) = 0 (puisque f, = 0). En particulier, en prenant x = a, on obtient
(ala) = 0, c’est-a-dire a = 0.

Ce qui prouve que @ est injective. De plus, F est de dimension finie donc
E* lest aussi et dim £* = dim E. Ce qui permet de conclure que ¢ est un
isomorphisme. 5

Remarques :

e en clair, toute forme linéaire sur un espace euclidien « s’écrit comme un produit scalaire »
(ceci sera utilisé dans le cours de mathématiques spéciales 1 pour définir le gradient d’une
fonction de plusieurs variables et dans la suite pour définir « proprement » le produit
vectoriel) ;

e on retrouve donc dans le cas particulier ou E est euclidien que tout hyperplan admet une
équation de la forme ayz1 + - -+ apzy, = 0 avee (a1, ,a,) € R"\ {Ogn} et n = dim E.
En effet, on sait qu’un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle et on vient
de montrer que si [ est une forme linéaire non nulle, il existe a € E\ {0} tel que f = fq, ;

o ceci permet également de retrouver que si A C E, alors A+ est un sous-espace vectoriel
de E puisque par définition :

At ={zx e E /Yac A, (a|lz) =0} = mker(fa)

acA
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9.4 Automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien
Dans tout ce paragraphe, F est un espace euclidien et le produit scalaire sur E est noté (.|.).

9.4.1 Définition et exemples

Définition 9.4.1.1 Soit f une application de £ dans E. On dit que f est un automorphisme
orthogonal de E' si « f conserve le produit scalaire », c’est-a-dire :

V(xz,y) € E*, (f(2)|f(y) = (z|y)

Exemple 9.4.1.2 L’identité de F est un automorphisme orthogonal de F.

Exemple 9.4.1.3 Dans le plan, les rotations sont des automorphismes orthogonaux : géomé-
triquement c’est évident car « on sait » qu’une rotation conserve les angles et les distances donc
le produit scalaire. On reverra tout cela de facon plus formelle dans la section suivante avec
I’étude précises des rotations.

Exemple 9.4.1.4 En revanche, un projecteur orthogonal p (qui n’est pas I'identité) n’est pas
un automorphisme orthogonal car si @ € ker(p) \ {0}, on a pour y = x :

(p(z)[p(y)) = (0[0) = 0 # (z[x) = (z[y)

Théoréme 9.4.1.5 Soit f € F(E,E) (c’est-a-dire [ est une application quelconque de E
dans E). Si f conserve le produit scalaire, alors f est linéaire et bijective, c¢’est-a-dire f est
bien un automorphisme de E.

Preuve :

On suppose que f est une application de £ dans E qui conserve le produit
scalaire, c’est-a-dire telle que :

V(z,y) € B2, (f(2)If(y)) = (z]y)

e Tout d’abord, puisque f conserve le produit scalaire, alors f conserve la
norme. En effet,

Vo € B, | f(@)l = V(f(@)lf(2) = V(z]z) = |l«]]

e Montrons & présent que f est linéaire. Soient (z,y) € E? et (\, pu) € R2.
On veut montrer que f(Az + py) — Af(z) — pnf(y) =0, ce qui équivaut a :

If Az + py) — (Mf(2) + mf(y)|* =0
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Notons M = ||f(Ax + py) — (\f(z) + uf(y))||*>. Alors en développant,
M = |[fO + )|l + (@) + i f @) = 2(FOx + my)Af (@) + 1 W)

x Pour le premier terme, compte tenu de la premiere remarque :

If Az + py)|1* = |Az + pyl|®

* Pour le second terme, en développant a nouveau, on a :
INf(2) + mf W = N F @)+ w2l F @) + 22u(f ()] f(y)
= Nlz[|* + 2 [lyll* + 22 u(zly)
= Az + uyl
+ Enfin, pour le troisieme,
(f Az + py) A f(2) + nf ()

(fAz + py)|f (@) + p(f Az + py)|f(v))
(Az + pylz) + p(Az + pyly)

= (Az + py[Az + py)

Az + pyl?

A
A

Par conséquent, M = 2| Az + py||®> — 2|[Az + pyl|* = 0. Ce qui montre que
f est bien une application linéaire.

e Enfin, si x € ker(f), alors f(z) = 0 et donc ||f(z)| = 0; sachant que f

conserve la norme, ||z = 0, c’est-d-dire x = 0. Ce qui prouve que f est
injective et donc bijective (puisque E est de dimension finie). X

Proposition 9.4.1.6 L’ensemble des automorphismes orthogonauz de E est un sous groupe
de GL(E). On le note O(E) et on l'appelle groupe orthogonal de E.

Preuve :
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D’apres le théoréme précédent, on a bien O(F) C GL(E). De plus,
e on a déja vu que Idg € O(E);
o si f,g € O(E), alors pour tout (z,y) € E? :
((go N@)l(ge Ny) = (9(f(@))lg(f () = (f(@)|f () = (x]y)
Ce qui montre que go f € O(E).

e Enfin, si f € O(E), on sait que f est bijective et que f conserve le
produit scalaire donc :

V() € B2 (F @)1 W) = (FU @IS ) = (@ly)
Ce qui montre que f~! € O(E). X
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9.4.2 Caractérisations des automorphismes orthogonaux

Théoréme 9.4.2.1 Soit f € L(E). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) [ conserve le produit scalaire (f € O(E));
(i) pour toute base orthonormée B de E, f(B) est une base orthonormée de E ;

(i) il existe une base orthonormée de E telle que f(B) est orthonormée ;

(i) f conserve la norme, c’est-a-dire Vo € E |, || f(z)| = ||z
Preuve :
e Montrons (i) = (i)
On suppose (z). Soit B = (e1,--- ,e,) une base orthonormée de E. On a
alors :

V(i j) € [Ln]* , (f(ed)|f(ej)) = (eilej) = 6
Ce qui prouve que f(B) est une famille orthonormée. De plus, c’est alors

une famille libre (propriété des familles orthonormées) qui est maximale
(puisque | f(B)| = |B| = dim(E)) donc c’est une base orthonormée de E.

e Montrons (i7) = (it).

On suppose (i7). Puisque E est euclidien, E admet une base orthonormée
B. D’apres (i), f(B) est alors une base orthonormée de F, d’ou (4i7).

e Montrons (iii) = (iv).

On suppose (ii7). Soit alors B = (ey,--- ,e,) une base orthonormée de E

telle que f(B) soit orthonormée. Soient = € E et (z1,--- ,2,) les coordon-
nées de = dans la base I3, on a alors :

n 2 n 2
I1f ()| = Hf (Z L1P1> Zrzf(cl) (car f est linéaire)
i=1 i=1
Or, (f(er), -, f(en)) (rcspcctivcmcnt (e1,--- ,ey)) est orthonormée donc :

Zm [l

Z xif(ez
i=1

e Montrons (iv) = (i).
On suppose (iv). D’aprés lidentité de polarisation, pour tout (x,y) € E? :

(Ilf() F@IP = 1f (@) = F@)I?)
(If @ +)lI* = [1f (@ = )])

(f(@)|f(y)) =

»JMH»J;\»—M-M

(lz+yl*> = = — ylI*)  (car f conserve la norme)
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c’est-a~dire, toujours d’apres I'identité de polarisation :

(f(@)|f(y)) = (=[y)

Ce qui montre que f € O(E). X

Remarque : on a vu que toute application qui conserve le produit scalaire est forcément li-
néaire. Par contre, une application conservant la norme ne l’est pas nécessairement comme par
exemple f(x) = ||z|le avec e unitaire. Il est donc nécessaire ici de supposer que f est linéaire
pour pouvoir écrire les équivalences entre les 4 caractérisations.

Proposition 9.4.2.2 Les symétries orthogonales sont des automorphismes orthogonauzx.

Preuve :
Soit s une symétrie orthogonale par rapport a F. s étant linéaire, on peut
appliquer le théoreme précédent. Soient B; une base orthonormée de F' et Bs
une base orthonormée de F+. Alors B = B; U By est une base orthonormée
de E et s(B) = By UB' est une base orthonormée de E (ou B est la famille
constituée des opposés des vecteurs de Bz). X

A Attention : je vous rappelle que malgré le nom, les projections orthogonales ne sont pas
des automorphismes orthogonaux (sauf I'identité) !

Proposition 9.4.2.3 Soit f € O(F) et F un sous-espace vectoriel stable par f, ¢’est-a-dire
tel que f(F) C F. Alors, F* est stable par f. En particulier, fip € O(F) et fipr € O(F*).

Preuve :

e Tout d’abord, puisque f(F) C F, fip € L(F). Par ailleurs, puisque F est
inclus dans E, il est clair que pour tous z,y € F, (f(z)|f(y)) = (z|y). Par
suite, fjp € O(F). En particulier, fjz est donc une bijection de F' dans F.

e Montrons que F- est stable par f.
Soit @ € F*. Montrons que Yy € F, (f(x)ly) = 0. Soit y € F. Puisque
fir € O(F) C GL(F), il existe z € F' tel que y = f(z). On a alors :

(f(@)y) = (f@)|f(2) = (z]z) =0 (puisque z € FL et z € F)

Ce qui prouve que F- est stable par f. D’apres le raisonnement précédent
(en remplagant F' par F1), fire € O(F*). =
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9.4.3 Matrices orthogonales

Définition 9.4.3.1 Soit A € M,,(R). On dit que A est orthogonale si I’endomorphisme de
R™ associé a A est un automorphisme orthogonal de R” muni du produit scalaire canonique.
On note alors O,,(R) 'ensemble des matrices orthogonales (réelles) de taille n.

Proposition 9.4.3.2 Soit A € M, (R). Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est orthogonale ;

(i) les colonnes (Cy,---,Cy) de A forment une base orthonormée de M, 1(R) ;
(iii) AA =1, ;
(iv) AA=1,.

Preuve :

e Montrons (i) = (it).

On suppose (7). Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A. Par dé-
finition, f est un endomorphisme orthogonal de R™ muni du produit scalaire
canonique. Par conséquent, I'image par f de la base canonique est une base
orthonormée de R™, ce qui équivaut a dire que les colonnes de A forment
une base orthonormée de M,, ;1 (R) muni du produit scalaire canonique.

e Montrons (i) = (it).

On suppose (i7). Soit (i, j) € [1,n]?. Le coefficient (i, j) de la matrice AA est
par définition ‘C;C;. Or, (Ck)1<k<n est une base orthonormée de M, 1 (R)
donc tCiCj = éiyj. D’ou tAA = In

e Montrons (iii) = (iv).
Si'AA = I,,, alors A est inversible et A~ = A. Par suite, AA = AA~! = I,.

e Montrons enfin (iv) = (i).
On suppose (iv). Alors A=! = A donc AA = I,, et on a :

Y(X,Y) € Mp1(R)?, <(AY)|(AX)> —tYUAX =Y X = (X[|Y)

On en déduit alors, par définition de la matrice d’'une application linéaire
et par définition des produits scalaires canoniques sur R” et M,, 1(R) que :

V(z,y) € R" xR™ , (f(2)|f(y)) = (z[y)

c’est-a-dire f € O(R™). Par définition, on a alors A € O,,(R).
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1 0 0
Exemple 9.4.3.3 La matrice A= | 0 -1 0 | est une matrice orthogonale puisque c’est
0 0 -1

la matrice de s, la symétrie orthogonale de R? par rapport a < e; >.

2 1 2
1
Exemple 9.4.3.4 Montrons que la matrice A = 3 -2 2 1 | est orthogonale. Ici, il est
-1 -2 2
difficile de reconnaitre directement la nature géométrique de f, ’endomorphisme canoniquement
associé a A. On applique donc la caractérisation précédente :
9 0 0

1

AA =~ =1
9 3

0 9 0
0 0 9

Par conséquent, A € O3(R).

Corollaire 9.4.3.5 Soit A € M, (R). Alors, A € 0,(R) <= A € O,(R) et par suite,
A€ 0,(R) si et seulement si (Ly,--- , Ly) (les lignes de A) forment une base orthonormée
de My ,(R) muni du produit scalaire canonique.

Preuve :

C’est évident car :

A=A = (U)=(A") = (A)" < Ue0,(R)

X
Corollaire 9.4.3.6 Si A est une matrice orthogonale, alors det(A) = £1.
Preuve :
Si A € O,,(R), alors "AA = I,,. Par conséquent,
1 = det(l,,) = det(AA) = det(4) x det(A) = det(A)? -

A Attention : la réciproque est treés fausse! det A = +1 n’implique pas A € O,(R)! Par

(1) i }7 alors det(A) = 1 (c’est une matrice triangulaire) mais il est évident

que (C1|C3) =1 # 0 (ou bien Cy n’est pas unitaire).

exemple, si A = {
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Proposition 9.4.3.7 L’application A — det(A) est un morphisme de groupes de O, (R)
dans {+1}. Le noyau est appelé le groupe spécial orthogonal, noté SO, (R). Il s’agit donc

dun groupe ct, SO(R) = {A € On(R) | det A =1}

Preuve :

11 est clair que la restriction du déterminant & O, (R) est un morphisme
de groupes de O, (R) dans ({1}, x) (d’apres le corollaire précédent). Par
suite, son noyau est un sous-groupe de O, (R). 5

Proposition 9.4.3.8 Soient f € L(E), B une base orthonormée de E et A = Matg(f).
Alors :
fEO(E) «= Ac0,(R)

Preuve :

Soient © € E et y € E. On note X = Matp(x) et Y = Matg(y). On a alors
(z]y) = XY (expression du produit scalaire en base orthonormée).
On en déduit que :

fEO(E) <= Y(a,y) € B, (f(2)lf(y)) = (z]y)
—= Y(X,Y) € Mu1(R)?, YAAX = 'YX
— YUA=1,
Pour I'implication directe de la derniere équivalence, il suffit de choisir pour
iet jdans [1,n], X = E; et Y = E; (ou (E1, -, E,) est la base canonique
de M., 1(IR)) pour conclure que le coefficient (4, j) de la matrice AA est d; ;.
X

Exercice 9.4.3.9 Proposer une autre preuve en utilisant I'image par f de la base B.

1. une matrice est orthogonale si et seulement si AA = I,, ;

2. un endomorphisme de E est orthogonal si et seulement si sa
matrice dans une base orthonormée est orthogonale. Dans
ce cas, la matrice de f dans toute base orthonormée est une
matrice orthogonale.

> A retenir :

A Attention : la caractérisation précédente est fausse si la matrice de f n’est pas donnée

dans une base orthonormée. Par exemple, B = (e1,e1 + e2) et Matg(f) = ( (1) _01 )
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Corollaire 9.4.3.10 Si f € O(E), alors det(f) = £1.

Preuve :

| Ceci découle directement du cas matriciel. =

Proposition 9.4.3.11 (Définition) Soit E un espace euclidien.
(i) L’ensemble SO(E) ={f € O(E) | det(f) =1} est un groupe, appelé le groupe spécial
orthogonal de E. Ses éléments sont appelés des rotations.
(i) On note aussi O~ (E) ={f € O(E) | det(f) = —1}.

Preuve :

A nouveau, on peut dire que ¢’est une traduction du cas matriciel. Sinon, on

peut aussi remarquer que ¢ : f — det(f) est un morphisme de groupes de

O(F) dans {£1}. Par suite, SO(E) = ker(y) est un sous-groupe de O(E).
X

Proposition 9.4.3.12 Soit r une réflexion. Alors det(r) = —1, c¢’est-a-dire r € O~ (E).

Preuve :

Par définition, une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan. Soit H cet hyperplan et soit B; = (eq, - -, e,_1) une base ortho-
normée de H et (e,) une base orthonormée de H-. Alors B = (e, - ,e,)
est une base orthonormée de F :

det(r) = detg(r(e1), - ,r(en—1),7(en)) = detp(er, -+ ,en—_1,—€n)

c’est-a-dire

det(r) = —detp(B) = —1 =

Définition 9.4.3.13 Soit F' un espace vectoriel de dimension finie. On fixe une base B de
F que l'on fixe comme directe. Alors, une base B’ de F' est dite directe si detg(B’) > 0 et
indirecte sinon. On dit alors que 'espace F' est orienté.
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Remarque : ainsi, fiver l’orientation, c’est décider de l’orientation d’une base donnée. L’orien-
tation « positive » est donc une convention mais une fois qu’on a fixé la convention (c’est-a-dire
choisi la base de référence directe), alors lorientation de l'espace est bien définie et n’est plus
une convention.

Proposition 9.4.3.14 Soit F' un espace vectoriel de dimension finie orienté. Alors pour
toutes bases B et B’ de E, B et B' ont méme orientation si et seulement si detg(B') > 0.

Preuve :
Notons C la base de référence de F' qui définit l'orientation. D’apres les
propriétés du déterminant :

dete (B/) = det¢ (B) X dOtB(B,)

On conclut donc que dete(B’) et dete(B) ont le méme signe si et seulement

si detp(B') > 0. <

Proposition 9.4.3.15 Soient B et B’ deuz bases de F telles que detg(B’) > 0. Alors, B et
B’ définissent la méme orientation de F. Autrement dit, pour toute base C de F, C est une
base directe relativement a B si et seulement si elle l'est relativement a B'.

Preuve :

La preuve est identique (avec des notations semblables) :
detp (C) = detp: (B) x detg(C)

Or, detp(B’) > 0 donc detp (C) > 0 <= detg(C) > 0.

Définition 9.4.3.16 On oriente ’espace R™ en posant que la base canonique est une base
directe.

Définition 9.4.3.17 Soit E un espace euclidien orienté. On dit qu'une famille 5 est une
base orthonormée directe (respectivement indirecte) si B est une base orthonormée de E et
si B est une base directe (respectivement indirecte) de E.
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Proposition 9.4.3.18 Soient un espace euclidien orienté et f € L(E). Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) feSO(E);
(ii) Uimage par [ de toute base orthonormée est une base orthonormée de méme orienta-
tion ;

(i1i) Uimage par f d’une base orthonormée est une base orthonormée de méme orientation.

Preuve :
C’est clair! En effet, si B est une base orthonormée de F, on a :

f e SO(E) « { gef(?)(’j)l

feor)
= { det(f) > 0

f(B) est une base orthonormée de E
dets(f(B)) >0 X

Proposition 9.4.3.19 Soient B une base orthonormée de E et B’ une base quelconque de
E. Notons P = Pass(B,B’). Alors :

B’ est orthonormée <= P € 0, (R)

Preuve :

C’est clair en interprétant P comme la matrice dans la base orthonormée B
de 'unique application linéaire f vérifiant f(B) = B’. X

Corollaire 9.4.3.20 Soient B, B’ deuz bases orthonormées de E, [ € L(E), A = Matg(f),
A" = Matg (f) et P = Pass(B,B'). Alors, on a la formule de changement de bases :

A ='PAP

Preuve :

En effet, d’apres les formules de changement de base pour les endomor-
phismes, on sait que A’ = P71AP. Or B et B’ sont orthonormées, donc
PcO,(R)et P71 =1 X
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9.5 Automorphismes orthogonaux du plan et étude des
groupes O,(R) et SO, (R)

9.5.1 Etude des groupes Oy(R) et SO, (R)

Théoréme 9.5.1.1 On a les égalités suivantes :

0 0] geal oy ={[ 0 0 ] 0cr)

SO,(R) = {

sin(f) — cos(#

Preuve :

e On vérifie facilement que les matrices en question appartiennent respec-
tivement & SO3(R) et O (R). En effet, pour # € R et ¢ € {—1,1}, en

notant :
_ { cos(f) —esin() }
sin(@) e cos(h)
o (0) + sin(0) 0
oA cos?(0) + sin? .
Ad = { 0 cos?(0) + sin?(0) } L

et det(A) =e donc A € SO3(R)sie=1et A€ O; (R)sie=—1.

e Réciproquement, soit A = { Z Z } € O2(R). Alors, 'AA =1, i.e. :
a2+ =1 (1)
V+d> =1 (2)
ab+cd = 0 (3)

D’apres (1) et (2), il existe 6 € R et ¢ € R tels que : a = cos(f), ¢ = sin(h),
b = sin(y) et d = cos(p). Mais alors, en remplagant dans (3), on obtient :

cos(0) sin(p) + sin(f) cos(p) =0  clest-a-dire  sin(d +¢) =0

Par suite, 6 + ¢ = 0[r], soit encore ¢ = —0[r]. On distingue alors deux cas :
* Premier cas : A € SO3(R)
Dans ce cas, det(A4) = 1, ¢’est-a-dire cos(8) cos(p) —sin(f) sin(p) = 1,
soit cos(f 4+ ¢) = 1. On en déduit donc que ¢ = —0[27] et par suite,

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(6)

% Deuxieme cas : A € O; (R)
Alors, det(A) = —1 et on conclut que ¢ = —60 + 7|27 et par suite,
cos(p) = — cos(f) et sin(p) = sin(0).
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En remplagant (b = sin(¢) et d = cos(p)), on obtient :

cos(f)  sin(0)
sin(f) — cos(0)

Proposition 9.5.1.2 L’application suivante :

R:(R,+) — SO(R)

0 s R(O) = cos(f) —sin(6)

sin(f)  cos(0)

est un morphisme surjectif de groupes. De plus, son noyau est 217 et SO2(R) est commutatif.

Preuve :
e Pour montrer que R est un morphisme de groupes, on doit montrer que
pour tout (#,0") € R? :

R(0) x R(0)) = R(O+0")

Ceci découle directement des formules d’addition pour cosinus et sinus. En
effet, le produit R() x R(#’) est la matrice :

cos(f) cos(0") — sin(f) sin(f’) — cos(#) sin(f') — sin(9) cos(#’) }
sin(f) cos(0") + cos(0) sin(@’) —sin(f) sin(0") + cos() cos(6’)

c’est-a-dire

cos(f+6) —sin(6+6)

R(0) x R(0) = sin(f0+60")  cos(6 +6")

}:Rw+y)

e Le fait que R est surjectif est une conséquence du théoreme précédent car
celui-ci dit directement que Im(R) = SO2(R).

o Par définition, ker(R) = {# € R / cos(f) =1 et sin(f) = 0} = 27Z.

e Enfin, puisque (R, +) est un groupe commutatif et puisque R est un mor-
phisme de groupes, Im(R) est un groupe commutatif. =

Remarque : en particulier, pour tout réel 0, la matrice R(0) est inversible et on a :
R(6)"" = 'R(6) = R(-0)

Ceci était géométriquement prévisible : la bijection réciproque de la rotation d’angle 6 est bien
la rotation d’angle —0. Notez au passage que ceci explique les formules simples de changement
de coordonnées et d’inversion pour les passages entre deux bases orthonormées directes du plan.
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9.5.2 Rotations du plan

Dans tout ce paragraphe, F est un espace euclidien de dimension 2 que ['on suppose orienté.

Proposition 9.5.2.1 Soit f € SO(E) (c’est-a-dire f est une rotation). Alors, il existe un
unique réel 0 € [0, 2n[ tel que la matrice de f dans toute base orthonormée directe soit R(0).
On dit alors que 0 est l’angle de la rotation.

Preuve :

e Montrons l'existence pour commencer.

Soit B une base orthonormée directe de E et soit A = Matp(f). Alors,
A € SO3(R) donc, d’apres le théoreme précédent, il existe 6 € R tel que
A = R(0). Ce 0 est unique si on impose 0 € [0, 27].

e Montrons a présent « I'unicité ».

Soient B’ une autre base orthonormée directe de E et A" = Matg/ (f). De
méme que dans l'existence, il existe 8’ € R tel que A’ = R(0').

Par ailleurs, si on note P la matrice de passage de B vers B’, alors
P € SO3(R) (c’est une matrice de passage entre deux bases orthonormées
directes) : elle s’écrit donc sous la forme P = R(¢p), avec ¢ € R. On a alors :

R(') = A' = P"'AP = R(~0)R(0)R(¢) = R(O)R(~¢)R(¢) = R(0)

puisque SO2(R) est commutatif et R(—¢)R(p) = I. =

Proposition 9.5.2.2 Soit r la rotation d’angle 0. Alors, pour tout vecteur unitaire a,
e cos(f) = (alr(a)) ;
o et si B est une base orthonormée directe, sin(f) = detg(a,r(a)).

En particulier, detg(a,r(a)) ne dépend pas du choiz de la base orthonormée directe B.

Preuve :

e Soit a un vecteur unitaire de E. On compléte (a) en une base orthonormée

directe B’ = (a,b). On a alors : r(a) = cos(6)a+sin(#)b. Il reste alors a faire

le calcul de produit scalaire et de déterminant pour conclure.

e Par ailleurs, si B est une autre base orthonormée directe, alors :
detp(a,r(a)) = detg (B)detg(a, r(a)) = detg(a,r(a))

car le déterminant de B’ dans B vaut 1 (la matrice de passage entre deux

bases orthonormées de méme orientation est dans SO2(R)). X
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9.5.3 Réflexions et décomposition d’une rotation en produit de deux
réflexions

Proposition 9.5.3.1 Soit f € O~ (E) (E plan euclidien orienté).
(i) [ est une réflexion;
(i) soit B une base orthonormée de E. Alors, il existe § € R tel que :

cos(f)  sin(6)

Mats(f) = SO) =1 G16) — cos(0)

L’angle 0 dépend du choiz de la base orthonormée B ;

6
(iii) enfin, si B = (e1,ea) est une base orthonormée directe, et si Matg(f) = S(8), alors 3

(modulo ) est l'angle entre l'aze des abscisses (c’est-a-dire la droite dirigée par ey) et
l'aze de la réflexion.

Preuve :
On prouve tout simultanément.

e Soit B une base orthonormée de E. Alors A = Matp(f) € O2(R). De plus,
det(A) = det(f) = —1 donc d’apres ce qui précede, il existe § € R tel que
A=5(6).

e Le calcul direct montre que A% = S(0)? = I, donc f est bien une symétrie
orthogonale, ¢’est-a-dire une réflexion ici (on est dans le plan).

e L’axe de la réflexion est alors D = ker(f — Idg). Soit (x,5) € R2. On a

alors :
cos(f)x +sin(f)y = =
vertye €D — { sin(f)x — Cos(@)z =y
(cos(f) — 1)z +sin(@)y = 0
= { sin(@)x — (cos(d) +1)y = 0
—2sin (4) (sin($)z —cos($)y) = 0
— { 2cos (£) (sin(§)z —cos(§)y) = 0
= sin(g):l; - cos(g)y =0

Le vecteur cos(4)e; + sin(%)ez est alors un vecteur directeur de l'axe de la

i i 0 . .
réflexion. C’est bien un vecteur dont I'angle avec e; est 3 (a 7 pres) lorsque

B est orthonormée directe.

X
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Corollaire 9.5.3.2 Soit f € O~ (E). Alors, il existe B une base orthonormée (que l’on peut
choisir directe si l'on veut) telle que :

Mats(f) = { v }

Preuve :

D’apres le théoreme précédent, f est une réflexion : soit e; un vecteur uni-
taire de 'axe D de la réflexion et e, unitaire dirigeant D+. Alors, B = (e1,€2)
est une base orthonormée de E (quitte & remplacer e; par —es, on peut tou-
jours la choisir directe) dans laquelle la matrice de f est de la forme voulue.

X

Proposition 9.5.3.3 (Décomposition en produit de deux réflexions) Soit E un es-
pace euclidien de dimension 2 orienté.

(i) La composée de deuz réflexions s et s’ est une rotation. Plus précisément, si 0 = (i, )
est Uangle (6 m prés) entre les deux azes, alors s' o s est une rotation d’angle 20.

(ii) Réciproquement, toute rotation peut s’écrire comme la composée de deux réflexions.
L’angle de la rotation est alors le double de ’angle des deuz axes (pris dans le méme
ordre que la composée).

Remarque : on peut commencer par faire une interprétation graphique qui aide parfaitement
a comprendre ce résultat.

=l

S'(5(x))

A

L’angle (u,d’) de la figure est a+ 3, et on obtient bien une rotation dont l’angle est 2(a+ 3).
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Preuve :

e Pour commencer, si s,s' € O (E), alors s’ o s € O(E) (puisque O(E) est
un groupe) et det(s’ o s) = det(s’) x det(s) = 1 donc s’ o s est bien une
rotation.

e On va proposer ici deux démonstrations.

* Premiere méthode : calcul direct sans choix particulier de base.
Soient s et s’ deux réflexions et soit B = (e, e2) une base ortho-
normée directe du plan. D’apres la proposition précédente (proposi-
tion 9.3.5.1), il existe @ € R et ¢ € R tels que Matp(s) = S(0) et
Matp(s') = S(0'). De plus, on a vu que dans ce cas, S est 'angle (&
7 pres) entre eg et 'axe de s. De méme pour 6. On a alors :

Matg(s' o s) =S(0)S(0) = R(6' —0)

(les calculs sont analogues aux calculs faits pour le produit de matrices
de rotation et sont laissés en exercice). On remarque par ailleurs que
0" — 0 est bien deux fois I’angle entre les deux axes.

* Seconde méthode : calculs dans une base adaptée.
Soit e; un vecteur directeur normé de l’axe de s, on compleéte (e1) en
B = (e1,e2) une base orthonormée directe de E. Soit €] un vecteur
unitaire dirigeant 'axe de s’ que l’'on complete également en B =
(€], €5) base orthonormée directe. Alors :

1 0

Matg(s) = S = { 0

} et Malp(s)=S5

Soit P = Pass(B,B’). P est la matrice de passage d’une base or-
thonormée directe vers une autre base orthonormée directe donc
P € SO3(R). I existe donc # € R tel que P = R(6) (on peut d’ailleurs
remarquer que ¢ une mesure de I'angle orienté (eq,€})). Alors :

Matg(s' 0 8) = Matg(s')Matp(s)
= PMatp (s )P~ Matg(s)
= R(0)SR(-0)S
= R(20)

X
Remarques : avec les notations précédentes, S = S(0) et :

e on vient de montrer que Oy (R) = {R(—0)SR(0) , 0 € R} ce qui signifie que O ne
contient « qu’un seul type d’éléments » ;

e ona R(0)S=S(—0)=SR(0) et SS(0) = R(—0) = S(0)S. En revanche, O2(R) n’est pas
commutatif car en général, S(6)S(0') = R(0 —0') # R(0' —0) = S(0')S(0) (logique car si
on compose deux réflexions, on obtient une rotation mais l’angle (son orientation) dépend
de lordre de composition).

496



Chapitre 9  Espaces euclidiens

9.6 Automorphismes orthogonaux de ’espace et étude du

groupe O3(R)

9.6.1 Etude théorique

Lemme 9.6.1.1 Si f € O(E) (E euclidien quelconque), alors Spr(f) C {—1,1}. Autrement
dit, si f(x) = Az avec © € E\ {0} et A € R, alors A = £1.

Preuve :

Supposons qu’il existe x # 0 et A € R tels que f(z) = Az. On a alors :
Nl = (zAz) = (f(2)|f(2)) = (z]2) = ||=||?

Puisque x # 0, ||z||? # 0 et donc A? = 1.

Proposition 9.6.1.2 Soient E un espace euclidien de dimension 3 et f € O(E). Alors, il
existe x # 0 tel que f(x) = x ou bien f(x) = —x. Autrement dit, f admet au moins un
vecteur propre.

Preuve :

On calcule ce qu’on appelle le polynéme caractéristique (ceci sera étudié en
détails dans le cours de mathématiques spéciales 1). On pose :

YAER , P()\) = det(f — \dg)

En calculant brutalement le déterminant (en prenant par exemple la ma-
trice de f dans une base quelconque), on montre que P est une fonction
polynémiale de degré 3 et de coefficient dominant —1 (ce calcul « brutal »
de déterminant, valable pour toute matrice carrée de taille 3, est laissé en
exercice). Puisque

e P est continue sur R;

e lim P(A\)=-o00<0et lim P(\)=-+o0>0;

A—+o0 A——o00

le théoreme des valeurs intermédiaires assure 'existence d’un réel A tel que
P(\)=0.
Pour un tel A, det(f — Mdg) = 0, ce qui équivaut a ker(f — Nldg) # {0}. Il
existe donc x # 0 tel que f(z) = Az. D’aprés le lemme précédent, A = £1,
c’est-a-dire qu’il existe = # 0 tel que f(z) = x ou bien f(z) = —x.
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Théoréme 9.6.1.3 Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et f € O(E).

(i) Si f € SO(E), alors il existe une base orthonormée directe B = (e, ez, e3) telle que :

1 0 0
Matg(f) =1 0 cos(f) —sin(0)
0 sin(d) cos(9)

f est alors une rotation d’aze Re; et d’angle 0. Lorsque 0 = m (modulo 27), on dit que
f est le retournement d’aze Re;.

(i) Si f € O (E), alors il existe une base orthonormée B = (e1, ez, e3) telle que :

-1 0 0
Matg(f)=1 0 cos(d) —sin(h)
0 sin(d) cos(9)

Lorsque 0 = 0 (modulo 27), f est la réflexion par rapport au plan < e; >*. Sinon,
f est la composée commutative de la rotation d’aze Rey et d’angle 0 avec la réfiexion
par rapport au plan < e; >*.

Preuve :

Soit f € O(E). D’apres le lemme, il existe un vecteur unitaire € tel que
fle}) = eel, avec € = £1. Soit D =< ¢} > et g la restriction de f a
D*. D’aprés la proposition 9.4.2.3, g est alors un élément de O(D). On
distingue alors deux cas :

e Si g € SO(D%), alors il existe une base orthonormée (b, e;) de D+
telle que B’ = (e}, €}, €4) soit une base orthonormée directe de E. Soit
0 € R tel que Matp (g) = R(#). La matrice de f est alors de la forme
annoncée (premiere forme si € = 1 et seconde forme si e = —1).

e Sigc O~ (D1), g est une réflexion dans le plan D+. On construit alors
une base orthonormée directe B’ telle que Matp (f) = diag(e, 1, —1).

* Si f € SO(E), alors ¢ = —1 et on réordonne les vecteurs de la
base en (e}, e3,¢e}) et la matrice de f dans cette nouvelle base
orthonormée directe est la matrice d’un retournement.

* Si f € O7(E), alors ¢ = 1 et on réordonne les vecteurs pour
obtenir une nouvelle base orthonormée directe (e, e, e5) dans
laquelle la matrice de f est diag(1l,—1,—1) (qui est bien la ma-
trice d’une réflexion).

Ainsi, pour tout f € O(E), il existe une base orthonormée directe de l'espace
dans laquelle la matrice de f est de I'une des deux formes voulues. Puisque
les deux cas s’excluent a cause du déterminant, on obtient le résultat.
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Remarque : en fait, dans la pratique, on n’applique pas la méthode de la démonstration. On
peut montrer que si [ € SO(E) (E est de dimension 3), alors ker(f — Idg) # {0}, puis on
discute suivant la dimension. On reverra cela dans l'étude pratique. Notez que la démonstration

donnée montre bien que si f € SO(E), ker(f — Idg) # {0} (et est soit de dimension 1, soit de
dimension 3).

Corollaire 9.6.1.4 Tout automorphisme orthogonal de [’espace se décompose en un produit
d’au plus trois réflexions. Si f est une rotation, alors f se décompose en un produit de deux
réflexions.

Preuve :

o Géométriquement, si f est une rotation d’axe D, dans le plan D+ on dé-
compose fipr en un produit de deux réflexions (planes) par rapport aux
droites D; et Ds. Il reste alors a constater que f est la composée des ré-
flexions par rapport aux plans < D, Dy > et < D, Dy >.

e Si f € O (E), alors de deux choses 'une :

* soit f est une réflexion et le résultat est acquis (f est le produit d’une
réflexion - elle-méme) ;
* ou bien f la composée commutative d’'une réflexion et d’une rotation.

Dans ce cas, d’apres le cas précédent, f est la composée de trois ré-
flexions.
X

Exercice 9.6.1.5 Proposer une démonstration directe de ce résultat par calcul matriciel brutal
par blocs.

Avant de poursuivre 1’étude des automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien de dimen-
sion 3, on va revenir sur la notion de produit vectoriel.

Proposition 9.6.1.6 Soit E un espace euclidien de dimension 3 et orienté. Alors, pour
toutes bases orthonormées directes B et B, detg = detg:. Autrement dit, le déterminant de
trois vecteurs en base orthonormée directe ne dépend pas du choiz de la base.

On note alors det(u,v,w) le déterminant de u, v et w, dans une base orthonormée directe.

Preuve :

On sait que detg = detp (B) x detg. Or, puisque B et B’ sont deux
bases orthonormées directes, P = Pass(B’,B) € SO3(R) et par conséquent
det(P) = 1, c’est-a-dire detp (B) = 1. -
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Proposition 9.6.1.7 (Définition) Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.
Alors pour tout (z,y) € E2, il existe un unique vecteur, noté x Ay, appelé produit vectoriel
de x ety tel que :

Vz e E, det(z,y,2) = <(x /\y)\z)

Preuve :

Soit (z,y) € E?. L’application z — det(x,y, 2) est une forme linéaire sur
E. D’apres le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 9.3.5.1), il
existe un unique vecteur a € E (que 'on note = A y) tel que :

Vz e E, det(x,y,2) = (alz)

Proposition 9.6.1.8 Le produit vectoriel est une application bilinéaire antisymétrique.

Preuve :

e Soit (z,y) € E2. Alors :
Vze E, (yAz|z) =det(y,z,z) = —det(z,y,2) = —(z Aylz) = (—z Ay|z)

Puisque a — f, est un isomorphisme de E sur E* (théoreme 9.3.5.1), on
en déduit que y Ax = —x Ay.
e Montrons que le produit vectoriel est linéaire & gauche. Soient z, 2’ € F,
y€ FEet \,ueR. Alors :

VzeE, (()\m + pz’) A y\z) = det(Az + pz’,y, 2)

= Mdet(z,y,2) + pdet(a’,y, 2)

Az Aylz) + p(z’ Aylz)
(M@ Ay) +ule Ay)lz)

Ceci étant vrai pour tout z € E, le méme argument que ci-dessus montre
que :
Az + pa’) Ay = Ma Ay) + (@' Ay)

e Puisque le produit vectoriel est linéaire a gauche et antisymétrique, il est
linéaire & droite (exercice : le vérifier).

X
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Proposition 9.6.1.9 Pour tout (z,y) € E?, on a :
(i) tANy=0 < (z,y) est liée;
(ii) (xANy) Lz et(zAy) Ly.

Preuve :

e Si (x,y) est lie, alors Vz € E, (z Ay|z) = det(z,y,z) = 0. Par suite,
(r Ay) € B+ = {0}. Réciproquement, si (x,y) est libre, alors il existe
z € E tel que (z,y, z) soit une base de E. Alors, det(z,y, z) # 0, c’est-a-dire

(x Ayl|z) # 0. Ce qui montre que x Ay ¢ E+ = {0}. -

Proposition 9.6.1.10 Soient x et y deux vecteurs non colinéaires de E. On oriente le plan
< x,y > de sorte qu’une mesure de l'angle 0 = (z,y) € |0, 7[. Alors,

lle Ayl = llz]l > [lyll x sin(6)

Preuve :

En effet, soient u = HQCTH et v obtenu par rotation plane (directe dans le
plan < z,y >) d’angle § de u. On complete en B = (u,v,w) une base
orthonormée directe de 'espace. Dans cette base, x a pour coordonnées
(Ilz]l,0,0), y a pour coordonnées (||y|| cos(), ||y sin(),0).

Par ailleurs, puisque x A y est orthogonal a x et y,
ANy L<z,y >=<u,v>
On en déduit donc qu’il existe A € R* tel que z A y = Aw. On a alors :

e Ayll> = det(z,y,zAy)

]l llyll cos(6) 0
0 Jlylsin(8) ©
0 0 A

A< Jlall  [lyll x sin(6)
On en déduit donc dans un premier temps que A > 0 et donc :
z Ayl =[Al x lw]| = A

Puisque ||z A y|| # 0, en divisant par ||z Ay, on obtient :

e Ayl = llz]l < [lyll < sin(6)
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Remarques :

e vous pouvez noter que la définition formelle d’une base directe ou d’une base orthonormée
directe donnée ici est bien plus rigoureuse que la définition que vous avez probablement
vue avant, avec « la régle des trois doigts » ;

e de méme, on a ici une définition trés formelle du produit vectoriel qui permet d’ailleurs
d’établir de facon immédiate la bilinéarité et l’antisymétrie : propriétés qui étaient plus
ou moins délicates a prouver rigoureusement avec la définition géométrique du produit
vectoriel que vous aviez apprise.

Proposition 9.6.1.11 Soit f une rotation d’axe Ru et d’angle 0, avec u unitaire. Alors :
Vo e<u >, f(z) = cos(f)x +sin(d)u Az
Plus généralement,

Ve e B, f(z) = (1—cos(0))(u|lz)u + cos(§)x + sin(f)u A

Preuve :

. . . . T

e Pour la premiére formule, si x = 0 c’est clair. Sinon, on pose v = W et
T

w = u Awv. (u,v,w) est une base orthonormée directe de I'espace et (v, w)

une base orthonormée du plan < u >+. On a alors :

cos(6) kS
[l] [l]

d’ott le résultat (en multipliant par ||z|| et en utilisant la linéarité & droite
du produit vectoriel).

f(w) =cos(f)v+sin(f)w c’est-a-dire ﬁf(m) = x +sin(f) u A

o Dans le cas général, soit = € E. Alors z = (z|u)u + 2" avec 2’ €< u >+
Par linéarité de f et d’apres le calcul précédent, on a alors :

f(z) (@u) f(u) + f(z')

(z|u)u + cos(0)z’ + sin(@)u A 2’
(z| )

(

z|u)u + cos(9) (z — (ul|x

u) +sin(0)u A (z — (x|u)u)
1 — cos(0))(u|z)u + cos(f)z + sin(f)u A x

X

Remarque : on pouvait aussi tout simplement remarquer que les applications linéaires [ et

x> (1 — cos(0))(u|z)u + cos(@)x + sin(f)u A x coincident sur < u > et < u >+ d’apres le
premier cas, donc sont égales d’apres le théoréme de recollement.
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Corollaire 9.6.1.12 Siu est un vecteur directeur unitaire de l’axe de rotation, alors ’angle
0 est caractérisé par :

_ det(u, z, f(x))

L+ 2cos(®) = tx(f) et sin(0) = —pm

avec T un vecteur quelconque non colinéaire a u et le déterminant calculé en base orthonor-
mée directe.

Preuve :

e D’aprés le théoreme de classification des éléments de O(E) (théoreme
9.6.1.3), puisque f est une rotation, il existe une base orthonormée directe
B = (u,v,w) de E et 0 € R tels que :

Mats(f) = A = [ . R(()Q) }

ou ici, on a écrit la matrice A par blocs, la matrice R(f) est la matrice de
SO2(R), matrice de rotation d’angle 6. On sait que la trace d’un endomor-
phisme est égale & la trace de la matrice de f dans une base donnée (elle ne
dépend pas du choix de la base). Par suite,

tr(f) = tr(4) = 1+ 2cos(6)

e Montrons a présent la regle pour le sinus.
Soit € F non colinéaire a u. On a alors :

det(u,z, f(x)) = det(u,x, (1 — cos(d))(u|z)u+ cos(0)x + sin(f)u A z)

Il
=
j=}
—_ =~ =
)
= ==
—
—
N
>
8
=
=
>
8
~

Il
w0
.
j=}
S

Or, (u,x) est libre donc u Az # 0, c’est-a-dire ||ju A x| # 0 et on peut donc
diviser, ce qui donne bien la relation voulue, a savoir :

(g — det(w,z, f(z))
Sn(6) = a2 “

Remarques :

e si x est un vecteur unitaire orthogonal ¢ u (c’est-a-dire dans le plan de rotation) alors
cos(0) = (z|f(z)) et sin(f) = det(u, z, f(x)) ;

e dans la pratique, on utilise 1 + 2cos(0) = tr(f) pour déterminer l’angle de rotation (au
signe pres) et la formule avec le déterminant pour trouver le signe de 6.
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9.6.2 Etude pratique

Plan d’étude d’une matrice M € O3(R)

° Etape 1

Pour montrer que M est orthogonale, on calcule (C;|C;). 11 suffit d’ailleurs de la faire avec Cy
et Cy (c’est-a-dire de montrer que (C|Cy) = (C2|Cs) = 1 et (C1|C2) = 0) puis de vérifier que
C3 = £C1 A Cy (ici C1, Cq, C5 désignent les colonnes de la matrice M).

° Etape 2
On détermine det M :

x soit par le calcul direct de déterminant ;
* soit en utilisant C5 = det(M) Cy A Cs.

° Etape 3
Cette étape se scinde en deux cas :

M € S03(R)

(a) on détermine I’axe de rotation : ker(M —1I3)
(u vecteur unitaire dirigeant ’axe)

(b) Si M = M, alors M est le retournement
d’axe < u >

(c) Sinon, M est une rotation et l'angle (qui
dépend du choix de u) est donné par :

1+ 2cos(f) = tr(M)

et
- det(u,a, /(@)
sin(f) = T

avec r un vecteur non colinéaire a u.

M € O3 (R)

(a) on détermine ker(M + I3)

(b) Si M = —I3 c’est fini

(c) Si ™M = M, alors M est la réflexion par
rapport au plan ker(M + I3)*.

(d) Sinon, si u est un vecteur unitaire direc-
teur de ker(M + I3), M est la composée de
la rotation d’axe u d’angle 0 et de la réflexion
par rapport & < u > avec  caractérisé par :

tr(f) = —1+ 2cos(f)
Le signe est déterminé par la méme regle :

det(u, z, f(x))

sin(6) = T

Exemple 9.6.2.1 Déterminons les éléments caractéristiques de I'endomorphisme f de R? dont

la matrice dans la base canonique est :

1 1 2 2
A= 3 2 1 =2
-2 2 -1
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On note C1, Ca, C3 les colonnes de A (et on identifie R® et Mj1(R)).

e Tout d’abord, 1
o =5 (12 +2° + (-2)°) =1

IColl? = £ (22 +12 +2%) =1

9
1
(C1|1Cy) = §(1 X242x14+(-2)x2)=0
Par ailleurs, . ) 6 )
1 1 1
CiNCy = § 2 N 1 = § —6 = g -9
-2 2 -3 1

oA

On conclut alors que (Cy, Cy, C3) est une base orthonormée de R? et A € O3(R) (c’est-a-

dire f € O(R?)).

e Puisque C3 = +C; A Cy, det(f) = det(A) = 1 (on sait que f transforme une base
orthonormée directe (la base canonique) en une base orthonormée directe). On conclut

donc que A € SO3(R) (ou de fagon équivalente, f € SO(R?)).

e D’apres ce qui précede, f est une rotation : déterminons son axe. Soit (z,y,2) € R® (on

note X =f(zyz2))).
(x,y,2) € ker(f —Idgs) <= AX=X

—2x + 2y + 2z
= 20 — 2y — 2z
—2x 42y — 4z

x =y

{z = 0

— (z,y,2) € R(1,1,0)

o

Ainsi, en posant u = %(1, 1,0), (u) est une base orthonormée de I’axe de rotation.

e Enfin, d’apres les propriétés du cours, 'angle 6 € R de la rotation vérifie :

1+2cos(f) =tr(4) = é c’est-d-dire  cos(f) =

et de plus,
sm(0) _ det(uvelvf(zel))
l[u /el

1 1 0

Or,u/\q:% 1 A O :f% 0 | et:
0 1
det(u, e1, f(e1)) = (A er]Ch) = ——— x 2((0,0,1)[(1,2, —2)) =
» €1, 1 1{~1 \/5 3 s Uy » <y
22

Et finalement, sin(f) = —\[ d’olt 6 = arccos(—3).

1

3

V2
3

Ainsi, f est la rotation d’axe Ru (avec u = %(1, 1,0)) et d’angle § = arccos(—3).
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9.7 Exercices

Exercice 9.7.1 Soient zg,- - ,x, € R des réels deux a deuX distincts. On pose :
¥(P,Q) € RIX] x R[X] , (P|Q) = Z P(z1)Q

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur R,,[X ]

2. Démontrer que les polyndémes d’interpolation de Lagrange forment une base orthonormée
de R, [X] pour ce produit scalaire.

3. S’agit-il d’un produit scalaire sur R[X]?

Exercice 9.7.2 On définit pour 4, B € M, (R), (A|B) = tr(‘AB).
1. Montrer que ceci définit un produit scalaire sur M, (R).
2. Déterminer S, (R)*.

Exercice 9.7.3 Soit f une fonction continue sur [0, 1] et strictement positive. On pose :

V(P,Q) € RIX] x R[X], (P|Q) = / P(z (z)dz

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur R[X].

2. Démontrer l'existence d’une famille orthonormée F = (P,),en de R[X] telle que pour
tout entier n € N, deg(P,) = n. F est-elle une base de R[X]?

3. Montrer que pour tout entier non nul n, P, est scindé a racines simples et que toutes ses
racines sont dans [0, 1].

Exercice 9.7.4 Dans R* muni du produit scalaire canonique, on considere u = (1,2, —1,1),
v =(0,3,1,—1) et F' = Vect(u,v). Déterminer une base orthonormée de F'* ainsi qu'un systeme
d’équations cartésiennes.

Exercice 9.7.5 Dans R* muni du produit scalaire canonique, on considere F' défini par :
(1,20, 23,04) EF <= (v1+ 22 +x3+24=0 et z1 + 2x2 + 3x3 + 424 =0)

Déterminer la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a F.

Exercice 9.7.6 On se place dans R* muni du produit scalaire canonique. On note F' le sous-
espace vectoriel de R* défini par :

X1+ X2 + a3+ 24 0

T1,To,T3,T4) € F <
(w1, 22,3, 74) {x17x2+x37x4 - 0

1. Former la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F. En déduire
celle de la symétrie orthogonale par rapport a F'.

2. Etant donné z € R*, calculer la distance de = & F.
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Chapitre 9  Espaces euclidiens

Exercice 9.7.7 Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et soient n € N* et
(e1,-++ ,en) € E™ tels que :

n
Vie [Lin],|lel|=1 et VzeE,|z|?= Z(m|ei)2

i=1

1. Montrer que B = (e1,--- , e,) est une famille orthonormale de E.

2. Montrer que B est une base de E.

Indication : on pourra montrer que pour tout x € E, © = p<p>(x).

Exercice 9.7.8 Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que p est un
projecteur orthogonal si et seulement si pour tout z € E, ||p(z)| < ||z

1
Exercice 9.7.9 Calculer, apres avoir justifié I'existence, inf 22| Inz — az — b)% dz.
P ! (a,b)ER2

1
Exercice 9.7.10 Soit £ = R,,[X]. On pose pour P,Q € E, (P|Q) = / P(2)Q(z)(1 4 x?) dz.

-1
1. Montrer que E est alors un espace vectoriel euclidien.

2. Lorsque n = 3, déterminer une base orthonormée de E par orthonormalisation de la base
canonique.

Exercice 9.7.11 Onnote E = C!([0, 1], R) et on considere 'application ¢ de E? dans R définie
par :

1
Wﬁweanﬁﬂ%:ﬂ®ﬂ®+[;f@dm&

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E. On notera par la suite (f|g) au lieu de
o(f.9)-

2. Déterminer une base orthonormée de 'espace vectoriel P3 constitué des fonctions poly-
nomiales de degré au plus 3.

3. Calculer la distance de f = exp € E a Py (méme notation qu’a la question précédente).

Exercice 9.7.12 Soient F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et f, g deux applica-
tions de E dans E telles que :

V(z,y) € E*, (f(z)ly) = (z[g(y))

1. Montrer que f et g sont des endomorphismes de E.

2. On suppose que E est euclidien. Montrer que pour tout f € L(E) donné, il existe un
unique ¢ vérifiant la relation précédente.
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Exercice 9.7.13 Soient F un espace vectoriel euclidien, a € E'\ {0} et o € R*. On définit une
application f par :
Ve e E, f(z) =2+ a(zla)a
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les valeurs propres et espaces propres de f, c’est-a-dire les réels A tels que
ker(f — Mdg) # {0} ainsi que les espaces ker(f — Aldg) pour de telles valeurs de A.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un automorphisme or-
thogonal. Caractériser dans ce cas f.

Exercice 9.7.14 Déterminer la nature des endomorphismes de E (euclidien) ayant pour ma-
trice dans une b.o.n.d. de E :

1 3 1 6 L [8 4 1-22v/3 4-/3
A:Z 1 3 /6 ; 3:5 4 7 4 s C==| 242V3 2 2423
/6 V6 2 1 4 8 443 223 -1
1 8 6 -—-10
Exercice 9.7.15 Soit A = = -10 5 0 | et soit f I’endomorphisme de R® canoni-
6 -8 5

quement associé a A.
1. Démontrer que ker(f) L Im(f).

2. Déterminer une base orthonormée directe de R3 constituée d’une base de ker f et d’une
base de Im(f).

3. Ecrire la matrice de f dans cette base et en déduire la nature géométrique de f.

Exercice 9.7.16 Donner la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’axe dirigé
L I
et orienté par e; 4+ es — e3 et d’angle 3

Exercice 9.7.17 Soit (a,b,c) € R3 tel que a? + b? + ¢? = 1. Former la matrice dans la base
canonique de R? de la réflexion par rapport au plan d’équation cartésienne ax + by + cz = 0.

Exercice 9.7.18 Soit (a,b,c) € R? tel que a®+b?+¢? = 1. Déterminer la matrice relativement
a la base canonique du retournement d’axe ]R(a?—&— bj + ck).

Exercice 9.7.19 Soit f € £(R?) non nul tel que : Va,y € R3, f(z Ay) = f(x) A f(y). Montrer
que f est une rotation.

Exercice 9.7.20 Soient r et R deux rotations d’un espace euclidien orienté de dimension 3.
1. Que peut-on dire de la nature de f =ro Ror~1?
2. Déterminer le(s) vecteur(s) normé(s) invariants par f.
3. Que peut-on dire de la trace de f?

4. En déduire les éléments caractéristiques de f.
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