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AVANT- PROPOS 

Ces annales que vous avez sous les mains sont un ensemble de 

sujets proposés aux examens du baccalauréat série D au Togo 

depuis 2006. 

Ce faisant, non seulement une consultation du corrigé est rendue 

possible afin d'aider les candidats à comprendre mieux les 

épreuves, mais également, ils ont la possibilité de s'initier à 

travers ces différents corrigés, à la précision, à la concision des 

réponses, à la rigueur du raisonnement, bref ils peuvent ainsi 

acquérir les compétences que l'on recherche à évaluer dans les 

sujets d'examen. 

Traitant une gamme très variée de sujets, ce document permettra 

à ses lecteurs de se familiariser avec les sujets déjà donnés aux 

sessions de baccalauréat première partie passés, mais aussi de 

traiter de nouveaux sujets conçus dans le style et dans les règles 

conformes aux structures des sujets officiels. 

Cet ouvrage sera donc, nous l'espérons, un outil précieux et 

efficace au service des futurs bacheliers. 

Les auteurs acceptent critiques et suggestions de la part des 

lecteurs et les en remercient par avance. 

Nous vous donnons par la même occasion l'assurance que vos 

suggestions et apports seront judicieusement exploités en vue 

d'améliorer les éditions futures. 

Les auteurs 
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BACCALAUREAT 2006- TOGO 

Enoncé 

Exercice 1 
Le plan complexe P est rapporté au repère orthonormé 

(0 ; û ; V). A est le point d'affixe 2i et P* le plan privé de A. 

Soit T la transformation qui au point M d'affixe z 2i associe le 

point M' d'affixe z' = 2iz-5  
z-2i 

1) Montrer que pour tout point M de P*, le point M' est distinct 

de A. 

2) Démontrer que T est une bijection de P* sur lui-même. 

Déterminer sa réciproque T -1. 

3)a- Montrer qu'un point M de P* est invariant par T si et 

seulement si son affixe vérifie la relation z2  - 4iz + 5 = 0 

b- Trouver le réel a tel que z2  - 4iz + 5 = (z - 2i)2  + a 

c- Montrer alors que T admet deux points invariants B et C. 

4) On appelle (D) la droite passant par 0 et dirigée par V' et (D*) 

la droite (D) privée de A. Montrer que (D*) est globalement 

invariante par T. 

5)a- Montrer que pour z 2i, 1z' - 2i I. lz - 2i 1 = 9. 

b- Soit (F) le cercle de centre A et de rayon 3. 

Montrer que (F) est globalement invariant par T. 

Exercice 2 
1- Soit f, g et h les fonctions numériques de la variable réelle 

définies sur [0 ; 1] par 

(f (x) = xex
2
, g (x) = x. e — —2; h x) = xe2x . (où e est la 

base du logarithme népérien). 
. 	„  

Monter 	que 	fol  f (x)dx 
= e1

2 , Axxx — 
e 1 
2 ; 

2  
fol  h(x)dx = 

e 
4  
+ 1 

 



2- On joue avec deux dés, un blanc et un rouge, cubiques et non 

truqués. Les faces du dé blanc sont marquées f, f, g, g, h et h ; 

celles du dé rouge f, f, g, g, g et h. 
On lance le dé blanc et on appelle k la fonction dont le nom 

apparaît sur la face supérieure du dé. Puis on lance le dé rouge et 

on note I la fonction dont le nom apparaît sur la face supérieure 

du dé. Soit X la variable aléatoire réelle qui à chaque événement 

(k, I) on associe le réel fo [k(x) + 1(x)]dx. 

a) Quelles sont les valeurs prises par X ? 
b) Déterminer la loi de probabilité de X. 
c) Calculer l'espérance mathématique de X. 

Problème 
A - Préliminaire 
Démonter que pour tout réel x on a : Vx2  + 3 > lx' 
En déduire le signe de Vx2  + 3 + x et celui de Vx2  + 3 - x sur 
IR 
B- On considère la fonction f définie sur IR par f (x) = 

-NI x 2  + 3 - lx - 1 I. On désigne par (C) la courbe représentative 

de f dans le plan muni d'un repère orthonormé (0, I ). 

1-a) Monter que f est continue en xo  = 1. 
b) Etudier la dérivabilité de f en xo  = 1. 
c) Etudier le sens de variation de f sur 1-00 ; 1[et sur ]1_ ; +00 [. On 
pourra utiliser les résultats de la partie A. 
d) Compléter l'étude des variations de f. 
e) Préciser le comportement de la courbe (C) en x0  = 1 et 
construire (C). 
2- Soit g la restriction de f à l'intervalle ]-60 ; 1]. 
a) Montrer que g admet une application réciproque notée g-1  
b) Définir explicitement g-1. 
c) Construire la courbe (0 représentative de g-1  dans le même 
repère que (C). 
d) Déterminer la fonction G primitive de g-1  et telle que 
G(0) = O. 



e) Soit A l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), l'axe des 

abscisses et les droites d'équation : x = -1 et x = 1. 

Calculer A en utilisant la courbe (f). 

C / On désigne par I l'intervalle [1; 2]. 

On définie la suite (un) n e IN par u0  = 1 et pour tout 

n e IN, un+i  = f(un). 
1-a) Démontrer que l'équation f(x) = x admet une solution 

unique a dans I. 

b) Démontrer que pour x de I on a : If '(x)) 5 2 

d) En déduire que pour tout x de I on a : If '(x) - a f < -
2 

IX - al 

2-a) Démontrer que :VnEIN,un EI 

b) Démontrer que : V n E IN , lun+i  - a 1 5 2  11un  - al 
1 

c) Etablir que V n E IN , un  - 5 —2n. 

d) Déduire de 2-c que la suite (un) n e IN est convergente et 

préciser sa limite. 



BACCALAUREAT 2007- TOGO 

Enoncé 
Exercice 1 

I Soit (E) l'équation différentielle y' + y = ex_ 	a  où y est une 

fonction de la variable réelle x, dérivable sur 10 ; +Go [. 
1- Résoudre l'équation différentielle sans second membre 
associé à (E). 
2-a) L'on s'intéresse aux solutions particulières (pi de (E) de la 
forme 

(p(x) = —
h(x) 

où h est une fonction dérivable sur10 ; +00 [. Sachant 
ex 

que p est une solution de (E), déterminer h. 
b) En déduire la solution générale de (E). 
c) Parmi les solutions de (E) déterminer la solution f qui vérifie 
la condition f(1n2) = 0 

II- Soit la fonction définie sur 10 ; +00 [ par f (x) = 
In  (ex- 1) 

ex 
Soit a un nombre réel tel que a > 2. On pose I (a) =Ji.n2  f (x)dx 

1-a) Déterminer une primitive sur ]0; +00 [ de la fonction 
ex 

X 1—* 
ex — 1 

b) En déduire une primitive sur ]0; +co [de la fonction 
1 	 e x 	 1 

X On remarquera que 	 = 1 + 	 
ex- 1 	

ex_ 1 
	 ex - 1 

2- En utilisant le fait que f est une solution sur ]0 ; +00 [ de 
l'équation 	différentielle 	(E), 	prouver 	que 
1(a) = — f(lna) + ln(a — 1) — Ina + 1n2. 

(a — 1) 
3- En déduire que I(a) = 

In 

a 	+ ln(1 —)
1
a  + 1n2. 

4- Calculer lima 	1(a) 

Exercice 2 
1- Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes l'équation 
z2  — 2z + 2 = 0. 
2- Soient K, L, M les

te  
 points d'affixes respectives zK  = 1 + i ; 

ZL = 1 — i ; zm  = 



Placer ces points dans le plan muni d'un repère orthonormé 

direct 	(0 ; el  ; e2). Unité graphique 2cm. On complétera la 

figure dans les questions suivantes. 
3-a) On appelle N le symétrique du point M par rapport au point 

L. Vérifier que l'affixe zN  du point N est : 2 + 	— 2). 

b) La rotation du centre 0 et d'angle 5-2  transforme le point N en 

le point C et le point M en le point A. 
Déterminer les affixes respectives zA  et zc  des points A et C. 

c) La translation du vecteur ri d'affixe 2i transforme le point M en 

le point D et le point N en le point B. 
Déterminer les affixes respectives zD  et zB  des points D et B. 

4-a) Montrer que le point K est le milieu des segments [DB] et 

[AC]. 
b) Montrer que :

ZB — 
	z ZKK  = i 

c) En déduire la nature du quadrilatère ABCD. 

Problème 
A- Soit la fonction f de la variable réelle x définie sur IR par : 

f(x) = (2 - x)e' - k où k est un réel fixe qui vérifie : 0 < k < e. 

1- Déterminer les limites de f en -00 et en +co 

2- Calculer f '(x). En déduire le tableau de variation de f. Calculer 

f(1). 
3-a) Etablir que l'équation f(0) = 0 admet deux solutions, une 

notée OCk  E]-00 1[ et l'autre notée f3k  E ]1; +co[. 

b) Montrer que e — k ock  = (e c(l<  — k) (ock — 1). On admettra que 

Pk  vérifie 	la 	même 	relation 	c'est-à-dire 

e  RIc _ k 13k  = (e  Rk 	(13k  _ 

4- Préciser le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 

B-1) Soit u la fonction de la variable réelle x définie sur IR par : 

u(x) = ex - kx. 
a) Etudier le sens de variation de u. 
b) On rappelle que 0 < k < e. Justifier la propriété suivante : 

Pour tout x E IR, ex - kx > 0 
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Enoncé 

2- Soit gk la fonction définie sur IR par gk(x) = 
ex—k 

 (Ck) sa ex_kx' 

courbe représentative dans le plan rapporté à un repère 
orthogonal. 
a) Déterminer la limite de gk en -00 et en -Fco. 

k.f(x)  
b) Prouver que g'k  (x) = (ex-kx)2 
c) En déduire le tableau de variation de gk. Calculer gk(1). 
d) On nomme Mk et Nk les points de la courbe (Ck) d'abscisses 
respectives ak et 13k 
3-a) En utilisant la question 3.b) de A, monter que 

gk (ak) = 	 
ak 

b) Trouver une expression analogue pour g((3k) 
c) Déduire de la question précédente que, lorsque k varie, les 
points Mk et Nk sont sur une courbe fixe (H) dont on donnera une 
équation. 
4-a) Déterminer la position relative des courbes (C1) et (C2). 
b) Prouver que a2  = 0 
c) En prenant comme unité 2cm sur l'axe des abscisses et 4cm 
sur l'axe des ordonnées, construire les courbes (C1), (C2) et (H) 
sur le même graphique. (On prendra a1 = 1,1 et a2  = 1,6). 
5- Calculer l'aire délimitée par la courbe C1  et les droites 
d'équation x = -3 ; x = 0 et y = O. 

Exercice 1 
Dans le plan complexe, on donne les quatre points A, B, C et D 

d'affixes respectives : 

ZA  = -2 + 6i; ZB  = 1 - 31; 	= 5 + 5i; ZD  = 2 + 4i 

1- Soit S la similitude plane directe qui à tout point M d'affixe Z, 

fait correspondre le point M d'affixe Z' = 3iZ + 13 - 9i 

a) Donner les éléments caractéristiques de cette similitude. 

b) Quelle est l'image par S du point C ? Du point D ? 

••...•...•. 



c) Montrer que les vecteurs CD et S(C)S(D) sont orthogonaux. 

2- Soit R la similitude plane directe qui transforme B en C et D en 

A. 
a) Trouver la relation liant l'affixe Z d'un point M et l'affixe Z' de 

son image R(M). 

b) Donner les éléments caractéristiques de cette similitude (on 

appellera J le point invariant). Montrer que les vecteurs BD et CA 

sont orthogonaux. 

c) Que représente le point D pour le triangle ABC ? 

3- Montrer que J est un point de la droite (AB). Donner une 

mesure (en radian) de l'angle des vecteurs (BC, BA). 

Exercice 2 

Une urne contient des boules noires et des boules rouges. Chaque 

boule noire porte un nombre entier de trois chiffres multiple de 

179. Chaque boule rouge porte un nombre entier de trois chiffres 

multiple de 59. Ces boules sont indiscernables au toucher. 

1- Trouver le nombre maximal de boules de chaque couleur dans 

l'urne. (On pourra utiliser les suites arithmétiques). 

2- On suppose que l'urne contient cinq boules noires et quinze 

boules rouges. On considère le jeu suivant : la mise est de 200F 

pour chaque partie. Le joueur tire une boule de l'urne : 

- Si elle est noire, on lui donne 500F et la partie est terminée. 

- si elle est rouge, il la remet dans l'urne et procède à un second 

tirage. 

- Si la seconde boule tirée est noire, on lui donne 300F et la partie 

est terminée. 

- si la deuxième boule tirée est rouge, il la remet dans l'urne et 

procède à un troisième et dernier tirage. 

- si la troisième boule tirée est noire, on lui donne 100F 

- si la troisième boule tirée est rouge, il n'a rien. 



On désigne par X la variable aléatoire égale au gain algébrique du 

joueur. 
a) Donner la loi de probabilité de X. 

b) Calculer la probabilité P pour que X soit positif. 

c) Peut-on espérer gagner à ce jeu ? 

d) Un joueur fait cinq parties successives. Quelle est la 

probabilité pour qu'il ait exactement trois fois un gain positif lors 

de ces cinq parties ? 

Problème 
Partie A 
Soit u la fonction de la variable réelle x définie par : u(x) = 2x 

+ x2  
1- Résoudre dans IR l'équation u(x) = O. 

2- Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x. 

Partie B 
Soit g la fonction de la variable réelle x définie par : 

g(x) = x — 2V1 + x 2  

1-a) Justifier que g est dérivable sur IR. 

b) Calculer la dérivée g' de la fonction g. 

c) en déduire le signe de g'(x). 
2) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de 

définition D, dresser le tableau de variation de g. 

3-a) Déterminer les équations des asymptotes à la courbe (C) de 

g• 
b) Préciser la position de la courbe (C) par rapport à ses 

asymptotes. 
4- construire la courbe (C) de g dans le plan muni d'un repère 

orthonormé (0, I, (Unité graphique 2cm) 

Partie C 
1- Déterminer la fonction numérique h telle que pour tout réel x, 

h(—x) + g(x) = 0 
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Enoncé 

2- Soit (F) la courbe représentative de h. Montrer que (C) u 

est la courbe d'équation : y2  — 2xy — 3x2  — 4 = 0. 

3- En déduire que le point 0 est un centre de symétrie de la 

courbe (C) U (I-) 

4- Construire alors (F) dans le repère précédent. 

Partie D 
Soit la fonction numérique f définie sur IR par : 

f(x) 	x2  + ln (x + -0/7=F- x2). 

1-a) Déterminer que pour tout réel x, 	x2  >lxi 

b) En déduire l'ensemble de définition de f 

2- Calculer la dérivée f' de f puis en déduire une primitive de la 

fonction g sur IR. 

3- Calculer en centimètre carré l'aire de l'ensemble des points 

M(x,y) du plan qui vérifient les inégalités 0 S x 	1 	et 

g(x) < y < —x. 

Exercice 1 
Le tableau suivant donne le chiffre d'affaires d'une entreprise 

exprimé en millions de francs, pendant huit années consécutives. 
Année 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 

Numéro de 
l'année (xi) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Chiffre 
d'affaires 

(5,0 

41 67 55 80 95 104 100 122 

1-a) Représenter le nuage de points associé à la série statistique 

(xi, yi) dans le plan muni d'un repère orthonormé d'unités : 1cm 

pour une année en abscisse et 1cm pour vingt millions de francs 

en ordonnée. 
b) Calculer les coordonnées du point moyen G et le représenter 

sur la figure précédente. 



2-a) Calculer à 10-3  près par excès, le coefficient de corrélation 
linéaire de la série (xi, yi). Un ajustement affine serait-il justifié ? 
b) Ecrire une équation de la droite de régression (D) de y en x 
par la méthode des moindres carrés. (On donnera les coefficients 
à 10-3  près par excès). 
c) Tracer cette droite dans le même repère que le nuage des 
points. 
3- En supposant que la tendance constatée se maintienne, 
estimer : 
a) Le chiffre d'affaires de cette entreprise en 2015. 
b) Déterminer l'=iée où le chiffre d'affaires de cette entreprise 
dépassera 300 millions de francs 

Exercice 2 
Le plan est muni d'un repère orthonormé direct (0, u, y). On 
considère les pcia's : A d'affixe a= —4 ; B d'affixe b = 4 ; E 
d'affixe e = 4i ; C d'affixe c et D d'affixe d tells que les 
quadrilatères AOEC et BOED soient carrés. 

1- Placer les points précédents dans le repère (0 ; û ; U) et 

donner les affixes des ponts C et D. 
2- Soit fla transformation du plan qui à tout point M d'affixe z fait 
correspondre le point M' d'affixe z'= (1 + i)z + 4 + 4i. 
a) Déterminer la ;-_-_-_fure et les éléments caractéristiques de f 

b) Préciser les peints f(A) et [(0). Peut-on prévoir ces résultats ? 
Dans la suite de l'enercice, on suppose M un point quelconque du 
plan distinct du peint C. 

c) Exprimer l'affi .,.?. des vecteurs MM' et MC en fonction de l'affixe 
z de M. 
d) Déduire que MM' = MC 

e) Calculer — et montrer qu'une mesure de l'angle de vecteurs 

(MM'; MC) est •L` 
2 



f) Quelle est la nature du triangle MM'C ? 

Problème 
Dans tout le problème, on se place dans un repère orthogonal (0 ; 

I, J). L'unité graphique est de 2cm. 

Partie A 
Soit la fonction définie sur 10; -Fco] par : g(x) = xlnx — x 1 et C 

sa représentation graphique dans le repère (0 ; I, J). 

1- Etudier le sens de variation de g puis dresser le tableau de 

variation de cette fonction. En déduire le signe de g(x) suivant 

les valeurs de x. 

2- On note C' la représentation graphique de la fonction x H lnx 

dans le repère (0 ; I, J). Montrer que C et C' sont deux points 

communs d'abscisses respectives 1 et e et que, pour tout x 

élément de [1; e] , on a : 

xlnx —x 1—< lnx. 

On ne demande pas de représenter C et C'. 

3-a )Calculer à l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale 

J = fle(x — 1) lnxdx 

b) Soit A la partie du plan définie par : 

A = 	M(x ; y); 1 < x e et g(x) 5 y 5 lnx 

Déterminer, en cm2, l'aire de A. 

Partie B 

Soit fla fonction définie sur ]1; -Foo[ par : f(x) = x —1  Inx 

1- Etudier les limites de fen +00 et en 1. 

2- Déterminer le tableau de variation de f. (On pourra remarquer 

que f 'ffls'écrit facilement en fonction de g(x)). 

3- Tracer la courbe représentative de [dans le repère (0 ; I, J) 



Partie C 

1- Montrer que l'équation f(x) = 2 admet une unique solution, 

notée a, 
et que 3,5 < a < 3,6 

2- Soit h la fonction définie sur ]1; +04 par : h(x) = lnx f 2 x f -12  

a) Montrer que a est solution de l'équation h(x) = x 

b) Etudier le sens de variation de h. 

c) On pose I = [3; 4]. Montrer que, pour tout x élément de I, on a : 

h(x) E I et Ihi(x)1 	6 

3- On définit la suite (Un) par Uo = 3 et pour tout n de IN, U„+1= 

h(U„). 
Justifier successivement les trois propriétés suivantes : 

a) Pour tout entier naturel n, I Un+i  - al < -6 I  Un  - al 

b) Pour '..3ut entier naturel n,1 un — 	< (6)11. 

c) La suite (Un) converge vers a. 
4- Trouver un entier naturel p tel que des majorations 

précédentes on puisse déduire que Up est une valeur approchée 

de a à 10-3  près. 

BACCALAUREAT 2010- TOGO 

Enoncé 
Exercice. 1 
On considère un groupe de 16 personnes parmi lesquelles 4 ont 

une caractéristique C. ces 4 personnes sont dites de « type C ». On 

prend simultanément et au hasard 5 personnes dans ce groupe. 

1- Calculer la probabilité de chacun des événements : 

A « n'avoir, parmi ces 5 personnes, aucune du « type C ». 
B « avoir exactement une personne de ce type ». 



C « avoir au moins deux personnes de ce type ». 

On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible. 

2- On constate après enquête, que, dans la population entière, la 

répartition des personnes du «type C » est de 1 sur 4. On estime 

la population suffisamment nombreuse pour que le tirage de n 

personnes soit assimilable à n tirages successifs indépendants 

avec remise. 

On prend au hasard n personnes (n > 2) et on désigne par X la 

variable aléatoire donnant le nombre de celle du type C. 

a) Montrer que X suit une loi binomiale dont on précisera les 

paramètres. 

b) Calculer P(X = 0) et P(X = 1) en fonction de n. 

c) En déduire la probabilité Pn d'avoir au moins deux personnes 

du type C. 
n-1 

d) Démontrer que Pn  0,9 si et seulement si a) 	(31-11) < 0,1.  
4 

e) On pose Un = (-3  4  
)n-1 (

34n). 

Comparer 
.i  et 1. Quel est le sens de variation de (Un) ? 

Exercice 2 

Le plan (P) est rapporté à un repère orthonormé direct (0 ; U, V). 

on désigne par T l'application de (P) dans (P) qui à tout point M 

d'affixe z associe le point M' d'affixe z' = (1 + i)z - i. 

1- Montrer que T est la composée d'une rotation et d'une 

homothétie de rapport positif dont on donnera les éléments 

caractéristiques. On note S2 le point invariant par T. donner une 

mesure de l'angle orienté SZM, MM') en supposant que M # 

2-a) Construire M' image de M par T où M est un point donné 

distinct de f1. 

b) Déterminer l'image (D') par T de la droite (D) d'équation 

y = x. Construire (D'). 



3-a) Montrer qu'il existe un point B de (P) distinct de fi et un seul 

tel que les affixes zo de B et z'o de B' (où B' est l'image de B par T) 

soient liés par la relation zo4 = 1. Placer les points B et B' dans le 

repère (0 ; U, V). 
b) Soit SI' le symétrique de D, par rapport à O. Montrer que les 

points if, .Q., B et B' sont cocycliques. 

Déterminer l'affixe du centre G du cercle (F) passant par 	B 

et B'. 

PROBLEME 
Partie A 
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 1 — x 2  e". 

1- Etudier les variations de la fonction f. 

2- Déduire de cette étude que l'équation f (x) = 0 a une 

solution et une seule notée a. Donner une valeur approchée à 10-2  

près de a. 
3- Tracer la courbe (C) représentative de f dans un repère 

orthonormé (l'unité graphique choisie est 2cm). Préciser, s'il y a 

lieu, des tangentes horizontales. 
4-a) Montrer que pour tout x 0, ex 

b) Soit X un réel positif Montrer que 0 < f il  x2 	dx < —113  — 3 

Partie B 
1- Vérifier qua pour tout réel x, 

f "(x) + 2f '(x) • 'r f (x) = —2e' + 1 où f ' et f " désignent 

respectivement les dérivées première et seconde de f. 

2- On note i7  la primitive de f sur IR qui s'annule pour'x = 0. 

Donner la valeur explicite de F(x) pour tout réel x. 

3-a) Calculer l'aire A(A) en cm2  de la partie du plan limitée par la 

courbe (C) et les droites d'équations y = 1; x=0;x=X où X est 

réel positif. 
b) déterminer la limite de A(X) lorsque X tend vers +00. 



Partie C 
On se propose de résoudre l'équation différentielle du second ordre, de 

fonction inconnue y : y"(x) + 2y '(x) + y(x) = —2e-x  + 1. (E1) 

La fonction f est la solution de (El) d'après la question B-1. 

1- Résoudre l'équation y" + 2y' + y = 0 	(E2) 

2- La fonction g étant une solution définie sur IR de l'équation 

(E2). Démontrer que g + f est une solution de (E1). 

Réciproquement, soit h une solution de (E1). Démontrer que h - f 

est une solution de (E2). En déduire l'ensemble des solutions de 

(E1). 
3-Déterminer la solution cp de (Ei) telle que cp(0) = (4)'(0) = 0 

Partie D 
Étant donné un réel a, on note ga  la fonction définie sur IR par 

g a(x) = (—x2  + ax + a)e' + 1 

1- Montrer que les courbes (Ca) représentatives des fonctions ga  

passent toutes par un même point fixe I. 

2- On suppose a * —2. Démontrer que la fonction ga  admet deux 

extrémums dont l'un est obtenu pour x = O. 

3-On note Ma  le point d'abscisse a + 2 sur la courbe (Ca). Lorsque 

a varie, Ma  décrit une courbe r ; Donner une équation cartésienne 

de I' 

BACCALAUREAT 2011- TOGO 

Enoncé 
Exercice 1: 
Une entreprise fabrique des appareils électroniques. La 

probabilité pour qu'un appareil fabriqué fonctionne parfaitement 

est 9/10. 

1) On note F l'événement «l'appareil fonctionne parfaitement» 

et F l'événement contraire de F. 



Calculer la probabilité de l'événement F . 

2) On fait subir à chaque appareil un test avant sa livraison ; on 

constate que : 
- quand un appareil est en parfait état de fonctionnement, il est 

toujours accepté à l'issue du test. 

- quand un appareil n'est pas en parfait état de fonctionnement, il 

peut être néanmoins accepté avec une probabilité de 1/11. 

On note T l'événement « l'appareil est accepté à l'issue du test ». 

a- Montrer que la probabilité de l'événement T et F noté TnF est 

égale à 9/10. 
b- Calculer la probabilité de Tn F . 
c- En déduire la probabilité de l'événement T. 

d- Calculer la probabilité de F sachant T (probabilité 

conditionnelle de F par rapport à T). 

Exercice 2 
Soit P(Z) = Z3  aZ2  + (3Z + y un polynôme complexe de degré 

3 où a, (3 et y sont des nombres complexes donnés. 

1) a- Démontrer que si le polynôme P(Z) admet trois racines a, b 

et c alors on a simultanément a + b + c = —a ; ab + bc + ac = j3 

et abc = —y. 
b- Former alors le polynôme P(Z) lorsque ses racines sont : 

a = 1 + 	; b = —2 + iVj et c = 4 — 2i-a 

2) On désigne par A, B et C les points d'affixes respectives a, b et c 

dans le plan complexe muni d'un repère(0, 4 -62). 

a- Montrer que le triangle ABC est rectangle en B. 

b- Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe bc  

c- En déduire la valeur de 
AC 

 et la mesure principale de l'angle 
AB 

orienté(AB, AC). 

3) a- Donner l'écriture complexe de la similitude directe de 

centre A, qui transforme B en C. 



b- Déterminer l'affixe Zi du point B1  qui a pour image B par s. 

Problème 
Partie A 
Soit g la fonction définie sur JO; +00[ par g(x) = -x 2  + 6 - 4lnx 

1) Etudier le sens de variation de g. 

2) Calculer les limites de g en +00 puis dresser le tableau de 

variation de g. 

3) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a 

dans 10; +00[ et que 1,86 5_ a 1,87. 

4) Donner alors le signe de g(x) suivant les valeurs de x 

appartenant à 10; a[ et à ]a; +oo[ (La représentation graphique 

de g n'est pas demandée). 

Partie B 

Soit f la fonction définie sur JO; +00[ par f(x) = - -12 x + 3 + 

. On désigne par (C) la représentation graphique de f 
x 

dans le plan rapporté à un repère orthonormé(O, 1,1). 

Unité = 2cm. 

1) a- Calculer f'(x) pour x élément de 10; +00[ et exprimer f'(x) 

à l'aide de g(x) où g est la fonction définie à la partie A. 

b- Déterminer le sens de variation de f. 

c- Calculer les limites de f en 0 puis en +oo. 

2) a- Montrer que la droite (D) d'équation y = -12 x + 3 est 

asymptote à (C). 

b- Etudier la position de (C) par rapport à (D). 

c- Préciser les coordonnées du point a intersection de (C) et (D). 

3) a- Montrer que ln(a) = 6  4a2  et que f(a) = - a + 3 + 72,  où a 

est le nombre réel défini à la partie A- question 3. 

b- Soit h la fonction définie sur JO; +00[ par h(x) = - x + 3 + 72,  . 

21n(x)-1 



b1- Etudier le sens de variation de h. 

b2 - En déduire un encadrement de f(a). 

On rappelle que 1,86 < a 1,87. 
4) a- Dresser le tableau de variation de f. 

b- Calculer f( j) ; f(1). Que peut-on conclure pour la courbe (C) ? 

c- Construire (D), (C) puis placer le point A. 

Partie C 

Soit k la fonction définie sur par k(x) = h(x) — (— x + 3). 

1) En remarquant que k(x) = 2 
ln(x) 

— 
—1 

calculer l'intégrale 

10  = f- k(x)dx. 

2) Donner une interprétation géométrique de Io. 

3) On considère la suite numérique (as) définie sur IN par 
0+1) 

an  = 	2 ). 

a- Calculer en fonction de n l'intégrale Io  = fan+1  k(x)dx. 

b- Montrer que (In) est une suite arithmétique dont on précisera 

la raison. 

BACCALAUREAT 2012- TOGO 

Enoncé 
Exercice 1: 
Le tableau suivant donne l'évolution duoprix en dollar ($) de la 

tonne d'une terre rare entrant dans la fabrication d'un 

composant électronique ces dix derniers années. 
Année 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

Numéro de 
l'année (xi) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Prix de la 
tonne en $ 

(Y1) 

38 45 40 55 70 60 75 80 95 106 



1) a- Représenter le nuage de points associé à la série statistique 

yi) dans le plan muni d'un repère orthonormé d'unités : 1 cm 

pour une année en abscisse et 1 cm pour dix dollars en ordonnée. 

b- Calculer les coordonnées du point moyen G. 

2) a- Calculer à 10-2  près par excès, le coefficient de corrélation 

linéaire de la série (xi, yi). En déduire qu'un ajustement affine est 

justifié. 
b- Déterminer par la méthode des moindres carrés l'équation de 

la droite de régression linéaire (D) de y en x. (On donnera les 

coefficients à 10-2  près par excès). 

c- Tracer la droite (D) dans le même repère que celui du nuage 

des points. 
3) En supposant que l'évolution se poursuive de la même façon 

dans les années à venir : 

a- Donner une estimation du prix de la tonne de cette terre rare 

en 2016. 
b- En quelle année le prix de la tonne de cette terre rare 

dépassera 180 $ ? 

Exercice 2 
On considère l'équation (E) : z E C, 

z3 	(4 + i)z2  + (13 + 4i)z — 13i = 0 

1) a- Vérifier que i est solution de (E). 

b- déterminer les nombres réels a, b et c tels que : 

V z E C, z3  — (4 + i)z2  + (13 + 4i)z — 13i = (z — i)(az2  + bz + c). 

c- En déduire les solutions de (E). 

2) Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal 

(0, û, V), on considère A, B et C les points d'affixes zA  = i , 

zB  = 2 + 3i, zc  = 2 — 3i 

Soit r la rotation de centre B et d'angle 4. 

Déterminer l'affixe zA, du point A' image de A par r. 



b- Calculer zA-zA  En déduire l'existence d'une homothétie h de 
zA-zA  

centre B qui transforme A' en C et préciser son rapport. 

3) On considère la transformation plane S définie par : S = hor. 

a- Quelle est l'image de a par S ? 

b- Préciser la nature et les éléments géométriques de S. 

PROBLEME 
Soit k un entier naturel non nul. On considère la fonction fk  

définie sur IR par fk(x) = xl` (e" — 2) . On note (Ck) la courbe 

représentative de fk  dans un plan rapporté à un repère direct 

(0, 1,1) (unité graphique : 4 cm) 

Partie A 
1) a- Etudier la limite de fk  en —00. 
b- Etudier, suivant la parité de k, la limite de fk  en —00. 

2) Calculer la fonction dérivée de fk, puis montrer que pour tout x 

réel, fk(x) = xk-igk  ,xs ) où gk (x) = (k — x)e' — 2. 

3) a- Etudier les variations de gk. 
b- En déduireo que l'équation gk(x) = 0, admet une unique 

solution ak  dans IR et que ak  est strictement positif. 

c- Déterminer le signe de gk  dur IR. 

En déduire le signe de fi', sur IR (distinguer k pair et k impair) 

d- Dressei' le tableau de variation de fk. 

Partie B 

Dans cette partie, on prend k = 1. Donc fi  (x) = xe-x — 
2 
 et 

gi(x) = (x — 1)e-x — 1  

1) a- Montrer que 0 < al  < 

b- En utilisant gl, montrer que e-  "1 = 2(1 - ai). 

1 
2 



En déduire l'expression de gf1(a1) ne contenant pas e-  ai. 

c- Déduire de A/3-d/ le tableau de variation de f1. 

2) montrer que la courbe (Ci) possède une asymptote (D) en +00 

dont on précisera une équation. 

3) Soit la fonction cp définie sur [0; d par (p(x) = 1- !)--'2  . 

a- Démontrer que a1  est l'unique solution de l'équation (x) = x. 

b- Démontrer que pour tout x élément de [0; il, cp(x) est aussi 

élément de [0; 1. 
2 

c- b- Démontrer que pour tout x élément de [0; -11, on a : 
2 

MAX) I 5- ‘12—• 

4) On définit la suite numérique (Un) par : Uo = 0 et pour tout 

entier naturel n, Un+i  = «Un). 

a- Démontrer que (Un) est une suite d'éléments de [0; 2]. 

VJ 
b- Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : lUn+i  - ai  I.  

itin - ai l 
c- Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on 

a: 
,i- 

lUn — al l -1 (
n  . En déduire que la suite (Un) converge et 

2  

préciser sa limite. 

5) a- Etudier le signe fl sur IR. 

b- On donne al •;--,  0,315. Construire (C1) et (D) dans le repère 

(0, 1,4). 
6) a- Déterminer les nombres réels a et b tels que, la fonction H 

définie sur IR par H(x) = (ax + b)e" soit une primitive de la 

fonction : xi-* xe' 

b- Calculer l'aire du domaine plan limité par la courbe (C1), l'axe 

des abscisses et les droites d'équation x = 0 et x = 2. 



BACCALAUREAT 2013- TOGO 

Enoncé 
Exercice 1: 

Soit a un nombre complexe. 

1) Résoudre dans C l'équation : 

(1 + Oz2  — 2i(a + 1)z + (i — 1)(a2  + 1) = 0 

2) Soient z1  et z2les solutions de cette équation. 

Trouver entre z1  et z2  une relation indépendante de a-. 

3) Caractériser la transformation f du plan complexe qui, à tout 

point M1d'affixe zlassocie le point M2d'affixe z2 . 

4) On pose zi  = x + iy et z2  = x' + iy' 

a- Exprimer x'et y' en fonction de x et y. 

b- Quelle est l'image par f de la droite (D) d'équation : 

x + 2y — 1 = 0? 

Exercice 2 
On considère les équations différentielles suivantes : 

(E) : y (x) — 2my' (x) + 3y(x) = 2(1 — 2x)e x 

(E') : yu  (x) — 2my1 (x) + 3y(x) = 0 ; dans lesquelles in est un 

paramètre réel. 
1) Résoudre, suivant les valeurs de m, l'équation (E'). 

2) Déterminer la valeur de m pour laquelle, la fonction h définie 

sur IR par h(x) = x 2ex est une solution de (E). 

3) Dans cette question, on donne m = 2. 

a- Soit p une fonction au moins deux fois dérivable sur IR. 

al  - Montrer que si p est une solution de (E) alors ((p — h) est 

une solution de (E'). 
a2  - Montrer que si (p — h) est une solution de (E') alors p est 

une solution de (E). 
b- Déduire de 1-, la résolution de (E') ; puis résoudre (E). 

c- Déterminer la fonction f de (E) dont la courbe représentative, 

dans le plan rapporté à un repère orthonormé passe par le point 



11(0; —1) et admet en ce point une tangente de coefficient 

directeur 1. 
4) Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = (x2  — 2)ex + e 3X  

et U une primitive sur IR de la fonction x H 2(1 — 2x)ex. 

a- Sachant que g est une solution de (E), montrer que la fonction 

G définie sur IR par : G(x) = [U(x) — g'(x) + 4g(x)jest une 

primitive de g sur IR. 

b-Déterminer une expression de U(x) de la forme : 

U(x) = (ax + b)e' où a et b sont des constantes réelles. 

c- En déduire G(x). 

Problème 
On considère la fonction f définie sur 	[0; +oo[ par 

f (x) = exxex . On désigne par (C) sa courbe représentative dans 

un repère orthonormé (0, I, D. L'unité graphique est 2 cm. 

A/ 
Soit g la fonction définie sur l'intervalle [0; +oo[ par 

g(x) = x + 2 — ex. 

1) Etudier le sens de variation de g sur [0; +00[ et déterminer les 

limites de g en + 00. 
2) a- Montrer que l'équation : g(x) = 0 admet une et une seule 

solution dans [0; -1-00[. 

On note a cette solution. 

b- Prouver que : 1,14 < a < 1,15. 

3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 

B/ 
1) a- Montrer que, pour tout x appartenant 

[0; +co[, 	(x) = 
exg(x)  

(xex +1)2' 

b- En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0; +oo[. 
1- e-x 

2) a- Montrer que, pour tout réel positif x, f (x) = x + e-x 



b- En déduire la limite de f en +co puis interpréter 

graphiquement le résultat trouvé. 

3) a- Etablir que f (a) = 

b- En utilisant l'encadrement de a établi dans la question A/2, 

donner un encadrement de f (a) d'amplitude 10-2. 

4) Déterminer une équation de la tangente (T) à la courbe (C) au 

point d'abscisse 0. 
5) a- Etablir que pour tout x appartenant à [0; +04, 
f (x) x  = (x+1),(x) 

avec cp(x) = ex — xex — 1. 
xex +1 

b- Etudier le sens de variation de (i9 sur [0; +00[. 

En déduire le signe de cp(x) sur [0; +œ[. 
c- Déduire des questions précédentes la position de la courbe (C) 

par rapport à la droite (T). 
d- Tracer (C) et (T). 
C/ 
1) Déterminer une primitive F de f sur [0; +œ[; on pourra 

utiliser l'expression de f(x) établie en B/2-. 

On note D le domaine du plan limité par la courbe (C), la tangente 

(T), les droites d'équation x = 0 et x = 1. 

2) Calculer en cm2  l'aire A du domaine D. 

3) Pour tout entier naturel k, on pose Vk = fk  f (x) d x 

a- Calculer Vo  , V1  et V2  . 
b- Démontrer que pour tout entier naturel k 2, f(k + 1) < Vk < f(k) 

c- Déduire la limite de Vk quand k tend vers +00 
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Enoncé 
Exercice 1 : 

Soit l'équation (E) : Z E C, Zn  = 	+ 27i  , n E IN * 
2 

1) Déterminer les solutions Zk de (E). 

2) On pose n = 5. 
Représenter dans le plan complexe P muni d'un repère 

orthonormal (0, fi, V') les points-images des solutions Zk de (E). 

3) On pose a= — 
Nf 
—2 - 

3 
-2 i. 

a- Soit 	
1 

J = — -2  + -2  i. Exprimer a en fonction de J. 

b- Monter que a est une solution de l'équation z5  = -911 2+ 	271  

4) Soit la transformation T de P dans P, qui au point M de P 

d'affixe z associe le point M' de P d'affixe z' tels que : 

z' = (— :1  — 2i)z 	 • 2 	2 / 	2 	2 
a- Ecrire la formule algébrique du nombre complexe 

W = (1 — i)(2 + -fj + 31) 

b- Donner la nature de T et préciser ses éléments 

caractéristiques. 

Exercice 2 
Un secteur de production d'une entreprise est composé de 3 

catégories de personnel : les ingénieurs, les opérateurs de 

production et les agents de maintenance. 

Il y a 8 % d'ingénieurs et 80 % d'opérateurs de production. Les 

femmes représentent 50 % des ingénieurs, 25 % des agents de 

maintenance et 60 % des opérateurs de production. 

On interroge au hasard un membre du personnel de cette 

entreprise. On note : 



- M l'événement : «Le personnel interrogé est un agent de 

maintenance» 
- 0 l'événement : «Le personnel interrogé est un opérateurs de 

production » 
- I l'événement : «Le personnel interrogé est un ingénieur » 

- F l'événement : «Le personnel interrogé est une femme » 

1) Construire un arbre pondéré correspondant aux données. 

2) Calculer la probabilité d'interroger : 

a- Un agent de maintenance. 

b- Une femme agent de maintenance. 

c- Une femme. 
3) Le service de maintenance effectue l'entretien de machines, 

mais il est appelé aussi à intervenir en cas de panne. Pour cela 

une alarme est prévue ; des études on montré que sur une 

journée : 
- La probabilité qu'il n'y ait pas de panne et que l'alarme se 

déclenche est égale à 0,002. 

- La probabilité qu'une survienne et que l'alarme se déclenche est 

égale à 0,003. 
- La probabilité qu'une panne se produise est égale à 0,04. 

On note : 
- 	A l'événement « l'alarme se déclenche » 

- 	B l'événement « une panne se produit ». 

a- Démontrer que la probabilité qu'une panne se produise et 

l'alarme se déclenche est égale à 0,037. 

b- Calculer la probabilité que l'alarme se déclenche. 

c- Calculer la probabilité qu'il y ait une panne sachant que 

l'alarme se déclenche. 



PROBLEME 
A/ On considère la fonction f définie sur IR par : 

{
x 

f (x) = —x + e — 3 si x < 0 

f (x) = 2x2 e1 — 2 six > 0 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan 

rapporté à un repère orthonormé (0,1,D d'unité graphique 1 cm. 

1) a- Etudier la continuité de f en O. 

b- Montrer que pour tout réel non nul u on a : 
x 

eTi. — 1 	1 
lira 	 = 
x-)o x u  

c- a- Calculer 

lira 	 
f(x) + 2 et lira f(x) + 2 

x-*O 	x 	x--'o 

Interpréter analytiquement et géométriquement les résultats 

obtenus. 
2) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de 

variation. 
3) a- Montrer que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 

solutions a et 0 telles a < 0 < < 1. 

b- vérifier que —2,75 < a < —2,74. 

B/ On pose g(x) = e 4  et I = [0; 1]. 

1) Montrer que f3 est l'unique solution de l'équation 

x > 0, g(x) = x. 

2) Montrer que pour tout x appartenant à I, g(x) appartient à I. 

3) Soit g' la fonction dérivée de g. Montrer que pour tout x de I 

on a : Igf (x)i 

4) On définie la suite (Un) par U0  = 1 et pour tout entier naturel 

n, Un+1  = g(Un). 
a- Démontrer par récurrence que (Un) est une suite d'éléments 

de I. 



b- En appliquant les inégalités des accroissements finis, 

démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 
2n 

lUn+1 PI s 4 iun  — 81 puis que IUn  — pl < (-2) . 

c- En déduire que la suite (Un) est convergente et préciser sa 

limite. 
d- Déterminer le plus petit entier naturel no  pour lequel Un0  est 

une approximation de 3 à 10-3  près. 

e- Calculer la valeur correspondante de Un.. 

C/ 
1) a- Montrer que la droite (A) d'équation y = —x — 3 est une 

asymptote à (C) en —Go. 
b- Etudier l'autre branche infinie de (C). 
2) Construire avec soin (LX) et (C) dans le repère (0,1,0. (On 

prendra a —2,7 et 	0,8). 

3) a- Par des intégrations par parties, calculer 1[3  = f f(x)dx 

b-Exprimer l'aire A(a, (3) du domaine plan limité par la courbe 

(C), l'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et x = p en 

fonction de a et seulement. 
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Exercice 1: 

Le tableau suivant donne l'évolution de l'indice annuel des 

dépenses, exprimé en milliards de francs CFA, d'une compagnie 

multinationale pendant ces dernières années. 

année 2006 2007 2008 2009 2010 

N° de l'année (xi) 1 2 3 4 5 

Indice des dépenses (yi) 36 45 40 58 70 

2011 2012 2013 2014 2015 

6 7 8 9 10 

64 80 95 100 108 

1) a- Représenter le nuage de points associé à la série statistique 

double (xi, yi) dans un plan rapporté au repère orthonormé 

(0, 1, j) dont l'unité graphique est 1 cm pour une année en 

abscisse et 1 cm pour 10 milliards de francs CFA en ordonnée. 

b- Calculer les coordonnées du point G puis le construire sur la 

figure précédente. 

2) a- Calculer à 10-3  près, le coefficient de corrélation linéaire de 

la série (xi, yi). 

Un ajustement linéaire peut-il être envisagé ? Justifier la réponse. 

b- Déterminer par la méthode des moindres carrés, l'équation de 

la droite (D) de régression linéaire de y en x. (On donnera les 

coefficients à 10' près). 

Représenter la droite (D) dans le repère précédent. 

3) On suppose que l'évolution de l'indice se poursuit de la même 

façon dans les années à venir. 

a- Donner une estimation en milliards de francs CFA de l'indice 

annuel des dépenses de la compagnie en 2030. 



b- En quelle année l'indice annuel des dépenses de cette 

compagnie dépassera-t-il 300 milliards de francs CFA ? 

Exercice 2 : 
1) On considère dans l'ensemble C des nombres complexes, 

l'équation : (E) : Z E C, 
Z4  + (-5 + 30Z 3  + (8 - 90Z2  + (-14 + 60Z + 10 = 0 

a- Vérifier que 1 et i sont des solutions évidentes de (E) 

b- Résoudre l'équation (E). 
2) Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé 

direct (0, û, fi), on considère les points A, B, C et D d'affixes 

respectives 1, i, 1 - 3i et 3 - i. 
a- Placer les points dans repère (0, fi, ID. 
b- Soit S la similitude directe qui transforme A en C et B en D. 

b1- Déterminer l'écriture complexe de S. 
b2- Donner :es éléments caractéristiques de S (centre S2, rapport 

k et angle a). 
3) On considère la suite de points Mn  d'affixe Zn  (n E IN) avec 

Z0  = i et Zn+1  = 	+ 1- i. 
—6)  a- Calculer Zn+ioù 

 CO est l'affixe du centre SI de la similitude S. 
Zn —a) 

En déduire la nature du triangle S2 Mn  M —n+1 

b- Démontrer que la suite (Un)n E IN définie par la relation : 

Un  = 14+1  - Zn ' est une suite géométrique dont on précisera le 
ter terme et raison. 
c- Exprimer en fonction de n la longueur 

dn  = M0 M1  + M1M2  + + Mn_iMn  + Mn Mn+i, (n 2) 



Problème 
If On considère la fonction g k  de la variable réelle x définie par 

g k (x) = —2x + 1 + 2xln(kx), k étant un paramètre réel non nul. 

1) Déterminer, suivant les valeurs de k, l'ensemble de définition 

Ek de gk. 

2) Calculer les limites de gk  aux bornes de Ek pour k > 0 et pour 

k < 0. 
3) Calculer la dérivée 91, de g k. 

4) Etablir le tableau de variation de gk  pour chaque cas. 

5) a- Montrer que pour k > 0 et pour x E 10; 1-00[, gk(x) > 0 

b- Montrer que pour k < 0, l'équation g k (x) = 0 admet une 

solution négative unique ao  élément de l'intervalle 1-00; 

c- Montrer que pour 0 < k < 2, l'équation gk (x) = 0 admet 

exactement deux solutions positives ccl  et a2. 

d- Etudier le signe de g2(x). 

II/ Soit la fonction numérique fk  de la variable réelle x, définie 

par : fk  (x) = k 	2x-1 
In (kx) 

, k étant un paramètre réel supérieur ou 

égal à 2 ; on désigne par (Ck), la représentation graphique de fk  

dans le plan muni d'un repère orthonormé (0, i, 

Unité graphique : 1 cm. 

1) Déterminer l'ensemble de définition Dk de la fonction fk. 

2) a- Montrer que la fonction f2  admet un prolongement par 

continuité en!. 
2 

In (h + 1) 
On rappelle que: iim 	= 1 

h->0 	h 

b- Calculer aux bornes de Dk les limites de fk. 

3) a- Calculer la fonction dérivée fi', de fk  et établir une relation 

entre fk (x) et g k  (x) pour tout x de Dk. 

b- Etudier le sens de variation de fk  et dresser son tableau de 

variation pour k = 2 et pour k # 2 



4) Représenter (C2) et (C4) dans le même repère ; (préciser les 

asymptotes à chacune de ces courbes). 

HI/ 
1) a- A l'aide de f2  , montrer que : 

x E]2 ; +09[, 0 < lin2x < 2x — 1 

b- En déduire que : fl In2xdx < 2 

2) A l'aide du graphique de la partie II, montrer que 
/n6 
5 

< 1

2 

 _ f2 - 
 f,(x)dx < 

21n32 

(Utiliser la méthode des rectangles, on choisit 2 rectangles 

convenables) 
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Enoncé 
Exercice 1: 

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes : 

fo 
2 	 1 

= fo
l 	; J = jo vx1:-2 dx et K = fo  (VX271-2) dx 

1) Soit la fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par : 

f (x) = ln(x + 	où In désigne le logarithme népérien. 

a- Montrer que f est une primitive de la fonction, x H 
 xZ

+2sur 

[0;1]. 

b- En déduire la valeur exacte de l'intégrale I. 

2) a- Sans calculer explicitement J et K, montrer que K = J + 21. 

b- A l'aide d'une intégration par parties portant sur K, montrer 

que K = 	— 1. 

3) Déduire des questions précédentes, les valeurs exactes de J et K. 

Exercice 2 : 
Pour analyser le fonctionnement d'une machine, on note mois 

par mois, ses pannes et on remarque que : 

- Sur un mois, la machine tombe au plus une fois en panne ; 

- Si pendant le mois m la machine n'a pas de panne, la probabilité 

qu'elle en ait une le mois suivant m + 1 est 0,24 ; 

- Si la machine tombe en panne le mois m (ce qui entraîne sa 

révision), la probabilité qu'elle tombe en panne le mois suivant 

m + 1 est 0,04 ; 

- La probabilité que la machine tombe en panne le premier mois 

après sa mise en service est 0,1. 

On désigne par En  l'événement « la machine tombe en panne le 

n-ième mois suivant sa mise en service ». 

Si A est un événement, A représentera son contraire. 

On note Pn  la probabilité de En  (on a ainsi P1  = 0,1). 



1) a- Donner les valeurs numériques des probabilités de 

« En+i sachant En  » et de « En+i  sachant En  » . 

b- Exprimer les probabilités de En+1  et En  » et de « En+1 et En  » 

en fonction de Pn. 
c- Utiliser les questions précédentes pour montrer que pour tout 

entier naturel n > 1, on a :Pn+i  = 0,24 — 0,2P. 

2) a- Résoudre l'équation :P = 0,24 — 0,2P. 

b- Pour tout entier naturel non nul n, on pose Un  = Pn  — P. 

Calculer Un+1  en fonction de Un. 

En déduire les expressions de Un  et de Pn  en fonction de n. 

c- Montrer que la suite (Pn) est convergente et déterminer sa 

limite. 

Problème : 
Soit, pour tout entier naturel k non nul, la fonction fk  définie sur 

10; -I-  co[ par : fk  (x) = x — k — 
lanx 

La représentation graphique de fk  dans un repère (0,1,j) 

orthogonal est notée (Ck). (unité graphique 2 cm). 

Partie A 
1) Soit pour tout entier naturel k, la fonction gk  définie par 

gk (x) = x2  — k + klnx. 

a- Etablir le sens de variation de gk  ; préciser ses limites en 0 et 

en +00. 
b- Montrer que l'équation gk (x) = 0 admet une solution unique 

notée ak  et que cette solution appartient à l'intervalle [1; 3]. 

2) Etablir que, pour x élément de l'intervalle ]0; +04, 

(x) = 
sk(x) 

• 

Etudier le signe de 0k (x) et en déduire le sens de variation de fk. 

3) a- Etablir les limites de fk  en 0 et en +00. 



b- Montrer que la droite (Dk) d'équation y = x — k est asymptote 

à la courbe (Ck). 

c- Etudier la position de (Ck) par rapport à (Dk). 

partie B : 
Etude des cas particuliers k = 1 et k = 2. 

1) - ak  étant le nombre défini en A-1, montrer que a1  = 1 et que 

1,2 < a2  < 1,3. 

2) a- Montrer que f2(a2) = 2a2  — 2 — 

b- Utiliser l'encadrement de a2  pour donner un encadrement de 

f2 (a2)• 
3) Donner les tableaux de variation de f1  et f2. 

4) Représenter dans le repère (0, i',1) les droites (D1) et (D2) 

puis les courbes (C1) et (C2). 

5) Calculer en cm2, la valeur exacte de l'aire S1  de la partie du 

plan comprise entre (C1) et les droites d'équations respectives 

x = 1, x = 2 et y = x — 1. 

Partie C : 
1) Pour tout entier k non nul et pour tout réel x de 10; +00[, 

calculer fk+i (x) — fk  (x). 

Calculer la limite de cette différence lorsque x tend vers +00. 

2) Soit h la fonction définie sur JO; +00[ par h(x) = 
1  + x 

a- Etablir le sens de variation de h ; préciser ses limites en 0 et en +00. 

b- Déduire que h(x) = 0 admet une solution unique [3 et que 

[3 E 10; 1[. 
C - Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, fk (f3) = /3 

3) a- A l'aide des résultats obtenus dans les_questions 1 et 2 de 

cette partie C, établir que toutes les courbes (Ck) se coupent en 

un point A que l'on placera sur la figure. 

b- Pour k E IN*, préciser les positions relatives de (Ck+l)  et de 

(Ck) 

.•. 	.•.••. 	.•. 	.•. 	••. 
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Exercice 1 : 
1) On considère un plan P rapporté à un repère orthonormé 

(0,1, j). 
A tout couple (x , y) de réels, on associe le point M de P de 

coordonnées x et y, en convenant que 2 cm représente 5 sur 

chaque axe. 
Représenter dans P l'ensemble G des points M(x,y)satisfaisant 

aux inéquations OE) : 
x > 0 
y>_0 
2x + 3y 90 
x + 3y > 60 

4x + 3y > 120 

On hachurera la partie du plan formée des points pour lesquels 

les contraintes ne sont pas vérifiées. 
2) Le gérant d'un hôtel souhaite renouveler le linge de toilette de 

son établissement. Il a besoin de 90 draps de bain, 240 serviettes 

et 240 gants de toilette. 
Une première entreprise de vente lui propose un lot A 

comprenant 2 draps de bain, 4 serviettes et 8 gants de toilette 

pour 200 F. 
Une deuxième entreprise vent pour 400 F un lot B de 3 draps de 

bain, 12 serviettes et 6 gants de toilette. 

a- Pour répondre à ses besoins, le gérant achète x lots de A et y 

lots de B. 
Exprimer en fonction de x et y la dépense en francs occasionnée 

par l'achat de x lots de A et y lots de B. 

b- Justifier que Œ) est le système de contraintes lié au 

renouvellement du linge. 
c- Est-il possible de procéder aux achats nécessaires avec 

5.000 F ? On justifiera la réponse. 



d- Déterminer graphiquement, en précisant la démarche choisie, 

le nombre de lots A et B à acheter pour avoir une dépense 

minimale ? Quelle est cette dépense minimale ? 

Exercice 2 : 

Le plan complexe est muni d'un repère orthogonal direct 

(0, û, fi). On considère les points A, B et C d'affixes respectives 

a = 2, b-3+iV et c = 2 

1) a- Calculer 	
a 
- b 

b 
et en déduire que le triangle ABC est 

rectangle. 

b- Déterminer l'affixe du centre fi du cercle circonscrit au 

triangle ABC. 

2) On note (zn)„Em  , la suite de nombres complexes de premier 

terme zo  = 0 et An, le point d'affixe zn  telle que : 

1 + 
	zn  + 2 Zn+ 1 7-- 	2 

a- Déterminer les affixes des points A3 et A4, sachant que 

Al  = A et A2 = B. 

b- Comparer les longueurs des segments [A1i12],[A2A3] et [A3A4]. 

c- Etablir que pour tout entier naturel n, on a : 

1 + i-N[§ 
zn+1. = 2 	(zn  — co) ou (.1) = 1 + 

d- En déduire que le point An+i  est l'image du point An  par une 

transformation dont on précisera les éléments caractéristiques. 

e- Justifier que pour tout entier naturel n, on a : An+6  = A. 

Déterminer l'affixe du point A2017. 

3) a- Démontrer que , 	pour tout entier naturel n, 

71+il/Nln  
zn+1 zn = 2 2 

b- Déterminer, pour tout entier naturel n, la longueur du segment 

[AnAn+i] 



Problème : 
Partie A 
On considère la fonction g définie sur ]0, +œ[ par g(x) = x 2  + lnx. 

1) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de 

variation. 
2) a- Montrer qu'il existe un nombre réel unique a tel que 

g (a) = O. Vérifier que 0,65<a<0,66. 

b- En déduire selon les valeurs de a, le signe de g(x). 

3) A l'aide d'une intégration par parties, calculer fe1_, g (x)dx 

Partie B 
Soit 	f la fonction définie sur 10, +00[ 	par 
f(x)  = 1 x  1+Inx 

x 

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repère 

orthonormé (0,1, 1) ayant comme unité graphique 2 cm. 

1)a — Calculer litem f (x) puis en donner une interprétation 

graphique. 
b- Calculer la limite de f en + 00 

c- Montrer que la droite (D) d'équation y = —x + 1 est 

asymptote à (C) et étudier la position de (C) par rapport à (D). 

2) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de 

variation ; (on pourra utiliser la fonction g définie dans la partie 

A). 

3) a- Montrer que f (a) = 1 — 2a + al. 

b- Montrer que la fonction h définie par h(x) = 1 — 2x + 3  x- est 

décroissante sur ]0, +00[. 

c- En déduire que f (a) < h(0,65). 

d- Montrer que f (a) > f (0,65). 

e- En déduire un encadrement de f (a) à 2,10_2  près. 
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4) Calculer les coordonnées du point A de (C) où la tangente est 

parallèle à (D). Donner une équation de cette tangente (T). 

5) Tracer (D), (T) et (C). 

6) Soit k la restriction de f sur ]a, +oo[. 

a- Montrer que k définit une bijection de ]a, +00[ sur un 

intervalle à préciser. 

b- Préciser l'ensemble de dérivabilité de la bijection 1<-1. Justifier. 

c- Donner le sens de variation de 1C1  puis dresser son tableau de 

variation. 

d- Calculer le nombre dérivé (k-1)'(1). 

e- Tracer la courbe Ck-1 dans le repère (0,1,1) . 

Exercice 1 : 

1) a- Résoudre dans C l'équation (E) : Z2  + 2Z + 2 = 0. 

On désigne par z1  la solution de (E) dont la partie imaginaire est 

négative et par z2  l'autre solution. 

b- Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé 

(0, û, -13) d'unité graphique 2 cm, on considère les points A, B et C 

d'affixes respectives z1, z2  et z3  = 	- 1. 

Placer les points A, B et C. 

c- Déterminer le module et l'argument du nombre complexe 

z = z3-zi 
z2-z1  

d- En déduire la nature du triangle ABC. 

2) Trouver les fonctions numériques f, deux fois dérivables telles 

que : f "(x) + 2f (x) + 2 f (x) = 0 où f 'et f" sont des dérivées 

premiere et seconde de f . 

3) On considère l'équation différentielle : 



ay" + by' + cy = 0 où a, b et c sont des entiers naturels 

appartenant à l'ensemble fi, 2, 3, 4, 5, 6). 

On dispose de trois urnes contenant chacune 6 boules identiques 

numérotées de 1 à 6. On tire au hasard une boule de chaque urne 

et on note le numéro de la boule tirée. La première urne donne la 

valeur de a , la deuxième celle de b et la troisième urne la valeur 

de c. 
a- On suppose que b = c = 2a. Soient les fonctions F : 

x H (Acosx + Bsinx)e-x où A et B sont des nombres réels. 

Justifier que les fonctions F sont solution de l'équation (I). 

b- Déterminer l'ensemble des triplets (a, b, c) pour que F soient 

solutions de (I). 
c- Montrer que la probabilité pour qu'on ait le triplet (1, 2, 2) est 

égale à —21-16. 

4) Déterminer la probabilité pour que F soient solutions de (I). 

Exercice 2 : 

Soit a la suitre définie par tr, = fol(1 - u)n-Fudu. 

1) a- Démontrer que V n E IN, In > O. 

b- Démontrer que V n E IN, In+i - In = ji°(1-u)n u312du et en 

déduire le sens de variation de la suite (/ ) 

2) Montrer que la suite (/n) nEIN est convergente. 

3) a- Vérifier que la dérivée de la fonction u H  u3/2  sur [0; 1] est 
3 r- 

la fonction u 	-2 vu. 

b- Calculer /0  et 11. 
c- En utilisant la question 1-b), démontrer à l'aide d'une 

intégration par parties, que In  = 
zn+5 

 
2n+2 -n+1  

4) a- En déduire l'expression de In  en fonction de /0  et de n. 

b- Calculer 14. 



Problème : 
Partie A 
On considère une fonction g définie et dérivable sur IR par 

g(x) = (x -1)ex-1  -1. 

1) a- Justifier que la limite de g en - co est -1. 

b- Déterminer la limite de g en + 00. 

2) a- Démontrer que, pour tout x E IR, on a g' (x) = xex-1. 

b- Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de 

variation. 

3) a- Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution 

unique a appartenant 	2 [. 

b- Vérifier que a E ]1,56; 1,57[. 

Partie B 
On 	considère la fonction f définie et dérivable sur IR par 

f (x) = (x - 2)e'l  - x + 1. 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni 

d'un repère orthonormé (0,1,1), unité graphique 2 cm. 

1) Déterminer les limites de f en -00 et en +00. 

2) a- Démontrer que f est une primitive de g sur IR. 

b- Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de 

variation. 
3) a- Démontrer que la droite (D) d'équation y = -x + 1 est 

asymptote à la courbe de f en -00. 

b- Etudier les positions relatives de (C) et (D). 

4) Démontrer que (C) admet en +co une branche parabolique 

dont on précisera la direction. 

5) Déterminer une équation de la tangente (T) à (C) au point 

d'abscisse -1. 

6) Démontrer que f (a) = 2 - a - a-1  

7) Montrer que f (a) est négatif. 



8) En déduire que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 

solutions strictement positives. 

9) Tracer (D), (T) et (C). 

10) Soit X un élément de 1—c0, 2[ et A(A) l'aire en cm' de la 

partie du plan délimitée par (C), la droite (D) d'équation x = 2. et 

x = 2. 
a- A l'aide d'une intégration par parties, calculer A(A). 

b- Déterminer la limite de A(X) lorsque X tend vers —00. 

Partie C 
Soit h la restriction de f à l'intervalle ]—Œ); a[. 

1) Démontrer que h est une bijection sur un intervalle J à 

préciser. 
2) Soit h-1  la bijection réciproque de h. 

a- Préciser l'ensemble de dérivabilité de h-1  , puis dresser son 

tableau de variation. 

b- Construire la courbe (C') de h-1  dans le même repère que (C) 
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Exercice 1 (3 points) 

Soit les deux intégrales définies par : 

I = fô excos2xdx et J = fô ex sin2xdx. 

1- Calculer I + J. 

2-a/ Montrer que J — I = fn excosaxdx où a 

déterminer. 
b/A l'aide d'une double Intégration 

démontrer que J — I = 5 (1— en). 

3- Déterminer les valeurs exactes de 1 et de J. 

est un réel 

par parties, 

Exercice 2 (6 points) 

I/ Dans le plan complexe muni d'un repère orthonormal 

(0, û, 1-3) on considère les points A, B, C et D d'affixes 

respectives : 

ZA  = 	; Zg  = 1+ i ; Zc  = —1 + 2i ; ZD  = —2 

1- Placer sur une figure les points A, B, C et D. 

2- a/ Interpréter géométriquement le module et l'argument 

du nombre complexe zA
-ZD  
-zc  = 

ZB 

b/Calculer le nombre complexe Z. 

3- Déterminer le module et l'argument de Z puis en déduire 

la nature du quadrilatère ABCD. 

11/ Soit A un nombre complexe de module 1 différent de 1. 

On définit, pour tout entier naturel n la suite (Zn) de 

nombres complexes par : 



f Z0  = 0 

Zn+1 = Zn — 
On note Mn  le point d'affixe Zn. 

1-a/ Calculer Z1, Z2, et Z3. 

b/ Démontrer que: 
V n E N*, Zn  = 	+ 	+ 	 + 

c/ En déduire que V n E N, Z„ = '..1711 	• A-1 i 
2. On suppose qu'il existe un entier naturel k tel que 	= 1 

Démontrer que pour tout entier naturel, Zniqc  = Zn  

3- Etude du cas Â i . 

a/ Montrer que V n E N et V k E N, Zk = Z -4n+k 
b/Montrer que Mn+1  est l'image de Mn  par une rotation 

cp dont on précisera le centre et l'angle. 

c/ Déterminer les images de A. B, C, et D par cp et placer 

dans le repère précédent ces images. 

d/ Montrer que V n E N, Z4n+1  

PROBLEME (11 points) 
Partie A 
1- Résoudre l'équation différentielle (E): 2y' — y = 0 dont 

l'inconnue est une fonction définie et dérivable sur IR. 

2- On 	considère 	l'équation 	différentielle 

(E') : 2y' — y = (1 — 
a/ Déterminer deux réels m et p tels que la fonction f 

définie sur IR par : f (x) = (mx 2  + px)e2 soit solution de 

(E'). 
b/ Soit g une fonction définie et dérivable sur IR. 

131/ Montrer que g est solution de (E') si, et seulement si, 

g — f est solution de (E). 

.•. 



b2 /Résoudre équation (E'). 

3) Déterminer la solution go  de (E') dont la courbe 

représentative dans le plan muni d'un repère orthonormé 

(O. i,j) passe par le point A(1.0). 

Partie B  

Soit h la fonction definie sur IR par: h(x) = — 4(x — 1)2ez  

On désigne par (C) sa représentation graphique dans le 

plan muni d'un repère orthonormé (O. th. Unité graphique: 

1 cm. 
1- Déterminer les limites de la fonction h en —00 et en +00. 

2- Etudier la dérivabilité de h sur IR, et déterminer la 

fonction dérivé h' de h. 

3-Etudier le sens de variation de la fonction h puis dresser 

son tableau de variation. 

4- Soit cf) la fonction definie sur IR par (p(x) = 	et par 

(F) sa courbe représentative. 

a/ Etudier les positions relatives de (C) et (F). 

b/Construire les courbes (C) et (F) dans le repere (O. 	. 

5-a/ Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonction 

H: x 1-0 (axe  + bx + c)ez soit une primitive de h sur IR. 

b/ Calculer en cm2  l'aire c.PI du domaine du plan limité par la 

courbe (C), (F) et les droites d'équations x = —1 et x = 3. 

Partie C 
On considère la suite (Un) définie pour tout entier naturel n 

n+2 
par: Un = fn+1 —h(t)dt. 

1- Interpréter géométriquement U0 



2-a/ Nrnontrer que pour tout entier nature n, 

—h(n + 1) S Un  < —h(n + 2). 

b/En d&luire le sens de variation de la suite (14) 

3- La suite (Un.) est-elle convergente? 
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Enoncé 

Exercice 1: 

On tire trois boules simultanément et au hasard d'une urne 

contenant trois boules blanches, quatre boules bleues et trois 

boules rouge. On suppose l'équiprobabilité des tirages. Tous les 

résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 

1) Quelle est la probabilité d'avoir une boule de chaque couleur ? 

2) X est la variable aléatoire qui à chaque tirage associe le 

nombre de boules blanches obtenues. 

a- Déterminer la loi de probabilité de X et son écart type. 

b- Calculer l'espérance mathématique de X et son écart type. 

3) pour gagner, il faut tirer au moins deux boules blanches, mais 

on estime qu'un joueur sur quatre est un tricheur et qu'un 

tricheur gagne avec une probabilité égale à 1/3. 

On note : T l'événement « être tricheur » et G l'événement 

« gagner au jeu ». 

a- Définir l'événement contraire de T puis calculer la probabilité 

P (G/T). 

En déduire la probabilité de l'événement G n T. 

b- Calculer P(G n T). 

c- Démontrer que la probabilité de l'événement G est 2540. 

d- Calculer la probabilité qu'une personne qui a gagné soit 

tricheur. 



Exercice 2 : 

f est une fonction de C dans C définie par : 

f (z) = z 3  - (2 + 30z2  + (2 + 40z + 2 - 4i. 

1) a- Vérifier que f (i) = 0 

b- Déterminer les nombres complexes a et /3 tels que : 

f (z) = (z - i)(z 2  + az + b) . 

c- Résoudre dans (C l'équation f (z) = O. 

2) On considère l'application g du plan dans le plan qui, à tout 

point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' tel que : 

z' = -21  (1 - Oz - 1 + 2i 

a- Soit A le point d'affixe 1 + 3i. Déterminer l'affixe de A' image 

de A par g. 

b- On note zA  l'affixe du point A et zA, l'affixe du point A'. Pour 

- 
tout z différent de A, déterminer le nombre complexe 

zi 
z-zA

zA
'. 
 

c- Pour tout point M distinct de A, déterminer mes (AM; A'M') 

puis 
ArMf

. 
AM 

d- En déduire les éléments caractéristiques de g. 

Montrer que pour tout M différent de A, le triangle AMM' est 

rectangle isocèle en M'. 



PROBLEME : 

PARTIE A 

Soit la fonction numérique de variable réelle x définie par 

g(x) = x 2  - 2lnIxI. 

1) Déterminer l'ensemble de définition D de g. 

2) Etudier la parité de g. 

3) Calculer les limites de g en 0 et en +00. 

4) Calculer la fonction dérivée g' de la fonction g. 

5) a- Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de 

variation. 

b- Montrer que pour tout x de D, g(x) > O. 

PARTIE B: 

On considère la fonction f définie sur IR* par 

f 
(x) 

 = 	3  2 2/nixi 

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté 

à un repère orthonormal direct (0, t, j)d'unité graphique 1 cm. 

1) Déterminer les limites de f en - 00 et en + 00, puis les limites 

à gauche et à droite en 0 de f. 

2) a- Calculer la fonction dérivée f' de f. Vérifier que pour tout 

réel x de IR*, f '(x) = -g(x)  x2 

b- Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de 

variation. 



3) Calculer f(1) et montrer que l'équation f(x) = 0 admet 

exactement deux solutions dont une négative notée a. Vérifier 

que —0,25 < a < —0,24. 

4) Démontrer que la droite (A) d'équation y = 3 — x est 

asymptote à la courbe (C). 

b- Etudier la position de (C) par rapport à (A). 

5) a- Pour quelles valeurs xo  la courbe (C) admet-elle au point 

d'abscisse xo, une tangente parallèle à (A) ? 

b- Ecrire l'équation de la tangente (T) à (C) au point d'abscisse 

x = —1. 

6) Construire la droite (Alla courbe (C) et la tangente (T). 

PARTIE C 

Soit h la fonction définie par h(x) —2 ln(—x) — (In (—x))2. 

1) Montrer que h est une primitive sur 1-00, 0[ de la fonction 

2 21nIx1 

2) a- Montrer que la restriction cp de f à l'intervalle ]—co, a[ est 

une bijection sur un intervalle I à préciser. 

b- (p-1  est la bijection réciproque de (p. Construire la courbe (C') 

de cp-1  dans le même repère que (C). 

3) Calculer l'air du domaine délimité par la courbe (C'), l'axe des 

abscisses, l'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 6. 
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Enoncé 

Exercice 1: (1,5 points) 

Choisir la bonne réponse à chaque question parmi les quatre 

propositions suivantes sans justifier. (Exemple : 4-d). 

1- Soit le nombre complexe a = cos —4: + isin-7. Le nombre 

a + a2  + a3  est égal à: 
4rr. . firr 	 . Ar§ 

	

a-) 1 + cos-3  + tstn 3  ; b-) 0 ; 	c-) 1 ; d-) — 
1 
-2 + 1-2. 

2- Soit A, B et C trios points du plan complexe d'affixes 

respectives : 1 + 5i ; —1 — i et 2 — 2i. Le triangle ABC est : 

a-) Rectangle isocèle ; b-) Isocèle ; c-) Rectangle ; d-) Equilatéral. 

3- Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives 1 + i et 4. 

Soit C l'image de B par la rotation du centre A et d'angle _ _ _3 : . 
L'affixe du point C est : 

a-) Zc  = 4i ; b-) Zc  = 2 — 4i ; c-) Zc  = —1 — i ; d-) Zc  = —2i. 

Exercice 2 : (2,5 points) 

1- Déterminer les nombres réels a, b et c tels que : 
1 	bel-2t 	ce1-2t 

V t E IR, (1+ el-2t)2 = a + 1 + el-2t + (1 + el-2y 

dt 
2- Calculer alors l'intégral J = F 	 

ID (1 + e l-2t)2.  
1 tel-2t 

3- On pose I 
= o 

1 
 u  12 

(1+ el-2t)3 
dt. 

a-) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer 1 en fonction de/. 

b-) En déduire la valeur exacte de I. 

Exercice 3 : (4,5 points) 

Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher 

marquées 1, 2, 3, 4. Une épreuve consiste à prélever une 



première boule de l'urne dont le numéro sera noté a puis, sans la 
remettre dans l'urne, une seconde boule dont le numéro sera 
noté b. Au résultat (a; b) d'une épreuve, on associe l'application f 
du plan complexe, rapporté à un repère orthonormé (0, 
dans lui-même qui à tout point M d'affixe z fait correspondre le 

point M' d'affixe z' tel que z' = -̀; (cos 
6
4+ is in —13  47) z . 

1- Donner tous les résultats (a; b). 
Caractériser géométriquement les applications correspondantes 
qui ne sont pas isométries. 
2- Soit A le point d'affixe zo  = 2i et A' son image par f d'affixe z,!). 

Calculer le module et l'argument de zo  et ceux de 43  suivant les 

valeurs de (a; b), où b est impair. 
3- Calculer la probabilité de l'événement E : "les droites (OA) et 
(OA') sont perpendiculaires". 
4- Quelle est la loi de la probabilité de la variable aléatoire X qui 

au résultat (a; b) d'une épreuve associe le module 4 ? Calculer 

l'espérance mathématique de X. 

Exercice 4 : (4 points) 
Soit n un entier naturel non nul. 

1- Résoudre l'équation différentielle : y' + —n+1  y = 0 (1) 

2- On considère l'équation différentielle : y
, 	1 	x+1 

n+1 y = (n+1)2 
(2)  

Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie sur IR 

par : g (x) = ax + b soit une solution de (2). 
3- a) Montrer qu'une fonction h dérivable sur IR est solution de 
(2) si et seulement si h — g est solution de (1). 
b-) En déduire toutes les solutions de (2). 
c-) Parmi ces solutions, déterminer la solution f telle que 
f (0) = 0 
4- a) On considère la fonction fn  définie sur IR par : 



x n n 
fn(x) = n+1 + n+1 e kn+1)  • 

Etudier le signe de f'(x). En déduire le tableau de variation de fn. 

utiliser fn(0) pour montrer que fn  admet un minimum m 

strictement négatif que l'on calculera. 

Exercice 5 : (7,5 points) 

Dans un plan rapporté à un repère orthonormé (0, i, j), on 

désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f définie 

par : 

f f (x) = 1 + 2 + xln (1 + 

(I(0) = 1 
1- Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f en O. 

Que peut-on dire de (C) au point d'abscisse 0 ? 

2- a) Déterminer l'ensemble de définition D de f puis calculer la 

dérivée première f' et la dérivée seconde f" de f. 

b) Etudier le sens de variation de f'. Déterminer les limites de f' 

en —00 et en +00 puis en déduire que f' est positive sur chacun 

des intervalles ]-00; —1[ et Pl + co[. 

3- Déterminer les limites de f aux bornes de D, puis dresser le 

tableau de variation de f. 

4- a) Montrer que la droite (A) d'équation y = 2 + est 

asymptote à (C). 

b) Tracer dans le repère (0, j) la droite (A), la première 

bissectrice et la courbe (C). (Unité graphique : 1cm). 

5- Soit g la fonction définie sur [3; 5] par g (x) = f (x) — x. 

a) Utiliser le sens de variation de f' pour montrer que 

V x E [3; 5], 0 < f '(x) -2-3  puis g' (x) < O. 

b) Utiliser le sens de variation de g pour montrer que 

l'équation g (x) = 0 admet une unique solution a. 



c) Utiliser les inégalités des accroissements finis pour montrer 

que V x E [3; 5], If (x) — al 	lx — al. 

d) On définit la suite (Un) n E IN par U0  = 3 et V n E IN, 

U„4-1= f (un.). 

i) Démontrer que pour tout entier naturel n, lUn — al < 2 Cr 
3 

ii) En déduire la limite de (Un) n E IN puis une valeur approchée 

de cette limite à 0,2 près. 



CORRIGES 
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CORRIGE 
Exercice 1: 

Le plan complexe P est rapporté au repère orthonormé(0 ; ii ; 

A(2i) et P* le plan privé de A. 
Soit T : P*-->P 

M(z) H m,(z,)/ z, = 
z- 
2iz-5 

2i 

1) Montrer que V M E P*, le point M' #A : 

Posons M' = A 	z' = 2i 	2i 
=2iz-5 	2iz + 4 = 2iz - 5 z-2i 

4 = -5 impossible, donc M'#A. 
2) Démontrons que T est une bijection de P* sur lui-même : 

Résolvons l'équation z' = b . 
2iz - 5 

z' = b 

	

	= b 	bz - 2ib = 2iz - 5 
z-2i  

2ib - 5 
z(b - 2i) = -5 + 2ib 	z= 	 si b 2i 

b - 2i 
L'équation z' = b admet une solution unique z. Donc (T) est une 

bijection de P* sur lui-même. 

Déterminons sa réciproque T : 
2ib-5 

Z == T 	P* —> P* b-2i 
M(z) 	M'(z')/ z' = 2iz-5 z-2i 

3) a- Montrons qu'un point M de P* sur lui-même est invariant par T 
si et seulement si son affixe vérifie la relation 	 z2  - 
4iz + 5 = 0 
M est invariant par T si et seulement si z' = z. 

Z'=Z<=>Z=2iz-5 
	2tiz = 2iz - 5 	z2  - 4iz + 5 = 0 

z-2i 
d'où la relation. 

\  
b- Trouvons le réel a tel que z2  - 4iz + 5 = (z - 2i)2+ a 

‘2 
(z- 2i) + a = z2  - 4iz - 4 + a 

4+ a= 5 par identification a= 5+ 4 	a= 9 



D'où z2  - 4iz + 5 = (z - 2 2  0 + 9 

c- Montrons alors que T admet deux points invariants B et C : 

Points invariants 	 0 z2  - 4iz + 5 = 0 	(z - 2 2  + 9 = 0 

(z - 202  - (302  = 0 	(z - 2i - 30(z - 2i + 3i) = 0 

(z - 50(z + = 0 ; donc z = 5i ou z = 

D'où B(50 et C(-0 
4 - (D) la droite passant par 0 et dirigée par v et (D*) la droite 

(D) privée de A. Montrons que (D*) est globalement invariante 

par T: 
(D*) passe par 0 et dirigée par U, donc (D*)= (Oy) - {A) 

Or C et B E (0y) 	(0y) = (BC). 
B et C sont les points invariants T(BC) = (BC)=(0y)=(D) 

T(D*) = (D*), donc (D*) est globalement invariante par T. 

5) a- Montrons que pour z # 2i, 1z' - 2i I.  lz - 2i 1 = 9. 

On a : z' = 	z' 2iz-5 	- 2i = 	2i 21z-5 	= 2iz-5-2iz-4 
z-2i 	 z-2i 	z-2i 
-9 

z' - 2i = 
z - 2i 
	1z' 21 1 = 	1z' 	1 = 	 

92i1 

D'où 

- 
1-91  

2/1 	 lz  

D'où 1z' - 211.1z- 2i 1= 9 

b- Soit (F) = C(A; r = 3) 
Montrons que (I') est globalement invariant par T : 

* M E C(A; r = 3) 	AM = lz 2i. 1 = 3 

Or 1z' - 2i 1.1z - 2i 1 = 9 
9 9 

AM' x AM = 9 AM' = 
A
—

M 
= -

3 
AM' = 3 

M' E C(A; r = 3) 
Conclusion : AM' = AM donc M et M' appartiennent à un même 

cercle (T). D'où T(F) = 

Exercice 2 

1-) f(x) = xex2  ; g(x) = x. e - Z;  h(x) = xe2x 



Montrons que : 

* fo  f (x)dx = e21 

fol  f (x)dx = 4)1  xex2  dx =  f 1  2xex 2  dx =1 2  [ex2101 2 0  
1 = 1 - 

	

	2 (e1-e°) = - (e - 1) 2  

d'où fo  f(x)dx = e-1 
 

* fog(x)dx = 
e2—  1 

2 

1 	1 	1 
f 0  g(x)dx = 10  (ex - -2) dx = [

1
-2 
ex2 

— —
11 x1 = e-

2
1 

2 	J 0 
1 	 — 

d'où fo  g (x)dx = e 
2 

2 1 
* fo  ( x ) d x = e 

4 
+ 1 

 

fo h(x)dx = fo x. e 2x dx 	Par intégration par partie, posons : 

U(x) = x 	U'(x) = 1 	V(x) = 
2  - 2
1  e  x 	vrx)  e2x 

e2xdx  = i  ii 
fo  h(x)dx = xe2xi

o
- f

° 2 	 2 	2 L2 
e2x 

Jo  
e2  e2  1 e2+1 
2 	4 

+ 4 = 	 4 
, d'où fo  h(x)dx = 

2) valeurs de X 
L\k f f g g h h 
f A A A A B B 
f A A A A B B 
g A A A A B B 
g A A A A B B 
g A A A A B B 
h B B B B C C 

a- Les valeurs prises par X : 

X(S1) = te 1; e2+2e-1 e2 +11 
4 ; 2 

b- Loi de probabilité de X 

e2 + 1 

4 



e2+2e-1‘ 36 18 14 7 	e2+1, 
P(X = e- 1) = 36 9 

20 
= 

5 
 ; P(X = 	4 ) = = — • 	= 2 

2 	1 = = 
36 18 

c- Espérance mathématique : 

E(X) = (e - 1) P(X = e - 1) + P(X 

E(X) = 5  (e - 1) + 178 	4 f 
(e2 +2e-1\  

PROBLEME 

Démontrons que V x E IR, on a :)V-771- 3 > Ixl 
VxEIR,ona:0_<x2<x2+ 3 

72 < i/x2 	+ 3 ; lx1 < Vx2  + 3 d'où V x E IR, ‘hz2  + 3 > 

xi 
Déduisons : V x > 0, 

1x1 = ; 	+3 - 1xl > 	 - x > 0 si x > 0 	et 

,NrirF-3 +x>0 six<<-0 

d'où VxEIR, 	3 +x>0 et 31[P 1E 3 -x>0 . 

B/ f(x) =x2 +3 3 - - 
1)a- Montrons que f est continue en xo  = 1 

limx--,1 f(x) = lim)Vi2 -71- 3 - x + 1 = 2 

f(x) = lim)V727F 3 + x - 1 = 2 

f(1) = V12  + 3 - 11 - 11 = 2- 0 = 2 
lim f(x) = hm f(x) = f(1) = 2 alors f est continue en xo  = 1 

b) Dérivabilité de f en xo  = 1 

lim 

	

Î  (x) - f (1) 
= lim 	

+ 3- x - 1 

x->1 	X - 1 	x->1 	X - 1 

lim 
[1/T2 i--1—  3 - (X + 1)1[1FX 	3 + (X  + 1)] 

e 
= 

e2 +2e-1
) + P(X = 2+1 —) = 

	

4 	 2 

	

(12 	E00 = 2,33  

X->1 

= - 

(x - 1)[VX2-- - 3 + (x + 1)] 



/im 	 /im 	  
f (x) - f (1) 	V x 2  + 3 + x- 3 

x-4 	x — 1 	 x - 1 

liin
[V x 2  + 3 - (x +  3)][V x 2  + 3 — (x — 	3 

(x - 1)[Vx2  + 3 - (x - 3)] 
f(x) - f(1) 	f(x) - f(1) 

lim 	 lim 	 donc f n'est pas dérivable en x 0  = 1 
x-.1 x - 1 	x - 1 

c- Etude de sens de variation de f sur ]-co; 1[ 

Sur ]-00; 1[ , f (x) = / x 2  + 3 + x - / 
f ,f3(  = 2x 4. 1=  )1/71-1-3+x 

2%/iF2- -3 

D'après A/ '1x2  + 3 + x > 0 donc f '(x) > 0 d'où f est strictement 
croissante sur ]-00; 1[ 

Sur ]1; +(Job f(x) = Vx2  + 3 - x +1 

f '(x) = 2x 	
1= 

-(Jx2+3-x)  
2vx +3 

D'après A/ 1x2  + 3 - x > 0 donc f '(x) < 0 d'où f est strictement 
décroissante sur ]1; +00[. 

	

[Vx2  + 3 + (x - 1)][Vx2  + 3 - (x - 1)] 	2 
d- lim f (x) = lim 	 = -2=-1 

[ )-‘/7 -1- 3 - (x - 

li 	
Wx2  + 3 - (x - 1)][Vx2  + 3 + (x - 1)] 2 

x
m f (x) = li 	 = m 

Wx2  + 3 + (x - 1)] 	
2 = 1 

Donc les droites d'équation y = -1 et y =1 sont asymptotes 
horizontales en +CO 

Tableau de variation 
x -00 1 +00 

f '(X) 
+ 

3 
2 

1 
2 

_ 

f (x) 

-1 

2 

1 



e- La courbe (C) admet deux demi-tangentes en xo  = 1 
d'équations respectives : 

(Ti): y= r(1)(x — 1) + f(1) = 	x + . 

(T2): y = r(1)(x — 1) + f (1) = x + 1 

Le point d'abscisse xo  = 1 est un point anguleux. 

2-a) Montrons que g admet une application réciproque. 
g(x) = f(x) sur ]-co; 1]. f(x) est continue sur ]-00; 1] et 
strictement croissante donc monotone sur]-0o; 1]. elle réalise 
donc une bijection de ]-00; 1] sur f(]-00;1]) = ]-co; 2] d'où g 
admet une application réciproque g-1. 

b- En posant g(x) = y y =),./7T--1- 3 + x - 1 

y +1 = 	3 + x ; [(y- 1) - x 12= x2  + 3 

(y+ 1)2  -2x (y + 1) + x2  - x2  - 3 = 0 ; 
2x ((y + 1)= (y + 1)2  - 3 

(y - z_  3 te x= 	
2(y + 1) 	

d'où g-1  : ]-1;2]---3]-00;1]  

X I--+ 
2(x + 1) 

(x+ 1)2  - 3 



c- Construction de (F) (Se conférer au graphique): (Cf) et (F) 

sont symétriques par rapport à (A) : y = x. 
1 3 

d- Par division euclidienne, g-1 (x) x = x _12 
2x-2 

g-1  étant continue sur ]-œ; 2] alors G existe. 

G(x) = 1,x2 	-Dn.12x - 21 + C; 

G(x) = -21  (1 x2  + x - 3/nI2x - 2I) + C 

G(x) = 0 -22 1n12x - 21 + C = 	C-=-3i  /n2 

d'où G(x) = G(x) = -21  ( x2  + x - 3/nI2x - 2I) + /n2 

e- calculons A : x = -1 = f (-1) = 0; x = 1 = f (1) = 2 

A= fffri))  g-1  (x)dx ={711 x 2 	x - -1n12x - 21 + -3  /2}2  A =2 

	

2 	0 

C/ I = [1; 2], Un  # ij°  = 1  crri 
U I1+1 	I lun) 

1-a) f(x) = x--> a/xEl 	f(x) - x= 0 c'est-à-dire 

VX2  + 3 - 2x + 1 = 0 
x 2 

Posons k(x) = Vx2  + 3 - 2x + 1 = 0 alors k'(x) = 	 2 <0 2 V12 E3 
k est monotone donc réalise une bijection de [-1; +00[. or 0 E 

[-1 ; 2] donc l'équation f(x) = x admet une solution unique a. 
k(1) x k(2) < 0 alors a E I. 

4 - 1 

Par le théorème de l'inégalité des accroissements finis et par 

majoration, on a : If '(x) < 

d) D'après la question précédente, If '(x) 1 < 1 or f(a) = a, donc 

par théorème précédemment énoncé, If (x) - f(a) 1 < i.Ix - a 

D'où If (x) - f(a) I 51. Ix - a 1 

2-a) Démontrons par récurrence : 

xEI1<x<2 4 
2-e 

3 -4 donc 

< x2  + 3 < 7 = 2 <-42 

21/T  

+ 3 < 

1 < f '(x) 5_ 4 5_ 2-42 + 3 

- 
1  
- 5_ f '(x) 	- 2 

2Ni7 

-4 

2 x2+3 	41 	; 

5 -f '(x) < - 
- 2 



* k = 0 Uo  = 1= U0 E I * k = n : supposons la propriW 

vraie 	Un E I 
* D6montrons au rang (n + 1). 

Un+1  = f (Un). En posant Un  = x = Un+1  = f(x) Et d'apräs 1-b), 

Un+i  E I d'oü I1— a I,  UnE I 	b) D'aprs 1-d), If (x) — 

f(a) 1 	Ix — I d'oü V n E IN, 1 14+1 a 1 *g11141 a 1 

c) n = 0 : 	'Ui  — a I 	— a I ; 

n = 1: 	IU2  — 	51114 a 1 

n = n+1: lUn  — I .g-1.1Un-i  a 1 

114 — I 5_ Gr.1U0  — a = 	11 — I 

on a : 	1-a < 0 	11 — a 	1 d'oü V n E IN lUn  — a I < —2n 
lim Un  = a 	U est convergente. 

n-,+00 



BACCALAUREAT 2007 - TOGO 

CORRIGE 
Exercice 1: 

I/ (E) : y' + y = ex 	 ; 

1) Résolution de y' +y=0; r+1=0 	=1 
S ={y/ y = Ae'} avec A E IR 

1 
2) a- (p'(x) — 	cp solution de (E) <=> (p'(x) + (p(x) = ex ex_i  

exhi(x)-exh(x) 	„ h'(x)-h(x) 
cp'(x) = 	 

e  2 X 	<==> (Ax) = 	ex 
h'(x)-h(x)   h(x) = h'(x) 	h'(x) = ex 

ex 	-I-  ex 	ex 	ex-1 	 ex-1 

h(x) = ln(ex -1) + k avec k E IR 
b- Déduisons la solution générale de (E) 

cp'(x) = h(x) 	(po()  = ln(ex-1)+k 
ex 	 ex 

La solution générale de (C) est de la forme : 
x-1)-t k 
ex  g(x) =Ae + In(e 

ex 
c- La solution générale de (E) vérifiant f(In2) = O. 

- Be  -1n2 	In(ex-1)  = 	1 B  = u ; B = 0 f(x) = in(e  
ex 	2 	 ex 

1) 
 

11/ 	f(x)  = ln(ee.-1),  
	 a > 2 ; 1(a) = flnz

f(x)dx 

1) a- Une primitive sur 10; +œ[ de la fonction x H eXX1  est la 

fonction G définie sur ]0; +001par G(x) = ln(ex - 1) 

b- Une primitive sur 10; -1-00[ de la fonction x 1-0 1  est la fonction 

F définie sur 10; +w[ par F(x) = ln(ex - 1) - x 

2- f solution de (E) f '(x) + f (x) = 1  (E) 

donc f (x) = - f '(x) + 

I (a) = fini f(x)dx 	1(a) 
= 

.42 L 	ex1 ( ) —11(1X ln«  

= [-f(x) + ln(ex - 1) - 
= -f(lna) + f(ln2) + In(elna  - 1) - Ina - ln(ein2  - 1) + 1n2 

Posons B= A + k. g(x) = Be-
x + ln(ex-1) 



1(a) = -f(lna) + + ln(a - 1) - lna + 1n2 

ln  (a-1)
a 
 + in@ - + In2 in(eina_i) 	 a 3) 1(a) - 	en= 	) 

1112 1()  _  

ln (a — 1) 
4) — lirn 1(a) = 	[ 	 + In (1 — —

1
) + 1n2] Iim I(a) =1n2 

a-H-co 	 a 
ln (a — 1) 	ln (a — 1) (a - 1) 	 1 

car Hm 	= lim   	= 0 et lirn in (1 - 	= 0 
a-++00 	a 	a-,+00 a— 1 	a 	a-4+03 	a 

Exercice 2 
1- Résolution de l'équation z2  - 2z + 2 = 0 ; A' =1- 2 = -1 = i2  

= i 
alors z= 1 - i ou z = 1 + i ; donc S = (1 + i ; 1- i 
2) zic  = 1 + i ; zL  = 1 - i ; zm  = 

3) a- Vérification de zN 
zm  +  ZN  

ZL  = 	ZN  = 2ZL  - Zm ZN  = 2 - 2i+A.5 
2 

zN  = 2 + i(V5 - 2). 

b- ro, Tr/2)(N) = C ; ro,Tr/204)= A 
in 	 in  

Zc = eTZN  et ZA = 

Zc = 	+ 	- 2) [ =+ 2 + 2i 

ZA  = Zm = i(-0) ZA = 1[§ 

C- Û (2i) , tÛ (M) = D , tu(N) = B 

ZD  - Zm = 2i <=;. ZD = ZM +2i ; 	donc ZD = i( 2 - Ara ) 

ZB = ZN + 2i <=> ZB = 2 + 	- 2) + 2i donc ZB = 	-F 2 

4)a- Montrons que K est milieu de [DB] et [AC] 

Z9+  Z
9— 

 i( 	)+ 2 + 2i = 1 + i = ZK donc K est milieu de [DB] 
2 	 2 

zA  + zc  _ 	+2-1/N = 
 	1 	i = ZK donc K est milieu de [AC] 

2 - 2 
Zc- ZK 

ZK 
= 1  

b) Montrons que . 	 Z9-  
Zc- ZK- -1-i + 2i + 2- 	 + i 	 + 

— 
Z9- Li( 	-1-i + 2- i/j' 	+ 1 	+ 1 



c) Nature de ABCD : Les angles AC et BD ont même milieu K, donc 
zc  

ABCD est un parallélogramme. De plus 
Zg Zg 

= i , donc BCK est 
Zg 

rectangle et isocèle en K. par conséquent ABCD est un carré. 

PROBLEME 
A/ f(x) = (2 - x)e" - k où 0 < k < e 
1- Limites de f(x) en -00 et en +00 
lim f(x) = lim(2ex - xex - k) = — k car lim ex = 0 et lim xex = 0 

k 
lim f(x) = lim(2e" - xe" - k) = lim e' (2 — x — ji) = 

x-H-co 

car lim ex = +Go et lim (2 — x — 1±) = —00 
H- x-co 	 ex 

-00 

2- Calculons la dérivée f'(x) : 
f est dérivable sur IR, V x E IR, f'(x) = —e x  + (2 - x )ex, 

f'(x) = (1 - x)ex 
Tableau de variation  
V x E IR, le signe de f'(x) est celui de (1 - x). 

x —00 1 +00 
f'(x) + 0 	— 

f (x) 
—k 

e — k 
r 	

-'----„,...„,, 

—00 

3)a- La fonction f est continue et strictement croissante sur 
]-00;1[ et f(]-00; 1[ ) = ]—k; e — 	or 0 E ]—k; e — k[. Puisque 

< k < e donc il existe un unique réel noté ak de ]-00;1[ tel que 
f(ak) = O. 

De même f est continue et strictement décroissante sur ]1; +00[ 
et fa 1; +00D = ]-00 ; e — k[ or 0 E ]-00 ; e — Id, donc il existe un 



unique réel noté [3k de ]1; +00[ tel que f((ik) = O. D'où l'équation 

f(x) = 0 admet deux solutions ak  E ]-00;1[ et [3k E ]1; +oo[ 

b- Montrons que e ak - k ak  = (e ak - k) (ak  - 1) : 

f( ak) = 0 :. (2 - ak)ec - k = 0 <=> k = (2 - ak  )e "I( donc 

(e 	- k)(ak - 1) = ak — (2 - ak  )e ak] ( ak  - 1) 

<=> (e ak - ak) (ak  - 1) = e c k (ak  - 1)2  

e ak - kak = e "k - [(2 - ak  )e ak]ock  <=> e ak - kak = e (ak  - 1)2  

d'où e ak - kak = (e ak - k) (ak -1) 
4- D'après tout ce qui précède, on déduit que : 
V x E]-00 ; ak[ U ]Bk  ; +00k f(x) < 0 et V x E[ak; Pk] , f(x) >0 

B.1) U(x) = ex - kx VxEIR. 

b) Sens de variation de U 

DU = IR; U est dérivable sur IR et V x E IR, U'(x) = ex - k 

U'(x) >_O ex - k >>-0 	x > Ink 
x -co Ink +co 
U(x) - 	9 + 

U (x) 
+00 

U(lnk) 

+co 

V x E ]--co; lnk], U(x) < 0 = U est strictement décroissante sur 

-oo; lnk] 
V x E [Ink; +oo[, U(x) > 0 	U est strictement croissante sur 

[Ink; +oo[ 
b- 0 < k < e. d'apres 1-a), U(lnk) = k(1- Ink) est le minimum 

absolu de U; k(1- Ink) > 0 car 0 < k < e donc V x E IR, U(x) > 0 

c'est-à-dire ex - kx > 0 
D'où V x E IR, ex - kx > 0 (u(x)  > 0 V x E /R) 

ex -k  
2) gk définie sur IR par gk(x) = ex - kx 
a- Limites de gk 



lim 	gk(x) = 0 car lim ex - k = -k et lim (ex - kx) = +00 
X-0-09 	 X—>-00 	 X--,-00 

k 	(1  kx) 
ex 1 - 

lim gk(x) = lim 	= lim 	e i  = 1 car 
x-H-00 	x--4+00 	ï 	1<x\ 	x-++00 ( 	loc 

e x 0 _ - -eT, ) 	1 - —ex) 
1 

lim — = 0 et lim — = 0 
x-H-09 ex 	x-H-00 ex  

ex(ex - kx)-(ex k)2  e2x_ kx   ex_ezx 2k ex_ k2 
b- g'k(x) = (ex -kx)2 	 (ex - kx)2 

	

— k(2-x)ex- k2  - k[(2-x)ex - 	k(fx) 	
d'oit g'k(x) = k(fx)  

(ex - kx)2 	(ex _10 )2 	(ex _ kx)2 	 (ex _ kx)2 

Comme k > 0 et (ex - kx)2  > 0, V x E IR , le signe de g'k  est celui 

de f. 
Tableau de variation  

X -co ak 	Pk +op 

gik (X) - 0 	+ 	0 

gk(x) 
0 \. À  it  gk (Pk ) 

gk(ak ) 1 
e - k 

gk(1) = e - k = 1 car e = k 

eak - k 
3) a- gk(ak) = eak 	kak  or eak - kak  = (eak - k) ( ak  - 1) 

eak - k 
Donc gk(ak) = (eak  k)( ak-1) gk(ak) = ak  - 1 

b- De la même façon, gk(i3k) = Rk - 1 

C- Mk(CCk; ak 	ak 
E13k1 

 
]—œ ; 1[ , Nk(Pk; 	_ 1) , 13k E ]1; 

Posons ak  = x et! 	 x = y, nous avons y = 	1  pour x E 1-00 ; 1[ 
a 	 1 

De même f3k  = x et 11k 1 1= y, 	1 1 	= y, nous avons y = -- pour x E 11; +00[ 

Donc lorsque k varie, les points Mk et Nk sont sur la courbe (H) 

d'équation y= x  1  1, V x E IR -{i) 

ex -1 ex - 2 
4)a- Soit x E IR, g1(x) - g2  (x) =  

ex - x ex - 2x 



(ex - 1)(ex - 2x)- (ex  - x)(ex  -  2) 
(ex - x)(ex - 2x) 

(1- ) ex  
, V E IR, ex > 0 et (ex - x)(ex - 2x) > 0 

(ex -x)(ex -2x) 

Donc le signe de (g1  — g2) est celui de x 1—> 1 — x 

V x E ]-00 ; 1[, (g1  — g2)(x) > 0 donc (C1) est au-dessus de 

(C2) sur 1-00 ; 1[ 
V x E ]1; -1-00[, (g1  — g2) (x)< 0 donc (Ci) est en-dessous de 

(C2) sur 11; +00[ 

x —00 1 +oo 
1 — x + 0 — 

(C1) et (C2) sont sécantes au point d'abscisse 1 

b- k = 2 = f(x) = (2 - x) ex - 2 

Remarquons que f(x) = 0 et 0 E ]-00;1[ et comme a2 est 

l'unique réel de]-00 ; 1[ tel que f(a) = 0 donc a2= 0 
ex -1 
ex - x 

(C2) : g2(x) = eexx:22
x 

5- Calculons l'aire. Soit cil cette aire. 

cil = (f °3(—gk(x)) dx)x 8 cm2  puis que g(x) < 0 pour x E [-3; 0] 

o 	x - 	\ 
3 

— 
e 
ex - 

1 
x  dx)x 8 cm2 	=[—ln(ex - X)]-3 x 8 cm2  

del= 81n(e-3  + 3) cm2 

c) Représentation graphique : (C1) : g1(x) 
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CORRIGE 

Exercice 1: 
ZA  = —2 + 6i; Zc  = 5 + Si 

ZB  = 1 — 3i; ZD  = 2 + 4i 

a- Eléments caractéristiques de S : 

Angle et rapport 

3i = 3e 4t  et 1311 = 3 d'où S a pour rapport 3 et pour angle orienté 
Tt. 

Calcul du centre fl  de S : Soit co l'affixe du centre de S ainsi : 
13-9i (13-90(1+30 13+27 + 439-9) 

co = 	=   CL) = 4 + 3 i 
1-3i 	10 	 10 

S(1/(4,3) ; k= 3 ; 12) 

b- S(C) et S(D) : 
= 3iZc  + 13 — 9i = 3i(5 + Si) + 13 — 9i = —15 + 15i — 13 — 9 

Zc,=-2+6i=ZA ; S(C) = A 

ZD, = 342 + 4i) + 13 — 9i = —12 + 6i + 13 — 9i 

ZD, = 1 — 3i = ZB  ; S(D) =B 

c- Montrons que CD 1S(C)S(D) 

S est une similitude directe d'angle donc CD 1 S(C)S(D) 

Une autre méthode :  

ZCD = ZD Zc  = 2 + 4i — (5 + = —3 — i 

ZS(C)S(D) = Zs(D) Zs(c) = (1 — 3i) — (-2 + 6i) — 3 -- 9i 

zS(C)S(D)  
= 3 	= 3 i E Et8 donc CD I S(C)S(D) 

zCD 	—3 -i 



Autre méthode  

CD(-3; -1) ; S(C)S(D)(3; -9) 

CD. S(C)S(D) = -9 + 9 = 0 ; donc CD1S(C)S(D) 

2)a- Z' =az + b. Ecriture complexe de IR : 
Zc  = azB  + b a(1 - 3i) + b = 5 + 5i 
ZA 	azD  + b a(2 + 4i) + b = -2 + 6i 
a(-1 - 7i) = 7 - i 

. 

	

a= 7-i — 	= 1 

	

-1-7i 	-1-7i 

b= 5+5i - a(1 - 3i) = 5 + 5i - i(1 - 3i)b = 2 + 4i ; 

Z'=iz+2 +4i 
b- Eléments caractéristiques de R 
Angle et rapport 

a = i = e-2-  donc R a pour rapport 1 et pour angle orienté 

Affixe du centre J 

Z, .2+4i (2+4i)(1+i) -2+6i 
= -1 + 3i 

	

1-i 	2 	2 

Montrons que BD ICA : R est une similitude directe d'angle Z. 

Donc BD ICA car R(B) = C et R(D) = A 
c- DBCA et CDAB implique que D est orthocentre du triangle ABC 

3) Montrons que JE(AB) 

z— = (1 - 3i) - (-2 + 6i) = 3 - 9i AB 
Z- = (-1 + 3i) + (-2 + 6i) = 1 - 3i AJ 
Z- = 3z-P  donc JE(AB) AB A 
Autre méthode : 

Cherchons l'équation de la droite (AB) ; AB (3 ; -9) soit le point 

M(x, y) E (AB). Dét(AM ; AB) = 0 

-9(x+2) -3(y-6) = 0 

3x+y = 0 ou y = -3x 	J(-1; 3) donc JE(AB) 

Tr. 

2 



x+2; 3 
y-6; -9 

mes(BC, BA) = arg(- AZ -213) +2kn, kE Z. zc-z3  
zA-zB= 	= -3+9i 	-3+9i 
zc-zB 5+5i-(1-3i) 4+8i 

= 	= = 	  3 -1+3i) 	3 	(1-2i)(-1+3i)
=  

3 5+5i 
4 1+2i 4 	5 	4 5 

Donc arg(zA-zB) = Il + 2k-a; k E Z zc-zB 	4 
Une mesure en radian de (BC, BA)est : 

Autre méthode : 
R(B) = C donc mes(JT3, Té) = lit  et JB = JC, donc le triangle JBC est 

isocèle rectangle en J. alors mes(BC,BD = : 

or JBA donc mes(BC, BA) =114  

Exercice 2 
1) Nombre maximal de boules de chaque couleur dans l'urne : 
- nombre de boules noires : 
Les multiples de 179 constituent une suite arithmétique (Un) de 
raison 179 et du premier terme U1= 179 
Nous avons :Un = 179 + (n — 1)179n ; 179 5._ n < 1000 

<=> 179 < 179n<1000 

1 < n< 1---_ 100--79
0  <=> 1 < n < 5,58. Le nombre maximal de boules 

noires est :n1  = 5 
- nombre de boules rouges : 
Les multiples de 3 chiffres de 59 constituent une suite 
arithmétique (Va) de raison 59 et du premier terme V1  =118. 
Nous avons donc 

=0 



Vn  = 118 + (n — 1)59 ; Vn  = 59 +59n or 118 5._ Vn<1000 

<=> 118 < 59n < 1000 

1 < n < 10 00 59  <=> 1 < n < 15,94 . Le nombre maximal de 
59 

boules rouges est : n2  =15 
2) a- La loi de probabilité de X. Les valeurs prises par la variable 

X appartiennent à X(1) = {300, 100, —100, —200) 

P(x = 300) = 5 
	; 

20 
15 5 

P(x = 100) 
= 20 X  20 ; 

15 15 	5 . 
P(x = —100) = 

20

x 

 20

x 

 ô' 

P(x =-200) = L5  X -1-5  X L5  • 
20 	20 20 ; 

P(x = 300) = 1 

P(x = 100) = ii 

P(x = —100) =-g971  

P(x = —200) = L764 

Xi —200 —100 100 300 

P(X= xi) 27 9 3 1 
64 64 16 4 

b- Probabilité pour que X soit positif : 

p = p(x = 100) + P(x = 300) = 1+6  + i 

C- Esperance mathématique : 

E(x) = —200 x 27  —100 X 9  -F 100 X 3  -I- 300 x 1  E(x) = — 75  
64 	64 	16 	4 	 16 

E(x) < 0 alors le jeux n'est pas avantageux d'où on ne peut 
espérer gagner à ce jeu. 
d- Probabilité d'avoir exactement trois fois un gain positif sur les 

cinq parties : 
soit p' cette probabilité, nous avons : 

p'= qp3  x (1 — p)2  = 10 (9316 (-9—)2  16 	
p' = 0,265 

_ 7 
P - Ti. 



PROBLEME 

Partie A 
1- Résolvons u(x) = 0 

U(x) = 0 <=> 	+ x2  = 2x 
( 	x 	 rx _> 0 
t 1 + x 2  = (2x)2 	13x2  = 1 

Conclusion : la solution de U(x) = 0 est 7  

2) Déterminons le signe de u(x) suivant x. 

Posons : u(x) > O. u(x) > 0 =;> 2x — 	+ x2  > 0 

+ x2  < 2x 
x > 0 	

<=> f 
1 + x2  < 4x2 	11 > 0 

< 3 	
x E 1‘1- • +oo[ 

X 2 	3 
1 + x2  > 0 

Conclusion : 
,JJ 

U(x) > 0 si xE]‘r"  ; +00[ [ ; U(x) < 0 si xE]-00 , •  3  [ • 3  

U (X) = si x = Nfj — 3 

Autre méthode : 
Comme u(x) = 0 a une solution unique sur IR, or u est continue 

sur IR. Calculons : 

U(0)=-1; u(1) 	; 	u(1)>0 

X —CO .‘173- + 00 

U (X) — C3 + 
Partie B 
1) a- x-*g(x) est dérivable sur IR. 

X —› V1 + x2  est dérivable sur IR car 1+ x2  > 0, quel que soit 

x E IR. D'où g est dérivable sur IR comme étant la somme 

algébrique de deux fonctions dérivables sur IR. 
2x  

Quel que soit x E IR ; g'(x) 
= 1  2(24.7.,2) ; 

g'(x) 
 =1 

.(=> X 3 



V1-1-7-2x — U(x) 

- 1.V- -71-X2   N1-73C2  

c- Signe de g'(x) : 

g'.(x) a le signe de (- u ); comme 1/1 	> .0, quel que soit 

x E IR, on déduit que : 

si x E 1-00 ; 
3 

, g'(x) > 0; 	si x E h- ; +00[[, g'(x) < 0; 

pour x = —3 g'(x) = O. 

2) Limites de g 

lim g(x) = lim (x - 211 + x2) lim g(x) = -09 car Ni1 + x2  -) +00 

lim g(x) = lim (x - 2V1 + x2) = -00 
'c.+ CO 	 + 00  

Tableau de variation. 
X — co 

1,/ 
— 3 

+co 

g'(x) + (1) - 
g(x) 

-00 

-Vj 

-00 

g(T)  
3)a- Equation des asymptotes à (C) 

g(x) 	r 	21 + x21 	g(x) 
lim — = lim 1  	lim 	= 3 

X-4-00 X 	X-)- 	 X 	 X-)-  CO 

-1 
lim [g(x) - 3x] = lim (-2x - 21/1 + x2) = hm 2( 	,—) 

x--v1+x2  
lim [g(x) - 3x] = 0 

On conclut que (ai) : y = 3x est asymptote oblique à (C) en -03 

g(x) 	2V1 + x21 	 2V1 + x2  
lim — = lim 1 	= 1 car )(tri.  

X-)--CO X 	X-,-CO 	 X 

2x 
=-- lim 	

x =  2 
CO 	X 



-1 
lirn [g(x) + x] = lirn (2x- 2V1+ x2) = lim 2(, 	) = 0 

x+1/1+x2  
lim [g(x) + = 0 

On conclut que (A2) : y = -x est asymptote oblique à (C) en +00 

b) Position de (Ai) et (A2) par rapport à (C) : 

Posons : pi(x) = g(x) - 3x pi(x) = -2x - 2V1 + x2  

En posant -2x - 2V1 + x2  > 0 nous avons : V1 + x2  < -x 

x < 0 	(1) 	l'équation (3) donne 10 ce qui est 

impossible 

1 + x2  > 0 	(2) 	donc Pi(x) < O. 

1 + x2  < x2 	(3) 	On conclut que (C) est en-dessous de 

(A1) 
Posons : p2(x) = g(x) - (-x) p2(x) = g(x) + x 

P2(x) = 2x - 2V1 + x2  supposons 2x - 2V1 + x2  > 0 , nous avons : 

+ x2  < x 
x > 0 	(a) 	l'équation (c) donne 1 5_ 0 ce qui est 

impossible. 

1 + x2  > 0 	(b) 	donc P2 (X) < O. 

1 + x2  < x2 	(c) 	On conclut que (C) est en-dessous de 

(A2). 
Intersection avec (Oy) 

x = 0 => y =2 

x -1 1 

Y -1-2V-2 1-212 
On se servira toujours du tableau de variation pour le tracé des 

courbes représentatives. 

x—.+co — 00 



Partie C 
1. Déterminons h. 

Quel que soit x E IR; h(-x) + g(x) = 0 

Quel que soit x E IR ; h(-x) = - g(x) ; h(-x) = —x + 2V1 + x2  

h(x) = x + 21-‘r77F x2  

2. expression analytique de (C)u(I') 

M(x)E(CUF) implique que : 

y=x-2V1-Fx2 ouy=x+2 

(x—y)2  = —4(1+ x2) = 0 y2  — 2xy — 3x2  — 4 = 0 

V x E IR, h(—x) = — g(x) ; h(x) = — g(x) 

Donc 0 est un centre de symétrie de (Cur). 

Construction de (F) : 

Le point A(— 3; 	E (M), Y'(0 ; 2) E 

Partie D 

1) a- V x E IR, 1 + x2  > x2  ; V1 + x2  > VT2  , 

V x E IR, V1 + x2  > lxi 

b- Df = {x E IR/x + V1 + x2  > 0} 

Comme V x E IR, V1 + x2  > lxi > —x 

donc V x E IR, V1 + x2  > x2. 

VxEIR,i/1+ x2  +x>0. Df=IR 

2) V x E IR, r(x) = 
2(1+ x2) 

 2V1 x2  
1.-1- x2  — 

Soit G une primitive de g. comme g(x) = x - f '(x) donc 

V x E IR, G(x) = 	- f(x) 

V x E IR, G(x) = x2  - x V1 + x2  - In(x + V1+ x2) 

3- Calculons l'aire du domaine en cm2  

(D)  {
0 < x < 1 
g(x) 5 y 5 —x 



A = fol[—x — g(x)] dx x 4 cm2  

A =(-4 + 4/ + In (1 + Vi))cm2  
A = 5,18 cm2 
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CORRIGE 

Exercice 1 : 
1-a) Nuage de points associé à (xi  , yi) 

60 
40 

(D) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 	x1  
b) Coordonnées de G point moyen. 

GR ST") avec X= 1 
V_i  xini  

avec N = - / ELni 8 
Y= TT/  Ei=inni 

x= la + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8) 
y= 1.8 (41 + 67 + 55 + 80 + 95 + 104 + 100 + 122) 

R = 4,5 et y = 83 ; G(4, 5 ; 83) 
2-a) Coefficient de corrélation linéaire à 10 -3par excès. 

Soit r ce coefficient. 
Cov(x,y) 

r = a(x) 6(y) , Calculons Cov(x, y) 

Cov(x, y) = l'i  V_i  nixiyi  - k y 

Cov(x,y) = 
1 (1x41 + 2x67 + 3x55 + 4x80 + 5x95 + 6x104 + 7x100) - (4,5 x 83) 
8 	 +8 x 122 
Cov(x,y) = 55,875 

Ecart-type de X, a(x) 



[6(x)}2  = V(x) 	a(x) = .0(x) 

V(X) = 	riixf -(X)2  ou V(X) = 	ini(xi -x)2  

1 ( (4 - 4,5)2  + (2 - 4,5)2  + (3 - 4,5)2  + (4 - 4,5)2  
V(X) = -

8 +(5 - 4,5)2  + (6 - 4,5)2  -I- (7 - 4,5)2  + (8 - 4,5)2) 

V(X) = 5,25 ; a(X) = VS, 25 

Ecart-type de Y, a(Y) 

[6(Y)12  = V(Y) ; V(Y) = r+i 	ni(Yi Y)2  

V(Y) = -117t- 

( 	(41 - 83)2  + (67 - 83)2  + (55 - 83)2  + (80 - 83)2  

- 83)2  + (104 - 83)2  + (100 - 83)2  + (122 - 83)2) 

V(Y) = 651 ; 6(Y)= 651 
55,875 

5,25 x 651 
F = 	 ; F = 0,956 

v1/  

F > 0,95 : un aji.:.- nent affine est justifiée, vu qu'il y a une forte 

corrélation (0,87 < F < 1) 

b) Equation de la droite de régression (D) de Y en X. 
x,y) 

(D) : y = ax + b où a = 
Cov(

v(x)  et b =Sr- ax. 

a = 55'875  = 10,643 ; b = 83 55'875  (4,5) = 35,108 
5,25 	 5,25 

D'où (D) : y =10,5-43x + 35,108 

Autre méthode : 
Cov(x,y) 

y - y =  vV(x) _ x) 

c) Tracé de (D) 

3-a) Chiffre d'affaires en 2015. 

(D) : y = 10,643x 35,108 

En 2015, nous avons x = 14. 

y = 10,643. (14) + 35,108 	y = 184,11 millions de francs. 

b) Année où y > 300. 

Valeur de x : 10,643x + 35,108 >300 x > 24,889 donc x = 25 



En 2026, le chiffre d'affaires de cette entreprise dépassera 300 

millions de francs. 
Exercice 2 
1- A(-4) ; B(4), E(4i) 

C E 	 D 

  
 

 

 

B 

 

  
 

 

C = - 4 + 4i ; 	D = 4 + 4i 
2-) 	z' = (1 + i)z + 4 + 4i 
a- Nature et éléments caractéristiques de f. 
L'écriture complexe de f est de la forme : z' = az + j3. a E C* donc 

f est une similitude directe. 

Rapport  : Soit k le rapport : k = I 1 + il= V12  + 12  ; k = 	, 

Angle : arg(1 + i) = 
Ti -4 (21-0 ; l'angle est 

4 
4i  

Centre  : Soit w l'affixe du centre. w = 13 
—
1- a 

= 
1-( 

4+

1+0 

= 4 + 4i = -4 + 

4i = zc 
Conclusion : f est une similitude directe de centre C d'affixe 

- 4 + 4i , de rapport •N/ et d'angle 4. 
b-Précisons f(A) et f(0) 
f(A) = (1 + 	+ 4 + 4i 
zk =-4 - 4i + 4 + 4i ; zA  = 0 	donc f(A) = 0 

zo' =(1 + i)(0) + 4 + 4i = 4 + 4i = zo donc f(0) = D 

Justification :  

res(C 
CO 

 A CO) = 24  
donc f(A) = 0 ; Mes CO

3  CD) = 2  

= CD 	
4 donc f(0) = D 

co CA 
= Nr2 



On peut prévoir ces résultats 

c- Expression de l'affixe de MM' et MC. 
zmm,  = zm, - zm  = (1 + + 4 + 4i - z 
Z MM' = iz + 4 + 4i 
zmc  = -z - 4 + 4i = i(iz + 4 + 4i) car - 1 = i2  
d- Comparons MM' et MC. 
MM' = 1%0 = liz + 4 + 4i1 

= 	+ 4 - 401 = lz + 4 - 441 
MC = lzmc l = 1-z - 4 + 4i1 

= 	+ 4 - 401 = lz + 4 - 411 
MC = MM' 

e) Calcul de z  z - 
z - -(z + 4-40 -1 z-C 

= = - 
z-z' z+4-4 Z -ZI i 

Mes(MM', MC) = Arg Czc:zz) 

Mes(MW, MC) = Arg (z c) - 
z-z, 	2 

f) Nature du triangle MM'C. 

MM' = MC et Mes MM', MC) = 7-; , donc le triangle MM'C est 

isocèle et rectangle en M. 

Problème 
A : g : ]0; +04 -->IR 

x 	xlnx - x + 1 
1- Etude du sens de variation de g 

Dg = JO; +0[ 
Etudions la dérivabilité de g : g est dérivable sur ]0; +00[ 

V x E ]O; +oc/ , g'(x) =Inx + (x) - 1; g'(x) = lnx 

g' (x) = 0 	= 0 x = e°  x = 1 

V x E JO; 1[ , g'(x) < 0, donc g est strictement décroissante sur 

]]0; 1[]; 



V x E ]1; -Fco [ , g'(x) > 0, donc g est strictement croissante sur 

+00[ [. 

Limites et tableau de variation. 

lim g(x) = lim
o 
 [xlnx - x + 1] = 1 car lim(xlitx) = 

x-) 	
m(xlnx) 

 
x>o 	x>o 	 x>o 

lim g(x) = lim [x(lnx - 1) + 1] = +00 car lira lnx = +00 
x-, 	x-, 4-co 	 x-, 

x 0 1 	+00 
g'(x) — I) 	+ 

g(x) 
1- .,,k  ___.,,,,....)+,00 

0 

Signe de g(x) : 

L'étude des variations de g montre que V x E ]0; +00[ , g(x) 

2- Montrons que C et C' ont deux points communs d'abscisses 

respectives —1 et e. 
g(1) = 0 et 1111 = 0 donc C et C' se coupent au point d'abscisse 1. 

g(e) = elne —e + 1 = 1 et lne = 1 donc C et C' se coupent au point 

d'abscisse e. 

Conclusion : 
C et C' se coupent aux points d'abscisses 1 et e. 

Montrons que :V x E [1; 	xlnx - x + 1 < lnx 

Posons d(x) = xlnx - x + 1- lnx 

d(x) = x(lnx - 1) + 1- lnx 

d(x) = (1 - lnx) (1- x) 

Tableau de signe 

1 - lnx = 0<=> x = e 

1 - x = 0 <=> x = 1 



x 0 	1 	e 	+oo 
1 - x + - - 

1 - lnx + + - 
d(x) + - + 

\ x E [1; 	d(x) 5_0 = ,u1 xE [1; e], xlnx - x + 1 - lnx < 0 

d' oü V x E [1; e], xlnx - x + 1 < lnx 

3) a- Calcul de J avec J = fle(x - 1)/nxdx 

Posons 

U'(x) = x - 1 = 	U(x) = -2-x2  - x 

V (x) = lnx 	= V' (x) 
e 

1 	
e 	

1 	1 
j = K-

2 
x2  - x) lnx] - f (-

2
x2  - x)-

x 
dx 

1 
e 

1 	 1 
j = {G 	

f 
x2  - x) Inxi - (-

2
x - 1) dx 

1 
1 = L X 2  - X) Inxi - [(7  x 2  - x)] 

1 	4 	1 

= 2e2  - e — [(e2  - - (
2 4  + -31 	4  - 

	

4 	 4 

= 
M(x, y): 1 5_ x 	e 
g(x) y lnx 	

et 

A(A) = f [lnx - g(x)]dx.uA.= f (x - 1)(1 - Inx)dx. uA 

A (A) = fie(x - 1) lnxdx + fie  (x - 1)dx 

= 	(71  e2 4) 	x2  x] 1J  4 cm2 

A (A) = 	e2  + 
4 2  +1  e 2  - e- 2  + 1) 4 cm2  

4  

A (ä) = (e2- 4e + 3) cm2 



Partie B. 

f(x) = —x -1 1 lnx 

1- Limites de f en +00 et 1. 

lim f(x) = 

lim f (x) = 
+ 00 

lnx 	lnx 

x->+co (X — l) 	x-)+09 X 
liM 	 = li771 (— 

x 1) 
{lnx 

lim — = 0 
0 car x-'" x x 

x-)
m

0 x - i 
li —7  = 1 

+0  
Inx

, = 1 lim f (x) = lim 	 
x -> 1 	x -> 1 
x > 1 	x > 1 

2- Tableau de variation de f. 

Df = 11; +00[ 
Dérivabilité : f est dérivable sur ]1; +00[ car elle est le quotient 

de deux fonctions dérivables. 

V x E ]1;
(x-1)+ Inx 

f' (x) = 	 (x-1)2 	x(x-1)2 	x(x-1)2 

Le signe de f'(x) est celui de -g(x). 

Tableau de variation. 

x 1 +00 
f '(x) — 

f(x) 
1 

0 

x-1-xlnx 	-g(x) 



2) Courbe représentative de f : 

(Cf) 

Partie C 

1- Montrons que l'équation f(x) = 2 admet une solution unique. 

La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]1; +00[ 

	

et fa1; +04) = ]0; 1[ . Or 	E ]O; 1[ donc l'équation f(x) = 

admet une solution unique a dans ]1; +04. 
f(3,5)  = In (3,5)  

0,501 ; f(3,6) = 
In (3,6)  0,492 

2,5 	 2,6 

E ]f(3, 6); f(3, 5)[ d'où 3,5 < a < 3,6 

2) a- Montrons que a est solution de l'équation h(x) = x 

(h(x) = lnx + 
2 
-
1 	

2 
x + -

1
) 

1 	1 
f (a) = ln a + -

2 
a + -

2 

	

1 	Ina 	1 	1 	1 

f(a)  = 2 p  a - 1 = 2" 
Ina = 2a - 2 

donc h(a) = a = 2 a - 2  + —
2 

a + 2 
 p

h(a) = a ; d'où a est solution 

de l'équation h(x) = x. 

b- Etude du sens de variation de h. 

Dérivabilité : h est dérivable sur ]1; +00[ et V x E ]1; +00{, 

h'((x) = + x 2 



Sens de variation de h. 

V x E ]1; +04, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur 

]1; +00[. 
c) I = [3; 4] Montrons que V x E 1, h(x) E I. 

h est continue et croissante sur [3; 4] donc 

h([3; 4])= [h(3); h(4)]. 

h(3) = 2 + 1n3 = 3,0986 > 3 ; h(4) = + In4 = 3,886 <4 ; donc 

h([3; 4]) c [3; 4] d'où V x E I, h(x) E I. 

Montrons que Ih'(x)I 5 56. 

V x E [3; 4], Ih'(x)I = h'(x). La fonction h'(x) est décroissante sur 

[3; 4]. Donc V x e [3; 4], h'(x) h'(3) ; V x E [3; 4], 

d'où V x E [3; 4], 1111 (x)1 

3) a- Justifions que V n E IN, lUn+i — al < 6 'Un — al 

V n E IN, montrons que Un  E I. 

Par récurrence : Uo = 3 E I . Soit k E IN, supposons que Uk E I, 

Uk+i = h(Uk) E I, donc V n E IN, Un E I. 

h est dérivable sur I et VxEI, 1111(x)I < ;VnEIN,Un EIetaE 

I donc d'après les inégalités des accroissements finis, 

nen) - h(a)I 5! lun - al d'où V n E IN, 114+1 — al 5-6 'Un — al. 

b) Montrons que V n E IN, 'Un — al < 

'Un  — al 5. 	lUn-i — al 

lUn-i — aI 5 	— ai 

lUi  — al < !IU0  — al 

Apres multiplication membre à membre et simplification des 

inégalités nous avons : 



5)n 
lU n  - al <— 6 IU0  - al. Or U. et a sont éléments de 1 donc 

U0  - al 1 car l'amplitude de I est 1. D'où V n E IN, l Un  - al < 

(6)11.  
c) Montrons que (Un) converge vers a. 

5 n 	5 
n-H-00 
lim (-6) = 0 car -

6 
< 1. 

lim Un  = a d'où (Un) converge vers a. 
P 

	

4) (6) 	10-3  => lUp - al < 10-3  

(6)
n 
 < 1.0-3  <=> logE)

n 
< -3 

	

— 	 6  

nlog(6) < -3 => n > 
i°
- 5  ; n 37,88 
40 

On peut prendre P = 38 ; donc U38 est une valeur approchée de a 
à 10-3  près. 
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CORRIGE 

Exercice 1: 
1) Calculons la probabilité de chacun des événements : 

C5  p( A)  = 2 = 782  = 33 
CL 4368 182 

_ C,1,..4 ::__ 	-...- - - .z = 782 	165 
P(B) 

C 6  4368 364 1 

P(C) = 1 - (P(A) + P(B)) = 1 - ( 33 +  165) =  133 =  19 _  
182 364 364 52 

33 	165 	19 
En définitive on a : P(A) = —182 ; P(B)  = —364 ; P(C)  =-2- 



2) a- Montrons que X suit une loi binomiale dont on précisera les 

paramètres : 
Notons " S" tirer une personne de " type C". Comme le tirage de n 

personne est assimilable à n tirages successifs indépendants avec 

remise alors on a une suite de n épreuves indépendantes à deux 

issues S et S. 
En définitive, X suit une loi binomiale de paramètres n et p avec 

1 
P = 

b- Calculons P(X = 0) et P(X = 1) en fonction de n. 

P(X = 0) = Cgp°(1 — 	; P(X = 0) = (Dn  

P(X= 1) = 	(1 — p)n-1  ; P(( = 1) 

c- Déduisons la probabilité Pn  : 
Pn= 1 —(P(X = 0) + P(X = 1) ) 
= [cr (4)n-1 

; Pn 
= 	

(4

)n-1 (3+n\ 
J 

d- Démontrons que Pn  0,9 
3  

si et seulement si (4 )
n-1 (3+n 

4 ) 5_ 0,1 • 

n-1 „ri  
Pn 	0,9 <=> 04)< 0,1 

Pn 	0,9 <=> 1 — (-34-) 	0,9 <=> (24)
n-i 

 r) 0,1 4 

Donc Pn  k 0,9 <=> (24)n-1  4n)  <— 0,1 

e- On pose Un  = 
E4)11-1 3 	(3:n) 

Comparons —ur et 1 : 

mno+in 
‘, 4 1  

Un  
3(4+n) 

(nn-if3+n 	4 3+n 
l4/ 	4 ) 



Un+i  1 — 
	

n 	 n 
Un 	' 
	V n > 2 	 
4(3+n) 	— ' 4(3+n) < 0 	Donc t2-1--1  < 1 un  

Sens de variation de (Un) : 

V n > 2 , U n > 0 donc 0 < u;j--1-1  < 1 d'où (Un) est une suite 

strictement décroissante. 

Exercice 2 
z'=(1+i)z-i.  
1) Montrons que T est la composée d'une rotation et d'une 
homothétie : 
z' est sous la forme z' = az + b avec aE C*411. Donc T est une 
similitude plane directe (non réduite à une translation ; par 
conséquent T est la composée d'une rotation et d'une homothétie 
de rapport positif. 

Éléments caractéristiques : 
Rapport k = 11 + ij = -NF-7z ; Mesure de l'angle 8 = 1:1  ; Centre zn  

1—(1+i) 

mes (11M, MM') = Arg z-zn  
z'—z (1+0z-1—z i(z-1) 
	 = i d'où mes (11M, MM') = 

z-z, 	z-1 	z-1 	 2 

2) a- Construisons M' : 
11M' = 	f/M 

M' = T(M) <=> ( 
	

-a 
mes 	Pif, DM') = et mes (S1M, MM') = 

Donc le triangle SIMM' est rectangle isocèle direct en M 
2 



b- Déterminons l'image (D') 
(D') = T(D) soit M E (D) on a : zm  = x + ix = (1 + Ox 

ZM, = (1 + Ozm  — i = (1 + 02x — i 
zm, = (2x — 1)i 

Ainsi (D') est la droite d'équation x = 0 ; (D') est donc l'axe des 

ordonnées. 
On peut également utiliser l'expression analytique ou utiliser 

l'angle de la similitude et de l'image d'un point de (D). 

3) a- Montrons qu'il existe un point B : 

zozo, = 1 <=> zo[(1 + Ozo  — d = 1 
•=> (1 + Ozd — izo  — 1 = 0 

A = 3 + 4i soit S E C tel que S2  = A. On choisit S = 2 + i 

Autre méthode : 
A= i2  + 4i + 4 A = (i + 2)2 



1
+  1 
	 1 	1 . 

zo  = - -2 	i ou zo  = 1 or B fi donc zo  = - -2  + -2  

Autre détermination de z0  : 
(1 + i)- i -1 = 0 donc 1 est solution de (1 + Ozti - izo  - 1 = 0 
Cherchons alors l'autre solution en faisant la somme et le produit 
ou division euclidienne par (zo  - 1). 
Plaçons B et B' : 

zB, = 	„ = 1 i 

b) Montrons que les points fi', fZ, B et B' sont cocycliques : 
fiB B' est rectangle en B ; donc Si, B et B' E du cercle de diamètre 

Vérifions que Si SIS est rectangle en fr : 

z , = -1 - i +1 = -i; fi'B' 1 	; 	B et fl'E du cercle de frB 
diamètre Pin . On conclut que les points fi', fi, B et B' sont 
cocycliques 

a', fz, B et B' sont cocycliques 

Déterminons l'affixe du centre G du cercle (r) : 

G est le milieu de [fin Donc zG = - 2  

PROBLEME 

Partie A 
f(x) = 1- x 2  e' 

1- Etudions les variations de la fonction f : 
Déterminons le domaine de définition : Df  = IR 
Calculons les limites aux bornes de Df 

lim f(x) = lim - x2  e') = -00 car lim (-x2  e") = -00 

lim f(x) = lim (1- x 2  e-x) = 1 car lim (-x2  e') = 
x,+00 

Donc: Urn f(x)= 	; lim f(x) = 1 
x-0-00 	 x-H-00 

Calculons la fonction dérivée : 

.•. 



f est dérivable sur IR comme somme de deux fonctions 

dérivables : 
f '(x) = x(x- 2 )e-x 

Signe de f '(x) :  
✓ x E IR, e-x > 0 ; le signe de f '(x) dépend alors de celui de 

x(x- 2 ) 

x(x- 2 ) = 0 x= 0 ou x = 2 

x -00 0 2 +co 
f '(x) + C-? - 	q,  + 

✓ x E ]-00; 0[ U ]2; -1-00[, f i(x) > 0 
✓ x E ]0; 2[, r(x) < 0 
Pour x E {0; 21 f '(x) = 0 

Sens de variation :  
* f est strictement croissante sur ]-co; 0[et sur ]2; +co[, 

* f est strictement décroissante sur ]O; 2[. 
Tableau de variation de f :  

x -00 	0 2 +co 
f '(x) + - (") + 

..1 }r1 
f(x) 7" ..À Z 

-o0 1- 4e-2  

2) Déduisons que l'équation f(x) = 0 a une solution et une seule 

notée a : 
✓ x E ]0; +0:4, f(x) f(2) > 0 donc l'équation f(x) = 0 n'admet 

pas de solution dans JO; +co[. 
Sur]-00; 0[, f est continue et strictement croissante ; de plus 

f(]-oo; Op= ]-co; 1[ qui contient 0 , par conséquent l'équation 

f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]-co; 0[. 



Donnons une valeur approchée à 10 -2près de a : 
f(0) = 1 f(0)>0; 

f(-1) = 1 e = f(-1) < 0 

donc -1 < a < 0 d'après le théorème des valeurs 

intermédiaires. 
f(- 0,71) < 0 , f(- 0,70) > 0 	- 0,71 < a < - 0,70 
Une valeur approchée à 10-2  près de a est : - 0,71 

3- Traçons la courbe (C) représentative de f dans un repère 
orthonormé Cherchons les asymptotes : 

lim f(x) = 1 Donc la droite (D) d'équation y = 1 est asymptote 
x->+ oc,  

horizontale à (C) en +00. 
Branche infinie à - 09 

1 
f (x) 	1 	 lim — = 0 

lim 	= lim — — xe' = +00 car 
x--)-00 	 lim —xe-x = 

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction 
(oy). 



4) a- Montrons que pour tout x > 0, ex >1. 
x  > 0 = ex > eo = 1 donc V x > 0, ex >1 

b- Montrons que 0 < fx  x2  e-x  dx < —x3 
0 	 3 

0 < fo x2 e-x dx  < _À: on sait que : 0 < x = 1 < ex 	e-x < 1 

et on sait aussi que e' >0, V x E IR 
0 < e' < 1 	0 < x2 e-x< x2 car x2  >0 

0 	foX x2 e- x  dx 5_fox  x2  dx 0 < fox  x2  e-x dx <K121  = —x3  
I- 3  JO 	3  

Donc 0 < foa. x2  e_ x dx < —13  3 

Partie B 
1) Vérifions que pour tout réel x, f "(x) + 2f'(x) + f(x) = —2e' + 1 

f(x) = 1- x 2  e' ; f'(x) = x(x- 2 )e-x ; 

f "(x) = (-x2  + 4x- 2 )e-x 

f "(x) + 2f'(x) + f(x) 
<=> (-x2  + 4x- 2 )e-x + 2 (x2- 2x )e-x +1- x 2  e' 

= 1 + (-x2  + 4x- 2 + 2x2- 4x- x 2- x2)e" = 1+ (-2)e' 

Donc f"(x) + 2f'(x) + f(x) = -2e' + 1 
2- Déterminons F(x) : 
f "(x) + 2f'(x) + f(x) = 1 — 2e' 
f(x) = 1 — 	— f "(x) — 2f'(x) 
F(x) = x + 2e' — f1(x) — 2f(x) + k 
F(0) = 0 2 - f'(0) - 2f(0) + k 0 	k = 0 
Donc F(x) = (x2  + 2x + 2)e-x + x - 2 

3-a) Calculons l'aire A(X) en cm2 

A(A) = (fox(1 - f(x)) dx) UA avec 1UA = 4cm2  

A(X) = - F(x)t) x 4cm2  

A(A) = [4(-A2  - 2A - 2)e-x  + 8}cm2 



b- Déterminons la limite de A(A) lorsque X tend vers +00 : 

lim A(A) = lim {4(—X2  — 2A — 2)e-x  + 8]cm2  = 8 cm2  
x->-4-co 	x-.+09 

lim A(X) = 8 cm2  

Partie C 
1) Résolvons l'équation y" + 2y' + y = 0 : 

L'équation caractéristique est : r2  + r + 1 = 0 

r2 +r+1=0 <=> (r+1)2 =Or=-1 

La solution générale est P : x H (ax + b)e-x où a E IR et b E IR. 
P(x) = (ax + b)e' a E IR, b E IR 

2) Démontrons que g + f est une solution de (El) : 

g solution de (E) .(=> g"(x) + g'(x) + g(x) = 0 

Soit x E IR, (g+f)"(x) + 2(g+f)'(x) + (g+f)(x) = 
(g"(x) + 2g'(x) + g(x)) + (f "(x) + 2f'(x) + f(x)) 
= f "(x) + 2f'(x) + f(x) car g "(x) + 2g '(x) + g(x) = 0 

= 1 — 2e-x d'après 1) de B précédemment trouvé. 

D'où (g + f) est une solution de (E1). 
Démontrons que h - f est une solution de (E2). 

Soit x E IR, (h - f)"(x) + 2(h - f)'(x) + (h - f)(x) = 

(h" (x) + 2h' (x) h (x)) - (f "(x) + 2f'(x) + f(x)) 
= (1 — 2e') — (1 — 2e') = 0 
D'où (h — f) est une solution de (E2). 
Déduisons l'ensemble des solutions de (E1) : 
Posons h = g + f avec g = P : 
L'ensemble solution est : h : x 1—* (ax + b)e-  + 1— x2 e-x 

h(x) = (—x2  + ax + b)e" + 1 avec a E IR, b E IR. 

3) Déterminons la solution cp de (E1) telle que (p(0) = (p'(0) = 0 : 

(p(x) = (—x2  + ax + b)e-x + 1 
cp1(x) ( —2x + a + x2  — ax — b)e-x 
(p(0)=0b+1=0b=-1 

(p0) =0a—b=0a=-1 

On a en fin : (p(x) = (—x2  — x — 1)e' + 1 



Partie D 
ga(x) = (-x2  + ax + a)e' + 1 

1- Montrons que les courbes (Ca) passent par un même point fixe 

I: 
Pour a = 1, 
Pour a = 0 , 

gi (x) = go (x) 

• 

gi(x) = (-x2  + x + 1)e' + 1 
go (x) = _x2e—X +1 

<=> (.—X2  + X + 1)e—X  + 1= —X
2e—x + 1 

x+1=0x=-1 
ga(-1) = 1 - e d'où I(-1; 1 - e) donc les courbes (Ca) passent 

toutes par un même point fixe I . 

2- On suppose a -2. Démontrons que la fonction ga  admet deux 

extrémums dont l'un est obtenu pour x = 0 : 

ga (x) = (-x2  + ax + a)e' + 1 
g'a(x) = (-2x + a + x2  - ax - a)e-x 

= (x2  - (a + 2)x)e' 
Le signe de g'0 (x) dépend de celui de x2  - (a + 2)x car e-x > 0 

Or pour a -2 , x H  x(x - (a + 2)) s'annule en 0 et en (a + 2 ) 

en changeant de signe. Par conséquent ga(x) et ga la + 2) sont 

des extrémums de ga. 
3) Donnons une équation cartésienne de r : 
Ma(a + 2; ga  (a + 2)) 
Posons x = a + 2 et y = ga  (a + 2) 

y = [-(a + 2)2  + a(a + 2) + aje-(a+2)  
y = 1-(4 + a)e' + 1 d'ai (r): y = 1—(x + 2)e' + 1 Car a= x + 2 
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Exercice 1: 
1) Soit l'événement F « l'appareil fonctionne parfaitement » 

P(F) = iô Calculer la probabilité de l'événement F : 

On sait que P(F) + P(F) = 1 , donc P(F) = 1 - P(F) = 

2) a- Montrons que la probabilité de l'événement TnF = 790  : 

T l'événement « l'appareil est accepté à l'issue du test ». 

PF(T) = 1 et PF(T) = 111  

P(TnF) = PF(T) x P(F) donc P(TnF) = PF(T) x = 1 x 

D'où Crnn = 
9 

b- Calculons la probabilité de Tn F : 

P(T n = PF(T) x P(F) = il  x -1 d'où (T n = 

c- La probabilité de l'événement T. 
T = (T n F)u(T n F) et (T n F)u(T n F) # 0 

Par conséquent P(T) = (T n F)+(T n F) = i26 	P(T) = io 

d- Calculons la probabilité de F sachant T : 
9 

)   
Nous avons : PT(F) = 

P(FnT 	
PT(F) = no P(T) 

Exercice 2 
P(z) = z3  + az2  + (3z + y 

1) a- Démontrons que si le polynôme P(z) admet trois racines a, 
b et c alors on a:a+b+c= -a ; ab + bc + ac (3 et abc = —y 
P(a) = 0 ; P(b) = 0 et P(c) = 0 
P(z) = (z - a) (z - b) (z - c) = (z2  — bz az + ab)(z — c) 

P(z) = z3 — cz2  — bz2  az2  + bcz + acz + abz — abc 

P(z) = z3  (a + b + c)z2  + (ab + bc + ac)z — abc 



Par identification on a : 
{ —(a + b + c) = a 	a + b + c = —a 

(ab + bc + ac) = (3 on a : ab + bc + ac = (3 
—abc 	= y 	 abc 	= -y 

b- Former alors le polynôme P(z) lorsque ses racines sont : 

a = 1 + 3i-‘,/j ; 	b = —2 + ifj.  et  c = 4 — 20 : 

*a=—(a+b+c) 
a = —(1 + 	— 2 + 	+ 4 — 

a = —(3 + 20) donc a = —3 — 211i 

*13 = ab+bc+ac 
+3i1/-3)(-2+ 	+ (-2 + i13-)(4 — 	+ (1 + 	— 

13=-2+ i--6i,/-3-9-8+4h/J+4i+6+4— 	+ 2iNrj.  + 18 

13=9+13iV§ 
* -y = abc 
-y = (1 + 3i,/j)(-2 + i/)(4 - 2hri) 

-y = (-2 + iV - 6i0 - 9)(4 - 20) 
-y = (-11 - 50)(4 - 2iAr3-) = -44 - 30 - 200 + 220 

= -74 + 20 d'où 	y = 74 - 
P(z) = z3  + (-3 — 2W§)z2  + (9 + 13i/g)z + 74 — 21\f§ 

Autre méthode :  
P(z) = (z — 1 — 3i/)(z + 2 — iV)(z — 4 + 

On développe, réduit et ordonne suivant les puissances 

décroissantes de z et on retrouve le résultat. 

2) a- Montrons que le triangle ABC est rectangle en B : 

zA  = 1 + 30; zB  = —2 + i'f; 	zc  = 4 — 

zB  — zA  —2 + — 1 — 3i1/5 —3 — 

zB  — zc —2 + — 4 + 2i 1 —6 + 
(3 + 2i)(6 — 

36 + 27 



D'où 	ZB 	ZA = C-4 	Comme —Z^  = ilR* alors le triangle ABC est 
ZB  - zc 	3 	 ZB —zc 

rectangle en B 
(On peut aussi utiliser le théorème de Pythagore ou le produit scalaire) 

b- Ecrivons sous forme trigonométrique le nombre complexe bc  

c - a 4 - 2i' - 1 - 3ià-  3 - 5i-à-  (3 - 	+ 2i/) 
b - a -2 + 	1- 30 -3 - 2iV 	21 

c— a 	21+ 21iVi c — a 
= 1 + 	 = 1+ b — a 

= 	21 	 b — a 

11+ hf-j1 = 

{ COSO = 1 - 

	

2 	- 
3  

	

, 	0 = -Tr d'où 
b - a 	 3 	3  2 (cos Ir  + isin -1  ) 

sin() = —
v3 
2 

AC 
C- Déduisons la valeur de AB • 

AC 
AB 	

I
b - a 	 AB 
c-al = 

11+ 	= 2 donc AC 
-7 

 

Mesure principale de l'angle orienté(AB , AC). 

mes(AB , AC) = arg( a), or = arg(ica.) = ; donc mes(AB , AC) = 
b a 

3) a- Donnons l'écriture complexe de la similitude directe de 

centre A, qui transforme B en C : 
rS(A) = A 
tS(B) = C ; 

Soit z' = uz + v l'écriturecomplexe de S 

On a : 
IS(A) = A <==> zA  = uzA  + 

S(B) = C ,#=> zc  = uzB  + v 

-3 + 	= u(3+ 2i\M 

-3 + sil 
U= 	 hrS 	On déduit donc que 

3 + 
z'=(1 + 	+ 9 - i-‘13 
b- Déterminons l'affixe zi du point B1 qui a pour image B par S. 

zB = (1 + 	1 + 9 - il 

zB  — 9 + i-,r3-  -2+ i[3-  - 9 + 	-11 + 
Zn.._ 

1 + i1,/ 3 	 il 	1 + 	0 

2 ; soit 8 = Arg(1+ 

soit 	
= u(1+3i,[3) + y 

4 - 2h/-3-  = u(-2+ 	+ y 



5 	. -Vj 
zBi  = --4  + 13L-4 

PROBLEME 

Partie A 
g(x) = -x 2  + 6 - 41nx 

1) Etudions le sens de variation de g : 

Cherchons le domaine de définition Dg : Dg = ]0; +oo[ 

g est dérivable sur ]0; +oo[. 

Calculons la fonction dérivée g'(x) : V x E Dg, g'(x) = -2x - : 

g'(x) = -2 (x +D 

puisque V x E ]0; +00[, alors x + 2  - >0 et sur Dg, g'(x) < 0 
x 

g est strictement décroissante sur ]0; +00[. 

2) Calculons les limites de g : 
f x 

lim g(x) (x) = lim(-x2  + 6 - 4lnx) = +00 car In -* -00 
x-w 	x-> cl 	 -x2  + 6 -3 6 
x>o 	x>o 

- x 2  + 6 -3 -00 
lim g(x) = lim (-x2  + 6 - 41nx) = -00 car { 

x-H-co 	x->+00 	 -41nx -) -co 

Dressons le tableau de variation de g : 
x 0 	 +00 

g'(x) / — 

g(x) // ±c°  -------------------.4„. 
—co 

3) Montrons que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a 

dans ]0; +00[ : 
g est continue et strictement décroissante et ga0; +00[) = 

]-00; 1-00[ et puisque 0 E IR on conclut que l'équation g(x) = 0 

admet une unique solution cc sur ]O; +00 [ : 



Montrons que 1,86 < a < 1,87. 
1,86 ; 1,87 E 10; +00[ et de plus g(1,86) = 0,058 ; 
g(1,87) = —0,0006 
Ainsi g(1,86) x g(1,87) < 0, on déduit que 1,86 a 5_ 1,87. 

4) Donnons alors le signe de g(x) suivant les valeurs de x E ]0; a[ 
et à ]a; +œ[ 
g étant strictement décroissante sur ]0; +oc/ et g(a) = 0, on 
déduit que 
V x E 0; 	g(x) > 0 aussi V x E ] a; +00[ g(x) < 0 

Partie 

f : ] 0; +00[---> IR 
• 1 	2/n(x)-1 

XI-0" 2 — -X -F 3 + 	 x 
1) a- Calculons f '(x) : 

1X 
 - -(21nx-1) 

V X E 10; +00[, f '(x) = 2  + 	x2  
1 

f '(x) = 	
-F 3-21nx 

2 
 x2  

Exprimons f '(x) à l'aide de g(x) : 
-x2+ 6-4/nx g(x) 

V X CO; +cab f'(x) = 	 23(2 	= 2x2  
b- Déterminons le sens de variation de f : 
V x E ]0; +00[, 2x2  > 0, donc f(x) a le même signe que g(x) 
d'après partie A/4. On a 
V x E ] 0; 	f (x) 0, donc f est croissante sur ] 0; a[. 
V x E ]a; 	f(x) S 0, donc f est décroissante sur ] a; +04. 
c- Calculons les limites de f en 0 puis en +00. 

	

1 	21nx — 1\ 
x-)o 

	

x-K1 2 	x 

1 , 	2-21nx +1 
2 	x2 



-2x+3 -) 3 
1 	1 

= lim[- 2- x
 + 3 + -

x 
(2Inx - 1)] = -00 car 

ec.o 	
1 
- -4 +00 

 

1 
- -

2
x + 3 -4 -00 

Inx 
— 0 

1 
- -00 

	

lim f(x) = lim (--1 
	21nx 1
x + 3 + — 	= -00 car 

H- 

	

x-00 x-H-co 2 	x x /  

 

 

1 
2) a- Montrer que la droite (D) d'équation y = -- 2 x  + 3 est 

asymptote à (C) en +00 : 
lim[f(x) (_ _1 x  + 3

)] = lim 
 (2/nx - = urn  (21nx 1) 0  

x-0+00 	2 	x-)4-00 x J x.-Foo x 

Donc la droite d'équation y = 	+ 3 est asymptote oblique à 

(C) en +00 
b- Etudions la position de (C) par rapport à (D) : 

1 
Soit U(X) = f(x) -2  — (— 	+ 3), u(x) = 21nx-1  

Etudions le signe de u(x) : 

V x E ]0; +co[, x > 0 donc le signe de u(x) dépende de celui de 

2Inx - 1 

Posons alors 21nx - 1 > 0 ; on a : x > 

x 0 -16-  +00 

u(x) - 0 + 

VxE] 0; Nrq, u(x) G 0 ; donc (C) est en dessous de (D). 

V x E [ 	+00[, u(x) > 0 ; donc (C) est au dessus de (D). 

Pour x 	u(x) = 0 donc (C) et (D) se coupent. 

c- Précisons les coordonnées du point A intersection de (C) et 

(D). 

> 

2Inx - 1 -> -00 



Pour x = 	y = f(f) - + 3 donc A(,r; - Z + 3) 

3) a- Montrer que ln(a) = 6 - a2 •  4 
2  - a 

On a : g(a) = 0 	 6 4 -a2  + 6 - 41na = 0 	lna = 	 d'où 
6  _ «2 

ln(a) = 	4  

Montrer que f(a) = - a + 3 + -2-OE  : 
2( 

6 4a2)  1 
On a : f(a) = - -2 a + 3 +

21na-1 = 1 a + 3 + 
a 	2 	 a 

1 	6 - a2-2 	1 	4 - a2 	1 	2 a 
f(a) = --2 a + 3 + 	 2a 	= 2 

a + 3 + 	 2a = -2 
a + 3 + -a — -2 

D'où f(a) = - a + 3 + « 
2 

b- h(x) = - x + 3 + X . 

b1- Etudions le sens de variation de h. 
h est dérivable sur ]0; +0(4 comme étant la somme de fonctions 

dérivables sur 10; +oo[.. on a : V x E ]0; +œ[, hi(x) = -1 - x22  

2 	x2 + 2 
x2 	x2 

V X E ]0; +0 [ , X2  > 0 et x2  + 1 > 0 donc h'(x) < 0, alors h est 

strictement décroissante sur ]0; +00[. 

b2 - Encadrons f(a) : 
h est décroissante sur ]0; +cc/ et 1,86 < a < 1,87 
alors h(1,87) «• a 5_ h(1,86) or h(1,87) ••z-- 2,199 et 

h(1,86)••z•• 2,216 
Donc on a : 2,199 h(a) 2,216 
4) a- Dressons le tableau de variation de f. 

x 0 a +09 
f '(x) + - 

f(x) 
-00 

f(a) 

-op 



b- Calculons K-1) : e 
= 

2e + 3 3e  e 

f(1) = Z. 
2 

On a f(1) x f(1) < 0 et 1 < a, donc (C) coupe l'axe des abscisses 

en un point d'abscisse ß E ; 1[ 

c- Construisons (D), (C) puis plaçons le point A : 

La droite d'équation x = 0 est asymptote verticale à (C) 

Partie C 

1) Calculons l'intégrale Io  = f\rée  k(x)dx : 
e1 

Io  = f ,- 2 — — dx ; Io  = [ln2 X — Inxr- = 0 - — 	lo  = 
ve 

Inx  
x x 	 ve 	4 2 	4 

2) Donner une interprétation géométrique de Io. 

Io  est la valeur en U.a de l'aire du domaine limité par la courbe (C), 

la droite (D) et les droites d'équation x = 	et x = e 



(n-F1 

3) Soit a,, = 	2  ). 
a- Calculons en fonction de n l'intégrale In  = faann+1  k(x)dx. 

_ 
 [

0+2)2  n+21 	(+1)2 n+11 
2 	2 	2 1 	2 

(n2 +4n+4  n+2) (nZ+2n+1  n+1) 
4 	2 	4 	2 

= (n2 +2n)  (n2-1) 	2n+1  1 1 
4 	k 4 	 4 

	

I, = 	= 4 + 2 n 

b- Montrons que (In) est une suite arithmétique : 
(In) est une suite arithmétique <=> V n E IN, •n+1 In = r 

2n + 3 2n + 1 1 
	 = - in+1 - In = 4 	4 	2 

Donc (In) est une suite arithmétique de raison r = 21 et de 

premier terme Io  = 
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Exercice 1 : 
Soit aun nombre complexe. 
1) Résolvons dans C l'équation : 
(1 + i)z2  - 2i(a + 1)z + (i - 1)(a2  + 1) = 0 
A= [-2i(a + 1)]2  - 4 (1 + i)(i - 1)(a2  + 1) 
= -4(a + 1)2  + 8(a2  + 1) = -4a2  - 8a - 4 + 8a2  + 8 

= 4a2  - 8a + 4 

	

A = (2a - 2) 	-f,-A= 2a - 2 
2i(a + 1) - (2a - 2) (a + 1)i - (a - 1) 

	

= 	  
2(1+i) 1 + i 

[(a + 1)i - (a - 1)](1 - 0 2 + 2ai 
2 	 2 

z1  = 1 + ia 



2i(a + 1) + (2a — 2) (a + 1)i + (a — 1) 
z2  = 	  

2(1 + i) 	 1 + i 
[(a + 1)i + (a — 1)](1 — i) 2a + 2i 

— 	 2 	 2 
z2  = a + i 

D'où S = {l + ia; a + i } 

2) Soient z1  et z2les solutions de cette équation. 

Trouvons entre z1  et z2  une relation indépendante de tr: 

z1  = 1 + ia a= 
Z1 - 1 

cc = —i(z1  — 1) 

z2  = a + 	z2  = —i(zi  — 1) + i 	z2  = —izi  + + i 

z2  + izl  — 2i = 0 
Autre méthode :  

On peut aussi utiliser la somme S = z1  + z2  = I  la  et le produit 

P = E. Tirons a dans S et remplaçons dans P. 
a 

Ici a = 1 + i ; b = —2i(a + 1) et c = (i — 1)(a2  + 1) 

3) Caractérisons f : M1  (z1)--> M2 (Z2): 
Z2 + iZi - 2i = 0 	z2  = —izi  + 2i 

= 1 et Arg(—i) = — 2  

Soit fl le centre. 

= = 	 
2i 	21(1 — i) 

= 1 + 
1+i 2 

Donc f est la rotation de centre f1(1 + i) et d'angle A = — Z. 

4) On pose zi  =- x + iy et z2  =x'+ iy'  

a- Exprimons x'et y' en fonction de x et y : 
z2  = —iz1  + 2i 	x' + iy' = —i(x + iy) + 2i 

= —ix + y + 2i 



Par identification : 
f 	= y 
ty' = —x + 2 
b- Déterminons l'image par f de la droite (D) : x + 2y — 1 = 0 

(D) : x + 2y — 1 = 0 	y = -x2+1  
x, = 

2x' = —x + 1 
Ortyl = 

Y   
= -X + 2 ty' = —x + 2 	y' = —x + 2 

Eliminons x. 

t

2x' = —x + 1 , 
y = —x + 2 
y' — 2x' = 1 

y' — 2x' — 1 = 0 
D'où f (D) = (D'): y — 2x — 1 =0 

Exercice 2 
On considère les équations différentielles suivantes : 

(E) : y"(x) — 2my'(x) + 3y(x) = 2(1 — 2x)ex 

(E') : y"(x) — 2my'(x) + 3y(x) = 0 
1) Résolvons, suivant les valeurs de m, l'équation (E') : 

(E') : y" (x) — 2my'(x) + 3y(x) = 0 
Son équation caractéristique est : r2  — 2mr + 3 = 0 
A = (-2m)2  — 4(1)(3) = 4m2  — 12 = 4(m2  — 3) 

A=0m=1.ij ou 

m -09 - Arj Arj +00 
A + — + 

* V m E ]-03; 	U la +00[0>0, 

2m — 2-‘,/m2  — 3 

	

=2 
 	m  _ V'm2 3 

2m + 21/m2  — 3 
r2= 	2 

= m  Vm2 _ 3 

S = {Aerix  + Berix; (A; B) E 1R2} 



* V m El-Arj.; 	,6,< 0 , pas de valeur de r, donc S = 0. 

*`dm E 	VT}A= 0; ro  =12 =m 

S = t + B)emx; (A; B) E IR2) 

2) Déterminons la valeur de m pour laquelle, h(x) = x 2  ex est 

une solution de (E) : 

h est solution ssi h" (x) — 2mh'(x) + 3h(x) = 2(1 — 2x)ex.  

* h' (x) = 2xex + ex x2  = (x 2  + 2x)ex 

* h" (x) = (2x + 2 + x2  + 2x)ex = (x2  + 4x + 2)ex 

• (x 2  + 4x + 2)e x  — 2m(x2  + 2x)ex 3x2 ex = e 	2(1 — 2x)ex 

• (x 2  + 4x + 2 — 2mx2  — 4mx + 3x 2)ex = 2(1 — 2x)ex 

• (4 — 2m)x2  + (4 — 4m)x + 2 = —4x + 2 
f4 — 2m = 0 donc m= 2 
4 — 4m = —4 

3) On donne m = 2. 
a- Soit (4) une fonction au moins deux fois dérivable sur IR. 

a1  - Montrons que si cp est une solution de (E) ssi (g) — h) est une 

solution de (E') : 
On a : (E) : y" (x) — 4y1(x) + 3y(x) = 2(1 — 2x)ex 

M = 2 	h solution de (E) 

cp solution de (E) ssi (4)"(x) — 4(4)1 (x) + 3(4)(x) = 2(1 — 2x)ex 

Or h" (x) — 4h'(x) + 3h(x) = 2(1 — 2x)ex.  

cp" (x) — 4(p1  (x) + 3(p(x) = h" (x) — 4h'(x) + 3h(x) 

• — h")(x) — 4(q)' — h')(x) + 3(q) — h)(x) = 0 

• (g) — h)"(x)  — 4(q) — h)1(x) + 3(q) — h)(x) = 0 

D'où (q) — h) solution de (E'). 

a2  - Montrons que (cp — h) est une solution de (E') ssi (1) est une 

solution de (E) : 
((p — h) est une solution de (E') 

'•::•::•: 



(cp — h)" (x)  — 4(cp — h)' (x) + 3(c) — h)(x) = 0 
cp"(x) — 4cp'(x) + 3(p(x) = h" (x) — 4h'(x) + 3h(x) 

Or h" (x) — 4h'(x) + 3h(x) = 2(1 — 2x)ex 
cp" (x) — 4(p'(x) + 3y(x) = 2(1 — 2x)ex 

D'où cp solution de (E) 
b- Déduisons de 1-, la résolution de (E') : 

m = 2 m 	+00[ (A> 0) 

Donc ri  = m — Vm2  — 3 = 2 — 1 = 1 

r2 =m+ \/m2 -3=2+1=3 
D'où S = {Aex + Be3x; (A; B) E IR2} 

Résolvons (E) : 
(q) — h) est solution de (E') 

— h = Aex + Be3x 
= h + Aex + Be3x 

D'où q) = x2ex + Aex + Be3x 
S = t(x2  + A)ex + Be3x; (A; 	E IR2) 

c- La solution f de (E) telle que (CO passe 11(0; —1) et admet en 
ce point une tangente de coefficient directeur 1. 

frO) = —1 	fA + B = —1 
t 	(0) = 1 	— (A + 3B = 1  

2B = 2 B = 1 
B = 1 A = —2 

D'où 	f(x) = (x2  — 2)ex  + e3x 

4) Soit g la fonction définie sur IR par : g (x) = (x 2  — 2)ex + e 3x  
et U une primitive sur IR de la fonction x H 2(1 — 2x)ex. 
a- Sachant que g est une solution de (E), montrons que la 

fonction G définie sur IR par : G(x) = [U(x) — g' (x) + 4g(x)]est 

une primitive de g sur IR : 
* g solution de (E) <=> g" (x) — 4g'(x) + 3g(x) = 2(1 — 2x)ex 



• 3g(x) = 2(1 — 2x)ex —g" (x) + 4 g' (x) 

• 3f g (x)dx = f [2(1 — 2x)e x —g" (x) + 4g'(x)] dx 

• G(x) =1[U(x) — g'(x) + 4g (x)] 

b-Déterminons une expression de U(x) de la forme : 

U(x) = (ax + b)ex : 

U'(x) = 2(1 — 2x)ex 

Or U'(x) = (ax + a + b)ex 

ax + a + b = —4x + 2 

a  = —4  donc a = —4 et b = 6 
a + b = 2 

D'où U(x) = (-4x + 6)ex  
c- Déduisons G(x) : 

G (x) = î [U (x) — g' (x) + 4g (x)] 

= [(-4x + 6)ex  — ((x2  + 2x — 2)ex 
1 

G(x) = —
3 

[(3x2  — 6x)ex  + e3x] 

Problème 

(f (x) ) = xe 
ex-1  

x+l sur [0; +00[ 

L'unité graphique est 2 cm. 

A/ 
g (x) = x + 2 — ex sur [0; +oo[ 

1) Etudions le sens de variation de g sur [0; +00[ : 

g est dérivable sur [0; +04 
g' (x) = 1— ex 

g' (x) = 0 	1 — ex = 0 x In(1) = 0 

x 0 +00 

g'(x) — 
V x E [0; +00[, g'(x) 5_ 0 donc g est décroissante sur [0; +oo[. 

Limite de g en +00 : 
lim g (x) = lim x + 2 — ex = +00 — 00 

x•->+00 	X-,+00 
(forme indéterminée) 

+ 3e 3x) + (x 2  — 2)ex + e 3x] 



lim g(x) = lim x 1+ - - — 
H-oe 	-H- x- 	xco 	x x 

e x 
lim g(x) = -09 car lim x = +00 et lim — +00 

x 
2) a- Montrons que l'équation : g(x) = 0 admet une et une seule 

solution dans [0; +00[ : 
g est continue et décroissante sur [0; +00( et sur g([0; +co]) = 
[-00; 1[ contenant 0 c'est-à-dire 0 E = [-00; 1[. Donc d'après le 

théorème des valeurs intermédiaires, il existe a E [0; +œ[ telle 
que g(a) = O. 
b- Prouvons que : 1,14 < a < 1,15 : 

g(1,14) = 0,013 > 0 
g(1,15) = 0,0081 < 0 

On a : g(1,14) x g(1,15) < 0 donc 1,14<a<1,15 
3) Déduisons le signe de g(x) suivant les valeurs de x : 

On a le tableau suivant : 

x—›+co 

x 0 a +00 

g(x) 
1 

0̀`‘  _00  

*V x E [0; a[, g(x) E]0;1] = g(x) > 0 

*V x E ] a; +co[, g(x) E ]-00; 0[ = g(x) < 0 
* x = a g(x) = 0 
B/ 

1) a- Montrons que, V x E [0; +04, 	f'(x) = 

[0; +04, 	f'(x) = 	exg(x)  - (xex+i)2  
ex-i  

f(x) = xex+1 

exg(x) 

(xex+1)2" 

o 
	 f' (x) = 	

(xex + 1)2  

xe 2x + ex  - xe2x - e2x + xex + ex 	+ 2)ex ezx  

(xex + 1)2 

 

(xex + 1)2  

ex(xex + 1) - (x + 1)ex(ex  - 1) 



= ex (x + 2 - ex) 	
= f (x) 	

exg(x) 
' 

	

(xex + 1)2 	 (xex + 1)2  

b- Sens de variation de la fonction f sur [0; +oo[ : 

Le signe de f ' (x) dépend de celui de g(x) car ex > 0 et 

(xex + 1)2  > o. 

* V X E [0; a[, g(x) > 0 = f (x) > donc f est strictement 

croissante sur [0; a[. 
* V x E [ a; +00[, g(x) < 0 	f ' (x) < donc f est strictement 

décroissante sur [a; +0:4. 

2) a- Montrons que V x 0, f (x) = x + e-x 
ex -1 	ex (i-e-x) 	ex-1 

f (x) = xex+i = ex(x+e-x) ; f (x) =  xex+1 
b- Déduisons la limite de f en +00 puis interprétons 

graphiquement le résultat trouvé : 

	

ex - 1 	 1 
lim f (x) = lim 	= 0 car lim e-x = 0 et lim - = 0 

x-.1-03 	.7c,Fc0 xex + 1 	x-H-œ 	x-)-1-00x 
Donc la droite des abscisses (y = 0) est asymptote horizontale 

à la courbe (C). 
1 

3) a- Etablissons que f (a) = — : 
a+1 

f (a) = 
aea + 1 

Or g (a) = 0 a + 2 - e" = 0 ea = a + 2 
a + 2 - 1 a + 1 	a+1   	1 

donc f (a) = 

	

	 = 	= 	= 	 
a(a + 2) + 1 2)1=221=(  (a + 1)2  (a + 1) 

f (a) = a + 1 
b- Encadrement de a à 10-2  : 

1,44 < a < 1,15 
2,44 < a+1 < 2,15 
1 	1 	1 

2,15 --. a+1 --.' 2,14 

e a — 1 

1 



0,46 < f (a) < 0,47 

4) Déterminons une équation de la tangente (T) à la courbe (C) 

au point d'abscisse 0 : 

(T) : y = 	f'(xo)(x — xi)) + f(xo) 
f'(0) = 1 et f (0) = 0 donc (T) : y = x 

5) a- Etablissons que, V E [0; +04, f(x) — x= 
(x+1)(p(x) 

xex+1 

avec (p(x) = e x  — xe x  — 1: 

ex  — 1 	e x  — 1 — ex  — x 
f (x) — x = 	 x = 	  

xex + 1 	 xe x  + 1 
(1 — x 2)ex  — x — 1 (1 — x)(1 + x)e x  — (x + 1) 

xex + 1 	 xex + 1 
(x + 1)[(1 — x)ex — 1] 

b- Etudions le sens de variation de cp sur [0; +00[ : 

(f) est dérivable sur [0; +oo[. 
(p' (x) = e x  + ( — x — 1)ex  = e x  (1 — x — 1) = — xe x  

(pi (x) = —xex 	cp' (x) < 0, V x E [0; +oo[ 

Donc cp est strictement décroissante sur [0; +co[. 

Déduisons le signe de (p(x) sur [0; 1-co[ : 

x 0 +09 
(pi  (x) — 

(pi (x) 

 0 

—00 

V x E [0; +04; cp(x) E]-00; 0] donc (p(x) < 0 

c- Déduisons des questions précédentes la position de la courbe 

(C) par rapport à la droite (T) : 

(T) : y = x 

f (x) — x = 
xex + 1 

D'où (p(x) = (1— x)ex —1= ex — xex —1 



Position relative de la courbe (C) et de la droite (T) <=> signe de 

f(x) — 
x  = (x+12(pi(x)

xe
.  

Or V x E [0; +04 ; (x + 1) > 0 et xex +1> 0 

Donc le signe de [f (x) — x] dépend de celui de (p(x). 

Or (p(x) < 0 V x E [0; +cor 

f (x) — x < 0 donc (C) est en dessous de (T) sur [0; +00[. 

d- Traçons (C) et (T) : 

Tableau de variation de f : 

x 0 a +00 
cp' (x) + (;) — 

(p (x) 1 
1 + a 

0 —00 
1,44 < a < 1,15 et 0,46 < f (a) < 0,47 

C/ 

1) Déterminons une primitive F de f sur [0; +oo[ : 



f 
(x) = 	

ex-1 	1-e-x  
xex+l = x + e-x 

() f (x) = x + e-x = U
1
(x) 

avec U(x) = x + e' 

F(x) = inIU(x)1 or x + e-x > 0 
Donc F(x) = ln(x + e') 
On note D le domaine du plan limité par (C) , (T) et x = 0; x = 1 
2) Calculons en cm2  l'aire A de ce domaine D : 
(T) est au dessus de (C) 

A = fo  (x - f (x))dx x U. a. Ici U. a. = 4 cm2  
1 

A = [-12  x2  - F(x)]
o 

x 4 cm2  
1 

= [--12  x2  - ln(x + e-x)1 x x 4 cm2  

A = [-21  - 1n(1 + e-1)] x 4 cm2  

,. 
k +1 3) On pose Vk = fk  f (x)dx ; k E IN. 

a- Calculons Vo  , V1  et V2 : 
k+1 

Vk = f f(X)dX = [ln(x + e-x)it+1 
k 

+. 	k 1 + e-k-1) 
= ln(k + 1 + e-k-1) - ln(k + e-k) = In 	  

k+e-k 

Vk = In
((k + 1) ek  + e-1) 

kek + 1 ) 
* Vo  = ln(1 + e-1) 
* vi  = in  (2e + e-11 

e+1 ) 

V2 = ln (3e2  +  e-1) 
2e2  + 1 ) 

b- Démontrons que pour tout entier naturel k > 2, 
f(k + 1) .. VK 5, f (k) : 



k+1 
Vk = fk  f (x)dx. D'après le théorème de l'inégalité traduisant 

la valeur approchée des intégrales, 
f(k+1)  < 

f
k-Fi 

f(x)dx < 
 f(k)  f (k + 1) 5_ Vk  < f(k) 

(k+1)—k 	 (k+1)-k  

C- Déduisons la limite de Vk quand k tend vers +00 : 

f(k + 1) < Vk  < f(k) 
1 — e —(1e+1) 	 1 — e-k 

f (k + 1) = 
k + 1 + e-(k+1) et f (k) = k + e —k  

lim f (k + 1) = 0 et lim f (k) = 0 
k—>+00 

Donc d'après le théorème des gendarmes : 
11m Vk  = 

k-›+co 

BACCALAUREAT 2014 - TOGO 

CORRIGE 

Exercice 1 : 

Soit l'équation (E) : Z E C, Zn = 	27i  , n E IN * 

1) Déterminons les solutions Zk de (E) : 

1-9 	+ 271 ,j(-9\M + 272 	= 181fi 

2 	 2 	2 	2 

	

.%/ 	1 
ICOSO = 	= 

2 x 91/3 	2 
Arg (-9 Ni-à- + 27i)  = —2n car 

—9 

2 	3 	 27 	1,r3" 
sine = 	,- — z x 91/3 	2 

Soit z = r(cosa + isina) 	zn = rn(cosna + isinna) 

{
rn  = 9 \f". 	k E {0; 1; 2; ...; (n — 1)} 

na = 0 + 2krt 



E

r = nA/9-‘,/ 

= 
 n 	3n = 

e 
n

, 2k-rt 	+ 2kn 
CIC 

n1 	i( 2+2)-2  1 9 3 e 	-t  Donc zk  = 	3n n ) 

2) On pose n = 5. 
Représentation des points-images des solutions Zk de (E) : 

n = 5 zk  = 51,r90 ei(21:41 k E {0; 1; 2; 3; 4) et V9Vj = VT 
.27r 

* k = 0 	zo  = 	e I 15 
.8n 

* k = 1= z1  = .\,/j 
.147r 

* k = 2 Z2  = f e`15 
:Ir 1 

* k = 3 	z3  = ‘, e
i47c 

3 

= _ .‘, eti 
 

.26TC 

* k = 4 	z4  =\,/- e` 15  
.2rr 	 .8rr 	.141r 	 .26/ 

s = 	V--  e`i; -a eii ;; -N,I e' i; — -a-  ei ; -0-  e'T t 

Tous ces points images a0ppartiennent à un même cercle de 

centre 0 et de rayon r = -N. (ils sont cocycliques) 

3) On pose a = - 2   - -3 i. 

a- Soit J = - 2-- + —
,/j i. Exprimons a en fonction de J : 

2  

a = - 
1,rd - -3 i = 	(- 	 -1 -F i) or J = - + i 

2 	2 	 2 2 
	Z + 

Z 

b- Montons que a est une solution de l'équation z5  = -9 1/ + 27i 
	  • 

2 

\ 5 

a5 =(1/1)5 =9 14-14-i) =9.\N— Z+ 2 -V=3-i) 

-9/j-1-27i 
(15  = 

D'où a est une solution de l'équation z5  = 	+ 27i  
2 



Autre méthode : 
1 

a5  = (NiJ0
s 

= (13)
s 

x (J)5  or J = — —2 + —
2 

= 	3  

.2ir 5 	 .10n 
= 9 Vj x (e—IT) = 9 -\/- 	

l3ir 
or = 3

371- 

= 9 	x (—e 	= 9 Vj (— 1+ 
2 2 

= -9 	1 +27  

2 

D'où a est une solution de l'équation z5  = 	+ 271  
2 

4) Soit T : 	P —P 
M(z) H  M'(z') 

	

.) 	, 	, 1-13'  . 
	t 

	

Z1  = (-- — — 
3 
-1 Z -r — 	. 

2 2 	2 2 

a- La forme algébrique du nombre complexe W = (1 — i)(2 + AR + 	: 

W = (1 — 0(2 + + 	= 2 + Nrj + 3i — 2i — iNrà.  + 3 

W = 5 + \r§ + (1 — V4. 

b- Donnons la nature et les éléments caractéristiques de (T): 

z' = az + 11V car a=— et 1 W — 
2 	 2 2 	2 — 2 	2 

IaI =FIJI  = 

Arg(a) = Argefj.  = —ArgO) = 

Soit fi le centre 
5 + 1/j  + 

1 —  
2 	I 	5+ + (1 — f3Di 

zn  = 
1
2

— a 
= 2  

1— 
3 	) 	2 + -\/j + 3i 

(1— i)  (2 +1./j + 3i) 
= 1 — i 

	

2 + 	+ 3i 
zn  = 1 — 

Donc (T) est une similitude directe de centre cl(1 — i), de rapport 

k = V-3-  et d'angle = — ••1-1.3 



Exercice 2 

8 % d'ingénieurs P(I)= — 1080 = 0,08 
80 

80 % d'opérateurs de productionP(0)= loo — = 0,8 

Agents de maintenance = P(M). 

1) Construction d'un arbre pondéré correspondant aux données: 

F (Femme) 

0,5 
0,5 

0,08 	 0,6 H(Homme) 

Secteur 	0 - 0/1 ; F 
H 

0,12 	M 	0,25 F 

0,75 
H 

2) Calculons la probabilité d'interroger : 

a- Un agent de maintenance. 

P(M) = 1— [P(I) + P(0)] = 1— [0,08 + 0,8] 	P(M) = 0,12 

b- Une femme agent de maintenance. 

P(Fnm)= P(F/M) x P(M) = 0,25 x 0,12 	P(FÛM) = 0,03 

c- Une femme. 
P(F) = P(FnM) + P(FnI) + P(FnO) 

= 0,03 + 0,6 x 0,8 + 0,5 x 0,08 	P(F) = 0,55. 

3) Entretien de machines par le service de maintenance. 

A « l'alarme se déclenche » 

B « une panne se produit ». 

On a: 
0 	* P(A/B) = 0,002 

* P(A/B) = 0,003 



* P(B) = 0,04 
a- Démontrons que la probabilité qu'une panne se produise et 

l'alarme se déclenche est égale à 0,037 : 

P(AnB) = P(A/B) x P(B) or P(A/B) = 1 — P(À/B) = 0,997 

P(AnB) = 0,997 x 0,04 	P(AnB) = 0,037 

b- Calculons la probabilité que l'alarme se déclenche : 

P(A) = P(AnB) + P(A/Ii) x P(E) (ici P(B) = 1 — P(B) 

= 0,037 + 0,002 x (1 — 0,04) P(A) = 0, 0389 

c- Calculons la probabilité qu'il y ait une panne sachant que 

l'alarme se déclenche : 
P(Af1B)0,037 

P(A) 
P(A) 	 

0,0389 	
P(A) = 0,95 

PROBLEME 
A/ On considère la fonction f définie sur IR par : 

{
x 

f (x) = —x + 62-  — 3 si x < 0 
x 

f (x) = 2x2 e2 — 2 si x > 0 

On désigne par (C) sa courbe représentative. 

1) a- Etudions la continuité de f en 0 : 
x 

*x->() limf (x) = lim —x + e2 — 3 ; lim f (x) = —2 
x-.0  

< 	< 	 < 
x 

*x->() limf (x) = lim 2x2 e.2-  —2 ; lim f (x) = —2 
x,o 	 x--ffl 

< 	> 	 < 
* f (0) = —2 

Conclusion : 
*x  lim f (x) = lim f (x) = f (0) Donc f est continue en 0. 

,o 	->o 
< 	> 

b- Montrons que pour tout réel non nul u on a : 

— 1 	1 
lim 	 

 
= 

u x 
Posons X = x x = Xu 



Si x—>OX—>0 etona: 

-1 	ex  - 1 	1 (ex  - 1) 

	

lim 	 _ lim  - lim 
x 	x-4) uX 	x-o u 	X 

x 
x . e - i 	eu -1 1 

Or lim 	
 

	

= 1 	lim 	= - 
x->o X 	x,0 x u 

c- a- Calculer 
f(x) + 2 	f(x) + 2 

lim 	 et lim 	 
x,o 	x 	x--ffl 	x  

< 	 > 

	

x 	 x 

	

* lim 	 
f(x) + 2 = lim -x + e7 - 3 + 2 = lim-x + e-i - 1 

x-.0 	x 	x->o 	x 	x,ci 	x 
< 	 < 	 < 

x 	 x 
e7 - 1 	1 	eu -1 1 

	

=-- limo  -1 + 	x = -1 + 
2 

car lim 
 x 

= 
u 

	

x 	 x,cs  
< 

lim 	 
f(x) + 2 	1 

=- 
x-)0 x 	2 
< 

	

f(x) + 2 	2x2e2 - 2 + 2 

	

lim 	 = lim 	  lim 2xe2 = 

	

x--)o 	x 	x-)o x 

f(x) + 2 
lim 	= 0 
x->0 

Interprétation analytique de ce résultat : 

lim 
f (x) - f (0) 	f (x) - f (0) 

x - * lim x 	donc f n' estpas dérivab le 
x---> 0  

en 0 . 
Interprétation géométrique de ce résultat : 

La courbe (C) admet deux demi- tangentes au point d'abscisse O. 



1 x 
fr (x) = —1 + -2- e-f si x < 0 

(x) = (x2  + 4x)4 f 	si x > 0 

* Si x < 0 	x E ]-00; (4 
1 x 

r(x) = 0 	—1 + —
2

e/ = 0 	=2 
2 

= /n2 x = 21n2 

2) Etudions le sens de variation de f et dressons son tableau de 

variation : 
f est dérivable sur IR*. 

x —oo 0 	21n2 	+00 
f(x) - 1-1 P Al /1 

V x E ]—co;O[f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur 

]-00; 0[. 

* Si x > 0 	x E ]0; +00[ 

f'(x) = 	(x2  -I- 4x)4 =O x2  + 4x = 0 car > 0 V x 
x = 0 ou x = —4 

x —00 	—4 0 +00 
f' (x) 14/ II II 01—,/ ,/ / 

/ + 
V x E]0; +cc[ (x) > 0 donc 
]0; -koo[. 

* Tableau de variation : 

est strictement croissante sur 

x —00 0 +oo 

f ' (x) — — ! 0 + 

f (x) 
+ 03 

(-2)  

+00 

3) a- Montrons que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 

solutions a et [3 telles a < 0 < R < 1 : 
f est continue et monotone sur chacun des intervalles ]-00; 0[ 

et ]0; +oo[ et f —00; OD = ]-2; +00[ contenant 0 ; 

•::•::.::•::•::. 	
•...••••• 	••••••••••••• 	......•••• 



f (10; +00D = —2; +04 contenant aussi 0 ; donc d'après le 
théorème des valeurs intermédiaires, il existe deux réels a et [3 
telles f (a) = 0 et f ([3) = 0 ; a E ]-00; 0[ et [3 E]0; +c[. 

f (0) -=- —2 et f (1) = 2e2 — 2 > 0 

f (0)xf (1) < 0 donc 0 < < 1 d'où a < 0 < 	< 1 

b- vérifions que —2,75 < a < —2,74: 
On a : a < 0 

f (-2,75) 0,0028 > 0 
f (-2,74) —0,0058 < 0 

f (-2,75) x f (-2,75) < 0 Donc — 2, 75 < a < —2, 74 

B/ g(x) = e 4  et 1= [0;1]. 

1) Montrons que [3 est l'unique solution de l'équation 
x > 0, g(x) = x : 
[3 E [0; 1] d'après ce qui précède 3)a-. 
Soit h(x) = g(x) — x . 

h' (x) = ex )  — 1= —î 	— 1 

h'(x)<O, V x E [0; 1], donc h est strictement décroissante sur 
[0; 1]. 

h([0;1]) 	[h(1); h(0)] -= [e-4 — 1; 1] contenant O. 

Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 
p E [0;1] tel h([3) = 0 = g(/3) = /3. 

2) Montrons que V x E I, g(x )E I: 
1 = [0; 1]; g(I) =- [0,7; 1] c I = g(x) E I. 



3) Montrons que V x E I, Ig'(x)1 41  
- - 

g(x) = 	g' (x) - -e 4 4 
xE./0<x<1 

-1 < -x < 0 
1 

e4 < e 4 < e°  

	

1 	1 	1 
-4 e°  < 	4 4 	

< --e-i 
- 	-  

1 	11 
- - < g'(x) - 4- e_ 4 

4 -  

	

11 	1 
4 e_ 4 5_ Ig'(x)1 

4 
D'où Ig'(x)1 

4) U0  = 1 et Un+1  = g(U,„). 
a- Démontrons par récurrence que (Un) est une suite d'éléments 

de I : 
- Vérifions que U0  E I. 
U0  = 1 	U0  E I. 
- Supposons que Un  E I et montrons que U„+1  E I. 

VxE/;g(x)El. 
Or Un  E I 	g(Un) E I 	Un+i  E I d'où Un  E I. 

b- Démontrons que1Un+1  - [31 < 1U„ - 131 

On a : Igr (x)1 5_ -41  

D'après le théorème de l'inégalité des accroissements finis 

appliqué entre Un  et [3, on a : 
1 

Ig(Un) g(R)I < -4 Pin - RI 

Or g(f3) = 13 et g(Un) = Un+1 	114+1 RI < 4 lun — Pl 

- Démontrons que lUn  - 	(1)2n 



On a: lUn+1 — RI 	lun — RI 
1 

lu. — RI 	74.  IUn 1 — RI 
1 

	

IUn-1— RI 	IUn-2 — RI  

1 
1U1 — 131 5- —4 lUo — RI 

En multipliant membre à membre et en simplifiant, on a : 

n  lUn 	01 -5- (4) IU0 

Or (14 	2
)n — [02]n = (i)2n 

et 1U0 — 131 < 11 — 01 = 1 

1  2n 
'Un  — 131 	(2) 

c- Déduisons que (Un) est convergente : 
2n 

n-) 
liM lUn  — 131 = n-li 

 H-co 
M (-

2
) = 0 

-1-00  
lim Un  = fi donc (Un) est convergente. 

n-›+09 
d- Déterminons le plus petit entier naturel no pour lequel Uno  

soit une valeur approchée de R à i0-3  près : 

(
2
I)

2n 
< 10-3  

2n/n
(2) 

5.. —31n10 

—2n/n2 < —31n10 
31n10 

n > 

	

	 n > 5 d'où no = 5 21n2 
e- Calculons la valeur correspondante de Un. : 



lUno PI 5  (2)  
1\  2no 	

- 
02no 1)2no 

Uno  5 + (-2 	, ici no 
_ 
- 5  2 

C/ 
1) a- Montrons que la droite (A) d'équation y = -x - 3 est une 

asymptote à (C) en -00 : 

lim f (x) - (-x - 3) = lim ez = 0 x,-co 
Donc la droite (A): y = -x - 3 est asymptote oblique à (C) en 

-CO 

b- Etudiions l'autre branche infinie de (C) : 
lim f (x) = +00 x-4-1- 00 

f (x) 	 x 2 
lim — = lim 2x0-  - - = -Fco 

x-H-co x 	 x  
f (x) 

lim — = +00; donc (C)admet une branche parabolique de 
x-H-c0 x 
direction la droite des ordonnées (Oy) en +cc. 

2) Construction de (A) et (C) : 
a = -2,7 et R=0,8. 



3) a- Calculer 1p = fo f(x)dx par intégrations par parties : 
13  

113 = (2x2e2 — 2 ) dx 

Soit u(x) = 2x2  = u'(x) = 4x 

v'(x) = e2 	v(x) = 2e-2- 
13  

x 	R 	x 
lo  = [4x2e — 2x — 8x ez dx 

o 0  

Soit ui(x) = 8x 	ul(x) = 8 

(x) = 	vi(x) = 
r 	x 	113 	r 	x 13 	R  

10 = 14x2ei — 2xi
o 

— (116x ed
o 

— fo.-  16 ez dx) 

x 	13 
= [4x26- 2x] — [16x eq13  +113 16 g dx 

o o 0  
x 	 x 	x 13 

= [4x26 — 2x — 16x + 32 d
o 

x 	R 
= [(4x2  — 16x + 32) ez — 2x]

o 

Io  = (4/32  — 16/3 + 32) — 213 — 32 

b-Exprimons l'aire A(a, (3) du domaine plan limité par la courbe 

(C), l'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et x = 13 

A(a, = fa R  f(x)dx = fâ f(x)dx + fo  f(x)dx 

Or 	fo  f(x)dx est déjà déterminée. 

I 	
1 

f(x)dx = f (—x 	+ ei — 3) dx = [— x2  +2e; 3x1 

1 
f f (x)dx = 2 — (—  a2 +2e1 2 	— 3a) 
a 

A(a, (3) = 2 — 	a2+2e1 - 3a) + (02  — 16)3 + 32) el — 2fl — 32 

a 
a 	 a 

0 
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Exercice 1 : 
Le tableau suivant donne l'évolution de l'indice annuel des 

dépenses, exprimé en milliards de francs CFA, d'une compagnie 

multinationale pendant ces dernières années. 
année 2006 2007 2008 2009 2010 

N° de l'année (xi) 1 2 3 4 5 

Indice des dépenses (yi) 36 45 40 58 70 

2011 2012 2013 2014 2015 

6 7 8 9 10 

64 80 95 100 108 

1) a- Représentons le nuage de points associé à la série 

statistique double (xi, yi) : 

Yi 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

b- Calculons les coordonnées du point G puis construisons : 



V(x) = 	 (f)2  
(1)2 4, (2)2 4. (3)2 + (4)2 4. (5)2 + (6)2 + (7)2 + (8)2 + (9)2  + (10)2  

10 	
(5,5)2 

V(x) = 8, 25 

E xi  1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 
x — = 	

10 	
= 5,5 

yi 	36 + 45 + 40 + 58 + 70 + 64 + 80 + 95 + 100 + 108 
	 = 69,6 

Y  = n = 	 10 

D'où G ( 5' 5  ) 
69, 6 

2) a- Calculons à 10-3  près, le coefficient de corrélation linéaire 

de la série (xi, yi) : 
Cov (x, y) 	Cov (x, y) 

Y = 	 
.IV(x)x V(y) ax x ay 

v(Y) = 	-(Y)2  

- (36)2  + (45)2  + (48)2  + (58)2  + (70)2  + (64)2  + (80)2  + (95)2  + (100)2  + (108)2  
(69,6)2  

10 

V(y) = 592, 84 
E 	_ _ 

Cov (x, y) = 	n 	(x, y) 
(1x36) + (2x45) + (3x40) + (4x58) + (5x70) + (6x64) + (7x80) + (8x95) + (9x100) + (10x110) 

10 
- (5,5 x 69,6) 

Cov (X, = 68,4 
4  

On a alors : Y — , 
 68, 	 Y = 0, 978 
8,25 x 592,84) 

Y est proche de 1 donc il y a une forte corrélation entre x et y. 

Donc un ajustement linéaire peut être envisagé. 

b- Déterminons par la méthode des moindres carrés, l'équation 

de la droite (D) de régression linéaire de y en x : 

Soit (D) : y = ax + b 
Cov (x, y) 

a 
=V(x) 
	 et b = - cCr" 

68,4 
a = 	= 

8,25 8,291 
	a = 8,291 et 

b = 69,6 — (8,291 x 5,5) 	b = 23,9995r-z•- 24 



D'où (D) : y = 8,291x + 24 
Représentation de (D) : (confère repère). 

3) On suppose que l'évolution de l'indice se poursuit de la même 

façon dans les années à venir. 

a- Donnons une estimation en milliards de francs CFA de l'indice 

annuel des dépenses de la compagnie en 2030 : 

En 2030, x = 25 y = 8,291 x 25 + 24 y = 231, 275 

Donc en 2030, l'indice annuel des dépenses sera de 231,275 

milliards de francs CFA. 
b- L'année à laquelle l'indice des dépenses de cette compagnie 

dépassera 300 milliards de francs CFA . 

y > 300 Donc on a : 8,291x + 24 > 300 
300 — 24 

x >8,291 	
x > 33,28 

Donc x _. 34 Donc à partir de l'année (2034 —5)= 2029 l'indice 

des dépenses de cette compagnie dépassera 300 milliards de 

francs CFA . 
N.B. : On a fait (2034 —5) car le numéro des années a commencé 

à partir de 2006 ce qui veut dire qu'on a sauté 5 ans partant de 

2000. 

Exercice 2 : 
1) On considère dans l'ensemble C : 

(E) :z E C, 
z4  + (-5 -F 30z3  + (8 — 90z2  + (-14 + 60z + 10 = 0 

a- Vérifions que 1 et i sont des solutions évidentes de (E) : 

Soit (E) : P(z) = 0 

P(1) = (1)4  + (-5 + 30(1)3  + (8 — 90(1)2  + (-14 + 6i)1 + 10 

= 1 — 5 + 3i + 8 — 9i — 14 + 6i + 10 = 19 — 19 + 9i — 9i = 0 

P(1) = 0 donc 1 est une solution de (E) 



P(i) = (i)4  + (-5 + 30(03  + (8 — 9i)(i)2  + (-14 + 6i)i + 10 

= (i)4  + (-5 + 30(03  + (8 — 9i)(i)2  + (-14 + 6i)i + 10 

= 1 + Si + 3 — 8 + 9i — 14i — 6 + 10 = 19 — 19 + 9i — 9i = 0 
14 — 14 + 14i — 14i = 0 

P 	= 0 donc i est une solution de (E). 
b- Résolvons l'équation (E) : 
1 et i sont des solutions de (E). 
(z — 1)(z i) =z2 —(1+i)z+i  
Division euclidienne : 

z2  — (1 +  i)z + i 

z2  + (-4 + 4i)z — 10i 
z4  + (-5 + 30 z3  + (8 - 90z2  + (-14 + 6i)z + 10 

-[z4  - (1 + 1)z3  + iz2] 

(-4+ 40z3  + (8- 100z2  + (-14+ 60z + 10 
- [(-4 + 40z3  + 8z2  + (-4 - 4i)z] 

—lOiz2  + (-10 + 100 + 10 
-[-101z2  + (-10 + 100 + 10] 

0 	0 

Donc P(z) = (z — 1)(z — i)[z2  + (-4 + 4i)z — 10i I 

(E) : P(z) = 0 
z = 1; z = i ou z2  + (4 — 4i)z —10i= 0 

A = (4 — 4i)2  — 4(1)(-100 = 16 — 32i — 16 + 40i A= 8i 

Soit A = (a + bi)2  = a2  — b2  + 2abi 

a2 	b2  = 0 	a2  — b2  = 0 
ab = 4 	On a : 

a2  + b2  = IA1 = 8 	a2  + b2  = 8  
2a2  = 8 

a2  = 4 a = 2 ou a = —2 
f a = 2 , b = 2 

Si ta = —2 , b = —2 



D'oü V3= 2 + 2i ou Vi= —2 — 2i 
—(-4 + 4i) — (2 + 2i) 4 — 4i — 2 — 2i 

	

= 2 	= 	2 
	 = 1 — 3i 

z = —(-4 + 4i) + (2 + 2i) 4 — 4i + 2 + 2i 
	 = 3 — I 2  

	

2 	 2 
Donc S = (1 — 3i; 3 — i; i; 1) 

2) A, B, C et D d'affixes respectives 1, i, 1 — 3i et 3 — i. 

a- Pla9pns les points dans repbre (0, 	: 

b- Soit S la similitude directe qui transforme A en C et B en D. 

D 
A 
B  

b1— D6terminons 116criture complexe de S : 
S: z' = az + b 



zc  - zt, zB, - zc  (1 - 3i) - (3 - i) 1 - 3i - 3 + i 
a= 	= 	= 	 = 	 

ZA — ZR ZB — ZA 	1 — i 	 1 — i 

-2 - 2i (-2 - 2i)(1 + 0 -2 - 2i - 2i + 2 
= 	= 	 = 	  

1 - i 	2 	 2 
a = -2i 

b - zc  - azA  ou b = ZD  — azB  
b =1-3i-(-2i)(1)=1-3i+2i=1- i 

b = 1 - i 
D'où 	S: z' = -2iz + 1- i 
b2- Donnons les éléments caractéristiques de S : 
a = -2i et b = 1- i 

lai = 2 et arg(a) = -112  

zn  = 	(11 le centre). 

1 - i 	(1 - 0(1 - 2i) 1 - 2i - i - 2 	1 3 

	

zn  = 1 + 2i = 	 5 	5 5 
Donc S est une similitude directe de centre St d'affixe 

TC 
- 	—5  , de rapport k = 2 et d'angle a = -2  . 

3) On considère la suite de points Mn  d'affixe Zn  (n E IN) avec 

zo  = i et zn+1  = 	+ 1- ti. 

a- Calculons zn+1-6)  où w est l'affixe du centre 11 : zn-6.) 
Zn+1 — 6-)  = a or a = -2i. (S:z' = -2iz +1- i) 

Zn+1 ()  = 2i 
Zn  - W  

Nature du triangle SI Mn  

Arg (Zr1+1 	(j)) = Arg(-2i) = 
zn  — 

Donc le triangle nmn  m — 	-n+1 est un triangle rectangle en 11. 

Zn  - 

Mn+1 



b- Un  = izn+i 	zni 
Démontrer que la suite (Un)n E IN est une suite géométrique : 

Un = Izn+1 zn I 

Un+1 = IZn+2 zn+1 I 

Un+1 = I -2izn+2 + 1— i — (-2izn+1  + 1— 01 
= 1-21(zn+1  — zn)I = 1-211 x Izn+i  — zn  I 

Un+1 = 2IZn+1  — Zn j <=> Un+1  = 2Un  

Uo  = Izi  — z01 or zi  = —2izo  + 1 — i = —2i(i) + 1 — i = 3 — i 

Uo  = 13 — i — il = 13 — 2i1 = ‘/Ti 
Donc la suite (Un) est une suite géométrique de raison q = 2 et 

de 1er  terme U0  = 13. 
c- Exprimons en fonction de n la longueur 

dn = MoMi M1M2 	Mn-iMn MnMn+i 
= 	± 	••• Un_1  + Un  

1  _ qn+i 

	

dn  = Uo  x 	 
1 — q 

(1 — (2)"1) 
Donc dn  = 13 x1 — 2 

	
dn  = 41-7§x [1 — (2)n+1] 

Ou 

dn  = —VU + Nrij (2)"1  
PROBLEME 
I/. On considère la fonction gk  de la variable réelle x définie par 
gk (x) = —2x + 1 + 2xln(kx), k étant un paramètre réel non nul. 
1) Déterminons, suivant les valeurs de k, l'ensemble de définition 

Ek  de gk  : 
Ek ={X E IR/kx>O)  

kx=0x= 0 
* Pour k < 0, Ek  =]-00; 0[ 
* Pour k > 0, Ek  = ]O; +04 
2) Calculons les limites de gk  aux bornes de Ek  : 



1 
lim -2x + 1 + 2xln(kx) = lim 2x (-1 - —

2x
+ In(kx) lim gk (x) = 

X —0o X 	— CO 	 — 00 

* pour k < O. Ek  = ]-co; 

1 
lim gk (x) = +00 car lim x = —co ; lim — = 0 et lim 1n(kx) = +co x--00 	x--co x 

X im gk(x) = 
x
lim -2x + 1+ 2xln(kx) 
-13 

lim gk (x) x  = 1 car lim x = 0 ; et lim xln(kx) = 0 
x->o —K) 

* pour k > O. Ek  = ]0; +04 
1 

lim gk (x) = lim -2x + 1 + 2xln(kx) = lim x(-2 + 	21n(kx) 

lim gk(x) = +co car lim x = +00 ; et lim In(kx) = +00 
x-44-03 

lim g k (x) = lim -2x + 1 + 2xln(kx) 

lim gk (x) = 1 car lim x = 0 ; et lim xln(kx) = 0 

3) Calculons la dérivée g;, de g k  : 

gk(x) = -2 + 2 [In(kx) + kxi = -2 + 2[ln(kx) + 1], 

= -2 + 2 In(kx) + 2 

4(x) = 2 In(kx) 

4) Etablissons le tableau de variation de gk  pour chaque cas : 
1 

g;,(x) = 0 	2 In(kx) = 0 	In(kx) = 0 kx = 	x = 

* Pour k <
\
0, Ek  = 1-c0; 0[ 

On a : g k  (k  = -3- k +1 + In(1) = + 1 



X _00 1 0 

g;,(x) + (!)' 	- 
(-2 + k\ 

9 k(x) k 	) 

-00 ./-P  1 

* Pour k > 0, Ek =]0; +co[ 

On a: 
X 0 1 +00 

9k(x) - + 

9 k(x) 
1 

(-21:k) 

+00 

5) a- Montrons que pour k > 0 et pour x E ]0; +ut gk(x) > 0 : 

Pour k> 0= 	> 0 

Or V X E 10; gk  (x) E rel[ 9k(X) > 0 

+04, g k(x)  ]:k +00[ 	gk(x)  > 0  
et `d x E ]k; 

D'où gk(x) > 0,V x E ]0; +00[ et k > 2 
b- Montrons que pour k < 0, l'équation g k (x) = 0 admet une 

solution négative unique ao  E ]-00; k[ 

g k  est continue et monotone sur chacun des intervalles ]-00; 

A 
et 	

-2+ 
u[ 	g k  0

k
-00; 	=1-00; k  { contenant 0 

gica 
k ;O

B = l i;  -2k+  k[ 
ne contenant pas 0 (k < 0 -2k  k  > 0) 

Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 

une solution unique ao  E 1-00; [ telle que gk(ao) = 0. 



c- Montrons que pour 0 < k < 2, l'équation g k (x) = 0 admet 
exactement deux solutions positives a1  et a2  : 

—2+k 
V 0 	k < 2' k 	< 0 

gk  est continue et monotone sur chacun des intervalles JO; 

T, ; +09{ et g k  uu; 
n _ 

— 	k 
k 
 , 4 contenant 0 

fi, 	2+  

9k _ k 

1 +co D .=] —2 +k 

d- Etudions le signe de g2  (x). 
A titre d'aide : remplacer k par 2 dans le tableau de variation pour 
k> 0 

X 0 1 
+ 

9;c (X) — 1) 
+ 

00c0 

g k(X) 

1 
--'----_,_. 

1 

____,_„,,,,,_,F+ 

V x E 10; 	92(x) E ]0;1[ 	92(x) > 0 

V x E —2 ; +4 92 (x) E 10; -Fco[ 	92 (x) > 0 

Conclusion : V x E ]0; 1
2 — M 2 1 

• +04 112(x) > 0 et 92  (-2) --=-0 

Il/ Soit la fonction numérique fk  de la variable réelle x, définie 
(kx)  par : fk(x) = 	

In  
k 2x-1 k 2  

On désigne par (Ck), la représentation graphique de fk  
1) Déterminons l'ensemble de définition Dk de la fonction fk  : 

Dk = {x E IR 1 kx > 0 et 2x — 1 # 0} 

; -Foo[ contenant aussi 0 

Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 

deux réels a1  E]0; lic{ et a2  E 	; +00[. 



kx=0x= 0 
1 

2x - 1 = 0 x = -
2 

Or k > 2 k > 2 
i. 

Donc Dk = ]0; -1-co[ \ 10 = ]0; 11 U il; +ci 

2) a- Montrons que la fonction f2  admet un prolongement par 

continuité en! : 2 
1 	In (2x) 

lim f2(x) = lim
12 2x - 1 i. x.i 	x -,- 2 

En posant X = 2x, x -› i.  -2 	X -> 1 

Donc on a : 
In (2x) 	In X 	 1 

lim 
2x - 1 

= lim — = 1 lim f2(x) = -
2

- 1 
1 	 1. 

x—,. 	 , c - 9 7 X - 1 	x —)-i  

1 	 1 
lim f2(X) = —2  or f2  n'estpas définie en-

2 i. x.- 2 

D'où f2  admet un prolongement par continuité en -21  . 

N.B : l'élève peut aussi poser h = 2x - 1 	2x = h + 1 

Donc x -, 2 	h-* 0 On a: 

ln (2x)ln (h + 1) 
lim 	 = lim 	h 	

= 
x 2x 1 -)ci 	

1 
1   x --> 2 

b- Calculons aux bornes de Dk les limites de fk  : 
1 	In (kx) 

hm fk (x) = lim x -, ci 	x-, ok 2x-1 
> 	> 

lim f k(x) = -00 car lim0  I n(kx) = -00 et lim 2x - 1 = -1 
x.() 	 x-) 	 x->0 

> 

	

1 	In (kx) 
lim fk (x) = lim 

	

1 k 	2x - 1 

	

x -+ 	x -' 

	

< 	< 

> 	 > 



k 
{I n(kx) -> ln G-) > 0 

lim f k (x) = +Go car 
(2x - 1) -> 0 
(2x - 1) <0 

11111  f k(x) = -œ car 
x 	2  

> 

I n(kx) -> 1+
2
) > 0 

(2x - 1) -> 0 
(2x - 1) > 0 

1 	In (kx) 	1 In (kx) 

	

lim fk (x) = lim 	= lim 

	

x-H-co 	 x-4+00 k 2x - 1 x-H-co k 	2x 
1 	In (kx) 

+00 
lim f k(x) = -

k 
car lim 	 

x-,+00 2x = 0 
3) a- Calculons la fonction dérivée fk de fk  : 

	

I-E(2x-1)-2/n (kx) 	2-S 2In (kx) 

	

fi(x) 
— 

kx 	 2x-1-2xIn(kx) 
(2x-1)2 	 (2x-1)2 	x(2x-1)2  

-2x + 1 + 2xIn (kx) 	 k(x)  

	

f'k(x) = 	  
x(2x - 1)2 	

d où f k (x) = 
x(2x - 1)2  

b- Etudions le sens de variation de fk 
Le signe de fk x) dépende de celui de g k (x) (k 2) car 
x(2x - 1)2  > 0 VxEDk. 
Or 	V x E Dk, g k (x) > 0 = fk x) > 0 donc fk  est strictement 
croissante sur D k. 

Dressons son tableau de variation pour k = 2 : 

D2  = 
J
10; 

2L U  J2 ' 
+co[ et g2  (2) = 0 <=> f2 (2/) = 0 

X 0 +00 
1 

f; (x) + 	 + 
1 

,,,,,,,,--'r 2 

f2 (x) f 	1\ 
—00  /2) 



(C4) 

Dressons son tableau de variation pour k * 0 (k > 2) : 

x 0 1 _ 
z 

+00 

fle(X) + + 

fk (X) 
—oo 
,' 

+00 

—oo 

1 
Ic 

4) Représentons (C2) et (C4) dans le même repère ; 

Les asymptotes 
1 

(C2) 	asymptote verticale: x = 0 et asymptote horizontale: y = 
2 

(C4) 	asymptote verticale: x = 0 et x = —
2 

et asymptote horizontale: y = 
4 

x = 0 x = -
1 
2 

1 
= 

	  y=i 



III/ 

1) a- A l'aide de f2  , montrons que : V x E }2; +0 [ , 0 < lin2x < 2x — 1: 
In2x 	1 

V X e li; +04, 	< f2  (X) < 
2 < 2 2x-1 < 2 

ln2x 	 ln2x 
—1 < 

2x — 1 
< 0 0 <

2x — 1 
<1 0 < 1n2x < 2x — 1 

b- Nduisons que : fi2 In2xdx < 2 : 

0 < ln2x < 2x — 1 0 < f 2 
 ln2xdx < f 2(2X - 1)dx 1 	 1 

0 < fi2  ln2xdx < [x 2  — 	0 < fi2  ln2xdx < 4 — 2 — (1 — 1) 
2 	2 

< 	ln2xdx < 2 D'oü ln2xdx < 2 

2) A l'aide du graphique de la partie II, montrons que 
1n

5

6 1 

r2

3 	 21n2 
— < 2 - - j2(„X ) LX < —

3 
: 

f2  est continue et croissante sur [2; 3]. D'aprs la mkhode des 
rectangles an a : 

3 	 3 

f2(2) < f f2(x)dx < f2  (3) 	—f2(3) < — f f2(x)dx < —f2(2) 

	

2 	 2 

- 	- 	< - f23  f2 (X)dX < - - 1÷4) 

3 
1 1n6 	 1 21n2 

+ 3  < — f2(x)dx < 
2 3 

2 
3 

1n6 12/n2 
5  < 	— f f 2(x)dx < 	 

3 
2 
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Corrigé 

Exercice 1 : 

1) a- Montrons que f (x) = 171.(x +1.1X7 F2) est une primitive de 

sur [0; 1] : 

Pour cela on va dériver f (x). 
* f est bien sur [0; 1]. 
* Dérivée : 

T2 -1- 2 + x  
(x + 	2) 	Vx2 	2 	 1 

f (x) =   f (x) = 	 

	

x+1x 2 + 2  	x + Irx7 .1- 2 	Vx2  + 2 

Conclusion : f est bien une primitive de x 	
1 

b- Déduisons la valeur exacte de l'intégrale I : 

dx 
I = 	= [In + x2  + 2)]

o 
; I = In (1 	+ 

10 '42  + 2 	 ‘ri j 

2) a- Sans calculer explicitement J et K, montrons que K = J + 21 : 
1 	x2 	1  dx 	(.1 x2 + 2  

	dx J + 21 = fo 	2  dx + 2 	 
10 15-1 	Jo 1/X2  + 2 

=  f
vx2 	+ 22 	 1 	 

o 	.‘rxT7_i_ 2  dx J + 21 = Vx2  + 2dx = K 

donc K = J + 21 

b- A l'aide d'une intégration par parties portant sur K, montrons 

que K = 	— I : 
Intégrons K : 

K= fol  (-677F2) dx 

U' = 1 	U = x 

tV = ,/x2  + 2 tyl  = vx2+2 

Afi2T-2 



= xvx2 	2i1 ri  x2  	dx 	x =‘/j—J 
0 	-10  11X 2  +2 

3) Déduisons les valeurs exactes de J et K : 
[ K — J = 21 

On a: 
K J = 

2K = 21 + 

K= I+ —
2 

K= ln
(I. +1 

 + - Nra 

-- 	2 

r—  K-1-1=-21 

t K+J=,./j 

2J = 	— 21 

2  ln vi  

Exercice 2 : 

1) Faisons rapidement un arbre de probabilité. 

En  

En+1 

0,24 	En+1 

En  

En+1 

a- Donnons les valeurs numériques des probabilités : 

P(En+i/En) = 0,04 ; (En+len) = 0,24 

b- Exprimons les probabilités des événements « En+1  et En  » et 

de « En+1  et En  » en fonction de Pn  : 

P(« En+1  et Et 	P(En+i/En)• P(En) 

P(« En+i  et En  ») = 0, 04. Pn 



P(0 En„ et En  ») = P(En+ifEn). P(En) = 0,24. (1 - P(En)) 

P(« En+i  et En  ») = 0, 24(1 - Pn) 

c- Utilisons les questions précédentes pour montrer que pour 

tout entier naturel n > 1, on a :Pn+i  = 0,24 - 0,2P : 

Pn+1 = P( En+1) = P( En+i et En) + P( En+1 et En) 
= 0,04Pn  + 0,24(1 - Pn) 

Pn+1 = 0, 24 - 0, 2Pn 
2) a- Résolvons l'équation :P = 0,24 - 0,2P : 

P = 0,24 - 0,2P <=> P + 0,2P = 0,24 
0,2P =0,24 P = 0, 2 

b- Pour tout entier naturel non nul n, on pose Un  = Pn - P. 
Calculons Un+i  en fonction de un : 
Un  = Pn  - P 
14+1 = Pn+i - P 	/ Pn+1 = 0,24 - 0,2Pn  
Un+i  = 0,24 - 0,2Pn  - P 
Un+i  = 0,24 - 0,2 - 0,2Pn 

= 0,04 - 0,213, = 0,2(0,2 - Pn) = -0,2(Pn  - P) 
14+1 = -0, 2U, 

(Un) est alors une suite géométrique de raison q = -0,2 et de 
premier terme U1  = P1  - P = -0,1. 
Un  = U1qn-1 	Un  = -, 1(-O, 2)n-1  
Expressions de Pn  en fonction de n : 
Un  = Pn  - P Pn  = Un  + P 
Pn  = 0, 2 - 0, 1(-0,2)n-1  
c- Montrons que la suite (Pn) est convergente et déterminons sa 
limite : 

urn (-0, 2)n-1  = 0 d'où lim P = 0, 2 
n->+1 	 n-H-co n 



Problème 

fk: 10; +04 	IR 
Ic(nx 

	 X — k — 

Partie A 
1) k e IN gk (x) = x 2  — k + klnx. 

a- Domaine de 9k: 
* Si k = 0 gk (x) = x 2 	* Si k # 0 Dgk  = ]0; 1-00[/R 
Dgo  = IR 

Dérivée de g k  (k 0) 
2x2  —k 

Rik(x)= 

Signe de la dérivée : 

x 0 +00 

gik(x) + 
Sens de variation 
V x E Y); +4, gk  est strictement croissante. 

Précisons ses limites en 0 et en +00 : (k 0) 

Limite en 0 : 
imgk(x) = lim(x2  — k + klnx) 

x.o 

lim g k(x) = —00 
x->o 

Limite en +00 : 
lim gk (x) = lim (x2  — k + klnx) 

3c--.+00 

lim 9k(x) = +00  

D'autre part pour k = 0 go(x) =- x2  , go  est décroissante sur 

]-0.0; 0[ et croissante sur [0; +00[. 
limgo(x) = 0 ; Xli go(x) = +00 
x->o 

b- Montrons que l'équation gk(x) = 0 admet une solution unique 

notée ak 



gk  étant strictement croissante, elle définie une bijection de [1; 3] 

dans [1 — k; 9 — k + k1n3] = 1 
l< k car 1 E IN* donc 1 — k < 0 

9 	 9 	 —9 
1 — /n3 < 0 et 

1— 1n3 
< 0 donc 	< k 	< k 

	

1-1n3 	—1+ 1n3 

	

—9 < k(-1 + 1n3) 0 < 9 + k(-1 + 1n3) 	0 < gk (3) 

Alors il existe un unique élément ak  E [1; 3] tel que gk(ak) = 0 
gk  est définie et continue et strictement croissante sur ]0; +co[. 
Elle définit une bijection de ]0; +coi dans IR. 
On montre que 1 — k 	< 9 — k + kln3 
donc 9k  (1) 5 0 gk  (3) 
d'où il existe ak  E [1; 3] tel que gk (ak) = 0 comme gk  est bijective. 

Méthode 2 

gk  est définie et continue sur 10; +co[ ; elle est strictement 

croissante. 
gic(1) = 1 —k 0 
gk(3) = 9 — k + kln3 0 
On a gk  (1) x gk  (3) 5_ 0, alors d'après le théorème des valeurs 

intermédiaires il existe ak  E [1; 3] tel que 9k (ak) = O. 

2) Pour établir la relation flc(x) k( 
x2

x),  on va dériver fk (x). 

x2  — k + klnx 	9k(x)  
fk(x) = x 2 	 fk(x) = x, 

Etudions le signe de gk  : 
gk  étant croissante et s'annulant en ak  on a : 

x 0+00 
91c(x) — ad + 

Sens de variation de gk  : 

* V x 00; ak  [ fk (x) = g»4)x  < 0 

fk  est donc décroissante sur ]0; ak 



11  m fk (x) = 
X--)+CO 

lim 
x->+co 

urn f k(x) = +00 car nx 

*VxE ak; -f- co [ fk(x) = "x2(x)  > 0 

fk  est donc croissante sur 	+00 [ 
3) a- Etablissons les limites de fk  en 0 : 

klnx 
x-oo 	x-oo fk (x) = lim(x — k 	

x 

1 
= lim (x — k — k.—

x
.Inx) x,c) 

li m f k (x) = +co car xoo 

Etablissons les limites de fk  en +00 

x 0 
1 
x 

lnx —oo 

— 0 

b- Montrons que la droite (Dk) d'équation y = x — k est 

asymptote à la courbe (Ck) : 

x+. 
Inx 

lim 	 .x (fk (x) — y) = lim (—k—)  
.+00 	x 

lim (fk (x) — y) = 0 ; ceci prouve que (Dk) est asymptote 
x-H-co 

à (Ck) . 

c- Etudions la position de (Ck) par rapport à (Dk) : 
x 0 	 1 	 +09 
lnx 

k— 
+ — 

x 
fk(x) — Y + — 
position (Ck) 	est au-dessus 

de (Dk) 
(Ck) 	est au-dessuus 
de (Dk) 



Partie B : 
Etude des cas particuliers k = 1 et k = 2 : 
1) Pour k = 1, on a : 

91(X) = x2  - 1 + lnx 

91(1) = 1 — 1 + 0 = g1(1) = 0 d'oü 
Pour k = 2, on a : 

92(x) = x2  — 2 + 2lnx 

ai = 1  

On v6rifie que 
92(1,2) < 0 et 92(1,3) > 0 d'oü on d6duit que 1,2 < a2  < 1,3. 

2) a- Montrons que f2  (a2)= 2a2  — 2 — L. 
a2  

On a : g2(a2) = 0 4 — 2 + 21na2  = 0 = 4 — 2 = —21na2  

—lna2  = a 2-2  

On a : f2(a2) = a2  — 2 — 2 17cr  2  = a2  — 2 + 472  (42-2) 

a2 

cc ( 	— 2) 
( 	

a2
) = a2 - 2 + 	= a2  — 2 + a2  — —2 
 

2 
f2 (a2) = 2a2 — 2 — — 

a2 

b- Donnons un encadrement de f2(a2) : 
on a : 1,2 < a2  < 1,3 

1 1 1 —2 —2 —2 
— < — < — — < — < 
1,2 1,3 1,2 a2  

-- 
1,3 a2  

2 	2 	2 
—2 — — < —2 — — < —2 — — 

1,2 	az 	1,3 
2 

—3,67 < —2 — — < —3,59 
az 

et 2,4 < 2a2  < 2,6 
2 

—1,27 < 2a2  — 2 — — < —0,99 
az 

—1,27 < f2  (a2) < —0,99 



3) Donnons les tableaux de variation de f1  et f2  : 

Tableaux de variation de f1  : 

x 0 	1 +00 

fi (x) - 	+ 

fi(x) 

+00 
--\iw 

o 
,/3r* 

+00 

Tableaux de variation de f2  : 

X 0 	1,2 aî 	1,3 	+00 

f. ( x) - 9 	+ 

f2(x) 

+00 

N 

+00 

,,, 	/le  
f2%. (,.-2, 

4) Représentons dans le repère (0,0) les droites (Dl) et (D2) 

puis les courbes (C1) et (C2).(voir la dernière page) 

5) Calculons en cm2, la valeur exacte de l'aire S1  de la partie du 

plan comprise entre (C1) et les droites d'équations respectives 

x = 1, x = 2 et y = x - 1: 
lnx 	1 

Soit I = 	-11(x))dx I = 
2 

— dx = 
2 
-xlnxdx 

= {-12 
	 2 (Inx)21 ; 	I = (Inx)2  

1  

L'aire est donnée par = 21 (1n2)2. 4 cm2  

A = 0, 96 cm2  

Partie C 

1) Calculons fk+l(x) - fk (x) : 
lnx 

fk-Fi(x) fk(x) = x (k + 1) - (k + 1)-7- - x + k +
klnx 

f 	k - f (x) = -1- 
Inx 

Calculons la limite de cette différence lorsque x tend vers +00 : 



lira fk+i(x) - fk(x) = -1 
x-H-Œ) 

2) Soit h la fonction définie sur JO; +oo[ par h(x) = 1 + 7 : 

a- Etablissons le sens de variation de h: 

Domaine de définition de h: Dh = ] 0; +00[ 

Dérivée de h: 	h' (x) = i-Inx 
x2 

Signe de h' (x) 

x 0 e +oo 
h' (x) + O. - 

Sens de variation de h: 

V x E ]0; e[, h est croissante 

V x E ]e; +00[, h est décroissante 

Calculons les limites de h en 0 : 
lnx 	1 ) 

lim h(x) = lim (1 +—
/x= 

 lim (1 +- inx 
,c->0 	3c-+0 x->0 	x 

> 	> 

lim h(x) = -co car 	-
1 

-) +oo 
x-,o 	 x > 

Etablissons les limites de h en +00 : 

lira h(x) = lim (1 + 1 -Inx
) 

x-H-co 	x-*+co 	x 
lim h(x) = 1 

x-9-1-co 
Tableau de variation de h: 

x 0 	e 	+00 

f; (x) + 	0 	- 

f2 (x) 

1+1 
 

z  e N 
 

—co 1 

* Vx E e; +oo[ h(x) < 0 donc pas de racine. 

Inx -> -00 



* h définie et croissante sur ]0; e[ puis strictement croissante 

alors elle définie une bijection de ]0; e[ dans ]-00;1 + 

Puisque 0 E ]-00; 1[ alors il existe [3 E ]0; 1[ tel que h0) = 0 

13 est alors l'unique valeur (13 E ]0; lp tel que h(/3) = 0 

b- Déduisons que h(x) = 0 admet une solution unique p et que 

[3 E 10; 1[ : 
h est définie continue et croissante strictement de ]0; 1[ sur 

]-00;1[. Elle définie ainsi une bijection de ]0; 1[ sur ]-00;1[. 

0 E ]-00;1[ alors il existe p E }o;  1[ tel que h((3) = 0. 

c - Montrons que, pour tout entier naturel k non nul, fk W) = 13 : 
klnx 

= x k (1 —
ln
x
x) 

fk (x) = x — k — 	 

fk (x) = x — kh(x) d'où fk(fl) = — kh(fl)or 	= 0 

fk(P) = 
3) a- Puisque V x # 0, fk (/3) = /3 alors toutes les courbes 

passent par le point invariant (/3; /3). 

D'après la question 1) fk+i  (x) — fk (x) = —h(x). Or h ne 

s'annule qu'en un seul point 04) = 0). 

b- Préciser les positions relatives de (Ck+i) et de (Ck) : 

D'après 2) 

x 0 e +00 
h(x) — 0 + 

On a : 	(x) fk (x) = —h(x). 

x 0 	e 	+00 
—h(x) + 	— 

position (Ck+i) ACk)Î(Ck) ACk) 



Représentation graphique 
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Comied 
Exercice 1: 

1) Reprsentation graphique de G : 

x > 0 
y>_0 

(E) 	2x + 3y 90 	soit 
x + 3y 60 

4x + 3y > 120 

(D1) 

50 

(D5) 

/3  

(D1) : x = 0 
(D2) : y = 0 
(D3) : 2x + 3y = 90 
(D4) : x + 3y = 60 

(D5) : 4x + 3y = 120 

Q 	 (D3) 
M(30, 40) 

/ 10 
/ / / 	 (D2) / 	/ 	/ 

	

/ 	/ 	/ 	/ 	/ 	/ 	_, 	/  / 	/ 	/ 	/  
/ 	/ 	, 4

z 0 / 0 / 319 	0 50 	C /0/ , , 	, 	/ 	, 	/ / / / / / 	/ 	, ,/ 	, 	/  / 	/ 	/ 	/ 	, 	/ , 	//,  
, 

2) a- Exprimons la Upense en francs en fonction de x et y : 

Soit m cette d6pense. On a : 
m = 200x + 400y 



b- Justifions que (E) est le système de contraintes lié au 

renouvellement du linge : 

Pour renouveler le linge, x et y doivent satisfaire au système : 
x > 0 
y>_0 

(Z) 	2x + 3y 90 
4x + 12y 240 
8x + 6y 240 

x > 0 
y>_0 

Or ce système équivaut à 2x + 3y > 90 lequel est (E) 
x + 3y 60 

4x + 3y > 120 

Donc (Z) est le système lié au renouvellement du linge. 

c- Vérifions si les achats sont possibles avec 5.000 F : 

Posons m = 5.000. On a : 

200x + 400y = 5000 <=> x + 2y = 25 

Désignons par (D5000) la droite d'équation : x + 2y = 25. 

Graphiquement (D5000) n G = 0 donc avec 5.000 F, il est 

impossible de procéder aux achats nécessaires. 

d- Déterminons le nombre de lots A et B à acheter pour avoir une 

dépense minimale : 

Désignons par (Dm) la droite d'équation : 200x + 400y = m. 

Cette dépense minimale est obtenue dès que (Dm) n G = [M) 

avec l'ordonnée y de M la plus petite possible. En faisant varier 

m, 	on a : M(30; 10). Ainsi la dépense minimale est : 

mmin  = 30 x 200 + 10 x 400 soit 10.000 F 

Exercice 2 : 
Le plan complexe est muni d'un repère orthogonal direct 

(0, et, e). On considère les points A, B et C d'affixes respectives 

A(a = 2), /3(b — 3 + blà-) et C(c = 2i-Nrà"). 



1) a- Calculons ac _ bb  et nature de ABC : 

a — b 	2 — 3 — 	—1 — 
c — b 	— 3 — 0 —3+iJ  

a — b 	—1— 0- 
c — b —0(-1 — 	3  

- 
b  
b E IR* d'où ABC est un triangle rectangle en B. 

-  
b- Déterminons l'affixe du centre SI du cercle circonscrit au 

triangle ABC : 

ABC étant un triangle rectangle en B, 11 est le milieu de [AC] 

donc : 
a + c 2 + 

zn  = 	2  
2 
	1 + iVj 

2) On note (z n) nEIN , la suite de nombres complexes de premier 

terme 43  = 0 et An, le point d'affixe zn  telle que : 

1 + 
Zn+1 = 2 
	 + 2 

a- Déterminons les affixes des points A3  et A4, sachant que 

Ai  = A et A2  = B : 

1+i\ 1+ i\  
z3 = 2 	z2  + 2 = 	2 (3 + il/j) + 2 

z3  = 2 + 20-  donc A3(2 -I- 2i,[3-) 

	

1 + 	 1+ tif  
Z4 = 2 	z3  + 2 = 	2 (2 + 20) + 2 

	

z4  = + 	+ 2 = 2i/ donc A4  (2iArd) 

b- Comparons les longueurs des segments : 

[A1A2] = 13 	21 = 11+ 	= 2  

[A2 A3] = 12 + 20 — 3 — 	=hi+ i.q= 2 

[A3A4] = 120 — 2 — 2iVI = 1-21 = 2 

On conclut que les segments [A1A2] , [A2A3] et [A3A4] 

même longueur. 

sont de 



c- w = 1 + ice. Etablissons que pour tout entier naturel n, on a : 

zn-Fi — (0  = 2  (Zn — 

1 + 

	

Zn+1 (4) 	2 = 	Zn  + 1 — iA/5 

1+ 	
[z + 2 x 

1 — 	 1 + 	
[Zn + 2 x (1 — i 2  

2 	
n 

Aq1  
1 + 2 	 4 

1+i-2 — 
2 	zn  + 	2 

1 + i•‘/ 
Zn.n.  — = 	2  [zn  — (1 + 0)] 

Or zn  — (1 + il/j) = — w donc 

zn+i 	
= 1 + i\r§ 

2 
(zn — 

to 
) 

d- Déduisons que le point An+1  est l'image du point An  par une 

transformation : 
1 + 

zn+1 	2 = 	(zn  — w ) 
.7r 

	

Zn+1 — = 	(zn — ) 
Donc An+1  est l'image de An  par la rotation de centre SI (w) et 

d'angle 3. 

e- Justifions que pour tout entier naturel n, on a : An+6  = An: 
D'après 2) d, on a : 

.7r 

	

Zn+1 — = 	(Zn  —w ) 
Comme An  * fl, on obtient par récurrence que zn  * w 

.7r 

Donc zn.".  — w = 	(zn  — w ) 

Zn+2 — w = e 3  (Z/1+1 (4)  ) 

zn+6 (.4)  = 
.77 
1 

(Zn4.5 w ) 



Après multiplication membre à membre et simplification, on 
6 

obtient zn+6  — w = (e`3) (z„ — w ) 

= ei2Ir (Zn  — co ) 

Or ei2n.  = 1 donc zn+6 	zn  — 

zn+6 = zn 	An+6 = An 

Autre méthode : 

Désignons par R la rotation de centre fl et d'angle 2. On a d'après 

2) d) : 

An+6 = KAn+5) = Ro R(An+4) 

= Ro R0 R(An+3) = — — — = Ro R0 R0 R0 R0 KAn) 

An+6 = R6(An) 

Or R6  est la rotation de centre SI et d'angle Tu = 	, donc 3 
R6  = est une application identique. D'où An+6  = An  

Déterminons l'affixe du point A2017  : 

On a 2017 = 1 + 2016 donc A2017  = Al  d' 
N/V 

3) a- Démontrons que V n E IN; Zni_i  — 	= 2 (
1+i

2  I 
Soit h cette proposition : 

On a : z1  — z0  = 2 = 2 ( 2 	= 2 ; donc la proposition est 

vraie au premier rang. 
Supposons Pn  vraie et montrons que Pn+i  est aussi vraie : on a : 

1+ 	 + o 
zn+2 zn+1 = 	2 zn+1 ± 2 	 2 z

n  2 
 

1+ 	 1 + il/j{ (1 +  
zn+2 zn+1 = 	2  (zn+1 Zn) = 	2 	2 	2  

Donc Zn+2  Zn+1 
 = 2 (1 +  

2 
fi  +1 

P,41  est vraie. Par conséquent, Vn E 	 = 2 (--1+" 

D'où 

où z2017 = 2 



Autre méthode : 

V n E IN ; zn+3 zn+i = 2 (zn+1 — Zn) 

Donc z2 — z1 = 

Z3 — Z2 = 

1+i\r§ 
(Zi — Zo) 

2 
1+i/g 

2 	(Z
2 — Z1) 

1 + 
Zn+1 — Zn = 	 2 	

(Zn — zn_1) 

Après multiplication membre à membre, on obtient : 
i-fj 

Zn+1 Zn = 
1+

2 (Z1 — z0) et zn = 0 et z1 = 2 donc 
n 

znn. Zn = 2 2 

b- Déterminons, la longueur du segment [AnAn+1]: 

V n E IN ; AnAn+i = IZ-n+1 Zni 

=2 (1 + 
2 
	= 2 x 

1+ 
2 
i~n

= 2 X in 

n 
AnAn+i = 2 (e`3) = 2 

Donc V n E IN ; AnAn+i = 2 

Problème : 
Partie A 
g(x) = x 2 + lnx , pour x E 10, +04 . 

1) Etudions le sens de variation de g : 

, 	V x E 	+oo[, g' (x) = 2x +! donc g' (x) > 0 et g est 

strictement croissante sur JO, +oo[ . 
lim g(x) = lim (x2 + lnx) = —00 
x-00 	x—q) 

lim g(x) = lim (x2 + lnx) = +00 

Dressons son tableau de variation : 



X O +00 
g'(x) + 

g(x) 
— oo  

+00 

Comme g(a) = 0 = ]—œ; +oo[ et 

unique réel a tel que g(a) = 0. 

Vérifions que 0,65 < a < 0,66 : 

On a : g(0,65) x g(0,66) = 0,28 x 02 
g(0,65) x g(0,66) < 0 

Donc 0,65 < a < 0,66 . 

b- Déduisons le signe de g(x): 

Comme g est continue et strictement croissante sur JO, +04 et 

que g(a) = 0 alors : g(x) < 0 pour x E ]0, a[ et 

g(x) > 0 pour x E ]a, +oo[. 

f

3) A l'aide d'une intégration par parties, calculons fel_i  g (x)dx : 

g (x)dx = f (x 2  + lnx)dx = f x 2  dx + f Inx dx 
e-1 	 e-1 	 e-1 	e-1  

1 	

1 l 
g (x)dx ={— x 3 	+

f 
Inx dx 

X e-1 e1 

1 
=- —

3 
(1 — e -3) + 	lnx dx 

e -1  
1 

Désignons par K =Inx dx puis procédons par partie: 
e-1 

Posons 
f u1(x) = 1 
tv(x) = Inx 

u(x) = x 
on a: 1 

1/(x) = —
x 

2) a- Montrons qu'il existe un nombre réel unique a tel que 

g(a) 0 : 
D'après 1, g est continue et strictement croissante sur ]0, +00[ . 

contient 0 alors il existe un 



lim f(x) = -00 car 
x-)-1-09 

( 1 
1  - j-i Ainsi K = [xInx]1- 	x x-) dx = [xlne -1 - [x]le-i 

e 
	le-1x 

 X 	e 

K = [xInx],1-1 - f l_i (x x 
1
i) dx = [xln(x) - xe-i = 2e-1  - 1 e   

Par suite : fe_i  g (x)dx = 1  (1 - e-3) +1(1 - e-3) + 2e-1  - 1 
3 	3 

fel 	
1 Donc 	g(x)dx = - - 

-1 	3 3 C
-3  + 2e-1  

Partie B 
f (x) = 1- x + 1+Inx  

1)a - Calculons lim f (x) puis en donnons une interprétation: 
-)o 

1 + lnx 

	

	
1 

) 
lim f (x) = lim (1 - x + 	lim (1 - x + (1 + Inx)-) 
x-->o 	 x-)o 

f 1 - x -> 1 
-> 

lim f(x) = -00 car 1 +lnx -00 
-›o 	 1 
> 	 - -, +00 

x 
Comme lim f (x) = -00 alors la droite d'équation x = 0 est 

)o 

asymptote verticale à (C). 

b- Calculons la limite de f en + 00 : 

x-H-co lim f (x) = lim (1 - x + - + 
1 lnx) 

c- Montrons que la droite (D) d'équation y = -x + 1 est 

asymptote à (C) : 



lim [f(x) — (—x + 1)] = lim 	+ 	= 0 car 
x-4-1-00 x x 	lnx 

1 lnx 	
11 

— -> 0 

-> 0 

Donc la droite (D) ; y = —x + 1 est asymptote à (C) en +00. 

Etudions la position de (C) par rapport à (D) : 

f (x) - (-x + 1) = 
1 + lnx 

1 + Inx > .(=> x > 
x 0 	e-1 	+00 
x + + 

1 + lnx - + 
f (x) - (-x + 1) - + 

Donc la courbe (C) est en dessous de (D) sur ]0, e-1[ ; au dessus 
de (D) sur ]e-1; +c0[ et coupe (D) au point d'abscisse e-1. 
2) Etudions les variations de f : 

Inx)  
x2
+  

V X > 0 : r (x) = -1 + 1-(l 

  
-x2  - lnx- g (x) 

x2 = x 2 
V X E ]0; +o[, x2  > 0 et f ' (x) ale signe de - g (x) 
V x E ]0; a] f ' (x) 0 d'où f est strictement croissante sur 
0; a]. 

V x E ] a; +00[, f'(x) < 0 d'où f est strictement décroissante sur 
]a; +00[. 
Dressons le tableau de variation : 

x 0 a +00 
f' (x) + 	Q - 

f (x) 

-00 

f (a) 

./-v  '‘ 4  
-00 

f ' (x) = 



3) a- Montrons que f (a) = 1 - 2a + 

1 + Ina 
f (a) = 1 - a + 	 

a 
D'après A/2) g (a) = 0 donne lna + a2  = 0 	lna = _a2 

doncf(a) = 1 - a + - 	d'où f (a) = 1 - 2a + 
a a 	 a 

b- Montrons que la fonction h définie par h(x) = 1 - 2x +! est 

décroissante sur JO, +0[: 

x E ]0; +0(1, h(x) = 1 - 2x + 

V x E ]0; +0(4 h est dérivable et nous avons: 
1 

(x) = -2 -
2  

— 
x 

V x E 10; +œ[, h' (x) < 0 donc h décroît strictement sur»; +Qq. 

c- Déduisons que f (a) < h(0,65) : 

comme h est décroissante sur ]0; +oo[, et que a > 0,65 alors 

f (a) < h(0,65) . 

or h(a) = f (a) donc f (a) < h(0, 65) 

d- Montrons que f (a) > f (0,65) : 

sur ]0; 	f est strictement croissante. Comme a > 0,65 alors 

f (a) > f (0,65) 
e- Déduisons un encadrement de f (a) à 2.10-2  près : 

De 3)c) et 3)d), on obtient f (0,65) < f (a) < h(0,65) 

Or f (0,65) 1,22 et h(0,65) 1,24 donc 1,22 f(a) 1, 24 

4) Calculons les coordonnées du point A : 

Posons f (x) = -1 et on a : -x2
2

1nx  = -1 

soit - lnx = 0 donc x = 1; f (1) = 1 

donc A (1)1\ 

Donnons une équation de cette tangente (T) : 
(T): y = f' (1)(x - 1) + f (1) 

(T):y = -x +2 



5) Traçons (D), (T) et (C). 

6) k = f ()a, +00D. 

a- Montrons que k 

intervalle à préciser : 

Sur [a; +04, f est continue et strictement décroissante, donc k 

est continue et strictement décroissante sur [a; +co[. Elle est 

donc une bijection de [a; -Foo[ sur 	k ()a, +0c1) avec 

k ()a, +00D = f ()a, +co[) =]-00; 1 — 2a +—all 

b- Précisons l'ensemble de dérivabilité de la bijection IC1: 

IC1  est dérivable sur -CO; 1 - 2a + —1[ a 
Justifions : Sur [a; +00[ , f est dérivable et f i(a:) = 0 ; donc k est 

dérivable sur [a; +00[ et k'(x) 0 V x E [a; +00[ alors IC1  est 

dérivable sur ]-00; 1 — 2a + —a{. 

définit une bijection de [a; +00[ sur un 



c- Donnons le sens de variation de /C1  : 
comme k est continue et strictement décroissante sur [a; +œ[, il 

en est de même de Ic-1  sur ]-00; 1— 2a + 1[. a 
Dressons son tableau de variation : 

x —00
1  1 — 2a+ — 
fr 

(k-1)'(x) — 

(k -1) (x) 
+00 

a 

d- Calculons le nombre dérivé (k-1)'(1) : 
(k-1)'(1) = 	1 	= 1  mk-1(1)] 1(0) 

1 
(k-1)'(1) = -

-1 
= —1 

e- Tracer la courbe Ck-1 dans le repère (0,1,1) . 



BACCALAUREAT 2018 - TOGO 

Corrigé 
Exercice 1: 
1) a- Résolvons dans C l'équation (E) : Z2  + 2Z + 2 = 0 : 

(E) : Z2  + 2Z + 2 = 0 

A = (2)2  — 4(1)(2) = —4 = 4/ 2  = V= 2i 
—2 — 2i 

2 
	 = —1 — i 

—2 + 2i 
Z2 = 2 	= -1+i  

S = (-1 — i; —1 — 

b- A(z1), B(z2) et C(z3  = 	— 1). 

Plaçons les points A, B et C : 

A 

c- Déterminons le mod le et l'argument du nombre complexe 
23-Z1 

Z = 	. 
Z2 -Z1 

z = z = 	 z3  -z1 	1 — (-1 — 0 v-J+ 	1-  i-er 
z2  - 	-1+ i - (-1- 0 	2i 	 2 

*1z1 = 	= 1 
2 

1 	
rz 

* Arg(z) = Arg ( 	= Lt3 	Arg(z) = 



d- Déduisons la nature du triangle ABC : 
AC 	 , 	7r 

1Z1  = 1-ili = 1 
et Arg(z) = meejl, AC) = — —

3 
Donc le triangle ABC est un triangle équilatéral direct. 

2) Trouvons les fonctions numériques f : 

f " (x) + 2f ' (x) + 2f (x) = 0 

* Equation caractéristique : 
r2  +2r+2= 0 

D'après ce qui précède : 
7.1  = —1 — i et r2  = —1 + i 

d'où f (x) = e-x(Acosx + Bsinx); (AB) E IR2  

3) On considère l'équation différentielle : 
ay" + by' + cy = 0 

a, b et c E {1, 2, 3, 4, 5, 6). 

a- On suppose que b = c = 2a avec a non nul. 

On a alors ay" + 2ay' + 2ay = 0 

y" + 2y' + 2y = 0 
De la question (2), les fonctions x 1—* (Acosx + Bsinx)e' sont 

solutions de (I). On conclut alors que f est solution de (I). 

b- Déterminons l'ensemble des triplets (a, b, c) pour que F soient 

solutions de (I). 
f est solution de (I) ssi b = c = 2a 

Or (a, b, c) E {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

2a < 6 
a = 1; b = 2; c = 2 
cl. = 2; b = 4; c = 4 
a = 3; b = 6; c = 6 

D'où [(1; 2; 2); (2; 4; 4); (3; 6; 6)) 

c- Montrons que la probabilité d'avoir le triplet (1, 2, 2) est 116,  : 

Soit A l'évènement « Avoir le triplet (1, 2, 2) ». 

Toutes les boules ont le même probabilité d'être tirées ; soit ! (6 

numéros). 



Donc on a : p(A) = -16  x 	x -16  D'où p(A) = 216 
4) Déterminons la probabilité pour que f soit solution de (I) : 

On a 3 triplets répondant à cette question. 

Donc on a : p(F) = 3 x 216 si F est l'évènement associé. 

: P(F)  = 3 x  216 = 72 

Exercice 2 : 

In = fola —ton-Fuctu. 
1) a- Démontrons que V n E IN, In > 0: 

uE[0,1]1—u>0 et 	> 0 

Donc (1 — u)nNrit" > 0 D'où V n E IN, In > 0 

b- Démontrons que V n E IN, ln+1 — In = fola—ur u3/2du: 

	

In+i — 	f (1 — 	— f (1 — u)n,rudu 
0 	 0 

— 	(1— u — 
0 

= — f (1 — u)n urdu 

Or 	= u112 	u-Nru = u3/2  

D'où /n+1 — in  = — foi(1_u).u312du 

Déduisons le sens de variation de la suite (In)nEIN  

(1 — 	2 	; VnEIN; où Vu E [0; 1]. 

1.71.+1 

D'où (In) est décroissante. 

2) Montrons que la suite (In)nEIN  est convergente : 

(In) étant décroissante et minorée donc elle est convergente. 

3) a- Vérifions que la dérivée de la fonction u H u3/2  sur [0; 1] 

3 vu la fonction u 	-vu : 
2 

Soit h(u) = u3/2 

In  < 0 car —(1 — u)n u312  < 0 



3  
h' (x) = 

3 
— x u7-1  = 3  -u112  or 	2  = 
2 	 2 

3 
h' (x) = 2  \ru 

D'où la dérivée de la fonction u'--> u3/2  sur [0; 1] est la fonction 

3 r- 
U 1-> -

2
yu. 

b- Calculons /0 et 11 : 
1 

Io  = Vdu 

Or -
3 

Vît est la dérivée de U3/2  
2 

3 
- u3/2  est la primitive -ru. 

2 	2 
/0  = [-3-u3/21 = —

3 
d'où Io  = —

3 
1 

= 
J 

(1— u)rudu 
0 

1 	1 	 1 
= 	-rudu — indu = /0  — f u312  du 

2 5/7111  2 2 	4 
= /0  — [

3
—u 	= 

3 
— — 

5 
— /1  = 

0 	 15 

c- Démontrons que In  = 2n+5
— n+1 
2n+2 3  

On a : /7„.+1  - in  = fo  (1 - u)nuidu 

Posons : 

1 
= -(1 - u)n 	t 

= n + 1 
(1 u)n+1  

= U3/2 	= 3/2Fu 
1 	 3  

/n+1  — /17, = [ 	1  u3/2 (1 u)n+1] 
2(n +  1) (1 ur+1 lit-  du 

n + 1 	 o 	0  
3 

In+1 - In = 2n+2 
J O 1(1 - u)n+l-Fudu 



3 
/n+1 - In = 2n + 2 1n+1 

3 
In = 2n + 21n+1 + 

2n + 5 
= 2n + 2 In+i 

4) a- D6duisons l'expression de In  en fonction de /0  et de n : 

	

2n + 5 	 2n + 2 
/7, = 	In+1 	In+1 = 

	

2n + 2 	 2n + 5 
4, 

2n 
_ In= 

2n + 3 in-1 
2n - 2 

in-1 = 2n + 1 In-2 
2n - 4 

In-2 = 2n - 1 in-3 
1 

	

1 	1 

	

1 	1 
6 

13  = -912 
4 

12  = 711  

2 
510  

En multipliant membre ä membre et en simplifiant an a : 

	

2 4 6 8 	 2n 

in =- x-  
 7 

 x-  
9 
 x—  

11
xx 

 2n + 3 
	x /0  

2n(1x2x3x---xn) 
/ = 	  x /0  
n  5x7x9x11x---x(2n+3) 

2n+1(1x2x3x---xn) 
I = 
n  3x5x7x9x11x---x(2n+3) 

2 x n! 
In  = 

	

	 
(2n + 3) ! 



b- Calculons /4  : 
2 4 6 8 	 2n 

	

Irt = 5  X7 X-4 X-1-_-iX 	x 	 
2n + 3 x10  

	

2 4 6 8 	 256 
/4  = -§ x...7  x u  xiixio X 14=

3465 

Problème : 
Partie A 
g(x) = (x - 1)ex-1  -1. 

1) a- Justifions que la limite de g en - 00 est -1 : 
lim g(x) = lim (x - 1)ex-1  -1 

x-+-co 
lim g(x) = -1 car lim xex = 0 

x,-00 
b- Déterminons la limite de g en + oo : 

lim g(x) = lim (x - 1)ex-1  - 1 
X--4+00 	 X-4+00  

lim g(x) = +00 car lim xex = +00 
x—>+00 	 x—)-1-co 

2) a- Démontrons que V x E IR, on a g'(x) = xex-1  : 

g est dérivable sur IR. 
9,00 = ex-1 + ex-1(n - 1) = (n - 1 + 1)ex-1  

Donc g'(x) = xex-1. 
b- Etudions le sens de variation de g : 

V x E IR, ex-1  > 0 donc g' (x)est du signe de x . 

* V x E 1-00; 0[, g' (x) < 0 donc g est strictement décroissante 

sur ]-00; 0]. 
* V x E ]0; +04, g' (x) > 0 donc g est strictement croissante sur 

[0; +00[. 
Dressons le tableau de variation de g: 

x -00 0 +00 
g'(x) - 0 + 

-1 
9(x)  

-1- e-1 

+00  



00 
lim f (x) = +00 car 	1 

lim - = 0 
x-31-00 

2) a- Démontrons que f est une primitive de g sur IR : 

f est dérivable sur IR. 

= lim x 
/i 

 1 - 
2
) ex-1  - 1 + -1) ---,A-co 	 x 

lira ex-1  = +00 / 

3) a- Démontrons que l'équation g (x) = 0 admet une solution 

unique a appartenant A1-2-3 ; 2[ : 

D'après le tableau de variation, g est continue et strictement 

croissante sur ]0; 1-oot donc sur E; 2[• 

g (
2
) = -0,18 et g(2) = 1,72 

Comme g (22) x g(2) < 0 d'où a E P-2  ; 

b- Vérifions que a E 11,56; 1,57[ : 

]1,56; 1,57[ E -3 
2' 

• 2[ 

g(1,56) = -0,0196 et g(1,57) = 0,5079 

g(1,56) x g(1,57) =< 0 donc a € ]1,56; 1,57[. 

Partie B 
f (x) = (x - 2)ex-1  - x + 1. 

1) Déterminons les limites de f en -00 et en +Go : 
lim f (x) = lim (x - 2)e' - x + 1 

x 
lim xex-1  = 0 

lim f(x) = +00 car 
00 	 lim ex-1  = 0 

X-+-00 

lim f (x) = lim (x - 2)ex-1  - x + 1 

r(x) = 	ex-i(x  _ _ ) 	1 = (x 1)ex-1  - 1 



f' (x) = g (x) d'où f est une primitive de g . 

b- Etudions le sens de variation de f : 
f '(x)est du signe de g (x) . 

* V x E 1-00; a[, g(x) < 0 = f(x) < 0 donc f est strictement 

décroissante sur ]-0,0; a[. 

* V x E ]a; +04, g(x) > 0 	f'(x) > 0 donc f est strictement 

croissante sur ]a; 
Dressons le tableau de variation de f: 

x -00 a +00 
f ' (x) — c> + 

f(x) 
—1 

,•.. 
f (a) 

+00 
/.' 

3) a- Démontrons que la droite (D) d'équation y = -x + 1 est 

asymptote à la courbe de f en -00: 
lim f (x) - (-x + 1) = lim (x - 2)ex-1  

lim f (x) - (-x + 1) = 0 

D'où la droite (D) d'équation y = -x + 1 est asymptote à la 

courbe de f en -00. 
b- Etudions les positions relatives de (C) et (D) : 

signe de f (x) - (-x + 1) = (x - 2)e' 

(x - 2)ex-1  0 x = 2 car ex-1  *0 VxE IR 

* V x E ]-00; 2[ f (x) - (-x + 1) < 0 donc (C) est en dessous 

de (D). 
* V x E ]2; +00[ f (x) - (-x + 1) > 0 donc (C) est au dessus 

de (D). 
x = 2, f (x) - (-x + 1) = 0 donc (C) et (D)se coupent en x = 2 

4) Démontrons que (C) admet en +00 une branche parabolique : 

lim
f(x) 

 = lim 
(x - 2)ex-1  - x + 1 

—  
x-)-1-00 

limx,+oe  (1- -2) ex-1  - 1 +1  X) 



f  (x) 
lim 	= +oo car 

x—›+09 x 

lim ex-1  = +oo { 
x—›+ce 

1 
lim — = 0 

x—*+oo X 

D'où (C) admet une branche parabolique de direction la droite 

des ordonnées en +00. 
5) Déterminons une équation de la tangente (T) à (C) au point 

d'abscisse xo  = —1 : 
(T) : y = f ' (-1)(x + 1) + f (-1) 

(T): y = (-2e-2  — 1)x + 1— 5e-2  

6) Démontrons que f (a) = 2 — a — a111 
On a : f (a) = (a — 2) ea-1  — a + 1 

Or g (a) = 0 	ea-1  = 1  
a-1 

a — 2 	 1 

f (a)  = a — 1 
a-1 d'où f (a) = 2 a 	 

a — 1 
7) Montrons que f (a) est négatif : 

—a2  + 3a — 3 
f(a) = 	a — 1 

Or a E ]1,56;1,57[ = a— 1> 0 
—a2  + 3a — 3 = 0 

A = —3 < 0 —a2  + 3a — 3 < 0 d'où f (a) < 0  
8) Déduisons que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 

solutions strictement positives : 
* f est continue et strictement décroissante sur ]—o0; a[ 

f ([ —00; a[) = jf (a); +oo[ contenant 0, donc d'après le théorème 

des 	valeurs intermédiaires l'équation f (x) = 0 admet une 

solution unique xi.  E ]-09; a[. En outre f (0) > 0 donc xi.  > 0. 

* f est continue et strictement croissante sur ]a; +oo[ 

f (ja; +00[) = jf (a); +oo[ contenant 0, donc d'après le théorème 

des 	valeurs intermédiaires l'équation f (x) = 0 admet une 

solution unique x2  E ]a; +oo[. En outre f (0) > 0 donc x2  > 0. 



D'où l'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions 

strictement positives x1  et x2. 

9) Traçons (D), (T) et (C) : 

10) X E ]—o0, 2[ et A(A) l'aire du domaine délimitée par (C), (D) 

et les droites d'équation x = A et x = 2. 

a- A l'aide d'une intégration par parties, calculons A(X) : 

(C) est en dessous de (D) sur ]-00, donc —x + 1 — f (x) > 

A(A) = fx  (-x + 1 - f (x))dx x ua 
2 

= -(x - 2)ex-1  dx x ua 
A 

Ici ua = 4 cm2  (unité d'aire). 

Posons u = —x + 2 	= —1 

	

= ex-1 	= ex--i 

A(X) = [([(—x + 2)ex-% — f2 -ex-1AX )x ua] 

= [(—x + 2)ex-1 + ex-1R x ua 

= (e + (X — 3))ex-1  x 4 cm2  

A(A) = 4(e + (À— 3))ex-1  cm2 



b- Déterminons la limite de A(X) lorsque A tend vers -00 : 

lim A(A) = lim (4(e + (2.-3))eA-1-) 

lirn A(A) = 4e car lim A(A) = (A - 3) el-1  = 0 
—co 	 co 

Partie C 
h est la restriction de f à l'intervalle ]-00; a[. 

1) Démontrons que h est une bijection sur J à préciser : 

h est continue et strictement décroissante sur 1-00; a[, donc 

elle 	réalise 	une 	bijection 	de 	]-00; a[ 	sur 

J = ]h(x); + co[ =]2 - a - 1 +00{. 

2) Soit h-1  la bijection réciproque de h. 

a- Précisons l'ensemble de dérivabilité de h-1  : 

h' s'annule en a donc h' n'est pas dérivable en f (a) et 

V x cd-00; ab h' (x) # 0. Donc h-1  est dérivable sur J. 

Dressons son tableau de variation : 
- Sens de variation de h-1  : 
h-1  a le meme sens de variation que h. 

x f (a) +co 
(h-1),(x) 

(h-1)(x) 
a 

-00 

b- Construction de courbe (C') de h- cf repère) 

(C') = S uo(C) avec (LI): y = x. 
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Exercice 1 (3 points) 

I= f:excos 2xdx et J= f: exsin2xdx. 

1- Calculons I + J : 

/ + J = fort  ex cos 2xdx + f: exSin2 XdX 
Ir 	 Ir 

f= 	(ex  cos 2x + e 

or cos2x + sin2x = 1 

Donc I +J = f Ir 
 ex dx = [ex]or 

I + J = en.  —1 

2-a/ Montrons que] — I = fir°  ex cosaxdx : 
7r 

J — I = 
J 

ex (sin2x — cos2x) dx 

Or sin2 x — cos2x = —cos2x 
0 

— I = J ex  COS2XdX 

7r 

J— I= excos2xdx donc a= 2 

b/A l'aide d'une double Intégration par parties, démontrons 

que J — I = 5 (1— e') : 

posons : u'(x) = ex 	u(x) = ex 

v(x) = cos2x 	v,(x)  = — 2sin2x 

xsin2x) dx = ex (cos2x + sin2x) dx 



o 

J —1 = [excos24+ f 2exsin2xdx 
TU 

0 

J - 1 = —e' + 1 + 2 f exsin2xdx 
7U 

Calcul de f 0 exsin2xdx 
n 

posons : u'(x) = ex = u(x) = ex 
v(x) = sin2x 	v'(x)  = 2cos2x 

o o 

f
exsin2xdx = [exsin2x]g— 2excos2x 

n 	 n 
0 

f
exsin2xdx = —2(1 —1) 

n 

On a alors : 
J — I = 1 — e" — 4(J — /) 

5U — /) = 1 — e" 

D'oü J-1 = 5 (1—e") 

3- D6terminons les valeurs exactes de 1 et de I : 
/ + 	= e" —1 

Ona:
V/=.25.(1—e") 

(1)  

(2)  

(1) + (2) 2J = eff (1 — e") 

5n —5 	1 — e' 	4 
5 

2J = 	= —
5 

(e' —1) 

2 
Donc J =— (e'r — 1) 

(1) — (2) 21 = eir e") 



Sen.  — 5 5 — 1 + e'  
= 5 n(e —1) 

3 
Donc I = 5  — 1) 

Exercice 2 : 
I/ ZA  = 	; Zg  = 1 + i ; Zc  = —1 + 2i ; Zgo  = —2 

1- Plaçons sur une figure les points A, B, C et D : 

2- a/ Interprétons géométriquement le module et 

l'argument du nombre complexe z̀ ' zc  = Z : 

{ 
CA 

IZI = DB 
On a : 

Arg(Z) = mes (DB; CA) 

b/Calculons le nombre complexe Z : 

Z = 	 -i-e-i+20  - 1-3i 

	

1+i-(-2i) 	3+i 



(1- 3i)(3 - i) 
Z 	

9 + 1 	
donc Z = -i2  

3- Déterminons le module et l'argument de Z : 

On a : 	= I-il donc VI = 1 

Arg(Z) = Arg(-i) donc Arg(Z) = -

Nature du quadrilatère ABCD : 

Tt 
2 

On a : 	 zA+zc.  = 	et -1+i 	Z D+Z B  _ -1.+i 
2 	2 	2 - 2 

ZA+Zc  ZD±ZB  donc ABCD est un parallélogramme. 
2 - 2 

De plus CA = DB et mes (DB; CA) = - 2, on en déduit que 

ABCD est un carré. 

Ill A. E C tel que 12.1 = 1 et À. 	1 
f Zo  = 0 
Zn+1 = Zn 

1-a/ Calculons Z1, Z2, et Z3  : 
On a : Z1  =2.Zo  - i donc Z1  = 

Z2  = AZ1 - i = 2.(-0 - i donc Z2 = — (1 +A. )i 

Z3  = A Z2  - i = -A(1 + AN - i donc Z3 = —(A2  + A + 1)i 

b/ Démontrons que: 

V n E 
N., 	= _(An-1 + An-2+ 	+A + 1)i : 

Par récurrence : 
- Vérifions que Z1  = -(1)i 
Z1  = 	= -(1)i donc c'est vérifié. 

- Supposons pour un entier k non nul que 

Zk = 	k-1 	k (A 	+ 	..... +A. + 1)i et montrons que 
Ak -1 + 

Zk+1 	+2. + 1)i 

On a : Z k+i 	- = _A(Ak-1 + Ak-2+........  +1)i 



Zk+1 = (Ak
Ak-1+ 	+A + 1)i 

D'où V n E N*, Zn= — (An-1 + An-2+ 	+A + 1)i 
= 1-An  

c/ Déduisons que V n E N, Zn  1 
1 + 	 est la somme des n premiers termes d'une 

suite géométrique de raison A et du lei  terme 1. 

Comme A # 1, on a : 1 + A 	
= 1-An  

1-A 
1-An  

Pour V n E N*, Zn  — 

D'où Zn  = 
1-An 
A-1 

2) 	Ak  = 1 
Démontrons que pour tout entier naturel, 

i_An+k 	i_Ak x  An 

= On a : Zn+k 	 = 
A-1 	A-1 

1 — An 
Zn+k = A-1 	i car 

 

Zn+k = Zn  

= 1 

D'où Zn+k = Zn 
3- Etude du cas A = i. 

a/ Montrons que Vn E N et V k E N, Zk -4n+k 
i_i4n+k 

on a : Z4n+k = 	 i-1 
i4tt ‘, dc 	;4)n  x  ik 
	= 	  

i-1 	i-1 
1-ik  . 	•4 	1  

Z4n+k 1. car 	= 

D'où Z4n+k = Zk 
b/Montrons que Mn+i est l'image de Mn  par une rotation 

on a: Zn+i = 	— i = Zn — i — 

complexe d'une rotation d'angle 52. 

Soit 11 le centre de cette rotation. 

On a : 	donc Zn = 	i  

c'est l'expression 



D'où Mn+1  est l'image de Mn  par la rotation cp de centre 

SZ 
1 	. 

t 	
71- 

) et d'angle — 
2 	2 

1 	
2 

c/ Déterminons les images de A. B, C, et D par (p et plaçons 

ces points : 
on a : ZA, = i(— — i = 1 — i ; 	donc A'(1 — i) 

ZB, = i(1 + 0 — i = —1; donc B'(-1) 

Zc, = i(-1 + 2i) — i = —2 — 2i , donc C'(-2-2i) 

ZD, = i( —2) — i = —3i ; 	donc D' (-3 i) 

d/ Montrons que V n E N, Z4n+1  = : 

D'après ce qui précède Z4n+k  = 4 

Donc - Z4n+1 = Z1  , or Z1  = — D'où z4n-F1= 

PROBLEME 
Partie A 
1- Résolvons l'équation différentielle (E): 2y' — y = 0 : 

(E): 2y' — y = 0 
(E) est du type y' = ay. Donc les solutions de (E) sont les 

fonctions : x H kez, k E IR 

S={ken, k E IR} 

2- (E') : 2y' — y = (1 — x)e. 

a/ Déterminons deux réels m et p tels que la fonction f 

définie sur IR par : f(x) = (mx2  + px)ez soit solution de 

(E') : 

f est solution de (E') ssi 2f ' (x) — f (x) = (1 — x)ei 

f est dérivable sur IR et on a : 

(x) = (2mx + p)e2ci 	(mx2  + px)eI 



On a :2 [(2mx + p)e + (mx 2  + px)ed — (mx 2  + px)e 

= (1 — x)el 

(4mx + 2p)e = (1— x)ei 

Par identification on a : 
1 

4m = —1 	m  = — 71. 
2p = 1 	1 

P 7---  2  

D'où f (x) = (— -4 X2  + -2 X)ei 

b/ Soit g une fonction définie et dérivable sur IR. 

131/ Montrons que g est solution de (E') ssi g — f est 

solution de (E) : 

g solution de (E') <=> 2g' — g = (1 — x)e 	(a) 

f solution de (E') <=> 2f' — f = (1 — x)e 	(b) 

(a) — (b) <=> 2g' (x) — g (x) — 2f (x) + f (x) = 0 

<=> 2(g — f)' — (g — f) = 0 
D'où g — f est solution de (E). 
b2 /Résolution de (E') : 

D'après 1 et 131, on a : g(x) — f (x) = ke 

Donc g(x) = kez + f (x) 
1 	1 

g (x) (— —
4

x2  + —
2

x + ic) 	kEIR 

D'où l'ensemble solution de (E') est l'ensemble des 

fonctions x 	(-4x2  + 2  x + k) 	kEIR 

S(r) = t(— 4x2  + 2 x + k) e2 ; k E /RI 



3) Déterminons la solution go  de (E') dont la courbe 

représentative dans le plan muni d'un repère orthonormé 

(O. i',1) passe par le point A(1.0) : 
1 	 1 	 1 

go  (1) = 	(- + k) e2 = 	4 
	
+k=01c.--- -

4 

D'où go  (x) 	+ 4 x — 4) ez = 	(x2  — 2x + 1)ef 

1 
go (x) = — 4(x — 1)2 e 

Partie B  
1 

h(x) = — —
4 

(x — 1)2ei 

1- Calcul des limites de la fonction h en —00 et en +00 : 
1 

lim h(x) = lim — — (x — 1)2e2 
x-,00  

lim h(x) = 0 car lim xae2 = 0 
a E IR 

lim h(x) 

lim h(x) = —00 

1 
lim — — (x — 1)2ei 

x->+00 4 
lim (x — 1)2  = +00 

car 
lim e 2 = +00 

2- Etudions la dérivabilité de h sur IR : 
h est le produit de deux fonctions dérivables sur IR, donc h 

est dérivable sur IR. 

Déterminons la fonction dérivé h' de h : 
1 	x 

h1(x) = -7(x- 1)ei —
1 
 (x — 1)2ei 

1 
h' (x) = — (x — 1)(x + 3)e2 



3-Etudions le sens de variation de la fonction h puis 
dressons son tableau de variation : 

h'(x) = 0 x — 3 ou x =1 
x —00 —3 1 +00 

h'(x) — O + (:1 — 
V X E]-00, —3[ U ]1; +00[, h'(x) < 0 
V x E ] —3; 1[ , h'(x) > 0 

h'(-3) = h' (1) = 0 
Sens de variation : 
* h est strictement décroissante sur ]—co; —3] et [1; +00[ 
* h est strictement croissante sur [-3; 1]. 
Dressons son tableau de variation : 

x —00 	—3 1 +00 
h'(x) — 	(;) + (;) — 

0 0 
h(x) ,e, /*' 

3 
—4e-2  -00 

3 
h(1) = 0 et h(-3) = —4e.- 

x 
4- Soit cp la fonction definie sur IR par (p(x) = —e2 et par 
(F) sa courbe représentative. 
a/ Etudions les positions relatives de (C) et (r) : 

X 
(p(x) = —e-i et (r) sa courbe représentative : 
Posons d(x) = h(x) — (p(x) 

1 	x 	x 	1  
= — 74. (x — 1)2 e-2-  + = --4 [(x —1)2 — 4 ]e. 

1 	 x 
d(x) = --

4 (x + 1)(x — 3)e. 

Signe de d(x): 
d(x) = 0 x = —1 ou x = 3 



x -09 -1 3 +00 
d(x) - + - 

V x E ]-00, -1[ U ]3; +00[, d(x) < 0 , donc (C) est en 

dessus de (F). 
Vx E ] -1; 3[, d(x) > 0, donc (C) est au - dessous de (F) 

(C) et (F) se coupent aux points d'abscisses x = -1 et x = 3 

b/Construisons les courbes (C) et (r) : 

5-a/ Déterminons trois réels a, b et c tels que la fonction 
x 

H: x i---> (axe  + bx + c)ei soit une primitive de h sur IR : 
x 	 x 

On a : H' (x) = (2ax + b)ei + .(ax 2  + bx + c)e-i 

a 	b 	ci x 
H'x = r-

2
X2  ± (2a + —

2
)x + b + -

2 
ei 

Or H'(x) = (- -4 
21x  + lx  _ 

4

_.1) e  
2 	/ 

Par identification : 



1 
11 =  4 

2a + 2 -
b 
= 2 -

1 
{ 

d'où a = 
1 

- -2 ; b = 3 
13 

et c = - —2 

b + 	= - 1  2 	4 
= 

(—_
1 x2 + 3x  + 13 e.; 

On a alors H(x) 2 	— ) 
b/ Calculons l'aire Al du domaine du plan limité par la 

courbe (C), (F) et les droites d'équations x = -1 et x = 3. 

	

3 	 3 	3 

A = f h(x) - cp(x)dx = f h(x)dx - f cp(x)dx 

	

-1 	 --1 	-1 
x  3 

= [H(x)] — [2e2]_
1  

1 
A = 8e-2  cm2  

Partie C 
n+2 

Un 
 = J

—h(t)dt. 
n+1 

1- Interprétation géométriquement U0  : 

U0  est l'aire en cm2  de la partie du plan limité par la 

courbe (C), l'axe des abscisses et les droites d'équations 

x = 1 et x = 2. 

2-a/ Démontrons que V n E IN, -h(n + 1) 5 Un  5 -h(n + 2) : 

h est continue et décroissante sur [1; +œ[ or n E IN, donc 
[n + 1; n + 2] c [1; +04 
V t E [n + 1; n + 2], on a: 

h(n + 2) 5 h(t) h(n + 1) 

-h(n + 1) S -h(t) -h(n + 2) 

5:4.+12  -h(n + 1)dt 5_ f:++12  -h(t)dt fnn+: —h(n + 2)dt 



D'où —h(n + 1) Un  —h(n + 2) 

b/Déduisons le sens de variation de la suite (Un) : 

V n E IN, — h(n + 1) 5.. un  —h(n + 2) 

On a: —h(n + 2) < Un+1  —h(n + 3) 

Donc Un  < Un + 1 lç — h(n + 3) 

Un  < Un+1  donc la suite (Un) est un suite croissante. 

3- Convergence de la suite (Un) : 

lim [—h(n + 1)] = +00 
n->-1-00 

liras Un  = +00 d'où la suite (Un) est divergente donc 
n-H-00 

(Un) n'est pas convergente. 
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Exercice 1: 

1) Calculons la probabilité P(A) d'avoir une boule de chaque 

couleur : 

3 boules blanches 
urne 4 boules bleues 

3 boules rouges 

Tirage simultané de 3 boules de l'urne. 

Soit A « Obtenir une boule de chaque couleur » 

P(A) = 	 
CardA Nombre de cas favorables 

= 	  
Cardfl Nombre de cas possibles 

g x C14 x g 	
= 

3 x 4 x 3 36 	3 
;P(A) 	 

C3 	 120 	120' P(A) = 	 = — • P(A) = iii  
L  

2) X =nombre de boules blanches obtenues. 

a- Déterminons la loi de probabilité de X : 

* Valeurs possibles de X : 0 ; 1; 2 ; 3. 

0 35 
P(X = 0) = F-

L = 720 ; 

Cl x 0 	63 
P(X = 1) = 	3  = - • 

C 	120' io   

C3  x C; 	21 
P(X = 2) = 3 	= - 

120' 
• 

Cio 

P(X  = ()) = 24 
7 

21 
P(X = 1) = 

40 

7 
P(X = 2) = 

40 

C3 	1 
P(X = 3) = — = — • 

CL 120' P(X = 3)  = -10 



X 0 1 2 3 

P(X) 7  21 7 1 

24 40 40 120 

b- Calculons l'espérance mathématique de X et l'écart type : 

E(X) = 	x1 xP1  

7 	21 	7 	1 
E(X) = 0 x-24  + 1 x-40  + 2 x-40  + 3 x 120  

21 14 1 	9 
E(X) =  

40 + 40 + 40 ; E(X) = 10 

V(X) = lx? P1  — (E(X))2  

588 49 
V(X) = 	 

1200 100 

o-(X) = jV(X) = —170  

Formule de V(X) ou a(X) 

3) P(T) = 1/4 et PT  (G) = 1/3 

a- Définissons l'évènement contraire de T : 

« Etre non tricheur » (ou toute autre négation 

correspondante ou si ri seul) 

* Calculons Py. (G) 

(G) = P (X 2) 

P.Ï. (G) = P (X = 2) + P(X = 3) 

7 	1 	 22 
PT (G) = 	; 	

21+1
120 (G)  = 	= TzT); PT (G)  = '60 



Autre m6thode : 

(G) = 1 — P(x < 2) 
(G) = 1 — P (x = 0) — P(x = 1) 

Dkluisons la probabilit6 de 1'6v6nement G n T : 

P(G n = — P(T)) x PT  (G) 

P(G n = P(G/i) x P(T) 

1 	11 
P(G n T) = — 

) 
x 

60 

11 	
G P  - 	

11 
P(G n T) =3x 60 ; 	( 	) 

4 	 = 80 

b- Calculons P(G n T) : 

on a : P(G n T) = P(T) x PT (G) 

1 1 	 1 
P(G n = 4  x i; P(G n T) = 

12 

c- Nmontrons que la probabilit de 1'6v6nement G est e : 

53 

P(G)  = 4:120 

D'aprs la formule des probabilit6s totales, an a : 

P(G) = P(G n T) + P(G n 

11 	1 x 3 + 

P(G)  = jä 12; P(G)  = 
11 

240 
 20 
 

D'oü P(G) = —53 
240 



Autre méthode : 

11/4 

3/4 

d- Calculons la probabilité qu une personne qui a gagne soit 

tricheur : Il s'agit de PG  (T) 

1 
P(G n 12  1 240  20 

PG CF) = 	P(G)  53 — 12 x  53 PG (T) = 53  

240 

Exercice 2 : 

f (z) = z3  — (2 + 30z2  + (2 + 4i)z + 2 — 4i. 

1) a- Vérifions que f (i) = 0 : 

f(i) = + 2 + 3i + 2i 4 + 2 — 4i 

f (i) = 0 

b- Déterminons les nombres complexes a et f3 tels que : 

f (z) = (z — i)(z2  + az + b) : 

f (z) = z 3  + az 2  + bz — iz 2  — aiz — ib 

f (z) = z3  + (a — z2  + (b ai)z — bi 

Par identification : 

a — i = —2 — 3i ; a = —2 — 2i 

b— ai = 2 + 4i; donc b = 2 + 4i + i(-2 2i) 

b= 4 + 2i 



Donc f (z) = (z — 0(z2  + (-2 — 2i)z + 4 + 2i) 

Deuxième méthode : Division euclidienne de f (z) par z— i 

c- Résolvons dans C ; f (z) = 0 

f (z) = 0 <=> z = i ou z2  + (-2 — 2i)z + 4 + 2i = 0 

z2  + (-2 — 20z + 4 + 2i = 0 

A'= (-1 — — (4 + 2i) 

= 1 — 1 + 2i — 4 — 2i ; A'= —4 = 4i2  ou A = —16 

z1 =1+ i-2i=1— i 

z2  = 1 + i + 2i = 1 + 3i 

5=Y;(1-1);(1+30) 

2) g est l'application du plan qui M(z) 1-) M'(z') tel que : 
1 

= —
2

(1 — 	— 1 + 2i 

a- Soit A(1 + 3i). Déterminons l'affixe de A' = g(A) 
1 

A' = g(A) 	z'A  = 2 (1 — OzA  — 1 + 2i 

zA  = (1 — i)(1 + 3i) — 1 + 2i 

1 
zÂ = 

2 
(4 + 2i) — 1 + 2i 

z'A  = 1 + 3i 

-z  
b- Déterminons le nombre complexe z  

z-z
A,  
A  

_ zA, = 2(1  - Oz - 1 + 2i — 1 — 3i 

z — ZA 	 z — 1 — 3i 

z' — zA, 1 (1 — Oz — 4 — 2i 
	= x 	  
z — zA  2 	z — 1 — 3i 



.c- V M # A, déterminons mes (AM; A'M') : 

mes (AM; A'M') = arg 
(zr  - zA,) 

Z - ZA 

mes (AM; A'M') = arg (1 
2-i) 

 

mes (AM; A'M') = arga - 0 - arg(2) 

z' - zA, 1 - i z - 1 - 3i 
	= 	x 	 
z - ZA 	2 	z - 1 - 3i 

z' - zA, 1 - i 
= 

	

z - zA 
	2 

Tr 
mes (AM; A'M') = - 4 

A'M' Z' - ZA, , 	 
AM 	z - zA  

A'M' 11 - i 
AM i 2 I 

A'M' -\12 
	= — 
AM 2 

d- Déduisons les éléments caractéristiques de g : 

On a : zA, - zA. Donc g(A) =A 

A est un point invariant de g. 

AM' -V 
AM = 2 

TE 
mes (AM; A'M') = - 4  

L'écriture complexe de g est z' = az + b avec a = -21  (1 - i) 



Tt 

g est donc une similitude directe de centre A, d'angle - -4  

Et de rapport — . 

3) Montrer que V M # A, le triangle AMM' est rectangle isocèle 
en M': 

	

z' — z 	1(1 — i)z — 1 + 2i — z 

	

zA 	1(1 — i)z — 1+ 2i — 1 — 3i 

= —2 (-1 — i)z — 1 + 2i 

(1 — i)z — 2 — i 

	

_ z 	(1 — 	— 2 — i) 
	 = 

	

z — zA 	2(1   — i)z — 2 — i 

D'où le triangle AMM' est un triangle rectangle isocèle en M'. 

PROBLEME : 

PARTIE A 

g (x) = x 2  — 211114 

1) Déterminons l'ensemble de définition D de g : 

D ={x E IR; lx1 #0} ou D ={x E IR; lx' > } 

Donc D = IR* 

2) Etudions la parité de g : 

V x E /R*  on a —x E IR* 

g(—x) = (—x)2  — 21n1—xl 

g(—x) = x 2  — 2/nIx1 

z' — z 

- Z A 



Donc g est une fonction paire. 

3) Calculons les limites de g en 0 et en +00 : 

lim g(x) = lim(x 2  — 2/nlx1) 
x->0 

x 2  —› 0 

Xi m g (x) = +00 car 
0 

IxI 
—>> 0  

inixi —) —00 

lim g(x) = lim (x2  — 2/nixi) 
x--›+oo 	x—H-00 

lim g(x) = lim x2  (1 2 inixi) 
x--)+00 	 x2 

X2 --> +00  

lim g(x) = +00 car inixi 
x--31-co   —> 0 

x 2 

4) Calculons la fonction dérivée g' de la fonction g: 

g est dérivable sur ]-00; 0[ et sur ]0; 1-00[. Sa dérivée s'écrit : 

g' (x) = 2x --
2 
 donc g' (x) =

2(x2  — 1) 

5) a- Etudions le sens de variation de g : 

x —cc' —1 0 1 	+oo 
x — ô + + 

x 2  — 1 + — — + 
g' (x) — + — + 

Vx E ]-00; —1[ U ]0; 1[ ; g'(x) < 0 

Donc g est strictement décroissante sur ]-0o; —1[ et 

sur ]0; 1[ 

Vx E ]-1; 0 [ U ]1; +(Do{ ; g'(x) > 0 

Donc g est strictement croissante sur 1-1; 0[ et sur ]1; +oo[ 



X-3-00 

0 lim f (x) = -00 car 
2 

-> 0 

X -CO -1. 	0 	1 	+CO 
g' (x) - 	+ - 	+ 

+00 	+00 +00 	+00 

g(x) N 
1 
/'" N 

1 ' 
Jr 

b- Montrons que Vx E D ; g(x) > 0 

D'après le tableau de variation de la question précédente, 1 est le 

minimum de g sur IR*. Donc Vx E IR* ; g(x) 1 

D'où Vx E D ; g (x) > 0 

PARTIE 13 : 

X E IR* ; f (x) = -x + 3 2 
2/nIx1 

 

1) Déterminons les limites de f en - 00 et en + 00 : 

2 2/nix1\ 
hm f(x) = lim (-x + 3 
, x-03 	 x ) 

 

-x + 3 --) 
2 In !xi 
	 -4 0 

2 
-) 0 

lim f (x) = -CO car 
x-)-00 

 

 

( 	
2 2/nIx1)  

lim f(x) = lim -x + 3 
x->+co 	 x 	x 



Calculons les limites à gauche et à droite en 0 de f : 

2 
 x.o 

- 

	

	 
21n(-x)) 

.olim f (x) = lim (-x + 3 
x 

+ 
-x 

2 
li m f (x) = lim (-x + 3- (1 + In(-x))) 
x->o 	x-40 

-x + 3 -> 3 
2 

lim f(x) = -00 car 
x,0 

1 + In(-x) -00 

lirn f (x) = lxim (-x + 3 -30 
2 2In(x)) 

x->o lin 
2. 

+ In(x))) 
2 

lim f(x) = +00 car 
x-40 

-x + 3 -* 3 
2 

-00 

1 + In(x) -00 

2) a- Calculons la fonction dérivée f' de f : 

f est dérivable sur 1-00; O[ et sur]t); +04. Sa dérivée f' 
s'écrit : 

	

2 	2 - 2/nixl 
Rx) 	+ X2 	x2 

2 InIxI  
f (x) = -1 + 

x2 
 

—(X2  — 2 /nIXI)  
f'(x) = 

x 2 

+00 



V x E I R* ; f'(x) = 
g(x) 
x2  

b- Etudions le sens de variation de f : 

Vx E I R* ; x2  > O. Donc f'(x) a le signe de - g(x). 

D'après la partie A, on a Vx E I R* , g(x) > O. 

Alors Vx E I R* ; f'(x) < 0 

f est alors strictement décroissante sur ]-co; 0[ et sur 

]0; +0(4. 

Dressons le tableau de variation : 

x -00 	0 	+00 

f ' (x) - - 

f(x) 

+00 

N 
-00 

+00 

-00 

3) Calculons f (1) : 

f (1) = -1 + 3 - 2; f (1) = 0 

* Montrons que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 

solutions dont une négative notée a : 

f est continue et strictement décroissante sur ]0; +co[. 

Elle réalise donc une bijection de ]0; +co[ vers I R et 

f (1) = O. Donc 1 est l'unique solution de l'équation 

f (x) = 0 dans )0; +09[ 

D'autre part f est continue et strictement décroissante sur 



]-00; 0[ 

Et f (]-Go; 0[) = I R or 0 E IR. Donc l'équation f (x) = 0 

admet une unique solution a négative. 

En conclusion l'équation f (x) = 0 admet exactement deux 

solutions dont 1 et a < 0 

* Vérifions que -0,25 < a < -0,24 

On a : f (-0,25) = 0,159 et f (-0,24) = -0,319 

f (-0,25) x f (-0,24) < 0 

Donc -0, 25 < a < -0,24 

4) a- Démontrons que la droite (A) : y = 3 - x est 

asymptote à (C) : 

Vx E IR*, f (x) - (3 - x) = 2 21nIx1 
 

2 In(-x))  
xl_tmw (f (x) - (3 - x)) = 	(--x  + 2 (-x) 

lim (f (x) - (3 - x)) = 0 car 
x. - oz, 

(__2 _ 2  In.x) 
— 

x-++00lim 
	x 	x 

{ 2 

— 0 

--
x 

-+0 

lnx 

D'où la droite (is) : y = 3 - x est asymptote oblique 
(C) en -00 et en +00. 

X 	X 

lim (f (x) - (3 - x)) = 
x-+00 

lira (1(x) - (3 - x)) = 0 car 
x 



b- Etudions la position de (C) par rapport à (A) : 

Vx E I R*, f (x) — (3 — x) = 
2 21nIx1 

 

f (x) — (3 — x) = 

Posons f (x) — (3 — x) = O. On a : 1 + lnixi = 0 

1 	1 
	

1 
inixl = —1 <=> lx1 = —

e
; x = —

e 
ou x = 

e 

X —oo 	-- 	0 	
1 — 	-1-oo 

	

e 	 e 

X — — 	d + + 

—2(1+ inix1) — 	ô + + 0 	— 

f (x) — (3 — x) + 	y + 9 

1 	1 
x 	— 00; --

e 
[u]0;—[

e 
; f(x) — (3 — x) > 0 

Donc (C) est au dessus de (A) sur les intervalles 

- CO ; — 7  [ et ]0; e[ 

1 	1 
V x E]— —

e 
: 0[U ]—

e
; +00[; f (x) — (3 — x) < 0 

Donc (C) est au dessus de (A) sur les intervalles 

] 	: 0[ u 41-; +co[ 

Donc (C) est en dessous de (A) sur les intervalles 

(C) et (A) se coupent aux points d'abscisse 71  et —el  

5) a- Valeurs de xo  pour lesquelles (C) admet une tangente 
(T) en xo  parallèle à (à) 
(A) : y = 3 — x 
(T) est parallèle à (A) si et seulement si f (xo) = —1 

—2(1 + lnIxI) 



On a alors : 

	

2 	2 — 2/nIxo l 

	

—1 + 
xo 	

=- 1 

	

2 	2 	 xo  

	

z
2 	2 — 2/nIxol = 0 
	

2/nIxo  I 
	= 0 

	

2 	2 	 2 

	

X0 	xo 	 xo 

xo # 0 et /nix°  I = 0 

Ixo  I = 1; xo  = —1 ou xo  = 1 

b- Ecrivons 1'6quation de la tangente (T) ä (C) au point d'abscisse 

x = —1 : 

(T) : y = f (-1)(x + 1) + f (-1) 

f(-1)= —1 et f (-1) = 6 

(T) :y = —(x +1) + 6 

(T) :y = —x+ 5 

6) Construisons la droite (A), la courbe (C) et la tangente (T) : 



PARTIE C 

h(x) = —2 ln(—x) — (In (—x))2. 

1) Montrons que h est une primitive sur ]-00, 0[ de la fonction 

2 	21nIx1 
k: x 	 • 

La fonction x 	
2 2/nIx1 est continue sur ]—c0; 0[. 

Elle admet donc une primitive sur ]-00; 0[ 

La fonction h est dérivable sur ]-00; 0[ et sa dérivée h' s'écrit : 

h'(x) = —2 (--
-1

) — —2 (--
1
) In(—x) 

x 	—x 

2 	2 	2 2 1n(—x) 
h'(x) = — — — ln(—x) = 

x x 	x 

h'(x) = k(x) 

D'où h est une primitive sur ]-00; 0[ de la fonction 

2 21nIx1 
X 1—> 

x 	x 

2) a- Montrons que la restriction q) de f à l'intervalle ]-00; a[ est 

une bijection : 

y) est la restriction de f à l'intervalle ]-00; a[. 

Donc cp est strictement décroissante sur ]-00; 

Elle réalise donc une bijection de ]-00; ct[ vers I = (p(1-60; cd). 

I =if (a); lim f (x)[ or f (a) = 0 ; Donc I = ]O; +co[ 

b- Construisons la courbe (C') de la bijection réciproque (p-1  : 

(C') = Sm: y = x(C)]_co;  „[ 

3) Calculons l'air du domaine délimité par la courbe (C'), l'axe 

des abscisses, l'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 6 : 



(C') est en dessous de l'axe des abscisses. Donc 9-1(x) < O. 
Donc l'aire du domaine est : 

• = f - (x)dx 

Effectuons un changement de variable en posant : 

x = 9(0 ; On a : dx = (t)dt 
x 	0 	t = 9-1(0) = a 

x = 6 	t 9-1(6) =- -1 

Alors il vient que : 

= fa 
1 
 -9 (9 (0)9' (t)dt 

• = fa  9-14(0)91  (t)dt --1 
Or cp étant une bijection, on a : 9-1(9(0) = t 

= fa  tço'(t)dt 

Effectuons alors une intégration par parties : 

u' = 9' (t) u = 9 (t) = f (t) 

= t 	=1 

Alors : cli = 6 - f f (t)dt 

dl = 6 - fai  f (t)dt 

• = 6 - fa -1 (— t + 3 
2 2/nIth 

) dt r 	r 

Jl  = 6 - 2 t2   + 3t - 2 ln( - x) - (In (-x))2r 
1 

= 6 -11  + a2  - 3a + 2 In(-x) + (In (-x))2  
2 2 

dl = 5 1 + a2 - 3a + 2 ln(- x) + (In (-x))2  cm2 



BACCALAUREAT 2021 - TOGO 

Corrigé 

Exercice 1: (1,5 points) 
Choisissons la bonne réponse : 
1- b) ; 2-c) ; 3- d) 

Exercice 2 : (2,5 points) 
1- Déterminons les nombres réels a, b et c : 

1 	 bel-a 	ce1-2t 

O.  + el-292 = a + 1 + e1-2t + (1 + el-292 
a(1  + e1-2t)2 	 + ce1-2t + b(1 + el') 

= (1  + e1-292 

(a + ab)e1-4t  + (2a + b + c)e1-2t  + a 
= 	  (1 + e1-292 

la + b = 0 
Par identification on a 2a + b + c = 0 

a = 1 
Donc a = 1; b = —1 et c = —1 

2- Calculons] 
1 	

1  J = f 
0 (1 + e1-2t)2 dt 

1 
z 

= .f [a + 
o 

el-2t 	ce1-2t 

1 + e1-2t  + (1 + el-292 	idt 

1 

= [t + 	—
2 

(1 + el-2t) 	 
2(1 +

1 
 el-29 0  

1 	2 	2 1 
J = —

4 
[1 + 2/n (y.  _i )+ 

1 + e.I 
1 1-2t 3_ / = f
o (1 + el-2t)3 dt. 

a-) Exprimons I en fonction deJ : 



e1-2t 

Posons u(t) = t et (t) = 	 (1  + el-n)3 
u(t) = t 	u1(t) = 1 
el-2t 	 1 

1/(t) = V(t) = 	  (1 + el-2T 	4(1 + e1 2t)z 

1 
Donc I = [ 

	

	t 	12  f21 	1 	dt 
4k.1 + el-2t)2 ,Z ✓0 (1 + el-2y 

1 1 
1 = — --j 

32 4 
b-) Déduisons la valeur exacte de I : 

1 
On a / = 	11 

32  4 
1 1 	2 2 

I  32 16[
1+21n

(1+e1+ 1+ eJ 1 + 

Exercice 3 : (4,5 points) 

4 boules indiscernables au toucher marquées 1, 2, 3, 4. 

Tirage successif sans remise de deux boules. 
b7r 

f: z' = —[cos (-
4

) + isin (
bir

4 
 )1 

2 	
z 

1- Donnons tous les résultats (a; b) : 

On a : (a; b) E 
(1. 2); (1; 3); (1; 4); (2; 1); (2:3)(2; 4).1 

t  
(3; 1)(3; 2); (3; 4)(4; 1); (4; 2); (4; 3) 



Couples Écriture complexe de f Éléments caractéristiques 
(1; 2) 1 	in

2 
- eT z' = ) S (0 l• 11  

' 2 ' 2 
(1; 3) 1 	in- 

z' = 
2

eT z 
 1-

31T) S (0 
' 2 ' 	4 

(1; 4) 1 	in 
=  z' 	eT z 

2 
- 1  h (0, 	) 

2 
(3; 1) 1 	tir 

Z 1  = 
2

eTz 
3 

• Ir) S (0, 
2 ' 2 

(3; 2) 

	

1 	in

2 
- z' = 	eT 

3  11 S (0) 
' 2 ' 2 

(3; 4) 1 	in" 
z' = 

2
eTz  - 3) h (0, 	

2 
(4; 1) in 

z' = 2eT z S (0,2; II) 
4 

(4; 2) in- 
z' = 2e7 z S (0,2; -11) 

2 
(4; 3) 3in 

z' := 2e7rz S (0,2, —311) 
4 

2- 	zA  = zo  = 2i et A' = f (A) 
Calculons le module et l'argument de z et z' où b est impair : 
On a: 

izo i = 2; Arg(zo) = 1Z' = 1  [c os Pb 	
4 

) + Tsin (-7-rb  )] Z 
2 	2 	4  

Donc Izo  I = 22  Izo  I = a et Arg(4) = —b: + Lr2  + 2kir, k E Z. 

(1; 3) (2;1) (3;1) (4; 1) (4; 3) 

14 I 1 2 3 4 5 
ar g (4) 51r 

4 
5g 
4 

5n.  
4 

Sn.  
4 

Sir 
4 

3- Calculons la probabilité de l'événement E : "les droites (OA) et 
(OA') sont perpendiculaires" : 

Calculons p(E) : 

(OA) 1 (OA') Z°<=> E iIR 



z 	a ibit 	zo 	 177r 7r 

On a : = - e 4  donc — E iIR 	— = - + krr, k E IR 
2p 2 zo 	 4 	2 

Donc b = 2 et a E{1; 3; 4} 

On a : (a; b) E 	2); (3; 2); (4; 2)) 

	

3 	 1 
ou p(E) = 

4 P(E)  = —12 
4- La loi de probabilité de X : 

X(S1) = {1; 2; 3; 4} 

P(X = 1) = P(X = 2) = 1-4 ; P(X = 3) = P(X = 4) = 

xi  1 2 3 4 Total 

P(X = xi) 1 

4 

1 

4 
1 
74. 

1 

4 

1 

Calculons l'espérance mathématique de X. 

On a: 
4 	 1+2+3+4 5 

E(X) = 	xi P(X = xi) = 4 	2 
5 

E(X) = 
2 

Exercice 4 : (4 points) 

1- V n E IN * résolvons l'équation différentielle : 

y' +—n+l i y = 0 (1) 

Les solutions de (1) sont les fonctions x 1—* ke-(71+1)x  ,k e IR 
2 _ y, + n1 +1  , = x+1 	(2)  

(n+1)2  
Déterminons les réels a et b tels que la fonction g définie sur IR 

par : g(x) = ax b soit une solution de (2) : 

g soit solution de (2) si et seulement si 



1x + 1 
g'(x) + Tt  ..i..9(x) = (n 	+ 1)2 

g' (x) + - g (x) = 	
x + 1 	ax 	b .  x + 1 

n+1 	(n+1)2'a+n+1
+

n+1 (n+1)2  
a(n + 1)2  + (ax + b) (n + 1)

. 
 x + 1 

<=> 	   
(n + 1)2 	 (n + 1)2  

Par identification on a : 
f 	a(n + 1) = 1 
ta(n + 1)2  + b(n + 1) = 1 

n+1 
3- a) Montrons qu'une fonction h dérivable sur IR est solution de 

(2) si et seulement si h — g est solution de (1). : 
h est solution de (2) si et seulement si 

1 	x + 1 

	

h'(x) + 	h(x) = (n 	+ 1)2 

1 	x + 1 
(x) 	

n + 1 
h(x) 

 (n + 1)2  

	

1 	 1 
<=> h' (x) + 

n + 1 
h(x) = g' (x) + 

n + 1
g (x) 

<=> (h — g)' (x) + 
n + 1

(h — g)(x) = 0 

1 
(h — g)' (x) +

n + 1
(h g)(x) = 0<=> h — g est solution de (1) 

b-) Déduisons toutes les solutions de (2): 

Les solutions de (2) sont les fonctions : 

x 
n + 1 n + 1 

c-) Déterminons la solution f de (2) telle que f (0) = 0 

ona:f(0)=Ok=  
n+1 

( \ 
Donc f (x) = 	 x  

n+1 	 n+1 n+1 

a = 
Donc 

f 	n+1 
b  = 	n 



, x- 	+Mx 
4- a) fn(x) = n 
	n 
+ 	e n+1 

n+1 n+1 

Etudions le signe de f i' (x) : 
n 	-( 	x  ) V x E IR, f,;(x) =  	e n4-1 

n+1 (71+1)2 

Ou 	fni(x) = —1  (1 - e n+1 	n+1 
- x n 

Posons 1 - 	e (77F1) > 0 
n+1 

1 	e- 71+ 
n 	( x 	 x 	In ( n 

n + 1 	
1) > 0 ‘=> 	 

n + 1 	+ 1) 

<=> x -(n + 1)/n 
(n + 1\ 

n 
n \  

	

<=> x 	
( 	1  

(n + 1)1n 	
+ ) 

Donc V x E 1-00; (n + 1)/n 	fri (x) S 0 

V x E [ (n + 1)/n (--1 -1-n+1); 1-04, fni  (x) 0 

lim fn(x) = lim (x 	n  + 	n  e-L±-1)) 
x-›+. 	x-›+. + 1 n+ 1 

Or 

lim e-(n+1)x = 0 donc lim fn(x) = +co 
x-H-. 

x-n 	n 	( x )) 
lim f i(x) = lim  	n+1 

x-*-00 	 (n + 1 
+ 

n+ 1 e- 
( 	\ 

( n 	 
= lim 	 1 	

n e- n-fi.1)1 
x  x,-00n. +1 	x n + 1 

n+1 

e (ttx-4-1) 
Or x—>--0  lim

0 (  X 
	= 0 donc lim fn(x) = +00 

+ 1) 



x —co +00 1)/n (n + (7: —4%) 
f ' (x) Q 	+ 

+00 00 
f (x) 

-----„.....„4„ 	.....______---4" 

ln
( 	71 	) 

+ 
n+1 	.n.+1) 

Déduction :D'après le tableau de variation, fn  admet un 

minimum m atteint au point xn  = (n + 1) ln (n+1 ) 
n 

0 < —n+1 < 1 donc xn  < 0 et comme fn  est strictement croissante 

sur lxn; +oo[ alors fn(xn) < fn(0) d'où fn (xn) < 0 car fn(0) = 0 

	

(n+1)/nU-)-n 	n _174 1  ) 
On a : fn(xn) = 	  n+1 	n+1 e 	n+1 

= 1n ( 	nn + 1 ) 
	n  

n + 1 + 1  
1 	n 

fn(xn) = 
n + 1 

+ ln 
(n + 1) 

Exercice 5 : (7,5 points) 

f f (x) = 1 + i. + xln (1 + D 

if (0) = 1 
1- Etudions la continuité de f en 0 : 

On a: 
x 

[x mf(x)= xim (1+—+ xln1 +1) 
> 	> 

x 
—Xi  m [1 + 2— + xln(x + 1) — xln(x)] 

-,o  > 



m xln(x) = 
lim f(x) = 1 car 	

li .x->o 

x--oo lim x (1 + -
2
) = 1 

Donc f est continue à droite de O. 

f n'est pas définie à gauche de O. 

Etudions la dérivabilité de f en 0 : 

im 
o 

xi 
(x) - 

x 
 f (0)  

l 	 = 	[1 +;+ xln(x + 1) - xln(x)] 
--,  
> 

f (x) - f (0) 
x Ihn 	x 	

= +00 car lim rx  + ln (1 + 	+co 
x->o 	 ,o 2 	x 

Donc f n'est pas dérivable en O. La courbe (C) de la fonction f 

admet au point 0 une tangente verticale. 

2- a) Déterminons l'ensemble de définition D de f : 

D = tx E IR/ 1 + 
1  

x
- > 0 et x 	U (0) 

D = ]-00; -1[U ]0; +00[ 

Calculons la dérivée première f' et la dérivée seconde f" de f : 

V x E]-00; -1[U ]0; +04 

fi (x) 	+ 111(1+ x1) x 	+ 1  

1  f  (x) 	xi2) (x x+ 1) (x +1 1)2  
donc f"(x) = 

x(x + 1)2  

b) Etudions le sens de variation de f' : 

V x E ]-co; 	f"(x) > 0 donc f'est strictement croisante sur 

]-00; -1[ 
Vx E ]0; +00[, f"(x) < 0 donc f' est strictement décroisante 

sur ]0; +00[ 
Déterminons les limites de f' en -00 et en +00 : 



lim f'(x) = lim [-1  + ln (1 + 
x-4-00 	x—>—co 2 	

1\ 	1  
x) 	x + 1 

1 
lim f' (x) = lim f'(x) = -

2 x,-00 	x,-1-00 
Déduction : f'est strictement croisante sur ]-00; -1[ et 

1 
lim f (x) = 7  donc f'est croissante v x E ]-00; -1[. 

X—)— 00 

1 
f (x) > 

2 

f'(x) > 1 - f'(x) > 0 
2 

Vx E ]0; +04, f(x) > 0, f'est strictement croissante 

sur JO; +00[ 
f' strictement croissante sur ]0; +00[ et 

1 
lim f'(x) = 

2 
donc f'est strictement croissante Vx E ]0; +oo[ 

x.- 00 

f'(x) > 
-
2 

1 

	

f ' (x) > -
2 	

f'(x) > 0 

Vx E ]0; +00[,f(x) > 0, f'est strictement croissante 

sur]O; +00[ 
d'où f' est positive sur chacun des intervalles ]-.00; -1[ et sur 
]0: + oo[. 
3- Déterminons les limites de f aux bornes de D : 

x 
I- 7  + xln(1 + -1)1 lim f(x)== lim il x-,03 	x->-.) 	 x 

= lim [..., + 
X—,  --co L 

x 	ln(1 +1-1  
1 
X 



 

 

[In (1 + 1)]  
lim 	 = 1 

	

co 	1 

f 	x \ 

	

lim 	+ = —00 x   

lim f (x) = —00 car 
X-.-CO 

 

 

 

 

 

lim f (x) = lim [1 +  -I-  x In (1 + -xii.)1 
x-»+.0 

	

x-Y-I-co 	2 

	

= 117n ,X 	
1 

, + 	X  

	

X-,-Fc0 G 	

In (1 +  

X 
1 F 

{ [In 	(1 + 1-)] 
lim 

[ln 
1 

x-,-09 	1 
lim f (x) = —co car 

x.+00 

lim f (x) +œ car 

Dressons le tableau de variation de f : 

x _co 	—1 

+ ///1 

0 

+ 	% 00 

+ 
+co 

f' (x) 

f (x) 
--OE'/

% 

 1 VZ, 1 71' 

+ 

 

4- a) Montrons que la droite (A) d'équation y = 2 + -; est 

asymptote à (C) : 

lim f (x) — (2 +2 	 x 
= lirn {x.(1 +1 

x--.  



lim f (x) — (2 + —2
) = lim —1+ 

x ln (1 + 1)1 

1 

lim f (x) — (2 + = 0 

lim f (x) — (2 + = 0 donc la droite (A) d'équation y = 2 + 

est asymptote à (C). 
b) Courbe : 

5-) g (x) = f (x) — x sur [3; 5] 

a) Montrons que V x E [3; 5], 0 < f '(x) < î : 

f' est strictement décroissante sur [3; 5] donc 
V x E [3; 5],f i(5) < f (x) < f ' (3) : 

f (5) = 2 + ln (
5

) — 1  > 0 
or 1 (4) 1 2 

f'(3) = —
3 

+ ln 
3 

— —
4 

< 
3 

D'où V x E [3; 5], 0 < fi (x) 

Montrons que 	E [3; 5], (x) < 0 
V x E [3; 5], g' (x) = f' (x) — 1 

X 



On a : f (x) 	f (x) — 1 5_ — -31  < 0 

D'où V x E [3; g 0 < gi(x) — 1 < 0. 

b) Montrer que g(x) = 0 admet une unique solution a : 

g est continue et strictement décroissante sur [3; 5]. 

De plus g(3) 0,36 et g(5) 0,59. Donc l'équation g(x) = 0 

admet une unique solution a E [3; 5]. 

c) Montrons que V x E [3; 5], If (x) — al 5_ 1 lx — al : 

f est dérivable sur [3; 5] 

V x E [3; 5], If (x)l 5_ et comme a E [3; 5] en appliquant le 

théorème des accroissements finis à f entre x et a on a : 
2 

If (x) — f (a)I 5_ 3 lx — al or 

or f (a) = a d'où V x E [3; 5], If (x) — al -23  lx — al. 

d) On définit la suite (Un) n E IN par U0  = 3 et V n E IN, 

Un+i = f (un). 

i) Démontrons que n E IN, lUn  — al < 2 Gr : 

f est continue et strictement croissante sur [3; 5]. 

Donc V x E [3; 5], f (3) 5. f (x) < f (5) 

Or f (3) 3,36 et f(5) ••=, 4,4 donc 3 5_ f (x) 5_ 5 

U0  = 3 donc Uo  E [3; 5] 

Supposons que pour un entier naturel k > 0, Uk  E [3; 5]. 

On a : Uk+i  = f MO. Comme Uk  E [3; 5], f (Uk) E [3; 5]. 

D'où V n E IN, Un  E [3; 5] 

En utilisant (5c) et en remplaçant x par Un  on a : 

Vn E IN lUn  — al 5_ 	— al 

11./1  — al 5_ IU0  — al 

IU2  — al 	— al 

2 
114 - al 	114_1  — al 



En multipliant membre à membre les inégalités et en simplifiant 
on a: 

V n E IN, III, — al Or lUct — al 3 

Or 3 5. a < 5 et U0  = 3 équivaut à dire que I U0  — al 5 2 

D'où V n E IN, lUn  — al 5 2 () 
n 

3 

ii) Déduisons la limite de (Un) n E IN : 

V n E IN,IUn  — al 5_ 2 Gr et 

n  
n-)+00 3 
lim (-2) = 0 donc 

n--+
lim

CO 
 (Mn  = a 

Déterminons une valeur approchée de a à 0,2 près pour que 

114 — al 0,2, il suf fit que 2 (-3
) 	0,2 2 n  

(0,1) 
n > 

ln (3) 

n > 5,68 
n > 6 

Donc U6  est une valeur approchée de a à 0,2 près. 
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