MP2I 18.11.22

DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : calcul intégral

) ) . ¢ Int
1. En udilisant le changement de variable x = In ¢, déterminer la valeur de I = / —dt.
2
1 (1+ In t)
. , . L. . 1
2. Le but de cette question est de déterminer une primitive, sur R, de la fonction x — —
x*+1

a. Soit x € R%. A l'aide du changement de variable u = V1 + 2, montrer que

/x e (m_ 1) ~In(x) - In(v2 - 1).
1

V2 + 1
b. En déduire, en utilisant le changement de variable u = 1, qu’une primitive de ¢ ! est
° ’ g | p 2
Vit +1

xn—>1n(x+ x2+1).

3. Deux applications de la question précédente :
2
a. Déterminer la valeur de / V2 +1dt.
1

b. Mettre sous forme canonique le polynéme X 24X 413, puis en utilisant un changement de variable
x+1

Vx? —4x+ 13

» Exercice 2 : différence symétrique de deux ensembles

affine bien choisi, déterminer une primitive de x —

Soit E un ensemble. Pour tous (A, B) € % (E)?, on appelle différence symétrique de A et B, et on note AAB la
partie de E définie par AAB=(A\ B)U (B\ A) = (ANB)U (BN A).
Notons qu'on a toujours AAB = BAA.

1. Pour A € 9 (E), déterminer les ensembles : AAE, AAA, AAD et AAA.

2. Montrer que pour (A,B) € & (E)?, AAB = (AUB) \ (AN B).

3. Soient A et B deux parties de E. Montrer que AAB = AAB = AAB. Que dire de AAB ?

4,

Associativité de A. Soient A, B, C trois parties de E.

a. Justifier que (AAB)AC = ((AAB) nC) U ((4AB) nc).

b. En déduire que (AAB)AC = (AmEnE) U (ZmBmE) U (Zmﬁmc) UANBNO).
c. Sans nouveaux calculs, justifier alors que (AAB)AC = AA(BAC).

On dit alors que la différence symétrique est associative, et on note alors ANBAC (sans parenthéses) I'ensemble
(AAB)AC = AA(BAC).
5. En effectuant le moins de calculs possibles, déterminer AABAA, ot A et B sont deux parties de E.
PE) — P(E)
B > AAB

a. La proposition VC € P (E), 3B € P (E), fa(B) = C est-elle vraie ? Justifier votre afhirmation. On
pourra notamment utiliser le résultat de la question 5.

b. Montrer que f4 est injective, c’est-3-dire que V(B,C) € & (E)?, fa(B) = fa(C) = B=C.
c. Résoudre I'équation AAB = A, d’inconnue B € % (E).
7. Prouver que pour tout (A, B) € % (E)?>,ona (AAB=ANB) & (A=B=0).

6. Soit A € 2 (E). On note alors f4 'application f; :
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» Probléme :inversion circulaire et points rationnels sur un cercle

» Dans ce probléme, le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i ).
» Pour w € C et r € R}, on note 6,,, le cercle de centre d’affixe w et de rayon r.
» On identifiera un complexe z au point du plan d’affixe z, et donc on identifie une partie A du plan a 'ensemble

des affixes des points de A. Par exemple, avec les notations ci-dessus, on a €, ={z € C | |z —w| =r}.
c — C

» On note f Pappplication (nommée inversion circulaire) définie sur C* par f : 1
zZ > =

z
» Si A est une partie de C*, on note f(A) la partie de C* définie par f(A) = {f(z), z € A} ou encore, de maniére
équivalente f(A) ={y € C* |z € A,y = f(2)}.
Partie I. Image d’un cercle par I'inversion
1. Prouver que pour tout z € C*, (f o f)(z) = z.

2. Soit A € C* une partie de C*, et soit z € C*. Prouver soigneusement les équivalences suivantes :
2. z€A S f(z) € f(A) b. z€ f(A) © f(z) € A.

3. Soit w € C, et r € R,. Justifier que 6, = {z eC|lzP-wz-wz+|w]?-r?= 0}.
4. Soit w € Cetr > 0. Dans cette question, on pose 6 = 6,,,,.

a. Montrer que si 0 ¢ 6, alors f(6) est le cercle de centre d’affixe — 59— et de rayon |r2—rT|2|

b. Montrer que si 0 € 6, alors f (6 \ {0}) est une droite dont on précisera une équation.

Partie II. Points rationnels des cercles
On note Q(i) = {x + iy, (x,y) € Q?}. Un point du plan est dit rationnel si son affixe est dans Q(i), c’est-a-dire
si et seulement si son abscisse et son ordonnée sont des nombres rationnels.
5. Soit z € C*. Prouver que z € Q(i) & f(z) € Q(i).
6. Montrer qu’une droite qui contient au moins deux points rationnels en contient une infinité.
7. Soit 6 un cercle qui contient O ainsi qu’au moins deux autres points rationnels. En considérant f (€ \ {0}),
prouver que € posséde une infinité de points rationnels.

8. En déduire qu’un cercle qui contient trois points rationnels en posséde une infinité.

Partie III. Une caractérisation des cercles qui possédent une infinité de points rationnels.
Une similitude directe sera dite rationnelle si et seulement si elle est de la forme z — az + b, avec a, b € Q(i).
9. a. Soient a,b,c € Q, avec a # 0. Montrer que si 'équation ax? + bx + ¢ = 0 posséde une solution dans
Q, alors toutes ses solutions complexes sont dans Q.
b. Soit ‘6 un cercle dont le centre est rationnel, et qui posséde un point rationnel A.
Soit également 9 une droite non verticale, de pente (c’est-a-dire de coefficient directeur) rationnelle.
Montrer que si % passe par A, alors elle rencontre 6 en au plus un autre point, et que lorsque c’est le
cas, ce point est rationnel.
10. Soit s : C — C une similitude directe rationnelle, et soit z € C. Prouver que z € Q(i) & s(z) € Q(i).
11. Soit ‘6 un cercle qui contient trois points rationnels distincts A, B, C.
a. Montrer qu’il existe une similitude directe rationnelle s : C — C telle que s(€) soit un cercle 6’
passant par les deux points d’affixes O et 1, et contenant un troisiéme point rationnel.
b. Prouver que le centre de 6 est rationnel. Qu’en déduit-on au sujet du centre de 6 ?
12. Soit 6 un cercle de centre Q. Montrer, 4 l'aide des questions 9 et 11 qu’il y a équivalence entre les deux
propriétés suivantes :
i) 6 contient une infinité de points rationnels
ii) Q est rationnel et € contient au moins un point rationnel.
13. Question subsidiaire : déduire de ce qui précede qu’il existe une infinité de triplets (a, b, c) € Z2, avec a

et b premiers entre eux et tels que a% +b? = 2.
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2.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : calculs d’intégrales et de primitives

dt
Réalisons le changement de variable x = In(t), si bien que dx = - Alors

/e tlnt dt /e et lnt dt /1 xe~
I = _— = _— = — dx
1 (1+lnt)2 t 1 (1+1nt) t o (1+x)2

Réalisons alors une intégration par parties en posant u(x) = xe* et v(x) = ———, qui sont

deux fonctions de classe €1 sur [0, 1], avec v’ (x) = xe¥ +e* = e¥(x+1) et v’ (x) = i
X

On a alors

1

1 x

eX(x+1) e 1 e

——Ldx=-= 1o=1= - 1.
0+/o wa1 = prlelo=|3

xe*

x+1

On a donc du = dt.

1412
Notons qu’on a alors u> = 1 + 2, et donc t* = u? — 1. Alors il vient
B / Vx2+1 du

/l tdt

2 NA u2—1

.

/ (u—l)(u+l)

[
\u=1 " ust) ™

1[ u—1]V12

— |In

2 u+1\f

1 ln\/1+x2—1_ LV2-1
Vi+x2+1 V2+1

1 (\/1+x2—1)2 )

T2 (o) ()| 2
— 2

%ln % —%ln((\/z—l)z)

:ln(\/l+x2—1)—ln(x)— n(\/§—1).

1
xV1+x2

Notons que la question précédente nous dit notamment qu’une primitive de x

sur R* est x - In (V 241 - 1) - In(x).
dt

Vet

Dans cette question, nous cherchons plutét 4 calculer /

Posons alors u = %, si bien que du = _t_2 dt. Alors

X
/ ViZrl Vi2r1t?
1

1/x =4
:—/ Y du
A 1

= +1

u2
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& Danger !

1 ) 4 .
—3— Mapasun dénomina-

teur irréductible, et n’est pas
un élément simple.

Décomposition en éléments
simples.

Une fonction de la forme
X / f(¢)dt

est une primitive de f par le
théoréme fondamental de
Ianalyse.

Rappelons que si vous n’étes
pas 2 laise avec la notation

X
/ , il est toujours possible,
pour trouver une primitive

de f, de calculer /xf(t) dt,

a
avec a fixé dans le domain de

définition de f.
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3.

3.a.

3.b.

DEVOIR SURVEILLE 3

1/x 1
uVu? +1

=—1n(w/12+1—1)+1n(1)
x x
__1
xJ%+l—l
—ln(—1 )

N

2

:ln(w) =, oxedln (\/ 1+x).

=In

x2+1

Deux applications de la question précédente
Procédons 2 une intégration par parties, en posant u(t) = Vi? + 1 et v(t) = t, qui sont deux

fonctions de classe 6! sur [1,2], avec v’ (t) = et o’ (t) = 1. Il vient alors

'/ Jﬁ__dr—PJﬁ__] VE__

ﬂ+1—1
=2V5-V2- ¢
1 V2 +

=2V5-V2- /\/z‘z_dt+/ \/ﬁ
n
:2\/5—\/§+[1n(\/m”)1—/ V2 +1dt.

2
Sion note I = Vt? + 1dt l'intégrale que I'on cherche 4 calculer, nous venons donc de
prouver que

m:zvg-v§+m(2+v3_h41+va.

Et donc I=\/§+%(—\/§+ln(2+\/§)—ln(1+\/§)).

OnaX? —4X +13 = (X —2)? +9. Et donc en particulier, pour ¢ € R,

t+1 B t+1 t+1

W2—M+13_Ju-zy+32_3JGﬁy+l'

3

Donc un changement de variable tout indiqué est u = % Onaalorst =3u+2,etdu = %.

Donc
x t+1 / t+1 dt
VZ_4+13 / ,2 3
%23 +3
= 4 du
u?+1

5 udu 5 du
=3/ u2+1+3 Nl
=3[V 1] T i (T
= Vx2—4x+13+31n(%\/x —4x+ 13+ 32)
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4.b.

CORRECTION

» Exercice 2 : différence symétrique de deux ensembles

Ona

AAE=(A\E)U(E\A) =QUA=A.
ANA = (A\A)U(A\A) =0U0=0.
AAND=(A\D)U(D\A)=AUD=A.
ANA = (A\A)U(A\A) =AUA=E.

Une preuve par double inclusion est possible. Mais préférons le calcul suivant :

AAB=(A\B)U (B\ A) =

(ANB) U (BNA)

= ((AmE)uB)m((AmE)UZ)

= (AUB)n(EuB) n (AUZ)O(EUZ)

N
_(AuB)m(AuB)
—mumm@n@

On a, en utilisant la question précédente,

AAB = (AUB) N (ANB)
:(M)Um
:(ZOE)U(AHB)

[ —
=E

[(AUB)\ (AN B).|

=Aummm @ummm)

I
/—\

=if

(Zu;) N BUA)

(ZUB) (AmB)

uA)m AUB) n (EuA)m(EUB)

———
=E

- (AuB)\(AnB):

Et pour la seconde égalité, notons qu’on a toujours! AAB = BAA et donc

AAB = BAA = BAA = AAB.

On a alors AAB = AAB = AAB =

Associativité de A.

On a (AAB)AC = ((AAB) N E) U (m N c) -

((AAB) 05) U ((Zm B)N C) )

Reprenons l'expression de la question précédente :

(AAB)AC = (((AmE) U (ZmB)) mE) U (((ZOE) U(A mB)) N C)

= (AmEmE)u(ZanE)u(ZnEmc)u(AanC).

Remarquons que AA(BAC) = (BAC)AA = (CAB)AA.
Et donc en reprenant le calcul précédent, et échangeant A et C, il vient

AA(BAC) = (CmEmZ)U(EmBmZ)u(ﬁmEnA)u(CmBmA)z
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Distributivité.

Re-distributivité.

Loi de De Morgan.

1 On dit que A est commu-
tative.

M. VIENNEY



4

DEVOIR SURVEILLE 3

On a AABAA = AA(BAA) = AA(AAB) = (AAA)AB = OAB =
La question précédente prouve que pour tout C € P (E), AA(CAA) = C & fa(CAA) =C.
Donc pour C € P (E) fixé, C posséde bien un? antécédent B par fa, a savoir CAA = AAC.

Soient B et C soient deux parties de E telles que f4(B) = fa(C) & AAB = AAC.
Alors AA(AAB) = AA(AAC), soit encore AABAA = AACAA.
Et donc par la question 5, B = C.

Nous savons que B = 0 est une solution puisque f4(0) = AAD = A.
Mais la question 6.b nous dit qu’une solution, si elle est existe est unique.
En effet, si B est une solution, alors f4(B) = A = f4(0), et donc B = 0.

Et donc | P'unique solution de AAB = A est B=0.

Il est éfvident que si A = B =0, alors AN B =0 et AAB = 0, donc AAB=ANB.

Inversement, supposons que A et B soient deux parties de E telles que AAB = AN B.

Par la question 2, on a toujours (AAB) N (AN B) = 0.

Mais si ces deux ensembles sont égaux, leur intersection est AAB, de sorte que AAB = 0. Et
donc A N B est également vide.

Or

(AAB) U (AN B) = ((AUB) N (AmB)) U(AN B)

=AUB
= (AUB)U(ANB) N (ANBU(ANB)) =AUB.
—_—
=E

Donc AU B = (AAB) U (A N B) = 0.
Et donc Ac AUB =0, de sorte que ACc AUB =0, et donc A = 0, et de méme B = 0.

Donc[4=5-0]

Une solution plus «pédestre» est possible® : supposons par 'absurde que A # 0. Alors il
existe x € A.

» Six € B, alors x € AN B, et donc x € AAB. Mais ceci est absurde puisque x € A et x € B,

donc x n’est ni dans A \ B ni dans B\ A, donc pas dans leur union AAB.

»Six ¢ B, alors x ¢ AN B. Mais x € A et x ¢ B, de sorte que x € AAB = AN B. La encore,

Cest absurde, et on en déduit donc que A est vide.
Et le méme raisonnement prouverait que B est également vide.

» Probléme :inversion circulaire et points rationnels des cercles

Partie I. Image d’un cercle par I'inversion

Soit z € C*. Alors (fof)(z)zéz
f(@)

N\'dIH

Si z € A, alors par définition* f(z) € f(A).

Inversement, si f(z) € f(A), alors il existe y € A tel que f(z) = f(y).

Mais alors en appliquant f aux deux membres, il vient f(f(z)) = f(f(y)), soit encore
z = y. Et par conséquent, z € A.

Ceci prouve donc que ‘ z€ Ao f(z) € f(A). ‘

En particulier, si on applique ceci a f(z), il vient f(z) € A & f(f(2)) € f(A).
Or f(f(2)) = z, si bien que \ f(z) e Az e f(A). \

Soit z € C. Alors

z—wf=(z-0)(z-0)=(z-w)(Z-0) =2Z -0z — WZ+ 0 = |z|* - Bz — 0Z + |0|*.
Et donc
2€EBy,r @ z—0|=re |z—w|2=r2(:) |z|2—5z—a)5+|a)|2—r2=0.
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2 .
Au moins.

La question 7.b prouve que
tout élément de % (E) pos-
séde au plus un antécédent
par fa, quand la question 7.a
prouve que tout élément pos-
séde au moins un antécédent
par fa.

Et donc tout élément de

9 (E) posséde un unique
antécédent par fu, on dira
plus tard que f4 est bijective.
Mieux, la preuve de la ques-
tion 6.2 nous donne l'unique
antécédent de B par f4 :
c’est AAB.

3 B¢ finalement plus rapide.

4 L’ensemble f(A) est formé
des éléments de C* qui ont
au moins un antécédent par
f dans A. C’est évidemment
le cas de f(z) dont z est un
antécédent.
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4.b.

CORRECTION

Et puisqu’on a raisonné par équivalence, on a donc
Gor ={z€C|lzl* -wz-wz+|o|*-r*=0}.

Notons que puisque 0 ¢ 6, alors |0 — | # r, soit encore |w|? # r2. Soit z € C*. Alors par
la question 2, z € f(“6) si et seulement si f(z) € 6.

2
L. |1 _1 1
Soit si et seulement si |=| —@= —w—+|w]>=r>=0 (%).
z z z
: )
D’autre part, z appartient au cercle €’ de centre d’affixe -————— et de rayon ———
r2—|a)|2 |r2— |w|2|
© 1) lw|? r?

si et seulement si |z|? + z+

z =0
Pl P olol T (2 o) (- eP)?

— 1
leo|?-r2

Mais en multipliant (%) par 2z = |z|%, on a f(z) € 6 si et seulement si

1-wz—-wz+ (la)l2 - r2) lz]*> = 0.

2l z+ @ zZ+ ! =0
P2 -0l -l JeP-r2
Etdoncz € f(€6€) & z € €, si bien que f(€) = 6’, comme demandé.
Sioe€G,alors [0 —w|=r e |o|=r e |w]®>=r2
Et donc pour z € C*, onaz € f (6 \ {0}) & f(z) € 6\ {0}, soit encore si et seulement si

Soit si et seulement si° |z|> +

2

1 7}
z z

Apres multiplication par |z|* = 2z, c’est le cas si et seulement si 1 - &z — wz = 0.

Soit si et seulement si 2 Re (0z) = 0z + wz = 1.

Notons alors z sous forme algébrique : z = x + iy, avec x,y € R, et de méme, w = w; +iw>,
avec w1, w2 € R.

Alors Re (0z) = Re (w1 — iw2) (x + iy)) = xw1 + yws.

Etdoncz € f (€ \{0}) © wix+wy=1.

Il s’agit bien la de ’équation d’une droite du plan.

Partie I1. Points rationnels des cercles

Si z € Q(i), notons z = x + iy, avec x,y € Q non tous deux® nuls.
_ 1 _ x+iy _ X . y )

Alors f(z) = il +lx2+y2 € Q).

Et inversement, si f(z) € Q(i), alors z = f(f(2)) € Q(i).

Donc on a bien | z € Q(i) & f(2) € Q). |

Soit % une droite du plan, et supposons qu’elle contienne deux points rationnels A et B, de
coordonnées (xa,ya) et (xp, y).

Si x4 = xp, alors @ est verticale, d’équation x = x4.

Et particulier, pour tout r € Q, le point de coordonnées (x4, r) appartient a3 9, et puisque

x4 € Q, P contient une infinité de points rationnels.

YB —

. , . A
Si x4 # xg, alors une équation de ¥ esty = —y(x —x4) +Ya-
XB — XA

) . B — YA , .
Puisque A et B sont rationnels, Ys— YA Q, et donc une équation de % est de la forme
XB — XA
y=mx+p,avecm,p € Q.
Et par conséquent, pour tout r € Q, le point de coordonnées (r, mr + p) est un point

rationnel, qui appartient 3 9.

Donc |9 posséde une infinité de points rationnels.

Soit ‘6 un cercle qui contient O et deux autres points rationnels A et B.

Alors 9 = f(6 \ {0}) est une droite, qui contient au moins les deux points rationnels
f(A) et f(B).

Donc par la question précédente, f (6 \ {0}) contient une infinité de points rationnels.
Mais, toujours d’apres la seconde équivalence de la question 2 pour z € 9 = f(6€ \ {0}), on

7
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Deux ensembles A et B sont
égaux si et seulement si pour
tout z,

z€e A z€B.

5 En divisant la relation

précédente par |w|? - r2.

Notons que cette droite ne
passe pas par l'origine.

6 Lun des deux peut étre nul,
mais pas les deux 2 la fois.

71a question 5 nous garan-
tit que 'image d’un point
rationnel par f est un point
rationnel.
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9.b.

10.

11.a.

6

DEVOIR SURVEILLE 3

a f(z) € € \ {0}. Puisque 'image par f d’un point rationnel est encore un point rationnel,

pour z € 9 N Q(i), f(z) € 6 N Q).
Donc puisque 2 N Q(i) est infini, il en est de méme de € N Q(i).

Donc |6 contient une infinité de points rationnels. ‘

Soit ‘6 un cercle de centre d’affixe w et de rayon r > 0 ne passant par O et possédant trois
y
points rationnels A, B, C, d’affixes respectives a, b, c.
Notons 6’ le cercle de centre d’affixe w — a et de rayon r.
y
Alors 6 contient O (car |0 — (w — a)| = |a — | = r), et contient au moins deux autres
points rationnels, 4 savoir b —a et ¢ — a.

Donc par ce qui précéde, €’ contient une infinité de points rationnels.

Mais si z est un point rationnel de 6’ alors z + a est un point rationnel de 6. En effet, si
|z— (0 —a)| =r,alors |(z+ a) — w| =, et si z € Q(i), puisque a € Q(i), z +a € Q(i).

Et donc €’ contenant une infinité de points rationnels, il en est de méme de 6.

Partie III. Une caractérisation des cercles qui possédent une infinité de points
rationnels

Notons z1, z; les solutions complexes (éventuellement confondues) de ax? + bx + ¢ = 0.
Quitte 3 échanger z; et z3, on peut supposer que z; € Q. Alors par les relations entre

. . b b
racines et coeficients, z; +zp = —— € Q. Etdonc z, = —— — z; € Q.
a a

Donc | toutes les solutions complexes de ax? + bx + ¢ = 0 sont rationnelles.

Remarque : il aurait été possible de revenir 4 la forme de z1, z, en fonction du discriminant
A, et de prouver que celui-ci est tel que VA € Q. Mais I'argument ci-dessus nous évite
des calculs, et pourra se généraliser plus tard (lorsque nous aurons des relations racines-
coefficients pour les polyndmes de degré plus grand que 2) pour prouver par exemple que
si un polynome de degré 3, a coefficients dans Q, posséde deux racines rationnelles, alors
la troisiéme racine (si elle existe) est également rationnelle.

Supposons donc que 9 posséde une équation de la forme y = ax + b, avec a € Q*.
En particulier, si on note (x4, ya) les coordonnées de A, ya = axa + b, si bien que
b=ya—axa e Q.

Les points de 9 ont donc pour coordonnées (x, ax + b), avec x € R.

Un tel point est dans 6 N P si et seulement si

(X—XQ)2+ (ax+b—yg)2 =72

ol Q = (xq, yo) est le centre de € et r son rayon.

Soit encore si et seulement si (a* + 1)x* = (2xq +2a(b — yo))x + x5 + (b —ya)* =r*  (E).
Puisque A € 6, et que A et Q sont rationnels, 72 = (x4 — x0)? + (ya — ya)? € Q.

Et donc I’équation (E) est de degré 2, A coefficients rationnels.

Elle posséde une solution rationnelle x4, et donc posséde au plus une autre solution xg, qui
est aussi rationnelle.

Et donc 6 NP est soit réduit 2 {A} (dans le cas ol1 x4 est la seule solution de (E)), soit égal
3 {A, B} ou B est le point de coordoonées (xp, axp + b), qui est un point rationnel.

Soit s : z — az + b une similitude directe rationnelle, avec a,b € Q(i) et a # 0.
En utilisant la forme algébrique, il est facile de constater® que pour z,z’ € Q(i), on a
z+2 € Q(i), zz’ € Q(i), et si 2’ # 0, alors Z € Q).
Donc en particulier, si z € Q(i), alors s(z) = az + b € Q(i).
Et inversement, si f(z) € Q(i), alors z = M € Q(i).
a
Donc par double implication, \ z€ Qi) & s(z) € Q). \

Commengons par remarquer que si s est une similitude directe de la forme z > az + b, et
si 6 est le cercle de centre d’affixe w et de rayon r, alors f(6) est le cercle de centre s(w)
et de rayon |alr.

En effet, on a

az+b b
-——w
a a

zeo|lz-w|l=re =r&laz+b- (aw+b)| =r|a
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I est bon de noter que f

ne prend jamais deux fois

la méme valeur. Donc des
points distincts de 2 N Q(i)
sont envoyés par f sur des
points distincts de 6 N Q(i).
Cest cela qui garantit que
méme application de f, ona
bien une infinité de points.

6’ n’est rien d’autre que
I'image de “6 par la transla-
tion de vecteur —a. En effet,
celle-ci préserve les distances
(car son «coefhicient direc-
teur» (en tant que fonction
affine de C dans C) vaut 1),
donc envoie les cercles sur
des cercles de méme rayon.
Elle envoie w sur w — a, et elle
envoie A sur O.

On a supposé x4, ya € Q car
A est rationnel et a € Q par

hypothése.

8 Carla somme, le produit, le
quotient de deux rationnels
est un rationnel.

Nous dirons plus tard que
Q(i) est un corps.

M. VIENNEY



11.b.

12.

CORRECTION

donc si et seulement si s(z) appartient au cercle de centre aw + b = s(w) et de rayon |a]r.
Ainsi, quelle que soit la similitude directe s choisie, s(6) sera un cercle.

Notons z4, zg, z¢ les affixes de A, B, C.
Nous pourrions chercher a,b € Q(i) tels que az4+b = 0 et azg+b = 1, ce qui nous conduit
a la résolution d’un systéme, qui posséde bien une unique solution dans C?, qui est de plus

dans Q(i)>.

Mais plus géométriquement, la translation de vecteur —z4 envoie A sur O et B sur le point

d’afhixe zp — z4.

Si on compose par la similitude directe z — z, qui laisse O fixe et envoie le point
ZB — ZA

d’affixe zg — z4 sur le point d’affixe 1, on obtient bien une similitude directe rationnelle

car composée de deux similitudes rationnelles, qui envoie € sur un cercle qui contient O

(image de A), 1 (image de B) et un troisiéme point rationnel, qui est 'image de C.

C

similitude de centre O
A /\
C’

C/l

\/ B

translation

Autrement dit, la similitude directe s : z —» ——
ZB — ZA

Puisqu’elle est rationnelle?, elle envoie le point rationnel C sur un point rationnel, dont
. . . Z2C —ZA
laffixe n’est ni 0 ni 1 (puisque c’est ——=).
ZB — ZA

Le centre Q' de 67, d’affixe o’ = x + iy, vérifie |0 — 0’| = |1 — '|.
Doncx2+y2=(l—x)2+y2(:)x2+y2=1—2x+x2+y2(:)1—2x=0<:>x=%.
De plus, |zcr — | = |@’|, et donc

2
1
(xc, - 5) +yo -y = 5 +y? © %8 — o+ Yo~ 2yye = 0.

Cette équation!® d’inconnue y posséde une unique solution, et puisque x¢r et yer sont
rationnels, cette solution lest aussi.
Donc Q' est un point rationnel.

Puisque o’ = s(w) € Q(i), par la question 10, w € Q(i).

Donc | Q est un point rationnel. ‘

Si 6 contient une infinité de points rationnels, alors il en contient au moins trois. Et donc
par la question 11, son centre est rationnel.
Et donc 6 vérifie la propriété ii).

Inversement, si 6 posséde un centre rationnel et au moins un point rationnel A.
Alors par la question 9, pour tout rationnel g, la droite 9, d’équation y = ax + b, qui passe
par A coupe 6 en un autre point rationnel, sauf dans le cas ot ot € N9, = {A}.

Ceci ne se produira que si I'équation (E) de la question 11.b posséde un discriminant nul.

Or ce discriminant est un polynéme de degré au plus 2 en a, donc il s’annule au plus deux
fois.

Donc il existe une infinité de valeurs de a pour lesquelles 9, N 6 contient deux points
rationnels. Pour un tel a, notons By, le point de 9, N6 distinct de A.

Ces points sont deux a deux distincts puisque si B, = By, alors les droites %, et 9, passent
toutes les deux par A et par B,, donc ont méme équation, et donc méme pente.

Ainsi, | il existe une infinité de points rationnels sur 6.
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(z — z4) envoie z4 sur 0, zg sur 1.

B
A =0 A"=0[ o \B

9 Car z4, zp sont dans Qi)

Ce centre est sur la média-
trice du segment joignant les
points d’affixes 0 et 1.

Cette médiatrice est claire-
ment la droite d’équation

=1
x=5.

10pe degré 1

Avec un peu plus de courage,
on prouverait qu’en fait il
s’agit d’un polynome de
degré 1 en a, qui sannule
donc une seule fois. Cest le
cas lorsque a est la pente de
la tangente 2 € en le point
A, qui est la seule droite

qui passe par A et qui ne
rencontre qu’une seule fois

6.

M. VIENNEY



13.

DEVOIR SURVEILLE 3

Ficure 0.1 — Une machine a fabriquer des points rationnels : I'intersection avec des droites
de pente rationnelle passant par un point rationnel.

Seule la tangente au cercle en ce point (en pointillés) ne donne pas de nouveau point

rationnel.

c

) 2
Notons que a + b = ¢* & (E) + (é) =1.
C

) [a b ) . .
C’est le cas si et seulement si (—, —) appartient au cercle trigonométrique.
¢’ c

Or le cercle trigonométrique posséde une infinité de points rationnels, puisque son centre
O est rationnel et que (1,0) en est un point rationnel.

. pl p2 . . . 7 . 2 2 2 2 _ 2 2
Etsi (q—1, — | estun point rationnel du cercle trigonométrique, on a alors pTg5+p397 = q745.

Notons alors d le pged de p1gs et de pag1, de sorte qu'il existe deux entiers a et b, premiers
entre eux, tels que p1q2 = da et prqy = db.

Alors a® + b2 = (q+j2)2

. . 192
Puisque a et b sont entiers, (%
Or si un rationnel r posséde un carré entier, c’est nécessairement un entier.

p

2
) est entier.

2
En effet, si on note r = £ avec p, g premiers entre eux, alors Z est entier, donc > divise p2.
q 7

Donc g divise p°.

Or q est premier avec p, donc par le lemme de Gauss, g divise p.

Donc g divise p et g, il divise leur pged qui vaut 1. Donc g = 1, si bien que £, est un
entier c, et on a alors a® + b* = ¢, avec a et b premiers entre eux.

Autrement dit, 3 tout point rationnel du cercle trigonométrique correspond un triplet

(a,b,c) € Z3 tel que a et b soient premiers entre eux et tel que a® +b% =2,

Reste & vérifier que deux points rationnels distincts donnent deux triplets distincts

P12
. . a_ g3 1 . b 2 .
Avec les notations précédentes, ona — = d_ _ p—, et de méme — = p—, donc le triplet
¢ P ¢ @

(a, b, c) construit détermine de maniére unique le point rationnel de départ, si bien qu’il

existe une infinité de triplets (a, b, c) € Z> avec a et b premiers entre eux et a® + b? = ¢%.

Commentaire : les tirplets que nous venons de construire s'appelent les triplets pythagoriciens
primitifs. Il est en fait possible, avec un peu d’arithmétique, de décrire explicitement tous les tels
triplets.

Tout triplet (a,b,c) € Z° tel que a* + b = ¢* est de la forme (ma’,mb’, mc’), avec m € Z et
(a’,b',¢) triplet pythagoricien primitgf
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Rappelons que le lemme de
Gauss dit que si a divise be
et que a est premier avec b,
alors a divise c.

A ce stade, il se pourrait
encore que tous les points ra-
tionnels donnent le méme tri-
plet, ce qui ne nous permet-
trait donc pas d’en déduire
lexistence d’une infinité de
tels triplets.

M. VIENNEY
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