Suites réelles Pascal Lainé

Suites

Exercice 1:
Dans cet exercice toutes les récurrences devront étre faites sans considérer qu’elles sont évidentes ;
Soit (u,)nso la suite de nombres réels définie par u, € ]0,1] et par la relation de récurrence

U (up)?
Unt1 = 5T,

Montrer que : Vn € N,u,, > 0.

Montrer que : vn € N, u,, < 1.

Montrer que la suite est monotone. En déduire que la suite est convergente.
4. Déterminer la limite de la suite (u,;);>0-

Allez a : Correction exercice 1 :

wp e

Exercice 2 :
Dans cet exercice toutes les récurrences devront étre faites sans considérer qu’elles sont évidentes ;
Soit (u,),=0 la suite de nombres réels définie par u, € ]1,2] et par la relation de récurrence

(un)* 3
Up+1 = Z +Z

Montrer que : vn € N,u,, > 1.

Montrer que : Vn € N, u,, < 2.

Montrer que la suite est monotone. En déduire que la suite est convergente.
4. Déterminer la limite de la suite (u,;),>0-

Allez a : Correction exercice 2 :

L e

Exercice 3 :
Soient u,, a et b trois réels. On considére la suite (u,),>o de nombres réels définie par u, et la relation
de récurrence :
Upy1 =au, +b
Comment appelle-t-on la suite (u,)nso lorsque a = 1 ? Lorsque que b = 0eta # 1 ?
Exprimer u,, dans les deux cas particulier de la question 1.
Dans le cas général, calculer u,, u, et u; en fonction de u,, a et b.
Démontrer par récurrence que le terme général de la suite est donné par :

Hwbhpe

n
u, = a™u, +bZa""k,n € N*
k=1

5. On suppose que a # 1. Démontrer que

n n
ek @ -1
a =

Z a—1

k=1

6. Déduire de ce qui précéde que pour tout n € N*.
_ a"(u; —up) —b

Un a—1

7. On suppose dans cette question que a > 1 et que au, + b > u,. Montrer que la limite de la suite
(U nen a pour limite +oo,

8. On suppose dans cette question que 0 < a < 1, montrer que (u,),=o COnverge et que sa limite ne
dépend pas de u,.

Allez a : Correction exercice 3 :
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Exercice 4 :
Soit (u,,) une suite définie par la relation de récurrence

Upp1 = Eun +1

Et la donnée de u,

1.
1.1. Montrer que si uy < 2 alors pour toutn > 0, u,, < 2 et que la suite est monotone.
1.2. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

2.1. Montrer que si uy = 2 alors pour toutn > 0, u,, = 2 et que la suite est monotone.
2.2. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

3.1. On pose v, = u,, — 2. Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison %

3.2. En déduire une expression de u,, en fonction de n et u,. Retrouver le résultat des deux
premieres questions.
3.3. En déduire

lim Lie=o U
n-+oo n
Allez a : Correction exercice 4 :
Exercice 5 :
Soit (u,),en définie par u, = 1 et la relation de récurrence
_up, +8
Untt = o +1
Et soit (v,) ey définie par
Uy —2
Un = U, + 2

. , Ly - . 3
Montrer que (v, )nen €st une suite géomeétrique de raison — =

1

2. Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u,, en fonction de n.

4. Montrer que (u,),ey CONverge et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
1. Déterminer la limite de la suite (u,,),,ey dont le terme général est défini par
o+ VEP F1
Vet 1
2. En déduire la limite de la suite de terme général v,, défini par
VAP F1
T Vi1

Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :

1. Onpose que u, = GO pour tout n € N*, montrer que

n k)
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nl—IHlOO tn = 0
(0m) : .
2. On pose que v, = =——= ; pour tout n € N*, montrer que la suite (vy,)nen+ CONVerge et
déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 7 :
Exercice 8 :
On considere la suite (u,)ney définie par uy, = 0 et par la relation de récurrence
1, 3
Up+1 = gun + E
1. Montrer que pour toutn € N*, u,, > 0.
2. Calculer la limite éventuelle de la suite (u,,)nen-
3. Montrer que pour toutn € N, u,, < 3.

4. Montrer que la suite est croissante, que peut-on en conclure ?
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
On considere la suite de nombre réel définie par son premier terme u, = 0 et par la relation de
récurrence :

Upt1 = Zurzl + g

Montrer que la suite (u,),eyn €St convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Soit (u,)nen la suite définie par récurrence par uy = %et par la relation de récurrence
Unyr = (Up — 1% +1
1. Montrer que pourtoutn e N, 1 <u, < 2.
2. Montrer que (u,),en €St strictement monotone.
3. En déduire que (u,),ey €St convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
Montrer que la suite (u,)ney de terme général u,, définie par :
_ 2n+1 2n+1 2n+1
3211 32 Y3z aa
Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 11 :

Un

Exercice 12 :
Montrer que la suite (u,)nen de terme général u,, définie par :
1x3x..x(2n+1)
=36 x ..x 3n+3)
Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 12 :
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Exercice 13:

1. Montrer que pour tout k € N*
1 1 1

k(k+1) k k+1
2. Soit (uy)nen+ la suite réelle définie pour tout n > 0 par
S 1 1 1
u”=;k(k+1)= ix2 23 " ameD
A I’aide de la question 1. Montrer que (u,,),en+ €St cOnvergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
Soit (u,)qen la suite a valeurs réelles définie par la donnée de u,, u, et la relation de récurrence

vn € N, 2Up4p — SUpyq +2u, =0
Soient () nen et (Wy)nen les suite a valeurs réelles définies, pour tout n € N, par
3 3 3
Up = 3Uy — Eun+1 et wp = _Zun + Eun+1

- , rp= f 1 , . .
1. Montrer que (v,)nen €St Une suite geométrique de raison > En déduire une expression de v,, en
fonction de n, de u, et de u;.
2. Montrer que (wy,)nen €St Une suite géométrique de raison 2. En déduire une expression de w,, en

fonction de n, de u, et de u,.
3. Calculer v, + w,, de deux fagons différentes et en déduire u,, en fonction de n, de u, et de u;.

4. Selon les valeurs de u, et de u, déterminer si la suite (u, ),y COnverge et le cas échéant déterminer

sa limite.
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Soit (u,)nen la suite définie par la donnée de u, et de u, et la relation de récurrence

2Upyy —Upyr — U =0

On pose pour tout n € N

Un = Up+1 — Un et Wn = 2Upi1 + Uy
1. Montrer que (v,)ney €St Une suite géométrique de raison —%. On exprimera v,, en fonction de n, u, et

Uq.

2. Montrer que (wy,)nen €St Une suite constante. On exprimera w;,, en fonction u, et u,.
En calculant —2v,, + w;,, de deux facgons différentes, exprimer u,, en fonction de n, u, et u;.
4. On pose pour toutn € N

w

n
Sp = U
k=0
Calculer S,, en fonction de n, u, et u,.
Pour quelles valeurs de u, et u, la suite (S,) ey admet-elle une limite finie et dans ce cas exprimer
cette limite en fonction de u,.

Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16:
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-y f , g f 11 .
On considere la suite de nombres réels définie par son premier terme u, = — etpar la relation de

récurrence :

5 7
un+1=E+ un_z

Montrer que la suite (u,) ey €St bien définie, convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
1. Calculer, si cette limite existe.
o Wn-n+1
11m —_—
n-+o 2\n +n + 2
2. Etudier la suite (u,),en de nombres réels définie par la donnée de :
O<uy<1 et u,=u;;— W,_1)>
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18:
Calculer, si elle existe, la limite, lorsque n tend vers I’infini, de I’expression

Jn24+n+1-yn2-n+1

Allez a : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :
Soit (u,)nen+ définie par

n—vn?+n
u, = ——
" o1-VnZT¥1

Montrer que la suite (u,)nen+ CONvVerge et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
On considere les suites (u,),>1 et (v,,),,»1 de nombres réels définies pour tout n > 1 par

1 1
un=1+§+§+---+$ et vn=un+ﬁ
Montrer que ces deux suites sont convergentes et ont la méme limite (que 1’on ne cherchera pas a

calculer).
Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
On considere la suite (u,),=o de nombres réels dont le terme général est défini par récurrence en

posant :
Ug=2 et Uy =+/2u, —1
1. Montrer que, pourtoutn € N, 1 < u,,.
2. Montrer que la suite (u,,),,so €st décroissante.
3. Endéduire que la suite (u,),so €st convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
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On considere la suite (u,),=1 de nombres réels définie pour tout n > 1 par :
1
u, =—=EWn
n \/ﬁ ( )

Montrer qu’elle est convergente et préciser sa limite.
Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
. , 1 , e ey 1
1. Montrer que la relation de récurrence u,,; = 5(1 —J1- un) et la donnée initiale u, = s

permet de définir une suite (u,),ey de nombres réels appartement a I’intervalle ]0,1].
2. Montrer que la suite est décroissante.
3. Montrer que la suite est convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
Pour tout entier n > 0, on considére la fonction f;,: [0,1] = R définie par f,,(x) = x™ — (1 — x)?
1. Dans cette question, I’entier n est fixé.
a) La fonction f;, est-elle strictement monotone ?
b) Montrer qu’il existe un unique a,, € 10,1 tel que £, (a,) = 0.
c) Quel est le signe de f,,,1(ay) ?
2. On considere la suite de terme général (a,;);>1-
a) Montrer a I’aide de la question précédente que la suite (a,)ns1 €St Croissante.
b) En déduire que la suite est convergente, on notera « sa limite.
C) supposons que a < 1.
1) Montrer qu’alors
lim (a,)" =0
n-+oo
ii) A I’aide de la relation f;,(a,) = 0, en déduire que 1 — a = 0, conclure.
Allez a : Correction exercice 24 :

Exercice 25 :
Soit (u,)nen+ la suite de nombres réels définie par

1
U, =n 1+;—1

. .. 1
Montrer que la suite (u,)nen+ CONVerge et que sa limite est >
Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :

On considere la suite (u,)nen+ de nombres réels définie par
1 1 1 1
_n+1+n+2+n+3+m+%
1. Montrer que la suite (u,)nen+ €St Croissante.

2. Montrer que la suite (u,),en* €St convergente et que sa limite [ vérifie

Un

1< [<1
S =t

Allez a : Correction exercice 26 :
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Exercice 27 :
On considere la suite (u,),en+ de nombres réels définie par
1 1 1

U S (DI | 34 smIVZ 34 [sin(m)

Montrer que

lim u, =+
n—->+oo

Allez a : Correction exercice 27 :

Exercice 28:
On considere la suite (u,)nen de nombres réels définie par la donnée de son premier terme u, = 0 et
par la relation de récurrence

Up+1 = E + 4“721

Montrer qu’elle est croissante, convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 28 :

Exercice 29 :
On considere la suite (u,)nen+ de nombres réels définie par
(D"  sin(n?)\"
we (50 0)
1. Montrer qu’il existe un entier naturel n,, tel que pour tout n > n,, on ait :

(-=D™ sin(n?)| 3

n + 2 4
2. Montrer que la suite converge et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 29 :

Exercice 30 :
Montrer que la suite (u,),ey définie par la donnée de u, € R et par la relation de récurrence

Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a : Correction exercice 30 :

Exercice 31 :
Montrer que la suite (u,,),ey définie par la donnée de u, = 1 et par la relation de récurrence
Upy1 = U, — 3 +etn
1. Montrer que la suite (u,) ey €St strictement décroissante.
2. Montrer que la suite (u,),en €St divergente.
3. Montrer que

lim u, = —o
n—-+oo

Allez a : Correction exercice 31 :

Exercice 32 :
Pour chacune des assertions ci-dessus :
e Sivous estimez qu’elle est vraie, donner en justification.
e Sivous estimez qu’elle est fausse, justifiez-le en exhibant un contre-exemple.
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1. Siune partie B de R est non vide et minorée, sa borne inférieure est un élément de B

2. Si (up)nen €St une suite de nombres réels telle que la limite de u,, en +oo est +oo, alors elle est
croissante a partir d’un certain rang.

3. Si (u,)ney €st une suite de Cauchy de nombres réels, alors est bornée.

4. Si (uy)nen €St une suite de nombres réels ne vérifiant pas

lim |u,| = 4o
n—-+oo

Alors elle est bornée.
Allez a : Correction exercice 32 :

Exercice 33:
On considere la suite (u,),s, la suite de nombres réels dont le terme général u,, est défini pour n > 2
par :
1 1 1
Uy, =§+§+"'+E
Montrer que

lim u, =+
n—+oo

On pourra montrer que (uy),=2 n’est pas une suite de Cauchy.
Allez a : Correction exercice 33 :

Exercice 34 :

Pour tout n € N*, on pose :

1 1 1
Up=14—=+—=++—
" V2 3 Vn

1. Montrer que (u,),=1 €st une suite divergente.

2. Pourtoutn € N*, on pose :

1
Vp = —=Uy

Vn
a) Montrer que,
Pour toutn € N* :

1 1
msz(d:w —x/ﬁ)sﬁ

b) En déduire que, pour toutn € N* :
2Vn+1-2<u,<2vn-1
c) Montrer que (v,),>1 €St convergente et précisez sa limite.
Allez a : Correction exercice 34 :

Exercice 35 :
Soient (u,)pen+ et (V) nen+ les suites définies par
O (—D* (-1)*
Uy = 2
k=1 k=1
1. Montrer que (uy)nen et (Vn)nen+ SONt strictement monotones.
2. Montrer que ces deux suites convergent vers la méme limite.
Allez a : Correction exercice 35 :
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Exercice 36

1. Soit (H,) la proposition suivante.
1 1 1

(n+1)2 (n+p)2 n n+p

vn € N,Vp € N¥,

Montrer (H,) par récurrence sur p.
2. Soit (uy)ns1 la suite définie par :

1 1
Zk2—1+—+§+ +—

Montrer que la suite (1)1 €st convergente et on ne cherchera pas a determiner la limite de cette suite.
On pourra montrer que cette suite une suite de Cauchy.
Allez a : Correction exercice 36 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
1. Faisons un raisonnement par récurrence, u, € ]0,1] donc u, > 0. Montrons que u,, > 0 entraine
que uyyq > 0.

(up)?
un+1=7n+ Z >0

Donc pour toutn € N, u,, > 0.

2. Faisons un raisonnement par récurrence, u, € [0,1] donc u, < 1. Montrons que u,, < 1 entraine

que u,+q < 1.
O<u,<1l=u3<1
w oty @) 1L 3
2 4 2 4 4

Donc pour toutn € N, u,, < 1.

3. Calculons

(un)? u, W)? u
un+1_un:7+ Z _un:_7n+ :1_1 :Tn(_z‘l’un)

Comme0 <u,<1l,ona-2<-2+4+u, <-1<0,par conséquent
un
Un+1 —Un = T(_Z +u,) <0

Ce qui montre que la suite est strictement décroissante.
Autre méthode, comme la suite est a valeur strictement positive, on peut regarder le quotient de
Un4q PaAr Uy -
2
Upiq % + (uz) 1w, 101
= ~+—<-+-<1
U, U, 274727,
Ce qui montre aussi que la suite est strictement décroissante.
4. Lasuite est strictement décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite notée [,
cette limite appartient a [0,1] et cette valeur vérifie
L2 Lo [=0

l—§+4<=0——§+4=’ =2l+12=0o1(-2+D) =01 ou

Par conséquent [ = 0.
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Allez a : Exercice 1:

Correction exercice 2 :
1. Faisons un raisonnement par récurrence, u, € |1,2] donc u, = 1. Montrons que u,, > 1 entraine

que u,yq > 1.

w)?> 3 1 3
un+1=%+z>z+z=1

Donc pour toutn € N, u,, > 1.
2. Faisons un raisonnement par récurrence, u, € ]1,2] donc u, < 2. Montrons que u,, < 2 entraine

que uy4q < 2.

(un)?

gy = 2 3 @ <2
n+1 4 4 4 —

< +3—
— 4_

1

Donc pour toutn € N, u,, < 2.
3. Calculons

(u)? 3 1 1
Upy1 — Up = Z +Z_un:Z(urzl_4un+3):Z(un_l)(un_3)

Commel <u, <2,onau,—1>0et u,—2<-—1<0, par conséquent

1
Unt+1 — Un :Z(un - D, -3)<0

Ce qui montre que la suite est strictement décroissante. De plus elle est minorée par 1 donc elle converge.
Autre méthode, comme la suite est a valeur strictement positive, on peut regarder le quotient de u,, ., par

Uy :
(un)* | 3
Upsr _~ 4 TF_Un 3
U, Uy, 4 4u,
Il faut alors étudier la fonction f:]1,2] — R définie par
X
f(x) = iR
1 3 x? -3
[ ==
x 1 V3 2
f'&) - 0 +
f(x) \ z
7
2
Cela montre que
vu, €11,2], f(u,) <1
Et que donc
u
vn € N, Ml
Un
Ce qui montre aussi que la suite est strictement décroissante. De plus elle est minorée par 1 donc elle
converge.
4. Onnote [ cette limite, elle appartient a [1,2] et cette valeur vérifie
2 3 2 3 I=1
= — - = — — - 2 _ = L
l 4+4 0 2 l+4 [“—4l+3=0 lo:uz

Par conséquent [ = 1
Allez a : Exercice 2 :



Suites réelles Pascal Lainé

Correction exercice 3 :
1. Lorsque a = 1 alors u,,; = u, + b, la suite (u,),ey €st une suite arithmétique de raison b.
Lorsque b = 0 eta # 1 alors u, ., = au,, lasuite (u,),ey €St une suite géométrique de raison a,
2. Lorsque a = 1alorsu,, = uy +nb
Lorsque b = 0 et a # 1 alors u,, = auy(remarque, si a = 1 cela ne change rien).

Uy =aug+>b
U, = au; + b = alaug + b) + b = a’uy + (a+ 1)b
us =auy, + b = a(a’uy + (a+1)b+b =ausg+ (@ +a+1)b
4. Pourn = 1 I’égalité est vérifiée (c’est méme la définition de u4), on peut aussi remarqué que la
relation est aussi vérifiée pour n = 2 et n = 3 d’apres 3.
Montrer que 1’égalité au rang n entraine celle au rangn = 1

n
Unyq = QUn +b = a(anuo + bz a""‘) +b=a(a*uy+b@ +a* ' +-+a+1))+b
k=0
=a" My, + b(@*tt +a*+--+a*+a)+b
n+1
=a" " uy+b(@*t+a+--+a’+a+1)=a*"uy+b ) a*ttk
k=0
Donc pour toutn € N*, on a

n
u, = auy + b Z a™
k=0

5.
n
_k 1 1 4, 1-=ad* a"-1
Za” =a" " +ad" " ++a+l=1+a+-+a" " = =
] 1—a a—1
Autre méthode, onpose k' =n —k,sik =1alorsk' =n—1etsik =nalorsk’ =0
n n—1
zan_kzzak,zl—an:an_l
1—a a—1
k=1 k'=0

6. D’aprés 4. Pourtoutn > 1

_ a®—1 a"ug(a—1)+b(@* -1)
un=a"u0+bk_0a""=a”u0+ba_1= p—1

_a*(wpa—ug+b)—b a"(u;—uy)—b

a—1 B a—1

7. Commea > 1,a™ - +oo lorsque n - + et auy, + b > u, équivaut a u; — uy > 0, on reprend
I’expression du 7. 1l est clair que u,, = 4o

8. Comme0<a<1,a™ - 0donca™(u; —uy) —b — —b lorsque n — +oo par conséquent

b

lim u, = ———
no+oo a—1

Et effectivement cette limite ne depend pas de u,.
Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :
1.
1.1. Par récurrence u, < 2 et montrons que u,, < 2 entraine u,,; < 2
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1 1
un+1=§un+1£§><2+1=2

Donc pour toutn > 0, u,, < 2

un+1—un=§un+1—un=1—§un=

Donc la suite (u,,) est croissante.

1.2. La suite est croissante et majorée par 2 donc elle converge vers une limite [ qui vérifie

l 1l+1 1l lel=2
= — S - = Lt =
2 2

2.1 Par récurrence u, = 2 et montrons que u,, = 2 entraine u,,; = 2

1 1
un+1=2un+125x2+1=2

Donc pour toutn > 0, u,, = 2
1 2—u,

un+1—un=zun+1—un=1—§un= > <0

Donc la suite (u,,) est décroissante.

2.2 La suite est décroissante et minorée par 2 donc elle converge vers une limite [ qui vérifie

1 1
l==l4+1le-l=1sl=2

2 2
3.
3.1
1 1
Un+1 =un+1_2=§un+1_2=§un_1 =E(un_2) =§vn
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison %
3.2
On déduit de 3.1. que pour toutn > 0 :
1 1
Un = ﬁvo = ﬁ(uo —2)
Alors pour toutn > 0 :
Ug 1
un=Un+2=2—n—2n_1+2
. Ug 1 .
nl—IHloo <ﬁ B 2"_1> =0= n1—1>Too Un =2

n n
Zuk=2(vk+2)=(v0+2)+(v1+2)+---+(vn+2)=v0+v1+---+vn+2(n+1)

k=0 k=0
1 1 1
=v0+§v0+2—2v0+---+2—nv0+2(n+1)
1
1 1 1 —5n
=v0(1+5+---+2—n)+2(n+1)=v0—1+2(n+1)
1__
2

1 v
=2U0(1—W)+2(1’l+1)=2U0—2—2+2(1’l+1)

Ce qui entraine que
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14 14
Z‘Z’:Ouk _2v0_2_791+2(n+1) _2v0_2_791+2(n+1)

-»0+2=2
n n n
Allez a : Exercice 4 :
Correction exercice 5 :
1.
Un+8 2
’ Upny1— 2 2u, +1 _un+8—2(2un+1)_—3un+6__§xun—2__§v
T e +2 0 U, +8 +9 Unt8+2Quy+1) Su,+10 5 u,+2 57"
2u, +1
Donc (v,,),,en €St une suite géométrique de raison —z
2.

_( 3) _( 3) ><uo—z_( 3) ><1—2_ 1><< 3)
mw=\"s5) T\"s5) "u+2 U5 T1+27 73 5

3. Pourtoutn € N

Uy — 2
v, = — Srnu,+2)=u, -2 ru,+2v,=u, -2 S VU, U, = —2— 21,
Uy, + 2
n
2420, 2-3%(-3)
Su,(v,—-1)=-2-2v, u,=— = — o
R
3 5

Comme -1 < —§< 1

Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :
1. Le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers +oo, il s’agit donc d’une forme
indéterminée.
Premiere méthode
On va multiplier en haut et en bas par la quantité conjuguée
_2n+VAanZ+1  (2n+V4n2 +1)(2n —V4nZ + 1)(n —Vn? + 1)
T+l (n4ve+ ) (n—Vi2 1 1)(2n— VAnZ + 1)
(-4 D)) -VPF1)  —(n-ViPFD)  ntVelil
(-2 +1))2n—VanZ+1) —(2n—VanZ+1) —2n+VanZ+1
I s’agit d’une forme encore plus indéterminée que la précédente, il s’agit donc d’une mauvaise idée.
Deuxiéme méthode
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1 / L onf1+ 1+
n+VanZ + 1 2n+\/4n2(1+4—) 2n+ 2n 1+ "( 2
un: = =
,/ 2

ntvat+1 n+ /nz 1+ n+nf1+ n<1+
1+ f1+4
4 fred
n

1+ fieh

n

lim u, = lim 2————

n—-+oo n—+oo 1

1+ /1+F

2. Le numérateur est une forme indéterminée +oo — oo et le dénominateur est une forme indéterminée
+00 — oo, donc v, est une forme indéterminée.
Premiére méthode
On va multiplier en haut et en bas par la quantité conjuguée

—Var+1_ (2n—VaZ ¥ )(2n + Va2 ¥ D(n+ V2 7 1)

n—viZ+1  (n—-VaZ+ D)(n+VnZ + 1)(2n+ VanZ + 1)
(-2 D) n V2 FD)  —(n+VZFD) V1 1
(-2 +1D))2n+VEnZ +1) —(2n+VAnZ+1) 2n+VAnZ 1 Un

.. 1
Donc la limite de v,, est >

N
S

—_

—+
3N| [N
N——

=2

=2

Up =

Deuxieme méthode

1 / 1 _ 1
on — 4n2+1 2n — \/4n2(1+—) 2n —2n 1+_ 2n<1 1+4n2>
U, = =
— 2
n—vns+1 / 1+ n-— nf1+ n<1— 1+n_12>

1-— 1+R

1- ’1+1

Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 donc il s’agit d’une forme indéterminée, ¢’est une
mauvaise idée.
Allez a : Exercice 6 :

=2

Correction exercice 7 :
1. Pour tout n € N* il existe un unique p = E(v/n) tel que
p<Vn<p+1
Donc
p?<n<(p+1)>?
D’ou I’on déduit que
1
p+17
On multiplie ces derniéres inégalités par p = E(vn) >

1
n

IA



Suites réelles Pascal Lainé

P EGm)  _E(Mm) 1
PP (EWm)+1)” T E(WR)

Lorsque n — +oo, E(v/n) - +o00 donc

p p
—_— < pu—
(p+1)? n

. E(Vn)
lim =0
n—+oo n
Puisque les limites des expressions de gauche et de droite tendent vers O.
2. Avec les mémes notations on multiplie les inégalités
1 1 1
2

— <<
p+1D? n7p

Parp? = E(Vn) = 0

2 2
P _p_p_  EQGn) E(vn)
CER T A
(E(Vn) +1)
Lorsque n - +oo, E(v/n) - 400 donc
2

E

lim (\/ﬁ) =1

n—-+oo n

Puisque les limites des expressions de gauche et de droite tendent vers 1.
Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

12433
1. u = cUpt =7
On va montrer que pour tout n > 1, u,, > 0 entraine que u,,; > 0.
1, 3_3
un+1=€un+z>z>0
C’est bien le cas. Donc pour toutn € N*, u,, > 0

2. Si lasuite (u,) ey admet une limite [ alors
1 3
l=€lz+§=}lz—6l+9=0=}(l—3)2=0=>l=3

3. Encore une fois, faisons un raisonnement par récurrence, u, = 0 < 3, montrons que u,, < 3
entraine que u, 1 < 3.
1 3 1 3 3

3
— 42 _ — X _ = = —_=
Upt1 6un+2<6 9+2 2+2 3

Donc pour toutn € N, u,, < 3.
4. Calculons uy,+q —u,
1 3 1 1
Upyqr — Un =€u$l+§—un =g(u,21—6un+9) =g(un—3)2 >0
La suite (u,) ey €St strictement croissante, comme elle est bornée par 3, elle convergente vers
la seule valeur qui vérifie [ = %lz + % c’est-a-dire [ = 3.

Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :

On va d’abord voir si la suite est monotone :

) 1
un+1_un:2un_un+§
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L’équation 2X% — X + % a pour discriminant A =1 — 4 X 2 X % = 0, il s’agit donc, a un coefficient pres

d’une identité remarquable
2

2X? X+1—2(X2 1X+i>—2(X 1)
8 2 16/ 4
Donc

, 1 1)
Uppr — Up = 2Up —Up + = = 2<un——) >0
8 4
La suite est croissante, montrons par récurrence, qu’elle est majorée par i
0< !
Uy = -
0 4
Montrons que u,, < i entraine que U, < i
2 2+1<2 <1>2+1 1+1 !
u =sZU - X |—= _——= - _ = —
il "8 4) "8 8 8 4
La suite est croissante et majorée, elle converge vers une limite [ qui vérifie
2

l—2l2+1<:>212 l+1—0<:>2<l 1) —0@1—1
N 8 8 4) 4

Allez a : Exercice 9:

Correction exercice 10 :
1. Notons (H,) 1 <u, < 2.

3
uo == E S ]1,2[

Donc (H,) est vraie.

Montrons que (H,,) entraine (H,,,) est vraie
1<u,<220<u,-1<120< (U, —1)?<1=21< W, —1)?+1<2>1<u,;, <2

C’est bien le cas donc pourtoutn € N, 1 < u,, < 2.

Uppr —Up = Uy — D2+ 1—u,=u —2u, +2 —u, =u2 —3u, +2 = (u,, — D(u, — 2)
D’aprés la premiére question u,, —1 > 0 etu, — 2 < 0 donc u,,; —u, < 0, la suite est donc
strictement décroissante.
3. Lasuite (u,) ey €St décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers | € R. [ vérifie
I=(-1*+1=01?-2l+21>?-31+2=0
Il'y a deux solutions, L =1oul = 2,0ruy = %et (U )nen €St décroissante donc [ = 1
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
Il suffit d’imaginer la téte de u, 4 pour étre décourager a I’avance de calculer u,,,; — u, pour essayer
de montrer la monotonie de cette suite. On va faire autrement, pour tout k € {1,2, ..., n}
1 1 1

< <
3n24+n~" 3n2+k” 3n2+1

Donc
2n+1+2n+1+ +2n+1<2n+1+2n+1+ +2n+1
3n24+n 3n?2+n 3n2+n"" 3n%2+1 3n2+2 3n2+n
2n+1 2n+1 2n+1

< e
_3n2+1+3n2+1+ +3n2+1
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2n+1
L Les n termes dans le dernier membre

Les n termes dans le premler membre sont tous égaux a

sont tous egauxa s onen déduit que
X 2n+1 <u <nx 2n+1
3n2+n- " 3n2+1
_ 2n+1 o 2n%+n 2
nl—1>r-|¥loonx3n2+n=n—l>+003n2+n §
_ 2n+1 o 2n%+n 2
nl—l>r-i¥loon>< 3n2 +1 - n—1>r-|¥1003n2 +1 _§
On en déduit que
lim u, =
n—+oo 3

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
Ce genre d’exercice ce traite toujours de la méme fagon, il faut « sentir » que 1’on peut exprimer u,, 4

en fonction de u,, :
Ix3x.x2n+1)Xx(2n+3) 1x3x.x(2n+1) 2n+3 2n+3

= = X = X
Ut = T e . x(3n+3)(3n+6) 3x6x..x(Bn+3) 3n+6 " 3nte6
S’il y a une limite [ elle vérifie

l—l><2<:><1 2)1—0@1—0
= 1% 1= _

Il reste @ montrer que la suite de terme général u,, converge.
Il est plus que clair que u,, > 0, la suite est minorée, de plus il suffit de regarder le quotient Z—“ pour
n

savoir si la suite est monotone (décroissante nous arrangerait bien)
Uppr  2n+3 2n+4 2(n+2) 2

= < = =
u, 3n+6 3n+6 3(n+2) 3
Donc la suite de terme général u,, est décroissante et minorée donc elle converge, comme on I’a vu plus

haut la seule limite possible est 0.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :

1.
1 1 k+1-k 1

k k+1 k(k+1) k(k+1

2. Premiére méthode

Dans la seconde somme on pose k' =k + 1 alors k=1>= k’ = n=>k'=n+1
n n+1
1 1
tn k k'
k=1 k'=2

Ensuite on change k' en k

Car tous les autres termes se simplifient
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Par conséquent (u,,),en+ CONverge et sa limite est 1.
Deuxiéeme méthode

1 1 1 1 1 1 1
=2t oxs T Ty D (I_§>+(§_§)+"'+
1
Tn+1
Car tous les autres termes se simplifient
Par conséquent (u,,),en+ CONverge et sa limite est 1.
Allez a : Exercice 13 :

( 1 1>+(1 1 )
n—1 n n n+1

Correction exercice 14 :

1.
3 3/5 15 3 3 3
Unt1 = 3Un41 — Eun+2 = 3Up+1 — E(Eun+1 - un) = (3 - T) Upyr T Eun = _Zun+1 + Eun
1 3 1
= E(gun - Eun+1) = Evn
Donc (v,,) ey €St une suite géométrique de raison %
Donc
1\" 1\" 3
m=(3) w=(3) (3u-zu)
2.
3 3 3 3/5 15 3 3
Wni1 = _Zun+1 + Eun+2 = _Zun+1 + E(Eun+1 - un) = (T - Z) Up41 — Eun
3 3 3
= 3Up41 — Eun =2 (Eun+1 - Zun) = 2wy
Donc (wy,) ey €St une suite géométrique de raison 2
Donc
— n — Jn 3 3
w, = 2"wy =2 (—Zuo +§u1)
3. D’une part
3 3 3
Up + Wy = 3u, _Eun+1 - Zun + Eun+1 = Zun

D’autre part

1\" 3 n( 3 3
vn+wn=<§> (3u0—§u1>+2 <_Zu0 +§u1)

4 (1\" 3 (3 3 N4 1 (12
Un =g (E) (3“0‘5“1>+2 (‘z%*zul) =(§) (5”0‘5“1)” (‘5““5“1)

- .1 2 ,. .
4. Comme 2" tend vers I’infini si — JUo HuUL # 0 alors u,, tend vers I’infini donc ne converge pas.

Donc

1 2 1\" 4 1
Supposons que — FUo T3 U = 0, comme (E) tend vers 0, alors pour toutes valeurs de FUo — 3

u,, tend vers 0.
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1.
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1 1 1 1 1
Unt1 = Upt2 — Up4p1 = Eun+1 +§un —Up41 = _Eun+1 + Eun = _E(un+1 —Up) = _Evn
Par conséquent
1\" 1\"
m=(-3) w=(-3) Gu-w
2.
1 1
Whni1 = 2Upip + Upp = 2 (Eun+1 + Eun> + Un+1 = 2Upy1 + Uy = Wy = Wo = 2Uy + Uy
3.
—2Up + Wy, = —2(Upgq1 — Up) + 2Upqq + Uy = 33U,
Et
1 n
—2v, +w, = =2 (— E) (ug — ug) + 2uy + uy
Donc
1 1" 2 1\" 2 1
Un =73 -2 <—§) (uy —ug) +2uy +uy | = _§<_§) (uy — ug) +§u1 +§u0
4.

uo +u1 +u2+“'+un

:C/)
I
1=
£
I

2/ 1\° 2 1 2/ 1\! 2 1
= _§<_E) (ul—u0)+§u1 +§U0 + _§<_E) (ul—u0)+§u1 +§u0
2/ 1\? 2 1 2/ 1\" 2 1
+<_§<_§> (ul_u0)+§u1 +§u0 +"‘+<_§<_E> (ul—u0)+§u1 +§UO>
n

:_§<u1-uo>(1+<_g>+(_;)2+...+(_;) )+ @41 (G + )

B _1 n+1
= —%(ul—uo)%
1-(-3)

n+1
- —%(u1 — Up) xz(l — (—1> >+%(n+ 1) (2uy + uo)

1
+ 3 (n+ 1DQuy +ug)

3 2
4_ 1 n+1 1
= —§(u1 — Ug) (1 - (_E> > +§(n + 1) (2uy + ug)
n+1
Comme -1 < —2 < 1, (—l) -0
2 2
( Sy nen, admet une limite finie si et seulement si 2u; + uy = 0, soit u; = _?
Et
: Ug 4 3 2
Jim 8, = =5 0~ ) = ~5 (= ~w) = 5% (~3) w0 =5

Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
Si la suite de terme général u,, converge vers une limite [ alors

l—5+ l 7
2 4
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11 est clair qu’il va falloir élever au carré quelque chose, mais si on éléve au carré ces deux expressions
on va avoir un double produit ou il y aura encore une racine alors il faut modifier légérement cette

égalité
7

l—== Z_Z

Onyva
5\° 7

(1-3) =t-3

Mais attention, il faudra faire une réciproque des fois que [ — g soit négatif.
12—5l+§=l—z<:>l2—6l+8=0
4 4

Cette équation du second degré a pour discriminant
A=36—4x%x8=4
Et donc comme racines

La solution [ = 4 est la seule possible.
Comme u, < 4, ce qui nous arrangerait maintenant c’est que la suite de terme général u,, Soit croissante
et majorée par 4, on pourrait alors conclure que la suite de terme général u,, est convergente et de limite
4. Montrons ce résultat par récurrence.

11 .11
Pour ugy = ” c’est clalrr < 4.

Montrons que u,, < 4 entraine que u,,; < 4

5 7 5 7 5 9 5 3
un+1=§+ un—Z<§+ 4—Z=§+ Z=§+E=4

La suite (u,,),ey €St majorée par 4.
Pour montrer que la suite (u,),ey €St croissante on aura besoin de montrer, au préalable que pour tout

eNu, > ~» pour ce genre de récurrence on peut dire que c’est trivial, on vérifie au passage que la suite
;s rgs o 5 7

de terme général u,, est définie pour toutn € N car u,, > S Un— 7> 0

Regardons maintenant si la suite est monotone :

5_ +/_Z§__ _7
5 7 5 7 (27T 4" )|2 7T (W

Upp1 —Up ==+ |Up—— =

E<un:>un—2>0

u, <4=u,—4<0
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5 5 5 7
§<unzz—un<0zz—un— un—Z<0

Par conséquent u,,.; — u,, > 0, la suite est croissante
C’est fait, la suite (u, ) ey €St croissante et majorée donc elle converge vers la seule limite possible
=4

Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :

1. 1l s’agit d’une forme indéterminée, on mettre en facteur, au numérateur et au dénominateur les
termes qui tendent le plus vite vers 1’infini
1 1
Vn—-n+1 n(ﬁ_l_i_n)

2\/ﬁ+n+2_n<i+1+2)
Vn n

1
lim —\/ﬁ—n+1= im —\/ﬁ =
note 2\ dn 42 nove 2 g
Vn
2. Si (uy)ney admet une limite £, celle-ci vérifie
I=1-1?1=0
Regardons si la suite est monotone, pour tout n > 1
Up = Un_g = —(Up_1)? <0
Donc la suite est décroissante.
Montrons par récurrence que pour tout n > 0. 0 < u, < 1, puis montrons que pour toutn > 1
0 <u,_; <1lentraineque0 <u, <1.
Up = Up_q — (Up—1)® = Up_1 (1 — Up_1)
0 <u,_; <1lentraineque0 < 1—u,_; <1 etle produit de deux nombres compris entre 0 et
1 est compris entre 0 et 1, donc 0 < u,, < 1. En particulier (u,),en €St minorée par 0, comme
elle est décroissante, elle converge vers la seule limite possible [ = 0.
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :

n+n+1-m*-n+1) 2n

ViZ+n+il+VnZ—n+1 [0, 1. 1 (. 1.1
2 (143 +—)+ 2 (1-2+ )

2n _ 2
1 1 1 1 1 1 1 1
n\/1+ﬁ+ﬁ+n\/1—ﬁ+ﬁ \/1+H+ﬁ+\/1_ﬁ+_2

Donc cette expression admet une limite et

Jn24+n+1—yn2—-n+1=

2
i 2 — 2 = I ===
nl_l)rpm(\/n +n+1 \/n n+1) nl_l)r_{loo — —=73 1
1+-4+>5+ [1->+=
n n

Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
Premiére méthode
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1
n—vVn?z+n n—n/1+% n(l— 1+§> 1-— /14_%
T e / 1 [1 1\ 1 17H+<>°0
1—-n 1+F n(E— 1+F> no 1+F

Deuxiéeme méthode (moins bonne)
n—Vn2+n n—\/nz+n>< 1 n — (n? +n) 1+Vn2+1
u =
V2 +1 1 1-vn?2 +1 n+\/n2+n 12-*+1)

, 1
—-n 1+‘/7'l2+ 1+‘/Tl2 1 1+ n2(1+ﬁ)

1
= — X

n+\/n2+n —n? n n+\/n2+n n ) 1
n+ _[n (1+—)
n

[, 1 1,141
=—X—————=—X =
n ’ 1 n / 1 1 note

ntn 1+ n<1+ 1+ﬁ) T+ 1+

Suites réelles

Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
Nous allons utiliser le théoreme sur les suites adjacentes

1 1 1 1 1
Upy1 — 1+§+3 +"'+$+m—<1+§+§+'“+5)=m>0
Donc la suite (u,),s1 €st croissante
1 1 1 1 1 n?+n°n+1)-(M+1)3

Vng1 — Un = Unyq +m_un 2 (n+1)3 +(n+ 12 nz (n + 1)3n2

P+ +n? - +3n*+3n+1)  n®+3n+1

(n 4+ 1)3n? - (n+ 1)3n2
Donc la suite (v,,),1 est décroissante
U, — U, = niz -0

Donc les deux suites convergent vers une méme limite.
Allez a : Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
1. 1 < wuy, montrons que 1 < u, entraine que 1 < U,

Unr = 2up, —1>V2x1-1=1

Cela montre que la suite est bien définie car si u, < 2 alors u,, .4 n’est pas défini.

u, —1—u? u? +2u, +1 (u, + 1)

Uptr —Up = 2Uu,—1—u = - -
e " " " ,/ 1+u, J2u, —1+u, J2u,—1+u,

Donc la suite (u,,) ey €St décr0|ssante.
3. La suite est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers une limite [ qui Vvérifie

l=v2l-1

<0

>0 et+v2l—1>0donc
I=V2l-1el’?=21-1?-21+1=0(-1?*=01=1
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Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :
Ona

E(vn) <vn <E(Wn) +1
Donc
Vn—-1<E(n) <vn
On divise par vn > 0

Vn—1 E(\/_) Vn o1 _<E(\/ﬁ)<1
Vn NN AN AN
D’apres le théoreme des gendarmes
lim E(\/ﬁ) =1
S

Allez a : Exercice 22 ;

Correction exercice 23 :
1. Montrons par récurrence que vVn > 0, 0 < u,, < 1, cela montrer au passage que la suite u,, est
bien définie pour tout n (en effet si u,, & [0,1] u,,, n’est pas défini.
€ 10,1[, montrons maintenant que u,, € ]0,1[ entraine que u,,+; € 10,1[

ViENO<u,<loo<l-uy,<led</l-uy,<leoo<l-Jl-u,<1

1 1
(:)0<§(1—,/1—un)<§:>0<un+1<1
Donc vn € N,u, € ]0,1].

2. Nous allons employer la méthode « normale »
1

Un+1 — __(1_\/ un) n_g 1-u,
(%—un—% 1—un)(§—un+%M) ~ (%_un)z_%(l_un)

1 1 -1 1
T Untt 1—-u, E-Untt 1—-u,
1 2 1 1 9 9
:ﬁ—gun+uﬁ—ﬁ+ﬁun_ uﬁ—ﬁun ~ un(un—ﬁ)

1 1 1 1 1 1
5—un+§w/1—un g—un+§,/1—un g—un+§w/1—un
Et la cela coince, au numérateur, on connait bien le signe de u,, mais pas celui de u,, — % et au

, . . " 1 .
dénominateur, rien ne nous permet d’affirmer que S Un > 0 (cela nous aurait arranger parce

que dans ce cas on aurait pu conclure que le dénominateur est positif). Bref il doit y avoir un

«ftruc ».
10— T (14T ) 11—
tn1 = ( 1-tn) =3 1+./1-u, 5 1y fiou,
=1xu—”<1x oy
1+m 1+0 "

Et voila le travail, la suite (u, ),y €St décroissante.
3. La suite est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente vers une limite [ qui vérifie

1
=§(1_V1—l)=>5l=1—\/1—1(:)51—1:_ 1—1
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Maintenant on peut élever au carré mais on n’aura qu’une implication parce que rien ne garantit
. N . T . . .- 1
que 50 — 1 soit du méme signe que —v1 — [, c’est-a-dire négatif (en fait si parce que u, = S et la

suite est décroissante donc [ < % mettons que 1’on ait rien vu).
9
(5l—1)2=1—l<:>2512—101+1=1—1@2512—9l=0@251<l—£>=0
Il'y a deux limites possibles, [ = 0 convientcar5 x0—1 = —v1 — 0, par contre [ = 2—95 ne

. 9 4 9 16 4
convientpascar5x ——1=-et — /1——=— /—: —-
25 5 25 25 5

Finalement la suite est décroissante, minorée par 0, elle converge vers la seule limite possible
[=0.
Allez a : Exercice 23 :

Correction exercice 24 :
1. a) f, est définie, continue et dérivable a dérivée continue sur [0,1].
fi(x) =nx""1-21-x)(-1) =nx"1+2(1 —x)
Pour x € ]0,1[, x™ ! > 0 et 1 — x > 0 donc f,, est strictement croissante. On pourrait vérifier
que £, (0) > 0 et que £, (1) > 0 mais méme si ces dérivées avaient été nulle cela n’aura pas
changer la conclusion.
b) £,(0) = —1et f,(1) = 1, d’apreés 1.a) f, est une bijection croissante de ]0,1[ sur |—1,1],
donc 0 € ]—1,1[ admet un unique antécédent a,, € 10,1[, c’est-a-dire tel que f,,(a,) = 0.
c)
fn(an)z()@arrzl_(l_an)z =0 ay = (1_an)2
fori(@) =™t = (1 —ay)? = ap*' —ap = aqi(a, —1) <0
Carap; >0etl —a, <O0.
2. a) La fonction f,,,, est une bijection croissante donc
0 = fu+1(@n+1) > frra(an) © any > an
Par conséquent la suite (a,,),,en €St Croissante.
b) la suite est croissante et majorée par 1, donc elle converge.
C) i) La suite est croissante alors
O0<a,<a
Cela entraine que
O<all <a™
Or,si 0 < a < 1 alors la limite de a™ est nulle, on en déduit, d’apres le théoréme des gendarmes
que

lim a* =
n—+oo n

ii)Onavuaul.c)que
falap) =0 ap = (1 - an)z
Ce qui entraine, d’apres 2. ¢) 1) que
lim (1—-a,)?=0

n—-+oo
Autrement dit que

lim a, =1
n—-+oo

Ce qui signifie que @ = 1, (comme 0 < a,, < 1 et que (@) n-+0 admet une limite a entraine
que 0 < a < 1), il y a une contradiction avec I’hypothése a < 1, par conséquent a = 1.
Allez a : Exercice 24 :
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Correction exercice 25 :

Avec

o = EE

Si f admet une limite lorsque x — 0, avec x # 0 alors cette limite est la méme que celle de u,.
I s’agit d’une forme indéterminée.
Premiére méthode
Reégle de L’Hospital, on pose
gx)=v1+x—-1 et h(x)=x

Alors

) = et KO =1
X) = e xX) =
9 2V1 +x

g’(x): 1

h'(x) 2J1+x
I g' (x) I 1 1
im-———==lim ———=7
= LONE= EEr

On en déduit que

\/1+x—1_1_ gx) 1

lim— = lim ==
x—0 X x~>0h'(x) 2
x#0 x#0

Et alors

lim u, ==
notoo 2

Deuxiéme méthode

On pose
gx)=v1l+x
Vvi+x—-1 g(x)—g(0)
X  x—=0
Il s’agit du taux de variation, en 0, de la fonction g, sa limite est g'(0). Comme g'(x) = 2\/;_96:
_NT¥x—-1 1
limy————=g'(0) =
x#0
Et alors
li _1
anooun - 2

Troisieme méthode

1 1
/1+——1></1+—+1) 1 1
1 ( n n I+,-1 n 1

n 1+£—1 =n =n =n =
/ 1 1 / 1 ’ 1
1+ﬁ+1 1+ﬁ+1 1+H+1 1+ﬁ+1
. ] 1 1
lim u, = lim ——==
n—-+oo n—-+oo 1
1+H+1

Allez a : Exercice 25 ;
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Correction exercice 26 :

1.
Up+1 — Up
_ 1! + 1 + 1 + +1+ 1 + 1
"nm+2 n+3 n+4 2n 2n+1 2n+2
(1 N 1 N 1 N +1)_ 1 N 1 1
n+l n+2 n+3 2n) 2n+1 2n+2 n+1

_2(n+1)+2n+1—2(2n+1)_

= <0
22n+1D(n+1) 22n+1D(n+1)
Donc la suite (u,,),ey €St croissante.
2. Vke{1,2,..,n}
1 1 1
— < <
2n " n+k n+1
Donc
1 11+1+1++1<1++1
2n 2n " n+1 n+2 n+3 2n n+1 n+1
Xn Xn
Autrement dit
n < <
|
Ce qui entraine que
1
> <u,<1

La suite (u,),en €St majorée par 1 et croissante donc elle converge vers une limite [.
1
Etona 3= [<1

Allez a : Exercice 26 :

Correction exercice 27 :
On va minorer u,, par une suite qui tend vers +oo
vk € {1,..,n},3 + [sin(k)|[Vk <3+ Vk <3 ++n
Ce qui entraine que

1 1
Vk €{1,..,n} >
{ ) 3+ |sin(k)[Vk 3 ++n
Donc

> 1 + -+ 1 n +
u_ oo = —_ o0
"T3+n 3+vn 3++Vn

Xn

On en déduit que
lim u, =+
n—+oo

Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :

un+1_un=4‘u121_un+ﬁ

Transformons le polyndme 4X2 — X + i



Suites réelles Pascal Lainé

Son discriminant est
1
A=1—-4%x4x—=0
16

Donc, a un coefficient prés, il s’agit d’une identité remarquable

Alors

) 1 1
un+1—un=4un—un+1—6=4(un——> >0

La suite (u,,),ey €St croissante.

, 5 - 1

Montrons par récurrence qu’elle est majorée par p
. 1 . 1
Pour uy, = 0 ¢’est vrai. Montrons que u, < 3 entraine que u,;1 < p
(1)2 1 4 1 1 1

1 1
A< —44ax(Z) = —=— g —==
Uns1 = gt At < ot 8) 16 64 1616 8

1 . . , 1 .. .
Donc vn € N,u,, < p (u,,)nen €St croissante et majorée par 3 donc elle converge vers une limite [ qui
vérifie
2

l—1+412=>412 l+1—0(:>4(l 1) —0<:>l—1
16 16 8/ = 8

.. f 1
(un)nen coOnverge vers la seule limite possible p
Allez a : Exercice 28 :

Correction exercice 29 :

1.
—-1"  sin(n? -D*  |sin(n? 1 |sin(n? 1 1
(D", sin@?)| _ D7 [sin@)] 1 |sin@?)] 11
n 2 n 2 n 2 n 2
La suite de terme général % est décroissante et pour toutn > 5
1 < 1 < 1
n- 5 4
Donc pour toutn > 5
—1)" sin(n? 1 1 3
(D" sinG)| _1,1_3
n 2 4 2 4

2. Pourtoutn =5
n

O<u, < (Z) -0
Donc d’apres le théoréme des gendarmes :
lim u, =0
n—-+oo

Allez a : Exercice 29 :

Correction exercice 30 :

u; = le_”0 >0
3

Montrons par récurrence que pour tout n = 1 que u,, > 0
Pour n = 1 ¢’est vrai. Montrons que u,, > 0 entraine que u,,; > 0

n
u = e Un >0
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C’est une grosse évidence.
On en déduit que pour toutn > 1

—Upn

e <
nz+2 nz+2

0 <upr =

Comme
n

nl—lgloo nZ+2 0
D’apres le théoréme des gendarmes

lim u,;,;, =0 lim u, =0
n—-+oo n—-»+oo

Allez a : Exercice 30 :

Correction exercice 31 :
1.
Upsq —Up = —3+e%n
Pour montrer que (u, ) ey €St décroissante il va falloir montrer que
—3+ern<0eer<3 eu, <In(3)
Montrons cela par récurrence que u,, < In(3)
e <3 =In(e) <In(3) = uy =1 < In(3) pour n = 0 c’est vrai.
Montrons que u,, < In(3) entraine que 1,4, < In(3)
Upsr = Uy — 3+ e <In(3) =3+ e"® =In(3) — 343 =In(3)
Donc pour toutn € N, u,, < In(3)
Cela montre que u,,+; — u, < 0 et que la suite (u,),ey €St décroissante.
2. Si lasuite (u,) ey €St convergente vers une limite [ alors
l=1-3+eleo0=-3+eloe=31=h()
Or la suite (u, ) ey €St décroissante et u, < In(3) donc elle ne peut pas converger vers In(3).
3. Lasuite (u,)nen est décroissante, si cette suite est minorée, elle converge or ce n’est pas le cas,
donc elle n’est pas minorée. Une suite décroissante et non minorée tend vers —oo.
Allez a : Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
1. C’est faux, par exemple B = ]0,1] est minorée, sa borne inférieure est 0 et 0 ¢ ]0,1].
2. C’est faux, par exemple la suite (u,),>0 1a suite de nombres réels définit par :

U, =n+ (_1)71\/%

U, = n<1 + (_\/_iz)n>

En transformant w,,, pour n > 0 :

Il est clair que

lim u, =+
n—-+oo

Uppr —Up =+ 1+ (D" Vn+1—(n+ (D) =1+ (D" (Vn+Vn + 1)
Donc pour n = 2p, Uzp4q < Uyp, Ce qui montre que la suite n’est pas croissante méme a partir d’un
certain rang. En fait la suite augmente entre u,,_, et u,, et elle diminue un peu moins entre u,,, et
Uzp+1-
3. Une suite de Cauchy a valeurs réelle converge vers une limite [ donc
Ve > 0,AN € N,vn > N, |u, —l| <€
Prenons € = 1 (n’importe quelle valeur convient) alors |u,, — | < 1 ce qui équivaut a
ANeN,Vn>N,-1<uy,—-1l<1
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Ou encore a
ANeN,Vn>N,l—-1<u,<l+1
Ensuite I’ensemble {ug, uy, ..., uy} €st un ensemble fini, il admet donc un minimum et un maximum,
notons les respectivement w,, et u, , ce qui signifie que
vn € {0,1,...,N}, Upy < Up < Up,
Par conséquent
vn € N, min(l -1, uno) <u, < max(l +1, unl)
Donc la suite (u,),ey €St bornée.
Remarque : cela signifie nullement que I’ensemble {u,,, n € N} admet un maximum et un minimum,
cela peut étre le cas ou pas.
4. On fait comme si on n’avait rien vu.
Commencons par écrire ce que signifie :

lim |u,| = +w
n—-+oo

VAERINEN,VRENN>N= |u,| >A
Puis écrivons la négation de cette proposition, attention, il y a un piége, la négation de
«n>N,|u,| >A»est«n<N ou |u,| <A»
JAERVNeEN,IneN,n>N et |u,| <A (1)
Car la négation de (P) = (Q) est : (P) et non(Q)
La, il ne faut pas s’enthousiasmer en se disant que |u,,| < A veut bien dire que (u,),en €St bornée.
Rappelons ce que signifie qu’une suite est bornée
JAeER,VnEN,|u,| <A (2)
Ou strictement inférieure & A si on veut.
Dans (1) ilyaun «3n € N»etdans (2) il yaun « Vn € N », cela pose probléme parce que 1’on
ne voit pas bien comment on pourrait faire pour transformer le « il existe » en « pour tout ». Il y a
sans doute un truc que I’on a pas vu, et si la proposition 4 était fausse malgré les apparences
trompeuses. Si par exemple (u,)nen @dmettait une sous-suite tendant vers 1’infini et que les autres
termes restent bornés, on serait dans le cadre de la proposition 4 et pourtant la suite n’est pas bornée,
donnons un exemple d’une telle suite : pour toutp € N
Upp =D et Uppy =0
La limite de la suite (|uy|)neny = (Un)nen cette suite n’est pas +oo car il existe une sous-suite
constante (et égale a 0) et pourtant (u,),en n’est pas bornée car il existe une sous-suite tendant vers
I’infini. Et voila !
Allez a : Exercice 32 :

Correction exercice 33 :
On rappelle qu’une suite (u, ) ey €St une suite de Cauchy si elle vérifie
Ve>0,AN e N,VvneNVmeNm=>n=>N = |u,, —u,| <e€
Ou encore
Ve >0,ANENVRENVPENR=N etp = 0= |upyy, —up| <€
Nions cette proposition
de >0,YyNeN,IneN,IpeNn=>N et p >0 et |un+p —un| >e (1)

SN I S <1+1+ +1>— L
Untp = ln =573 n o n+1 n+p \2° 3 n) T+l n+p
p
1 1 1 1
Unsp — Up| = ——+ - + > +oet =P
n+1 n+p n+p n+p n+p

XD
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Ensuite on choisit p de fagon a ce que |un+p - un| ne tende pas vers 0, p = n convient
N 1 e . . .
Revenons a (1), prenons € = on quelconque (ici il n’y a pas besoin d’en prendre un en particulier, cela

marche avec tous !) et p = n, cela montre que (1) est vrai, autrement dit que (u,,),,»2 n’est pas une suite
de Cauchy.

Malheureusement cela ne suffit pas pour montrer que (u,),s» tend vers I’infini, par exemple la suite de
terme général (—1)™ n’est pas une suite de Cauchy et elle ne tend pas vers .

Il faut rajouter que la suite (u,, ), €st croissante. Pour tout n > 2

TR T
u = —_ . —_ _
203 +1 " n+1
Ce qui entraine que

Upy1 > Up
La suite est croissante et elle n’est pas de Cauchy donc elle tend vers +oco.

Remarque :
Si ce résultat ne vous parait pas évident, demontrons-le, nous savons que si
(U )ns2 €St Croissante et majorée alors elle converge, donc ¢’est une suite de Cauchy.
La contraposée de cette phrase mathématique est
Si (u,)ns2 nest pas de Cauchy alors elle n’est pas croissante ou elle n’est pas majorée.
Comme elle est croissante, elle n’est pas majoreée.

Allez a : Exercice 33 :

Correction exercice 34 :
1. Nous allons montrer que (u,,),»1 n’est pas une suite de Cauchy.
Pour montrer que la suite (u,,),=1 n’est pas une suite de Cauchy on va montrer
de >0,YNeN,FneN,IpeN,n=>Netp =0 et |un+p —u|>e (1)

1 1 1 1 1 1 1
Unap —Up| = |1+ =+ =+ +—+ (+—+—+ +—>
ol = [t e s e ,/—n+ VAR
1 1 | 1 1 1
— 4ot — 4ot
Vn+1 Jn+p \/n—-l-l \/n+p \/n+p Jn+p
xp

p
n+

Ensuite on choisit p de fagon a ce que |u,4, — u,| ne tende pas vers 0, p = n convient

3

|un+p - unl >

n n
= [=—> —
Vn+n 22

Revenons a (1), prenons € = —, n quelconque (ici il n’y a pas besoin d’en prendre un en particulier,

\/_l
cela marche avec tous !) et p = n, cela montre que (1) est vrai, autrement dit que (u,,),>1 n’est pas une
suite de Cauchy. Par conséquent

lim u, = +o

2.
2
 ~ (Fi-Vm)(nF¥1+Vn) n+l-n 1
1=V = N T VRTitva Vailivm

D’autre part
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1 1
< <
2yn+1 Jn¥l1+vn 2vn

Vn<vn+1=2"n<Vvn+1+vn<2vn+1=

Ce qui entraine que

1 2 1
e R A TS AN

b) On applique le 2.a pour tout k € {1,2, ...,n}
Premiére méthode

1 1
\/k—-|-1<2(\/k+ _\/E)<\/_E
1 1
m<2(V1+1—\/T)<ﬁ
1 1
\/m<2(\/2_+1_\/§)<ﬁ
1 : 1
——(n_1)+1<2(,/(n—1)+ —Vn—1)< —

\/nl—-l—l <2(Vn+1-vn)< %

Puis on fait la somme de ces n lignes

Jnl_ﬂ <2(VaTI-vI) <u,

En simplifiant tous les termes qui se simplifient

L’inégalité de droite donne I’inégalité de gauche demandée Z(W — \/T) <u,
Et I’inégalité de gauche

u, — 1+

u, — 1+ +2vn+1-2

1 1
<2(\n+1-Veoeu, <1-
Vn+1 ( ) " Vn+1
_—1+2(n+1) 1_2n+1 1

Vn+1 Vyn+1

Il faudrait montrer que pour tout n € N,

2n+1
<2yne2n+1<2yn(n+1) @ 2n+1)?2<4n? +4n
Vn+1 ( ) e ( )

Seulement voila, c’est faux !

Alors au lieu de faire la somme des n premiéres lignes on va faire la somme desn — 1

premicres lignes en ne gardant que 1’inégalité de gauche.

u, —1<2(vn-1)
Ce qui entraine que
u, <2Vn—1
Et voila. On a bien pour toutn > 1.
2Vn+1-2<u,<2vn-1
c) On divise ces inégalités par v'n
2n+1-2 u, - 2vn—1
Vi N

IA

Ce qui entraine que
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n+1 2 <y <2 1
- < v < — —
nVao " Vm
D’apres le théoréeme des gendarmes
Tll—1>r-|r-100 vn - 2
Allez a : Exercice 34 :
Correction exercice 35 :
1.
2n+2 2
B n (_1)k n (_1)k B (_1)2n+2 N (_1)2n+1 B 1 1
bntr =t = Lk LR T @n+2? @nA P Zn+2)? @nt1)?
_(@2n+1)’-02n+2)? 4n’+4n+1-(4n’+8n+4) —4n—3
 (2n+2)22n+1)2 (2n + 2)2(2n + 1)2 ~ (2n+2)2(2n + 1)?
<0
Remarque : dés la ligne Gnr2? G il est clair que cette expression est négative.
Donc (u,),en+ €st strictement décroissante.
B 2nt3 (_1)1( 2ntl (_1)k 3 (_1)2n+3 N (_1)2n+2 B -1 N 1
T TIT LT T LTk T e+ @n+2)? (@n+3)? (2n+2)?
_—@n+2)?-(2n+3)> —(4n*+8n+4)+(4n*+12n+9)
 (2n+3)2@2n+2)2 (2n +3)2(2n + 2)2
B 4n+5 >0
~ (2n+3)2(2n + 2)2
L . -1 1 . . . ..
Remarque : dés la ligne Gnra + G il est clair que cette expression est positive.
Donc (v,)nen+ €St strictement croissante.
2.
2 2n+1
B zn: (_1)k i (_1)k B (_1)2n+1 B 1 0
Un = Vn = 2 k2 @2n+ 1?2 2n+ 1)2note

k=1 k=1
Par conséquent ces deux suites sont adjacentes et elles convergent vers la méme limite.
Allez a : Exercice 35 :

Correction exercice 36 :
1. Pourp =1,
1 1
(Hl) vn € N,m<£—m
Pour montrer cela on va calculer

1 1 1 m+1D?-nn+D-n n*+2n+1-n*-n-n_ 1

— — = = = >
n n+l (m+1)>2 n(n+ 1)2 n(n + 1)2 n(n + 1)?

Ce qui montre que

1 1
VREN,———<————
n n+1)? n n+1
Montrons que (H,,) entraine (Hy41)

1 1 1 1 1 1

—— et + <-- +
(n+1)2 n+p)? (m+p+1)?2 n n+p M+p+1)>

0
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Il faut montrer que cette expression est majorée par
1 1
E_n+p+1
Pour cela nous allons calculer la différence
1 1 1 1 1 _ 1 1 1
E_m_<£_n+p+(n+p+1)2> __n+p+1+n+p_(n+p+1)2
_—(+p+D+p)+ (n+p+1)°—(n+p)

nm+p)(n+p+1)?
=(n+p+1)[—(n+p)+(n+p+1)]—(n+p)

_(n+p+1)—-(n+p)
n+p)(n+p+1)>2

T (n+pn+p+1)2

1
= >0
n+p)(n+p+1)2?

Donc

1 1 1

1 1
+ <—-——
n n+p (m+p+1D2 n n+p+1
En fait on aurait pu utiliser (H;) en changeant n en (n + p)
Par conséquent

1 1
_ +
(n+ 1)? (n + p)? (n+p+1)2
Ce qui montre que (H,) entraine (H,41)
Et finalement

1
n n+p+1

1 L 1 1
vn € N,Vp € N*, ——

(n+1)2+ (n+p)2 n n+p
2.

On rappelle que (u,),>1 €st une suite de Cauchy si

Ve >0,ANeEN,VneN,VpeENn=>Netp=>0=> |un+p—un <€
On choisit un e > 0 quelconque, et N tel que l<e

Pour tout n € N, n > N et pour tout p € N*
[tnsp — un| = |1+i+—+ +t—=+——+ +;—(1+ Ll 1)
mp Tl 22 32 (n+1)? (n+p)? 22 32
N 1 B 1 1 1 1 < 1 - 1 <
(n+ p)? _(n+1)2 (n+p)2 n n+p n N €
Ce qui montre que cette est une suite de Cauchy, comme il s’agit d’une suite réelle elle converge
- - TL’2
On verra en L2 que sa limite est —.

Allez a : Exercice 36 :

B N .
l(n+1)2



