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Outils Mathématiques
Exercices

L’objectif de cette UE est de revoir et de compléter les notions mathématiques acquises
au lycée pour donner le bagage minimum d’analyse mathématique nécessaire pour suivre les
enseignements des UE de mathématiques, de statistiques et de micro-économie du DUGEAD.

Les calculatrices sont interdites a I’examen.

1 Quantificateurs

Exercice 1.1 (négation d’énoncés avec quantificateurs) Nier, en frangais courant, les proposi-
tions suivantes :

1. Il y a au moins un étudiant qui aime le tennis.

2. Tous les étudiants aiment lire.

3. Dans toutes les matieres, il y a au moins un étudiant qui travaille régulierement.

4. Tl y a au moins un étudiant qui, dans toutes les matieres, travaille régulierement .

Exercice 1.2 (compréhension et négation d’implications) Dire si les propositions suivantes
sont vraies ou fausses, et les nier.

1. Pour tout réel z, si « > 3 alors 22 > 5
2. Pour tout entier naturel n, sin > 1 alors n > 2
3. Pour tout réel x, si x > 1 alors x > 2

4. Pour tout réel x, 2 > 1 est équivalent & z > 1 (se rappeler qu'une équivalence est une
double implication)

Exercice 1.3 (ordre des quantificateurs, importance de l’ensemble auquel appartiennent les
éléments) Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses ?

1. Pour tout entier naturel n, il existe un réel x tel que = > 2n

2. Il existe un réel x tel que, pour tout entier naturel n, z > 2n

3. Pour tout réel z, pour tout réel y, si 22 = y? alors z = y.

4. Pour tout réel positif x, pour tout réel positif y, si 2 = y? alors x = y.

Exercice 1.4 (implications) Donner la réciproque et la contraposée des implications suivantes
(z est un réel, n un entier naturel)..

1. Si le pere Noél existe alors Noél est en juillet
2. Six >3, alors x4+ 2 > 5.

3. Sin >1 alors n? > n.

Exercice 1.5 Montrer que:
VneIN,n>4=n!l>2"

Exercice 1.6 (preuve par I'absurde) Soit n € IN*. Démontrer par Pabsurde que n? + 1 n’est
pas le carré d’un entier.



2 Ensembles

Exercice 2.1 Soit A ’ensemble des entiers naturels strictement inférieurs a 10 qui sont pairs.
Soit B I’ensemble des entiers naturels strictement inférieurs a 10 qui sont divisibles par 3.

1. Décrire A et B.
2. Donner les éléments de AN B et AU B.
3. Décrire un ensemble C' qui soit inclus dans B.

4. Trouver un ensemble D tel que A et D soient disjoints.

Exercice 2.2 Soit E' un ensemble, et A une partie de E c’est-a-dire A C E, on appelle
complémentaire de A dans F noté A ’ensemble des éléments de F qui ne sont pas dans A.
Montrer que pour toute partie B de E :

B=(AUB)U(ANB).
Exercice 2.3 (ensembles, équivalence) Soient A et B des ensembles. Montrer que

ANB=A< AUB=B

3 Factorielle

Exercice 3.1 Calculer

1.
15! 20! 600! 300!

= — b = = =
13!’ 315120 © 7 508151210 31512971

a

e=(4x3), f=4x3l, g=(4+3), h=41+3.

Exercice 3.2 1. Simplifier
n! (n+1)! n!

(n=1" (n=1!" (n—2)!

2. Montrer que pour tout entier n et tout 0 < k < n, on a

4 Limites et Continuité

4.1 Généralités sur les fonctions d’une variable

Exercice 4.1 1. Ecrire 'ensemble E = {x € R / \/(z — 1)? < 4} sous forme d’un inter-
valle.

2. En utilisant I'inégalité stricte évidente : pour tout réel z, 2% < 22 + 1, montrer que
Vee R, —vVa?+l<z<Va?+1

3. En déduire que la fonction f donnée par f(z) = In(z + v2 + 1) est définie sur R



Exercice 4.2 Corrigé sur intercours On considere les fonctions f et g définies par : f(x) =
x—1 ¢ g(z) = x—3

e .
c+r1 I

1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Déterminer les fonctions : i, fog, go f, ainsi que leurs domaines de définition.
g
Limites
Exercice 4.3 Représenter graphiquement (sans en donner une définition précise) une fonction
f définie sur | — oo, —2[U] — 2,0[U]0, +3[U] + 3, +-00[ vérifiant les 7 propriétés suivantes :

r—+3 m—H—oo r——00

lim f(z)=2, lim f(z)=1, lim f(z)= o0, lir(r)lif(:c)zo,

lim 400, lim r)=-—1, lim z) = +1.
z—0t f( ) T——2" f( ) z——2+ f( )
Exercice 4.4 Pour chacune des six fonctions définies ci-dessous, préciser le domaine de définition

et étudier I'existence d’une limite en a, ou éventuellement 'existence d’une limite a droite ou a
gauche de a :

. fl(x):lix—mena:La:—l,a:ﬁ-oo

. fg(m)zz_lz| ena=0

. fg(x):fj_lg ena=1

. fd:c):%enazl,a:+oo,a:—oo,a:—7/2
. fﬂ@:%ena:—l—m,a:—oo

Exercice 4.5 Corrigé sur intercours f(x) = v4x? + 9+ 2z, g(x) = V422 +9 — 3z et h(z) =
Va2 +9 — 2x.

Déterminer les limites de f, g et h lorsque & — +o0o. Comparer les résultats obtenus pour
les deux formes indéterminées.

Exercice 4.6 1. Montrer que la fonction g définie sur [1, +oo| par g(z) = In(x) — 24/ est
monotone (utiliser la dérivée de g). En déduire que : Vz € [1,+o0[, 0 < In(z) < 2/ .
1
2. Déterminer lim M puis lim x .
z—>+o0 I z—+oo In(x)

) . x
3. Déterminer lim — en écrivant x sous forme exponentielle.
rx—+o0 et

Exercice 4.7 Pour chacune des six fonctions définies ci-dessous, déterminer les limites aux
points indiqués.

e filz)=2"=e"""ena=0,a=+oo
o folx)=at/" =e®/T en g =0, a=+00

o f3(z) =42 + \/In(z) — e en a = +00



o fu(z) = /x In*(x) en a = 0.

o fi(z) =2%" en a = —o00
e fo(z) =z ena=+oo
In(1+e”
. ﬁ(m)zmena:—i—oo,a:—oo,azo

4.2 Continuité

Exercice 4.8

0 six <-—1
flx)=9 14z s —1l<z<l1
2 sil<ux

Tracer le graphe de f et déterminer f(IR). A partir du graphe, f est-elle continue sur IR ?

Exercice 4.9

1/x six < -1

0 si—1<x<0
fla)=9 4 sio<az<1

22 sil<uzx

Quels sont les points de discontinuité de f ? f est-elle continue & gauche ou & droite en ces
points ? Tracer le graphe de f. Déterminer f(IR).

Exercice 4.10

0 six €] — 00, 2]
fl@)=< a—-b/x si x €]2,4]
1 si @ €4, 400

Déterminer les réels a et b pour que f soit continue sur IR. Tracer le graphe de f.

Exercice 4.11 Corrigé sur intercours f(x) = ||z] —1|. Montrer que f est continue sur IR
en utilisant les opérations sur les fonctions continues. Ecrire 'expression de f(z) sans valeur
absolue et faire une représentation graphique de f.

. .y ‘ . In |z| + 23e®
Exercice 4.12 Corrigé sur intercours Montrer que la fonction f(x) = 1 est con-
T2 —

tinue sur son domaine de définition (préciser les fonctions composantes).

Exercice 4.13

-1 siz<0
f(z) = 0 siz=0
1 sixz>0

Déterminer f(IR) et vérifier que f(IR) n’est pas un intervalle.



5 Calcul de dérivées

Exercice 5.1 Apres avoir précisé 'ensemble de dérivabilité des fonctions suivantes, déterminer
la fonction dérivée :

fil@) =32%,  fola) =el(@) -2, fo(z) = In(22 +3),

f4<x>=1;/fzx, fe) = T So(@) = (),

frla) = e 2 fy(@) = 222 + 1Y, fo(a) =2 = ",

fio(z) =n(e® +1),  fii(zx) = ”i;;

Exercice 5.2 En considérant le taux d’accroissement en 0, montrer que la fonction f définie
sur [0, +oo[ par f(x) = +/z n’est pas dérivable en 0.

Exercice 5.3 En utilisant la notion de taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes :

41 -1 -1
a) lim L, b) lim L, ¢) lim c ,
z—1 x —1 a—1 In(x) =0
In(1 1
d) lim M, en déduire lim (1 +2)Y®,  lim (1+ =),
z—0 T z—0 r—+00 x

1 -1 1
e) lim L, en déduire lim 2(4/1——-—1).
x—0 X T——0Q xr

Exercice 5.4 Soit k € IRT™*, on définit sur IR la fonction g; par
Ve e R, gp(z) = ek’
1. Etudier la parité de gy.

2. Montrer que g est dérivable et calculer sa dérivée. En déduire le tableau de variation de
k-

3. Calculer g} et résoudre 1'équation g/ (z) = 0.

4. Montrer que pour tous réels h et k strictement positifs

h <k <= gn = gk
5. Tracer la courbe de ¢;.
Exercice 5.5 Soit f définie par :

1—e* six<0

f@y=4 o0, 970
siz >0
e* 41
1. Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0[ et sur |0, +o00[ et calculer la valeur de f’(z) dans

chaque cas.
Montrer que f est continue sur IR.
Etudier le taux de variation de f en 0. La fonction f est-elle dérivable en 07

Déterminer le tableau de variations de f et en déduire que f(IR) = [0, 1].

cro W

Soit y €]0,1[. Résoudre 1'équation f(z) =y sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo].



6 Fonctions bijectives

1
Exercice 6.1 Soit f(z) = In(z) — — . Montrer que l'équation f(r) = 0 admet une seule
x

solution z( €]0, +oo[. Encadrer, par tdtonnements, xo par deux entiers consécutifs.

Exercice 6.2 On considere la fonction F :

0 siz < —1
z+12 i
Flz) = (Tl) . siz e [—1,0]
1—(77””) si z €]0,1]
1 siz>1

On note G la restriction de F a [—1,1].
1. Calculer la dérivée de F et tracer le graphe de F”.
2. Montrer que G est une bijection de [—1,1] sur [0, 1].
3. Déterminer G~1(y) pour y € [0, 1].

e®

Exercice 6.3 On consideére la fonction g définie sur IR par g(x) = P

1. Montrer en justifiant les inégalités strictes que

Vee R, 0<g(z)<lL.

2. Montrer que g est une bijection de IR sur |0, 1].
3. Tracer le graphe de g.
4. Déterminer g~*(y) pour y €0, 1[.
Exercice 6.4 On considere la fonction f :
flay={ Vel ste
0 siz=0
1. Déterminer lim f(z).
z—0
2. Montrer que f est continue et impaire sur IR.

3. Montrer que f est strictement croissante sur IR" et en déduire que f définit une bijection
de IR dans IR.

4. Montrer que
Ve e R, fl(z)=alz|.

5. Tracer dans le méme repere les courbes de f et de f~1.



7 Fonctions convexes ou concaves

Exercice 7.1 1. f(xz) = zIn(x). Montrer que f est convexe sur son domaine de définition.
Ecrire I’'équation de la tangente au point d’abscisse x = 1. En utilisant la convexité de f
sur ]0, +o00[, quelle inégalité peut-on écrire ?

2. g(z) = v/x . Montrer que g est concave sur |0, 4+o00[. Ecrire ’équation de la tangente au
point d’abscisse = 1. En utilisant la concavité de g sur ]0, +00[, quelle inégalité peut-on
écrire 7

3. Dans les deux cas, tracer le graphe et la tangente.
Exercice 7.2 On pose : Vo € R, ¢(z) =z + 5(e” +e7 %) .

1. Montrer que ¢ est convexe sur IR.

2. Résoudre dans IR I’équation ¢’'(x) = 0 en posant u = e®.

3. Ecrire I’équation de la tangente au point d’abscisse 2 = In(v/2 — 1). En déduire que ¢
présente un minimum global au point = In(v/2 — 1).
e’ —e "

1. Montrer que la fonction f est strictement croissante et impaire sur IR.

Exercice 7.3 On counsidere la fonction f définie par : f(z) =

2. Montrer que f est convexe sur | — 0o, 0[ et concave sur ]0, +00[.
3. Ecrire ’équation de la tangente au point d’abscisse x = 0. En déduire que :

Ve <0, f(z) >z etV >0, fz) <z

4. Montrer que f définit une bijection de IR dans | — 1, 1[. Déterminer f~1.
5. Tracer le graphe de f.

Exercice 7.4 Une partie de ’examen d’octobre 2011
On consideére la fonction f définie par :
34 2In(x
| 3+20()

Ve >0, f(z)==z -

b

et la fonction g

Vo >0, g(x)=2*—2In(z) — 1.
Calculer la dérivée de g.
Donner le tableau de variations de g.

Quel est le signe de la fonction g7

Justifier que f est de classe C? sur IR1*.
Déterminer la limite de f quand = tend vers 0.

)
)
)
)
)
¢) Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo.
) Calculer la dérivée de f.
) Donner le tableau de variations de f.
) Sur quel intervalle la fonction f est-elle convexe, concave ?
)

Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution notée a. Montrer que
a €]0,1[.

(h) Ecrire ’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point z = 1.

(i) Tracer le graphe de f.



8 Calcul d’intégrales

Exercice 8.1 Calculer les intégrales suivantes :

3 2
1
11:/ z? — 3z + 2dz, IQZ/ (r — —=)a?dx,
0 1 Ve
2 255 2
2x° — 3
I3 = / ‘J}|d.’177 I4 = / —x v + \/.%d.’Ii,
-1 1

2372

1 /2 o
I = / 2%y et I = / ——dz,
0 —1/2 L7 — 1

2 1 1
pour 167 on pourra remarquer que 21 z-1 Txz-

Exercice 8.2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.

2 1
I = / z*In(z)dz, (a#-1), Iy = / r22%dx.
1 0

Exercice 8.3 Sachant que la fonction f est C? sur IR, que f(1) = 2,f(4) = 7, f'(1) = 5 et
f'(4) = 3, calculer l'intégrale I = f14 xf(z)dz

Exercice 8.4 Calculer les intégrales en utilisant un changement de variable ou en reconnaissant
des dérivées de fonctions composées

1
Ilz/xe”“d:v I = / 21 — 23d, Ig—/
0

\/1+6x
2 _Jx 2 d 1 1 x
e X = e
I, = ——dz, I - Iyj= 1—2%)°2zd I:/ d
4 /1 20z x, Is = /1 2(1 ¢ In(2))2’ 6 /o( z%)"  adz, I ) 11e x

Exercice 8.5 Sachant que la fonction f est continue sur IR, que Uintégrale I = 036 f(z)dx =
24, calculer les intégrales J = f012 f(Bz)dr et K = f06 xf(2?)dx

Exercice 8.6 Pour a > 0, on considere 'intégrale

(" In(z) (" In(z) dx
J(a)_/l/a 1+x2d$_/1/a 1+ 1/2 a2

En utilisant la deuxiéme écriture de J(a), effectuer le changement de variable u = 1/x et
mountrer que J(a) = —J(a). En déduire la valeur de J(a).




9 Intégrale généralisée

Exercice 9.1 étudier la nature des intégrales suivantes et donner leur valeur en cas de conver-
gence :

+00d
Il = / ﬁa
1 m

T In(x
L, = / x(Q )d:r7 (utiliser une intégration par parties sur l'intégrale partielle) ,
1

oo dx

> xy/In(z)’ (
Exercice 9.2 Soient a et b deux réels tels que a < b et f(z) = ;2= si @ € [a,b] et O sinon.
Calculer les intégrales :

I = /+<>o f@)dx, I, = /+<>O zf(x)dx, I3 = /+°° 2? f () da

— 00 — 00 — 00

Is = utiliser un changement de variable) .

et pour tout réel z, F(z) = [*__ f(t)dt en discutant selon les valeurs de x.
Exercice 9.3 On considere la fonction f définie par :
z+1 sizel[-1,0]
flzy=<¢ 11—z  siz€0,1]
0 six¢[-1,1]

1. Montrer que I'intégrale f_+:o° f(x)dx converge et donner sa valeur.

2. Montrer que, pour tout réel z, I'intégrale F'(x) = ffoo f(t)dt converge et donner sa valeur.

3. Montrer que les intégrales fj;o zf(x)dx et f_+:o° 22 f(x)dx convergent et donner leurs
valeurs.

Variations sur ’intégrale de Gauss

Exercice 9.4 1. On rappelle que
+oo 5
G, = / e "2y = V2m/2.
0

En déduire la convergence et la valeur de Go = \/% fj;o e~ 2dg.

2. On pose
1 z 2
Vr € IR, x :—/ e V24t
o(z) el

(a) Montrer que ¢ est dérivable sur IR et calculer sa dérivée.
(b) Calculer ¢(0).

(c) Montrer que
Ve € R, ¢(x)+ ¢(—xz) =1.



10 Révisions : examen octobre 2010
Exercice 10.1 On considere la fonction f définie par :
fx)=2+4+2—2In(e” 4+ 1)
et on note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonorrnal.
1. Justifier que f est de classe C? sur IR.
2. Montrer que pour tout x réel, on a :

flz)=—x+2—-2In(e™ " +1)

En déduire que f est paire sur IR.
3. Déterminer la limite de f quand z tend vers +oo.

4. Démontrer que la droite D d’équation : y = —z+2 est asymptote a C en +oo. En déduire
que C' admet une asymptote en —oo dont on donnera I’équation.

Donner le tableau de variations de f.
Déterminer la solution, notée « , de ’équation f(z) =z .

Montrer que f est concave sur IR.

® N o o

Tracer le graphe de f avec ses asymptotes.

Exercice 10.2 On considere la fonction f définie par

2(1;0)2 siz €0, 4]
flx) = 7oz size[3 1]
0 six ¢[0,1]

1. La fonction f est-elle continue sur IR?

19
5!

2. La fonction f est-elle dérivable en z =
3. Tracer le graphe de f.

4. Montrer que I'intégrale fj;o f(t)dt converge et donner sa valeur.
5. Pour tout réel x, on pose F(z) = [*_ f(t)dt. Déterminer F(z).

Exercice 10.3 Soit pour n entier

1
In:/ 2™ In(1 + x)dz.
0

1. Calculer I.

2. En utilisant une intégration par parties montrer que

In(2 1 L ogntl
VnelN, I, = n2) / Y .
n+1l n+1J/, 142

3. Montrer que

T
V.’L’E[O,l], $+1—(E—1+m

10



4. En déduire 1.

Exercice 10.4 On pose

—+oo —+oo
I:/ (@) 4. J:/ ‘1(
1 1+a22 0

On admet que I est convergente.

+oo
dr et K = / In(z
1+ Jc2

1. Grace au changement de variable u = %, montrer que

1
I=— / m(w) 5.
o 1+u?

2. En déduire que J converge et que J =21

3. En déduire que K converge et que K =0

11




